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PRIVILEGIO.

E U ELREY. Faco faber aos que efte Alvara

virem : Que Havendo Eu Ordenado pelos Eftatu-
tos Noviflimos, com que Reflaurei , e Mandei de
novo fundar a Univerfidade de Coimbra , que os
Eftudos das Sciencias Mathematicas conftituillem
nella huma indifpenfavel Faculdade : E fendo a0
mefmo fim Servido pela Minha Carta de Ley de
dez de Novembro de mil fetecentos fetenta e dous
abolir , e caffar os Tituloes Nono ,» € Decimo dos
Eltatutos do Collegio Real de Nobres ; pelos quaes
0s referidos Eftudos deviad tambem fer enfinados
no fobredito Collegio ; para que {6, e unicamen-
te foffem promovidos , e cultivados na dita Unij-
verfidade , em commum beneficio de todos os Meus
Fieis Vaffallos : Por quante pela fobredita abolicad
ficarad os referidos Eftudos proprios , e privativos
da Univerfidade ; e veio a ceffar o fim do Privile-
8o exclufivo , que para a impreflaé dos Livros
Clafficos Havia concedido pela outra Carta da Ley,
9 H“H‘Fﬂﬁ perpetua feita ao dito Collegio em doze
de Outubro de mil fetecentos feffenta e finco ; na=
quella parte , que he re(pedliva aos Livros Mathe-
Maticos : Hey por bem transferir para a fobredita
Unis




Univerﬁd!dﬁ de Cu{mhrl o mefmo P}'ivﬂ:gﬁn ex~
clufivo para a impreflad dos Livros de Euclides ,
Archimedes , e outros Claflicos das Sciencias Ma-
thematicas ; afim , ‘e da maneira que na fobredita
Déacad En havia concedido ao referido Collegio
Revogando , como Revogo a efte im , a mefma
Doacab naquella parte , que na generalidade della
f6 he comprehenfiva das impreffoens dos ditos Li-
$ros , ou de outros , que hajad de fervir aos fobre-
ditos Eftudos Mathematicos , e pelos quaes [e de-
va6 enfinar na mefma Univerfidade de Coimbra.
Pelo que : Mando ao Marquez de Pombal ,
do Meu Confelho de Eftado , e Men Lugar-Te-
nente na Fundacaé da Univerfidade de Coimbra
4 Real Mefa Cenforia ; Mefa do Defembargo do
Paco ; Regedor da Cafa da Supplicacad ; Confe-
lhos de Miunha Real Fazenda ; e dos Meus Domi-
nios Ultramarinos ; Mefa da Conlciencia , e Or-
dens ; Governador da Relagag, e Cafa do Porto ;
Senado da Camara, e bem affim a todos os Def-
embargadores , Corregedores, Provedores , Ouvi-
dores , Juizes , Jufticas , ¢ mais peffoas deftes Meus
Reinos , ¢ Dominios, 2 quem 0 conhecimento
defte Alvarh deva pertencer, que O cumprad, €]
guardem , e fagad cumprir , ¢ guardar fem duviday
ou embargo algum , qualquer que elle fejas nad
‘sbflante a fobredita Carta , Ley , € Doagad perpe-
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tua de doze de Outubro de mil fetecentos feffenta
e finco, que Tenho revogado ao fobredito fim na
parte , que {6 relpeita as fobreditas imprefloens ;
ficando para tudo o mais em feu vigor, e inteira
validade. E eile valera como fe paffaffe pela Chan-
cellaria , polto que por ella naé ha de paffar, c o
fen effeito haja de durar hum , e muitos annos:
naé obltantes as Ordenacoens em contrario , as
quaes Hey por derogadas para elte effeito {6mente.
Dado no Palacio de Noffa Senhora da Ajuda em
defefeis de Dezembro de mil fetecentos fetenta e
ties,

| o o

Marguex de Pombal,

o 9O @ u

-AI.‘H!H‘& s porque Viffa Mageflade pelss motives
welle expreffos  He fervido transferir para a Univer-
4 "W Sidade de Coimbra o Privilegio exclufivo p;:em as im=
Preffaens dos Livros Claffices dos Efludes Mathemati=
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cos 5 havends ceffads o fim , com qiie antes fora conces
dids , e doads as Collegio Real de Nobres 5 na firma
affima declarada.

Para Voffa Mageftade ver.

" Yoas Chrifeflomo de Faria ¢ Soufa de Vafconcellos
de Sa o fez.

Cumpra-fe , e regifte-fe. Noffa Senhora da Aju-
da em 4 de Janeiro de 1774.

Marquez Vifitador.,

No Livro de Providencia Litteraria defta Se-
cretaria de Eftado dos Negocios do Reino fica re- |
giftado elte Alyvara. Noffa Senhora da Ajuda em

7 de Janeiro de 1774

Foai Chrifoflomo de Faria ¢ Soufa de Vafeoncellos
de §d.




A A A LAV AV LA LA TN Ll LA TR e
TABOA

D A S

MATERIAS QUE SE CONTEM NESTES
ELEMENTOS.

e

INTRDDUCQAG. Pag. 1

ALGEBRA
SECGAG I.

D os rrincirios’ po carcuro
LITERAL, -
Das Operagies  Fundamentais do Caleuls
Litteral, 4
Da Addigas ¢ Subtraccas, brd.
Da M r;fn}ﬂfr'fd;aﬁl 9
Da Divifag, L
Do mado de achay 0 maior divifor commum
de duas quaniidades litterais. 28
Das ﬁ'ﬂ:{ﬁﬂ Litterais, 33
as Eguagges, 34
Da vefolucai das Equacies do primeiro grao
a buma incognila. 36
Pplicacas; gog principios precedentes & refo-
fﬂrﬂj de alguns problemas. 41
tfiexies fobve gs quantidades pofitivas

€ Begalivgs,

2

4
Das




oI

Das Equagies lineares a muitas incognitas.

a lres ¢ mais incognilas.

Applicagal & refolugad de alguns problemas.

Dos cafos em que os problemas ficad inde-
terminados , ainda que haja igual numero
de equacies e de incognilas.

Dos cafos em que os problemas fad impaffiveis.

Dos Problemas indcierminados.

Das Eguacoes do Jfegundo grio a buma inco=
gnila.

Applicaga3 a alguns problemas do fegundo
grao.

Da extraccat da Raiz quadrada das quan-
tidades litterats.

Do calculo das quantidades affectas. do Ji=
nal o |

Da formacai das potencias dos MONOINIOS
e extraccad das Juad vaizes.

Do calenlo dos radicais , € dos expoenies.

Da formagab das polencias das quaintidades
complexas.

Da extracgab das raizes: das quantidades
complexas.

Do modo de ter a raiz approximada das po-
tencias imperfeitas das quantidades. litle=
rais |

Das Equagies fuperlincares a duas tncogni-
las. 5 AW

".a mais de dnas incognitas.
Das Equagies a dous termos. |




Das Equactes que’ pédem refolverfe & ma-
neira das do fegundo grdo.
Da compoficas das Equacaes.
Do modo de transformar as Equagies.
Da refolugas das Equagies compofias.
Applicaggi ao terceivo grdo.
———— a0 quarto grdo.
Reflextes fobre ometbods precedente | e fo-
bre a fua applicacat ds Equagcies dos grios
r Juperioves an quarts.
Dos Divifores commenfuraveis das Equactes.
i Da extraccai das raizes das quantidades
parte commenfuraveis , e parie inconmen-
i Suraveis. |
Do modo de achar as raizes approximadas
: das Equaciies compoftas.
Reflexiies fobre o.methods Precedente.
Do mods de achar as raizes iguais das Equa-

0 ¢hes.
‘ Do mods de achar as' raizes imaginarias das
| :

Equacies.
ST CTAYTS

A APPLICAGAG DA ALGEBRA
A ARITHMETICA E GEOMETRIA.
Topriedades gerais das Progiefstes Ari-
| thmeticas,

P foma das Polencias dos teymos de qual-
guer Progreflai drithmetica,

I

139
140

149
151

153
160

168
173

g

183
186

187
189

191

197

Das




il
Das propriedades , € 1o das Progre[ses

Geometricas. 204 |
Da [foma das Series Recurrentes. 209
Da Confirucgat Geometrica das Quantidades

Algebricas. 210

Prm'u’fmm de Geomelria, e reflextes tanto fo-
bre o modo de os pdr em equagab, como fobre
as differentes folugies que dad as equagbes. 217 |

Outras applicagies da Algebra. 240
Das linbas curvas em geral, € em particular

das Seccies Conicas. 245
Da Ellipfe. 251
Da Hyperbola. 264
Da Hyperbola entre as Asymptotas. 276
Da Parabola. 279 |
Reflextes fobre as Equagies das Seccies Co-

#icas. 286

Do mody de reduzir ds Seccies Comicas toda
a equaga indeterminada do fegundo grdo. 293
Applicacat d refolugat de alguns problemas

indeterminadoy. 303
dos mefmos principios d refolugad
de alguns problemas detcrminados. 311

ERRA-




ERRATAS
Pag. Lin. ' Erra, Emend,
5 12 daletra de qualquer letra
R ¢
ihid. 4  ab ac
22 21  para dividir para fe dividie
20 v 3 4 — 2
27 13 ~2¢ ~+ 2a¢
28 11 8ab 8b—a
34 1 diminuindo diminunido
79 18 17 10
thid. 19 6 de Numero Au- 8 de Numero Aureo,
co , ¢ g €Il ,
8t 2 caudas cauda
tbid, 9 o final v o {inal 4~
8. 3ot x5
90 7 ufando fe ufando
93 3  tirar tirarmos
95 7 4+ jousas “}, ou com o final —
96 ¢ porque pela qual
ITo 14 .elle ella
I1g Ig pares Impares
bid, 1 impan:i Pares
LA Lt
27 10 (a4-4)" 4 (a4-8)" —
49 18 Je lernarag JSe tornaris
EE IE Tl'-'-l'—t _]"m "
"9 5§ a (ua raig o feu valor
97 8 altura altura b
D0 =% quadrando DEAIH qu:uTra-.Ir}
©2 13 anferd a foma das a foma das quantida-
Quantidades des an fera
Tom. -

2006




Pag.

206
208
1hid,
210
1hid,
220
2272
247
248
251
257
202
270
thid.
271
2873

283
ibid.

291
100

Lin.

10

7
14
10
11
12
19

ult.
22

9
17
20
1
10
12
3
12
I
;
17

Erras,

venge
p{}xtmam:n:n
progreliad

m

n

pependicular
agudo , ou obtufo
de AeB

que fera
determidada
ponto M

NN

efles

AT

obfciiias

MO

encontrad
MAm

linha

neceflario

703 6 b

Lmend,
vencga

proximamente
propagacad

m=

“.'.'

perpendicilar
obtufo , ou agudo
Ae B

fera

determinada
ponto M da ellipfe
NN

eltas

At

abfcifTas

as partes MO
encontrarad
AMm

linha indefinida
necellaria

bﬂg!rﬂ




e S . - q..'_. v

ELEMENTOS

INTRODUCCA G

O S raciocinios que fe fazem nas indagacGes
Mathematicas , nag obftante 2 variedade dos ob-
jeCtos deftas fciencias , tem partes commuas, que
lc podem reduzir a regras gerais , refultando del=
las 2 vantagem de fer o noilo efpirito alliviado de
grande parte dos esforcos , que feria neceffario ap-
plicar em cada huma das queftes. O methedo que
¢nfina a achar as ditas regras , chama-fe Analyfe.

. Divide-fe efta em duas partes : em Analyfe Fi-

a, ou Algebra ; e em Analyfe Infinitefimal , a

ual comprehende o Caleuls D:}ﬁ'}nn:f&!, e Integral,
Primeira parte ferd a materia defte Tomo.,
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PRIMEIRA PARTE, |

Oou
ELEMENTOS DE ALGEBRA.

-

SECCAO L

Dos princirios Do Carcuro LITERAL,

3 A ArceBra he o inftrumento da Analyfe, uu!
a Sciencia , que tem por objeéto enflinar os meios
de reduzir a regras gerais a refolugad de todas as|
queftbes , que fe pédem propor acerca das quanti-
dades.

Como eftas regras para ferem gerais, nad de-
vem depender dos valores particulares das quanti
dades que fe confiderad , mas da natureza de cads
huma das queftdes , de maneira que fejad conftan-
temente as melmas para todos os problemas di;
mefma efpecie ; fegue-fe , que a Algebra nad deve;
reprefentar as quantidades pelos mefmos caracte
res, de que ufa a Arithmetica.

Porque 1.° os algarifmos tem hum valor de:
terminado por canvengad. Ainda que 3, por exenv
plo , tanto Eﬁde fignificar 3 toezas , como 3 ho =
yas, ou 3 libras &c. ; comtudo nad péde fignihics
cem, ou mil &c. 2.0 Os refultados da Arithmetic
nab moftrab o caminho, porque chegamos a delcv
bri-los. Huma, ou muitas operagbes Arithmetic¥

: po- |




per ALerzsra, 3

pédem dar o refultado 12, por exemplo ; mas efte
numero nad declara fe procedeo de muluplicar 3
por 4, ou 2 por 6, ou de fomar 5 com 7 s 0u 2 com
1o, on em geral de alguma outra combinacad de
operagbes. Além de que a Arithmetica di regras
para achar certos refultados , mas deftes naé fe po=
dem deduzir regras. A Algebra para fatisfazer a
cltes objectos reprefenta as quantidades por finais
genericos, e univerfais, como {ad as letras do Alfae
beto , as quais , naé tendo mais relaga com hum
numero do que com outro , admittem todos os vae
lores ; e eftando prefentes fempre 4 vifta no decus~
fo de hum calculo, confervas, por alfim dizer, o
veltigio das operacbes, que com ellas fe executsa
rab, ou ao menus moltrad nos refultados das mef=
mas operaglies o caminho mais breve , que fe de-
ve feguir para’chegar ao mefmo fim pelos meios
mais fimples.

Tambem fe exprimem em linguagem Alge-
rica as relages , ¢ condicbes das quantidades , as
ifferentes operagbes , que deftinamos fazer fobre
llas, &c.: em huma palavra na Algebra tudo he re=
refentacaB. Pouco a pouco enfinaremos os diffe-
sotes modos de reprefentar tdo , quanto diz re=
Peito as quantidades , € moitraremos as vantagens,
ue diffo refuliag,

He pois a Algebra a Arte de reprefentar por
mbolos gerais todas as jdéas » que {e pédem for-
ar relativamente as quantidades. Affim tudo o
e he defignado pelas letras do Alfabeto tem o no-
© de Ruantidade , ou Expreffas dlgebrica,

A2 Day




4  ELEMENTOS

Das Operacies Fundamentais do Calenls
& | Literal.
i ¥
g
2 S Obre as quantidades algebricas fe fazem,
ou para melhor dizer fe indicad as quatro opera-
coes de fomar , diminuvir , multiplicar e dividir ,
que fe executad na Arithmetica,

Da Addicat , e Subtracgan.

3 P Ara fomar e diminuir quantidades feme- |
Thantes nad fe precifa de regra ; he evidente , que
para fomar huma quantidade reprelentada por a’
com igual quantidade a, devemos elcrever 2a; e que
para I%:mar 2a com 3a, efcreveremos ga. Tam-
bem he manifello , que tirando 24 de ga o refto he
3a . A leftas duas operagbes tad faceis como fre-
quentes fe di o nome commum de Reducgai.!

4 Nas quantidades diffemelhantes , que fempre
fe reprefentad por letras differentes , nad fazemos
mais do que indicar eftas eperacbes. Para iffo no
fomar ufamos do final 4 , que [e pronuncia mais
e no diminuir do {inal — , que fe pronuncia menos .

Aflim, havendo de fomar huma quantidade re-
prefentada’ por @ com outra reprefentada por &,
elcreveremos a - 4 ; de maneira que nab {abere-
mos qual he o verdadeiro relultado, fenad depois
de conhecermos o valor particular das quantidades,
que fe reprefentadb per « e b; le a vale 5y €
vale 12, a-} 4 valerd 17.

Do '_
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pr ALGEBRA. ¢

Do mefmo modo para fomar - - 52 2} 33
COOL: il e T e ' e GaT fa o &b 1 g9a -+ 2¢

€ = e = = = 2 e - o .o gbtad
:{c:ﬁffremﬁs - sa-3b-4-gat 2c 4 gb + 3‘#r
Que fereduz (3)a - - 144 126 4 2¢ 4 34.

Em quanto ao diminuir, para tirarmos J dec e
crevercmos @ — b.

Sager Mg FE FNGL IS SR e R
UizErmos tirar - = = = = g§a-} 4b

fereveremos. - - - - ga -+ 65— sa— 45
ue fereduz (3) a - - - ga- 28,

5 Hum numero pofto antes da letra chama-
€ com razad Coefficiente da mefma letra : em 35,
or exemplo , 3 he coefliciente de 5. Quando o
ocfliciente he 1, nad fe efcreve ; affim fe de 22
Irarmos 24 o refto he 1a , mas efcrevesfe tad (G-
ente 4, Pelo que fe encontrarmos huma letra
¢l numero que a preceda , nad imaginemos que
leu coefficiente feja cifra ; nefle calv o coefficien-
¢ he a unidade,
He indifferente a ordem em que fe difpbem
S quantidades, que fe fomad ou diminuem. Se qui-
¢rmos fomar 4 com & , poderemos efcrever a 4 4,
: 45 ¢ para tirarmos b de a, elcreveremos
—2, 00—} - @ . Scguiremos porem , quanto
odermos, g ordem alfabetica, que he a mais ufada,
orque nella fe pronunciad as letras com mais fa-
lidade do que em outra qualquer, e [e percebem
¢lhor as quantidades femelhantes. 7




[ EremMeNTOS

Notemos tambem , que toda a quantidade,
que nad tem final , fe reputa ter -+ : @ he o mel-
mo que -+ a. He coftume fupprimir o- final
nas quantidades que o deyem ter , quando eftas
fe efcrevem no primeiro lugar ; nad alfentamos
~+a <44 , mas implesmente 2 - 5. |

8 Quando depois de huma operacad fe pro-
cede & reducgad , péde acontecer que a quantida-
de precedida do final — tenha coefhciente maior ,
que o da quantidade femelhante precedida do f{inal
-} ; porém em todos os cafos a operagad fe execn-
ta por eltaregra geral. Para Jomar as quantidades
algebricas , ¢fcrevai-fe confecutivamente todas as fuas |

rtes com oS finais refpectives , reduzai-[e todas as
wantidades femelbantes a buma unica, ajuntands de
ngn parte todas as que tiverem "JI" , £ da outra tsdas
as que fiverem — , tire-fe finalmente o menor refultas
do do maior , e dé-[e as refls o final de maior.

Por exemplo, fe huma operacaé defle 1404 125
o+ 2¢ t3d -+ a -+ b} 4d — 5¢; reduziriamosefta
quamic[ade a 15a 4+ 136 — 3¢ -+ 74, na qualem 1
lugar de 2¢ — 5¢, que tinhamos na primeira, fe
elcreve — 3¢ , porque havendo de tirar 5¢ de huma
quami{ladt » em que [6mente fe offerece 2¢, refta
ainda 3¢, que fe deve tirar da totalidade das outras
quantidades.

Havendo de fomar a -+ 6 e a— b, teremos
,+ﬁ+u—-ﬂ-, ifto he 2a , porque b — & Iu:n:l-l '
‘da. Logo fe ajuntarmos a foma a -4 4 de duas
quantidades quaisquer a ¢ 4 com a {ua differenca
a — b, acharemos o dobro da maior das melmas
quantidades. '

Que-
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Queremos fomar as quatro quantidades feguintes

54 430 —4c

/ 2a — 5b + 6c -+ 2d
a—q.&—:'.:-—[-ga
74 4 46— 3¢ — ¢

Soma  ga - 3 — got-20 —5h - b6c 4 2d - a
_45__2¢+3:+Ta++5—3f—53.

Fazendo a reduccad em ordem a a, temos 1545
m ordem a &, temos - 74 de huma parte , e — gb
1 outra, confeguintemente — 24 de refto ; em or-
tmac, temos — gc de huma parte, 6¢ daoutra,
confleguintemente — 3¢ de refto ; reduzindo as
utras quantidades do mefmo modo , acharemos
5“-—25—3.1'—][—2#'--3:.

9 Nas exprefsies algebricas as quantidades fe-

aradas pelos finais 4~ e — , chamad-fe Termos das
efmas exprefsdes .

10 Huma quantidade chama-fe Mznamio , Bi-
omis , Trinomis &c. conforme fe compde de hum ,
u dous, ou tres &c. termos § e em geral fe chama
?"’f”ﬂmfﬂ » quando confta de hum numero indeter-
inado de termos .

It Em quanto & fubtraccad das quantidades
lgebricas , a regra geral he efta . Mudem-fe os fi-
ats das termas dg quantidade que ﬁ* deve tirar 4 ifie
€ mude-fe A em —, ¢ — om -3 fimesfe a quan-
dade affim mudada com a outra de que fe deve fazer
Jubtracgas , o reduza-fe .

Ex-
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Exempla,
De = = -« « 6a—23b-}4e
queremos tirar - §a — 5b -} b

elcreveremos - 6a—3b 4 4c — sa 4 55 — 6,

e reduzindo , teremos o refto a -+ 26 — 2¢,

Efcolhendo hum exemplo mais fimples para dar
a razad da regra, fupponhamos que de 2 queremos
tirar b , he evidente que devemos efcrever a — &,
Mas fe de a quizermos tirar 4 — ¢, ifto he , fe qui=
zermos tirar nad 4 por inteiro , mas {omente 4 di-
minuido de ¢, devemos por compenfacad ?jumar
@ que fe tirou de mais no primeiro cafo , e efcrever
a— b~ ¢, ifto he , mudar os finais de todos os
termos na quantidade que fe ha de {ubtrahir.

Nos numeros he defneceffario efte cuidado; por
quanto fe de 12 houveflemos de tirar 8 — 3, co-
megariamos por tirar 3 de 8, e o refto 5 tirado de
12 daria o refto bufcado 7 . Mas poderiamos tam-
bem tirar logo 8 de 12, e a0 refto 4 ajuntar 3 , o
que da melma f[orte daria 7. Efte ultimo partido
he o que {e toma na Algebra por neceflidade, pois '
que ella nab admitte a reduccad preliminar , que fe
faz nos numeros. |

Quando e pertende fomente indicar a fubrac-
¢ab, encerra-fe cada huma das duas quantidades
entre parenthefes , e da-fe o final — aquella que fe
deve tirar. Aflim, para indicar que de a 4 4 fe deve
tirar @ — 4, elcreveremos (a~+5) —(a—1¥4):
fe effeituarmos a operagad , acharemos o refto 24.
Logo a differenca entre a foma , e a differenca de

du-
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duas quantidades di o dobro da menor dellas .
12 As quantidades precedidas do final 4 cha-
mad-fe Pgfitivas , e as que tem antes de fi o final
chamad-(e Negativas .

Da Multiplicagad.

13 A Multiplicacad Algebrica requer algue
mas confideracGes particulares , que nad tem lugar
a Arithmetica; porque além das quantidades hi fi-
ais, a que fe deve attender . Porém fe nad confie
crarmos mais que os valores numericos das quan-
idades seprefentadas pelas letras, deve-fe formar
mefma idéa de ambas as multiplicagdes ( Arith,
© ), Aflim , multiplicar a por 4 he tomar a quan-
idade reprefentada por a tantas vezes , quantas fad.
¢ unidades da quantidade reprefentada por 4. °
14. Para indicar a multiplicagad ufamos do fi-
al % , ou de hum ponto poito entre as duas quan-
idades que fe devem multiplicar , e tambem de
enhum (inal , pelo menos nas quantidades mono-
'as § de maneiraquea X b, a.bd, ab [ad tres
XprelsGes , as quais querem dizer a multiplicada
or /, ou que a fe deve multiplicar por 4 . O ule
imo modo he o mais ufado.

15 Querendo multiplicar ab por ¢ , efcreve-
mos  abe ;e para mufl:iplicar ab por cd elcreve«
mos wbed . He indifferente o lugar em que as le-
as [e poem , porque ( Arith. 44 ) o producto he
mpre o melmo,,

16 Quando encontrarmos pois huma quanti-
ﬂfdc Como v. g, ab, abe , abed , ma qnal as letras
achem efcritas confecutivamente fem final algum

1nter-
r




10 ELEeEMENTOS

intermediario , concluiremos que ella reprefenta o
produ@o da multiplicacad fuccefliva de cada huma
das letras , de que [e compie. :

17 Logo ( Arith, 42 ) ae b fab faltores de
abi a,b,c fab faltores de abc, e aflim nos
outros calos . |

18 Segue-fe mais, que no produite da multipli-
eacad de muitas quantidades monomias devem entrar
todas as letras , de que [e compie tanto o multiplican-
do coms o multiplicador,

Ifto fuppolto , fe as quantidades , que houve-
gem de multiplicar-fe, qualquer que feja o nume-
ro dellas , fe compuzerem da mefma letra, efcre-
veremos elta no produto tantas vezes quantas fe
achar nos faltores. Aflim a multiplicado por ada
aa ; aa multiplicado por aaa da aaaaa; aa mul-
tiplicado por aaa, e além diffo por a, da aagaaa .

19 Em tais cafos fe affentou , que nad fe
efcrevelle a dita letra mais que huma vez, mas que
{fe marcalfe com hum numero, a que fe deo o no-
me de Expoente , o qual fe puzefle a direita da le-
tra, algum tanto por cima , e fignificaffe quantas
vezes ella fe devia eflcrever; ilto he, que em lu-
gar de aa fe efcrevefle 4% , em lugar de aaa fe efcre-
velle af &c. |

Confervemos pois na lembranga , que o expo-
ente de huma letra demata quantas vezes ella be fa-
er di predulle . Em a® b2¢ ha tres factores de va-
lor differente , a faber 4,5, ¢ ; porém deftas le-
tras a primeira he faflor tres vezes, a fegunda duas,
e a terceira huma , porque aib2¢ vale o mefmo
que aaabbe .

Logo ( Arith. 150 ) o expoente denota tam-

bem a potencia , a que huma quantidade eftd eleva
da

-
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a. Afim a? he a fegunda potencia, on o qua-
rado de a ;- @ a quinta potencia de a . Delte mo-
o todas as potencias de a fe reprefentas cémoda-
ente por g, a?,a, a4, a’ &c. Logo em lugar
¢ a le péde elcrever a*. Em geral, quando o ex-
oente he 1 omitte-fe , e reciprocamente.
Nab devemos pois confundir o expoente com
coefficiente . O expoente indica a multiplicagad
nais ou menos repetida de huma quantidade por
1 mefma; o coefliciente porém denota a addicad
epetida de huma melma quantidade. Por exem=
lo, 24 vale o mefmo que a -+ a, e a® fignifica

X @, de maneira que fe @ vale 5, 2a vale 10,
1as a2 vale 25,

Os termos, que fa6 formados das mefmas letras
ffectas refpeftivamente dos mefmos expoentes ,
hamad fe femelhantes.

20 Donde fe fegue , que para multiplicar duas
uantidades msnomias , que tenbhad letras commuas ,
“maremos &5 expoentes das letras femelbantes do multi-
licando ¢ multiplicadar.

Para multiplicar af por a! elcreveremos a9,

o he aletra a , dando-lhe o expoente 8 foma dos
Ous expoentes § e 3 . Do mefmo modo para mul-
plicar ai 2 ¢ por a4 bi cd , elcreveremos a’ b4 ¢ d,
al he a regra das letras na multiplicagad das
uantidades monomias .

21 Em quanto aos coefficientes que pdem ter

r‘.lﬂf"‘fs monomios , por elles comecaremos a

"1.[ ',PI":“'?:ﬁ como na Arithmetica , ¢ o produto
vira de coefficiente do produfto algebrico. Af-
0 » para multiplicar sa por 35, multiplicaremos
rimeiramente s por 3 , depois a por E. e acha-
mos o producto 1 5.:3 « Do melmo modo havene

do
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do de multiplicar 12a°6* por gath?, teremos
10847 bi .

22 Paffando agora & multiplicacad das quanti-
dades complexas ou dos polynomios , devemos co- |
mo. nos numeros compoftos multiplicar fucceffi- |
vamente cada hum dos termos do multiplicando |
por cada hum dos termos do multiplicador , ob-
fervando as regras , que havemos dado para.a mul- |
tiplicacab dos monomios , fomar depois os pradu- |
&os parciais , e reduzir. He indifferente principiar |
da direita para a efquerda, ou da elquerda para a di- |
reita ; mas feguiremos efte ultimo modo, que he o/
mais ufado, a)

Exemplo I.

- Havendo de multiplicar < a5
por = = = - = = = ¢-+d

Produ&o - - ac + be 4+ ad —]—- bd.

1.° Multiplico a por ¢, o produ@o he ar

g:tg ) 3 2.2 multiplico & por ¢, o produfto he’
; fomo os dous produltos , e tenho ac - fc
por produéto de a -} 6 por ¢.

Multiplicando do mefmo modo ae b pord,
acho o produf@o ad -} 4d, o qual fomado com
o primeiro di ac 4 be - ad 4 bd.

Com effeito, multiplicar a 4 4 por ¢4
he tomar nab fomente @, mas tambem & tantas ve-
zes , quantas {ad as unidades da totalidade ¢ -4, |
ilto he , tantas vezes quantas {26 as unidades de ¢, |
¢ mais tantas quantas {ad as unidades de 4.

Exe
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Exemplo 11,

Querendo multiplicar - - - a—3}
Por = = a & - “latve—4d

Produdlo ac — be — ad -+ bd.

Multiplico ptimeiramente a por ¢ que da ac ,
depois E por ¢ que da 4 ; mas tiro o fegunde
roducto do primeiro , porque multiplicando a por
nteiro na primeira operagad , multiplica-fe de mais
quantidade 4, que fe devia tirar de a : logo de-
emos tirar do produte a quantidade 4 multiplica-
apore, ifto he b¢ .
, Do mefmo modo @ — b multiplicado por 4,
i ad — bd ; mas como o final do multiplicador
ﬂrlmli d he — | tiraremos o {fegundo produ@o do
rimeire , e (11 ) acharemos ac —bc — ad 4 bd.
om effeito , valendo o multiplicador ¢ —d
€hos que ¢ a quantidade 4, o multiplicando f6-
‘ente fe deve tomar tantas vezes , quantas fa5 as
nldﬂdﬂﬁ; de ¢ diminuido de 4. E como havendo to-
ado primeiramente 2 — 4 tantas vezes » quantas
0 as unidades de ¢, o produe ac — b¢ vale mais
° que deve fer , quanto he o valor de a — b
mado tantas vezes quantas (ad as unidades de
» legue-fe que devemos tirar o produélo de
— b por d,

Se em lugar dasletras a ,4,¢,d tomarmos
43753 ou outros quaisquer numeros , pode-
Mos com elles formar a mefma demonftracad.

23 Se attendermos aos finais dos termos de
¢ fe compge o produ&o total ac — be — ad
» © 0% compararmos com os finais do multipli-
cane
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cando e do multiplicador , acharemos 1.2 que o
termo a , em que fe reputa eflar o final 4- ,fendo
multiplicado por b da mefma forte affecto de -
deo o produéto ab , tambem notado com o final +-.

2.° Que o termo b notado com o final —
fendo multiplicado por ¢, que fe reputa ter o final
-}, deo o producto é¢ com o final — . '

3.2 Que otermo a affe&to de 4 multiplicado
por d, que tem o final —, deo ad com o final —.

4.° Finalmente que o termo 4, o qual tem o fi-
nal — , fendo multiplicado por 4, que da mefma
{orte tem — , deo &d notado com . '

Itto pofto, daqui por diante conheceremos
facilmente nas multiplicagbes parciais; fe os produ-
Qos particulares devem fer pofitivos ou negativos ;
_ para o que obfervaremos as duas regras leguintes
deduzidas das reflexdes precedentes .

24 8e o multiplicande e o multiplicador tiveren
ambos o mefmo final , o produlte ferd affefto do fie
nal 4+ . Se pels contrario tiverem finais differentes,
o produéo tera fempre o final — . Por meio deftas
regras , e das que havemos dado (15, 20, 21 € 22)
eftamos em termos de fazer qualquer multiplicagad
algebrica. Mas para fe proceder com methodo,
obfervaremos primeiramente a regra dos finais,
depois a dos coefficientes , ¢ por fin a das letras ¢

dos expoentes.
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e quizermos multiplicar a4 — 24 b -} a2 b2
por = = - = -« ai—yga?b 4 2b

5a7 — 2a° b -} 4a5 b2
— 20asb 4 8as b2 — 1644 b}
+_ 10a4 bl — 447 j4+ 8az bs

Pr. 547 —22a6h 41245 b*— 6a4bh} — 4a’ b4 4-8a2 b

y

Multiplicaremos f{ucceflivamente os tres termos
do multiplicando pelo primeiro a! do multiplicador.
Tendo os dous termos 5a4c a’ o melmo final , o

roduCto deve ter - ; porém nad o efcreveremos
Or pertencer ao primeiro termo do produéto ( 7).
tpois diffo multiplicaremos o coefficiente 5 de

por 1 coefliciente de @’ (21) , o produ&to he 5.

or fim multiplicando a4 por a’ ( 20 ) teremos a7 ,
confeguintemente sa’ por produélo .
, Paflando a multiplicar o termo — 2474 por o’ ,
¢-le que fendo differentes os finais , o producto fe-
4 negativo, Multiplicando além diffo os coeffici-
fites ¢ as letras , teremos o produ@®o — 24¢5 .
Do mefmo modo o termo -+ 44262 multipli-
2do por &} darh 445 b2 .
. . Havendo multiplicado todos os termos do mul-
Plicando por 45, devemos multiplica-los pelo fe-
"ndo termg — 4a%b do multiplicador . CE’ termo
% multiplicado por — 4a?b de final contrario da-
" 20a%b 5 o termo — 2a% b multiplicado por
44%} do mefmo final dara - 8a%4° ; e o ter-
0 4a%)e multiplicado por — 4a2b dara 1644 7.
or fim paffaremos a fazer a multiplicagad ;lah
o
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lo termo -}~ 25 ; e oblervando as mefmas regras
acharemos que os tres produftos parciais fad
o 1004 b3 , — 4al b4, - Ba? b5 .

Somando todos eftes produétos e reduzindo te-
remos o produ&to total 547 — 224%b 4 1245)°
— batdh’ — gaibs 4-8a2ls .

25 Para exercicio dos principiantes ajuntamos
os exemplos feguintes , acompanhados de algumas
reflexes , as quais moftrad hum dos ufos, que
tem a Algebra para defcubrir verdades gerais,

Exemp. IV, Exemp, V. Exemp. VI,

a-+b a-+b ﬂiiia£+ﬁl :

ﬂ'—l—'-ﬁ & —I-n‘fl i -EI-" :

a? + ab attzab & —I- 2a2h + ab? ' ¢
— ab — b + ab + b2 —l—a*.&—]— 2ab2 -} b

-

gl ;:..t- 2ab -:{-_.ﬁ;f @' 4-1a%h 4-zab24-b 2 _

O exemplo 1V. demonftra duas meuﬁgﬁes /|

a que muitas vezes havemos de recorrer. 1. 4 foma
de duas quantidades multiplicada pela fua differenca di |,
Jempre a différenca dos quadradss dus mefmas quanti- |
dades. 'Tomem-fe dous numeros quaisquer, 5e j-f.l
por exemplo ,a foma 8 multiplicada pela differengs
2 da 16 , que he com effeito a differenca entre 23
e 9, quadrados de § e 3. II. Reciprocamente, a dif-
ferenca dos quadrades de duas quantidades pode fempre J|I

confiderar-[e, como formada pela multiplicagai da foms |

dai mefmas quantidades pela fua differenga.
| Al
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. Allim 42 — ¢ refulta da multiplicacad de b - ¢

por & —¢. Donde fe fegue ; que a différenca dos
quadrados nad pode fer hum numero primo .

No exemplo V. fe moftra de hum modo geral e
fimples ; que o guadrads da foma a ~+ b de duas

quantidades he compofla do quadrads a? da primeira ,
do dobro 2ab da primeira multiplicada pela [egunda , ¢
# quadrads bz da fegunda { Arith.134.) .

O exemplo VI. confirma tambem o que diffe=

mos ( Arith. 154 ) fobre a formacad do cubo.

Se multiplicarmos "'; o e -5;- ab - -;- I por
-35- ab — z.ﬁi-. acharemos, que o pmﬂu&u he 3; "'3

“2iab A L0 4 3 ap = 5. Do mefmo

odo 5.:3 eid gk ~- gaﬁa s 3&’ muitiplicado pdf
T = 5ab 426" di 200’ — 412" 3 508
51‘!‘2&3 + ':5&'51.— 655 ¢ -

26 Para indicar 2 multiplicacad das quantidades

m“Fl':K?Ea he coltume cobrir cada huma dellas com
iljma rifca , ‘ou encerra-las entre parenthefes ',
crevendo hum doe finais da muhipﬂcngaﬁ (14.)
ntre o multiplicando e o multiplicador : algumas
€Zes nab (e interpde final algum . Por éxemplo ,

S exprefsges o - 3,51 f_x 2a 34 , {.-:II --l-

ab 4 Er:}x (2¢+3,§} . (ni—'}—gﬂs—{—ﬁt] '

28+ 3%), ou fimplesmeénte- (a° 4 30 4- 57)
| B s £ ( 2a




18 ELEMENTOS

(204 38) denotad , que a totalidade a -]-.313;

4 B fe deve multiplicar por 2a +- 35 .
27 Em muitos cafos he mais util indicar a mul-

tiplicagad do que effeitua-la . Aindaque eftes {6-
mente pele ufo fe diftinguem , com tudo podemos
dizer geralmente , que devemos indicar as multipli-
cacbes , quando aeftas fe fegue a divifad 3 porque
executando-fe efta ultima operagad , como vere:
mos , pela fuppreflad dos faflores communs ao di-
videndo e ao divifor ,-melhor conheceremos 05
falores , quando a multiplicagad eftiver fimplel-

mente indicada.

Da Divifad.
28 A Divifad na Algebra tem o melmo ob- |

@o que na Arithmetica, ¢ confeguintemente 0
do de a fazer depende muito dos {inais , de que

j:
mo

ufamos na multiplicagad .
29 Quando a quantidade dividenda e o divifor

nad tem letra commua , he impoffivel executar 3
operacad ; indica-fe porém efta em tal calo , efcre-
vendo o divifor por baixo do dividendo em forma

de fracgad . Affim , para denotar que devemos di
vidir a por b , efcreveremos %- , e para fignificar§
devemos dividir aa -+ bk por ¢+ d, efcres |

et 435 Tambem fe indicaa divifab

creveremos —o—

por meio de dous pontos poftos entre o dividendc[' '

e o divifor . Delte modo (aa-- 86) : (¢ 14
an 't bb

ou aabb: ¢ 4d he o mefmo que %=

30 Sendoo dividendo ¢ o divifor monomios » f¢
to-

que
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todas as letras , que tem o divifor, fe acharem tame
bem no dividendo, péde fazer-fe a divifad exadta-
mente ; o que fe executara da maneira feguinte.

Supprimai-f¢ no dividendo todas as letras cimuas
a0 divifor , as que reflarem formaras o quociente .
Aflim para dividir ab por a fupprimiremos a no di-
videndo , e teremos 4 por quociente.

Do mefmo modo , havendo de dividir abe por
ab , elcreveremos ¢.

A raza6 he , porque as letras do divifor com-
muas ao dividendo fad faltores ( 1 )i] do mefmo
dividendo , e confeguintemente ( Arith, 69) o

uociente fe compora das letras do dividendo A
ue nad forem commuas ao divifor .

. 3t Donde fe fegue , que havendo expoentes ,
'raremos o expoente de cada huma das letras do divi-
or do expoente da letra femelhante do dividendo .

- L} Ll # 3 l =
Defta f6rte , querendo dividir a por a , tirare-
052 de 3, teremos 1 ;e confeguintemente a*, o «
€ra o quociente, Do melmo modo , havendo de

LR T ‘ 2 - 1 2.3
vidir a"8* por 4*he , teremos a b
ﬂ'; (o]
Com effeito, <~ he o mefmo que ==, ¢ efta
]

Xpreffad fe reduz (30)aa. Em geral , o ex-
oente de qualquer letra do quociente deve fer a

HCrenca entre os expoentes , que a mefma letra

M o dividendo e no divifor .

32 Logo a letra , cujo expoente for o mefmo
o divide 3 ool P

ndo ¢ no divifor , terd no quuciente ci-
fa_por Xpoente . Afim @ dividido por 4° d4
: 4 %2y
y € a -51‘ dw:ﬂ:dn por ;5: da dﬁn‘n .
B 2 As
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. As letras que tem o por expoente nad fe efcre
vem , porque cada huma dellas nad he outra cou- |
fa mais do que a nnidade . Com effeito, quando |

b =0 riaad 3
dividimos a por a , bufcamos quantas vezes a fe
contém em a 3 € como fe contém huma vez, ¢

quociente deve fer 1 . Mas por outia parte a di
& 13 e o a d

vidido por g daa : logo @ vale 1. Em geral,

doda a quantidade y ciijo expoente be cifra 5 vale 1 .

33 Se algumas letras do_divifor nad forem
commuds ao dividendo, ou fe alguns expoentes
do divifor forem maiores que os de letras feme-
Ihantes do dividendo , indicaremos a divifad (29}/]
porque em tais cafos ndd he poffivel faze-la ex-|
aftamente. Simplificaremos porém o quociente , oif
a quantidade fraccionaria gque o reprefenta , fup)
primindo as letras commuas a0 dividendo e a0 di-§
vifor ‘s de maneira que , havendo expoentes em le:|
tras femelhantes , rifearemos aquella que o tivef|
menor , e deixaremos na outra a differenca entre]
os expoentes primitivos. Querendo , por exem:
234 |

- R A , y
plo, dividir b por s d , elcreveremos

abc
e a rediccad fe fara defta forte: rifcaremos a* 0

divifor , e efcreveremos f6mente a” no dividendo;
rifcaremos & no dividendo , e efcreveremos [omen:

-4 E w gt - /
te 5 no divifor; finalmente efcreveremos fomen
| 3

te ¢ no divifor, ¢ allim teremos —5— Do mefm?

¢

me-
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a 453 st : .
odo R fe reduz a —~. Se depois deftas ope-
aor '

acbes nad reftar letra alguma no dividendo , efcre-

z
eremos em lugar delle a unidade, Aflim '—3— [e re-

|
UZ 4 = »
i

A razab deftas regras fe percebe facilmente ,
dvertindo , que fupprimir o mefmo numero de
ras no dividendo e no divifor he 0 mefmo , que
idir os dous termos de huma fraccad por hu-
12 melma quantidade 3 operacad ( Arith. 89 ) que
mplifica 0s quebrados , e naé altéra o feu valor,

34 Se o dividendo , ou o divifor, ou ambos
les tiverem coeflicientes , praticaremos as regras
:Hﬁurlthmeti{*a ; ¢ fe nab podermos fazer a divi-
O exaftamente , poremos os numeros em for-
12 de quebrado , o qual , podendo fer , fe redu-
ra  Arith, 92 ) 4 expreffad mals fimples.

=Haw’:n.r.il:l » por exemplo , de dividir 8a’b por
b, dividiremos primeiramente 8 por 4 , e tere-
0S 2 por quaciente ; dividindo depois a'b por a*h
Fémos a por quociente , e conleguintemente 2a

* quociente total, Querendo dividir 843" por

1,3 :
51 Erﬂr‘:'\'ﬂftmﬂs Bad » que fe reduz a8 -
bad 3

35 A regra que acima demos (33 ) fe appli-

308 pui}:n_mmua » com tanto que as letras com-

uas. ao dividendo ¢ a0 djvifor fe achem em to-
dos
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dos 05 termos de ambos elles. Aflim , tendo para
dividir a° -+ 4a'h — 5.:115'3 por . 5::15 reduzire-
a’ +4:f*&- ca i 7 @ 4 ga” b gh |

mos o quociente :
a” —ga & a __,,.;.E
fupprimindo a* , que he fa¢tor commum a todos
os termos do dividendo , e do divifor.

36 Quando o dividendo e o divifor fad com-
plexos , nab temos regras gerais para conhecer por
fimples infpeccad, fe a divi%aﬁ p6de ou nad fazer-le
exaflamente. Para o faber, e achar ao mefmo tempo
o quociente , he precifo fazer a operacad feguinte.

1.2 Ordenem-fe os termos do dividendo e do di-
vifor relativamente a huma melma letra , ifto he,
elcolha-fe huma letra que feja commua a ambos , ¢
efcrevab-fe l:nr ordem de grandeza os termos , em
que a dita letra tiver expoentes confecutivamente
mais pequenos.

2.° Havendo pofto em huma linha tanto o divi
dendo como o divifor com os termos aflim orde:
nados, fepare-fe hum do outro por meio de hu
ma rifca, e proceda-fe 4 divifad , temando (o
mente o primeiro termo do dividendo para divi
dir conforme as regras acima dadas (30,131, 34-]
pelo primeiro termo do divifor, e eflcrevendo!?
quociente debaixo do divifor. :

3.2 Multipliquem-fe fucceflivamente todos &
termos do divilor pelo quociente achado , e efcre
va-fe o produllo debaixo do dividendo, mudar-
do os finais.

4.° Paffando huma rifca por baixo de tude
ilto , e fazendo a reduccad , t:E:rmrﬂ-ﬁ: o refto , ¢
comece-fe fegunda divifad com elle novo dhrid;ﬂ*

0
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do, tomando por primeiro termo aquelle que ti-

ver maior expoente.
He precifo notar , que fe deve attender aos fi-

nais dos termos do dividendo e do divifor. A re-
gra he a melma , que demos para 2 multiplicacad ,
ifto he ¢ s o
Se o dividends ¢ o divifor tiverem o mefma Sfinal ,
o quaciente ferd pafitivo.
e pelo contrario tiverem finais differentes, o quo=
nmrrpﬁ*r& negalivo.
orque , como ( Arith. 74 ) multiplicando o
quociente pelo divifor , deve fahir no produéto o
dividendo, he precifo que o quociente tenha finais
tais, que fendo multiplicado pelo divifor reproduza
o dividendo com os melmos finais 3 condigad , da
qual fe deduz neceffariamente a regra que acaba=
mos de dar.
Paffemos aos exemplos , ¢ para procedermos
com ordem , comecaremos pelos finais , depois di~
vidiremos os coefficientes , € por fim as letras.

Exemplo 1.

Se houvermos de dividir a® — 42 por & 4 a,
ordenaremos eftas quantidades relativamente a hu-
ma das letras a, 4, a a , por exemplo , efcrevendo

como aqui fe ve,

Dividendo - - aa—bb | a + b  Divifor

—————

— aa — ab | a — b Quociente

Refto - . . — ab — bb
K + ab + bb
T SR S o Ten-
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TFendo o primeiro termo aa do dividendo o
mefmo final , que o primeiro termo a do divilor,
elcreveremos + no quucientt 5 Mas como pertence
ao primeiro termo , podemos omitti-lo. Dividin-
do aa por a , temos a por quociente , que elcreves
remos debaixo do divifor,

Multipliquem-fe f{ucceflivamente os dous ter-
mos @ ¢ & do divifor pelo primeiro termo a do
quociente , e elcrevad-fe os produétos ag ¢ ab de-
baixo. do dividendo com o f{inal — contrario 20
que deo a multiplicacad , pois que eltes produclos
devem fer tirados do dividendo.

Faca-fe a reduccad , rifcando os dous termos
aa e — aga que fe deftroem , erelta — ab, que
com a parte — bb , que ainda relta do dividendo ,
compde tudo o que ainda falta para dividir,

ét}ntim}artmus pois a divifad., tomando — af
per primeiro termo do novo dividendo.

Bividindo = aé por a , elcreveremos — no
quociente , porque os finais {ad differentes : em
quanto 4s letras o quociente he b, que efcreve-
remgs no feu lugar. :

Multipliquem-fe os dous termos a ¢ b do
divifor pelo termo — & do quociente; os pro-
duftos“fab — ab, e — 67. Elcreveremos poss
- ab 4 42 debaixo do fegundo dividendo ; e co-
mo fazendo a.reducgal, nad ha refto , conclujre
mos, que o quociente he a — 5. i

Igualmente fe poderia ter ordenado o divi
dendo e o divifor relativamente a & . Nefle cafo tee
riamios para dividic — 62 4 a? por b4 a, e fa
fazendo-fe a operacad da mefma fGrte, achariamos
~— b+ a, que he o mefmo quea — 7.,

' Exem-
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Exemplo II.

‘]'_&I a --£

23

.....'-tli + 2% a®t abt s

b W - dri'
— ath ¥ a-ll':

+ .nﬁ:—-- 5-':
—_ ﬂ&l + i’

L]

Exemplo 111,

iﬂ‘-—.- 1.‘5 - :3-;151 n—.--j-nr-ir

= e

-pi + .gab + ﬁ'z

— 34-:*.—- l:n.l:tij el HEJF '1#*

e

— 12275 :sdiﬁl —3#;

2
¥ .15k ba .5,’5 + ;aﬁ'

o]

..Exrmpfa V.

— jab

Exerma
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Exemplo V.
a+ :u::ﬁ:-l* i‘.—;:‘ f'l'!r:ﬁh A
— .:r‘—- dgﬁi -—'dz-r.'! ‘=+5- "'""4

4 ==.B= - ¢=c=‘|‘ 5‘ — r‘
B o e o A‘t'ﬂ

= 23 :
!-"l'=¢ st b — t+

23 ]

+ & ¢ ‘|‘.5'=t='|'¢'

Quando a divifad fe nad péde fazer exalla-
mente , nad querendo indica-la F 29 ) , continnare-
mos a operacab até onde nos parecer , aflim co-

mo fe pratica na Arithmetica. Havendo de divi-|

dir, por exemplo , a por b+ ¢, elcreveremos

ac ac® i
e, O -'-} tend - Ly g ia—- ~- &c.&c.fem fim.
Defte modo fe refolvem geralmente todas as frac-
¢bes em feries infinitas,

37 Se havendo ordenado o dividendo e o divi°
{or relativamente a huma letra , fe acharem outros
termos , nos quais a dita letra tenha o mefmo ex-
poente , elles fe difporad em huma colunna vert”
tical , como fe moftra no exemplo feguinte ; e n¢
fla difpoficad fc deverab ordenar todos os termos &
cada colunna refpeclivamente a outra letra,

Exem-
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Exemplo.

Para dividir 194?6% < 134’8 — 20a% — 100'¢

— ba2bc - 2ab*c — gab’ por — 3ab — ga? 4 b2,
ordenaremos o dividendo e o divifor relativamente
a, e teremos — 20a4 -+ Iidi& — 10a’c 4
19a*b* — 6a*be | 2ab%¢ — gabi para dividir por
— 5a* — 3ab 4 b* ; mas como no dividendo ha
dous termos atfetos de a’ , dous affe@os de a2 ,
ous affcctos de @, devemos difpo-los da maneira

feguinte , ordenando-os em cada colunna relativa-
mente a b ,

i
- 204" 4 13-:!5 + Igu’-ﬁ’.,. ;:5 '_.i;'t . 3.:5-!-5’

ivid. ; : L
— 1oa e = 6alkt :-r:ﬁ.:l 4"_5#51,“

+ 1':'.-1-{ 4+ thl& — 4¢=.|5=

i 2,3 i
g S t2gadtrsad —cab

L lnﬂlr — ﬁ'lgfr + '.h'.Eﬂr

2
~ 35a’5 = 158 6 1-5.:5;

S0 i E e g A il B t 2ab e

+ m.-:;:' + ﬁd=£r — 2057

E“:ﬂ Mg L e

- = - - - [l ]

P:lt:a ordenar ag quantidades , he ordinariamen-
¢ mais commodo efcolher a letra, que tem omel-
0 eXpoente em muitos termos.

38  Se huma ‘quantidade pode ter a férma de
roducto , como’ acontece muitas vezes, princi-

pal-
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almente quando refulta de differentes operacées ,
Ee util indicar a multiplicacad entre os [eus falto-
res. Aindaque o methodo de os achar depende de
conhecimentos , que {6 adiante daremos , com tu-
do quem fe familiarizar com a multiplicagab e di-
vifaé, com facilidade os achara em muitos cafos.
Por exemplo , havendo de fomar ga.ﬁ — 3bc -+ &
com 3ab 4 3be — 247 , teremos 8ab — a? , que
por caufa da letra @, que he fattor commum dos
dous termos Bab e a* , pode confiderar-fe como

rodu@o da multiplicagad de 84b por a, e repre«
E:ntar-ﬁ: por (85 — a ) a. He muito util o exer~
cicio nefte genero de refolugdes .

- Do modo de achar o maior divifor cont-
© mum de duas quantidades litterais.,

9 O Methodo he o mefmo que havemos
dado para os numeros | Arith. g5 ), e a demon-
ftracad funda-fe nos mefmos principios. Haven-
do ordepado as duas quantidades , divida-fe a maior
pela menor: fe houver refto, por elle fe dividiri
o divifor, e pelo novo relto o novo divilor , ¢
aflim por diante, até chegar a huma divifad exaéla:
o ultimo divifor ferd o que fe bufca .

Para facilitar o ufo defta regra , notaremos
que duas quantidades 4 ¢ B confervab a feu maior
divifor commum , aindaque fe multiplique ou divi-
da huma dellas , v.g. 4, por huma quantidade que
nad tenha divifor cémum com B. Por exempio,
ab ¢ ac tem o divifor commum a3 e fe multipl-
carmos ab por d, entre o producto gbd ¢ ac has
yera
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vera ¢ mefmo divifor commum @, que havia en~
tre ab e ac. Nab aconteceria o mefmo , fe multi-
plicaffemos @b por huma quantidade , que fofle di
vilor de ac , v. g. por ¢ ; porque o divifor comum
entre o produéto abe e ac he ac , e nad a, Do miél-
mo modo , fe multiplicallemos ab por ¢d , que tem
hum faltof commum com a¢; teridmos abed ; eus
jo divifor ecommum com ac he ac. Em geral, a4 &
e af = b2, am-l—d;m ean — 42n tem o melmo
maior divifor commum j; e réciprocamente.

40 Donde fe feguem as duas reflexdes feguins«
tes, que tem ambas lugar no progreflo das divifGes
fucceflivas , que exige a regra dada. I. Conhécendo
que huma das duas quantidades tem humi factor,
que nad he divifor da outra , podemos fupprimi:lo,
e ficart o calculo mais fimples. I1. A fim de fazer
a divilad exafta , podemos multiplicar huma das
duas quantidades por huma grandeza conveniente ,

fom tanto que efta nad feja divilor da outra quan-
tidade,

Eﬂmpa’a i

Supponhamos que fe pede o maior divifor coms=
mum de n‘_ggju_!_g.ﬁi ¢ at — ab — 2b*

T Divid, a%=~ 3ab + 242 %#2__13._. 2b> 1.7 Divifor

r' i
- a° + ab + 35 L 1.2 {uiuclcntﬂ

L&

.o Refto . gah 4447

Devemos agora dividir a* — @b —2)* por — 2ab
+ POrque o-expoente de a no refto e menof,
!i'll‘f_‘:




30 ELEMENTOS

que o expoente de @ no divifor; mas como o refto
tem o fattor 26, que naé he faltor do novo divi-

dendo , baftara dividir a* — ab — 262 por — a -} 2/,
fupprimindo 24. Temos pois

s T g - o aba o 2.9 Divilor
— ﬂ’ 4+ 3ah

~ a3 39 Quociente

2
+ ab = 2
- ab + 252

RBefto = = = = o

Logo — a -+2b he o maior divifor commum,

Exemplo I

5.1.'t —184%5 + 11a8? = 65 g?ng—-qn&-}ﬁ&i

Como 5 nab he divifivel por 7, e alem diffo eft
numero nad he faCtor commum dos termos da fc-
gunda quantidade , multiplicaremos a primeira po
7y CEICMIOS = = = = = = = =

35&"‘ ~ 126a"4 + ‘;?eﬁ-! - 4_1.6-1 'IHI! - 2jab + 'bfr:

-—3,5uli + 11507 = j0a8

B

L1

2
- 11a b + 4786 ~— 1_.:&‘

_ A operagad fe continuari ainda pelo mefmo d-
vifor, multiplicande o refto por 7, ¢ omittindt

o fator 4. 1]
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—oma’ + 32qab — 29482 70 = 23ab t 642
$ 974 = 253ab + 6642

~6ab — 2286°

Devemos agora dividir 74* — 23ab + 64°
6ab — 2285*, ou melhor , por @ — 34.

va? . 23jab + 6b* a — 36

5 ?ai y ‘.I-I:EJ Ja = 25

- 2ab + 652

+ 208y 65%

Logo @ — 35 he o maior divifor commum
uas quantidades propoftas.

11

por

das

Pelo habito de calcular {38) fe defcobre em
uitos cafos o maior divifor commum de duas
uantidades com maior facilidade , do que pelo
ethodo geral. Por exemplo, nas quantidades at
ﬂ‘?!;:____ ated — 51:3 ;e a2 +4_5,[2_. ﬂﬂ; —_— 445'&#',
u g2 [ﬂz_l_ﬁ:,]__‘.;{ﬁ_l,,‘;z},c rf:q?_[—qu:;

a (24> 4 4bc), he claro que a primeira he o
efmo que (a2 42){ax—c*), e afegunda o

efno que (242 4+ 4b¢ ) (c—a). Mas (4*
a*—¢?) he(24) o mefmo que — (4*

B
B

¢*—at), ec2—g he divifivel (25) por ¢ — a3

2o ¢~ a he divifor das duas quantidadces, Faz

en-
do
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do a divifad , os guocientes [ad - (a* -1 52) {a—'—f}

e 2a>-4b¢, que nab tem divifor communt: logo
¢ — a he o maior divifor commum das quantidades
propoftas.
Das Fraccies Litterais.

41 A $ fraccbes litterais calculad-fe pelas re-
gras das fracgbes numericas , fazéndo-fe-a applica-
cab do que havemos dito arefpeito das quatro ope-
racOes algebricas.

42 A fracead = pode transformar-fe fem alte-

ae . li= + ab

a
racad de valor em —,ou—0u —3, € ailim po
ab +é

diante ( Arith. 88 ). |
43 A fraccad ¢ he o mefmo que. , affi)

3 2
Gl | uats fmo valor ( Ari
Ccomo 3 a e 4at3c tem ﬂ meimo valor
128 T 99 ¢ '

th.8g). Efta reducgad das fracgbes a exprellad mas
ﬁmplus comprehende-{e no que havemos dito (33"
44 A regra mais geral para redizir huma fra¢
cad aos feus menores ternios, conlifte em dividi
tanto o numerador como o denominador pelo maid
divifor commum , que elles podem ter (39) .

45 A expreffad a - ij pode mudar-le na fracgi

s cd—ab
“«t 4 & do meftho nlodo a -} = fer®

J B
ﬂ&_d::fpn& y ifto he,a ‘::f ( Arith, 86 )

unica

duz a

qab 4 ac 4 od,

40 A quantidade 3 - Pédr. redt
“ Al




¥ Arezonnra; 73

wirfe n 36 o ¢ f:— » € femelhantemente . .
o b aabtgbty B

7 lereduzaa 25'+;%fﬂrith.35}a

47 Astresfractes St }‘L , fendo reduzidas ao

melmo denominador, tornad- fe em H§+ 55_'}-"' E}’

¢ do mefmo modo as duas f:; e =5 fe mudas

m f_ﬁ_i‘.n-— 33—* Be | WhL e Fab L

.
GEh e 5 R [ﬁnt]l.gﬂ,gl}.

48 Se 0s denominadores tiverem faltor coms=
qun , praticaremos ‘conforme a fegra dos nume-

a3 '[4"5,_rhh. o1 59 ). Por exemplo —;'- e -ér fe redu=
ema 2f o ¢4

“ef © Fep» Do mefmo modo as tres fracgGes

i L ]
15— ¢ fe e xig depl Lef S
; 'ﬁ.'f g du:ﬂm a b E 4 i-:_j'g ’ ﬁf‘-

d — I

&+ '
49 Para fomar as fraccoes = *1 e —F> obfer=-

aremos g regra dada ( Arith. 102 ), e teremos
by ae o W5

—Jeta®—2actal —2te que fereduza
@ e j
ab — g B ale 4 g%
ar_ j3
Pelo contrario , havendo de tirar 2 ﬁ':guhl,'!a da
rimci“i =fhal"|:m'lll5 ab+ac— 2 —Fe—a® + 2ac — af + :-ﬁr'
[ I

ue fe reduz 5 3ec—=8tic—a
ad__ 53
n:;: EE_HEHa OPeracadb mudaflemos juntamente o9
& €0 numerador e do denominador , haveriamos
C fo-

( Arith. 1035 )
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fomado as fracgdes e nad diminuindo ; porque 2
nat he differente de =5 (36)-

51 Para multiplicar < por =5 efcreveremos
i » como tambem —~— a multiplicado por — bdi

'% ab , e < multiplicado por ¢ dé < (Arith, 106,

107). No cafo de ferem complexos os termos da
fraccab, praticaremos conforme a rcgra da mul-
tiplicacab dos polynomios.
L L - t
52 Querendo dividir _} por = » elcreveremos
- A + b et d
ad _ e para dividir -:—;T por ——7» eclcreveres

e o |

(atd){a—4)

3 g2
) Y L
mos [ ra) (¢ 74} que fereduz a = . Final-

(c+d)*
[

mente - dividido por ¢ ¢4 “_ (Arithe 109, 110

Das Equaciese
53 P Ara fignificar que duas quantidades fab

fguais , he coltume fepara-las pelo final ==, qu¢
fe pronuncia igual , ou he igual a ; pelo que, 3
expreflad a = b quer dizer a igual a &, ou qucé
he igual ab. _

O concurfo de dnas , ou de muitas quantidades
affim fepnradas pelo {inal == tem o uome de Equé-
¢ai- A totalidade das quantidades , que eftad 4 el
querda do dito final ,. forma’ o primeiro membro da
equagab ;.¢ 2 totalidade das que eftad a direnta:
conftitue o fegunds membros

Na equacad 4% — 3 =528 7» 4% —3 fore
ma o primeiro membro , € 2% <=7 © fegundo.

Tor
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Toda a queftad, que péde refolver-fe por Algea

ra , envolve no enunciado hum certo numero de
condigGes, as quais (ad outros tantos meios para per=
ceber as relagdes , que ha entre as quantidades, que
fe bufcad, aque fe di o nome de tncognitas , e
as conhecidas do0 problema. Eftas relagdes pddem
exprimir-fe fempre por equacteés , em que as inco-
gnitas fe achad combinadas com as quantidades
conhecidas de hum modo mais ou mends compofto,
conforme a queftad he mais ou menos difficultofa.
Afim para refolver por Algebra as queltdes ,
que podem propor-fe dcerca das quantidades , fad
neceflarias tres couzas,

1.° Perceber na propoficad , ou na natureza do
problema as relacGes , que ha entre as quantidades
conhecidas e as incognitas, Sobre efta faculdade ,
que o noffo elpirito adquire com o ufo, naé fe ps-
dem dar regras gerais.

2.2 Exprimir cada huma das relacées por huma
“quacad, LEfte requifito péde reduzir-fe a huma
Unica regra ; mas a fua applicacad he mais ou me-
nos facil, conférme a natureza das queltoes ; e con=
forme a capacidade e exercicio do Analy(ta.

3 Refolver a equacad ou as equacdes ; ifto he;
deduzir o valor das incognitas. Sobre efte ponto fe
Pode dar hum numero determinado de regras , que
Vamos a expér,

Como as queftes podem conduzir a equacges
MaIS ou menos compoftas, tem-fe eftas dividido emi
muitas clafles ou gréos; os quais fe diftinguem pe=
lo expoente da quantidade ou das qunntidgades ins
LOBNItas ; que nellas entras. Comeécamos agora a
tratar das Eguagies 4, primeiro gris , on Lineares ,
que fad aquellas , em que as incognitas nab cltad

qC 2 mul=
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multiplicadas nem entre {i , nem por {i mefmas.

Da refolucad das Equagies do primeiro grdo 4

buma incognita.

54 R Efolver huma equacad he reduzi-la a ou-
fra , na qual a incognita fe ache {6 em hum mem-
bro , e no ontro eltejad fémente quantidades co-
nhecidas., Feito ifto, fica o problema refolvido,
porque huma quantidade igual a quantidades co -
nhecidas he conhecida.

Daqui por diante reprefentaremos as incogni:
tas por algumas das ultimas letras x, y, z
Alfabeto , para as diftinguirmos das quantidades
conhecidas , que reprefentaréemos ou por numMeros,
ou pelas primeiras letras do Alfabeto.

55 A incognita péde achar-fe mifturada com a¢
quantidades conhecidas de tres modos: 1.° por ad-
dicad ou fubtraccad , como na equacad ¥ - 3 =)
— x. 2,2 Por addicad , fobtrac¢ad, ¢ multiplicagad,
como na equagab 4v — 6 =2x -} 16. 3.2 Final
mente por addigad , fubtraccad , mule/plicagad , ¢

e e - -]
divifad , Como na equUagad— X — = + 175
eu pelas duas operagoes uftimas,- ou fomen te pels

ultima.
Fis-aqui as tres regras , porque fe defem barzg
a incognita neftes differentes cafos.

g Para fazer paffar quelquer termo de Fum
membro da equagad para o outro|s rifque-fe o dito fr
mo , ¢ éfcreva-fe no outre membrocom final contraris

Por exemplo , na equagad 4x <}-3 == 3x - 12/
querendo fazer paflar o termo -3 para o fegnnd®
mem*
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membro, efcreveremos 4x —3x 412 —17, ou, re-
duzindo, 4x == 3x < 9. Se quizermos agora mu-
dar o termo 3x para o primeiro membro, efcreve-
remos 4x — 3x=—=9, que pela reduccad dd x—qg.

Da mefma {orte naequagad 56 — 7 — 21 — 4x,
querendo tran{por o termo — 7, efcreveremos
5¥== 21 — 4x 4 7, ifto he 5x — 28 —4x; efe
depois dillo quizermos tranfpor — 4x, elcrevere-
mos §x -} 4x=—128, ou gx=— 28. Brevemente vere-
mos, comeo fe acaba arefolucad delta equacad.

Eflas transformacdes fundad-fe, em que duas
uantidades fe confervad iguais, fe a ambas ajua-
armos , ou de ambas tirarmos a melma quantida-

57 Porefla regra fe podem tranfportar a0 mef-

0 tempo todos os termos affectos da incognita pa-
a2 hum membro , e todas as quantidades conhecidas
Mooutro. Aflim daequacad 7x — 8 — 14— 4x
¢conclue 74 4~ 4x=—14 48, ou 11x=—22. Do
*efmo modo a equagad ax 4 bc — cx == ac — bx
¢ transforma em ax — cx -+ bx — ac — le.

58  Se depois da tranfpoficad , ¢ reduccad , o
¢rmo affeéto de » tiver o final — , mudaremos os
inais de ambos os membros. Por exemplo, fe tiver-
105 3x — 8 — 4¢ — 12, tranfpondo e redu-
‘indo, acharemos — ¥ =— — 4 : deduziremos pois
— 4 ; porque igualmente poderiamos tran{por os

Para o fegundo membro , e teriamos 4 — ¥, que
¢ 0 mefmo que ¥ — 4.

59 Quando a equagad he numerica, ou quando
endo litteral inclye quantidades femelhantes, pode
bbreviar-fe a reduccad, rifcando huma dellas, e tiran-
ooutro tanto da outra , ou fomnando , conforme elles
Werem o mefmo , ou differente final em differen-

, tes
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tes membros. Por exemplo , na equacad 65 — 42
-} 22 = 5@ -+ 3#, rilcaremos 2x no primero mem-
bro, e efcreveremos {6mente % no fegundo ; rifcare-
mos 5a no {egundo , e fomaremos 42 com ga, o que
dara immediatamente 66 — ga == #. Do mefmo mo-
do a equagad 5a - 24 = 5a -} # fe reduz imme-
diatamente a 25 =— x. :

6o Feita a tranfpoligad , para ter o valor ds
incognita no cafo de nad entrarem fracgbes m
cquacab , executaremos a regra feguinte: £jfcreve
Je unicamente a incognita em hum membro, e divida-jt
o outro pelo multiplicador que ella tinka.

Por exemplo , da equagad 74 —8 =— 14 — ¢+,

que da 11x = 22, deduzimos x — -E— ; porque [¢

11x =— 22, a undecima parte de 11%, ou x ferd
tambem igual 3 undecima parte de 22.
Do mefmo modo a equagad 128 — 15 —
-+ 25, ouBx=—4o, dax—3s,
A regra he 2 mefma para as equagbes litterais
qualquer que feja o numero dos termos affe@os d
incognita depois da tranfpoficad. A equagab

— 1 d&-!:-—} « Aequagad ax + be — cx —u
& -r.—Jf
— bx, o0 ﬂx—ﬂ;—‘—ﬁ,ﬂﬁaf_ﬁfd;;:_d‘_f”

dividindo o fegundo membro pela totalidade ds
quantidades a — ¢ -} A,

61 Para conhecermos pois o valor de x, quando
depois da tranfpoficad ha muitos termos affedtos
da dita incognita , dividiremos o fegundo membro
pela totalidade das quantidades que multiplicad *
no primeiro, tomando-as com os finais, com qué
nells fe achad. '

Por exemplo, na equagad ax = b — 2%,

oll
ax

T T @A O maE O RmE

B = o o oow el L
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be
ax - 2x=1c, teremos ¥ = -7 ;. Da mefma for-

te a equagab X —ab—bc—ax, oux-+ax =10
+ ab , dirzhhﬁ AN

g ta

62 Se houver alguma quantidade, que feja fa-
&or comum de todos os termos da equagad , parz
fimplificar , dividiremos por elle todos os termos.
Por exemplo , na equagad 154* —274b 4 6bx divi-
diremos todos os termos pelo fen faltor commum
36 , e teremos sb=—=9a 4 2x, da qual ( 56,60 )
fetira x — "'Ll'?*' :

. 63 As regras, que acabames dedar, podem ap-
plicar-fe 4s equagdes , em que entrad denominado-
Ies , com tanto que eftes nad contenhad a incogni-
fa; mas como ellas fe executad ordinariamente com
mais facilidade , quando nad ha fraccbes , por iflo
4untaremos a regra feguinte,

__E"il- Para transformar huma equagad na qual en-
lm“.d‘:““minadﬂfﬂﬁ. em outra que os nab tenha ,
m‘f"'"Pﬁfle-.ﬁ cada hum dos termes, gue mai tem deno-
minadsr , pelo produsto de tadss o5 denominadores ; e o
"umerador de cada huma das fraccies pels produéte
d3s denominadores das outras Sfimente,

Por E:-:cmplﬂ, fe tiveffemos a n!{ll-'rﬂ'i','ﬁl*fj 3; + vy :-f

+ 'l S:I.' = £ &
2 — % > multiplicariamos os termos 4 e 12 por

3. 5+ 70u 105, e teriamos 420, ¢ 1260, Depois
multiplicariamos 2y por 5.7 ou 35, 4% por 3. 7 ou
21 ,¢ 5 p?r 3. § ou I5, € teriamos TJOX, B-li-": » 75%5
¢ confeguintemente 3 cquagad propofta fe muda
°M 70% -+ 420 —84v | 1260 — 75%. Appli-
camlng ;gnra a eflta as regras precedentes , teremas
Y — 47

"__5_'213—'——-1

i 61 Com
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Com effeito , as tres fraccdes da equacad prow
pofta, lendo reduzidas a0 mefmodenominador con«

; A 8
forme as regras da Arithmetica, dad ==» ==, I3%»
|ﬂ_i 155 log

que realmente fab o mef{mo que as primitivas. Se re«

duzirmos tambem os dous termos inteiros a fraccdes,

420, 1360

105 des *

de maneira que a equagad propoflta fe transforma em

7oxtaze _ %axt1260—95x Mas quantidades iguais,
108 10

fendo multip}icadsas pelo mefino numero , confer-

vad ainda a igualdade ; logo multiplicando aim bos
os membros por 105 , ifto he, fupprimindo o denc-
minador commum , ferd verdadeira a equagad , "h"f
he , teremos, como acima, 70X = 420 = 84
- 1260 — 75x.

Se os denominadores tiverem hum faétor com-
mum , fimplificaremos elta operagad, como enlis
namos ( Arith. g1 55 ). :

65 A regra he'a mefma para as equag0es littes
rais , com tanto que [e obfervem as regras da mul-

tiplicacad algebrica. Affim , a Cq“a‘;iﬁ%-—l" b :j’_;’
-+ ij- fe transforma em acdx 4 bred=bc’x +ﬂf’1“l‘

T )
donde fe tira ¥ = o L5
acd — be*

dx . 1 :
— == ¢, multiplicare

cujos denominadores fejad 105, teremos

Se tivermos —p -}
mos (48 ) ¢x por ¢, dx por b, € vird - - - -
2
g ”n;;mr = ¢, ifto he, *x - bdx = abee ; di
qual tiraremos ¥ == 2.

& thd

66 No

o e

e e —
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66 No cafo de ferem complexos os denomis
nadores , he mais commodo de ordinario indicap
primeiramente as operagbes , e executa-las depois,

Por exe fe tivell: Je —
r exemplo, emos -+ 44 s

elcreveriamos ax (3a-+-8) 4 4b (a—4)( 3a+5)
=¢x(a—~5 ); e fazendo agora as operagbes indis
cadas , acharemos 3ax -+ abx -} 12 236 — Babr

- 45‘3 — acx — bex y! B cnnfeguim:lm:nte e -0
4 ¥ 848 _ 12as '

[ i
30 +t a2l —ar t b

Applicacas dos principios precedentes a refolugad
de alguns Problemas,

67 A. Inda que refervamos os ufos da Alge-
bra para a fegunda Secgad , com tudo, afim de
lazermos a tempo algumas obfervacBes uteis , ap-
plicaremos os principios precedentes a alguns pro~
blemas muito faceis.

As regras , que acabamos de dar , fad fufficien-
les para refolver qualquer problema do primeiro
grao, que efteja expreflo em equacad : refta fa-

¢r camo efta fe ha-de formar.

Para Eﬁr hum problema em equagab, reprefens
te-fe por huma leira cada huma das quantidades que
Je bufeai , ¢ bavends examinads o ¢flade da gueflad,
por mels dos finais algebrices fagas-fe fobre as quan~
tidades dadas ,'¢ as incognilas as me[mas operacies , e
es mefmos raciocinios que [e fariai para verificar ag
sneognitas ne cafo de ferem conbecidos os feus valores,

Os problemas feguintes dirigirad a appl;a.

¢
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6 defta re ral , ainda que pela fua fimpli-
ﬁdade nab p?::ilga‘:ﬁ da Alg:hraqpara fe rcfﬂhrcnfm.
Problema I. Hum pai e hum filbo tem entre am-
i;a.r cem annos; o p:u' tem quarenia mais que o filha ;
p:rgnm'ﬂ-:ff » qual be a idade de cada hum,

Pouca attencad balta para ver , que o proble-
ma fe reduz a achar duas quantidades , cuja foma
feja 100, e adifferenca 40. Tambem he mani-
felto , que , [e for conhecida huma deftas quantida-
des , a fegunda o ferd com facilidade ; fe a maior,
por exemplo, for conhecida, tirando della 40, te-
Temos a mais pequena,

Reprefentemos pois a maior por ¥.

Ora, fe efte valor fofle conhecido, e o qui-
zellemos verificar, tirariamos delle 4o para ter 0
numero menor ;3 depois diflo fomariamos o maior
com o menor para ver fe davad 10o. Imitemos pois
efte modo de obrar.,

O numerp major he - = = = = = - %

Logo omenor ferd - - - - - = = x—40

Eftes dous numeros fomados dad - 2x — 40

Mas pelas condigbes da queftad devem dar 100,

Logo eis-aqui o problema pofto em equa-
ab = = = = = = = 2X — 4O == 100

Havendo aflim traduzido o problema em lingua-
gem algebrica , para ter », nat fe trata de mais, que
de applicar as regras dadas ( 53 e 56 ). A primeira

di 2x=—= 100 4+ 40 =140, € a fegunda x-_:-r-ff

= 70. Logo o numero menor ferd 70 — 40 = 1301
e confeguintemente o pai tem 70 annos , e o filho
30. Com effeito , 70 -+ 30 == 100,
Refle&tindo fobre o modo , porque nos condu-
zimos para refolyer efte problema, ve-fe clara-
men-
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mente , que os raciocinios , que fizemos , nad fad
dependentes dos valores particulares dos numeros
100, ¢ 40 da queftad , e que fe em lugar deftes
foflem dados outros quaisquer , fempre procederia-
mos pela melma férma, Aflim , fe o problema fe
propuzelfle delte modo geral : Sends dada a ﬁma a
de duas guantidades , ¢ a fua differenca b , achar ca-
da buma das mefmas quantidades,

Reprefentando a maior por = + = - - %

AMENOL fEri =% oo e ain=ws ouiga

E a foma de ambas= = = = = = = = - _ 2 — &
Mas efta , conforme a queftad , deve fer - - - g
00 = = s s m r v = e v e - ﬂr-—.&:ai

equagad , de que fe tira x = - __l_;. kL

Quer dizer, qu;"para termos a maior , ajuntare
mos a femifoma com a femidifferenga, como fe
achon (Trig, 177 ) por outro modo.

Come amunnrhe:—&,fcrig-.{_;-_ — b,

ifohe, 2% : i g..-.-% - Logo, para termos 3

menor , da femifoma tiraremos a femidifferenca
( Tfig{;'j? ). Efta traduccad dos refultados finais
deve ler hum dos principais cuidados do Analylta.

Fica pois manifefto , como reprefentando em
geral , ifio he , por letras , as quantidades conhe-
€idas , que entrap nos problemas , defcobrimos re-
&ras gerais para a refolugad de todos os problemas

3 mefma efpecie,

;'Ultas vezes os problemas parecem differen-
tes a primeira vifla , mas depois de hum leve ex-
ame [e acha , que nad differem mais que no moa-

do de fe cnunciarem, Por exemplo, fe nos pros
PuZerem ; : ‘ ;
Di-
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Dividir o numers dado a em duas partes , das

uais huma exceda, ou [eja excedida da outra na quan-

tidade dada b. He facil de ver , que efte problema
he o melmo que o precedente.

Probl. 11, Dividir o numero 720 em tres par-
fes tais , que a maior exceda a menor em 8o, e @
media exceda a menar em Ao.

Se me diffeflem qual era a parte menor, es
quizefle verificar , deveria ajuntar-lhe 4o para ter
a fegunda , e depois 8o para ter a maior ; a foma
das tres partes f{eria 720.

Chamemos pois & parte menor = - &
Logo a media he x 4+ 40
E a maior - 8o
Ora eftas tres partes reunidas dad - - 3x--120
E como o problema exige que dem - - - - 720
Logo 3% 4120 = 720
Applicando as regras precedentes, teremos x=200;
Jogo a fegunda parte he 240 , € a maior 2801 eflas
tres partes juntas fazem com effeito a foma de 720
Tambem aqui he manifelto , que fe os numeros
ropoftos , em lugar de ferem 720, 40, e 8o,
}‘uﬂi:m outros quaisquer , a queftad Pn{leria re-
folver-fe do melfmo modo, Pelo que , para refol-
ver todos os problemas , nos quais fe trate de di-
vidir hum numero dado @ em tres partes tais, que 0
excello da maior fobre a menor feja hum numero
?ualquﬂr b , ¢ o excello da media fobre a menor
eja ¢, difcorreremos do mefmo modo , como aqui
fe¢ moftra,
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Sejaaparte menor - - - - = &
A media ferd = = - = - == wte
R atdaior’s o'a o aa b/ sis P iy 4
Afomadi==ieacen 3x-t b4
Mas dﬂfﬁdﬂf'd—---d-‘_-ﬂ
Togofera dx 4+ b-t+c—=—a;

Donde fe tira » — f_:_'g:'.._r . ‘E;*;if*ﬂ_}.

Quer dizer efta formula , que para ter a parte
menor tomaremos o ter¢o da differenca entre o nu-
mero, que fe quer dividir, ¢ a forha dos dous excel-
fos. Affim, havendo de repartir 642 em tres partes
tais, que a media exceda a menor em 78, ¢ a mai-
of exceda a menor em 87 ; tiraremos 75 <4 87 ou
162 de 642, e teremos 480 ; cujo tergo 160 he
4 parte menor, e confeguintemente as outras duas
2 160 4- 75 ou 235 , e 160 -+ 87 ou 247.

Probl, IIT. Repartir bhum numero dads , por
exemplo 14250, em tres partes lais , que [cjai emtre
Lcomo of niumeres 3, §, € II. 14

Se conhecefTemos huma das partes, v. g. a primei-
T4, pard a verificarmos , bufcariamos ( Arith.1g4 )
hum numero que fofle paraella :: 5: 3,celleferia
a fegunda parte. Bufcariamos tambem outro nume-
10, que folfe para a mefima primeira parte }: 1133
¢ clte feria a terceira parte. A foma deftas tres pat-
tes formaria 14250. Procedendo pois defta maneira

J& 2 primeira parte - « = - » %

Serd ( Arith. 194 ) afegunda - - =
Eitu[{:ﬁh __"__‘____n

Afﬂﬂ]idﬁ“‘,ﬂsdﬁ_--_ .-r-l—.Ii.

M 3
as cnufﬂrm&,a queftad deve dar - < « = 14250

Logo, & 3 = 14250 Efta

"

“|

]
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Efta equacad fe muda (64 ) em 1gx = 42750 3
Logo (60) -+ - x=2250. Afegunda parte fera pois

£ ¥ 2300 i .
KE ™~ ou 2750, ¢ a terceira 8250. Com effeis

to os tres numeros 2250 , 3750 , 8250 , fomados
fazem 14250, € eftad entre {i como 3, 5,€e 11,
como he facil de ver , dividindo-os por 750 , com
o que ( Arith. 170) nad fe altera a razab.

Se 0 numero que fe quer dividir ; em lugar de fer
14250, foffe em geral a , e 0s numeros proporcio-
nais as partes, em lugar de 3, 5, 11, follem em ge-
sal m , n, p , imitariamos o que acabamos de fazer,

Aflim , reprefentando a primeira parte por - %

F

.ﬂfeguﬂdﬁ ferk 28 o 2 T AN E 3T B s

. 4
E a terceira <o P R ] .{E

Cuja foma faz « = = - = = - - x 4 “;ﬂ
Mas deve fazer

nx + px —_
Logo x4 — a.

Efta equagad di mx 4 sy -+ pv — ma; ¢

BT p i i
confleguintemente ¥ — T

Para traduzirmos efta folucad , e entunciarmos
huma régra geral , note-fe , que fe tiveffemos
m=n-4pim::at; oquarto termo [ Arith; 179

anm

feria — 1;-!* 2 e E'ﬂm{?!. x he expreffo nefta quanti-

dade , fegue-fe , que para termos a primeira parte,
calcularemos o quarto proporcional a0 numero pro-
pofto , 4 primeira das partes dadas , ¢ & foma @

todas eftas ( Anith. 197 ).
Probl. IV, Defpachou-fe de Dreux para Bref
bum Paftilhai , cuja volocidade be tal , que em b
m
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& hora anda duas leguas. Oito horas depois fe def=
achou outro de Paris para Bref , cuja wilscidade
¢ de tres leguas por hora. Pergunta-fe ', onde Je haia
e encontrar , fabendo-fe tambem ,que a diffancia de
aris @ Dreux he de 17 leguas,

Se me diffelfem , quantas leguas devia andar o
cgundo Poftilhad para fe encontrar com o primei=
0, eis-aqui como verificaria efte numero. Bufca<
ia que jornada teria feito o primeiro no tempo ,
m que o fegundo tinha feito a fua , caleulando o
uarto fermo delta proporcad 3 1 2 ;¢ o numero de
eguas corridas pelo fegundo he para o numero de
£guas, que o primeiro tera andado no mefino tem-
9.A efte quarto termo ajuntaria o numero de legu=
55 que o primeiro Poftilhad devia ter andado nas 8
oras de antecipagad da partida , como tambem as
}'ll:%luas do intervallo de Paris a Dreux , que el-

tinha igualmente de avanco ; a foma daria o nu-
¢ro de leguas corridas pelo fegundo. Procedendo
0is defta maneira

Seja o numero de leguas corridas pelo fegundo x

No mefmo tempo O primeiro andari - - - :4-' x
Enas8 deavango - - = - - - = - - .. r6
E pela diftancia de Paris a Dreux - - - - 17
Eftas tres quantidades fazem a foma + %433

o he, 0 numero de leguas que deveri andar o (e
undo , para (e encontrar com o primeiro

Logo i:- *-} 33—=x, econleguintemente x==099j%

ver dizer , que os dous Poftilhdes deverad encon=
ar-le a 99 leguas de Paris,

om effeito , no tempo em que o fegundo an-

99 leguas , o primeiro andara 66 , eftas jtl::'-




48 Eresmenros

tamente com as 16 leguas de adiantamento em ras
zad das 8 horas , ¢ com as 17 leguas de davarico
por partir de Dreux , fazem afomade gg: logo
eltarad ambos ao melmo tempo no mefmo lugar,

Em geral , lf;ja o intervallo dos lugares da par-
tida — « , a ditterenga entre os tempos da partida
== b , a velocidade do primeiro Poflithad = ¢, a do
fegundo = d , o efpago que deve andar o fegundo
para fe encontrar com o primeiro —=x: difcorren-

do , como havemos feito precedentemente, teremos
- i bed + ad
%= <4 b4 a, donde fe tira x= =, que

da a folugad de todos os problemas delta efpzcice,
elo menos em quanto fe fuppde , que os dous

E’uftilhﬁts vab para a melma parte , e que a partis

da do que anda menos precede i do mais veloz.

Para moftrarmos o ufo defta formula, tornemos}

ao exemplo precedente. Como nelte calo a = 17/,

b=86,c— 2! ,d=3', o valor geral de x fe torns

I+ 8% -
em x=———"—=3 — 51} 48 =— 99/, como aci¢

i—a2
ma

O ufo pois das {olugbes gerais he tal , qbe
fe fubitituirmos em lugar das letras os numeros, qué
ellas reprefentad , e hzermos as operagdes indi
cadas pela difpoficad e finais das melmas letras,
acharemos a refolu¢ab de todos os problemas par-
ticulares da melma efpecie.

Por exemplo, fe nos propuzeflern efte proble
ma : A agulba das boras de hum relsgio corre[pir
dea 1'}"‘ , & adss minuios a i".d.' ’ {}"i’ﬂ be , ﬁ:ﬁ 3"—' :‘..I-"F
pergunta-fe , quando eflarai as duas agulbas hum?
Jobre a suira.

Como as duas agnlhas fe movem 2o mefmo tem”
po, a quantidade £ he cifra nefte calo; a ov ock
. Pi‘

e ™

L m—

g s g e e
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paco que 3 agulha dos minutos deve correr defdea
vigehma quarta divifad do ‘quadrante até a deci-
ma f[eptima , he igual a g3 divifGes d o =g}
d = 6o. Temos pois % __.-Ei_ﬁr_:. 57 131 , ilfto |
he , deverd a agulha dos minutos correr ainda 57
divifGes e -;i'-t ; e como ella correfpondia a vigefis
ma quarta divifab , deverd correfpunder a 81 dia
vifes ¢ ;'5”1 , ou, pois que huma circumferencia
confta de 6o divifges ; as duas agulhas eftaraé hu-
ma fobre a outra aos 212 da hora feguinte ;

ilto he, as 4% 21" 2

 Alent da vantagem expofta das folucdes litte-

1215 , ha outra, a qual confifte em que muitas ve-
¢s as formulas , precedendo certas preparacées

{dmitteni o enunciarem-fe de hum modo fimples ,
facil de fe confervar na memoria. Por exemplo ,
f 1 - ad + bcd .
ormula ultimamente achada x = ~— T~ » DA

lual a quantidade # he fa@or commum dos dous ters

0s do numerador; péde elcrever-fe por efte mo=

0y X == —“—;,—'&:—H , onde {e vé; que x he o quar=

9 termo. da proporcad , cujos tres primeiros fe=
10 d—¢ i d . a-t be, Poremd—¢ denota a
ifferenca das vélocidides dos dous Poftilhges ;
shot a velocidade do fegundo 5 e ¢ -+ bc coma

e-fe do intervallo @ dos dous lugares da parti-

» € da quantidade &c , que exprime o efpago
orrido pelo primeiro Poftilhaé no tem po que tem
¢ avanco , de maneira que & -+ be reprefenta a
ornada que tem feito o primeiro até o inftante,

. D €l
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em que o legundo comega a fua , ou todo o avan:
¢o que o primeiro ganhou em rafad de partir mais
cedo, e de hum lugar mais adiantado. Logo 3
reflolucad do problema pode reduzir-fe a elte enuns
ciado: Havendo multiplicade a velocidade do pri-
meiro Poftithad pelo tempo que tem de avanco,
fome-fe o produto com o intervallo dos lugares ds
artida ; e bufcando depois o quarto proporcional
a differenca das velocidades , a velecidade do fe-
gondo, e 4 foma achada, elle determinara o lu-
gar do encontro. FPelo que no noflo primeiro ex-
emplo , tendo o primeiro Poltilhad 84 de avanco,
e 2/ de velocidade , fomaremos 16/ com 174 in-
tervallo dos dous lugares , o que da 33 ; e calcu-
lando o quarto termo da proporcad 3 — 2 ou
I :7:.3%:, acharemos g9 , ¢omo acima.
Ultimamente , ainda que entrem fracgdes , a re-
gra {empre he a melma. Por exemplo, fe o primei
ro Poltilhad andafle 7/ em 4% , o fegundo 13/ em
&é ; fe o primeiro fe antecipafle 15 , e o inter
vallo dos dous lugares da partida fofle de 427/ ; di-
riamos : andando o primeiro 74 em 4%, vem a an-

dar - de legua por hora, e por tanto efta he a ve
jocidade do primeiro ; do melmo modo a veloci:
dade do fegundo he de -';‘ de legua por hora. Affiv

multiplicando —;— por 15 , ¢ fomando o pmduﬁiﬁ

= = i
15 com 4% , teremos _-?" ; calculando pois o quar
4

- 13 ", M 3
to termeo da propor¢ad 3 _% : 5_3 2 _EE_ s elie
1 359
s X3 L 3549 2
quArto termo=—, ;=77 0 ~;ms ou ==, ou 208
he

g i 1% )

[ = N R ; ]

f ol S S
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he o numero de leguas , que o fegundo Poftilhat
devera andar.

Reflextes Jobre as quantidades pofitivas ,
¢ negalrvas.

.Bg A S formulas gerais fervem nad {émen-
te para refolver todos os problemas analagos por
imples fubftituicGes ; mas tambem para achar em
muitos cafos a folugad de outros , cujas condi-
foes fejad em tudo oppoftas aquellas , a que fe ha=
via fatisfeito primeiramente ; e para iffo bafta or=
dinariamente huma fimples mudanca de 4 em—,
tu de — em -}~ nos finais das quantidades. Mas an-
tes de moftrarmos efte novo ufo dos finais , cona=
fideremo-los. em outro ponto de vifta.

As letras nad reprefentab mais que os valores
folutos das quantidades. Os finais < e — nad
ttm reprelentado até aqui mais do que as opera-
foes da addicab e fubtracgal ; porem podem re-
prefentar tambem -em ' muitos cafos a exiftencia
telativa de humas quantidades a refpeito de outras,

Huma quantidade péde confiderar-fe em dous
ftﬂlidus np[}uﬂﬂs. ou €como capaz de an Zmentar oll=
2 quantidade , ou como capaz de a diminuir ; mas
‘M quanto ella fe reprefenita meramente por hu-
Wa letra , ou por hum numero , naé fe faberd em
qu2l dos dous fentidos fe confidera. Por exemplo,
©hum homem tiver tantos bens como dividas , o
Mefmo numero pode fervir para exprimir a quanti-

de numerica de ambas as coufas, porem efte nu-

Mero nab moftrara a differenga que ha entre ellas, O

Welo mais natural de a declarar he defigna-las por

Um final , que indique o effeito que humas pédem
D 2 pras
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produzir fobre as outras ; é como o effeito das divis
das he diminuir os bens, que cada hum poffie, fica
muito natural delignar aquellas, applicando-lhes
o final —.

Do mefino modo , fe confiderarmos huma li-
nha reéta ( Fig. 1 ) como gerada pelo movimento
de hum ponto A4 na direccad perpendicular & h-
nha BC, he claro, que ainda que fe reprelent
por a o efpago AD ou AE ; que elle tem corrido ,
naé fe determina com iffo abfolutamente 'a fua -
tuacad , pois que o ponto tapto pode mover-fe de 4
para D , como de-d para E. O meio de a fixar be
indicar per algum final, fe a quantidade a efta adi-
reita o0 4 efquerda , e para iflo fab muito propries
os finais 4+, e==; por quanto referindo o movimen-
to do ponto.d a outro ponto L conhecido, € cont
fiderado como termo fixo, quando o ponto A fe mo-
ve para D, a linha que defcreve tende a augmen
tar LA , e quando f{e move para £, alinha qué
defcreve tende a diminuir L4 , e confeguintemente
he natural o reprefentar 4D por <} a, ou fimplel:
mente por a , e AE por —a . Seria 0 contrario;
fe reportaflemos o movimento do ponte 4 ao pon-
to (), 53

Tem pois as quantidades negativas hnma cx:
iftencia tad real como as pofitivas 3 a uniea differ
senca 5 que ha entre ellas, he o tomarem-{e no cal
culo em fentido contrario , € por tanto as regras, qué
havemos dado para as differentes operagdes fobr®
as quantidades, {ab as melmas, feja qual for ¢
ponto de vifta , em que eftas fe conliderad. Tant0

umas como otitras podem achar-fe , e mnitas v¢-
gzes {e achad mifluradas juntamente no mefmo cal

culo. Acontece ifio , nad {0 porque certas operd
] goes
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ches conduzem a tirar certas quantidades de ou-
tras , como havemos vilto ; mas tambem porgque
muitas vezes no calculo ha neceffidade de expri-
mir as differentes accepgdes , em que fe tomab as
quantidades.

70 Pelo que, fe na refolucad de hum proble-
ma o valor da incognita {ahir negativo ; por ex-
emplo , fe chegarmos a hum refultado como » =
— 33 concluiremos que a quantidade defignada por
x nad tem as propriedades , que lhe attribuinos, ou
luppuzemos no calculo, mas outras em tudo con=
trarias. Propondo-fe , por exemplo, elte problema:
Ackar bum numero , que fends junte a 15 dé 10 , ©
qual he evidentemente impofiivel ; fe reprefentar-
mos o numero bufcado por », teremos x - 135
=10, e confeguintemente ¥ =— — 5 . Efta ulti-
ma conclufad pois nos moftra, que », o qual fe
tinha confiderado como devendo ajuntar-fe a 15 pa-
ra formar 10, deve pelo contrario fer tirado. Def-
¢ modo toda a folucad negativa indica alguma
luppoficaé falla no enunciado do problema ; mas
mdica ao mefmo tempo a correcgad , moftrando
que a quantidade procurada {e deve tomar em hum
fentido totalmente oppolto aquelle , em que d'antes
havia fido tomada. -

_ 71 Concluamos pois , que havendo refol-
vido hum preblema, no qual algumas quantidades
fe tenhag tomado em hum fentido , fe o quizermos
relolver, tomando as mefmas quantidades em fen-
tido totalmente oppofto, baftard mudar os finais,
que adtualmente tem as mefmas quantidades, Por
&xemplo , no problema quarto , refolvido geralmen-
¥ para o cafo em que ‘os Poftithoes caminhaf-
fem para 3 mefma part¢ , {e quizermos ter a r;.-f-::-

| b
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lugad de todos as problemas, que fe pédem pro-
por no cafo em que elles venhad de partes op-

poltas a encontrar-fe hum com o outro , mudaremos
ad + bed
=« Com

o final de ¢ no valor achado ¥ — ———

effeito , nefte cafo o primeiro Poltilhdo , como em
lugar de fe apartar fe avizinha do fegundo , dimi-
nue a jornada que efte devia fazer , e diminue-a
em razab da fua velocidade ¢, ou do efpago que
corre em huma wnidade de tempo ; devemos pois
exprimir, que ¢ em lugar de augmentar diminue,
ifto he, elcrever — ¢ em lugar de - ¢. Efta mu-
danca da x ...__”::': E:d ; porque + bed = +
bd (4 ¢) ; logo, mudando o final, teremos
.—I—ﬁﬂ’ [—:J_‘:F—.Enf..

Confirmemos tuda ifto com hum exemplo. Sup-
ponhamos que dous Poftilhdes vem de partes con-
trarias , e fahem de dous lugares , cujo interval-
lo he de 100 leguas: a primeiro parte 7 horas an-
tes do fegundo , e tem velocidade de 2/ por hora;
o fegundo anda 3/ por hora. Seja ¥ a jornada , que
clte deve fazer para fe encontrar com o primeiro
He claro, que x ferd igual 4 differenca entre a dil-
tancia total , ¢ o efpaco corrido pelo primeiro ; ¢
como elle efpaco fe compde do que elle péde an-
dar nas fete horas, ifto he , de 14/, e do que ti-
ver andado em quanto o fegundo caminhar , ifto

]
he,de;x; teremos x:mn-_.-;q_...;.-x,

e conleguintemente ¥ — i';ﬁ—ﬁ = g1 %, Orafens

5

d — bed ’
E , aqual , como diffemos

gt ¢
pertence a elle calo, fubflituirmos 100 por a1

1

formula ¥ —
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7 por b, 3 por d, e 2 porc, teremos do mef-
mo modo ¥ =— 51 & »

A’ medida que nos formos adiantando , tere-
mos o cuidado de fixar cada yez mais a idéa, que
fe deve fazer das quantidades negativas,

72 Como convem muito adquirir facilidade
de por os problemas em equacad , ajuntamos aqui
alguns fimples para exercicio dos principiantes ,
contentando-nos com dar os refultados , os quais
fervirad para confirmar as fuas tentativas. Depois
deos terem refolvido nos numeros em que {26 pro-
poflos , deverad fubltituir letras aos numeros , € ex-
ercitar-fe na refolucad litteral : imitando aflim as
folucges particulares , fe adquire a facilidade de ge-
naralizar , e eltender as idéas.

Achar hum numers, que fends fucceffivamente jun-
foas, eat2,dé duas fomas , as quais fejai entre i
‘ome 3 para 4 Reflp. 16.

Achar hum numers tal | gue reuninds a fua ame-

tade , tergo , e E— s Je forme buma foma , a qual te=

nha7 de exceffs f;ﬁrr o numera procurads . . Relp. go0.

Andai trabalbands tres officiais , dos quais o pri-
meiry faz § bragas de obra por dia , o [egunds 7 , e
“lerceira 8.1 om gue tempo farai 100 bragas , tra-
balband, Juntamente todss tres 2 . o o Refp. 357

djuflou-fe hum official preguigozo a razad de 24
Joldss por cada dia em que trabalbafle ; mas com con-
digay de Je lbe defeontarem 6 foldos por cada dia , em
qu¢ nas trabalbaffe. Paflades 30 dias fez-fe-lbe a
onia, ¢ achou-fe que nada tinha de receber. Suan-
‘o5 dias trabalhow? .« . . , Refp. 64,

Hftm homem comprou bum cavalls , que vendeo com
100 libras de ganbo s fabe-fe que o lucro foi de 1o

por
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por cento. Por quanto o comprou 2 . . Relp. por goo’,

Pdgaﬁ-f: certa quantia em 1§ pagamentos , qug
Je fizeras fempre progreffivamente com augments da mef
ma quantidade 5 o primeiro pagamento foi de 7 lib., ¢
o ultimo de 37. Duanto era o augments de cada bum ?
Refp. de 2 = *

Temeos agua do mar , que em 32 Ithras confem L
ma de fal. Due parcad de agua doce fe devera ajun-
tar-lhe , para que em 32 lbra; de mifis nai haja mais
que duas ongas de fal 2 . . , . Refp. 224 libras.

Das Equagies lineares a muilas incognilas,

73 Q Ualquer que fcja o numero das inco-

nitas , o methodo de pdr o problema em equa-
¢ad . (67) he fempre o mefmo. Mas em geral , he
necellario formar tantas equagdes , como. permit-
tirem as condicies. Se todas ellas forem diftinétas,
¢ independentes humas das outras , e fe alem diflo
cada huma fe podér exprimir por huma equacaé,
o problema nad poderd ter mais que huma folu-
cad , nocafo de ferem as equagdes todas do pri-
meiro, grao , e de ferem ao melmo tempo tantas
as equagbes quantas as incognitas. Se porem algu-
ma das condigbes fe achar implicita on explicita-
mente comprehendida em alguma das outras , ou
fe o numera das condi¢des for menor que o nume-
ro das incognitas ; teremos menos equagbes que
incognitas , e por tanto a queltad podera ter. hu-
ma ininidade de folucdes , excepto guando o nu~
mero deltas for limitado por alguma condicad par-
ticular , que nad polla exprimic-fe poE equacads
De wido 1fto daremos excmplos. Sup-=
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Suppondo primeiramente duas equages, ¢ du=
as incognitas , a regra que fe deve ajuntar as que
havemos dado acerca das equagdes a huma inco-
gnita , he a feguinte.

74 Tome-fe em cada equacas o valor de huma mef-
ma incsgnita » tgvalands a5 dous waleres , teremos
buma equacas G [egunda incognita, Sends achado o
valor defla pelas regras precedentes , faga-fe fubfiis
Im;m;a delle em qualquer dos dous walores , que fe tfo-
maras pafa pnmnrﬂ operagai , € lﬁ' m delerminaremaos
a [egunda incognita.

Exemplo 1. Tendo as duas equagbes 2x -y
=24, &% + = ﬁ:, , tomaremos em ambas o

valor de x , € acharemos na primeira x = 2 —2- ,

¢na fegunda x = —5—-«3-*"— Igualando eltes dous va-

lores , teremos = :-’" — 55';1"" Efta equacad

m2b inclue mais do que a fegunda incognita y ,
di ¥ ==T0,

Para termos x, fubflituiremos em lugar de y
0feu valor 10 no primeiro valor de x, que he o
mais fimples, e acharemos x =— ';

75 Exemplo II. Se tivermos = —-ﬂ = 2y

: ‘_:-I—i— T;— y = 19 ; acharemos primeiramente
6o+ 28¥
3
=228 — gy, ¢ confeguintemente y = 2 — 12,
52
Subftituindo efte valor na fegunda expreflab de

%) teremos ¥ — == = 15,

- B0 4 ac 228 — qy
24 1

+ Logo

76 Exemplo 11I: Se forem propoftas as duas
cqua-
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tquagﬁ:s?i:i:ﬁ-}—%y—g,:;!.x-—,

.."—_’i- y — 6 ; deduziremos x = —

Efgﬁj s ougy — B4 = 5'—""—;—34 » da qual fe tira
e T — 28, Subflitvindo efte valor naequa-

20y —~ 420
7

77 Exemplo IV. Em geral, as duas equacdes

ax +by=—c, ¢dx 4+ fy —=e¢, em quea, 4,

¢, d, ¢, f denotad quantidades conhecidas , po-

= . - il _'ﬁ'—ﬁ'ﬂ'
fitivas , ou negativas , dad x — T =

cab x— , teremos x-== 2o,

ae —cd
af =— bd

78 Quando as duas incognitas nab (e achare m
ambas em cada huma das equagbes , o calculo nabd
differira dos precedentes , fenad em fer mais {im-

ples. -
Por exemplo , fe tivermos gax =— 3}, e &
M - ] eEY, 35
4 dy = ¢, aprimeira dard x = L ca fegunds
e ~dy, i o g S, -
X === & logosis = ey donde fe tira y =
sae— 3
gad

Das Equacles lineares a tres, e mais
incognilas,

vl D O que fica dito fe deduz facilmente o
methodo de refolver as equagdes , quando for mais
confideravel o numero das incognitas , fuppondo
que ha igual numero de humas e outras.

Se tivermos tres equaghes , fsme-fe em iﬂﬂ’ﬂ
i

LT - Y

Y-

My

LT
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buma o walsr de buma mefma incognita , e iguale-fe
e primeiro as fegunds , ¢ o primeirs ao tercéiro ; ou
o primeira aa fegunds , e 0 Sfegunds as terceire , &
afim fe reduziri efle cafo ao precedente (74 ).

- S¢jab , por exemplo , as tres equagdes ,

3% + 5+ 73 =179
8x 4 3y —2z = 64
5 —y T3z= 75
179 — §y — 72

3
64 — 3pta=x,

]
Da terceira o o o x == 75 1 »y—3=

Da primeira tiro x =

Da fegunda . . x =

L] L] 5
[gnalando o primeiro ao fegundo, tenho - - -
N ek 2y T A
3 8
7
Igualando o primeiro ao terceiro , tenho - « =
1 ~— sy—9% . 15ty . man .

-

3

Obfervando agora nesﬁas duas equacées a regra
Gada (74 ), acharemosz=15, ey = 10.

Para ter x, fubftituad-fe eftes valores em huma
Gas fuas exprefoes , ‘e teremos x = 8.

80 O calculo ferd mais (imples, quando as in-
tognitas nad entrarem todas juntamente em cada
Uma das equacdes.

Scjad , por exemplo , as tres equagdes , gx -+
Y=065, 2y —z=11, 35+ 4z = 57.

& & 3 E-—- )
Aprimeira ea terceira dad x = 23 __ §7—4=%,

3
¢ Combinando efta ultima com a fegunda, achare-
musaag,ym 10, %x=1.

81 Sendo” maior o numero das equacdes , fo-
“efe em cada equagai o valor de huma mefma inco=

ghi=
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‘:HFM 5 fguﬂ'fg- e bum defles walores a cada bum dos
outros , e haverd de menos huma equagai e buma in-
cognita. Tratem-fe eflas novas equagies como as pri-
meiras , e havera tambem de menss hyma eguacui ¢
buma tncognita, Can!fnuc-ff affim por diante, até que
finalmente [e chegue anas ter mais que huma inco-
gnila,

82 Tambem podemos determinar os valores
das incognitas pelo methodo fegninte , que he util
em muitas occaliies.

Sejad as duas equacbes 3v -+ 4y=281, ¢ 3v —
4y ==9. Se tirarmos a fegunda da primeira , te-
remos 8y =72 , e confegnintemente y=g : lc
pelo contrario as ajuntarmos , teremos 6x == go, ¢
tnnfc}uiﬂrtmtntc:ﬂ == 15. He, pois manifefto , que
quando o coefficiente de huma das incognitas he
o mefmo em cada huma das duas equagbes, eltas
muito facilmente por meio da addicad , ou da fub-
traccad e reduzem anad terem mais que humi
incpgnita.

3 Pode-fe dar fempre o mefmo coefficiente
'melma incognita , multiplicando huma das dus
equacbes por hum numero conveniente , o qual ¢
achara da maneira fegninte.

ab as duas equacbes 4x -} 3y =065, ¢

Se
gr -+ ﬁ‘) = 111. Reprefentando por m o numero
de que fe trata, multiplique-fe por elle huma das
duas equagdes , a fegunda, par exemplo , e teremo
smx -+ 8my = 111m. Ajuntando, elta com a pr*

meira , acharemos (4 -+ gm)x 4 (3 - 8m))
= 65 - 111m,

Agora para eliminar ¥, fupporemos Tn: o nu-
mero m he tal, que 4+ sm =0 , donde fetin

PR %' Efta hypothefe reduz a ¢q,ua;a?;

T i P

ra— = . - . | = -u s R -
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(348m)y=65+ 111m,queday = —Eiijr!;_ﬂ

b

§ — == :
=____§_3__ﬁ 7. O mefmo aconteceria, fe multi=
3 B
" J L] - L] /
plicaffemos a primeira por g, coefficiente de x na fe«
gunda, € efta por 4, coefficiente de x na primeira , €
tiraffemos o fegundo produdlo do primeiro. Se qui-
zeflemos porem eliminar y, fupporiamos 3 4 8 m

=0, quedd m = —h%- ; ¢ confeguintemente a

tquacad fereduziriaa (4 + §#)x =65 4 111m,

55-_-%51
d . ==.fg}}|l£ i L2
onde [e tira x T 4_%5 = I 1.

84 Se tivermos tres equacfes , e tres incognitasy
multiplicaremos a fegunda por hum numero m, e a
terceira por outro n 3 € ajuntando os productos com
a primeira , fupporemos o coefficiente de cada hu-
ma de duas das incognitas x , y , e ziguala nada 4
¢ teremos affim duas equagbes para determinar m
f!ﬂ » @5 quais fe tratarad como no calo prece-
Utnte.

Tomemos para exemplo as tres equacbes

o + 72 =179
X =4 3y — 232 = 64
5% = 3.7 18%a 5T 15
Multiplicando a fegunda por m , =z terceira por
"€ ajuntando os produttos com a primeira, tere=
(s (348w f5w) x f (5 sfagmicmn )yiiahe
(7— 2m ) === 179 - bgm - 75n.
Para achar o valor de z , fupporemos 3 - 8m
W=o,e54t+3m—n=0; e a equagad fe
I‘E-
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reduziraa (7~ 2m -4 qn ) 2= 179 4 64m 751
: 179 1 bgm t 5m.

donde fe tira z=—""—" "+

Determinemos agora m e # por meio das duas
equacbes hypotheticas , multiplicando , como no
cafo precedente , a fegunda por p, e ajuntando

produto com a primeira. Efta operagad dari

0
3 M-S (B 3 ) m (5P )n =0,
a qual, fuppondo 8 4 3p =0, ou p = — = afim

de tern, fe reduziraiag <4 5p 4 (g _gpjn

Sees AN BT
T = 71
=0; logo n =

S ‘ mens
Yorramd - Semelhante

8 o ;
te acharemos m = — ==, Subftituindo pois_eftes

valores na expreflad de 2, teremos z = 15,
Pelo que fica dito fe percebe 0 modo , porque
‘deveriamos praticar , fe em lugar de z quizeflemos
ter x ou y. Porem , havendo determinado huma das
incognitas , he efcufado comegar de novo hum cal-
culo femelhante para cada huma das outras ; balta
fubftituir o valor achado em todas as equacbes pro-
poftas menos huma, e aiflim fe determinab os ov-
tros valores como no cafo de haver huma equa-
¢ab de menos. No noffo exemplo , tendo achado
%z =15 , {ubltituiremos efte valor tanto na fegun-
da equacab como na terceira , € entad por meio
de duas equaches a duas incognitas acharemos
g 105 e X =8
85 Por qualquer dos dous méthedos éxpofios
fe pédem deduzir formulas gerais , que reprefen:
tem os valores das incognitas em todos os calos
imaginaveis. Affin, exprimindo geralmente duas
equagdes do primeiro grao a duas incognitas pof

ax + by 4-c=o,ca' x4y =u,|:r.:-1:nﬂ
e

- R, I e P

|« - ]
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he fempre poflivel , tranfpondo tedos os termos pa=
12 hum membro j acharemos . « . v v v v v o »

} Ly 8 a'c — ac’
oty 1= R B eyt B
Do mefmo modo , reprefentando tres equacs-
¢s do primeiro grio a tres incognitas por ax 4 by
+ez4d=o sa'x 4 by 4 ez d'—=o0,a
T 8"y 4 ¢'z 4 d"== 0 , acharemos que os valo-
esdex, y, ex fe exprimem da maneira feguin-
e,
= abld" + ald" < atbd' ¥ WbV — BV ¥ VB

3 t el — Tt Vb’ — abc’ + albllc — allbie

— adc!” + galde’ — alde’ + ac'dV — aled" 4 aled?

1-*-_._

t able!! —albe” + a'bc’ — abVe’ t alb'c — alible

— Rty Eefigt . Eei i + Blistd . Eradt 4 Blogt?
+ abct = 2™ 4 a'lbet — BT + a'he - gl

. R

Para 4 equagbes, e 4 incognitas achariamos
fuatro fracgGes, as quais teriad 24, ifto he, 1.2. 3.4
'ermos no numerador , e outros tantos no deno=
minador. Para § incognitas fe achariad 120, ou
142, 3. 4. § ‘termos, 720 ou I. 2. 3. 4. 5. 6 pa=
6 ; eaflim por diante.

Podemos porem abbreviar hum calculo tad lon-
g0, refleétindo na férma dos valores achados , &
103 que {e achariad do mefmo modo para quatro
“juacbes , e quatro incognitas. Porque 1.° feja qual
for 0 numero das incognitas %, y, €2z, os feus
Vlores tem todos o mefmo denominador,

2.° O numerador de qualquer dos valores fe fér-
Ma do fen denominador, trocando nefte o coeffici-
*ite da incognita relpectiva pela ultima letra & da
“juacad , e mudando os finais. Por exemplo , fe
10 denominador de x ultimamente achado mudar-

mos
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mosaemd,a'emd', a’emd", e izermos mu=
danca dos finais , teremos o numerador.

i‘ara achar a regra que da o denominador com-
mum , noto 1.° que no cafo de huma equagad ,¢
huma incognita, como em ax < & = o ; o déno-
minador he a. 2.0 No cafo de duasequagdes, ¢
duas incognitas , he ab’'— a'6. 3.° No caflo de tres
equacles , e tres incognitas , he (ab'—a't ) "
(nng._ ﬂf’”] ‘_.i'_l_ [ﬂf!;”_ﬂ”ﬁ.f] £

Noto mais, que o denominador «b’— a'b no ca-
fode 2 incognitas ; fe f6rma de m denominador no
cafo de huma incognita ; multiplicando a por &',
depois mudando em ab’, 'emo, e o em ' (por o
entendemos .6 accento da letra fad accentuada )
e ultimamente fazéndo mudanca de 4+ ém — .

Semelhantemente , o denominador no calo de 3
incognitas fe forma do denominador no calo de
2 incognitas : 1. multiplicando efte por ¢’ : 2.°
mudando “ em !, e 'em ", e tambem os finais:
3.° mudando nefte ultimo refultado 'em o, €0
em !, e os (inais.

Logo o denominddor para 4 incognitas fe acha-
ra 1.2 multiplicando o que convem a 3 por d'':
2.2 mudando " em ", e "em ', e us finais: 3°
mudando nefte fegundo refultado " em /, e/ cm
1 e os [inais : 4.9 mudando nefte tereeiro / em 0,
oem ', ¢os finais. Bem fe vé o que fe devia f2-
zer no cafo de fer maior o numero das incogni-

tas.

Temos pois huma regra geral , por meio ds
gnal fe podem determinar [eparadamente os valo-
res das incognitas nas equagdes do primeiro grav”
E ainda que fe devab calcular todes os deno-

minadores , que pertencen: a todas as r:quagﬁeﬁ de
me-
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menor ‘numero de incognitas ; com tudo a regra
nab conduz a calculos fuperfluos 3 tudo o que por
ella fe ecalcula ; entra neceifariamente na quanti=
dade , que fe bufca. Veja-fe a Theoria geral das Equa-
ties 3 que publicamos em 1779.

Applicagas G refolicad de alguns Problemas.

86 PRﬂbL I. Ham hontem tem duas r)i':&rcfﬂ de

mieda} 7 pecas da efpecie de maisr valer com 12 da fe=
tunda valem 288 libras ; e 12.da primeira efpe-

tie com 7 da fegunda fazem 358! i Quanto vale cada
tpecie de morda #

Se o foubelfemos , multiplicando o valor de hu-
mMa peca da primeira efpecie por 7, & o de huma
peca da-fegunda por 12, a foma dos produétos dae
tia 288 libras. Do mefmo modo , multiplicando
vvalor de huma pega da pritheira efpecie por 12,
tda fegunda por 7 ; a foma dos predufosdaria
358¢.

Ifto pofto ; feja o mimero de libras , ou o vi-
o de'huma peca da primeira élpecie =x , eo
% fegunda = y. Logo 7x-H 12y =288 , e 12¢
T = 358

Para acharmos agora x e y, totharemos em am-

bas 4s equacoes 0 valot' de x , e‘igualando os do-

288 — 12y
U valores tereinos % == — g 1

lefe tira yo=10; € confeguintemente X = 24 :
g0 as maicres pecas erad de 24/, e as mepores de
1o, Comeffeito ; 7 pegas de 24/ valem 168/, ¢
thas com 12 de 107, ou com 120/ fazem a foma de
BY . De inais, 12 pegds de 24/ , que fazem 288/,
' 7 de 10/ valem g8/,

E : Probl, II,
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Probl, II. Fes-fe hum mifo de ouro ¢ prafd
eujo volume be de 32 pollegadas cubicas ; e o pezt
de 100 ongas. A pollegada cubica de ouro peza 12

angas —:— , ¢ huma pollegada cubica de prala peza

6-% . Pergunta-fe , que quantidades de ouro ¢ prata

entrirac nefla liga,

Seja x 0 numero de pollegadas cubicas de ouro, ¢
y o numero de¢ pollegadas cubieas de prata; teremos
% == y == 12. Por outra parte ; pezando cada pol-

legada cubica de ouro -i::'— de onga, o numero ¥ de
pollegadas cubicas pezard i;i - Pela melma razad,
4 de pollegadas cubicas de prata pezara F'%.. o T
62y
62 9.

€ Cﬂﬂftgﬂiﬂtﬂmﬂn[c tersinos .-3_-21 + .._;F. = 100.
Deftas dvas equagbes fe tirz ¥ == 12 —J
5““.’;3-1; logo 57 ( 12 — 3 ) = 450 — 31’
que da 5:,: =04, € cnnfegaintcmnntt +:'g; = 3', ito
he , milturarad-fe 3 pollegadas cubicas de ouro
com @ de pratd. Com cfeito, 94+ 3=12:°

-8 -} 62 == k0O« : :

- i & duas materias que fe mifturarad tivellem
gravidades efpecificas differentes das fuppoftas ( po*
gmvh!nde t:[lpeciﬁra entendemos o pezo de huﬂ‘i
determinado’ volume ) 5 € fe tanto o pezo 1o¥
do mifte , como 0 fen volume follem outros qoal®
ger 3 o methado para achar, as _quant?dadcs m_:
cada efpecie de materia , nad derxaria poriffo de i€
& mefmo. Affim, para incluir todas as folugd®

: iy
g0 0 0urO € a prata pezarad juntamente i:._x +

dos problemas defte genero €M huma unica,i:;l"
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. A Guantidade da primieira materia = = -
I aRTIeREngd % 4 2 aY B 4 o NN
Adocompofld & = & = e .o i i .

. Reportando-fe a, x e y i melma unidade de vo-
lume ; pdr exemplo , a pollegadas cubicas.

R R

O . pezo toral do mifte . - 1" £ (oo HLT
A gravidade efpecifica, ou o pezo da unida-

te adoptada de volume , da primeira materia - ¢
ﬂdaﬁ:gundﬂ----_-_--_.d

Exprimindo-fe b, ¢ ; 4 ria mefma unidade
de pezo ; v. g. em ongas,

Ifto pofto ; teremos ¥ + y — 4, e ex 4 dy = ¥;
iﬂg{i i "__'d-f:“ y ey == #_"&

r'_"lf

Eftes valores dad huma regra fufceptivel de hue
ma enunciacad commoda: Porque , fendc & — ad

E”(—i'-—*d‘), l:ar-—ﬁ-—-_—g('h-'-%):as

noffas t'ujrmh!as podem reduzir-fea - - - <
. . b .
e it F . % F 1 F :
X= r___.r)'ﬂfz (E_: ,lﬂﬂh'ﬂr as

duas analogias,

-

r—ﬂtff;—-'*di:fa*r
f—dic— 2L itazy

E cormo ..:.. he o pezo da unidade de volums= do

tompofto , ou a fua grayidade efpecifica, pode-
Mos enunciar a regta géral para refolver todos os
problemias defta efpecie da maneira feguinte.

Coms a differenca entre as gravidades efpecificas
dos J?fﬂpffrﬂ para a differenca entre as gravidades
¢Jpecificas de compafls ¢ dy /!mﬂu mait leve , affim a

K3 guan=
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quaritidade do compsflo para a parte que entrod do
fimples mais pezads, '

Coms a differcnga” entre as gravidades efpecificas
dos fimplices para a differeriga entre as gravidudes
efpecificas do compifie ¢ do fimples mais pezade , uffint
& guantidade ds compofls para a pdrte que enfrou de
limples 'mais leve. !

Efta regta he a mefma a que ( Arith. 200 ) de-
mos o nome de Regra de Liga [nverfa, cuja des
monfiragad refervamos para efta parte.

Ao mefmo problema fe poderh reduzit infinitos
outros , que 4 primeira vilta nad parccem da mel-
ma efpecie. Por exemplo elte: Fazer de 52211
bras 42 pegas , humas de 24° , ¢ oulras de 6/ ; porque
vem a fer o mefmad que o de bum miffs ; cuja quan-
tidade ( @ J he 42, ¢ o pezo (&) 522, fendo @ gra-
vidade efpecifica { ¢ ) do primeiro fimples = 24, ¢
a (d) do fegundo = 6. Conforme a regra, @chare-
mos que (a6 neceffatias 15 pegas de 24/, e 27 de &/
. A melma regra-fervitia tambem para réefolver
o problema feguinte. Pezando hum. pé cubico dt
agua do mar 54’ , ¢ hum de agua da chuodg 70 5
quanfo [e deve mifiurar de buma ¢ suira , para fa-
zer agua que peze 730 por pé enbico ?

Daqui fe vé, quanto he util, como ja diffefos,
o reprefentar em geral as quantidades dadas que
entrad nos problemas , e interpretar ou traduzir 06
refultados algebricos das folugdes. _

Probl. 111, Temos tres barrvas, ém cada hama dis
.qggh Fnira cure Prafﬂ " 4 cobre. A ﬁfﬂ da ﬁ-"fml'!'.-"ﬂ
he tal 5 que em 10 ongas ha 7 de oure, 8 de pratas
¢ 1 de cobre. Na fegunda em 16 ongas” ha 5 ¢
cure, 7 de prata, e & de cobre. Na terceira %

16 ongas ba 2 de aure y Q de praia; €5 de ;fﬁrr-
: i

&
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Pertende-fe compir huma guarta barra, com diffe-
rentes porgies deflas tres ligas , tal que 'em 16 on-

S sl
cas enfrem 4 oncas ' de ouro 5 7 o de pra-

ta, e3 -I—";—- de cobre.

Reprefentemos por x, y, € % o numero de on-
¢as , que {e deyve tomar refpetivamente da primei-
ra , {egunda , e terceira barra. ;

Coino 16 ongas da primeira contem 4 de ouro,

X contera % do mefmo metal. Semelhantemente ,

tomando y da fegunda ¢ % da terceira,, tomamos iﬁé—

i= + . | .
¢ g de ouro, Teremos pois pela primeira condi-

¢ad do problema Lk .;_: e —:—f;—- 3
L g -7+t =19

Do mefmo modo a fe-

gunda condi¢ad di » = - - 8x 4 7y 4 9z =122
Eaterceira - = - - - - x4 49+ 52 = 55
Eliminando %, teremos . . « . « «%li% .+ »
79— §y—2% . 1=y =0z
7 it B
79— §y —3=
Eliminando agora y, teremos « . . v e s o}
223 — 47% jo0b — 33z
YL
Logoz = 3,y —g,e x = 4: ifto he;
devemos tomar 4 ongas da primeira barra, 9 da

fegunda , e 3 da terceira, para que a nova bar-
rat 'S 5

Thﬂ 4 oncas e — de ouro , + B de prata,
€3 7z de cobre,

-
»

 Com effeito , tendo a primeira em 16 ongas
3% 7
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» de ouro , 8 de prata, e 1 de cobre, 4 ongas cons
terad —%:— de oura, %:-— de prata , e -ljﬁ— de cobre,
Do mefmo modo, g ancas da fegunda terad ':—;—
de ourg , —%" de prata, e _fg- de cobre , affim co-
po 3 ongas da terceira rerad ?ﬁ- de oura,

prata, e % de cobre.
Reunindo as tres porgdes de cada metal, te-
79 . 123 _ 55 15 . 10 2
yemas ms ‘_ 6 ' "6 20U 4 Tigen 18376
elas quantidades de ouvro , prata ¢ cobre , que
Ea& de entrar na quarta barra,

Dos cafos, em que os problemas ficad indeter=
giinados , ainda que baja igual wmero
de equagles, e de incognilas,

-3}' £ Em ifto lugar , quando algumas condi-
d

¢bes differem tad [Omente na apparencia. Entad
as equaches, que as exprimem , au fad multiplas
humas das outras , ou, em geral , algumas dellas
% compbem de huma ou de muitas outras fomadas
ou diminuidas, multiplicadas ou divididas por cer
tos: numeros. Por exemplo , hum problema queé
copduzille a eftas tres equaghes |

5% + 3y - 223 == 17
8% -+ 2y + 4% = 20

ficaria indeterminado , ifto he, feria fofceptivel dé

hum numero Iﬂdfﬁﬂld{) de f{ﬂu:;ﬁﬁs 3 P.u;qu: 4 I.II.'
e
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tima equacad compbe-fe da [egunda fomada com
o dobro da primeira, ilto he, fegue-fe neceflaria-
mente das duas primeiras, e por tanto nad expri-
me condicad nova: eftamos pois realmente no ca-
fo de ter {6mente as duas primeiras , e tres inco-
gnitas, no qual cada huma deitas,, como veremos,
he fulceptivel de hum numero indefinido de valo-
res.

88 Quando huma equacad fe comprehiende nas
outras, o calculo {empre o declara, conduzindo-
nos a huma equagad identica , ifto he , a huma
equagad , na qual os dous membros conftad de ter-
mos iguais e¢ femelhantes : de maneira que apare-
cerad tantas equacgBes identicas , quantas forem as
inuteis das propoftas.

Por exemplo , as duas equagbes 6x + 8y = 12,

— 8
¢I+-§'—jﬂz dad x = .E—S-—J'F == 2 — %—J;,
econfeguintemente 12 — 8y =12 — 8y, equa-

¢ad identica , a qual nad da a conhecer o valor de
¥» porque depois das operages ordinarias acha-
mos 0 ==o0. Logo huma equagad he inutil : comn ef-
ﬂ:im;EI a fegunda fe forma da primeira dividida
por 6.

Do mefmo modo as tres equacbes de cima dad

17w 3y —2x = 10+~2y —4ax A 17— 3y — 2=
5 [ Siryialy "
—E —E . .
= 3T =% donde eliminando y, fe deduz
18 y
a equagad identica LLE- = 221 nab te-

mos pois nefte cafo mais que duas equagles re-
almente diftinQas.

Mas
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Mas fe tivellemos as tres equagdes feguintes
5§ 4+ 3 +2:3=124
-ﬂf' %+ -5+ 52 =60
155 - 99 -~ 6z=72

BEharianinn’ & o 8 s R b et bl At a6k

boo — 75y — oz =— 600 — 75y — 50%Z,
€ 360 — 45y — 30z == 360 — 45y — 303/
equaches identicas , das quais pad fe péde tirag
nem y, nem z. Logo , propriamente fallando,
ba huma unica equacad; ¢ bem fe vé como 2§
duas ultimas fe férmad da primeira.

89 Nos cafos de que acabamos de tratar, tan-
to o numerador como o denemipador de cada hum
das valoges (85 ) das incognitas x, y, z fc re-
duzem a o ; e allim deve l%r.l Podemos pois por
meio das melmas formulas gerais conhecer fe hu-
mas equacdes fe comprehendem wnas outras.

Dos cafos em que os problemas fal int-
polfiveis.,

g0 A Impoffibilidade de hum problema, cu«
jas equacOes nab paflad do primeiro grio , conhecs-
fe por algum refvltado ablurdo, a que chegamos no
decurfo do calculo,

Se tivermos, por exemplo, s¥ -3y =130, ¢ 20¢ 4
12y = 135, igualando os dous valares de x, achare-
mos 6oo = 675; logo o problema , que conduzifle 35
duas equagdes propoitas, feria impoffivel , e abfurdo.

melmo aconteceri , quando o numero das
equacbes for maior que o das incognitas , ¢ nés
nhuma dellas {fe comprehender nas outras.

(11

S e o amew R e e . e
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ot  As foluches negativas indicad huma efpecie
de impoffibilidade ; porem eflta nad he abloluta , he
fomente relativa ao fentido , em que fe tomarab as
quantidades ; de forte que ha fempre hum , no qual
os folucbes fad naturais, ¢ admifliveis { 70.), Os req
fultados incompativeis com as condicGes moftrad
tambem, que o problema he impofiivel ; como, por
exemplo , fe acharmos hum refuliado fraccionario ,
devendo fer inteiro.

Dos Problemas indeterminados.

92 Dﬁ.nmg o nome de Problema indeiermina-
ds a todo aquelle, a que fe fatisfaz por muitos mo-
dos , fem que fe polla determinar , c‘ual he de to-
dos elles 0 que tem particularmente lugar. Neftes
problemas hé fempre menos condig¢ées que inco-
gnitas ; e ficando huma quantidade a arhitrio do
Analylta , fad infinitas as ‘}ﬂiu;ﬁcs » falvo fe forem
limitadas , como muitas vezes acontece , por algu-
nas condi¢@es , as quais nad podendo exprimir-fe
tm equagbes , nab determinad direftamente 0 nu-
mera de folucbes , que o problema péde ter.

Prapondo-fe , por exemplo, Achar dous nume-
705 y cwja foma [eja 24 ; reprefentando hum e ou-
trc por x e ¥, teremos ¥ 4 y — 24 , donde fe tira
¥ =24 — y. Bem fe vé que efte problema he fuf-
ceptivel de huma infinidade de folucdes , fe por »,
€y entendermos indifferentemente quaisquer nue
HCros inteiros ou quebrados , pofitivos ou negati-
VoS : porque para fatisfazer 4 queitad bafta daray
© valor que quizermos , e calcular o de x na equar
€30 X = 24 — y. Défte modo, fuppondo fuccefliva-

mens
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mente ye=1,y== 1, y=2,) =2—,&,
. ]

teremos X == 23, X = 22—, ¥ =122, ¥ = 21—, 8¢,
. |

Querendo porem fomente numeros inteiros e po-
fitivos , he muito limitado o numero das folugbes,
porque entad y nad deve fer maior que 24, €3
equagad nad péde ter mais que 25 folugies , con-
tando o ; de maneira que fuppondo fucceflivamente
y==0, =1, y=12, &c. teremos X == 24,
x = 23, ¥ == 22, &¢,|

Todos os problemas indeterminados podem re-
duzic-fe 4 equagad ax - by = ¢.

g3 Para moltrar o modo de refolver eftes pro-
blemas em numeros inteiros ¢ politivos , quando
feja dada huma tal condigad, fervem de muito 05
exemplos feguintes , porque nem fempre he ilfo tad
facil como no precedente,

Probl. 1. Pergunta-fe por quantos madas fe po

dem pagar 542 libras, dando pegas de 17y e rece
bendo em troco outras de 1v’.

Seja x o numera de pegas de 17', ¢ y o nu-
mero de pegas de 11/, os quais devem fer nume:
ros inteiros, Como dando x pegas de 17! fe pagad

17 %', e aceitanda y pegas de 11/ fe recebem 115,
he claro que fe pagab 17% — 11y j © porque 0 P

gamento deve fer de s42’ , teremos 17%— 1Y
== 542, Tirando defta o valor da incognita, que te

menor coefliciente, acharemos y T e 5 1

fe reduz peladividbay =3 — 49 +—1—
Des
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Devendo y fer hum numero inteiro, tam-
E,t' —_ 3
11

bem

o deverd fer, Reprefentemos por £ hum

5:—_-3
Iy |

. +
guintemente ¥ = — Eﬁ 3= .E-[-J-.E—:-L. Come

% tambem deve fer hum numero inteiro , he preci-

fo que_ﬁ‘.ﬂ feja hum numero inteiro, Reprefen-

te-fe efte por £’ ; teremos ifﬁij- = E', e confe-

! r
guintemente E = *“'E_EHL= £ -fri's_‘—.

numero inteiro ; teremos = F , ¢ confe:

He pois neceflario que E-s

feja hum nume.
fo inteiro : reprefentando-fe efte por E”, tere-
mos £=3 _ £, donde fe tira B' = g E* 4 3,

5
A operagad nad paffa adiante, porque tomando

" - L " .
Por £ o numero inteiro que fe quizer , teremos

fempre para £, que nad tem denominador , hum
Rumero intejra como a queltad requer. :
Voltanda agara aos valores de x ¢ y, como te-

Mmos B =S5 ~3 | ferf K == 6E" <+ 3, e confe-
§

Buintemente x = 11E" -} 6 , ¢ y=17E" — 4o.

O valnr de xd2 aliberdade de tomar por E" hum nu-
mera inteiro ?ualquﬁr , mas o de y nad permitte

que fe tome E" menor que 3 ; porque y nad fera
poflitivo , fenag for 17 £ 40, ou £"5 45— A
ilto he , £7 > 2,

Pode-
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. Podemos pais fatisfazer a efte problema por hu-
ma infinidade de modos differentes, fubftitvindo por

)
E" todos os numeros inteiros politivos defde 3 até

- = & ]
© infinito. Affim, pondo fucceflivamente £ =3,

E”_-:.q., i 5y - S A 7 &c. teremos
os valores correfpondentes de x , ¢ de ¥y » COmo aqui
{e molira,
X == 39 e v 0 ¥y = II
= §0O = IH
b1 = 4
72 == 03
83 ’ &ec. - ?g

Em geral, x =139} 11m, ey =11 4 17m.

Cadag hum d:lles3hc—|l:_ai » que d;fnr.l,n 0 ntj“-m::u X
de pecas de 17/, € reecbendo o numero correfpon-
dente y de pecas de 11/, pagaremos s42l,

Probl. 11. Fazer 741 .ﬁg. em 41 pecas de frei
efpecies ; de 247, de 19, ¢ de 10/,

Sejad x ,y, ¢ 2 05 numeros de cada huma das tres
elpecies ; teremos x 4y + 2 = 41 , € 24 % - 197
o 102 == 741.

Eliminando huma das incognitas , x por exem-

Pplo, teremos ¥ == 41 — § — z == ﬂ‘”_’;’” 1%
logo § 5~ 142 =243 ; e tomando a valor de y,
acharemos y == 2837 145 __ 48 __ 2z —},--5:5'!:1‘
: |
Como y ¢ z devem fer numeros inteiros, he ne-

ceffario ques‘;" feja hum numero inteiro E:

lngng'” 4 =E, ez =— L4 315.[]':1'#]113'55

5
fes
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fbr 3 :..E — E', donde fe tira £ o=3 — 4E".

Fazendo agora as (ubftituicbes neceffarias rios’
Valores de x; y, €z, téremos z = §E' =3
y=57 — 145, e x=09K' — 173, :

Neites tres valores em lugar de £’ podetos [ub-
flituir o numero inteiro que quizermus , com tant-
to que reflultem numeros politivos para x, y, ¢ =,
Efta condigad envolve as tres feguintes, 1.° Que {eja

9f' > 13, ou E ;:;bl%. 2.0 Quic” feja '§% &=
14F, ou E' < 4'_:'.," 3.0 Que feja 5E > 3., ou

E's 3 ; como acontecerd, todas as vezes que fa
5

houver fatisfeito 4 primeira condicab. Por efte mo-
o 0 numero das foluces he 16 hmitado , que'nab
palla de ttes: pasa as achar daremos por valoscs
a B! os numeros 2, 3 € 4, que [ab os unicos ad-
mifliveis. Logo as 741/ ndd podem fazer-fe emt 41
Pecas das tres efpecies propoftas de outra forte, que
hab feja tomando os [éguintes valores dex; 'y;en
:_—_*5'1.1-[1--1.‘13
jgiq-q-tsi-;l
e AT T
No progrello das divisbes , que fazemos para re-
uzir o valor da indeterminada a hum numerg in«
teiro, podemos tomar o quociente por cima do ver-
dadeiro yalor , e aflim abbreviaremos muitoo cal=
Culo em alguns cafos. |
Por exemplo, tendo a eqnacald 1gy — §2¢
139, em lugar de concluir y = 2x 4 7 =
iy +'6 1 5 o W + — b
Ty C» Cenciulremoes y =3 & 7 fo T8
por=
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porque, fendo 3% o quociente mais proximo ; ¢
exceffo g¥,a que por compenfagab damos o final —,
tem hum coefficiente menor , e confeguintemente
o calcule fe acabard mais deprefla. Fazendo

pois "":+ ® — E, concluiremos pela mefma ra-
9
226 x=1 —4F + %E; efnzﬂndn_'.;_ﬁ_-zﬂ’;

teremos E==gF' —1; logox =5 =19, ¢J
e==21 — 52E" Defte modo dando por valores
a E' todos os numeros negativos , acharemos to-
das s folucbes pofitivas da equagad. Se quizer-
— sxt6 —
19
— E, e depois = Ett —~ F', como he permittis
do , Eteremntx=stgﬂr+ TR — 1E’j— 21,
Do mefmo modo , no problema 11. onde deviz

fer 21=%=2— F, podemos tomar — z <} 3.t %l
5

fmos ufar de numeros pofitivos, faremos

I , e concluir z =35k — 3.

Abbreviad-fe muito eftes calcnlos ; fomando ou
diminuindo , muftiFIicaﬁdﬂ ou repartindo as quan-
tidades, que devem ler numeros inteiros, por outros
numeros int&iros. No probléema 1. ; multiplicans

do ﬁ“’;"‘ por 2, feremos ”"I‘lﬁzﬂ ; ¢ fobtra-

hindo ¥, acharemios x == Nk 4 6, y=

17E — 40.

Probl. HI. Sendso Circulo Solar buma revolu-
gai periodica de 28 annss , ¢ Lunar ou Aures Nume'®
autra de 1q annas , e rencvando-fe a Indicgad KRoma=
na fodos o5 1§ annos 3 pergunta-fe qual be o anns da
Era Vulgar | que tem tids 1o de Gireubo Solar 5
Lunar , ¢ 11 de Indicgas, Re-
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Reduz-fe o problema a achar hum numero , que
fendo dividido por 28, 19, e 15 dé os reftos 10,

8, e 11. Sendo pois x efte numero, teremos :‘.I';El‘i

o i;.g,_ﬁ:g* ,e 2=t = B"  As duas pri-

15
meiras dab BE=19E 4 4 5 e x z==532E 4 122
Subftituindo efte valor de x na terceira , teremos
E' —15E" 412 , e confeguintemente ¥ = 7980
E" 4 6506.

Suppondo E” =0, £" =1 , &c. teremos . .
¥ = 6506 , x = 14486 , &c.

Para reduzir 4 Era vulgar eites anhos, que
pertencem 2o Periodo Juliano , tiraremos de cada
bum delles 4713 4 ifto he , o anno do Periodo a
que correfponde o principio da noffa Era. Fazen-
do pois efta applicagab 4 primeira epoca , achares
mos 1793 . Logo defde o principio do mundo ,
conforme a Chronologia ordinaria , o anno de
1793 tem fido o unico , que reunio 17 de Circulo
Solar , 6 de Numero Aurco; ¢ § de Indiccad.
O amno de g773 da nofla Era ferd o ujniv:.‘-'nf, que
no intervallo de 1793 até g773 podera fatisfazer
as melmas condigoes.

Das Equagies do [igundo grdo a buma

incognttas :

94 C Hamamos Equacies do [egundo gras a to=
das aquellas , em ‘que a mais alta potencia da in-
tognita he efta incognita multiplicada por i mef-
fa, ou elevada ao quadrado. A equagad 5x*

#1235 he do fegundo grac, porque no termo 5x°
a
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& quantidade'x eftd multiplicada por fi mefiria. Dd
mefmo modo #2 <}~ px = ¢ he huma equagad geral
do fegundo grio , [endo p e g quaisquer quantida-
des conhecidas , pofitivas, ou negativas.
g5 Quandop =o0, ifto he ; quando a eqoa-
& nab inclue outra potencia da incognita , mais
gue o quadrado, réfolve-fe efta'com muita facili-
dade , defembaracaudo o dito quadrado ( 56, 6o,
& 64) de tudo o que a multiplica ou divide, ¢ tiran=
do depois a raiz quadrada de cada membro.

Por exemplo , da equagaé pura do fegundo
grio 5x* == 125 , dividindo pelo multiplicador 5,
concluo ¥? = 25, e tirando a raiz quadrada de ca-
da membro , x = 5 ; porque as raizes quadradas
de quantidades iguais a6 tambem iguais, Do mel-
fno modo ; fe tivermos -—JL.r’ ==._}.. x* <4 7
acharemos pelas regras ordinarias 1332 =105 ; ¢

1;5 s ilto he , igual a raiz qua-

depois x = 1/

rog

r;h*a&a de . Al

Uflamos delte final radical para fignificar , qué
fe deve tirar a raiz quadrada, ‘Havendo efta de ex
trahir-fe de huma fraccad , .como no cafo prefen-
te , devem as pernas do final ¢/ defcer para baixd
da rifca , que fepara o numerader do denomind-
nor ; querendo porém reprefentar a raiz quadrad3
de hum termo Eimcnte da fracgad , o radical de-
ve ficar todo por cima, ou por baixe da rilca da

divifad . Affim para notarmos que a raiz quad:fzth
de 40 fe ha-de dividir por 3, efcreveremos -ij‘!ﬂ— :

Se for complexa a quantidade , de que quizerniof
' cxtra-

O e P e

T S T
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extrahir a raiz quadrada , daremos ao radical hu-
ma caudas com que fe cubra toda a quantidade, ou
tambem encerraremos elta entre parenthefes : por
exemplo , para reprefentarmos a raiz quadrada de

3ab 4 b2 , efcreveremos 4/ 3ab--b3y ou . .,
/(306 482 ) .

E}ﬁ Como (24) de 4+ X4 ,ede— X — reflul-
ta 1gualmente +- , fegue-fe, que a raiz quadiada de
toda a quantidade que tiver o final v » fe deye dar
indifferentemente 4 , ou — . Aflim na equagad
precedente 23 == 25, podemos dizer com igual
razad, que a raiz quadrada he 4 5, ou que he
— § , porque cada numero deftes multiplicado por
fi mefmo dd 4 22. A refolucad pois da equagad
¥ =25 fe deve efcrever defta forte ¥ = =5,
que fe 1& dizendo x fgual a mais ou menos § , ©
cquivale a-eftas duas equaghes x =5 ,ex = — 5 ;
Valores differentes , nad obftante ferem reprefen-
fados pela mefma letra », pois fendo efta hum final
Pelo qual fe exprime a quantidade que fe bufca ,
pode defignar quantidades differentes, |

Da mefma forte , da equacad geral ¥% =4
deduziremos x = = /4. Se deffemos ao primeiro
membro o final ambiguo £ , teriamos = x — V¢
da qual fe tirad as quatro equacdes 4+ » = =+ /¢

[ I'_':I_'ﬁ/*?"_-'tz’l'l_?* [T, o - 1/?‘;
Como porém as duas ultimas naé differem das duas
Primeiras , bafta dar o final a0 fegundo membro,

97  Se tivermos de extrahir a raiz quadrada de
luma gnantidade precedida do final — , affe@are-
Mos tudo com o radical , dando-lhe tambem o fi.

lal =, Affim fe tiveffemos #? — — 4 5 efcre,
Veramos & — '/::1-—; oux==+y(—4a)
F Rifl=
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ainda que a raiz de 4 feja 2, nab fe fegue que deva
mos efcrever ¥ — =23 he effencial o attender 20
final — da quantidade que cftd debaixo do radical.
g8 Todas as vezes que huma equacad condu-
zir defte modo a tirar a raiz quadrada de huma
guantidade negativa, concluiremos, que he impol-
fivel o problema que deo tal equagad. Com effeito,
huma quantidade negativa nad pode ter raiz qua-
drada, nem exafla , nem approximada , porgue
nad he poffivel achar huma quantidade , que mul-
tiplicada por fi mefma dé produCto ncgativo. He
verdade , que — 4 5 PO exemplo , pode reflultar
de -} 2 multiplicado por —2 ; mas tendo eltss
quantidades differente final , nad fad iguais, ©
confeguintemente o feu produéto nad he hum qua-
drado, Pelo que , quando fe propde tirar a raiz
quadrada de huma quantidade negativa , propde
fe ‘hum abfurdo , e confeguintemente fera impol-
fivel todo o problema , que depender de femelhant¢
operagad. "L'al he o caraller , porque fe diftingue
a impofiibilidade dos problemas do fegundo grao.
Nad deve porém reputar-fe como inutil a con-
fideragad das raizes quadradas das quantidades ne-
gativas : muitas vezes o problema he poffivel , ©
fem embargo diffo fomente admitte refolugad pelo
concurfo defta efpecie de quantidades , nas quas
por fim defapparece 0 abfurdo, As raizes quadra-
das das quantidadgs negativas chamad-fe quantida-
des imagarias. Aflim ¢/—1 . o= ene
sl S v B P [..ca 4/— B 2010
das quantidades imaginarias.
go Paffando agora ds equagdes completas do fe-
gundo grao , nas quais nad he p—o , como em
27 — 4% = 12, he claro que fe podermos prepard’
/ ¢
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o primeiro membro a fim de fer hum quadrado per
feito, tirando depois a raiz quadrada de cada mem-
bro , ficard a equacad reduzida ao primeiro grao , €
nad tera difficuldade a fua refolucad. Efta preparacad
requer tres coufas: 1.2 que fe paflem para hum
membro ( §6 ) todos os termos affeCtos de x , e
para o outro todas as quantidades conhecidas : 2.2
que o termo x* (¢ faca pofitivo ( 58 ) : 3.9 que eife
fe defembarace ( 60, 64 ) de todo o multiplicador ,
ou divifor, Feito ifto, fe ajuntarmos a cada membro
0 quadrado da ametade da quantidade conhecida que
multiplica x , ficard completo ( 25 ) o quadrado do
primeiro membro.

Por exemplo , para preparar a equagad . . »

45 — “:— x* == 4 — 2x que {c pertende refolver;

1.0 paffaremos todos os x para o primeiro mem-=
bro , efcrevendo x2 em primeiro lugar, e téretos

— -+ % 4 6r=4; 2.° faremos 22 pofitivo ,
mudando todos os finais, e teremos Ji—- NV O%

= —4; 3.° delembaragaremos x* , multiplican+

do todos os termos por --;- » € teremos x¥* — 10X

-

- - — R 7+
3

Reduzido affim o primeiro membro de qual-
quer equagad do. fegnndo grio a forma x* = px ,
noto F“E elta quantidade tem ja hum quadrado x2,
que: {e péde confiderar como o quadrado do pri-
meiro termo xde hum binomio. Tem mais o ter-
mo px ,que fe péde confiderar como o dobro de %

F 2 multi=
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multiplicado por outra quantidade , que devé fer
a ametade do multiplicador p de ¥ . Logo para
completar o quadrado , nada mais falta do que

ajuntar o quadrado defta fegunda quantidade — p

ifto he, ajontar -’T $2: Defte modo a equacat geral

3% = p¥ =g¢ fe transforma em %* 4 px - -}"P’:

=g -+ —~ p?, Extrahiremos pois a raiz quadrada

exalamente do primeiro membro , tirando as ral-
zes feparadamente dos dous termos extremos £ , ¢

-:r.ﬂl , e interpondo o final que tiver o termo mc~

dio , porque o qaadrado de a b = a* = 2ab - P%
Quanto ao fegundo membro , tira-fe , on indica-

fe afuaraiz quadrada; ¢ affim teremos * = —p =
IVARE S B § RO
ww=— P 11/( atcbe)

100 Defta formula fe deduz a regra feguinte
que obfervaremos na refolngaé das équagdes do fe-
gundo grio.

Havends preparads a equagad , iguale-[e a inc-
gnita x & ametade do feu multiplicador , fomads com

final contrario, mais ou menos a raiz quadrada d
me[ma ametade elevada as quadrads | e da quant-
dade conbecida gue conflitue o fegunds membro.
Por exemplo , tendo a equagal 22 < br = 164
como cfta fe acha preparada, concluiremos imme
diatamente ¥ = —12 =y/( g} 16 ), igualnndﬂ

x 4 ametade — 3 do coefficiente 6 de x tomad®
i com
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com final contrario , mais ou menos a raiz quadra-
da do quadrado 9 do mefmo 3, ¢ do termo co-
nhecido 16 da equagab. Logox= —3 £ 5 ,illo

he x =2 , oux =—28&.
Do mefmo modo a equagad 4 ¥ — 32— x* —
4 — 2x , que preparada ( g9 ) fe muda em 2 —

10 20

; 3
i'l'v"t '%j—i

Applicacad a alguns Problemas do [fe-
gundo grao.

101 S Eja qual for o grao dos problemas , a
Tegra para os |:-5|r em equacad he a mefma que ha-
vemos dado ( 67 ).

Probl. 1. Achar bum numers tal, que [ends jun-
o 8 vezes as fen quadrads | faga a foma de 33.

~ Seja x o numero procurado ; o feu quadrado fe-
1ax2 3 logo x* + 8 x = 37. Defta fe deduz con-
forme a regra (100 ) ... x=—4%y/( 16 4 33)
=—4 > 7, c confegnintemente teremos eltes
dous valores , ¥ =3 ,e x——1I1I.

O primeiro fatisfaz ao problema; porque ajun-
tando 8 vezes 3 ,0u 24 a 9, quadrado de tres , te-
mos a foma 23

O fegundo , como he negativo , indica que ha
Outro problema , no qual , tomando x em fentido
contrario , teremos 11 por folucad ; ifto he , o fe-
gundo valor de x deve fatisfazer a efte problema :

dehar
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Achar bum numero tal , que fends tirads 8 vezes di
feu \quadrads ; o reflo feja 33 ; e com effeito, de
121 quadrade de 11 tirando 8 vezes 11, ou 88,0
refto he 33.

Para confirmar o que havemos dito fobre as
quantidades negativas (70} ; note-fe que efte fegun-
do problema , fendo pofto em equacad da x* — 8x
=— 123, donde {e tirab os dous valores x = 11,
e x — — 3, que fab o contrario dos do primeiro
problema.

102 Defte modo toda a equagad do fegundo
grio a huma incognita tem duas folugdes , porque
ambos os valores 11 e — 3, lendo fubltituidos em
Jugar de x na equacad x> — 8x =33, a refolvem
igualmente , ifto he , reduzem ignalmente o pri-
meiro membro a 33, como he facil de ver, Mas
nem fempre o problema, que conduzio d equa-
¢ad , tem duas folucdes ; porque no cafo prefente
o fegundo valor — 7 refolve unicamente o pro-
blema contrario. Muitas vezes as duas folugGes da
equacab fad tambem folucbes do problema, como
veremos adiante.

Probl. 1I. Devias repartir-fe 175 lib. por lum
certo numero de pefloas , mas duas por aufentes nai
tem parte. Efla circunflancia di bum augmento de 1/
a parte de cada hum dss prefentes : pergunia-fe quan-
tos haviai de [er entad os participantes.

Reprefentando efte numero por x , a parte de
cada hum , fe todos eftiveffeme prefentes, feria

BN o 2l XPELL

— 3 mas como faltab dous, feri ——-; logo,

conforme o problema el a3 WL IR 10 , ifto he,
Y x—2 %  Ta Tk

- JOX% 208 =—
ox* 1~ 20x 350 =
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Efta equaca6 fendo preparada (99) da x2 — 2% —

35, e confegnintemente (£00). -« x—=1 x4/ (35-+1)
=1zb5logox=7,64=-—5- O primeiro valor

he o que fe procura ; porque 175 175 =10,
q P s porque~ 3

O I'eg_undn porém refolve o problema, em que (e
tratafle de repartir 1757 por duas pefloas mais, de
maneira , que com efta circunflancia a parte , que
havia de caber fem iffo a cada hum , tivelfe huma
diminuicad de 10/,

Probl. 11I. Comprou-fe bum cavalls , o qual [e
vendes depois por 24 dabras , perdenda-fe tanto por
100, coma. tinba cuflado : pergunta-fe par quanto Je
bavia comprada.

Seja # o numero bufcado , ifte he, o numero
de dobras que cultou o cavallo; logo , fazendo a

' 2
proporcad 100 % 1. X . O quarto termo % fera
X2

a perda , e confeguintemente X — = 244

Preparando cfta equagad, acharemos x* — 100X
=—2400 ydonde ( 100 )fe tira x =350 = 4/(2500
—2400) — 50 = 10; ifto he, x —=60, € x = 40.
Podia pois o prego do cavallo fer igualmente de 6o,
ou de 40 dobras , porque o enunciado da queflad
nag determina qual dos dous tem lugar. Com ef-
feito , fuppondo que o cavallo cuftou 6o dobras, a
perda foi de 26, logo vendeo-fe por bo — 36 — 24.
No fegundo cafo , 2 perda foi de 16 dobras , logo
vendeo-fe por 40 — 16 =24.

103 As doas folugbes, que tem toda a cquagad
do fegundo grio , podem fer ambas pofitivas , co-
mo nefte problema: ou huma vegativa, ¢ 'mnr:il‘ po-

fiti-
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fitiva , como nos dous precedentes : ou tambem
ambas negativas , quando o enunciado da quellad
he viciofo; porque cada huma deftas folucées mo-
ftra ,que a incognita fe deve tomar em fentido con-
trario ao do enunciado. Propondo-fe , por. exem-
plo : dchar bum numere tal , que ajuntands- fe as [e
quadrads nove vezes o mefmo numero , € mais 50, a
foma_ [feja igual a 30 ; teremos a equacad 2 L gx
=+ 50 =30, ou ¥t gr = —20, que di
¥ = — L: > 3 Jogo
¥ == —=4, e x == — 5. O problema pois deve mu-
dar-fe nefte : Aehar hum numers taf | gue ajuptans
do- ﬁ* 50 ao ﬁu quadrads , ¢ tirando-fe da [ema Q ve
zes o mefme uumero procurads , ¢ refio ﬁjg 20.

104 Aflim tem a Algebra a vantagem na6 fo-
mente de rufah‘c:r as qtlﬂﬁﬁ_t‘ﬁ 3 mMas ';mnhgm df: =
finar a diftinguir fe fad bem on mal propoftas , ¢
até (g8) fe a0 impofliveis. Por exempla, sefolvas
{e o problema 1I1., fuppondo 26 dobras em lugar

de 24 , e acharemos ¥ =50 + ¢ —100 ; logo o
problema nefta hypothefe he impoffivel. Acontece
ilto todag a5 yezes que for ¢ negativo , € a0 melmo

tempo maijor que ; #* (98, 99 ).

7, Iv- Huml"f L_lepﬂﬂ.lr?fﬂ ﬂlulf Jpﬂj ﬂfgﬂffﬂﬂfﬁ

HroQ:. y rant
gqnﬁau 19 dabries e 3, tends entrads nella o primeir?

com 3o debroes por 17 mezes 5 € 0 fegundo com a ﬁ.f
piig ..‘ﬂﬂ',gﬂ rfrﬁﬁ: do pn’mmm s, OU por +1g, mfg;_n.-ﬁ

efla be tal , que [fomada com a lucro refpelive fam 2

dobries, Qut he a entrada do fegunda o ¢ quala go-

| ~ F
ik T M =0z aentrada do fegundo , com

Se conhecellen, t
facilidade fe acharia o g.‘mh“ de cada hum. Rﬂ:f
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fentando pois a dita entrada por # , e reduzindo a
fuciedade a hum mez de diragad , aentrada do
primeiro valera 510 dobrbes por hum mez , e a do
[tsundo 12# pelo mefmo tempo. Lt}ﬁn (Arith, 197,
sto 4+ 12¢; 182 . 12¢; ganho do fegundo
= 1,-T‘:Tx'5 e conleguintemente pelas condigbes

Preparando efta equacad para fe refolver , te-

P 141
rr:nms.rz-]-'—:—x..—_ 1105 ; logo ¥ = — ——=

1\/1*_’5'!;?_‘.-,{- Iij}:Mi ifto he no pro-

b'ema adual, .r::iﬁﬂr—a = 20, O fegundo negociante

pois entrou com 20 dobrdes , e conleguintemente
ganhou 6 , e o primeiro 12§ |

Prabl, V. Dividir hum numere a em duas par-
fes tars | que o prm.r’ﬂﬂs- de M wezes a maiar por 0 Vs
%5 a menar [eja igual a b,

Reprefentando por x huma das duas partes , a
outra ferf g— x5 e teremos a equagab m (a — z )

'.'ﬂﬁ':_—ﬁ- 1ugﬂ.x" H—-ﬂ,t"::“:.j_

Kol B /(inz_ 2 N\, Sefor b ::.E"_zu
2 - 4 mn ) 4
@ problema fera impoflivel.

106 Qnando as equagdes litterais tiverem a
forma muito compofta , para as reduzirmos a tres
ermos , igualaremos a huma quantidade a foma
de todas as que multiplicarem & , e todas as quan-
tidades conhecidas a outra. Por exemplo, fe tiver-

nmos

e cnnfeguintcmenta
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mos a equacad ax? -} bex — ath = bxt 4 ab

— act, preparando acharemos #2 o L% —

[ad &
& bt ak”

- | =
a4t ab - actbe
«te , a qual, fuppondo ——4 =p , €=

il —

— ¢, fe reduz 4 forma #* - px =4

107 Porem eftas transformagbes fomente fe
devem fazer , quando o calculo que fe feguir , nad
ufando dellas , venha a fer muito complicado. Nel-
te mefmo exemplo depois de dar & equagat propol-

B e an' s L
' ta afmmaﬂ-{—‘:*i‘x—- “:”: , indicando o

quadrado , deduziremos ( 100 ) com fumma facili-
dade . . .,

w— L Al
i —
28 — 24

- L] L ] L] " Ll

=‘\/( L)+ 5

28 — 2b

108 Havendo concluido o valor de #, pademos
confervar o radical no mefmo eftado em que ¢
acha, até fe fazerem as applicagbes numericas. Mas
melhor ferf fimplificar , reduzindo ao mefmo de-
npominador as duas partes que eftad debaixo do 13-
dical , conforme as obfervacbes que fizemos ( 48]

Por exemplo, tendo 1/ L - {. ) , mul-

4a2 !
[ 2 4 gat

] I.C i /(L—-—"'—F)
tiplicaremos — PpOr 44, € teremos .

iz

e
= 4 :’_ 4&":—1 ( Arith. 142 ). Logo fe na equ¥

¢cad geral do fegundo grio pfor huma fraccad » 1_'-"“
e
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fe a equacad for ax* 4 b —c, teremos . . .
—b o/ (B = 4ac)
2a '

A

Da Extracgad da Raiz quadrada das quan-
tidades Jitterais, :

109 A Refolucad das equacdes do fegunda
grao conduz , como acabamos de ver, atirar a
raiz quadrada , ou das quantidades numericas, ou
das litterais. Pelo que rl}pcit& as primeiras, nai te-
mos que acrelcentar ao que diffemos na Arithmeti-
ca ; refta tratar das ultimas. ’

Por quanto hum producto de quantidades mo-
nomias ( 18 ) inclue todas as letras dos faltores , e
eltes (a6 os mefmos na formagad de hum quadrado;
legue-fe que em todo o quadrado monemio cada le-
tra da raiz deve fer duas vezes fa&tor, e o expoen-
te de cada letra de hum quadrado monomio deve
fer o dobro do expoente , que a mefma letra tives
ha raiz. Logo : Para tirar a raiz quadrada de hum
monamio , deve-fe tomar a ametade dos expeentes de
tada huma dus fuas letras. Afim , ¢/a® =a, ¢/d*
=a' , /a*b? = abc , fa‘b® — abics.

. Ifo  Se houver algum expoente impar , a quan-
tidade propofta nad l%rﬁ quadrado perfeito. Entad,
conforme a regra, fe introduzira hum expoente
fraccionaria, o qual defigna que refta tirar a raiz
quadrada & quantidade que o tiver. Por exemplo

3 :

Va*bict = ab33 — gbb33 ; porque a*bict =
@b s Defta
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Defta forte 0 expoente fraccionario tem o mel-
i 1
mo ufo que o final 4/ ; de maneira que abb*c2 ou

abe2b? equivale a abe*y/b. Reciprocamente , em
huma quantidade affecta do final y/ podera {uppri-
mir-fe o radi¢al , com tanto que fe tome a amet-
de de cada hum dos expoentes; transformacad de
grande utilidade.

111 Podemos pois em muitos cafos fimplificar
as quantidades affedlas do final /, Exemplos, /8
=24/ v oy YA P e —abiy b L Y di P O

2h2 i o5 oF ¢ i
x=a*b% fac. ., A\/?__a‘/f _q_J.V’-:J_ﬂ

multiplicando o numerador e denominador por f.

112 Donde vem , que para tirarmos para fori
do radical os faftores que delle puderem f(ahir, to-
maremos a ametade dos feus expoentes; e pel
contrario , para meter hum fa&tor dentre do radi-
cal , dobraremos o feu expoente , ifto he , levanta-
remos o melmo faflor ao quadrado. Aflim, ay/t

== /a%:, , Fa 1/—:: Mﬂzy’a&...
it

a-tb)e=y (a+b)2c
( Ij"; Se a quamidadj-tivcr coefficiente , e eft¢
for quadrado perfeito , tiraremos a fua raiz con
forme as regras da Arithmetica, Afim, /gae? ¥’
=—=3ab /b, /1024 a* bic =732ab /b,

114 Mas {e o coefliciente nad for hum qui
drado perfeito , veremos fe he poffivel refolvello
em dous factores , dos quais hum feja quadiac?
perfeito ; tiraremos entad a raiz defte , e deixare-
mos o outro debaixo do radical. Aflim, /48a?)'=
4/ 16, 3a°5 — gab v/ 3b; \/512 a’6* = 16al 4/ 20-

115 OS¢ a quantidade afteéta do final 4/ fnrlF”'

- 7

T

el A Rl A el
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lynomio , mas nad quadrado perfeito , examinare~
mos fe pode refolver-fe em dous faftores , dos
quais hum [eja quadrade para lhe tirar a raiz , dei=
xando o outro dentro do radical.’ Efte fadtor qua-
drado facilmente fe defcobre, quando he mono-
mio. Por exemplo , ¢/ ( 44’8 — 5626} -+ 665 ) =

V(4a) —§a*b4-65%) b = b /(44 — 5a°b - 653).

116 Mas quando o faltor quadrado he polyno-
hio, ou quando a quantidade complexa que elta
debaixo do yadical he quadrado perfeito, nad parega
que fe The extrahe a rdiz , tirando-a [eparadamente
acada hum dos termos. Por exemplo, fe tendo
a* 4 2 tomaflfemos a 4 & pela fua raiz quadrada,
cahiriamos em grande erro , pois o quadrado 'de
a—+5 nad he a? - b2 , mas a® - 2ab 4 5%, de
forte que a? ~}- 52 nad tem raiz exafa em letras.
O methodo que entad devemos obfervar he o fe-
Fulnt;s » 0 qual fe funda na formacab do quadrado

9e.)

117 Seja a quantidade 6oab -} 3647 4 25671
de que fe pede a raiz quadrada. Difporemos os ter=
mos , como na divifad, em ordem a huma das fuas
letras , de @, por exemplo.

364 |- 60ab - 2557 6a - 5/ Raiz
= .36a° __ Lr2a 4 56
~+ 6oab 4 254
— 6oal i 2552

o

A primeira parte da raiz fe achari , tomando a de
35_'-"?‘ ; ecomo 4/36a?=6a , efcreveremos Ha na
Tz, Subtrahindo o quadrado 36a?da quantidade pro-

po-
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polta, refta 60ab < 2562 E porque 6oab deve fer
o produéo do dobro da primeira parte 6a da raiz
multiplicada pela fegunda , para acharmos efla , di-
vidiremos 6oab por 124 ; elcrevendo pois o quoci-
ente sb adiante da raiz, teremos 6a 4 5¢ pela raiz
bulcada. Para confirmarmos elta operagad , efcre-
veremos sbadiante de 124, e multiplicaremos o to-
tal 12a <~ 5é pelo mefmo quociente 54 ; e como ti-
rando efte produ@o da quantidade 6oab 4 2557,
na6 refta nada , concluiremos que 62 4 f.ﬁ he a
raiz quadrada exaéta de 364% -\ 6oab | 2562,
omemos por fegundo exemplo a quantidade
gh? — 12ab4- 16c* 4 442 + 16ac — 24bc. Or-
denando relativamente a @ , e obrando como aqui
{e moftra, acharemos, que a raiz he 2a =— 34 —+ 4¢

aa® — 12ab + 16ac + 98 = 248c 4 16c* ( 20 — 35 4 4c Ri

S, ol L8
- 4 — 4
1. Refto — 1248 £ 16iar + 96% — 24 + 167
t 12ab —g.ﬁ1
1I. Refto + 16ac — 24fc + 16¢*

y — ‘t6ac +34hc — 167
Ultamo Refto

Do mefmo modo fe achara , que as raizes qua-
dradas das tres quantidades .. . 10a4 + 4o0a’b +
24ah* ... 3664 — G6oab’ 4 25a%* — 36/°C
o zoaber 4 gt . . - @b — gaicl 4 Ba'e
ot 48 — 16077 41664, fab 4a* 4 5ab. .. 64*
— sab—3¢* ., @} — 2c) 4 4¢7,

rF .9



DE ALGEBR A} b3

Do Caleculo das quantidades affeilas
do [inal /.

1

118 O Calculo deftas quantidades irracionais
{e pratica por meio das melmas quatro operaches 4
que temos moltrado nas outras quantidades. So-
maj-le , ou diminuem-fe duas , ou mais quantida-
des radicais , unindo-as com o final --; ou — , no
cafo de nad ferem femelhantes ; porem fe o forem ,
ehouver fémente differenca nos coefficientes nu-
mericos que eftad fora do radical, reduzem-fe pelo
methodo ordinario, Por exemplo, 3a4/5 fomado
com 4by/c da gay/b + 4by/c; 4aby/¢ fomado
com saby/c di Qaby/c; 3ay/b tirado de4by/c da
sby/¢ — gay/b. Suppomos, que os radicais [e
tem reduzido antes da operagad s exprelsoes mais
fimples (112); porque fe tivellemos para ajuntar
4by/ad ¢ com bay/abrc, reduziriamos o primeird
a 4aby/ac, ¢ o fegundo a baby/ac, os quais foma=
dos dad 10aby/ac.

A multiplicacad executa-fe como fe nad entral=
em radicais , e depois affeta-fe o prudllﬁﬂ com
0 ﬁFﬂl v/« Por exemplo ¢/a X ¢ = y/ac , mul-
hphcandu aporc, ¢ dando ao PrndUHG ac o li-
nal /. Do mefmo modo 4/(a* 4 £ ) X v/ac
= y/(asc4abrc); ya X ya=ya* =a;
(442y2) (2 — 2)=43 V(a+5) X
¥ (G MEF) RSN SRt igiaant)i X (5 e
Y —b5 f(—a) X f(—b)=— yab.

Pareceria nefte ultimo exemplo, que o produ-
&0 conforme a regra devia fer y/ab, ou antcs
Ly/ab;mascomo f( —a)=ya.y/ —1, ¢

V(4

—
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v o= b v e (a) %
V(—5) e Stoey; 14 il
vab, f (—1)= V/Bb. (= 1) = — 4/ab; porque
a exiftencia altual do final — em ¢/ —1 )2 declara
a operagad porque chegamos ao quadrado (—1)3;
de que pertendeinos tirar a raiz, e cohfeguintemert-
te nad havendo duvida fe elle procede de ( 4 1 )
(41), oude(—1) (—1), nab tem aqui lu-
gar a ambiguidade do final %, Na6 fe confunda pois
v/ (—a)? com /' —a*; o primeiro he . ..
V(—aX—a)i==—a, eofegundo he . . ;
Y/ (—a X+ a), ot huma quantidade imagi-
naria @ 4/ — 1. Ifto pofto, nad pode haver diffi-
culdade em multiplicar os polynomios, que tem ter=
mos affectos de imaginarios.

Donde fe fegue; que para quadrar huma quantida-
deaffeta de ¢/, balta fupprimir efte final. Afhim que-
fendo quadrar 4/(a* -}~ £2), efcreverenios ¢ <4 £* ,
Do mefmo modo 4/ (a3 4 b1 )2 =a?b 4 b1 .

I 119 Logo com miuita facilidade podémos del-
embaracar huma equagad dos finais 4/ que ella tic
ver. Por exemplo, na equacad x— 2a==5 4 /ax,
deixaremos ¢/dx fomerite'em hum mefmbro ; e e
remos x — 2a — B = y/ayx ; entab quadrando cada
membro , teremos x? — 4ax —— 26y < 4n? —I—dﬂé
~+ b2 =ax, ou 32 - (5a - 2b)¥=—(2a + b -

% 120 Para dividir huma quantidadé radical por
outra , dividiremos como fe nad houvelle o final /s
e daremos efte ao quociente, on 4 fraccab. Queren-
do , por exemplo , dividic y/a por /&, dividire-

mos a por & que da = , e applicando o radical t¢*
e~




Eftas fraccbes podem transformar-fe em outras,
que tenhad ¢ denominador racional ; porque fe o
denominador da fraccab for, por exemplo , @ + /6,
Multiplicando tanto elté , como © numerador po
45 4/b, o ndvo denominador ferd a2 — é.

Aflim 314;"2:;3__1 + /2, multiplicando o

numerador , €0 denominador por 1 — /2;¢e , .

Vet b (Va+tyip

- —

pfﬂ'—v”&-_ '

121 Se ou o dividendo; ou o divifor for racional ;
fepararemos hum do outro por huma rifca ; para
hignificar que hum delles nad he affe@o do radical.

Aflim , para dividir @ por 4/a, efcreveremos -1—;~:
a

Qy‘ﬂndn houver femelhanga nas letras do dividendo e
divifor, he conveniente em muitos cafos dar & quan<
tidade racional ( r12 ) a forma de radical , porque
defte modo fe facilitd6 as firhplificacdes,

No ultimo exemplo , mudaremos a em a2 ,

as

€ teremos .,17.#“ = ¢/a. Do mefmo modo . . .

G b
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ffﬂiﬂxz}#"/fﬂiﬂﬂj 3 =X
e ek A

Se tivermos , multiplicando o

bEy/(FF —a*)

numerador, e o denominador por § 5/ 62 — @*, achas
remos & =/ b2 — a2 ).

Da formagao das potencias dos monomies ,
e extraccad das fuas raizes.

122 O Numero que denota a potencia a que
fe quer elevar huma quantidade , chama-fe expoentt
da potencia.

123 Do que havemos dito (19 , ¢ 20) fe fegue,
quc para ﬂ' elevar qualguer monsmio @ huma potencis
dada , multiplicar-fe-ha o expoente aélual de cada lt-
tra da quantidade propefla pelo expoente da potencids
Aflim para elevar @*/c 4 quarta potencia elcre-
veremos a*5'%4, multiplicando os expoentes 2, 3 !
de a, b, ¢ pelo expoente 4 da potencia. Em geral 2
potencia m de a"b7¢ct he a™ b™r¢™ .

124 Se a quantidade propofta for huma fracga0s

elevaremos 4 potencia tanto o numerador , -‘:ﬂmg]ﬂ
- - d:'
denominador, Afim , a quinta potencia de — 7~

ate bus | a” 5’_*
he T ¢ geralmente a potencia m de S
s

Faid] gu-r?.

125 No cafo de haver coeflicicnte :1:?11:_““
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hemos 4 potencia propofta, multiplicando-o por (i
melmo confecutivamente. Aflim a quinta potencia
de 44’62 he 10244%6% , ou indicando a operacad ,
454:;[55.1-:1_

126 Pelo que refpeita aos finais , fe o expoen-
te da potencia for par , o refultado tera fempre 4 ;
mas fe for impar , tera 4, ou —, conforme for
+, ou — o final da quantidade propofta (24 ).

127 Em qualquer potencia pois o expoente
altual de cada letra contem tantas vezes o expoente
da'fua raiz , quantas {ab as unidades do expoente
da mefma  potencia. Na quarta potencia, por ex-
emplo , o expoente de cada letra he quadruplo do
jue era na quantidade primitiva, que he a raiz da
dita (gutcncia.

numero que eéxprime o grio da raiz , chas
Ma-le expoente da raiz,

128 Logo para voltar de qualquer potencia 4
fua raiz , ilto he, para tirar a raiz de bum gris
Propifts de qualguer monsmio , dividiremss o expoente
flual de cada huma das fuas litras pels expoente da
faiz, Allim a raiz terceira de a'2b5¢7 he q4bi, :
% raiz quinta de 4455 he atbic, Em geral a

5 p
Riz m de a4 he g ™ b *
final da raiz ferd indifferentemente +,0u —;
¢ 0 grao for par ; mas fe for impar , a raiz teri o
final da quantidade propofta.

129 e a quantidade for huma fraccad , tirare.
Mos feparadamente a raiz de ambos os {eus termos.

130 Havendo coeflicientes s tiraremos a {ua raiz
Pelos methodos da Arithmetica.

131 Quando o expoente da raiz nab dividir
*adtamente cada hum dos ex posntes da quantida-

Ga "
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de propofta, nad feri efta huma potencia perfeitd

do grio de que fe trata. Nefte cafo o expoente ficd

fraccionario , e defligna que ainda relta extrahir

huma raiz. Aflim a raiz cubica de a?b'¢é he
I

abec 3 , onde o expoente .i. denota, que aindz

refta extrahir araiz cubica de ¢.

132 O final 3/ tambem ferve para indicar as
extraccles de raizes fuperiores ao fegundo grao ,
efcrevendo-fe na abertura delle o expoente da raiz.
Affim , para fignificar a raiz cubica de @, podemos

I

i AL
efcrever y/a ,de maneira que :’a =g3, Pin
fignificar a raiz fetima de a4 efcreve-fe ;/ai_—_-n T

137 Se a quantidade for complexa , nad fe de-
ve praticar a divifab em cada hum dos expoentes ;
mas confidera-fe a totalidade das fuas partes como
huwrta quantidade fimples , cujo expoente he natu-
ralmente 1 , € divide-fe elte pelo expoente da raiz.
Por exemplo,-em lugarde :/{ai -+ #2), o ;fﬂ=+§=

I I
efcreveremos (a? -+ 4% ) 4, ot a® < 42 S Se 2
quantidade total que efta debaixo do radical tiver
ja hum expoente , efte fe dividird pelo da raiz.

Aflim em Iugar 1:/ (a* 4 bB* )} podemos efcrever

(a® + ja }‘; -
Do Calculo dos radicais , e dos expoentess

134 A S regras que havemos dado (118 ) paré
fomar y € diminuir as quantidades radicais’ do fe

g:uﬂ'




gundo grao, igualmente fe applicad as dﬂs grios
{uperiores. Delte modo — 1/—: T

m m
— 3 L
.g_.f-.r)J £

135 No multiplicar e dividir as quantidades
radicais do mefmo grio , tambem fe pratu:a como

nos radicais do fﬁgunda grdﬂ Afim ¢/ Xy ab
:-.:V’n‘—nv"a... -/ax ’/ﬁ Vb . .
VSIX?V—EG; — —/\\—mcff-

¥
= = ga F 5 T F
Para dividir /@ por y”ﬂ efcreyeremos  ¢/azs

5
Do melmo modo l/ g9 = A - d Va'

O ——

1/ acd -
5 I I

___f_-
a= iﬂi

geral toda a potencia , ou toda a raiz da unidade he
2 unidade.

130  Para elevar 3s quantidades radicais
2 quaisquer potencias , multiplicaremos os feus
¢xpoentes pelos das potencias , a que as quie

Eerinos eleyar, Aflim (v/ﬂaf. ) — V.raﬁ.-ir::

£ ¥
= ab y/ubs ; porque y/a® b’ —a g
2 g E H.
T N\
( b ) — .::? b7 (123), ou aby/abs .
Do

X
£

L
£

} porque em

131 }1




102 ELEMENTO S

Do mefmo mn&ﬂ(,\i/lz(—: )m )3=15/3 (..;)m

Logo, quando o expoente do radical he o mel-
mo que o da potencia propofta, bafta tirar o radi-

cal, Aflim ( ;}, )m =— a; e com effeito, o fim he

reduzir a quantidade ao primeira eftado.

137 Para extrahir huma raiz qualquer das
quantidades radicais, deve-fe multiplicar o expo-

ente actual do radical pelo expoente da nova raiz.

Aflim , :/1}’; :ﬁ;ﬂ"’ multiplicando spor3 ;e

P
by iy ¢ gl W/a'; porque 31’:/::’ =yt ="yd.

128 Se os radicais propoftos forem de differen-
te gria, para fe fazerem fobre clles as duas ope-
racbes de multiplicar e dividir , primeiramente [¢
reduzirad ao mefmo grio. Ifto fe confegue , mul-
tiplicando os expoentes de cada hum dos radicais
e os das quantidades que eftad debaixo delles,
pelo produ@o dos expoentes de todos os outros
radicais,

Defte modo para reduzir 20 melmo gr;'m 03

o T ] o oy
tres radicais ,:/ﬂ‘- y/a’» /a’ » multiplicaremos

o expoente g do primeiro radical, e 0 expoente 3 da
quantidade refpeétiva a’, pelo produéto 8.7, ot
56 dos expoentes dos outros radicais, e teremos

2io .
,\/n'“. Fazendo o melmo a refpeito dos outros

250 =0
2
dous , acharemos /Eh’, ,‘/# 41, Porque

{en-
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e _ Sesitsef 7
fendo ,f/a’ T T ,}'n’ == gl e .:/a?' == g%
L ol 3 z ?
para reduzirmos as tres fraccbes S ' 707§

mefmo denominador , devemos multiplicar os dous
termos de cada huma pelos productos dos denomi-
nadores de todas as outras.

Segue-fe pois ( 135) que Var . Vi =

s
Vawbm ; ¢ £ -
b 5 t -

d

¥
— e ® ® & B
=

L 0

be Tquym
139 Logo, qnando o expoente do radical , e o
da quantidade deile affe@a tem hum divifor com-

mum , podemos fimplificar a exprefll2d , dividindo

12
ambos os expoentes por effe divifor, Afim , ¥/ a®
.

i
‘::V/a“; Va — v a.

140 Donde vem , que (e o expoente da raiz
que fe pertende tirar, for produto de dous , ou
mais numeros , podemos fazer fucceflivamente a
¢Xtraccad da mancira feguinte. Supponhamos que
fe pede a raiz fexta de @%#; podemos tirar primei-
famente a raiz quadrada , depois a cubica , e tere-

[ ]
mos a raiz fexta ; porque ( 139) Vat = Var=

|

Vat—at, que he o mefmo que fe tomaffemos
immediatamente a raiz fexta de o°4, dividindo 24
por 6 conforme a regra geral ( 128 ).

Todas as operagbes precedentes e podem exe-
Citar ainda mais commodamente por meio dos ex-
Puentes fraccionarios , que fazem as vezes _:Insd‘r:t-

‘ 32
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dicais , e [ap muito proprios para o calculo,

- - j ™ s
Havendo de multiplicar ¥'a? por ¥ a4 , trans-
4
formaremos efta operagadb em a5 X a5, e (20) te-
- 2
- - 5
remosas — a.a’5 — a /a?* , Do mefmo modao
5 7 3 & is
Va . Yat=—aS.al = aya®. Em geral . .

m g gm
Va"b? ¢ v a'b = v qim + mrfpg + ms,
O mefmo fe praticard na divifag. Por exemplo,

5
Vat = i T b4
25 == a5 (31), o Va; f"
V a*b’

v/ anbr
1 :
AR, y’rﬂl"-ﬁﬁ. Em gﬁﬂll L < = v {

1./ a'h

= g

141 Nefte ultimo exemplo fe for iy % ;

4
o expoente de a ferd negativo , e o mefmo aconte

cera aode b, fe for -T;- > Hﬁ"‘ Geralmente nas
divifées , ou fraccdes, fe o expoente da letra do
denominador for maior que o da letra correfpon-
dente do numerador , a differenca entre elles com
o final — ferd o expoente da mefma letra no nv-
merador ; de maneira que a toda a fracgad algebri-
ca fe pade dar a forma de inteiro, Por exemplo s
em
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i
em lugar de ﬂ;- podemas elcrever ai 5—%.
b

Com effeito, concebendo que a4 contem a &

L

hum certo numero m de vezes , inteiro, ou fraccio=
i
. - “ i
nario , fera a =mb , e confeguintemente —- =
m* 4] b
'E;'— —mib, Mas tambem g} b— 2o=pmi b1 b =9
;
& a
=mi & (20). Loga —=alb—13,
| e
Em geral : Pode huma quantidade paffar
ds denominadsr para numerador , ou- do numeradar
para denominadsr [em alteragas da fraccai , efcreve-
vendo-fe coma faéfor no termo em que nai eflava, mas
com o expoente de final contrario do que tinha.

. I
]:.xemplus. so 8 ——ngT}
1 ﬂ-i'

B e~pg—e .., :-Z—i{:—:[a* + &) (a+

5 ? 4
oY=t 5 V (o' P)s =(ai 4 33)5 (a= + 52)—%
V (a3 b)s oo o

my;:.f de E reciprocamente : 8¢ buma quantidade
derai E}?EIPHHH dﬁﬂﬂi de rrparﬂ.l'f,r negalrvas » PQ‘-
nadsr . oy F’Hﬁ"’ com .dxparm‘n paﬁ.{mu, para denamit -
HHmrr::J para nnmrrafz_"ﬂr ' fﬂﬂfﬂrﬂgr ft acharem no
“TAAsrs cu ne denominadar.
Del-
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L]

3
a

Defte modo a3 6% = R (3o ah—3 =
TAL R
g arn ﬂﬁ: " 8w F 'F 3 e
j—2 ( mn }_; P* 5,?
aflim por diante.
Tal he a idéa que devemos formar dos expoen-
tes negativos,

a
e

Da jformagad das potencias das quantidades
complexas.

143 D O que havemos dito a refpeito das po-
tencias fe fegue, que para elevar qualquer quantidade
complexa a huma potencia propofta , devemos mul-
tiplicar a quantidade por fi mefma tantas vezes,
quantas {ad as unidades do expoente da mefma po-
tencia. Mas como efte calculo he as mais das vezes
longo, e fempre indirefto, por iffo vamos a dar hum
methodo livre deftes inconvenientes , confiderando
primeiramenté a propriedade dos produdlos das
quantidades binomias , porque deftes depende 2
formagad das potencias das quantidades mais com-
poltas.

144 Sejabxt-a,x+b,x-+c,x+ 4, &
muitas quantidades binomias , todas com o tef-
mo ¥ commum,

Multiplicando :I: a
x b

Pﬂr " @ ]
teremns - L] [ ] ] [] L] 12 + E.x -‘r ﬂ-&
&

4
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Multiplicando efte produ&o por » 2}-¢, teremos
x} ax? = abx -} abe ) '
ﬁ_&;i - X
ex? =+ bex )
Multiplicando eclte fegundo produ&o por x - d

teremos
ax’ - abx® & abex -+ abed
bt - acx? -+ abdx
ext 4 adx® 4~ acdx
did - bex? 4+ bedy
bdx>
edx?

¢afim por diante, Refle®tindo neftes produftos,
¢ tomando por hum termo todas as quantidades que
¢ltab em huma mefma colunna , noto o feguinte.

1.2 O primeiro termo de cada predufto he o
Primeiro termo x de cada binomio , elevado a hu=-
ma potencia delignada pelo numero l:!m: ]flinl‘.‘imlﬂﬁ $

¢ maneira que fe elte foffe m, o primeiro termo

ﬁ:r]a b

2.° As potencias de ¥ vab ao depois diminuire
do continuamente de huma unidade até o ultimo
terino , em que nad entra x. .

3-° Em quanto aos multiplicadores dos differen=
fes termos, o do primeiro he conftantemente a
unidade 3 o do fegundo he a foma dos fegundos ter-
Mosa, b, ¢ ,&c. dos binomios; o do terceiro he a
foma dos produ@os das quantidadesa , &, ¢ , &c.
multiplicadas duas a duas ; o do quarto he a foma
dos produ@os das mefmas quantidades a, 6 , ¢, &c.
ml{ltiplicadas tres a tres ; © aflim por diante até a
ultimo termo , que he fempre o produéto das ditas
Quantidades. Eftas confequencias fad evidentes,
feja qual for o numero dos binomios ¥ -+ a, x4 &,

€. que fe tem multiplicado. 145




\
108 ELEMENTOS S

145 Se as quantidades a,5,¢, d, &c. forem
todas iguais a #, os produlos ferad as potencias
fucceflivas de x - a. Subftituindo pois a em lugar
de b, ¢,d, &c. os produftos fe mudarad em

X4 208 + = (x + a)?
x4 3ax* 4 3a% 4 @' = (x4 a)
24 4axi | 6426+ galy 4 0= (% 4 a )

Logo fe o expoente da potencia ,a que f¢
pertende elevar o binomio , for m, as potencias
fucceflivas de x ferad xm , xw—1, gm—2  sm—3
xm—4  &c.

146 Pelo que refpeita 4 lei dos coefficientes ,
ou i dependencia que tem de m, como o multi-
plicador do fegundo termo ( 144 ) he igual 4 foma
das quantidades a, &, ¢ &c, , no cafo de ellas ferem
jguais a @, fera a tomado tantas vezes, quantas
forem as mefmas quantidades. Logo para m quan-
tidades o multiplicador fera ma , ito he , ferd o
coefficiente m igual ao expoente do primeiro termo
da potencia. Ifto com efieito fe acha nas tres po-
tencias que acima expuzemos.

Nos outros termos , cada huma das quantidades
ab, ac, ad , &c. fe reduz a a® na fuppoficas pre-
fente , como tambem abc , abd , &c. fe mudad em
a’ , ¢ afim por diante. Logo o multiplicador do
terceiro termo fe reduz a 4® tomado tantas vezes,
quantos fad es produdlos que podem dar as letsss
a,b, e, &c., multiplicadas duas a duas. Da meflmz
forte , o multiplicador do quarto termo fe reduz 3
a’ tomado tantas vezes , quantos fad os Pmdnﬂﬂﬁ
das mefmas letras multiplicadas tres a tres ; e allim
por diante. Teremos pois os coeflicientes , fe detei-

minarmos quantos productos péde dar o numtrf& -4
o
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i::l:tras , multiplicadas duas a duas, tres a tres 4
]

147 Se combinarmos hum numero m de letfas
por todos os modos imaginaveis, ifto he, duasa
duas , tres a tres, quatro a quatro , &c., fem que
haja repetigad de huma mefma letra em huma mef-
ma combinagad , acharemos:

1.° Que o numero de combinacBes de muitas
letras duas a duas he o dobro do numero de pro-
duttos realmente differentes, que fe podem formar;
multiplicando as letras duas a duas. Por exemplo 4
a e b dab duas combinacbes ab, bz, mas efltas nab
{ab dous productos differentes. Logo o numero de

productos he igual a
binaghes. PRI ;

. 2.° O numero de combinacies tres a tres he o
fextuplo do numero de produ&os realmente diftin=
&os, Por exemplo, as tres quantidades «, 4, ¢,
fendo difpoftas de todos os modos poffiveis , dab
feis combinacbes abe, ack , bac, bea , cab , cba ,
Que nad fad produllos differentes. Logo o numero

do numero deftas com-=

de produ@os he igual a — X ___ de tais combina-
¢Oes, 1.2.3

Semelhantemente , quatro quantidades fab fuf-
ceptiveis de 24 combinagdes , cada huma das quais
he o mcfmufrddu&n ; € confegnintemente o nu-
mero de produdtos differentes, que fe podem for-

mar combinando muitas letras 424, he

) §
I.2.7.4
?n numero total deftas combinagdes. Da melma
orte 0 numero de produétos differentes , que fe po-

dem
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dem formar combinando muitas letras 525, 626,

I I 1
Ldd.ges | 12.3.4.5.6 7 1234567 °
ifto he , huma fraccad que tem por numerador o
numero total das combinagbes , e por denominador
o producto dos numeros 1, 2, 3, 4, &c. atéo
Gue deligna de quantas letras fe compée o pro-
duéto.

148 Relta achar o numero das combinacées
2a2,3a3, &c que pode dar o numero m de le-
tras.

Em quanto as combinacbes duas a duas, he
evidente , que nad devendo multiplicar-fe huma le-
tra por {i mefma, fera m — 1 o numero de letras,
por que clle {e ha-de multiplicar, ¢ conleguintemens
te cada letra dard m — 1 combinagies : logo m le-
tras darad m (m— 1 ) combinagdes, e por tanto o
numero de produétos de duas letras realmente dils

ha7,&c he &,

N1

tin&os fera m, i

Nas combinagbes tresa tres he neceffario, que
cada huma das combinagbes duas a duas feja com=
binada com cada letra que ella nad inclue , ifto he
com m =— 2 letras , e confeguintemente huma mefs
ma combinagad de duas letras dari m — 2 combi-

——————

nacbes de tres letras : logo, como ha m.m—1
¢ombinagGes de duas letras, o numero total das
combinagdes de tres letras ferd m. m — 1, m— 2+
€ por tanto (147 ) o numero dos produ&os real-

X » m— —
mente differentes fera m, 2 : . AL ‘

3

Achae
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Acharemos do mefmo modo, que o numero das
Combinacbes 4a4,5a5,6a6, &c. hem . m—1

.
-.m-—i.,m—-3.. M. m—1I ,#J'--—-'E.M=—-—-3

e

M—G M m—T1 M —2 . —3 . — 4

.m—5, &c. : Logo o numero de produtos dif-
tinftos , que fe podem formar, multiplicando m le-
tras 424, §a5, 6ab, &c, fera reprefentado

: M= == == m—g
PDI‘ i & . ; Pur . <5

2 3 4

M—2 M=—17 m-—4 m—1 MH—12
: . y por m. ot i

3 4 5 2 3

o TR il O e
n . 5 0 B
Donde fe fegue (146 )que o coefficiente de quala
quer termo da potencia de hum binomio he igual
20 coefficiente do precedente multiplicado pelo ex-
pocate de x no mefmo termo precedente , e divia
dido pelo numero dos termos precedentes,
149 Concluamos pois que
+ " e | ﬂ'z' .I.'”_:

* o m W
f “l"ﬂj - +mﬂ'.'l' =

e TR —3 ey S
+ m. 1"‘-‘—'?—-- a’ &£ "'i-ml 2 P

; e afllim por diante.

[ J—— 3 . P
=iy at x" 4 + e,

Porefta formula elevaremos hum binomio quals
quer a hum:l potencia dada , fubftitnindo em lu-
gar de x o primeiro termo dJo binomio propofto ,

¢m lugar de g o fegundo , e por m o expoente da
potencia,

Querendo » por exemplo, formar a fetima poten-
Cia
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¢ia de ¥ }-a, acharemos x 4 7ax’ 4 2105
4 35a3xt - 35a%° 21457 - 4% 44,

Porque ; m = 7 ; logo am = x y Mag®—r —
b

m—1

7a%- ym. catxm=iz=—",

b 3
Meer I DONES8 OghMas kg,
2 3
35ﬂ3f“; ¢ allim por diante até o termo ... «¢
w =— 1 m—13 m—3] M—4 wm—5 w— b
i o 3 4 5 6 - 7
.a'xm—7 , 0 qual fe reduz aa’ . Os termos fe-
guintes fad nada, porque no coefficiente de to-
dos elles entra m — 7 = o na noffa hypothele.
eral o calculo nad palla adiante do numero
m g pa

m 4 1 de termos , ¢ o ultimo terd a forma
rﬁ'-—l'n—-:" wo—(m— 1) L

2 3 . - .
Se em lugar de x 4+ a tivermos x —a , mu-
darefnos os finais { 126 ) nos termos em que en-
trad potencias impares de @, de maneira que re-
unindo ambos os cafos , ferd ( & =+ a ) — *

m—1 pp =1
=5 Maa. =t + m

.

m.

St R mm

z )

& s reaik ajxn'!-'E + &CJ
3 e .
= s e e
150 Por quanto (143) BTN R

" gm—3 — *_, ealflim por diante, P

demos mudar a nofla formula em (% = 4 i

= (1 = m 5+

——
_—

& %
x

‘”‘-";’_.. ’“;* 5 +&’c-)
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donde fe deduz o methodo fegninte para achar
commodamente a ferie dos termos, de que deve
conftar qualquer potencia, cujo expoente m feja
numero politivo ou negativo, inteiro on fracciv-

nario , de hum binomio ou (imples como ¥ = a , ot

2 =%
r:::nmpuﬂn cOomo' X =+ & ’ II r 4:3 ’ &,

151 Efcrevad-fe em huma linha as quantidades

1.1-:_'1', &TE..
2

au'-—-t.m'—--t .n3

% 3

3

3 '4_ &c.
= — |
4 it
Affentando depois a unidade por baixo ,'e maisg
Para a efquerda, forme-fe a ferie inferior por efta
lei.

Muitip'liqu:-ﬂ: a unidade pelo primeiro termo
da ferie fuperior, e tambem por = ~—» confor-

me o fegundo termo do binomio for pofitivo , ou
Negativo, e teremos o fegundo termo da ferie in-

ferion, : ;
Multiplique-fe cfte fegundo termo pelo fegun-
do da ferie fuperiof , e por = —— , € teremos o ter-

Ceiro termo da ferie inferior.’
Multiplique-fe efte terctiro termo pelo tercei-

ro da ferie fuperior , e por £ -, teremos o quar-
to da_ ferie inferior ; e aflim por - diante.
Ajuntando todos os termos da ferie inferior ,
¢ muluplicando a totalidade por x*, teremos o
valor de (x = a)m,

H 152 Se
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152 Se o binomio fofle X +a , ou ¥ 4 a’;
ou &c. multiplicariamos {ucceflivamente os ternios
ﬂ=' ﬂ's
por & < oupor - , em geral , pelo fegundo
%
termo do binomio dividido pelo primeiro ; e a tota-
lidade fe multiplicaria depois pelo primeiro ter-
mo do binomio , elevado a potencia propolta.
Para fazermos huma applicagad , bufquemos

a fexta potencia de X -J‘-.-:as.

615 a1

i

513 513

Tendo achado a [erie inferior pelo methodo an-

o , =

tecedente , multiplicaremos a totalidade por (%)

— I.m s © LETEMOS ,'s:ls + 5ﬂj.t|5 -I— 1556_1;‘;-{#
2009 4 150" %" 4 62" 4+ &

153 Se em lugar de binomio houvermos de
elevar hum polynomio a huma potencia propolta »
por exemplo , o trinomio a b4 ¢ 4 tercer
ra potencia , faremos bdec=p, e (149
teremos { @ P P=13d+ 3g=p + 3ap” + r
= 3424 {b-l:f}—}- qa(bdec) (b4l
Como (b--c¢) » e (b-J~c) fab potencias &
binomios , na6 ha difficuldade em as achar. Aca-
bando o calculo , teremos a -23a%h —- ga’ -+
gah® ~}- Gabe |- qac” —- b e 33?3.-:' -+ 3be* L.

154 Ifto mefmo fe péde achar pelo m:t::
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do feguinte , que fe deduzda formula do bino-
mio. Faca-fe & —-c=p; teremos (a--p) =

& 4 3% + 30" +°
I 2
Efereva-fe debaixo de cada termo o expoente

de p, e multiplique-fe cada termo pelo numero
correlpondente , mudando hum z em 4, o que da

3¢’ 4 6abp + 3°

- I
=

Efcreva-fe debaixo defta quantidade a ametade de
€ada expoente de p , e multiplique-fe cada ter~
mo pelo numero correlpondente , mudando hum
pem b ; teremos . . .. - A A Sy

ab” - 3&1}1

—_—

3
Efcreva-fe debaixo de cada termo o terco do ex-

poente de p, e multiplicando como dantes, mu-

dando tambem hum pem &, teremos . .. B

Ajuntando eftas quatro linhas, e mudando
thf;ﬂthTEMES---l--.-u-----

o B 4 3" J- 4347 +- gabe -~ 3bc*
-I- ﬁﬂf 4 38% - B3,

ultiplicaremos pois cada termo da primeira
linha pelo expoente de p; cada termo da fegun-
da pela ametade do expoente de p nefta linha ;
cada termo da terceira pelo ter¢o do expoente de
p nefta terceira , mudando hum p em b em to-
das as linhas , menos na primeira em que nab
ha mudan¢a ; e mudando ultimamente em ¢ to-
dos os p que reftarem. Efta regra fe applica da
melma forte aos quadrinomios , quintinomios , &c.

H 2 Da
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Da éxtraccai das raizes das quantidades

complexas.

155 D O que vamos a‘dizer fobre a raiz quin-
ta (e deduzird o que devemos executar nos outrc
graos, 3 o

Por quanto (a 44 ) = a* 4 ga'h 4 100’
- 10a & L calt - 5>y he manifefto, que pa-
ra achar o primeiro terme :da raiz quinta de hw-
ma quantidade litteral , ha".':?m[u nrdtnz{!:n todos
os termos da potencia dada, tiraremos 2 raiz quin-
ta do primeiro termo ; e para achar o {egendo ter-
mio da raiz , dividiremos o ﬁ:g:mffn termo da quai-
tidade propofta pelo quintuplo da quarta potenci

4
da raiz achada. Com effeito :’,;/’ Q@ =—a 3 B .f:'_‘.?;-
g1
— b, que he o fegundo fermo da raiz. Para ve-
rificarmos ¢lla operacad, depois de ter o fe;_ﬂ!rn-
do termio , elevaremds ao quinto grao a raiz acha
-da , e tiraremos-o refultado da quantidade propolia.

Exemplo.” Pede-fe araiz quinta de’. +. .-
5 Raiz

g2a5 + 240048 t 720838* + 10802763+ Baout +2438° [ P47,
R i
= 3% b

Reflo t agoatl + 720034% 4 1oBoa” 43 + Sxoabt + 2.1.-3."-5

&

Tiro a raiz quinta de a2’ que he 2a,¢ efcre-
vo-2 na raiz. Elevo 24 a quinta. potencia, €

rando da* quantidade propofta o produ@o 324 ¢
deftroe-fe o primeiro termo,

Ele-

.
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Elevo a raiz 2a ' quarta potencia, tenho 16a*;
eferevo o quintuplo 8oa® por baixo da raiz 24, ©

per elle divido e primeiro termo z-,mn*.-ir do reflo;
elta operacad da 36, que efcrevo na raiz. Elevo
pois 2a + 36 4 quinta potencia, ¢ fazendo a
fubtracgad nada refta ; logo/a raiz he exactamen-

te 2a -+ 30,

Se a raiz houve(e de conftar de mais de dous
termos , appareceria -algum relto depois defta pri-
meira operagad, Entad conliderando 24 -+ 36 co-
mo huma [6 quantidade, com ella fe conunua-
riaa operagad para achar o terceiro termo , da ma-
neira que [e praticou com 24 para achar o fe-
EI.ILI‘J.':T.

156 Pelo que refpeita s quantidades numeri-
cas, para cxtrahirmos a raiz do grio m, [epa-
FAIEINOS O NUINEro dado em clalles de m letras ,
comecando pela direita. Da uvltima clafle 4 elquer-
da, que p6de ter menos letras do que as ouiras, ti-
raremos a raiz do grao m , a qual nad conftard
de mais de huma letra, e ferd a primeira da raiz.
Para junto do refto abaixaremos a clafle (egninte,
¢ feparando m — 1 letras 4 direita , dividirernos 3
parte que ficar 4 efquerda por m vezes a raiz acha-
da, clevada 3 potencia m — 1 ; € aflim por diante.

Elta regra que ja enfinamas { Arith, 156 33 ),
fe percgbe aqui com muita facilidade , advertin-

do que {.q_l_ﬁj": a + ma" "} & y € que
fe a reprefentar dezenas, e b unidades, 4™ nad

paode incluir-fe nos m ultimos algarismos , nem
MY
ma

"4 nos m — 1 ujtimos. Na quinta poten.
Cla 5
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cia, porexemplo (10)° = 100000, e (10
= 10000 ; logo &’ nab fe contem nos cinco ul-
timos algarifmos , nem 44* nos quatro ultimos.

Do modo de ter a raiz approximada das potencias
imperfeitas das quantidades litierais.

157 Q Uando a quantidade complexa nad he
potencia perfeita do grio de que fe pede a iz,
nad he poflivel que efta fe ache exa@tamente ; de-
vemos porem approximalla tanto para o verdadei-
10 valor, quanto exigir o problema que dependes
defla extracgad, Pelo methodo que acabamos de
expOr para as potencias perfeitas , poderiamos achar
as raizes approXimadas ; porque teriamos huma [e-
rie de termos fraccionarios , dos quais aproveita-
viamos [6mente hum numero limitado , defprezan-
do os outros, que diminuirido continuamente de va-
lor. Podemos porem chegar ao mefmo refultado por
hum caminho muito mais breve, fazendo ufo da for-
mula do binomio , para oquedevemos lembrar-nos
(133) que as quantidades irracionais fe pédem efcre-

ver em férma de potencias com expoentes fracciona-
|

TI10S , OU que ;’{g_i...xj_p_—_{ﬂ.{—x}?l
Exemplo I, Pede-fe a raiz quadrada dea -
iflo he, o valor de {ﬂ-{—x]{“

Efcrﬂirtre:mn; ['[51} a ferie i 2l aialsns abeis

I . | I
el ue [ Sl -t
3 - 3 ] wl ‘&C-

3 4 3
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@ qual [e reduz a . . . .
 § I 3 5

P’——l‘j—-._,——l'-ﬁ-’i—--——,

2 4 b 1o

Formaremos depois a fegunda ferie . . . . .,

R

- P i i a6, o3 128 4

—_— e &C.
a3

: I
E multiplicando a totalidade por a*, teremos

(oo = (s i

LU, g i 7 _’L_Eic.)

T-E: ad ._-1‘1_3 -#_.i.. 250 a5
aqual fe péde continuar com facilidade até onde
quizermos , e muito methor , fe efcreverinos os
coeflicientes , indicando [émente a multiplicacad.

Defte modo
V(iedtsx)=a (144>

l.t'J" I I.%8.7
gt | 2.4:.6.8.10

T. 3£

Na qual os numeradores fe férmad dos nume-
ros pares multiplicados enwre fi , ¢ os denomina-
dores de productos des numeros impares.

Da melma forte acharemos « « » + s « « « +

L

’. 3. §.
2 4 0. &
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158 Para moftrarmos o ufo deftas approxima<
¢Oes nas quantidades numericas, fupponhamos. que
fe pede araiz quadrada de 101. Partiremos elle
pumero em duas partes , huma das quais feja qua-

drado perfeito , por exemplo, em 100 e 1; en:

tad fuppondo @ — 100, e X== 1, teremos —:—-
== 0,0I, ¢ ¢/ (a4 x) = ¢ 101 =

0,01 fe,o1® 1 3fo,o0t)
o + : ¢ T i
I (I 2 2-.-‘. l -:-.q--ﬁl 1

3-8 r‘:"r or :4 -
4.4 6.8 + &, )
Querendo efta raiz approximada {Gmente até

as decimas—millefimas , balta tomar os tres primei-
-3 pr
(o,or1)3

fe re-

YOS termos , porque O quarto

duz a 0,0000000625 , € ainda que efte termo [¢
deva multiplicar por 10, como todos os outros ,
nao da por ilfo mais do que o, ooocooob25 , quanti-
dade muito menor que huma decima-millefima. Os
termos feguintes. por mais forte razad (erié muito
menores 3 porque [ad continuamente muyltiplica-
dos pela fracgad 0, 01, O valor pois de ¢/ 101
fereduza . .

6 n::_fn,gl} )—*Iﬂf:-—[-n,ﬂﬂj

— 0, 0000125 ) = 10, 0499 , parando nas deci-
mas-millelimas,

Exemplo II. Pede-fe a raiz quinta de a* — »”,

I
illo he, o valor de {4:; — #Sj LY
A ferie nefte calo he

i F A 0

=am e

¥ . N

. 5 10 15
Logo teremos . . .

=
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5_- I. = -—l.-.i -
e A i s e

15 20
L TN SR e 0 PR ST L.___&c‘)
§«I0. 01§ 15 §+10.105+ 20 o s

159 Advirta-e que neftas feries , & em todas
as que fe podem formar do mefmo modo , devemos
tomar para primeiro termo o malor da quantidade
propofta. Por exemplo, em 4/( a=x ) havemos
tomado « por primeiro termo ; mas fe x fofle ma-
ior que @ , deveriamos tomar x . A razad he , por-

que fendo # > a,.he —:- = T, & ferie . s

- !
41 ( Y "E":i +.‘5cc.) he divergen=

t¢, ou os feus termos vab [empre crelcendo, e can-

fezuintemente nad fe deve parar em hum certo nu-

mero delles. Porém fe nelte mefmo C:}{'n tomarmos

¥ para primeiro termo , vira a feric conpergente
I

]
T GEpLs X . cujos ter=-
" (I+ 2 = .| ::1 + & 4 : J- ,
mos vad diminuindo cada vez mais.

160 Por quanto toda a fraccad algebriga he
fulceptivel da forma de inteiro (141 ), fegue-fe
que pela formula do binomio podemos tambem re-
duzir a ferie toda a fracgad , que tiver o denomina=

dor complexo, com maior facilidade do que pela
divifas. :

Por exemplo fe tivermos , que he o

&
bt x

mefmo que g (5 4x)~", elevaremos (151) & +,:
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& potencia — 1. Formando pois a ferie . .

- = i U e ] i T
1 - ; 3 , &c,

-

-j_~ % — &ec. Logo a(f'—l— )_,,,
&

4-.;3 d:ﬂr — N,

__—lq— -_.___‘—-——-.

44 8

2 2/ 2 2%~ I
Do mefmo modo 1" e- RSN ("""‘-*')
@ == 3

£ < 4 3
a G+~—}.—+ S S ae)s

i

T T ke

]
Se tivelfemos para reduzir g cm

(a4

ferie , confliderariamos efta quantidade como

-3
L (“ + "") » Do mefmo modo em lugar de

=

Ik 2y 3 27 12 .
1_/(.: —[—#> efcreveremos 4 (:: -i-xz) T

ale
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afim nos outros cafos.

As quantidades irracionais , e fraccionarias
tambem {2 transformab em feries infinitas pelo Me~
thads dos Coefficientes indeterminados , de que vamos
a dar idéa em alguns exemplos. .

Supponhamos que fe quer reduzir em ferie 3

fraccad -ﬁ-df — o
Sejad as quantidades 4, B,C,D, E, &c.tais,
que wenhamos . + 4+ ¢ o
b:x =_,J+_Ex+ﬂr= ﬂ.ﬁ—\——Ex“‘-Jr&c.

Iito fuppofto , multiplicando o fegundo mem=
bro pelo denominador , e tranfpondo , ferd . . .

—db 4 Bbx - Chx* 4= Dbs® 4 Ebs* - &c.
— a4+ Ax-+4 Bx Cx’ -i- Dx* - &e,

Se igualarmos cada colunna a nada , o fegundo
membro fe deltruird como deve fer, e tercmas
tantas ﬁqllﬂgﬂﬁﬁ : quﬂ.t'l't:lﬂ {abh as quamidades’mdu*
termninadas 4 , B, C, &c. Defte modo fera — a4

oAb oy BbE o dhi=0 o 5.0 CBE o
Bi's~o...Db 4 O =0 .. Bk’ D&

=0 LI &C.
A primeira equagab di 4 = —:- . Subftituindo elte

valor na fegunda, teremos B = ~ —- Sub[tituinda

2
&
E“E na tETC:ira , teremos ﬂ= __'ﬂ__, -. Dﬂ. m:fml
t : e
orte fe achard D — — _*__ o b e Lugu

fubflituindo todos efles valores na ferie , achare-
mos
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%

o ax .,.-'l'
mos = fm o B - S ke
. 7

“Querendo extrahir a raiz qu;drada d: a %
fupporemos 4/(a +x) =44 Bx + Cx* 4 D
4 Ex* 4+ &c. e teremos (119) @ 4 x =
A 4 24Bx 4+ 24C5* 4 24Dx* F24Ex* 4 &

4+ B*x* 4 2BC¢® +2BDx* 1 &
+ Cx% 4+ &

lqﬂlldi;‘.!'::lﬂ .oy 24B =1 , donde vem A ==

I
4?, B = "ln_ , ¢ formando huma equagad de ca=

2g*=

1 I
dacolunna, C= — —— .. D= il b
Baat 1ba a®

E =—— _"___q_-"' s & W &Cq Lﬂgﬂ tﬁr:mﬂﬁ - g ¥
113:34;- -

"

T (5w ) it . CR -

2at Eu 16a a

ot -
el S% _ - &c., e multnphcandﬂ todos ©s nue
X i
y38¢7a *
. i
meradores ¢ ~denominadores por a° , teremos
SO0 aCHBR~% - o +. 9 =
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_ O mefmo refultado fe acharia immediatamente
depois da fubftituicad dos coefficientes , fe redu-
zillemos o binomfio propofto a tér a unidade por
primeiro_termo , ifio he , fe deffemos a /(@ + &)

a forma /a . ¢/ (1 +— ) , multiplicando e

dividindo ao mefmo tempo os deus termos por

/ a , e tratallemos depois —— como huma {6

quantidade. _

161 Haverhes fuppofto que a formaila que deo
o calculo para as potencias perfeitas de hum bi-
nomio , ou param inteiro , e politivo , podia tam-
bem fervir para formar as potencias imperfeitas,
ou para m fraccionario , pofitivo, ou negativo.
Para moftrarmos agora a legitimidade defta appli-
cacab a todos 08 expoentes , conlecemos pelo ca-

fo de fer m huma fracgad pofitiva,
My

Seja em geral (a-}- 6 )", fendo —~ po-

fitivo. Devemos provar que . . . =« =«

)

" - ’ AL AMETTw
o  ERE i 4 m o
e ) Rl B
- " & £
+ a - . - : +IEI::)

Com effeito , reduzindo o primeiro terino do
binomio a fer 1, e elevando ambos os membres
a potcncia n , temos

L] L] L] L - L

5 4 . 2
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- "I. 3 "3
= r = | 2 3
R B k1Tl
- C Fe ;
mi - ." 1 . a o ] ﬂj —1—&.‘:4

" % !
2 2 r
Pnr::m m. 3 + bt o que he

totalidade do que multiplica & no ﬁ:gundu

#1

membro, reduz-fe a m (""‘" AL ") —
n ] T

— : e r .
. 11_.‘. » que he o multiplicador de ..{;. no pn*

a
meiro membro.

L] 3 2

= | — e,

0 .- = ol
Do mefmo modo , m. - __I_...-[- =
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E -y
"

£ == +n3 -#_'-#_i,qUEhll

Z 1 o 3 3
a - - Ej
totalidade do que multiplica ~— no fegundo mems
.-:l'
bro, fe reduz a

m({M‘H}{H-zl’!]+3ﬂfﬂ-?ﬂfl-f1-‘-ﬂtfn-]}fn.:})ﬂ

M . 38

1 o —
m(“‘ —_3"""‘) =m. 2. ’"3 =, que he o

\ ; = £
multiplicador de o no primeiro membro,
P 3 P

a

Se levaflernos as feries adiante do cubo , acha-
riamos da melma [6rte termos identicos. Logo he
verdadeira aequagaﬁ RN I W T b ¥ U

s ”

4

)
Ty 5 » :
CL I TR L R8T
“

TATEE k)

Serve pois a formula do binomio para elevar a
}_n:.rn:!. potencia , cujo expoente feja hum numero
fraccionario pofitivo,

Para provarmos agora que a mefma formula

pode applicar-fe a hym expoente negativo , de-
vemos moftrar que
(o




Com effeito defenvolvendo (1: -+ %)H,e mul-

tiplicando as duas feries, fem paffar do cuboj acha-
Iemﬂﬁ ] [ ] - ] ] L] L]

.r-I-I
”m m N Ez ”
—_—l= — sl ] W =y
= i " - 2 F
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ito he; fazendo o calculo ; 1 = 1.
Logo a formula do binomio tem toda a generali-

dade que havemos fuppolto.

Das Eguagies [uperlineares a duas in-
cognitas.

162 D [zemos que huma equacad a huma in=
cognita he do terceiro , quarto, quinto , &c. grio ,
quando a mais alta potencia da incognita he a ter-
ceira, quarta , quinta , &c. ; mas alem defta po-
dem entrar todas as potencias inferiores. Aflim
as equagbes X' = 8, %' 4 5x* = 4, %" 4 642 —
9% == 7 a6 todas do terceiro grao.

Porém fe a equacad inclue duas ou mais inco-
gnitas, dizemos que he fuperlinear, nab f6mente
quando huma das incognitas pafla do primeiro
grao ; mas tambem quando algumas dellas eftad
multiplicadas entre i : geralmente, o grio de huma
tquacab {e determina pela maior foma dos expoen-
tes das incognitas em hum mefmo termo. A equa-=
¢a6 %' -+ yi —a"b he do terceiro grio ; a equa-
a0 bx* 4- %%y -+ ay* = al* tambem he do ter-
Ceiro grao , porque os expoentes de X € y no termio
%%y fazem a foma de 3.

163 Para refolver os problemas que condu-
zem a eltas equagdes , devemos , como fe pratica
no primeiro grio , reduzillas todas a huma , em
que¢ nad haja mais que huma incognita.

Se tivermos duas equacées ¢ duas incognitas ,
¢ huma deftas nag patfar do primeiro grio em
huma das cquagles , tome-fe o valor defla incogni-
Yy como [e tuds o mais foffe conbecido ;¢ fubflituin-

| do-
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do-fe o feu valor na outra equagas , fe formara af-
fim huma nova , em gue nag entrard mais que buma

incognita.

Exemplo I. Achar dous numeros , cuja foma fc-
ja 12, ¢ o producto 35. Reprefentando eftes dous nu-
SETOS POT ¥ € ¥, teremos ¥ = y = 12, € ¥y =35.

A primeira da ¥ = 12 — y , © {ubflituindo na
fegunda , acharemos 12y — y° =35, ifto he ,
y» — 12y =—35. Logo (100 )y=06 % 1, ifto
he,y=7 ,0uy=35;¢ comox = 12 — y , tere*
MOs & == §, 00 x ==7;¢ conf{eguintemente 0s dous
numeros bulcados fad 5e¢ 7, ou7¢€5.

Exemplo II. Se tivermos x=-3y=6¢
+* - y2 = 12 , fubflituindo na fegunda o valor de
x == 6 — 3y, que d4 a primeira , teremos (6 — )
- y2 =12, ifto he , 1oy — 36y 424 — o, don-
de fe deduzira o valor de y.

Exemplo 11T, Se 2s duas equacbes forem
F 92 =5,¢45 J- 12 y==y -7, tomando na pi

i \
meira o valor de ;-.—_.‘-—Eu——}l—a , e f{ubftituinde n2

2 13 ’
fegunda vira f_S_} ;"‘ ) 3
ifto he , a equacad do quinto grao Is — 5y‘+
753 == goy* — 12§ == 0, que inclue {Gmente y-
164 8e huma das incognitas nai paffar do fegun-
do grie em huma das duas equagies , tome-Jf¢ nefla o
valor do few quadrads , e fazendo-fe fu.{rﬁi."ﬂigﬁﬁ fue-
ceffivas na outra equagai alé que a incegnita e acke
ne primeiro graos o tire-fe o valor della , ¢ f Hffﬂfﬁ#ﬂ'
J¢ na primeira equagai.
Por exemplo , fe tivermos 42 == 357 = ﬁz'::




per Arexs A 13t

2%’ — 3y =8, tomaremos na primeira o valor de
%¥* =6% — 3y*, e {ubltituindo na fegunda , tere-
mos 2% (6x — 3y* ) — 3y =8 ; ilto he , 12x*
— 0xy® — 39* ==8. Como nefta ainda ha x2,
fubltitua-le outra vez o mefmo valor , e vird 72%
— 36y% — 6ay* — 2y° — 8. Parando com as fub-
ltituigbes , porque eita equacad tem x fomente no
primeiro grao ; tomaremos nella o valor de . .
oot 3008 68
— ?z _ﬁjl ¥
z x
# 3 =6xdi(39°+8) 43 (72—6")
=(234* 1+ 48) (72— 6y* ).

165 Semelhantemente podemos reduzir as
equagdes de graos mais elevados a huma , em que
entre huma {6 incognita ; porém a equagad final
fubiri a hum grio mais elevado do que deve fer.
Pelo que vamos a expdr outro methodo, que nad
he fujeito a efte inconveniente,

166 Toda a equagad a duas incognitas pode
reduzir-fe & forma ... dvm - Bym—1 L Cxm—2 .,
+ T=o0, fendo m o grio a que x efta elevado ;
Furquc podemos reprefentar por huma letra a tota-
lidade das quantidades , que multiplicad huma
melma potencia de x. Aflim, a equacgad genﬂ do
fegundo grio a duas incognitas ax» - bxy - ey
+ dx 4 ey+ f—=o0, pode ter a forma a¢ --
{_ﬁy—}—d]x—[—:p “+ey+f=o0, ou por abbre-
viar, 4x* 4 Bx 4 C=—o, com tanto que depois
de havermos feito o ufo para que e deo efta no-
va forma, fubflituamos em lugar das letras 4, B, C
0 que ellas reprefentas. Ifto polto, fejad . . .
Ax= -I-_B'In‘—l_l_ Cxm—2 +.ng—3+_ e T—o
457 - Bligm=i - Qgnra - Dxm—3 4= ., . T= 0

12 du-

o qual fubftituido na primeira
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duas equagbes do melmo grio, das quais fe pers
tende eliminar x.

Multiplicaremos a primeira por 4’, a fegunda
por 4, ¢ tirando o fegundo produéto do primeiro,
teremos huma equacgad do grio m—r1.

Multiplicaremos a primeira por 4% 4+ B’, 3
fegunda por Ax -I—- £, etirando o fegumlﬁ produ-
éto do primeiro , teremos fegunda equagad do
grao m—1.

Multiplicaremos a primeira por 442 - B'x 4 €,
a [egunda por 4x* 4 Bx - C, e tirando o {egun-
do produto do primeiro , teremos terceira equa-
¢ab do grio m—1,

Continuando do mefmo modo , até que o mul-
tiplicador feja do grao m—1 , teremos m equagdes,
cada huma do grao m—r.

Confideraremos pois em cada huma dellas as dif-
ferentes potencias x%®=-1  xm=2 xm—3 &c, como
fe follem outras tantas incognitas do primeiro
grio; e determinando (85 ) os feus valores por
meio de m—1 equacles , os fubftituiremos na ul-
tima.

Affim vird huma equagad fem x, e repondo
nefta os valoresde 4, B, C&c, e 4', B', C' &
terémos huma equagad em jy.

Se tivermos , por exemplo , as duas equagdes - »

Ax® + Bx + C=o
A% 4 Bx 4+ Cl'=o
as quais podem reprefentar todas as equagies 2
duas incu}gnitas v nad pallando huma deftas do fe-
gundo grao ; formaremos pela multiplicagab, ©
fubtrac¢ad as duas equacBes , . .
(4'B— AB")x 4+ A'C— AC' =0
(A'C — AC)x + B C—BG' =0 A

. w
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r i
AT AL, ¢ fublliwindo
na fegunda teremos — (A4'C— JC‘}E + (4'B —
4B')( B'C— BC')—o, equagaé em que nad
entra x.
TRy s Sl ks el

Ae 4 B+ Cx+ D—o

A% 4+ B +Cx+D'=o
formaremos as tres equacGes
(A'B = AB")x™ + (A'C— AC')x + A'D— AD' —o
(4C — ACH" 4 (A'D— AD' 4 B'C— BC'\x +B'D—BD'=o
(A'D— AD"® + (B'D — BDx+ ¢'D =~ ¢cD' — o

Confiderando pois ¥* e % como' incognitas do
primeiro grao , determinaremos os {eus valores por
meio de duas quaisquer deltas equacdes , ¢ os
fubftituiremos na terceira.

167 Se as equacbes nad forem do mefmo grio ,
ou fe os expoentes de x forem m e huma equa-
¢30 , e n na outra , entad fuppondo que m he o
maitor , multiplicaremos a equacad do grio » por
x*=*, ¢ defte modo a reduziremos ao mefmo grio.

braremus pois como nocafo precedente , conti-
nuando as multiplicacbes até que o multiplicador
chegue ao grao n—r1 , e teremos n equaches , cada
huma do grao m—r1. Em todas ellas fubftituiremos
rllﬂ_:t_fﬁ'-.famente por todas as potencias fuperiores
A x" o valor de x* tirado da equacad do grion,
ate que a mais alta potencia que reftar feja x* -1,
© que he fempre poflivel ; e delte modo teremos
7 equacdes cada buma do grio n—1. Por meio
do numero n—1 defias equacdes determinaremos
os valores de xr—1 g X2 =2  x#=3 &c. como (e

foffem incogpitas do primeiro grio , e os fublti-
tuiremos na ultima, Se-

A primeira di x =—
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Sejad , por exemplo, P —1=0,ca
dy~3%e= 0 duas equagdes , de que fe pertende

eliminar y.
Multiplicando a fegunda por y, a primeira
por a, e tirando hum produéto do outro , teremos

.ﬁ}rz+‘.' —l"‘ﬂ:ﬂ-

Multiplicando a primeira por ay + b, ale-
gunda por y* , e tirando hum produéto do outro,

teremos xy* -}- ay -+ b =o.

Tendo aflim tres equacées com y*, y, ex,
fe as tratarmos como fe foflem do primeiro grio a
tres incognitas , acharemos . . . . . .

:l."1 — 3.::5.1‘ —l— ﬂs + 53 == 0,

Do mefmo modo fe tivellemos y* —1 =o0,¢
ay’ -|- b ey f-x=0, formariamos as tres
equacbes

by 4 o 42y
¢y’ +xy" = ay -
w4 ay b =0
as quais juntamente com a fegunda das propofias
ay + by L ¢y + x==0 ferviriab para eliminar

as tres quantidades f y 9 13 » € achariamos. .
% — gacx’® 4 4atby — s =ao
REPY 7 ol By Py
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Efte methodo he geral , e admitte fimplifica-
cab em muitos cafos. %ur exemplo , tendo as duas
equaghes acima yf — 1 =0, e @y* by - x=0,
com muita facilidade deduziremos as duas equa-
cbes do fegundo grio, multiplicando a fegunda
por y , ¢ fubflituindo nella o valor de y* tirado da
primeira ; e fazendo depois o mefmo a que reful-
ta defta operagad. Nab nos demoraremos em indi-
viduar eftes cafos ; advertiremos foOmente , que
nas multiplicagdes fucceflivas por 4" e 4, por 4%
-+ Ble Ax + B, &c. he cfcufado multiplicar o
primeiro, os dous primeiros , &c. termos das duas
equacbes propoftas, e em geral tantos primeiros
termos , quantos fad os do multiplicador , por-
que os productos fe anniquilad pela fubtracgad.

168 Se determinarmos os valores das differen-
tes potencias de ¥ pela regra que demos para as
equacies do primeiro grio a muitas incognitas,
a equacad final em y nad paITari do grio mn , {up-
pondo que os maiores expoentes de x , e de y fab
m em huma equagad , e n na outra,

Mas (e os exEntntcs de ¥ ¢ de y forem del-

ignais em cada huma das equagbes , de manzira
que fendo os de x ainda m e n, os de y fejab porém
m-—4-p,en-t g, acquagad final em y nab pafla-
rd do grio mn ~- mg 4 np. Veja-fe a demonfira-
¢a6 nas Mem. da Acad. das Sciencias, ann. 1704,
Podem confultar-fe tambem as Mem. da Acad. de

Berlin , ann. 748 , e a Analyfe das linkas curvas
de Cramer.

15'?_ Em muitos cafos fe confegue a elimina-
¢ah mais brevemente , do que pelos methodos pre-
ceden=
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cedentes. Por exemplo fe tiveflemos bxy — a*x —
a’ ex’ —ax== by, tomando na primeira , . ¥=

a*x— a° b
y» enafegunda ; . « X = 4 = i@
-‘-"'f & X —a

multiplicando huma pela outra,achariamos x — :a.

Tambem para climinar y das equagdes ay’—

2y — ax*, e .n""f 45 ?u‘q::" , acharemos PrI—

2 4
meiramente y — kgl - V(L —}—-:‘ ) , ¢
a a*

4
y==xz i -+ ::‘) ; € igualando des
i

pois os dous valores , vird x = a.

Se as equagdes foflem x - y |- z —a, vy +
xz - yz = b , e xyz =—¢, multiplicando a primecina

Fm‘ - b feguml;: por x , tirando o fegundo re-
ultado do pnmmrn.e ajuntando ao refto a terceira,

achariamos x’— ax™ 4 §x — c = 0. Se em lugar
de multiplicar por x e % multiplicaflemos por

yey®, oupor z e z*, achariamos da mefma for-
te cquacoes femelhantes em y, ou em z.
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Days Equagies [uperlineares a mais de
duas incognitas.

170 H Avendo mais de duas equacdes , e
mais de duas incognitas, tres por exemplo , po-
demos pelo melmo methodo eliminar huma das
Incognitas por meio da primeira e fegunda equa-
¢ad , e eliminalla outra vez por meio da primei-
1a e terceira , ou da fegunda e terceira. Feito
ilto, teremos duas equagbes e duas incognitas ,
que (e tratarad pelo methodo precedente.

Porém devemos advertir, que efte methodo lendo
applicado a mais de duas incognitas, tem o inconve-
niente de conduzir a equacbes mais clevadas do que
deve fer. O meio de o evitar confiflte em eliminar
combinando as equagdes , nab duas a duas, mas
tres a tres , quando fad tres , e quatro a quatro ,
quando fad quatro, &e. ; combinagad que exige
iJu_ma elcolha particular. V. as Mem. da Acad.das
Sciencias , ann.1764 , onde tambem fe acharad mui-
tas indagacGes fobre o grio da equagad final, Sem
embargo de que eftes methodos abaixad confidera-
velmente o grio em comparacad de eutros ; com
tudo he provavel que elle ainda fe polla diminuir
mais , e que ifto {6mente fe configa , quando fe
achar hum methodo para eliminar (imultaneamen-
te todas as Incognitas menos huma , como [¢ tem
defcuberto para o primeiro grao,

Das
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Das Eguacgies a dous termos.

371 C Hamamos Eguacies a dous termes aquel-
las em que entra huma (6 potencia da incognita.

Por exemplo , a equacad ax’ - by’ —a'h'—
@b he huma equacad a dous termos, pois que dan-
do-fe-lhe a forma { a +4) ateenal Baiie aiﬁg, a-tb
pode reduzir-fe a huma 6 quantidade p , e ah —
&' b a outra ¢ » de manecira que a equagad pode re-

Prtl-lntar—ﬁ': porefta... pxs ==,

Eftas equactes fab muito faceis de refolver:
Havendo defembaracado a potencia da incognita,
como nas outras equacgdes , nab refta mais que ti-
rar a raiz do grio defignado pelo expoente da in-

cognita. Allim a equacad pxi=g fe mudara em

:\:5_: i

,» ¢ tirando a raiz quinta , teremos ¥

5 . T )

—/— + Em geral , a equagab pi" = ¢ @
q

L
X =v—.

172 Se m he impar, a incognita tem fem-
pre hum unico valor real , o qual fera pofitivo ou
negativo , conforme for o fegundo membro pofiti-
vo ou negativo, Se m he par, a incognita tem, co-
mo no fegundo grio, dous valores, hum pofitivo s
€ outro negative, os quais ferad ambos reais,on am-
bos imaginarios, conforme for o fegundo membro

politivo, ou negativo; pelo que nas equagdes a dous
Ler-
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termos a incognita nad pode ter mais que dous va-
lores reais. Por exemplo, a equagad ¥'— 1024

di » =— -f/mi.f. , porque ha hum unico valor real 4,
que fendo elevado 4 quinta potencia polla produ-
zir 1024. Porém a equacad x* — 625 da. ..

4
x—= /625 ; porque — % — hum numero par
de vezes produz o mefmo que 4 ¥ -} . Pelo con-
trario aequagad ¥4 == — 625 da x == =628,
ifto he, dous valores imaginarios , porque nad ha
numero pofitivo ou negativo , que fendo multi-
plicado por fi mefmo hum numero par de vezes,
produza huma quantidade negativa.
Applicacad. Achar dous melos proporcionais entre
g'e 625, :
Re;rel':ntandn os dous numeros defconhecidos
por x ¢ y, teremos == 5: & :y : 625, donde fe
deduz KN
5 " x . - x :J’ ¥
% L.t v Gax
Eftas duas proporcdes dad sy==x? , e 625¥ =y*;
donde vem y == —';—2— ,ex’ — 150625 ; logo x =125,

g y=73as,

Das Equactes que podem refolver-fe @ maneira
das do fegundo grao.

173 E Stas equacBes nad devem incluir
mais que duas potencias differentes de ¥ , mas o
expoente de huma deve fer o dobro do expoente

da outra ; tais fad x4 +5;‘=E,x5+5a~3 — i
=
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c em geral a equacab a tres termos da férma
%" < px" == ¢. Refolvem-fe eftas como as do fe-
gundo grao ; porque fazendo %™ — y, teremos
¥ - Py =9¢, equagad do fegundo grio , da qual

fe tin y—=—1px ¢/ (i¢"+yq) , ifto he,
W= = sy (B 9) 5 logo (171)-
i=4/ [0 = v G5 +0].

Applicacad. Achar dous numerss , cujo produfts
Jeja 6 5 ¢ a fama dos cubos faga 35.

Teremos J:‘_;.r:ﬁ,i: ::3-]—_}1-3:35 y A5

quais dad (163) y :;, B 2" s 35x%° =— — 216;

logo x — 17[% + 1/({%]1—216)]

=1/(ji-§—13). ifto he , x = Ef':z;rﬂgs
i

f .
ex = — == 2 e cﬂnﬁ:gumtemente y=12,

2
EJ':_].

Se m for par , a equacad podera ter até quatro
1alZes reais.

Da Compoficai das Equagtes.

174 T Oda a equagas di tantes valores para a
incognita  ou tem tantas raizes , quantas fas ai uni-
dades do mais alto expoente da incognita ; bem enten=

di-
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dido , que humas dellas podem fer pofitivas , outras
negativas , humas reais , outras imaginarias.

175 Para o moftrarmos , he precifo notar ,
?m: em toda a equacad fe tranfpuzermos todos os
eus termos para hum membro, e os ordenarmos
relativamente a x ( preparacad que daqui por di-
ante fupporemos fempre feita ) ; péde efte mem-
bro confiderar-fe como o refultado da multiplica-
¢a0 de muitos fattores binomios fimples , que te-
nhad % por termo commum. Por exemplo , na

cquagad x' 4 7x = 8x" 49, depois de fe lhe
dar a férma ¥ —8x" 4 7x — 9 — o , péde
¥ —8x* 7% — g confiderar-fe como refulta-

do de tres fadtores binomios {i mples x —a,x — &,
% — ¢, Porque eftes muoltiplicados entre fi , dad . .

13 -—af-‘-uﬁx—ﬂﬁr == O
— bx" - acx
— ox* + bex

¢ para que as duas equacdes fejad as mefmas , baf-
ta que feja . , . a—i—#—]—r:=3 = .ﬂeﬁ—[—ar:
=7, . abe— 9, as quais dad (169 ) , . .

¢ —8a" + 78— gamoy B — 88 470 — g
=0, ¢ ¢ =8 + 7¢ — g = o, Daqui fe de-
UZem as propofices feguintes.

ITP 1.° Por quanto nad ha differenca entre as
cquagoes que devemn dar os valores de a, 4, ¢,
05 quais por outra parte nad podem fer igwais
Entre 11, qualquer das tres equacdes neceflariamente
ha-de dar os valoresdea , 4, 3 logo cada humg

dellas deve ter tres raizes o, & 3 s

2.9
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2.2 E como cada huma das tres equacgfes he 2

mefma que a propofta x* — 8x" 4+ 76 — g =0,
com a differenca unicade a , ou &, ou ¢ fe mudar
em x ; tambem efta deve ter tres raizes , as quais
ferab os valoresde @, 6, ¢; e confeguintemente
as quantidades que fe devem fubftituir em lugar de
a,b, ¢ nos faltores x—a,x—b,x —c, pan

produzirem x3 —8x* 4-7x —g=0 , ferad u
raizes da melma equacad.

177 Eftas confequencias feriad as mefmas,
ainda que os coeflicientes das differentes potencids
de x follem outres quaisquer numeros , € a equa-
¢ab folle de outro qualquer grio. Affim fe tiver-

mos em gEr:ﬂ a cquai;aﬁ 14 am— Pﬂ.j + g% —r:n:-+'
s= o, {endo p , ¢, r , s numeros conhecidos , po-
deremos confideralla como formada pelo produdo

de quatro fatores implesx — a , x — &, x —¢»
x—d,oufuppollaiguala . . . . . . ¥

%' — ax’ 4 abx* — abex 4 abed =0
— by’ 4 acx’ — abdx
— -+ adx’ — acdx
—d0 4 bex” — bedx
RS P
+ rﬂ'xz

Para iffo , formando quatro equagbes como N9
calo prc{*cdcnte .ﬂ-]— b —l—-‘.‘-{-ffz-“ P ﬂﬁ‘i““
ad 4 bc 4 bd 4 cd =g , abe -+ abd + a8
bed=r,ecabed=3s3ay b, ¢, tfﬂﬂﬁ'}"?

ai




P2 ALGEERRA. 143

tais, que tenhamos .. . a* — pd® 4 ¢a" —ra s
=000 B e ph g —rb s =0 . ..
éept g —rcts=0....d" —pd
-{—gm"-—rd—-{-.r:&.

Pelo que cada huma deftas equagdes tera qua-
tro raizes , que [erad os valores das quatro quan-

tidades a , &, ¢, d; € como cada huma daquellas he

a mefma que a propolta Kt -—p.ri - rgxz — ]
4+ s=o0, as quantidades a, &, ¢, d [erad tam-
bem as fuas raizes.

178 Logo em geral : 1. Huma equagac de
qualquer grio que feja , pide confiderar-[e como for-
mada pelo produllo de tantos faflores binomios fim-
ples , tendo todos por termo commum a lelra que re-
prefenta a fﬂragm'm , quantas [a as unidades da mais
altc expoente da mefma incognita,

2.5 Qs fegundss termos dis binomies [ab as rai-
2¢s da mefma equagad , fende cada buma tomada com
Sinal cantraria,

179 Havemos fuppofto , que a equagad ti-
nha alternadamente termos pofitivos e negativos :
porém {eja qual for a ordem dos finais, como na

equacad x* -+ ps — gx* — rx4- s=o0, fempre
fe demonftrara do mefmo modo , que pode efta fer
reprefentada por (x — ﬂ}}.‘r — b) (x — ¢) (x —d)
Zg fendo a , b, ¢, d as fuas raizes.

150 Pois quetemos..a+b4-c+d=p...
dﬁ—]—af—‘-aﬂ—-"— .E:-{-.ﬁrd-l—_'l- iﬂ"; . . l? abe
t“abd 4 acd - bed=1r , . . abed=3s, €
@5, c,&c. fab as raizes da equagad ; fegue-fe ,

qul.‘:
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que na equaqaﬁ xt --pr” -+ gf e . + F=0;
e geralmente em toda a equagad.

1.2 O coefficiente — p do fegunds terms 5 tomads
com final contrario , iflo be ; = p , be igual & joma
de tedus as raizes.

2.2 O coefficiente de lerceire termo he igual d
foma dos produlies das raizes multiplicadas duas a
duas.

1.2 O coefficiente do quarto terms , tomade com
final contrario , be igual @ foma das raizes multiph-
cadas tres a ires ; e allim por diante até que final-
mente o ultimo terms he o produllo de todas as raizes

Eftas conclusbes fad gerais , fejad quais forem
os f{inais dos termos da equacad , com tanto que fe
tome fempre com final contrario o coefficiente de
cada termo de numero par.

Aflim na equagad ¥° -} 25" — 23x — 60 =0
a [oma das tres raizes — — 2 , a foma dos produ-
¢los , duas a duas =—= — 23 , e o producto de md:lf
tres =— - 6o, Com effeito, as tres raizes fad
+s5,—4, 3, porque cada numero d::lh;sn
fendo fubltituido em lugar de x , reduz o primeiro
membro a nada ; e he evidente que § —4—3
——2,—20=—15F12—=—123,¢ 5 X —#
X «— 3 ==bo.

181 Logo: 1.° Teda a equagas , em que faltar
o fegunds terma , terd raizes pofitivas e negalivas » ¢
@ foma de bumas feri igual @ [oma das cufras 5 € T¢
ciprocamente. !

2.° Se alcumas raizes forem o, fﬂfmr{rﬁ o
fros tanfss termos ultimos da rquﬂ;aﬁ' 5y € reciprocds
menie. .0
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3.9 8¢ todas as raizes forem negativas , [ferad
pofitives dsdos o5 termos da equagad 5 e fe todas forem
pofitivas , os termos ferai alternadamente pofitivos e
ﬂfgﬂflﬂﬂf-

Eem huma equacaé, cujas raizes a6 reais,
ha tantas pofitivas , quantas a6 as mudangas dos
finais ; e tantas negativas, quantas {ab as repeticdes
fuccellivas do mefmo final.

Aflim na equagad x% — 19¥ -+ 30 = o0 ; por=
que falta o fegundo termo, concluiremos que a
foma das raizes pofitivas he igual 4 foma das ne-
gativas ; com effeito as tres raizes a6 42, 4+ 3,

C— g

Nsn equacad x5 — x4 —xi 4 3x2—o0, em
que faltad os dous ultimos termos, as raizes (26
e=ls _L- | B 2y O, 0.

Na equa_!;-ag ¥4t 14+ 8=0, em

?ul: fe acha confecutivamente. tres vezes o mefmo
inal 4-, ha tres raizes negativas — 1, — 2, — 4;
Mas a equacad x¥ — 7x° 4- 14x — 8 —o0, em que
ha tres mudancas de final , tem tres raizes pofiti-
vas 4 1 » -+ 2, + 4.

Agora fe pode perceber facilmente a razad , por-
que muitos numeros differentes podem fatisfazer a
huma equagap. Propondo-fe, por exemplo : Achar
Ym numero tal , que fe delle tirarmos 5 , e lhe ajun-
tarmoes  fucceffivamente 3 €4, as duas fomas multi-
plicadas entre Jis e pels reflo, dem nada; teremos ,
fendo x o numero defconhecido , (x4t 4) (x4 3)
(¥—5) =0, iflo he, x* 4 20*— 23¢ — 6o
== 0. Vé-fe pois , que efte produéto pdde fer nada

¢m tres cafos , quando x — — 4 » quando x = —13,

ciquand? ¥=353 e que propondo-fe a equagad

¥ T 2%% — 23% — 6o =0, nad ha coufa que de-
K ter=
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termine a preferir — 4 a2 — 3, ou a-}~ 5, pois que
cada numero delles reduz igualmente o primeiro
membro a nada , e por tanto fatisfaz  igualmente 4
equagad. + btedt

182 As equagbes a cd=p,ab-=n
-+ ad -be - bd+-cd=q , abe -;[—::Erf-—lf aed -_l,hwf
== r, abed =5, conduzem a mefma equacad , tanto
para ter a, como para ter 8, como &c. Arazab he,
porque a b,e,d, eltad dilpoitas da mefma ma-
neira cm cada huma das equacées , e por tanto nad
ha motivo , para que huma dellas feja determinada
por operagdes differentes das que determinad a ou-
tra. Logo em geral : Se bufcando muitas quantida-
des delconhecidas , formos obrigados para cada hu-
ma a fazer ufo dos melmos raciocinios , das mel-
mas operacbes , e das meflmas quantidades conhe-
cidas , todas eltas ferad neceilariamente raizes dc hu-
ma melma equagad , e por confequencia o proble:
ma selpectivo conduzira a huma equagad compoita.

183 Huma equagalb tambem [e pode.confiderar
como formada pelo produflo 'de muitos faltores
compoftos. Aflim, huma equag¢ab do terceiro grao
pade confiderar-fe como formada por hum faclor
do fegundo x* < ax<}- 4, e outro do primeir0
% ¢ ; porque x? 4 ax —- & péde reprefentar o pro-
duflo de outros dous fatores fimples. Do melmo
modo huma equacad do quinto grao pode fer confi-
derada como produéto , ou de cinco faftores fim-
ples, oude dous do fegundo grao ¢ hum do pri-
meiro , ou de hum do terceiro e outro do fegundo,
ou finalmente de hum fa&or do quarto e outro do
primeiro. : 5

184 Como pois huma equacad de qualquer gra¢

pode fer formada pelo concurfo de hum ou de mul-
: tos
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tos faltores do fegundo, e as equagbes defte grio
podem ter raizes imaginarias ; fegue-fe que tam-
bem aquellas as podem ter , ainda que de férmas
muito differentes das do fegundo grio.

185 Do mefmo modo de conliderar as equacBes
fe fegue: 1.° Que huma equagaé do grio m na6 po-
de ter mais que m divifores do primeiro gréo.

186 2.° Que o numero dos divifores , que péde

ter do fegundo grao, fe exprime por m. A I".

2

Com effeito, hum fa&or do fegundo grao he o' pro-
du&ta de dous faétores fimples ; logo como eftes
podem fer divifores, tambem aquelle o podera fer.

Mas (148 ) ham, = ; > modos differentes de mul-

tiplicar m quantidades duas a duas ; logo' havera

mM—1

m.——— divifores differentes do fogurido gt4o.

Por exemplo , a equacas. . .

abx* — abex 4 abed = o
acx® — abdy _

e -d.:fx’ = ﬂrﬂ".’ﬁ

- bex® — bedyx

L by

L edy?

formada pEIanﬂu&ﬂ de(x—a)(x—5) (x=—r¢)
(x—d), pode confiderarfe como formada pelo

Produ@o de dous fa@ores do f; undo ors
eltes feis differentes modos, , eg. .ﬂ ng::‘ '-Puf

K 2 : mul-

Jf
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multiplicando (x—a) (x—B) por (x—c) (x—d)
| (x—a) (x—c) . . (x—b) (x—d)
(x—a) (x—d) .o (x=—B) (x—e¢)

(x—=8) (x—c) + . (2—a) (x—d)

(x—b) (x—d) ' . (x—a) (x—)

(x—c) (x—d) « . (¥—a) (x—b)

Concluames pois , que querendo achar os valo-
res'de ¢ e b tais , que x% - gx | A feja divifor de
huma equagad propofta: do grao m., podemos ter a
certeza, que g € b neceffariamente fe had-de de-
terminar cada hum por huma equagad do grio

me 2_ I, Porque fendo %2 4-gx 4 a exprel-

fa6 geral de hum fa&tor do fegundo grio, A deve

m—1 L
valores differentes , €

fer fufceptivel de m .
o mefmo fe diz de g, que he a foma de todas 2
raizes ; Logo cada huma deltas quantidades ha-de

fer dada por huma equacad do grio m . w2k

Prova-fe do mefmo modo , que no cafo de fe
confiderar huma equacad como formada por fafto-
res do terceiro grao , cada hum delles he fufcepti-

vel de m . 3 valores differentes , d¢

2 3
maneira que fe x* -}- gx? -} bx |- k reprefentar hum
dos factores, & fe determinara por huma equagad 0

T I '.'?il' p— 2 &
— ; . Podem-fe tirar confe-
2 3 quen”

griu m .




DE ALGEBRIA! 149

quencias analogas para os faltores do quarto grio,
quinto &c. ,

187 De tudo o que fica dito fe fegue , que ha-
vendo achado huma raiz a , para ter as outras , po-
demos dividir a equagab por x —a. A divifad fe
fari exaftamente , e dara por quociente huma
quantidade, na qual x eftari hum grio menos eleva-
do; e efta, fe a puzermos igual a nada, fera aequa-
cad que devemos refolver para ter as outras raizes.
Se foffem conhecidas duas raizes a e &, dividiriamos
a equacad por (x —a) (x—5), e aflim por diante.

Do miodo de transformar as Equagies.

158 A.Nms de palfarmos 4 refolucad das equa-
cies , he conveniente ‘que tratemos primeiramente
das differentes férmas que ellas podem ter.

189 8¢ em huma equagai mudarmos as finais dos
fermos em que enfrad polencias impares , @s raizes po=
fitivas fe ternaras negativas, ¢ as negativas fe tornara)
pofitivas. Porque fubftituindo — x em lugar de+-x%,
as raizes da equacad mudad de final, como tame
bem os termos, em que entrad potencias impares ,
fem que poriffo haja mudanga nos termos de poten-
cias pares.

190 Para mudar buma equagai affefla de cocffi-
cientes fraccionarios em butra que os nad lenba , fem
embaracar com coefficiente o primeiro termo , fubfti-
tua-fe em lugar da incognita , outra dividida pelo
produllo de todos os denominadores , e multipli=
que-fe depois toda a equacad pelo denominador,
que entad terd o primeiro termo.

BN Por
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J [ d i
Por exempla , {e tivermos x/ —x?
pla, e

=0, faremos ¥ =_Y . , ¢ fubftituindo viri
mup

4 ay* ¢ ey e
Einipi i min3p2 4 mn};;_l_; = o ; multipli-
cando pois por minip? , teremos a transformada
¥ - anpy® =+ mrnpey + miniprd =o.

19t Sem, n,p foflem iguvais, baltaria fazer

x = = , Logo para mudarmos huma equagad , que

em todos os termos tem coeflicientes inteiros , em
outra que tenha o primeiro termo defembaracado,
{fem que entrem fracg&cs nos outros termos , fare.

mosx = = , fendo m o coefficiente do primeiro
m

termo. Com effeita a cquar;aﬁ myt + axs + bx -"[‘
b
¢ =0, fendo dividida por m, da x’ -}—if + —’;5
”

r L]
+ —==0, a qual tem todos os denominadores
m

iguais.,
gu: g2 Para fazer defaparecer o [egunda ferm? d
buma equagao o fubflitua-fe em lugar da 1ncogniia s
eutra augmentada com o coefficiente do [egundp ferm? »
tomade com final contrario, e dividide pelo expoenté
do primetre.

Para o moftrar, feja a equacad geral +

o +ﬂxm~l_l_..{';_1;m—-‘+, e _i-.E'=Ch
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Supponhamos ¥ =—y -}~ 5, fendo s huma inde-
terminada ; teremos a transformada. . . . .

}.m._l_m_.;jm—:_l._m. m: X ﬁ}um-—:—i-&c, .,+£-=u

+ aym—r - (m—1 ) asyr—2 4 &c.
A% byn—2 4 &e.
Confiderando y come incognita , para que nefta

equacad defaparega o fegundo termo , s deve fer tal

que tenhamos ms -~ @ =— o, ifto he, deve fer

Por exemplo , para mudarmos a equacad x7 -}
6x* — 2x -} 4 = 0 em outra que nad tenha fe-
gundo termo , faremos » — y — 2 ; e fubftitnindo,
acharemos y? — 15y -} 26.—=o0, que nad tem y2

Da refoluat das Equacies compofias.

193 R-Ef?fﬂrr geralmente huma equacai orde-
nada de qualquer grao , como & 4 pxm— 1 L
gx" =% == &c * » =} — o0, he achar para a inco-
gnita tantos valores , quantas fa6 as unidades do fen
Ipator expoente , fendo cada hum delles expreffo
em letras p, ¢, &c. # combinadas entre fi de qual-
quer ‘modo 5 mas tal, que fe o fubftituirmos na
equacab em lugar de ¥, rednza o primeiro membro
~a nada, independentemente de qualquer valor parti-

cularde p, g, &ec.
Por exemplo , a regra que demos (100) , refol-
ve geralmente as equaces do fegundo grio ¥® - px

T9=09
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v} g=0, porque da dous valores x= —1p+
4/(1p> —9), € cada hum delles fubftituido na equa-
¢ad reduz tudo a nada, como he facil de ver,

Efta expreflad geral dos differentes valores de 1
he tanto mais difficil de fe achar, quanto mais ele-
vado he o grio da equagad. Para ifto bem fe perce-
ber , moltraremos , que feja qual for a férma dos va-
lores da incognita , a refolucad geral de huma equa-
¢2d de grio determinado deve incluir a refolucat
das equagies gerais de todos os grios inferiores.

Com effeito , a relolucad geral he huma equa-
¢ad do quinto grio. , . x5 4 pxt +gx' 4 ret
st 4t = o deve daraxcinco valores, cada hum
delles expreffo neceffariamente em todas as letrss
Prgsr, s, t. Mas quandot —o0,a equacad f¢
reduz a (24 4 pxf 4 gx2 -+ rx +s)x=o,cdh
190=—0 3 2°x4 4 pi L g1y F s =0

Logo hum dos cinco valores de x deve em tal calo

reduzir-fe a nada, e os outros quatro devem fer a3

raizes da equagad x4 - pxf + gx? 4wy 4-s=o.
E como fendo efta do quarto grao , as fuas raizes
nad podem deixar de ter a férma propria das do

-

quarto gra? 3 feguefe , que comprehendendao-fe el-
e

1as ao melmo tempo nas do quinto, a refoluca
geral delle grio ha-de comprehender a refolugad
geral do quarto. Pelo mefino modo fe provara , que
a refolucad do quarto grao comprehende a do tercel”
10 , ¢ afllim por diante. Logo a refolucat de hum?
equagad de qualquer grio deve comprehender a e
folugad de todos os grios inferiores,

Podemos pois concluir , que na cxprﬂﬁ'ﬂﬁ,de
huma raiz devem entrar ou explicita , ou imphcit-
mente todas as efpecies de radicais defde o feu
grao até o primeiro, Com effeito he facil de ver; qve

: : en
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em qualquer grao devem entrar radicais deflfe mefino
grao, porque no cafo particular de faltarem todos os
termos excepto o primeiro e¢o ultimo, a expref-
fa6 dos valores de x ha-de incluir hum radical fe-
melhante {(171) ; e como a férma geral das raizes
comprehende a forma das raizes de todos os grios
inferiores, fegue-fe que deve incluir todos os radicais
delde o feu grio até o primeiro, :

1904 Feitas eftas reflexfes fobre a forma das
raizes , expliguemos hum methodo de as achar, o
qual confifte em confiderar a equacad propolta co-
mo o refultado de duas equagdes a duas incognitas.

Aflim, fuppondo que a equacabhe . . . .
a4 pym—z L ggm—3 L pygm—s L &e ...} Et=—0,
fem fegundo termo (192) para facilidade do calcu-
lo, tomaremos duas equacdes da férma y»—1 —=o,
CaSiprbga=s Clugmsl i fymafolici n.
4 %¥=o0, das quais eliminando y, vird huma
£quacad em x do grio m da propofta fem fegun-
do termo. Determinando pois a, b, ¢, &ec. pela
comparacad defta com a propofta, e fubltitu-
Indo os feus valores na equagad aym—' - fyn—2
+ o= L dym—t + &c ... +r=—0, como
tambem todas as raizes de y, que der a equacab
y* —\1 == 0, as quais {e achab com facilidade ; te-
Temos todas as raizes, ou valores de x.

Applicacai ao terceiro grio.

195 S Eja x7 4 px — 0 a equacad que
fe P-'E}:teride refn!vﬂlj-P e Lo

omemos y' — 1—o, eay* -+ & X =50,
das quais eliminando y (167) , vem /ad

y ¥
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X — zaby 4 al —o
+ 4

Comparando agora efta com a propofta, para
que fejad as melmas , deve fer — 2ab =p, ¢

a’ 4+ 8 — ¢, das quais fe tira a* — ga’ ::_ !
-
; ,
Logo (173) a =v[ 1+ v(ig+ 501,
ulando de hum (6 valor de «, por nad haver necel-
fidade de mais ; e confeguintemente

5 %a il
b=V —v (i + 59 )]
Refta achar os valores de y por meio da equa-
¢a0 y' — 1 —o.Eftadiy—171 e dividindo (187)

* L] ¥

. — 1 %y —
yl—1por y—r1 ..., J":'-*"—zﬁ-—'—g.

Subltitvindo pois fucceffivamente ‘eftes tres va-
lores dey, eos dea e 4 na equacad ay? -+ by +

X — o0, e advertindo qm:( Y =4 j’ e re-

2
duz a — +-_:'/_ 3

-

» teremos as tres raizes da
cquacad Prnpnﬂa ST REP. 1 o T MY
y=—v [+ v (4 50)]
— V[ — V(i + 50 )]

:

MERRET 0 Ve 5]
— ¥V —a i Bty
B et A [ TR VA T ) B




DE ALGESBRA. 153
LRV PR (Ra* < ') ]
S Y de— v (g + 500)]:

is quais. fe pode dar a forma feguinte. + « &
; 1 1

=y [=ls+v(ie+50)]

+V[—ta—V (1F8+52)]-

o g DL ! Ryt o
r==1EYos Yl — gt v (Gt 1))
N : .
== =S =Fe—v (i 59 )
Se na equagad ¥’ - px -} ¢ = o fuppuzermos
— o0, teremos ( ¥* -+ p ) x=o0, a qual dax =0,

r""-]—i_/—p, X=—=— ¢/ — p{jmcnmﬁ,dw

duz nefte cafo das tres formulas bLI’.-‘lI.S das raizes.

196 A equagab af — ga’ =~—p’ tem feis rai-

zes ; porem , ainda que ufemos de cada hum  dos
leis valores de a, como he licito, nad refultaras por-
iffo 18 valores differentes para x: cada valor de a
da a x os mefmos tres valores , que di outro qual-
quer.

Para o moftrarmos , fmpliﬁquemnt: o calculo ;

fazendo v’r'f+ V(iq +~~P“1:’”-
; "/{"z?—'/( i".'f'l‘EP‘ ) ]=rn; a equacad

@ —1 (142 —]— ) fe mudari neftas doas

at — nt, A pr]mﬂ?m R e

—1—1/_*)_

=
ﬂ'-——m-"ﬂ_m( S —— "
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a==in [ :—"’iui) ; ea fegunda da , . !

E==N ..@=n

(_It""{:‘—ﬁ) A T —

A T s ¥ E

——e 2'{--——-3—) . E como temos o' -} 8 =7,

fera m’ - B} =—=¢,en’ 1} :5;:.?, ito he , fub-

ftituindo os valores demi e ni ., .0 —=1qg—
I | -
R '|......_._ o - i s

ViEe+5nri=n,cbi =4+ Vie¢+5)

= mi. Logo a e b {ab tais, que ab—=mnm; de ma-

neira que os valores que fe correfpondem , {ab o3

leguintes

okl w4 & m'a a8 IJ':J!
TN By _Vf_T_ﬁl) .E;—_:ﬂ(:._:k =3
2 2

LI I T R T 5:”1

a=="n .
n:u(—h-_—-l-;_;—*i:q—) bl — T

Se fubftituirmos agora qualquer deftas feis combi

nacoes em X — — .r;r_j.'; — by , e puzermos fuccelli-
vamente por y os feus tres valores, acharemos {em-
pre eltas’ tres raizes, .'.°J | JJxi=—m—¥>

Rty e =3

4

il Tote V0B Be il lfe LM P30
X m -+ 3

m-—{—l__""{-_'? -

2 :
197 Reparando nos tres valores de

achados , vé-fe claramente que quando 1/(
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- : ) for real , ifto he, quando p for po-
%7

fitivo , ou quando for negativo , fendo ao melmo

tempo N - EI.]TPE , os dous ultimos valo-
res de x ferad imaginarios ; porque fendo entad os
dous radicais cubos quantidades reais , ¢ defiguais,
os feus produltos pelas quantidades ¢/ — 3, €
— / — 3 nab fe deftruirad , e allim le conferva-
rad expretlées imaginarias nos dous valores de x;
pelo que fémente o primeiro ferd real,

I 2 __L a i

198 Porem fe ‘/(T? -+ v P-’) for
quantidade imaginaria , ifto he, fe p for negativo e
tal, que feja — p* 5> L 4%, os tres valores

de x ferad reais, _
Para o provarmos , I‘uppunhn-fe por abbreviar

‘:"‘F:’H;EV‘(-EI}-P; —"i—?“ )::H; a

Quantidade que tem lugar nelte cafo’ & . . L
,3/[ I .k . %

wigrnd + V’(Ti'
V[t i o

fe mudara em f}’{m—'ru Y — 1]

o T “nt e 2t

|1_
m> L ket sl
(I+3‘m‘/ I+9 iz S1 mi

S ﬂ“+ 110 H‘y"—"l'i“&L)

i-“i'_S- mt ' 2045 ms
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Do melmo modo feacharf . sou sty o w v in
3 :

VIH—V e — CP)= (n—ny/—1)=

1 ' ne

! g +_5_,,i I
% (1_5;¢_I+9m= 81 mi k"
10 né 110

Tag e gsw Y FEER)

Mudad-fe pois os tres valores de xem . . « «

I n

1
—m3 .
m 1/3[:3 m 81 ml
2§
% == m3(I+

L Y 5
+m?3 V’S(‘; g

s1 m?

=l

Expreffoens , em que.n;aﬁ ha termos im:ginﬂriﬂi-

A pezar das grandes fadigas dos Algebriftas,
até o prefente nab fe tem achado outro modo e
dar nefte cafo hum valor a]gehricu real is tres rai-
zes : pelo que 6 podemos determinallas por fe-
ries , ou approximadamente. Em razab da difﬁj:u]'
dade , deo-fca efte calo o nome de cafe irreduzivel

1 i ® » I
Se 27 #? for negativo e igual a . g* , todos

03
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0s valores de x ferab reais. Logo : Toda a equa-

¢a0 do terceiro grio tem pelo menos huma rajz
real,

. dAchar as raizes da equacai y*

t+ ¥ =3+ 4=o.
Faca-fe (192) .. y =x — 2, e teremos a
transformada  fem fegundo termo a¥ — 15x -+
20 =o. Efta comparada com a geral %% o4 px -

?z—_g_d;’[f::h 15,4 -——‘Eﬁ;lﬂgﬂ "":—P=_5l
3

A 1 Dbl ek

donde vem 1/('—;_“ ‘?2+“21? Ps) =444 :

4 €quagad propolta tem pois huma raiz real, e duas
Imaginarias,

A primeira he negativa,, . x'=— — .}’{[3 + v44)
=y I3 — /44 ) ; as outras duas {26 « . ¢ .« »

temos p=—-—g, g e==—10, ¢ -:U‘nﬁ.--
gl.l'.l'l—
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I
guintcmcnte/(;— 5'1-—]- Ef) — ¢/ —2; los
go a equacab pertence ao calo irreduzivel, Fazen-

do ufo das feries precedentes , temos m= — s,
15

m> == —1,7009; n== 2=—1, 4142; ¢ pu
5 3 o

conlequencia =9 2628 : logo , fubltituin-

do fomente na primeira ferie , vird . . . . . .+

20

2
Xx=- 11,7099 [2 g.: [n,zBﬁ]*—E‘

(0,2828 }+ 4 &c. ] ; quantidade , na qual fe de-
vem fazer asoperacGes indicadas.

Quando m for menor que n , formaremos [e-
rics proprias para efte cafo ( 159 ). Se me n differ
rem muito pouco entre {i , fera neceflario calcular
grande numero de termos. Adiante veremos outro
modo de achar os valores approximados de x.

199 Concluamos que fe pdde agora relolver
toda aequagad a quatro termos da férma y3= -4 py**
-+ g™+ r=o0; porque , fazendo y* —=x, tc-
mos\ X} - px* 4 gx + r=0, ito he, hums
equagad do terceiro grio. Se fizermos ym —zx — }%P-

deduziremos immediatamente huma equagad @
terceiro grao fem fegundo termo,

Applicacat as quarto grdo.

200 P Ara relolvermos a equacad gcral do
quarto grao fem fegundo termo

M p it r=o,

(o®
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tomaremos as duas equacdes y¢ — I =—= 0, &

o 1 by oyt x=o0.

Eliminando y (167 ), temos
At — gacx* + 4a¥lx —at — o
— 205> - 4b*% — c*
+ ¢
+ zalrﬂ
— 4ab’e
Efta comparada termo por termo com 2 propofla,
para que fejad as mefmas, di .. . —4ae—26" = p
oo 4a’h 4 ght =g .. —at — ¢t 4 b+ | 24°*
— 4ab’e = r,
Para ter &, fubftituiremos na terceira o valor de

a* 4 ¢t tirado da fegunda, e o deac tirado da pri-
meira ; e acharemos a equagad

644° - 32pb* + 4p*8* — gg =0
— 1 Orb*
a qual he do fexto grao, mas refolve-fe ( 199 ) Ama-

n‘r:ir:;. do terceiro, confiderando }* como incognita,
Efta equacad chama-fe a reduzida , porque a fua
refolucad fe reduz a das equagbes do quarto grao,

20I  Por quanto oultimo termo f

tal —, havera ( 180 ) pelo menos
da férma * — n, e conlegnintemente (178) 4* = n,
ftohe, b= = 4/n: logo b terd pelo menos dous
valores reais ; e dos feis que geralmente ha-de dar
a equacgab , tres terab o final 4, e tres o final —.

202 Para determinarmos a e ¢ , recorreremos

as duas cquacbes — 4ac — 28 = p, ¢ 44t

tem o [i-
mn faétor
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-+ 46c* = ¢, as quais dad 1ar=-—--3_p--.!‘,
e

ea® 4+ F = % 3 logo, ajuntando a primeira com

a fegnnda, tirando-a tambem da fegunda, e extrahin-
do a raiz -:imdmda da fomaeda d:rrt.renr;a tereimos

R 1/(;——_2-;.-_5‘)
a—:::/(iﬁ— Lp+#)

Nab deduzimos & e ¢, 0 .que feria facil (67 ),
porque nos bafta ter os valores achados de a +cc
i —

Se {ubftituirmos agora na fegunda equacad hypo-
thetica ¥ = — ay3 — by* — ¢y os valores de y de-
duzidos da primeira y* — 1 =— o, a faber (171,
187)..y==*1,ey= % ¢/ — 1, teremos 05

quatro valores de x , ou as quatro raizes da equa-
¢ab propolta

x=—b—(atc)=—b— 4/ L.—.;_p_p).
==bt(atd=—b+4/ (L —1p—¥)

e s npeii el i ompiib i 1/ ijl_%p.—?)*

=+4b—(a—c) 1,’4:_—';'-%&-—1/(';4%_7}9__1‘-)-

- as
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as quais ferad fempre as mefmas, ou fe tome o
final 4 , ou — nos valoresdea ¢, ca —c.
203 He facil de vér, que as raizes achadas
nab mudad, ou fe fubftitva 4 &, ou — b, Agora
moltraremos , que cada hum dos tres valores de &
que tiverem o final 4, tambem nad dara mais que
as melmas quatro raizes.
Tirando da primeira das tres equagbes — 4ac —

at =p, 4a*b 4 4b* =— g, ¢ — a* — * |- b

+ 2a%c2 — 4ab*c —r,o valorde JrosivIpseqar,
2
¢ [ubftituindo-o na fegunda elevada ao quadrado , e

na terceira, teremos g9 — — 8 (p + 4ac) (a* 4 )%
EFr— e gt — T + TP{:E + 4pac + 14.&1r1' 3 valo=
1es que fendo fubftituidos na reduzida 6455 —-
32pb+ 4 &cc. dad
B4 gl 208 4 (p e ) (& +¢ P =0
4 2c45*
— 8pach®
— 28a%*b"
Efta equacad, pois que he 252 = — p — 4ar, tem

[.'{LE_? ) o divifor 26* 4~ p -} gac. Fazendo a di-
Vila0 , e igualando o quociente a nada , para ter os

Outros dous valores de 2 , acharemos 4% — 8ach?
+ ot + ¢t 4 26%* =— 0 ; donde fe tira 193]
26 = 24¢ - (at¢)(a—¢ )y/ — 1, ou, multi
Plicando por 2, 4% = gar + 2 (a-¢) (@ —¢) y/—%
=[(a+¢) = (a—¢)y—1]*, como fe pide

La ¥C=
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verificar pela multiplicacad; e confeguintemente
i ’ -
b=} (a¢)+1(a—c)4y/—1, tomando fomen-
te o valor pofitivo , pois que o negativo conduz
as melmas conclules: logo os tres valores politi-

?Usdtﬁfaﬁﬁ:+/HP_ + e i b—=1 (a1

2
tie—y—1, eb=1(atc)—i(a—1
iy — 1.

Reprefentando o fegundo por 4, e o terceir
por 5", teremos a -} e = b’ -+ 5", € (a — ¢)y/—T1
== &' —b"; e {ubltitnindo eftes valores nos qua-
tio de %, acharemos ¥ — — b — 51 5, P
+ 5 + B 0l x e b __|__ B _I_E,H_.lﬁﬂl
A== b0 - B — 24", Aquife vé, que fe mu-
darmos , por exemplo , & em &', ferd necellario
mudar 20 melmo tempo 4/ em &, pois que em cada
hum dos valores de % entraé fimultaneamente as tres
1aizes &, b/, 5" ; logo efta mudanga da os mefmos
quatro valores de x, e por confequencia a equagad
do quarto grio nab pode ter mais que quatro raizes.

204 Reparando bem nos valores x — —?
*(ad<¢), ex = bx(a—c)/—1, offe-
recem-le: tres calos: ou as exprefloes a 4 ¢» ©
f_ﬂ"— ¢)y/ — 1, [a0 ambas reajs , o ambas 1ma=
ginarias, ou huma he real , e 3 outra imagimﬁﬂ-
No cafo de ferem ambas imaginarias , podem r¢-
duzir-fe. fempre 2 férma V—m, ou ¢/m.y/— s
fendo m huma quantidade real ; por yuanto hﬂ_‘

ey (L — 1Y e Y=

& Vl(ii" iy %P""i’:) ; e tendo fempre i
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{201 } ao menos hum valor real do qual fe p6-
de fazer ufo, he evidente que as mefmas quan-
tidades {6 poderad fer imaginarias , quando. for
negativa a quantidade que efta debaixo do ra-
dical adual, Nab aconteceria aflim, fe b ndd ti-
velle algum valor real ; porque fendo 4 imaginario
da férma 4/ — k , as quantidades a -+ ¢ ¢
(ea—¢) / — 1 poderiad fer imaginarias da for-

ni 1/(_',_/_;,_‘5)' ‘

205 lftopolto, feat-ce (a—e¢) / —1
forem ambas reais , cafo em que tambem os qua-
tro valores de X {erad reais, os outros dous valores

de 45, a faber [{a+r}:{ﬂ—f} v — 1 ]3,
ferad reais e pofitivos.

206  Se pelo contrario as duas quantidades
atc, efa—c ) v/ — 1 forem ambas imagina-
rias, ou, que vem a ler o melmo, e os quatro valo-
res de x forem imaginarios , 0s outros dous valores
de b ferad reais , mas negativos; porque {uppon=-
rh] :j'»-l—f__—_.{','/,__. g :{ﬂ ..-—.f] 1'/-—-1 :f}f—t
(204), teremos 4.:52 =kl )*s

207 Finalmente fe das mefmas quantidades
fomente huma for real , ou fe dos quatro valores
de ¥ dous forem reais e dous imaginarios , he evi-
dente que os dous valores de 44* ferad imagina-
Ti0s,

208 Logo : 1° Se a reduzida, confiderada co-
mo equacad do terceiro grio , tiver as fuas tres ra.
izes reais e pofitivas , a equacab do quarto grio te-
ra todas as quatro raizes reais.

2° Se tiver todas reais , e [Gmente huma poli-
fiva , a equacalb do quarto grio tera todas as fuas
quatro imaginarias, 3
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70 Finalmente fe tiver fomente huma raiz real ,
das quatro da equagad do quarto grao duas ferad
reais , e duas imaginarias, :

209 Por quanto , em geral, aférmula das raizes
de huma equacad do terceiro grio nad as da em
forma real ( 197 }, fenad quando {6 huma dellas
he real ; concluiremos que nenhuma das raizes do
quarto grio fe deduzira em forma real , fenad no ca-
{o unico de duas ferem reais ; e confeguintemente as
formulas tanto do terceiro, como do quarte grio
fémente tem applicacab nas equagbes, em que ha
duas raizes imaginarias.

210 Exemplo 1. Achar as raizes da equaga

«t -} 3x* — gax 48 — o,

Temos p=13, g=—§2, r=48; logo 2
reduzida fera 54.!1'5 4 gbb4 — T32ﬁ= — 2704 =— 0
ou fazendo  44* — u para fimplificar , #°

i

6u* —183u —2704—n0 ,0u fazendou—z—2,

23 — 1952z — 2322 — o, fem fegundo termo.
Vé-fe (197 ) que z nab tem mais que hum va-

lor real z =— — E/[ — 1161 4 4/ 1073296)

_#3/{—1151—1,/1&?3295} A L
— f/ (— 1161 4 1036 ]—'1/:_'—1161—-!&35]
543:/1’?5'1" 1:;'2'19'?:5—!— 13 — 18 ; ‘e com?

he df* — z — 2, ferd } = 2. Subftituindo pois
nas férmulas (202) efte valorde b, e os dep,7, "
teremos x——2+ ¢ —12, X =+ 2% i
logo os'dous valores reais fabx —13, e X — I
Os numeros defte exemplo forad tais , que ¢3*
da hum dos radicais pode avaliar-fe exaflamente.

Porém eltes cafos [ad rariffimos; o ordinario be
avas
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avaliar por approximagad, quando queremos ter
o valor numerico fem radicais.

Exemplo 1I. Achar as raizes da equagas y* 4 453
+ 9 + 129 -3 =0,

Fazendo (192) y =% — 1, virdat 4 24®
+ 2% — 3 == o, Temos pois p— 3, g=12,
r=—3; logo areduzida ferd 645 4 g65* -
84/ — 4 — 0, ou fazendo ( 199) immediata-
mente 45" — 22, 23 4 gz — 30 = o.

Ella equacad [ 197 ) nadtem mais que huma
raiz real » € por tanto {2[}3 ] a P['EIPD“R nad tem
mais que duas raizes reais. ;

Applicando as férmulas ( 195 ) , teremos

2= /(15— y/252) /(15 + /252) , 8

confeguintemente b =— 1 V(=2 ) =200 i mie

1y [—24- Y5 —y/ 252 )4 /(15 F4/252)],

Logo os dous valores reais de x fe comprehendem
nefta equacad

==y [-at V(15— y/as) Y/ sty )]

l—l[

1/[\?"["1"’ 1,3/{'5- y 252) % -f,f{ls t /252 )]
= V(=) =3 Y o)

Re-
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Reflextes fobre o Methodo precedente e [fobre

a [fua applicacad ds Equactes dos graos
Juperiores ao quario.

211 A. Equagab que no quarto grio deo 4,
nab paffou do fexto; porém fe procuraffemos di-
re&tamente @ ou ¢, chegariamos a huma equacad
do 24° grio. Para nos convencermos dilto, das duas

cquagbes — 8 (p 4 4ac J(a2 2 2 = 97, ©
>
., . il —I—_i 4 4pac + 14a°2 =1,

que achimos ( 203 ) na transformacad da reduzida
multiplique-fe a ultima por 8 (p - 4ac) , e do pro-
du&o tire-fe a primeira; vird a equacad
5128°¢ - 256pa*c* - 4o0p*ac - 2p' —= o
— 32ra¢ — 8pr

+ 47

a qual fendo combinada com a fegunda — at

— A4 & =r, afimde eliminar ¢, dard (168)
huma equagad do 24° grao. Mas independente-
mente defte calculo, podemos moltrar a melmsa
coufa pelo modo feguinte,

A equagad — 8 (p 4 4ac }{'ﬁz - 3l =

" q9 ;
da at + = — E—EF_"_“EJ — 2act. Subﬂttua-fﬂ

’ -
no fegundo membro o valor de ac, tirado da equaga?

do terceiro grio 511ﬂ3c3 - &c. ; teremos a* + ¢
— A4, chamando A4 i totalidade das quantidades €9

ord

nhecidas que formarem o fegundo membro. ﬁg{
¢




e ALGEEBRA, 169

{e reprefentarmos por B o valor achado de a¢, tere-

Bt

mos a* 4+ — — A, 00 a" — Aat — — B4,
at -

Efta equacad dard oito valores de @ ; mas a¢ tem
tres ; logo viraB tres equacbes do oitavo grao ,. €
confeguintemente & tera 24 valores : logo a equa-
cab em g fera do 24° grio.

212 He porém manifefto , que os expoentes
de todas as potencias de a4 que entrarem nefta
equacad , ferad mualtiplos de 4 vifto fer ella
(183 ) o produéto de tres quantidades da forma

a* — Aat -[— B4. Se fizermos pois at=—wu , &~
equagad transformada em u, que feri do 6° grao ,
nad incluird de radicais mais que os quadrados e 0s

cubos ; porque a equagab a® — Aot — — B4 da
e el I 1
at = — 4 = 1/( 7 4 B ), quantidade

na qual 4 e B, que dependem f{Gmente de huma
equacab do terceiro grio , nad podem conltar [e-
nad de radicais quadrados e cubos,

213 Tambem elta claro , que a® no terceiro
grio , onde a reduzida he #® — ga’ = ?I]_r_;ﬁ :
inclue tad [6mente radicais quadrados. Finalmen-
te na equagad do fegundo grao fem [egundo ter-
mo x* 4+ p— o, fazendo conforme o noflo me-
thoda P ey =0, e ay + r —o0, areduzida
@ =p—0o, di para a* hum valor {omente,
ou huin radical do primeiro grao , ilto he, bhu-
ma quantidade fem radical.

Logo concluiremos por analogia, que fe a re-
duzida do quinto grao incluir de expoentes de 4

: tad
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tad [6mente os multiplos de 5 , o valor de a5 in-
cluira tad {émente radicais quartos, cubos, ¢
quadrados. Se demonftrarmos pois que pelo me-
thodo adtual elta reduzida nad péde incluir de po-
tencias de @ , fenad aquellas cujos expoentes fo-
rem multiplos de 5, feguir-fe-ha que o noffo me-
thodo reduz a difficuldade das equacées do quinto
grao 4 dos grios inferiores : iffo he o que vamos
a fazer,

214 Seja ¥ 4 p g2 L x4 s —o0

huma equagad geral do quinto grio. Fazendo

¥ —1=0, af b0+ dy Fx=0,
¢ praticando como .no terceiro e quarto grao,
acharemos

¥ — sade® 4 shd'x’ — ged'x + &
— shex? + sa’ex* — salbx 4 b5
+ 5de — shdx - o5
-+ sab*%* — s5alx 4 O

+ 502’ — sa'cd

+ sbic*x — gabic

— gabedx — 5.::154:1": |

= shd

- sa b’

+ sab'd

+ gﬁzm’:

- 5::53:’4”

Suppondo o cocfficienté de x3 = p t’._-_m.canE-
mos por coefficiente a totalidade das qt:ﬂnlldﬂdﬂ

que multiplicad huma mefma potencia de x ), 0 4¢
j-
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3 — ¢, odex=—r, ea totalidade dos termos
conflantes — s, teremos quatro equacOes , as

quais , fazendo &= ga* , ¢ — ba* , d = ka*,
como he licito , e mudarad em outras gquatro ,
que incluirad g, h, k, elomente 87 200k R0
Logo , eliminando g , b, e &, a equacad final nad
iucluira de g outras potencias mais , que as de ex-
poentes multiplos de 5.

215 De tudo o precedente pois {e fegue , que
em ordem ao primeiro cocficiente 4 da equacad
a3 —1— 5‘} ke + &c. — o, a reduzida no le-
gundo grio he do grio 1.2 3 no terceiro he do
grio 1. 2. 3 ; no quarto , do grao 1. 2. 3. 4 : logo
por induccad , no quinto ferd do grao 1.2.3, 4.5 »
ou do 120° ; do 720° no fexto grio; eallim por
diante.

E advirta-fe, que o achar.fe no quarto grao
huma reduzida que nad palla do fexto , he huma
fimplificagad accidental , a qual provavelmente te-
ra lugar por hum modo 2nalogo nas equacdes , cujo
expoente for numero compofto , mas nad naquellas
em que for numero primo. Porque no quarto ario
ve-fe claramente, que efta fimplificagad proce-
de de & ter em todas as equagbes , em que entra ,
relagbes femelhantes para @ e c; ao mefmo tem-
PO que 2 nad tem para b as melmas , que tem pa-
ra ¢. Mas no gquinto grioa nephuma das quantida-
desa’, b, ¢, d fepide aplicar o mefmo que acaba-
mos de dizer de b no quarto grio, como he facil de

ver pelos coefficientes da equacad x> — 5 (ad + &)
% <+ &c. = o.

216 Como todos os expoentes de a {21+} que
en-
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entrad na reduzida do quinto grio, fad multiples
de 5 , [e fizermos a’ =— u, a equacad do 24’ grie,
que entad teremos, incluird tad {6mente ,f,'f, Vs

e 4/ ; devendo entrar na propolta os ,f/ , que mof-

5
tra a equacad a — Vu.

Bem fe vé agora de que modo devemos difcorrer
fobre os grios fuperiores. Quem dezejar maiores
individuacGes nelta materia , confulte as Mem. ds
Acad. das Scienc. ann. 1762 ¢ 1765 , onde fe acha
rad muitas clalfes de equacies fulceptiveis de hums
refolucad - algebrica facil , e outro methodo deduzi-
do do noflo, o qual fimplifica o trabalho nas equa-
ces , cujo expoente nad for numero primo.

217 Nab péde haver difficuldade em achar
fempre todas as raizes da equacad a dous termos

y* —1 —o, que requer o noflo methodo. Por-
que deduzindo-fe 20 menos huma pela fimples ex-
traccad da raiz do grio n, ifto he, tendo fempre
y =T ,quando n he impar ,ey =1, y——D0
quando n he par, a difficuldade de achar as outr®
reduz-fe, quando muito , a refolver huma equagad
do grio n -— 1, 6 que fe reputa fabido, quand®
fe paa 4 refolucad de huma equagad geral do gr?
n. Mas a difficuldade nem ainda chega a fer deffe

w - n—T1 g |
grio ; he tad {omente do grao , quando

H e

n he impar , e do grio , quando n he par

Porque , dividindo a equagad y* — 1 pela raiz

qnﬂ =
1:"3“
viE

y — 1, quando n he impar , on por y* — T,
do n he par , o quociente , ou a equagad que
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ve dar as outras raizes , feri [empre da férma

p4ph—r b=z L pt—3 L &ec... 41 =0,

fendo & hum numero par ; efta podera fempre re-

folver-fe em i faflores do fegundo grao da forma
2

#* =+ by -+ i ; e a equacad de que e ha-de deduzir

b, nad paffari do grio — . Nad me demoro em
2

demeonftrar a ultima propofi¢ad, a qual fe pdds ver
80 Tom, VI das Mem. de Petersburga.

Dos Divifores commenfuraveis das
Equagaes.

218 Q Uando huma equagad tem raizes com-
menfuraveis , podemos achallas pelo methodo fe-
guinte, com maior facilidade do que pela reflolucad
geral,

Como oultimo termo. ( 180) tem a proprieda-
de de fer'o produéto de todas as raizes , nenhum
numero ferd valor commenfuravel de x, fe nad for
divifor exato do ultimo termo. Poderiamos pois
tomar fuccellivamente todos os divifores do ultimo
termo , e fubftituillos em 4 e em — na equagad
¢m lugar de x , pois que as raizes igualmente po-
dFm fer pofitivas e negativas : o divifor que redu-
zille a €quacad a nada , feria o valor de x.

Porém , para na6 tentar tantas divifoes , vamos

ztﬂ?sr[?u??a&:t' pelo qual fe diftinguem os divifores

o ath;frl“ttﬂlﬂ. cnﬁrla:ndu primeiramente o mo-
ar.todos os divifores de hum numero.

219 Divida-fe fucceffivamente o numero propol-
pelos numeros primos , por que for divifivel,

co-

to
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come¢ando pelos mais fimples , e continuando 2
dividir em quanto puder fer. Efcrevag-fe a parte,
e em linha todos eltes numeros primos, repe-
tidos tantas vezes quantas fervirad de divifores; ¢
multipliquem-fe depeis dous a dous, tres a tres,
quatro a quatro, &c.: eiles productos, os nume-
ros primos que [e acharad , e a unmidade forma-
rad todos os divifores procurados.

Proponha-fe , por exemplo , achar todos os di-
vifores de 6o.

Divido 60 por 2, tenho 303 30 por 2, tenho
15; 15 por 3, tenho 5 ; 5 por 5, tenho 1. Al-
fim os divifores primos fab

2) 2, 3 &
Multiplicandeo-0s 2 a 2, tenho 4, 6, 10, 0, 10,15
Multiplicando-os 3 a 3, tenho 12,20, 30, 30.
Multiplicando-os 4 a 4, tenho 6o. _
Logo , todos os divifores de 60 , entrando a uni-
dade que he divilor de todo o numero, fad

i 20 sy, Gy B0 X250 155 o w30, 0.

220 lfto polto, para termos os divifores com-
menfuraveis de huma equacad ( havendo-os ), Pof
exemplo , da geral do quarto grio

vt grdn =0,

fupponhamos hum delles ignal a x -+ a: a equagad
propoita pode ental confiderar-fe ( 18{} como pro-

duzida pela multiplicacad de x -+ a por hum factordo

2° grao,como x8 - kx* 4 mx 4 . Moultiplicand

pois , teremos

¥t k3w g tan= o
4 ax® 4 akx® L amx

a qual, devendo fer igual & propofta, da

1 =
E+a=p ...m+a&:g...n+ﬂm="".;'
a




Logo para [aber fe hum divifor @ do ultime
termo he admiflivel , divida-fe o ultimo termo da
equacad por elle divifor ; tire-fe o quociente do
coefliciente de x , e divida-fe o reflto pelo mefmo
divifor ; tire-fe efte fegundo quociente do coeffi-
ciente de x?, e divida-fe tambem o refto pelo
melmo divifor ; e continue-fe allim , até que [e
chegue ao coefficiente do fegundo termo da equa-
€30, o qual deve dar 1 por quociente: Se o divi-
for fatishzer a todas eftas divisdes , poderd fegu-
Tamente tomar-fe por @ ; mas para fe conhecer a
inutilidade do numero , bafta que huma das divi-
s0es nad fe polla fazer exa@amente.

ERta claro , que a unidade deve tambem en-
trar nefte exame , tanto em -+, como em — ;

porém he mais commodo fubftituir 4+ 1 ¢ —
N1 equacad em lugar de x : fe de nenhuma deftas
fubflituicbes refultar o » nad pode fera=—1, nem

= = 1.

Exemplo I, . Pergunta-fe  fe a equagas
¥ — ox' 4 23x2 — 20x ~+ 15 — o {fem al-
gum divifor commenfuravel,

Tendo achado os divifores do ultimo termo
15, elcrevo-os por ordem de grandeza, toman-

d -0 em T eem'— . como aqui fe vé na pri-
meira linha dos numeros.
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£ —g-\'! + 235 —aox + 15==0

Divifores 3¢ 154 « 1 15, * 55 T 3o =— 3, — 51—
o B e S TS, I SR L el
—21,—33) = 2§; — 1§y — 17, — 1}

¥ -5

+ 18

- 6

- 3

: pallel |

Divido o ultimo termo 4 15 por cada hum
dos numeros da primeira linha , € efcrevo 0s quo-
cientes em fegunda linha.

Tiro cada termo da fegunda linha do coeffi-
clente — 20 de %, € com os reftos férmo terceir
linha,

Divido cada termo defta pelo corre[pondente
da primeira linha, e vou efcrevendo o0s quocientes
exados, que fe forem achando. Como nefte exem=
plo ha fémente hum , + 5, 2 equacad nab pooe
ter mais que hum divifor commenfuravel. Porem
ou fe ache hum (6 divifor exa&o , ou fe achem
muitos , continue-fe por efta maneira. 2

Tiro cada quociente do coefficiente 23 de 2%
e efcrevo os reftos em quinta linha; aqui he -+ 18.

Divido , como precedentemente, cada refto pelo
termo corre(pondente da primeira linha , e efcrevo
os guocientes por baixo ; aqui he — 6.

Tirando eltes do cocfliciente — g de x* , for-
mo nova linha com os reftos ; -aqui he — 3-

Finalmente , divido eftes reftos pelo term@
correlpondente da primeira linha, No exemplo
achamos -} 1 ; donde conclvo, que 0 termo cor-
refpondente — 3 da primeira linha he a, € qU'°
x—3 divide a equacad: logo x=73 he o “élm
commenfuravel de ¥ na equagad propofta.  >¢
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Se quizermos ter 20 mefmo tempo o quocien-
te da equacad , na colunna que houver fatisfeito,
tomaremos os numeros que fe acharem nas linhas
de numero par , contando defde a primeira ; efles
formarid o ultimo termo , e os coeflicientes fuc-
cellivos de x , x*, xf, &c. no fegundo fator da
equacad, Applicando ao noflo exemplo, temos — 5,
-} g 691 ~+ 1t ; logo concluimos , que o fe-
gundo fator he 1x} —6x* 4 5x— 5, de manei-
Ta que a equagad propofta he igual ao produlto
de x — 3 por &' — 642 -+ 5x — 3.

~ Exemplo II. Achar os divifores commenfura=
veis de ., L% 425 — 1+ 14 =0
D'J'u':l.fl:ll'f.il.‘ll:];.l'. ot.n T Ik $ F,«{- 2y — 2, — Ty—14
+ I+T 2, % 7Ty — Fy3=— By =— [ °*
—34,=—35:—40, — 26, — 31, —32
— 5, =120, t 13
T. 7y +22,— 11
+ 1,1 11

Os divifores 7 e 2 {26 os unicos que [vllen-

tad a préva até a ultima linha ; mas o fegundo na6
fatisfaz , porque da 11 por ultimo quociente , de=
vendo dar 1 : logo o unico divifor commenfuravel
he x 4~ 7.
, 221 Efte methodo f= applica do mefmo modo
5 equaches litterais, Se ellas (ad bomogeneas , ifto
he, fe tem 0 mefmo numero de dimensd:s em ca-
da hum dos feus termos , efcreveremos na primei-
1a linha fSmente os divifores do ultimo termo que
forem de huma dimenfag. Nad fendo porém ho-
_l‘nug:nea.s. y devera fupprir-fe a homogeneidade ,
introduzindo huma letra , cujas potencias comple-
m o numero de dimensdes.

M 222
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222 Se o primeiro termo tiver coefficiente , 0
divifor , em lugar de fer implesmente x 4 a, {era
em geral mx - a, fendo m hum dos fadtores do
dito coefliciente. Querendo praticar nefte calo o
methodo precedente , para cada factor em lugar da
fegunda linha , quarta &c. , ufaremos dellas mul-
tiplicadas por m , e admittiremos tab {omente por
a os termos da primeira , a que correfponder na
ultima o fegundo faftor do primeiro termo da
equagad propofta : porém balla tomar cm - os #,
em que fe fizer a tentativa. Por outra parte elle
cafo pode reduzir-fe ao precedente, fazendo del-
apparecer o coefficiente ( 191 ).

223 Huma equacab pode nab ter divifor com-
menfuravel do primeiro grio , ¢ com tudo tello do
fegundo. Achad-fe eftes por hum methodo analogo
ao expofto , porém como os calculos fad compri-
dos, abbreviaremos defta maneira. O fa&tor tri-
nomio , reprefentado por x* 4 mx -+ » multipl-
que-{e por outro fadtor tal, que produza huma quan-
tidade do grao da equagad propolta , por cxem-
plo, por hum do terceiro , como x% ~- ax* e
-+ ¢, fea equagad propolta for do quinto ; € for-
mando tantas equacdes quantas fad as indetermis
nadas ¢, b,c,m, n, &c. climinaremos 4, by
m , e virdi huma equacad em n , de que fe bulca-
14 os divifores commenfuraveis : affim ficard de-
terminado o faftor x* + mx -+ n.

He manifelto o que devemos fazer , para achar
os factores commenfuraveis dos grios fuperiores-
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Da extraccat das raizes das quantidades parte
commenfuraveis , € parte incommenfuraveis.

224 .A S quantidades da forma 1:’{{1'+ v'D),
2 que nos conduz a refolugad de algumas equagdes
(173 ), podem muitas vezes reduzir-fe a outras
exprelsbes mais fimples , que conltem de quanti-
dades racionais , e fimples radicais quadrados ; ou
fomente de radicais quadrados ; ou deltes multi-
plicados , ou dividides por hum radical fimples do
melmo grao do radical fuperior. Comecemos pela
reduccad das quantidades da férma /(C 4 /D).

Seja /(C4 /D) = y/m 4 /n, fendo m ,
¢ n duas incognitas ; teremos €+ /D=m -}
24/ mn + n. Como podemos determinar huma das
lﬁcﬂgnltastnh condicad que quizermos , vilto ha-
ver tab fomente huma equacad , fupponhamos
2/mn = /D ; feri C=m ~+n, e conleguinte-

= |
mente 02 — D — m2 — opm -I— " = [m —n)?

Logo €2 — D deve fer hum quadrado perﬁ:iti';- ,
Para que m e n fejab commenfuraveis. As duzs

'qj'-_'ﬂ*}ﬁ-ﬂ-“- (m—n)P2=C—D, e m-+tn—=C
WA= Ct T/ — D)y en=5C—
:V(C*—D); logo /(CH+ /D)= . . .
VIC+4y/(C:—D) )4 v/ [3C—3y/(C? — D)].
o f;i%"{‘lplﬂ I. Pede-fe a raiz quadrada de

Temos aqui C=1, D=48, eC*—D
—1 » que he hum quadrado perfeito ; logo a ex-
prelfad péde fimplificar-fe. Fazendo pois as fubfti-

Ma tui=
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tuicbes na formula achada , teremos /(7 -+ /48)

=vE++vE— =2+ v3
Se nos deffem /(11 - 64/2) , reduziriamos
(112) elta expreflad a /(11 4 4/72), e acharn-
mos do mefmeo modo , que a fua raiz he 34 /2.
Exemplo II. Pede-fe o valor de . . . »

Vl4ac 2 (atc) (@ — ) y/—1].

Reduzindo efta expreflaé a /[4ac -} /(—4
(a4¢)* (a—c)? )], temos C= 4ac , D — — 4a*
-+ 84%2 —4¢4 , e confleguintemente /(C* — D)
=—2(a* 4+ ¢2) ; logo o valor pedido ferd
V(0 et o el T a i ¢ 4 (=)
+/— 1, como {uppuzemos (203). Aflim a mefma

formula ferve para extrahir a raiz quadrada das
quantidades parte racionais , e parte imaginarias.

Se em lugar de /(C+4 /D) tivellemos
V/(C — /D), a formula feria /[ 1C +
} y/(C:— D)l — y[1C—(C* — D)l

Pelo mefmo methodo fe achara , que em ge-
ral a quantidade imaginaria monomia 44/ — I »
fendo 4 huma quantidade real , tem a raiz bi-

nomia (1 + 4/ —1)¢/+d. Por exemplo
Vay —1=1-+Fy/—1.

225. Vejamos agora as quantidades da forma

&{CJI" VD). Se C 4 /D tem raiz cubica

exafla, devera efta fer huma quantidade da forma

m -,3,-‘1- - J/iu v/n; porque fe na raiz entraffem
dous radicais quadrados , no cubo tambem entra”

riab dous , como fe pode vér , elevando /¢ -+ /b

ao cubo. Ifto pofto, fupponhamos -f:v"[ﬂ' - v D)
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—mJYk+ VE.yn; teremos C 4+ D
—mi k4 qmin 4 (3 m2k4-kn) /n, e igua-

lando a parte racional & parte racional , e a irra-
cional 4 irracional , deduziremos /D = (3m* &
~+kn)yn, e C=m k4t 3mkn, donde vem
(GG —D)k = (mk—nk) , oum*—n—

V(G2 — D)
k

cional , ou para que C - /D tenha huma raiz
cubica , deve tomar-fe pela quantidade arbitra-
ria & hum numero tal , que faca (C:2— D)k
hum cubo perfeito. Supponhamos por abbreviar

Vk(C*— D)
k
o n = m?* — p; e fubftituindo efte valor na equa-
€10 C=m? k 4 qmkn , vira 4km? — 2pkm — C
=—o. Logo para que m, e n fejad racionais, o
valor de m , que fe deduzir defta equacad , deve fer
racional. Bufcaremos pois os feus divifores com-
menfuraveis (220) , que acharemos todas as vezes
que a quantidade propolta for fufceptivel de huma

raiz cubica da forma m %/‘1- e afe’ k. o/n. Asduas
outras raizes cubicas fe acharad , bufcando todas
4s raizes da equacad 4km’ — &c.

Exemplo 1, Pede-fe o valor de 1'1/{1‘3' + 14 4/2).

Temos nefte cafo ¢ =20, D= 192 ; logo

"— D=8, que he cubo perfeito, e por tanto

Poflo fazer k = 1. Serh pois p =12, ¢ a equacad
4hm’

. Logo para que m* — n feja ra-

=p teremos m*— ng = p,
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4km? —— 2pkm — € — o fe torna em 2m’ — 1m

— 10 =0, ou fazendo (191) m=-—;-,cm_~,-‘ --

6y — 40 — o. Efta equacad tem y — 4 por divi-
for commenluravel (220); ferd pois y=4.,m =2,

e conleguintemente n—2; logo {Ef”[z:} -+ 14 /2]
=24 V2

Exemplo 11. Pede-fe a raiz cubica de 52 +
30 /3.

Como temos € — 52, D =2700, fera(*
— D =— 4, que nad he cubo perfeito. Iagamos
pois k=2, ferh p=1, e 4km’ — 3pkm i
— o fe reduzirh a 8m’ — 6m —§52=0, ou fa-
zendo 2m =y, ay’ — 3y — §2=0, Cujo divifor
commenforavel y —4 di y—4 ,m=—2,n=121

e ultimamente 1,'}7{ 52+ 20 ¥3) =2 1:72 +
1%
V2.3

Do mefmo modo extrahiremos as raizes cubi-
cas das quantidades parte racionais , e parte 1ma
ginarias,

Donde vem , que nad obftante a férma imag'-
naria que tem as raizes do terceiro grao (198) no
cafo irreduzivel , com tudo quando x he numero
inteiro, com facilidade fe acha zxa&tamente 0 feu
valor : nad he neceffario mais do que tomar ©
dobro da parte real da raiz cubica de % ¢

y(19¢ +%~P']- Porque x , ou f:gi}.
Vi—i+ viie+52 13’[*-%?‘;*
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V(i + a:?—p’]] nad podera fer inteiro fe

— 1 4+ V(ig® -1 —;;-p{f] nad for hum cubo

perfeito , cuja raiz confle de huma parte real, que
reprefentaremos por 4 , e de outra imaginaria B.

Serd pois y/[— 4¢ + V(i - 52)]1 =
A + Bt e Eﬂnfcguintemente 13'/[—- g -

Vil ;Tp' )] =4 — B;logox=124.
Por exemplo , na equagad (198) . . . Xi — 0%

— o= o temos Y[ — dg-+ v/( 1¢* + = )]
— if{i+1/-+2]=+—l+ v —2 3 lo-

go ferd ¥ — — 2. Se achaffemos as outras duas
raizes cubicas de 5-+ 4/ —2, teriamos feme-

Ilhantemente as outras duas raizes da equagad,

Na extraccad das raizes mais elevadas difcor-
reremos do mefmo.modo , que havemos feito nos
dous cafos precedentes.

Do modo de acbar as raizes approximadas
das Equactes compoflas.

226 0 Methodo que vamos a expor , fup-
poe que fe conhece hum valor da incognita ap-
Proximado até a foa decima parte. Vejamos pois
como fe acha efte primeiro valor , tomando para
ﬂ{EI].'lPIIJ a ﬂqua[‘:aﬁ. £ L= 5-‘7"'.“ 6 —o.

Sub-
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Subftitvad-fe em lugar de x muitos numeras,
tanto poflitivos , como negativos , até que duas
fubltituicoes confecutivas dem dous refuliados de
finais contrarios. Se os dous numeros que fatisfi-
zerem  a elta condicad , tiverem entre fi de diffe-
renca a decima parte de hum delles , ou menos,
qualquer dos dous , ou hum meio entre elles , feri
o valor approximado que {¢ procura. Se a differen-
ca porém for maior, praticaremos da maneira fe-
guinte.

Subftituiremos na equacad x¥ — sx -} 6 —0
0s numeros 0,1 ,2, 3, 4, &c. ; porém reparan-
do que tados elles dad refultados pofitivos , e que
ifto continuaria aflim até o infinito , paffaremos 3
bttittir —=1 ,"— 25 "— 3, &C. , O que nos da
os refultados feguintes.

Subftituictes. Refultados.
P e R T
e L] Ll - L L] 10
secily 2ise . apy jaw 3

w03 ith 2N eol@mteair=rmb .

Concluiremos pois, que a raiz efti entre — 2
e — 3. Mas como a differenca entre eftes nume-
ros he 1, quantidade maior que a decima parte de
cada hum, tomaremos o meio — 2,5 entre ¢l
les , e {ubflituindo-o na equagad em ]'.'IEEII' de %,
acharemos -+ 2,875, ifto he, huma quantidade
politiva ; logo a raiz elta entre — 2,5, ¢ — 3 -

Towmaremos o meip — 2,7 entre — 2,5 1 ©
— 13 , defprezando o que palifar das decimas, e pé-

la fhhﬂltuigaﬁ teremos — 0,183 , ilta he , huma
quan-
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quantidade negativa. Logo o valor de ¥ efla entre
— 2,53 € =—2,7; ¢ como a differen¢a 0,2 en-
tre elles he meunor que a decima parte de cada
hum , tomando ¢ meio , ferd — 2,6 o valor de x
fem erro de huma decima.

Supponha-fe agora % ignal ao numero a2chado
mais huma nova incognita z , ilto he, no nollo
exemplo , ¥ = — 2,6 43, ¢ fubftitva-fe na
equacab , defprezando z?, 2} , &c. como quan-
tidades muito pequenas ; teremos (— 2,6 )}
| y w 4
+1(—2,6)%— 5 (—2,6) —524+6=—0,0u
X, 424
15,28
— 0,09, levando a divifab tad {émente: até o
primeiro algarifmo fignificativo. Em geral , pa-
ra-fe com a divifa0 em tendo tantos Algarifmos
fignificativos , entrando o primeiro que F:: acha ,
quantas fad as cafas que medeiad entre efte , e o
primeiro algarifmo do primeiro valor approxima-
do de x : no noffo exemplo entre g ( primeiro al-
gari{mo fignificativo do quocientz 0,09 ) € 2,
que he o primeiro algarifmo de 2,6 , primeiro
valor approximado de x , ha huma cafa unica, e
por ilfo para.fe na primeira letra fignificativa 9.

——

15,282 11,424 = o ;logo z = —

I.ugn X = _2,6 —_0,00 — — 2,69.
Se quizermos o valor de x mais approximado ,
fupporemos aftualmente ¥ — — 2,69 1, ¢

fubltituindo na equagad , acharemos — o, 015109
*E’-TGB3 t =— o, donde fe tira t — o0,002004,
€ confegnintemente x = =— 2,69 + 0,000904
= '_"" 2 |+ﬁlggﬂgﬁ'.
S¢e quizermos ainda maior exa&idab , faremos
¥ = — 2,689096 -}- v, e continvaremos o cal-
culo do melmo modo. To
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Tomemos por fegundo exemplo a equacad
Xt — 4v7 —3x 4 27 =0,

O valor de » appmximadn até as decimas he
2,3. Faremos pois ¥ = 2,3 -} z, ¢ acharemos z=

0,583 __ 0,03, parando nas centcli-
17, 812

mas pela razad dada ; logo x = 2,27.

Para maior approximagad, faremos x = 2,27
~+ ¢, e [ubftituindo acharemos 1 = — o, 0025}
logo x = 2, 2675.

Reflextes fobre o methodo precedente.

227 N O methodo de Newton , que aca-
bamos de expor , fuppuzemos, que a raiz de hums
equagab fe acha entre aquelles numeros , que
fendo nella fubftituidos dad dous refultados de fi-
nal contrario. Ifto he facil de demonftrar. Por-
que , reprelentando o menor valor de x pora, €90
proximamente maior por 4, de maneira que ¥ —&
¢ ¥ — & {ejad dous fadtores da equacad , he claro,
que fe em lugar de % fubltituirmos hum numer®
pofitivo menor que @ , ¥ — a fe tornard negativo;
¢ fe fubltituirmos outro tambem pofitivo , m#
maior que @, e menor que b, x — a fe tornard
pofitivo , e o produ&o dos outros factores tera ©
mefmo final , que tinha no primeiro cafo: logo
como o fator x — a he o unico que muda de fi-
nal , tambem o produto total mudara, O melmO
fe demonftraria , fe 0 menor fa&or em lugar de
x —a folle x4 a; mas deve entad fazer-fe '_'b'
ftituicad de numeros negativos. Po-
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Péde porém fer, que fe {ubftituad por x todos
os valores reais , tanto pofitivos , como negativos ,
comprehendidos entre o € o ultimo termo , €
nem por iffo venhad dous refultados de [inal con-
trario. Acontece ifto em tres cafos : 1° Quando
as raizes {0 iguais duas a duas , quatro a qua-
tro , &c. ’

29 Quando todas as raizes {a6 imaginarias.

29 Quando fad parte imaginarias , parte iguais
duas a duas.

Por exemplo : a equacab formada pelos qua-
tro fallores x — a4 , x —a,x—b,x — b, ilto
he , a equacad (x — 2 ) (x — b )* — © nad mu-
da nunca de final , feja qual for o numero pofiti-
vo , ou negativo , que fe fubftitua em lugar de X ;
porque ou x — a feja pofitivo, ou negativo , 0
feu quadrado fempre he pofitivo. O melmo acon-
tece a ¥ — B,

Quando as raizes fab imaginarias , 0s (inais
tambem nad podem mudar ; porque le mudafiem ,
o valor de x eltaria entre os dous numeros 1eais ,
que deffem os dous refeltados de final contrario, e
por tanto nad feriad imaginarios.

Finalmente o terceiro cafo fegue-fe dos dous
que havemos examinado,

Vejamos como entad fe pédem achar as rai-
Zes,

Do modo de achar as raizes iguais das Equagies.

228 M Ultiplique-fe cada termo da eguagai
pele expoente que a incognita tiver no mefmo termo

¢ diminuindo effe expoente de huma unidade , [¢ for-
ma=
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mard buma nova equagas 5 o maior divifor commun
entre ella ¢ a propofia fe compara das rarzes iguais,
mas elevadas a buma potencia diminuida de buma
unrdade.,

Exemplo, Pedem-fe as raizes iguais da eque-
cab formada pelo produfto de (x — a ) po
(x —& )2, ilto he , da equagad

x4 — 2ax’ 4 a*® —a2a%bx 4 4?2 =0
— 2057 - 4abx® — 2ab%x
+ é‘lxl
Multiplicando cada termo pelo expoente de ¥,

e diminuindo o feu expoente de humwa unidade,
Leremos

4% — bax® + 2a4%% — 2a%h — o
— 60x* 4 8abx — 2al®
-+ 20%

cujo divifor commum com a propofta he x* — @
— X+ ab—=(x—a)(x—1b), oqual tem o3
mefmos factores que (x — g )2 ( x—4)2, mas
diminuidos de huma unidade, Eis-aqui a demon-
ftracad da regra.

Como ( 149) temos

(x4-0)" ="+ mx"=1p L m.

+m.i"‘:. ""‘—; x" 35 - &e.

fe multiplicarmos cada termo do fegundo mem-
bro pelo expoents de ¥, e diminuirmos efte eX-
pocote de huma unidade , acharemos

"
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m(x"t 4+ (m—1) 2™ 4+ (m—1) m:2
m—3 1 P ) Wi P oo W S0V Y ;
X + (m—1) — . X -{—&c)

=m(x45)"".

Logo, quando affim fe multiplicad os termos de
que {e compde a potencia m do binomio x4 4,
cada hum pelo expoente do feu x , o produ&o he a
Potencia immediatamente inferior , multiplicada
pelo expoente da potencia aGual. Efta pois demon-

flrada a regra no calo de ferem todas as raizes
1guais,

. Seas raizes porém nad forem todas iguais ,
l“f-’* he , {e tivermos (x46)"(x 4 4 ), multi-
p!lcartmus primeiramente os binomios defenvol-
vidos hum pelo outro , e depois cada termo do
produéto pelo expoente do feu x ; o reflultado fera

m( b=t (x4-dpp 4 n (x + B (x )1,
cujo divifor commum com (x + &) (x 4 d)* he
(¥-d)m—1 (x L d)i—1 ; e aflim por diante , qual-

quer que feja o num dos fat b
I-—i-ﬂ',ﬁ.:c“i ero dos faftores x -4 ,

Do modo de achar as raizes imaginarias

das Equagies.

n:-::"EF”::A indz_que as rai?es imaginarias fejad
e F::la els c_dli’ﬁ‘:r:ntes formas , cnnfurm_c o
o _,sf‘f_‘]“m;ﬂi‘ﬂ » com tudo podemos reduzillas

diloma ¥y —ad-by/—1, fendo a ¢ &
quan-

22
fufl
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quantidades reais, pofitivas, ou negativas, Veja-fe
a demonitragad nas Mem. da Acad. de Beriin,
ann. 1746, onde Mr, d’Alembert moftra, que
podendo fempre hum dos valores de x reprelen-
tar-fe por a -+ by/— 1, haverd outro da forma
a — by/— 1. Donde fe fegue :

1 O numero das raizes imaginarias he fem-
pre par. _

2° As equagbes de graos pares fab as unicas,
que pddem ter todas as fuas raizes imaginarias.

20 As raizes imaginarias, que di a refolu-
cat de huma equacad , tem duas a duas a melma
quantidade debaixo do radical.

4 Toda a equacad de grio par, cujo ultimo
termo he negativo , tem 2o menos duas raizcs
reais.

5> Huma equacad , que tem todas as raizes
imaginarias , pode refolver-fe em faltores do fe-
gundo grio da forma (x —a — by/—1) (x —38
- by/— 1), illo he , em factores reais do legun-
do grio a2 — 2ax - aa + bb.

Logo refolvendo huma equacad, que tiver to-
das as raizes imaginarias , em factores do [egun-
do grao (223) daformax®* 4+ gx 4, a ﬂqlli‘}ﬂﬁ'
em b terd feguramente algumas raizes reais, ©
confeguintemente poderemos achallas ao men®
por approximagad. Concluamos pois , que feja
qual for a equagad , poderemos fempre achar as
{uas raizes ou reais, Ou imaginarias , 20 men®
por approximagad.

i ﬁF-.- e
k) - [ I;"'

SEC-
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SECCAOQ IL

Da arrrLicAgADd DA ALGEBRA A’ ARITHME-
TicA E GEOMETRIA,

230 T Ewmos vifto nas applicagtes da Seccad
precedente, que a refolucad de hum problema ,
depois de formada a fua equacad , fe reduz a del-
embaragar a incognita , ou incognitas ; € que as
regras porque ifto fe executa , ainda que fejad
muito differentes as queltbes , e as quantidades
que nellas (e confiderad , a6 as melmas para to-
dos os problemas do mefmo grio.

M:}ﬁrimus em alguns exemplos , que eltas re-
gras difpenfad de multiplicidade de raciocinios,
que neceflariamente e deviad fazer , fenad recor-

reffemos 4s cquacdes , ¢ que independentemente
do _ﬁm numero, muitas vezes pela fua natureza fe-
Tad fuperiores 4s forcas ordinarias da razad. Vi-
Mos tambem , quanto era vantajofo reprelentar por
finais gerais as quantidades que eatrad nos pro-
blemas » € as operacdes que fubre ellas {e prati-

Ca0. Além deftas vantagens a Analyfe tem muitas

Outras de que vamos a tra@ar, confiderando as
CQuacdes em hum ponto de vifta mais extenlo do
qQue temos fejro até aqui.
= !‘.E €quacdes que exprimem de hum modo ge-
Cun:g. :;IS as cundlgues* de qualquer prublEEI'IH , 120
o mllll_rtrnsf tﬂ.v_m_ms livros , em que fe pédem ler
Rk ta facilidade as differentes relagbes, que
mas quantidades com as outras. A razad
aban-
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abandona o problema , e occupa-fe unicamente
com as equagdes , para applicar-lhes as regras que
enfinimos , e dar-lhes novas férmas, que melhor
deixad perceber as relagbes. Em huma palavna,
fab as equaches o depolito das propriedades das
guantidades que nellas entrad, e das refolugies
gerais de hum grande numero de problemas , que
nab lembravad , nem fe fufpeitava que dependel-
fem do problema principal.

Com effeito , como o fim das regras porque
fe achad os valores das incognitas , he reduzir a5
equaches a terem por primeiro membro cada hu-
ma das incognitas , e por fegundo todas as outras
quantidades ; e como eltas regras fad applicaveis 2
qualquer das quantidades que entrad nas equag0es.
elth claro , que podemos fempre chegar a ter qual-
quer dellas no primeiro membro , e todas as ou-
tras no fegundo. Enta6 eftamos reduzidos ao calo,
em que houveflomos de refolver o problema, no
qual fe delflem eftas ultimas , e aquella foment®
foffe a incognita. Logo huma equacad refolve
tantos problemas differentes , quantas fad as quan~
tidades que nelle entrad, Moftremaos ifto 'em al-
guns exemplos.

Propriedades gerais das Progrefstes
Arithmeticas.

231 S Eja o valor numerico do primeiro t"-‘:
mo de huma progreffab arithmetica=—a, 9

ultimo =« , a differenca commua , ou 2 razad
— d , o nuinero total dos termos = n ; o nume

ro dos termos que precedem o termo u ferd n‘l-':_"
o5
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logo ( Arith, 206 ) ... y—a 4 (n—=1)d. Ef-

ta equagad refolve o problema, em que {endo da-
da a razad de huma progreffad , com o numero dos
termos , e o valor do primeiro, fe procura qual
deve fer o ultimo termo. Mas como contém qua-
tro quantidades, refolve quatro problemas gerais,
Porque, :

1° Conliderando @ como incognita , temos
=4 —(n—1)d, a qual enfina, que o pri-
meiro termo de huma progreffad arithmetica cref-
cente fe acha, tirando do ultimo termo a razad
tomada tantas vezes menos huma, quantos {26 os
termos todos, ]

2° Confliderando n como incognita , temos

ek B : & 4+1,a qual moftra , que para achar

0 numero dos termos., dividiremos a differenca
€ntre o primeiro e o ultimo pela razad, e ajun=
taremos huma wnidade ao quociente. Por exem-
plo, feo primeiro termo for 5, oultimo 37, e
@ razad 2 , conftari a progreffad de 17 termos., Se

O quociente naé for numero inteiro , a queftad ferk
abfurda,

3° Confliderando 4 como incognita , temos
o i
— a2 9qual enfina, que para achar a

TaZad , tiraremos o primeiro termo do ultimo , e

dividiremos o refto pelo numero dos termos me-

nos hum ; o que concorda com a regra que demos

( Arith, 00 Frarsi i

2 Aﬂ?macqua;aﬁu=ﬂ—|— (n—1)d déare.
olugad de quatro problemas gerais , que e com=
Prehendem pefle Das guatra coufus , o primeir p

N ler=
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terme , o ultimo , o numers dos termos , € a razoo dt

buma progreflai arithmetica , fende dadas tres, achar
a quarida. .

232 Toda a progreflad arithmetica pode repre
fentar-fe por taetid.axsd atydaryd b
que fendo iguﬂ a~atuydiatzd.atad.at d.a

2 foma s dos termos de huma fera igual 4 ametade &
foma de ambas juntas. Mas a foma de dous term®
correlpondentes nas duas progrefsdes deve fempre
fer a mefma , e igual & do prineiro e ultimo de hu-
ma dellas reunidos; logo a totalidade das duas fe
achara fomando os extremos de huma , e multipli-
cando o refultado pelo numero dos termos. Log°
para acharmos a foma de todos o5 termos de huma
progreflad arithmetica , multiplicarems a foma 82
extremos pela ametade do numers dos termes. Por ex-
emplo , a foma dos cem primeiros termos da gl'ﬂ"
greffad dos numeros impares =—=1.3-5 7 o

100
cujo centefimo termo ==199, he (199 +1)75
= 10000,

A traduccad algebrica defta propriedade, conler-
vando as denominacOes precedentes , da a equacd?

5= a + u) -E , a qual refolve efte problema £

ral’, que comprehende quatro : Das quatro coufss
primeira termo , ultima y a fama , e numero dos terms
de huma pragrqﬁ;:rﬁ arithmetica , ﬁﬂfﬂ dadas 11%%7
achar a quaria, <t oy

Porque 1° conhecendoa,# , en, 2 tqﬂﬁ'?’f'
di o 'valor de 5. 2¢ Conhecendo @, u, € 5y t:ﬂm:‘

ER ¥ &
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25 ‘
m=—r—" 3° ¢ 4° Conhecendoa, s, €n, ou
a-u
25 25
lhr,f:n,tcrcmusu=;——a,uua=;—u.

233 Os oito problemas gerais que acabamos de
refolver por meio das duas equagdes , em que fe
traduzirad duas propriedades das progrefsbes , mof-
trab como a Algebra enfina a deduzir de hum prin-
cipio todas as verdades que delle dependem. Nad
obftante a pouca utilidade de algumas , continuare-
mos a traétar dellas, pois que pela fua fimplicida-
de {ad muito proprias para fervirem de exemplo do
ulo das equacdes.

Até aqui havemos confiderado {omente huma
equacad de huma vez. Porém fe duas, ou mais
equacbes contiverem algumas quantidades com-
muas , poderemos com fumma facilidade derivar
maior numerg de propriedades. Por exemplo, as
duas equacles fundamentais das progrelsdes ari-
th 1 e S — E

meticas 4 =g 4 (n —1)d , e s = (a - u) =
tem tres quantidades commuas a , % , ¢ n. Tome-
mos fuccellivamente em cada huma o valor de qual-
quer das tres quantidades, ¢ igualando os dous valo-
Tes, teremos novas equagbes , as quais exprimirad
a relacad, que tem entre fi as outras quatro quan-
tidades independentemente da eliminada. Aflim,
confliderando 4 como incognita , teremos . . .
2nt —n (n—1) d

pice 9 y 4 qual refolve quatn} pro-

blemas, Se¢ eliminarmos ou # , ou m, teremos ou

N 2 5
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dn? d :
-'-'-'—'—-ﬂ?!+—§—' — —E,ﬂu:_——.ﬂ_lnﬂ

das quais nos ferviremos para refolver oito proble-
mas, conforme forem conhecidas tais, ou tais
quantidades.

Concluamos pois , que as duas equages funda-
mentais contem a refolugad de vinte problemas,
que fe podem propdr fobre as progrefsocs arithme-
ticas , ou enfinad a achar qualquer das cinco quan-
tidades a , u, # yd , s, huma vez que ejad dadas
tres. Para fazermos algumas applicagdes ,

234 Supponhamos que fe pergunta , quantas ba-
las inclue a bafe de hum monte triangular , a qual
tem n balas por lado.

He claro que cada fileira parallela a qualquer
dos lados tem huma bala de menos que a preceden-
te , € que 0 NUMEro das fileiras he igual a n. Re-
duz-fe pois o problema a achar a foma dos termos
de huma progreflad arithmetica , cujo primeiro ter-
mo==1, 0 ultimo = n , e o numero dos termos

M‘; formula dos
2z

= n. Logo a foma fera

numeros triangulares, qiie fempre dara hum numere
inteiro , quer n [eja par, quer impar, Se o lado A
(Fig. 2) conitar de 6 balas , a bafe ABC tera 21
275 O mefmo principio pode fervir para achar
a fuperficie de qualquer frapezio , ou de hum tri
anfzuln, Com effeito, imaginandu a altura .dll'l'
dida em huma infinidade de part:siguais por Jinhas
’yeftas parallelas a bafe , ter=fe-ha o trapezio 108
ABDC ( Fig. 3) dividido em infinitos trapezios

beib | edki infinitamente pequenos. E como s
c
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elles tem a melma altura, tirando ce e &f parallelas a
bk, a differenca entre qualquer delles e o {eu vezinho
fera huma mefma quantidade cefg. Logo para achar-
mos a {ua totalidade , (232) multiplicaremos a foma
dos extremos pela ametade do numero dos termos.
Porém fendo os trapezios infinitamente pequenos,
pode cada hum fuppor-fe igual 4 fua bafe multiplica-
da pela fua altura. Logo fera a fuperficie do trapezio

CD 4 AB
={CD.&+AB.IJJE=( +28) b =
(CD j AH) IH —2a femifoma dos lados paral-

lelos multiplicada pela altura. Donde fe fegue, que
fe AB for nada, ou fe o trapezio fe converter em
triangulo, multiplicaremos a bafe pela ametade da
altura ; o que tndo concorda com o que fe demonf-
tra na Geometria.

.

Da foma das potencias dos termos de qualquer
Progreffas Aritbmelica.

236 A Soma de muitas quantidades que crel-
cem , ou diminuem por huma lei, determina-fe pelo
conhecimento de algumas dellas , do feu numero , e
da lei do augmento, ou diminui¢ad que obfervad.

Sejadba, b, ¢, d, &c. mnitos numeros em
progreflaé arithmetica, cuja differenca feja r. Te-

e i) e oy dem e

iﬁ
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2° Quadrando , teremos

b* —at + 2ar 4 r2
¢ = b 4 2br + r®
d* =2 4 20r 12
2 = d* - 2dr 4 r?

3° Elevando ao cubo , teremos

B —=a' 4+ 3a%r 4 zar? 4 r?
o = B A b Jegbr 4t
d' =) 4 3c*r L 3ert - 17
¢ =dl 4 3dr 4 3dr2 41}

Se fomarmos as equacdes dos quadrados , achs-
remos ¢ = a* + 2r (a+ b+ ¢ +d) & 47
Logo em geral , fe o numero das quantidades

a, b, ¢, d, &c. fe reprefentar pora, a ultimd

or ¥, ¢ a foma por s/, teremos u? —4*
2r (s'— u) 4 (n— 1) r2, donde vem a foma de
todos os termos de huma progreflad arithmeticd

pabim = H g
ar

Do mefmo modo a foma dos cubos dar
f=o Lyt Bt et s) £
(a4 +c+d )+ 4r', e em geral, fendos”

a foma dos quadrados , u! —a’ 4 gr (1=
+ 302 (1) (n—1) £ = 0 37 (1= W)
L At

2
Lo-
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Logo fera a foma dos quadrados ,ou . . .

Fop 2’ —2a 4 3ru* 4-3ra® 4 (n—1) r
3 br

Semelhantemente acharemos a foma das po-
tencias mais elevadas,

237 Se a progreflad for a {erie dos numeros na-
turais1,2,3,&C. feraga=1, r=1, u=a
4+ (n—1)r=n, e confeguintemente s =

w tpttn  a.(nt1) (2n41)
A 6

Supponhamos que fe pertende faber quantas ba-
las inclue hum monte dellas quadrado , fendo co-
nhecido o numero que tem hum lado da bafe. Como
todas as camadas parallelas 4 bafe fa6 quadrados que
vad diminuindo de huma bala por lado defde a bafe,
efta claro que a totalidade fers a foma dos quadra-
dos da ferie natural dos numeros, continuados até o
numero # das balas do lado da bafe, e confeguin-

(n+1) (20 4+ 1)
5 .

Praticaremos pois conforme efta regra . . . Ao nu-
mero das balas de hum lgds da bafe , e ao feu dobro
ajunte-fe a unidade ; multipligue.fe huma [oma pela
outra, ¢ o produéls pels mefms numers de balas do la-
do da bafe 5 ¢ tome- [z a [exta parte defle ultimo produ-
éh. Por exemplo, fe'o monte quadrangular tiver
na bale 6 l_}:das por lado , a efte numero e ao feu

obro 12 djuntaremos 1 , do que refultara 7»C13,
o produ®o g1 multiplicado por 6 dard 546, cu-

Ja fexta parte 91 ferd o numero de balas do mon-
te propollo. :

temcnte tera por exprellad i

Se
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Se o monte (Fig.4.) tiver por bafe hum paralle-
logrammo DFGI, imagine-fe dividido em hum
monte quadrando DEATH que ja fe fabe fomar,¢
em hum prifma CBFEHG, cuja totalidade le acha-
ra ., multiplicando o numero das balas do triangula
FBG (234) pelo nomero das balas de BC , ou de
AB — 1. Aflim , fe AB tiver m balas, o monte terd

n (n - IJ{,{M+ 1) g (n 4 1.]2 (m—1)

=N .

= (m4-n—1)y,
R

238 Suppondo que o numero dos termos he in-

"{”+'Lf1“+ l}ﬁ: by

finito , a formula s =

a :”=f-3f- =n?, —; ; porque fuppbr a infinito,
he fuppdr que # nad pdde fer angmentado por
quantidade alguma finita ; hypothefe que fe ex-
prime no noflo calculo, defprezando 1 em compa-
ragab de ne de 2n. Ifto polto, imagine-fe huma py-
ramide compofta de feccGes parallelas 4 bafe, ea al-
tura ST ( Fig. 5 ) dividida em huma infinidade de
partes iguais. Como conlta da Geometria, que todas
as feccOes faB proporcionais aos quadrados das {uas
diftancias refpedtivas 5¢ ao vertice S , eftas formarad
a progreffad natural , e as fecgbes a dos feus qua®

drados. Logo, pela formula sV = u’-;- » pard

achar a foma das [eccdes , ifto he, a folidez da py-

ramide, deve multiplicar-fe o ultime quadrﬂ_ﬂ'{;r
i
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ito he , a bafe, pela terga parte da altura, como
fe demonitra na Geometria,

239 Em geral: Por quanto temos , , . .

'"=dm'|'ﬂﬂr“-—ll"‘!'ﬂl.'m;;' -Iiw”_zr= 'I'n.izj—[.-—ﬂ:.l d'”-_jrj ¥ Ee,
3

Fad Pt S R et e T i S e B LT B RS
2 o | 3
Pt ¥ ol W g (P GO i B +H.!'I"_:_1 el Lol LU0
3
—_— e L —— - B
Py ™ ’r+u.’f——-a"—‘r’+m.1;—'," 2 N=3.5 4 8
3

fe ajuntarmos eftas quantidades , e reprefentarmos
por st™—"t , gi—2, gm—i  &c., afoma das potencias
Mm—1, m—2, m—3, &c. de todos os termos, e
por u o ultimo, acharemos u™ — a" 4+ . .

thr (sym—1 um;:} i F Vol i

+ &c. da qual fe deduzem formulas da foma de
todas as potencias de huma progreflad , pondo fuc-
ceflivamente m— 1t , m—12 , m==17, &c. ¢ ad-

vertindo que em ]ugar de 519 — u° pﬁdc tomar-le
ﬂl_li 5

240 Agora he facil de achar a foma de muitas
outras ef]

pecies de progefsées. Por exemplo , os
termos da prngral'[‘a[:+3 .7+ 1L.15. 19 &c. fo-
mados fucceflivamente formab a ferie 32 IO,
tﬂa';::'l 3ﬁd. 53, &e. a qual fe péde fomar. Ajun-
h“1m2 &;u t':llgfn;_n modo os termos defta, Eremn‘i

atrlEE.I v34, 70, 125, &XC. que
tambem he fomavel , cgmg iguja’fmentns a qnfq fe

férma pela addicad dos termos da ultima, e affim
Por diante até o infinito,

I rﬂ {Ir"ﬂ'v—i szl Eu.r-—-—i }

Cum
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Com effeito, fendo (233 ) afoma dos ter-

mos de huma progreflab arithmetica s —an +

r r 40,
— n? — —npn, ¢exprimindo s hum termo qual-
2

2
quer da primeira ferie , reduz-fe a queftad a fo-
mar a ferie das quantidades que refultariaé da

cxpreflad an —[——: nt — —;- n, fe fubftituilfemos

fucceflivamente por n todos os termos da pro-
grefad natural 1, 2, 3, &c. K comoaer, fejan
qual for, fa6 fempre as mefmas, para achar 2
foma das quantidades reprefentadas por an, balta
multiplicar @ pela foma das quantidades reprefenta-
das por #, ifto he, pela foma da progreffad dos nu-
meros natarais; logo an ferd a foma das quantidades

.rl ]
PG A ) s . Do mefmo modo a foma das quan-

tidades — n:—: t%.ﬂ.f , ea das quantidades

2
3 y pant a4 n -
ne :E( g o ).Luguafﬂmad”

L r r L]
quantidades an - T - n, ifto he, a fomados

(23 )2
2

termos da primeira ferie fera a .

:<y*+1ﬂ’+ﬂ) o M: I
2 6

2 2

[

M

;_L,? r{”_””"""_-”, Somando

6
tambem as differentes partes defte refultado, P’:

-
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o que nad fe requer mais do que fomar as potens
cias da ferie natural dos numeros , acharemos a fo-
ma dos termos da fegunda ferie ; ¢ aflim até o in-
finito,

Quando a=—1, ¢ r—=—1, ilto he, quando a
progreilad primitiva he a ferie dos numeros natu-
rais , as feries cujos termos [e formad pela addi-
¢ad dos termos da precedente , chamad-fe numerss
figuradass : eltes {ad lriangulares ou da terceira
ordem , pyramidais ou da quarta ordem, confor-
me pertencem 32 primeira , ou 2 fegunda ferie &c.

Se fora—1, e fizermos rigual a1, 2, 3, &c.
reflultarad muitas progrefsies arithmeticas ; as fe-
ries que fe formad pela addicad dos termos con-
fecutivos de cada huma deffas progrefsées , cha-
mad-fe numeros polygomos , os quais ferad frian-
gulares , quadradss , pentagonss , hexagonss , &c.
conforme a differenga da progreffad for 1, 2,
3: 4, &c.

Pela ultima formula pode achar-fe o numero
de balas de hum monte triangular ; porque [uppon-

n 1 n “
ﬂl:hu:l, cEr—1, teremosn. +

—————

2
donde fe deduz huma regra muito {imples, Se for
ﬂladu 0 numero total m das balas , fera # a raiz cu-
bica do maior cubo que fe contiver em Gm,

Do mefmo modo acharemos a foma das feries
que {e formag ajuntando a ferie dos quadrados , a
dos cubos &c. , ‘e em geral daquellas feries , cujos
termos fe exprimem por quaisquer potencias per-

feitas de hum mefmo numero # , multiplicadas por
qualsqucr numeros.,

¥ ¥

Das
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Das propriedades , e ufo das Progrefsies

Geometricas.

241 SEiaﬁ a,b,c,d,, &c, os termos con-
fecutivos de huma progreffad geometrica creflcente,
cuja razab = ¢g. Como pela propriedade deftas pro-
grefsdes (Arith. 211) he b—=ag, ¢ =bg, d=1]»
t=dy, teremos b+ cf+d 4 e=(at+t+
¢ 4+ d) g, ou em geral, fendo s a foma de todos 0
termos , e u o ultimo , s—a = (s—u) ¢, a qual &

s= . Se a progreflad for defcendente, 4

reprefentara o ultimo termo, e # o primeiro.
Logo: A fema de todes os termos de buma pre
greflas  geometrica acha-fe , multiplicande o maiir
terno pela razai , tirande do produéle o menar , ¢ 6"
widinda o reflo pela razas diminuida de huma unidade.
Entendemos em geral pela palavra razas o numcr®
de vezes que cada termo da progrelfab contem ©
immediatamente menor , de maneira que o noffo
enunciado convem tanto s progrefsbes crefcentess
como as decrefcentes. _
Se a progreffab for decrefcente até o infinito,
o ultimo termo ferd infinitamente pequeno , € *

] u 1
formula fe tornara em s = s L . Logo nelte c2

ik
fo o produ@o da razad multiplicada pelo maiof
termo , fendo dividido pela razad diminuida
unidade , dara a foma dos termos da progre:
fad. Aliim a foma dos termos defta Prugrciﬁ?

I 1 1 1 2 ciin
S 1 — * — &¢. continuada atc
Hrlewy 4 8 16 _
ine
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infinito he R mer B geral , toda a progref-

fab geometrica decrefcente até o infinito da forma

e BT ——— &c. fendo s

T ad1 (w1 " (pd) ‘

hum numero qualquer , tem por valor a unidade.
Nab parecera extranha efta conclufad a

quem advertir , que tomando , por exemplo , os

%--:la linha AB (Fig. 6) que fupponho fer de 1 pé,

’ - A
depois Cd , ou ~ do refto CB , depois *3—~ do

refto dB, e aflim por diante até o infinito , como

= ] 2 L] 2’ L] 2 -
exprime a progreffad ==~ — . — [ — &c., 1lto

3. o 27
he, %i :-E & L :—:1— n’z‘éu &c., nad f[e
abforbe E’uaiﬁ :E[u: a ﬁnha %"!B.

242 Seja o primeiro termo de huma progrel-
fab geometrica — a, qualquer termo della = «,
a razab == ¢ , o numero dos termos =n , fera
(Arith. 213) #=ag"— . Efta equagad refolve elte
problema geral : Das quatro coufas, primeiro ter-
mo , ultimo , razad e numero dos termos de qual-
quer progrefiad geometrica , fendo dadas tres,
achar a quarta. Porqueda formula 4 =ag"—', a
qual di immediatamente o valor de w, le deduz

i n—1 i

a4 = = el = — , Note-fe que efta ul-
(]

tima concorda com a regra que demos na Arith-
mectica , para meter muitos meios proporcionais
entre duas quantidades a ¢ . Quanto an , a Algebra
nad da meios dire@os para o achar; mas facilmente [e
relolverd a equacad por meio dos logarithmos ,
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advertindo que fe / reprefentar as palavras ligaris
thmo de, fera ( Arith. 227 ) lab=la 4 Ib, ¢
( Arith. 229 ) la® = nla. Logo na equagad w =
ag"=" teremos Ju = la -+ (n—1 ) lg , donde vem

Para fazermos algumas applicacdes , fupponha-
mos que fe derab 6cooo libras a juro de g por 100
com a condicad de fe reputarem os interelles todos
os annos como hum capital que igualmente ven-
¢e juro : pergunta-fe quantos annos fad neceffarios
para que o capital chegue a 1oococo libras.

) I ;
Como o intereffe he — do cap:ml do anno
20

precedente, reprefentando pora, b, ¢, 41 &
os fundos fucceflivos de cada anno , tercmos

I 21 21
ﬂa—"— —g = —— == E.&,q‘.‘f: E-_ﬂ-.'.‘, =

20 20 20

ar
> d. Lugﬂ os fundos annuos formaé huma pro-
o

greflab geometrica, cujo primeiro termo 4=
6oooo, o ultimo w == 1000000, a razad 4 =

21 "
“, e procura-fe o tempo, ifto he, n—1. Nefte calo

20
Il 1e00000 — ] booo0 1,2218487
#_,—l'-"

e [21 — 20 : +I=ﬂ.ﬂzllﬁ*}3

< 1 pelas Taboas, ou n—1 = 57,7 proximamen=
te. Logo o capital 6oooo lib. chegard a fer de
1000000 lib. no fim de 57 anuos 8 mezes §,cO™

pouca differenca.

A equagad g :#17 2 fe refolye facilmente

T
'FIDI'
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por logarithmos ; porque (Arith. 230, €231) te-

remos lg = I“d:ﬂ Applicando ao cafo prece-
.
,221848
dente , acharemos lg = I—ﬂ;;—;‘?- =0,0211757»

logarithmo a que nas taboas correlponde o numero
1,0500 muito proximamente; donde concluiremos ,

L] I Ll
que o intereffe he o Proximamente.

Supponhamos por fegundo exemplo, que a
populacad n de huma provincia tem de augmento
fucceffivo todos os annos huma fua parte deligna-

1 Ly
da por —; pergunta-fe, em quantos annos vira

a popula¢ad a conftar de m pefloas.

Sendo ¥ o numero de annos que fe procura , e
difcorrendo como no exemplo antecedente, ve-fe
claramente que a ferie da populacad annua forma
huma progre(fas geometrica,, cujo primeiro termo

1t?

, € O NUMCTO

he n, oultimo m, a razab

. I P‘\ x
dos termos x -1 1; logo teremos » ——‘:d—') = My

: Im — In
. © por confeguinte x = -
(rtp)—Jp
5; for p =100 € m =10n, acharemos x ==
10
hor o - el e RS 231. Logo ainda
101 — /io0 43214

qu€ a populagad crefca em cada anno f6mente

huma fua centefima parte, paflados 231 annos cltara
2 vezes maior ; palfados 462 annos, fe fﬂrﬁ cem
Ve
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vezes madior ; ¢ mil vezes , paflados 693 annos

Com igual facilidade fe achara o augmento
annuo da populagad. Se em cada feculo, por ex-
emplo, o numeron de habitantes fe fizer o duplo ,

i 100 :
teremos \- ;'.—p) =— 2, e confeguintemente

1-4p I
i & == i—ﬂ—ﬂfz = 0,0030103 ; logo p=144

poximamente : bafta pois que a populagad crefca
1
em cada anno 4 [ua Tag Parte.

No cafo de n = 6 , como acontecen na propd-
gacad da Terra depois do Diluvio, para que no
fim de 200 anpos houvelle hum milhas de pefloas,

o 1 1 T 000000 .
d'-'.-"ql'lﬂ'. rﬂff +P=__=_-__- Jom—— =G.IDEEI|:'91I
200 6

. Ip tobigh3 g
dﬂndt rﬂ tira T —— i-u_-_u"ﬂﬂc.ﬂﬂ - P — 16 P]’D-

ximamente. Se a progreffad crefcefle defte m?dﬂ
por efpago de 400 annos , o numero de almas che-

garia 4 1000000 . Icﬂgiﬂﬂ == 166666666660,

243 A equacad s = R

g—T :
tro formulas, as quais refolverad efte problema ge-
ral : Das quatro coufas:, foma ; razad, primelro ©
ultimo termo de huma progreflad geometrica, fen-
do dadas tres , achar a quarra.

Finalmente , fe combinarmos entre fi as dvas

—i g
equagles s == FITE ag®—t, refolveremd

—I
’ elle

dara tambem qua<
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toutro problema mais geral : Das cinco coufas,
primeiro ¢ ultimo termo, razad , foma e numero
dos termos de huma progrefiab geometrica, fendo
dadas tres, achar as outras duas.

Da fuma das Series Recurrentes.

244 Dﬁmas o nomeé de récurrentes aquellas
feries, em que hum termo qualquer fe férma de cer-
to numero de termos precedentes, multiplicados ,
ou divididos por numeros determinados , pofiti-
Vos, ou negativos, Por exemplo, a ferie2, 3,
19, 101, 543, &c. he recurrente , porque para
le formar hum termo , recorre-fe aos dous prece-
dentes , multiplicando o primeiro por 2 , o {egun-
do por 5, e fomando os productos ; aflim 543 ==
19.24 101.§, e 101 =3 .2} 19.5.

Somad-fe eftas feries pelo methodo de que aci-
Ma hzemos ufo , como vammos a moltrar, applican-
0.0 fquellas feries, cuja lei depende de duas quan=
tidades fomente , 4 maneira do exemplo propofto,

. Sejad a, b, ¢, d, ¢, f, &c. os termos confecu-
tivos de huma ferie defta efpecie, m e p os nu-
meros determinados de que depende a fua forma-
£20, L“E“ tereimos r=mg—}—p& , d = mb ~2¢»

& = mc + pd, f=md | pe, e confeguinte-
mente €+d+f+fzm{ﬂ+ﬁ+f+tfj+
P{‘f"’l"-l-n'-{— e), ou defignando s a foma de

tr:::ins 0s termos, :-m-—-ﬁ=rn{f—f—f}+
?ls—a—f); B aakidiy el LQENR0 B S0y
¢ Mot mf A pat-pf —a—1b

m-t-p—1

» dependente

dos
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dos dous primeiros termos, dos dous ultimos, @
das quantidades m e p. Se for m==o0, toremos
pf—b - J

5 == v -} a, como deve fer, porque entad 3
ferie torna-fe em progreffad geometrica.

Péde introduzir-fe o numero dos termos , pros
curando a expreffz6 geral de hum termo qualquer
em quantidades a, &, m, p, € no numero dos ter=

mos n.

Da Confirucai Geometrica das Quantidades
Algebricas.

245 A.S linhas , as fuperficies , e 0s folidos s
como {ad quantidades , admitem as .mefmas opers-
cbes , que fe fazem fobre os numeros , € {obre as

quantidades = algebricas. Os refultados porém 0¢
dous modos fccgndcm avaliar , ou em nuMEerosy

ou em linhas. O primeiro modo , que tem lugars
quando as quantidades dadas fe exprimem em Nt
meros , prelentemente nad tem difficuldade : ub-
ftitvem-{e em lugar das letras as quantidades nu=
mericas que ellas reprefentad, e fazem-[e as ope~
racoes indicadas pela dilpoficad dos finais, e das
melmas letras.

O fegundo modo , o qual fe chama eonflruc®
das quantidades algebricas , ou do problema que a8
produzio, depende de fe entender 2 (ignificacad <
certas exprefsdes fundamentals , a que (e refercm
todas as outras. Trataremos das primeiras » € entl=
naremos ao melmo tempo o modo de reportar=

1hes quaisquer outras exprefsoes,
q q P 'LI-&
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246 Para conftruir f;— » he neceflario achar

huma quarta proporcional 4s tres linhas conheci-
das a, b, ¢. 1ito fe faz, formando (Fig. 7) hum
angulo qualquer com duas linhas indefinidas AX ,
AZ, etomando fobre AX a parte AB igual 4 li-
nha reprefentada pore, a parte AD igual a huma
das duas @ e b, a @ por exemplo, e fobre AZ a
Parte AC igual a & ; entab fe tirarmos BC , e con-
duzirmos por D a parallela DE , efta (2. 6. Eucl.)

LE ab »
determinara AE —= 2., O mefmo fe fard para
L

N aa .
conftruir — | com a differenca de tomar a em
c
lugar de
ale ab

Ll t L]
Se tivermos 9°¢ — 22, ¥ —, conftruire-
de d ¢

imos primeiramente f} , que chamaremos m , e de-
. me -
pois T Praticar-fe-ha do mefmo modo para

. a?b 4
conftruir — 2 s

£2 ¥ ,.!]i ¥
A d
Se a expreffag for ﬂfjl__i'tf —— {l:-i-d}ﬁ ’

conflideraremos 4 ~+ d como huma linha m,

£ -
“*+d como outra # y ¢ aflim a expreffas fe re-

& h_m:fr ]
£ Sl Do mefmo modo conftruiremos

f_:}—_f_ _ (a4 ) (a—b)

[
Confifte Pois o artificio em refolver a quanti=
02 dade
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A t '
dade em porgbes da forma fj— s OU -—ﬂ:-— . Alnds

que ifto pareca diflicultofo em algumas exprefsies
que tem numeradores , ou deneminadores €om-
plexos , com tudo facilmente fe confeguira por
meio das transformacdes.

A o a 4 :
Por exemplo , para conftruir e {uppo-

semos b3 — atm , € ¢ =— an; entad a expreflad 2
4 (a m)a ;
transformara em —-j- / s que he facil de con-
a + n

ftruir, havendo determinadom e n pelas duas hy=
pothefes. . |
Quando as exprefsbes nad {26 homogeneas , iflo
he , quando os termos do numerador , ou do des
nominador naé tem o mefmo numero de factores
e
como na expreflad ::-_-:—i:g, parece que fad inu-
teid as transformacGes. Porém como tais refulta-
dos f6mente apparccem , quando o calculador pof
fimplificar fuppde alguma quantidade igual 3 unis
dade ; fe efta fe reflituir em cada termo com €Xe
poente [uihiciente para completar o numerd das
dimen{Ges, a exprefiad {e fara homogeneca, ¢ nad fia-
verd embaraco na fua conftruegad. Affim, par cor=

i j,. 2 :
ftruir H—_l_‘_{_j: § - ﬁrppundﬂ que dhe a linha

que fe tomou por unidade , efcreveremos
@ - bd? 4 *d

ad - 42

e @’ = d*, o que mudara a expreifi& dada em
(p+o+n)d
st+m °

fz ﬁﬁ’l

, e faremos 4% =dm,
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De tudo ifto fe fegue , que a conftrucgad das
quantidades racionais , quando o numero das di-
menfGes do numerador nad exceder as do deno-
minador em mais de huma unidade , fe redvz a
achar huma quarta proporcional a tres linhas dadas.
Paffemos agora is quantidades, em que a differenca
das dimenfGes he de duas, e tres unidades : nun-
ca o excefflo pode fer maior, excepto quando fe
houver tomado alguma linha para unidade , ou
quando alguns faétores reprefentarem numeros.

247 Quando a differenca das dimenfGes he de
duas unidades , a quantidade exprime huma fuper-
ficic, ¢ a fua conftruccad fe pode reduzir a de
hum parallelogrammo , ou & de hum quadrado.

Por exemplo v ftrui s T —
plo ," para conftruir =2 —
a* 4 ab a* - ab

a. T{:r_ s acharemos a linha m— _'.{'_}'_ Y
€ a expreflad fe tornard em a.m , que he a {uper-
ficie de hum parallelogrammo que tem a por bafe ,
¢ m por altura: logo reciprocamente , elta fuperfi-

. al a? b
cie r:prtfmtati g.m, ou -Tl:‘- . Da mefma
£

| 2
forte Z b + &
a-{-¢

an, fe muda em AL A e "ﬂ,
i -l-—- &
m;#ﬁ Se a differenga entre as dimenfbes do nu-
acdor e dodenominador for de tres nnidades , a
Q"?“}“‘I“dﬂ exprimira hum folido e fe conf-
Wulra como hum paralleiepipedo, Por exemplo ,
al

, fazendo be—=am, cd* =
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i a2 3
abb-pors pode confiderar-fe como ahifa Fel)
a-tc a- ¢
== abm , {endo m a linha que der a conftruccad de
a* - ab
a-+c
grammo, fe concebermos hum parallelepipedo , que
tenha @b por bafle e m par altura, a fua folides

. a'lb =+ a*4?
reprefentara o 0w

249 Quanto as quantidades radicais do feguns
do grao , podem conflruir-fe , ou por huma meia
proporcional entre duas linhas dadas , ou pela hy
potenufa, ou por algum dos outros lados de hum
triangulo reétangulo,

Por exemplo , para conftruir 4/ab, tira-fe
( Frg. 8 ) alinha indefinida AB, na qual fe toma
AC igual 4 linhaa, CBigual a 4, e fobre a tos
talidade AB como diametro forma-fe hum femi-
circulo, que cortando em D a perpendicular le-
vantada em C, dara CD (31. 3, e Cor. 8. 6. Eucl.)
por valor de 4/ab.

Donde vem, que para transformar hum paralle-
logrammo em quadrado, tomaremos huma meid
proporcional entre a bale e a altura ; para os tri®
angulﬂs , tomaremos huma meia pmpnr{-inna! Ch=
tre a bafe e ametade da altura ; para os-circulos s
tomaremo$ huma meia proporcional entre o 130
e a femicircomferencia ; e para qualquer figura r¢<
&ilinea , reduzilla-hemos a re@tangulo (45- '
Eucl.), ao qual applicaremos o que acabimos 4
dizer dos parallelogrammos;

Para conflruir ¢/( qab 48 )= V') (qa 4 ":’}s
acharemos huma meia proporcional entre 3ﬂt

. E como ab reprefenta hum parallelo.
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e b, Do mefmo modo, fe tivermos ¢/( a* — 5% )=
V(a4 4) (a—b) , bufcaremos a meia proporcio-
nal entre a <} &4 ¢ a— b. Se a expreffad for
V(a* 4 be), fazendo be — am , teremos
/(a4 m)a, que fe conftruird como temos dito.
Podemos conftruir do mefmo modo a gianti-
dade y/(a? = 42 ) ; porém he mais fimples delcre-
ver hum triangulo re@angulo (Fig.g.), cujos la-
dos AB, AC fejad a e b ; fera (47. 1. Eucl.} a hy-
pothenufa BC = 4/(a*-}-42). A melma con-
ftrucgad pode ter 4/(a? + b¢), fazendo be=m*.

A expreflag y/(a? — b2 | péde conltruir-fe tam-
bem de outra forte ; porque defcrevendo (Fig.11.)
fobre AB =4 como diametro hum femicirculo ,
¢ tirando de A a corda AC = 4, fera (31.3.,¢
47. 1. Eucl.) BC — Vit —b2).

Se a quantidade tiver mais de dous termos de-
baixo do radical , reduziremos a fua conftrucgad a
algum  dos methodos precedentes por meio das
transformagGes. Tendo, por exemplo, /(a® -
be - ef ), faremos be — am , f—=—uan, e con-

ftruiremos a transformada V(at-m-nja; ou
de outra forte , faremos bc — m? , iz ¥ e con=
ftruiremos 4/(a2 + m* 4 n* ), o que fe confe-
gue, pondo /(a2 4 m? )= bh,e /(b 4+ n? ) =i.

U modo porém mais fimples de conftruir os
;.'.aﬂl"mﬁ » que contém huma ferie de quadrados po-
;f”’“ﬁ » como por exemplo 4/(a* :l— b* 4 2 4

= &ec. ), confite em confiderar fucceflivamen-
te cada hypothenufa como hum lado. Affim, to-
ma=-
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ma-fe (Fig. 10.) AB=a, e levantando a perpen«
dicular AC =4, fera BC? = a2 -}- /= ; levantan-
do a perpendicular CD = ¢, teremos BD? — ¢
- 42 4 ¢2 ; na extremidade de BD levantando a
perpendicular DE —4 , teremos BE? = a*+
b? -F'r“ =~ d* ; e continuando aflim por diante, 3
ultima hypothenufa ferd o valor de /(a? + 62+
24+ &ec.)

Se em [emelhantes exprefsdes entrarem qua-
drados negativos , formar-{fe-ha hum quadrado »
igual 4 foma dos quadrados pofitivos , outro » igual
4 foma dos negaiivos , e aflim teremos para cons
ftruir /(m? —a? ),

Finalmente , havendo fraccbes debaixo do 13-

dical , multiplicaremos ambos os termos dellas pes

it
5——; muda-[e cm

lo denominador. Affim &

ay/(b+¢) (d + 4
d=-e

Por cites melmos principios podemos muitas
vezes [implificar as conltruccbes nos calos parti=
culares , artendendo ao que for proprio de -‘::-Ed-'l
problema, Efta materia nad admite regras gerais;
fémente advertiremos, que fem embargo de que
a cenftruccad das quantidades radicais do rcgllr_ti{ﬂ
grio fe reduz a achar quartas proporcionais »
meias proporcionais , e a conftruir triangulos e
flangulos ; com tudo algumas vezes fe confeguem
confirucgbes mais ou menos fimples e elegantes s
conforme o methodo de que ufarmos para achar 23

Kiclas preporcionais; por tanto cnﬁnarﬂmﬂsdmﬂ"
ous

» que he facil de conflruir,
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dous modos de tomar huma meia proporcional en-
tre duas linhas dadas.

Confifte o primeiro em defcrever {obre a maior
AB (Fig. 11.) hum femicirculo , e tomando huma
parte AD igual 4 menor , levanta-fe a perpendicu-
lar DC , e tira-fe AC , que ferd (31.3,¢ Cor. 8.
6. Eucl.) meia proporcional entre AB e AD.

O fegundo confifte em tirar (Fig.12.) huma li-
nha AB igual 4 maior , e tomando nella huma

arte AC igual 2 menor , defcreve-le fobre o relto
C hum femicirculo , cuja tangente AD (36. 3, ¢
17.6. Eucl.) he meia proporcional entre AB e AC,

Concluamos pois , que as quantidades racionais
fe conftroem fempre por linhas rectas , e as radi-
cais do fegundo grao pelo circulo e pela linha re-
£ta juntamente,

Quanto aos radicais de grios fuperiores , a fua
conftruccad depende da combinagad de differentes
Jinhas curvas , das quais havemos de tratar , occu-
pando-nos primeiramente com alguns problemas ,
cuja reflolucad depende de guantidades ou racio-
Rais , ou radicais do fegundo grao.

Problemas de Geometria , e reflextes tanto fobre
0 modo de os pir. em equagai , como fobre as
differentes folucies que dai as equagies.

39 JP Ara por os problemas de Geometria em
€quacad , ferve o melmo principio que havemos
dado (67) . Porém a Analyle pefta’ parte, ou os
Faciocinios que fe fazem para verificar a incogni-
o8 A7 ‘-'J'“du'-fair afiim a equacad , depepdem de f=-
Fem conhecidas algumas propriedades da quantida-

de
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de delconhecida. Nas queltdes numericas ordina-
riamente bafta traduzir em linguagem algebrica o
cnunciado do problema ; mas na applicacaé da
Algebra 4 Geometria he mneceflario fazer ufo de
outros meios , que iremos enfinando potico a pou-
co. Por ora bafta dizer , que para verificar huma
quantidade , nem fempre he neceffario examinar
fe ella fatisfaz immediatamente 4s condicées do
problema ; faz.fe muitas vezes efta verificacad
commodamente , averiguando [e¢ a quantidade tem
certas pmpricdad:'s , que {ad ellencialmente conne-
xas com as ditas condigbes. Paffemos aos exem-
plos , que fe percebem melhor do que os preceitos

gerais.,
251 Probl. 1. Inferever hum guadrads ADCD

(Fig.13.) ma trianguls dads EHI.

Por trianguls dade entendemos hum triangulo,
em que tudo he conhecido , lados , angulos , altu-
1a , &c. .

Examinando o problema, vé-fe que nad fe
trata de mais , que de achar na altura EF hum
ponto G, pelo qual conduzindo AB parallela a
HI! rl:jﬂ AB = GF. :

Supponbamos a altura conhecida EF — a, a
bale Hl=—=14% , ¢ GF = » ; feria EG — a — -
Sendo pois AB parallela a HI , teremos (2.6.Eucl.)
EF I EG ;; FI; GB ;: HI: AB ; ilto he,
a.a—x..5b;AB —ﬁh—h ; e como AB de-

a

ab — bx
[

-—--_r,,d;l

ve fer igual a GF, teremos
ab

qual fe tira x — a_-i:i- .
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Para conftruir efta quantidade (246) , conduza-
fe de F para O huma linha FO = a4 4 —=EF
~ HI , e tire-fe EO ; tomando depois F M — HI
= b , tire-fe parallelamente a EO alinha MG,
a qual encontrando EF no ponto G, determinara
GF, on' % ;Mpuis que os triangulos femelhantes

EFO , GFM da6 FO (a-+4) : FM (8) =:
ab
FE {dj.FG: m"-

252 Probl. 11. Sends dads o comprimento da li-
nha BC (Fig. 14.) com os angulos B ¢ C , gue)ﬁr—
mao cem ella as duas BA ¢ CA , determinar a altura
AD, em que effas ultimas linbas [e bai de encontrar.

Por anguls dads entende-fe dado o valor do feu
feno , tangente , &c. que fad as linhas , por meio
das quais entrad os angulos no calculo algebrico.

Seja BC = a, AD =y, No triangulo rettan-
gulo ADC (Trig. 164.) temos CD : DA (y) ::
1. m, fendo m atangente doangulo ACD, ¢

fupponde o raio igual 4 unidade ; logo CD — -i--
Pela meflma razas BD — ,—f- » fendo a tangente
de ABD=—mn, Mas he BD 4+ DC—=BC=a lo-

¥ y amn
go— -+ — —a, donde vem y — .
" i m-}n

Efta exprellad pode fimplificar-fe , introduzin-
do em lugar das tangentes de C ¢ B as fuas cotan-
gentes , que chamaremos p ¢ ¢, Porque fendo

(Trig.26, 111 Y m == — , e n = —, teremos

4 g
J
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I
— ————, que he muito facil de conltruir.
=t j

253 Se havendo pois revolvido hum problema
com certas quantidades dadas , nad chegarmos a
hum refultado tad fimples como fe delejar , he
efcufado comecar o calculo de novo com outras
quantidades , a fim de tentar a fimplificacad : bal-
ta, como no exemplo precedente , exprimir em
equagbes as relacbes , que tem as quantidades em

ue elta refolvido o problema , com aquellas que
3: novo fe introduzem , e fazer fubftituicdes.

254 Probl. 111, Sendo dadss ¢s tres lades de
bum trianguls ABC (Fig. 15.) , achar a pependicular
BD , ¢ os fegmentos AD , DC,

Se conhecelflfemos eflas linhas , .e as quizefle-
mos verificar , no triangulo rectangulo BDC foma-
riamos os quadrados de BD , DC, e veriamos fe
a foma era igual ao quadrado de BC (47. 1.Eucl.),
O melmo fe praticaria no triangulo ABD.

Seja pois BD =y , CD =« yBC =4, AB

— &, AC—=—c; fera AD =c¢— x. Logo tere-
mos xt—]—}"zcﬁ,er'-'---2r.r+.r’+_}""::5’:
as quais dad 2cx — ¢? —=a* — 2 , e por confeguin-
a* — )24 ¢ 1 (a1 (a-—ﬁ}_l_

e X S =

2c 2 [

I & # -
— ¢ , que he muito facil de conftruir (246) .
-z "

Das muitas conclusdes , que fe podem tirar
deftas equagdes , exporemos algumas para exercis
tar os principiantes a ler em huma equagad o que
ella contém.

255
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Axe 10 A equagad 2cx — ¢ ==a%* — 5, ou
¢ {2x — ¢) = (a1 &) (a— 4) da ( Arith. 180.)
¢ atbila—b ¥x—=(c—ux), ilto he,
AC : BC4 AB:; BC — AB: CD — AD,
como achamos (Trig, 181).

256 29 Se do ponto C com o raio BC defcre-
vermos o arco BO , e tirarmos a corda BO, te-

remos BO* — BD® + DO? , ou , por fer DO =
a—x , E'D::}':—‘-'ﬂ: ___:n_ﬂ_g‘—}-]:': y Inas he
7'+ x* — a? ; logo fera BO® =24 (@ — x) =2a

b — a® — ¢? ]
(ﬂ+ 2¢ )—‘E‘(ﬁ:_—{;"af):
-'%(5—]—:-—::)(5_.;—{—#)_—_ —‘:-(ﬂ-'l-"?-lr'f-"
2) (b e — 26) = AL (s — a) (s — €75

teprefentando por 25 a foma dos tres lados. Tire-
{e de C para OB a perpendicular CI ; no triangr-
lo CIO teremos (Trig. 162.) CO (a): OlI (} BO)

' R: fenOCI , e por confeguinte BO® =
'd"ﬂ:
R (fen OCI )? . Igualando os dous valores de
BO?, acharemos ac (fen OCI ¥ —= R*(s—a
{-‘-f] , ou a * (sg—a) (s—=¢) .. R®
(Jen OCI)? , eomo fe achou ( Trig. 183) .

257 3° Por quanto he y* = (a 4 x) (@ — %)

e

——
—

R e
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(D) (ape—B)\ p Qbbrat—e) (hmitk-d]
._( +" -2;+ )( o ,.),

ferd 4¢%y* = 25 (25 — 28) (25— 24) (25— 2), 3
qual di a fuperficie do triangulo ABC — _¢

]

| 2
= Vs (s —a) (s—b) (s— ¢} ... ( Trig.189. Ca-
fo I11.)

258 4° Da equacad 2ex — o2 — 42 b2 fg
tira b? = a® 4 ¢* — 2¢x 5 porém fe a perpendi-
cular cahir fora , teremos (Fig, 16.) , confervans
do as mefmas denominagges , Y4+ ar2=a,¢

4t 2w 22— b2, das quais fe deduz
b —a? =+ 2cx oueldbtaiib—al
¢+ 2x, iﬂﬂhc,AC:AE+EC::ﬂB—BCI
CD—[—AD...(Trig.IEI}.

259 5° Pelas equaches 4 — 42 42 4+ 2ex
(258) , e b2 = &? ~+ ¢ — 2¢x (254) fe moftra,
que em hum triangulo o quadrado do lade oppolto
a4 hum dos angulos he maior, ou menor que a [o-
ma dos quadrados dos outros dous lados ; confor-
me o angulo he agudo, ou obtufo ; e tambem
como calculando os angulos de hum triangulo

pelos lados , fe vem no conhecimento da efpecie
do angulo que fe procura.

260 6° Eftas mefmas equacdes confirmad o
que havémos dito a refpeito das quantidades ncga-
tivas. O fegmento CD temn fituacBes contrarias
conforme a perpendicular cahe dentro ou fora do
triangulo (Fig. 15. € 16.) ; ¢ com effcito o termo

20%
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2¢¢ acha-fe com finais contrarios nas duas equas
cdes. Logo reciprocamente , {ejab quais forem os
calculos que fe fizerem para hum deftes triangu-
los , teremos os que convém aos calos analogos do
outro , mudando os finais 4s partes , que em huma
mefma linha tiverem fituagbes oppofltas.

261  Ainda que em geral a f}::ciiidzde s € 0S It
curfos , que ha para por em equagad os problemas
de Geometria , cref¢ad & proporgad do numero de
propriedades , que conhecermos das linhas ; com
tudo , como a Algebra di meios para achar eltas
mefmas propriedades , o numero das propoficoes
verdadeiramente necelfarias vem a fer muito limi-
tado : pode dizer-fe , que a 47 do 19, ea 4 do
69 Livro de Euclides , fa6 a bale da applicagad da
Algebra 4 Geowetria. O modo porém , porque fe
deve fazer ufo deftas duas propoligbes , varia mui-
to conforme a natureza dos problemas, ¢ nad lem-
bra de repente. Humas vezes devem produzir-fe
linhas até que fe encontrem ; outras vezes devem
tirar-fe linhas parallelas , ou que fagad hum angulo
dado com outra linha. Em huma palavra, nefta
Parte ;, como em qualquer outra , requer-fe no Ana-
Iyfta hum certo difcernimento para a elcolha ¢ ulo
dos meios, Como elle fe adquire em parte com o
exercicio , he conveniente que appliquemos eltas
obfervacdes a differentes exemplos,

262  Probl, I1V. Pelo ponte A (Fig.17.) dado de
Pficai a refpeito de duas linbas HD , DI , que for-
mas o anguly eonbecids HDIL , tirar buma refia
AEG dr maneira , que o trianguls intercepts EDG
tenha huma fuperficie dada , ifto be , huma Juperficie
'gual @ do guadrads conbecids ¢2 .

Conduzamos per A a linha AB pﬂ.TE"ﬁIﬂ a
DH , _
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DH , e alinha AC perpendicular a DG prodnzié
da ; do ponto E onde AEG deve cortar DH
imaginemos tirada a perpendicular EF. Se DG e
EF foflem conhecidas, ametade do feu produtlo
deveria fer igual a % .

Supponhamos pois DG =« , e vejamos fe
EF pode exprimir-fe em x, e quantidades dadas
do problema.

Como a poficad de A he dada, [erad conhecis
das as linhas BD e AC , que chamaremos @ ¢ §3
e pois que os triangulos femelhantes ABG EDG

daé BG: DG :: AG: EG, e os dous tambem
femelhantes ACG , EFG daé AG : EG :; AC;

EF , fera EF = ke PY % . Devens-

BG ke ¢+x
. ;
do pois fer EDG = ¢2, teremos ok
a + ¥ 2
<=2, donde fe tirad (roo) para x eltes dous

&2 ¢4 2a¢*
valores x = —— % 1/(—-: -—~) « mas o
s¥= 5 e

fegundo he inutil no cafo prefente.

[ ] - - ri
Para confltruir o primeiro , ifto he —

b

- a2 |
1/ L(%— - ‘lﬂ) cﬁ_] , levanto em qualquer ponto
C da linha indefinida PQ a perpendicular AC = b
tomo fobre CA e CP as duas CO ¢ CM , cada
huma igual a ¢, e tito AM ; a fua parallela Ol
2
da CN = -1— , € por confegninte x = CN -
“‘;HCN*{'EG}-CN]-PHH achar VT{CNJ[-EH}.CN].

ot huma meia proporcional, fobre NC pruduzidﬂ
to=-
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tomo CQ_— 24, e com o diametro NQ_ deflcre-

vo hum femicirculo , que encontrari CA em V ;
fazendo entab NP igual & corda NV, feri CP

=CN 4 v’[{CN-{- 2a),CN | = x. Se tomarmos
pois (Fig. 17.) DG = CP, acharemos o ponto
G, pelo qual e por A tirando AG, fera EDG
=,

263 Em quanto i [ignificacad do fegundo valor
2 | z =
de ¥y — -%_.— 1/[(%-—]— 1&).%_1 i hote-fe ,

que os dados da queftad tanto pertencem ao an-
%ufu EDG (Fig.17.); como ao feu igual E‘'DG’,
ormado pelas linhas GD, ED produzidas ; e por
tanto elte valor refolve o problema, em que {¢ pro-
puzelle fazer no angulo E' DG’ 0 melmo que fize-
mos no angulo EDG. Com efieito , chamando x a
DG*, e confervando s outras denominagtes , os
triangulos ABG’, E'DG’'das BG': DG’ AG':
G'E"; e abaixando a perpendicular E'F’ o5 trian-

gulos ACG’, E'F'G'das AG’': G'E':: AC:
FE", logo ferh F'E! = AR5 DS 4

BG' s E

o bx 1 z

€ pelas condigdes . ¥ == ¢?,a qual da
a—x 2

| 3
X 1 + A\/(—Z—:— - iT );vnlﬂrcs iguais
abs do cafo precedente , com a differenga unica dos
finais , como deve fer.
A conftruccad do cafo precedente tem tambem
3qui lugar 3 a unica mudanga que e deve fazer he

Por NK = NV para aparte de Q , e ferda »r =
p E?at Q. CK
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— 2

CK, porque no cafo prefente x = - -+

vV [(5-+ 20)5-]=—CN+NV =—CN

4 NK =— CK. Logo , fazendo DG’ igual a
CK, ctirando por A ¢ G'alinha A G/E", te-

remos o triangulo ' D G’ = ¢2, ifto he , achare-
mos a fegunda folucad do problema.
264 Se o ponto A eftiver por baixo de BG
(Fig. 19.) , alinha AC = & ferd negativa , ¢ 05
. .2
dous primeiros valores de x ferad x &= — —— =

b
1/[(55 — 2a Ji;'] Vé-fe pois que o problema

fera impoffivel (g8) , quando for 2a™> -%—,: que oS

2
dous valores de x ferad negativos, fe for 24 < "i-‘ :
ou por outras palavras, o problema he impoffivel 2

relpeito do angulo HDI , mas a refpeito do igual
E'DG" tem duas folucdes, Para as achar , ou para

conftruir » = — i;— - V[(f;— =1t 2"')"';-' :

havendo determinado ( Fig. 20.) como acima C

|
= -%— , defcreveremos com o diametro NQ_= 24
hum femicirculo NVQ , ao qual tiraremos a tans
gente CV ; e tomando de ambas as partes de
as linhas CP , e CK, cada huma igual a cvV, as

linhas NP ¢ NK ferad os dous valores de x ; por=
que
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fie fendo CP = CK = CV = ¥/(CQ.CN) —

‘VI[. fbi...-.::n T: , teremos NP =-;_=__,
-

YA S a8) s S NK o Bt

£2 1

T
1/[ Lﬁu— 24) ] Como eftas quantidades

fab os valores de ¥ com finais contrarios , devemos
tomallos de D para a parte de G (Fig. 19.) , fa-
zendo DG , e DG’ iguais relpeftivamente a NP,
¢ NK. Feito ifto, E:r.irarmﬂ-s pelo ponto A, e
pelos pontos G e G’ as re@as EG, E'G’, ca-
da hum dos triangulos EDG , E'DG’ [erd igual

acs,

265 Se o ponto A ( Fig.21.) eftiver dentro do an-
gulo HDI, BD cahir4 para a parte oppofta, e os dous
Valores primitivos de x fetornarid em x = —— ..

el

2ac*

b
dando os finais ) que acabamos de conftruir, De-
Vemos pois fazer a melma conltrucgad (Fig. 20.),
tomando porém (Fig. 21.) NP e NK de D pa-

ra |

, 08 quais fab os mefmos (mu-

266 Finalmente , fe o ponto A ( Fig. 22.) efti-

ver por baixo de BD , e deniro do angulo BDE",
: =

@ ¢d ferad negativos , 0 que dard ¥ = — _%_. =

=

4 2002
1'/(:;1' S —T—) » com final contrario dos pri-

meiros valores achados para x. Conftruindo-os pois
P 2 CO=
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como fizemos (Fig.18.) , ferda CK o valor pofitivd
de x , ¢ CP o negative ; pelo que tomaremos DG
{Fig.22.) igual a CK para aparte de B, e DG’
ignal a CP para a parte oppolta.-

Demoramo-nos nefte problema , para moltrar
como huma equacad comprehende todos os calos
de hum problema , como eftes fe deduzem pela
fimples mudanca dos finais , e como as fituagdes
oppofltas das linhas fe defignad por finais contra-
rios , € rtc:pmcamcmc.

267 Para moftrarmos ainda alguns ufos deflas
folucGes , fupponhamos que fe propie efte proble-
ma : Pels porito dade A (Fig. 23.) fira ou denir?
do trianguls dads DHI , tirar buma linha AF , que
divida o trianguls em duas partes DEF , EFIH,
_ a5 quais lenhai entre fi a razas conkecida de m : s
A refolucad delte problema inclue-fe na do pre-
cedente. Com effeito , como he dado o triangu-
lo DHI, faberemos que parte delle deve fer O
triangulo DEF , achando o quarto termo da pro-
porcad m +n: m .. DHI  DEF =%PH—I'-'

Vilto pois poder-fe achar hum quadrado ¢ igual
a etz {fuperficie (249) , reduz-fe a queftad a urar
por A huma linha AEF , que com os lados DH 4
DI forme hum triangulo igual ao quadrado ¢*, que
he o problema precedente.

268 Ao mefino problema fe reduz efte : Diui=
dir em duas partes huma figura refiilinca (Fig. 24.)
pela recla’ tirada por qualquer ponto A, de forte que
tenban entre [i buma razab dada. Com effeito , fen-

do dada a figura BCDHK , fad conhecidos todos

05
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os feus angulos e lados ; logo com facilidade (Trig.
189. Cafo I.) acharemos a fuperficie do triangulo
BLC formado pelos lados KB, DC produzidos,
como tambem 2a por¢ad determinada EBCF da [u-
perficie total.” Pelo que reduz-fe a queltad a tirar
AEF de maneira , que forme com KL e DL hum
triangulo igual a hum yuadrado. Finalmente, péde-
fe por efte modo dividir huma figura em muitas
partes , que tenhad entre i razdes dadas.

269 Se huma equagad naé fe alterar pela mu-
danga , que fizermos nos {inais de algumas quanti=
dades conhecidas que nella entrarem ; ou fe da mu-
danca de poficad na linha, ou linhas prociiradas
da figura nad refultar mudanca , nem de poficad ,
nem de grandeza nas linhas dadas ; entad entre os
differentes valores de # , que der a equacab , havera
fempre hum que refolvera particularmente o calo
indicado pela dita mudanca, Vio-fe por exem-
plo no Problema IV, que hum dos dous valores
de x refolvia direftamente o cafo , em que 2 linha
AEG (Fig. 17.) atraveflaffe o angulo HDI , como
fe havia fuppofto no calculo ; mas vio-fe a0 mel-
mo tempo, que o fegundo valor de x refolvia o
calo , em que fe confideralfe, nab o angulo HDI ,
mas o fea verticalmente cppolto. A razab dilto he,
porque devendo-fe empregar em ¢ada cafo os mel-
mos dados , e fazer os melmos .raciocinios , che-
garemos neceffariamente a ter fempre a melma
¢quacad ; logo a melma equacad deve relolver am-
bos os cafos.

270 Probl. V. Ds ponts dade A (Fig.25.) fira
ds circuls BDC tirar a refia AE | de fsrte que a
parte DE intercepta na circule feja ignal a buma li-
nha dada c,

Pa-
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Para faber de que modo fe deve tirar AF., naf
he neceflario mais do que bufcar, que grandeza

deve ter AD , pﬁra que feja DE =e. Eﬂppﬂndu
pois AD—=x , AB—a , AC=—4, teremos
AE.AD = AC.AB ( Corol. 36, 3. Eucl.}, ou

(¥ +c)x=uab;logo x=—1¢ = 4/(} cctal)

Para cenftruir fem transformagdes o primeiro
valor , que he o que fatisfaz ao problema altual ,
tiraremos do ponto A a tangente AT , e oraw
TO , que fera perpendicular a AT ; entad toman-

do TI =1¢, teremos Al = ¢/(} 24 AT? )=
y/ (% ec+ ab) . . (36. 3. Eucl.). Logo para ter ¢,

tomaremos IR —="TI , e 0 arco RD delcrito do
ponto A com o raio AR determinara o ponto pros

curado D,
O fegundo valor dex = —1 — ¢/} cc+ ab)

cahe para a parte contraria a AD. Para achar a
queltad que elle refolve , noto , que fuppondo a ¢
b negativos , a equacad x® -} cx = ab nab padece
mudanca alguma ; logo efta equacad refolve tambem
o cafo de fer dado o circulo B'D'E/C/, ¢ aelle
pertence o fegundo valor de », Na conltrucgad pre-
cedente pois fe produzirmos Al de maneira, que
feja IR"=1T, o arco deflcrito do ponto A com 0
raio AR’ marcara o ponto E/ tal , que a parte in-
tercepta E/ D' fera igual a c.

Como os dous circulos fag iguais , e eftad fi-
tuados da mefma maneira, ambas as folucbes po-
dem pertencer ao mefmo circulo , de forte que d*:‘f-
crevendo do ponto A com o raio AR' o arco R!E,

a linha AE tambem refolvera o problema. Porém
das
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das duas folugbes que da o calculo, a primeira
cahe da direita de A , e pertence ao ponto D da
circumferencia convexa ;3 a fegunda cahe da el-
querda, e pertence ao ponto E’ da circumferencia
concava.

271 Probl. VI. Achar na direcgai da linha da-
da AB (Fig.26.) bum ponta C tal , que a [ua difian-
¢cia as ponta A [eja meia proparcisnal entre a fua dif-
tancia ao panto B , e a linka toda AB.

Seja AB—a,e AC =x; fera BC=a — x;
ecomo deve fer AB: AC :: AC: CB, tercmos

¥t axr—a*;logox = — L ax /(la*+a*).

Para conftruirmos o primeiro valor de x, le-
vantaremos (249) em B a perpendicular BD =1 a,
e tirando AD , diminuviremos delta a linha BD,
¢ teremos AO — x. Levando pois AO de A para
a parte de B, determinarcmos o ponto procura-
do C.

Se produzirmos AD até O', de forte que feja
DO'— DB, teremos AQ’ por fegundo valor de
x; e levando efta linha fobre AB delde A para a
parte oppofta 4quella para que x tendia por fuppo-
ficad , teremos o ponto C/, que tambem fatisfaz

*

4 queftad.,
Efte problema he o que fe refolveu na Geome-
tria (30. 6. Eucl.) pelo methodo fynthetico.

272 Nos problemas precedentes havemos to-
mado para incognita huma linha, a qual depois
de {er conhecida podeffe determinar todas as ou-
tras pelas condigbes da queftad; e ilte he o que
devemos fempre praticar. Como porém muitas li-
nhas podem ter a dita prerogativa , fem que de to-
das ellas refultem equagbes igualmente fimples,

de-
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deve  preferir-fe huma dellas. Para nos dirigir
mos nefta efcolha ferve a regra feguinte.

273 8e entre as kinhas ou guantidades , cada’
huma das quais fends temada por incognita pide de-
terminar [edas as eulras , Je acharem duas gue con-
duzad m.r_'ﬁn.rl equacap , arnda que efla tenha ﬁﬂ'dr'f
differentes ; efcolberemos para incegnita outra quan-
fidade o que dependa igualmente de ambas ; por exem-
plo , a fua femiloma, ou a fua femidifferenca , on
huma meia proporcional , &c. Affim teremos huma
equagad mais imples , como fe verd no problema
feguinte,

274 Probl. VII. Pela panta D (Fig.27.) fituads
denire do anguls reflo VAKE , ¢ em izual diflancia du
lades YA , AE | tirar buma refla DB , de mancira
que a parte CB comprebendida dentro do anguls EAB
Jeja igual a buma linha dada c.

Tendo abaixado as perpendiculares DE, DI,
qualgquer das linhas CE ou AB, ACou [IB, CD

ou 1B péde fervir indifferentemente para incogni-
ta. Se tomarmos, por exemplo CE , entad fup-
poudo CE—==x, e DE—= DI =—a, fera AC
=—a — x, ¢ pelos triangulos femelhantes DEC ,

i — ax

CAB teremos AB— ————; mas he AB* -}

=1

aa — ax»?

AC*=BC?, ifto he (s — 1) 3} (L=

x
= ¢¢ ; logo vira a equagad do quarto grio x4 —
2ax) + 2qax¥ — ecxx — 2% x = a* — 0.

Se em lugar de CE tomarmos IB por incogni-
ta, teremos a mefma equagad , como fe pode ver
fazendo CE = ¥, e imitando a foulucad prece-

dente. Sc tomarmos AB ou AC , acharemos hv-
maa
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— ¢¢ 5 ito he x4 —

ma mefma equacad , exceptuando os finais ; o
mel{mo acontece , tomando BD ou DC.
Tomemos pois (273) para incognita a foma
das duas linhas BD e DC, a qual feja defignada
por 2x ; fera ( Trig.177.) DB=x 4 1¢  © ]_}‘-:
—y—1¢; ecomo as parallelas DI, CA dad
ac ac
AB —= — e AC =, teremos
X — -;-r X Ir
ﬂ'i": ﬂ':::-
G—1 T i
( : = Ma)x‘*’ Y aace " ¢4 , equa
— £ — —_ a-
2 2 F6 i il
¢ab , que fendo ainda do quarto grao , he com tu-
do mais facil de refolver (173) do que a prece-
dente. Se empregarmos duas incognitas , fupponda
AB4+ AC =2x, e AB— AC =2y, ifto he,
AB—=x4y, e AC — x —y , teremos equagdes
bem fimples , que os principiantes achardé com
facilidade. ;

Y [ 1
A equagad X — ( — £ + ﬂﬂ'l‘l‘) ¥*=— — gace
: 2 2

I 5 I
—— o di ¥ — +\/[--H-—]—na Ry
16 e 4

= a y/(cc 4 aa) _[ ; porém defies quatro valores o

que unicamente pertence ao problema , confidera-
do do modo porque foi propofto , he x — 4

1/L—i— cc 4 aa 4 a ;/;rr+aa}] « O valor

r =1 1/[—:'- cc + aa—a /lec :rr}j_ re-
fol-
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folve o problema, no cafo de fe pedir que a linha
CB (F1g.28.) elteja dentro do mefmo angulo EAI,
em que efti o ponto D ; e nelle calo  reprefenta

a femidifferenca das linhas BD , DC. Com effeito,

{fendo 2x efta differenca , feri DB— — c+%,
2

I ¥ .
e CD = R x 3 logo , continuando como aci-

I I
ma, teremos x4 — (-— o ﬂﬂ.ﬁ) x? — — gatc
2 =

— —I%. ¢4, ifto he, a mefma equacad que acha-

mos para a foma das linhas BD e CD ( Fig.27.).
Como pois a mefma equagad fatisfaz aos dous ca-
fos , huma das fuas raizes deve dar a foma das di-
tas linhas , e outra a differenca ; bem entendido,
que cltas duas raizes fad as mefmas que havemos
indicado , porque as outras duas fab negativas , ¢
por tanto pertencem a cafos inteiramente op-
poltos , que paflamos agora a confiderar.

No problema prefente , ou ao menos na equa-
¢ab , nad fe determina fe o ponto D (Fig.27.) el-
ta por baixo de Al , e & efquerda de AE, como
fe fuppoz primeiramente , ou fe ¢fta pelo contra-
rio por cima da primeira, e & direita da fegunda,
como fe vé relativamentea A’I’e A’El, E porque
nefte ultimo cafo a quantidade @ fe torna negati-
va, teremos 2 folu¢ab competente , pondo — @

I
em lugar de -} 2 na equacgad achada x4 — (.E— e

- 2“‘) x* &c.; mas efta com iffo nad padece

mu-

I s R - T |
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mudanga ; logo a mefma equacad refolve efles dous
calos noves , ¢ por confeguinte dos outros dous
valores de ¥ hum da a foma das linhas DB’, DC/
(Fig.27.), e o outro a fua differenga (Fig.28.) .
Com effeito, cahindo nefta nova poficad os pontos
B ¢ C para partes oppoltas , a relpeito daquellas
para que antecedentemente cahiad , tanto a foma ,
como a differen¢a das linhas DB’ e DC/devem fer
negativas , e aflim as da a equacad.

Para conftruir a equagad x =— /Taa - } cc =
a y/(aa + cc)| , tome-fe nalinha EA produzida
(Fig.27, e 28.) a parte AN = ¢, e tirando IN ,
tome-fe fobre DI produzida a parte IK —=IN,
e fobre DK como diametro delcieva-fe o femicir-
culo KLD , que encontra em L a re&a Al pro-
duzida , fe for neceflario. Pelo meio H de AN
tire-fe IH, e tomando de IK ( Fig. 27.) a parte
IM—1H, ferda LM o primeiro valor de x. Na
Figura 28 porém defcreveremos do ponto L. como
centro, e com o intervallo IH hum arco , o qual
Cortando IK em M, dard IM pelo fegundo valor
de ¥, EcomoBD —=x-41¢,fera BD —=LM -}-
AH (Fig.27.), e BD=1IM + AH ( Fig.28.);
defcrevendo pois do ponto D como centro , e com
0 intervallo BD aflim determinado hum arco , que
corte IA produzida em hum ponto B, a re&ta BD
tera as condicbes dadas.

A conftrucgad do fegundo valor de # fuppde
;]"'-‘: IH ( Fig. 28.) nad he menor que L1 ; fe o
offe, o problema feria impoffivel : ilto mefimo fe

deduz tambem da equacad.
A foma das linhas DB, e DC (Fig.27.), ou
2 [ua differenga deu huma equacad mais fimples |
doque CE , ou AC,ou AB , ou IB. A raza he,
Pu[’-—
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porque a relacad, que DB e DC tem com IB
e AB, he femelhante aquella que as mefmas li-
nhas DB e DC tem com AC e CE; ilto he,
DB e DC podem determinar-fe por operacies
femelhantes, quer fe faca ufo de IB ¢ AB, quer
de AC e CE. Em geral, as equagbes , como in-
cluem todas as relagbes que as incognitas tem com
as quantidades de que dependem , ferad tanto mais
fimples , quanto for menor o numero de relacdes
que a quantidade elcolhida para incognita tiver
com as outras. Eis-aqui hum exemplo na refolu-
¢ab feguinte do mefmo problema.

275 Por quanto o angulo CAB ( Fig. 29.) he
recto, o circulo deflerito fobre CB paﬂi‘srﬁ por Aj
e fe tirarmos DA até encontrar a circumferencia
em M, o angulo BAM — DAI == 45° (5:1.Ev-
cl.) terd por medida ametade de MB (20.3.Eucl.)
e por conleguinte ferd o arco MB de go° ; logo ti-
rando o raio LM , o triangnlo DLM fera redan-

gulo , e confeguintemente abaixando fobre DM 3
perpendicular LN, fera LM { Corol. 8, 6. Eucl)
meia proporcional entre DM e MN, oun (3. 3
Eocl.) entre DM e AN. Tomando pois AN par
incognita , fupponhamos AN = », DA = 4!
fera DM =—d < 2x, e conleguintemente 4 4 2%+

I I | |

L |
— e 22 : logo xx —dp === 3
2 2 IR +1 8

qual '-]i"l-‘fzu-*-;—d‘ * /({Edd-{—%—rr)-

Para conftruirmos efta quantidade , tt:-mﬂﬂ'l“’j'
nos lados AO, Al do angulo re@o TAO as par'®
Am, Aniguais cada huma a } ¢, e acabando o g3~

* | £ -
drado Ampn, iiremos a diagonal Ap que fera Pef
PEI'I"
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pcntllcular a DA, eigual a 1/

logo tomando na linha AD a parte Ariguala {d,
I I
ou } AD, teremos pr= 1/ (.I—ga"—l-“la ¢ =)

I 3 Lites
% r*) . Para ter pois o primeiro valor de ¥, def-

crever-fe-h4 do ponto r como centro, ecom inters
vallo rp hum arco , o qual cortando DM em N ,

# I - 1 .
dari AN =—1d -+ *\/(;E d* -+ g‘:) ; de
maneira que levantando no ponto N a perpendicu-
lar NL , a qual feja -:m‘tmr:t em L por hum arco
defcrito do ponto A como centro com o intervallo
1 ¢, determinard o ponto L, pelo qual e por D
tirando DCB, teremos refolvido o problema.

Se conduzirmos (Fig. 30) rp de r para N , fera
AN o fegundo valor de x, e executando a refpei-
to de N o melmo que fe fez para o ponto N na
Fig, 29 fe achard o ponto L, o qual juntamente
com D determinari BLD. Com effeito , chamando
2 An x (Fig. 30) , e confervando as outras denomi-
nacdes , fe applicarmos a efta figura o que dife-
mos da 29, teremos 2v—d . L¢ il el x, ¢ ultima-

Mente » =— 1 4 % 1/(%,—;:._1. Iﬁﬁ). Aqui fe

Ve que hum dos valores de ¥ he o mefmo que acima
- R # o E -
achamos , 4 excepcad dos finais , como deve fer.

~ Pdde acontecer que o arco defcrito do ponto
A (fig. 30) na6 encontre a perpendicular NL,
Porque pode fer £ ¢ <C AN ; e iffo nad obftante, a
Algebra nad moftra calo algum de impﬂlilhiﬂda-
s
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de, porque todos os termos debaixo do radical
fab pofitivos. Deve-fe porém advertir, que a Al-
gebra {omente declara a impoffibilidade , quando
ou explicita , ou implicitamente fe exprime tudoo
que o problema fuppde, e iffo he o que nad fe fez
nelte calo; porque fuppondo o problema tacitamen-
te, que os tres pontos DD, A, L nad eftad na melma
linha reGta, f{6mente fe exprimio que LM era
meia proporcional entre DM, e NM, propric-
dade que tambem péde ter lugar , quando os tres
pontos eftad em linha re@a. Com effeito fe fe pro-
puzer elte problema: Achar na direccas DL [ Fig.31)
o intervallo que deve haver entre duas reftas da-
das DA e ML, para qgue ML feja meia propor-
cional entre DM e MN , fends o meto de AM ;
he facil de vér, que acharemos a mefma equacad
de cima, e que eﬂa tem duas foluches , huma para
o calo de eltarem os pontos Ae Mentre De L, ¢
outra para o calo contrario. Nab he pois de admi-
rar , que a Algebra nad declare emr que cafo o pri-
meiro problema he impoffivel, por quanto deve
dar a folucab do fegundo problema, o qual he
fempre poflivel.

276 Pelo que devemos diftinguir duas efpecies
de problemas , a faber : concreses , e abfiraties, Por
problemas concretos entendemos aquelles, nos
quais , COmo no penultimo , a quantidade procu-
rada tem de particular alguma propriedade , con<
dicad , ou conltrucad, que a equacad nad exprime.
Os problemas abliraﬂns pelo contrario fab aquel-
les, em que as quantidades fab confideradas uni-
camente como quantidades, e cuja equacab ecx-
prime quanto nelles fe contem ; defta natureza he

o ultimo problema. Os abltraftos tem tanrasl fo-
=
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lugbes , quantas fad as raizes reais da equacad ;
nos concretos porém o numero das folucdes he
em muitos cafos ainda menor que o numero das
raizes pofitivas da equacab , como fe verd no ex-
emplo E:guin!:e.

277 Probl. VIIL. Refolvends-fe tods o felior
esferico CBAD (Fig. 32) em duas partes , das quais
buma he o Jegmento esferice ABD | ¢ outra a pyra-
mide conica reta CBD ; pergunta-fe em que lugar
Jera o fegmento igual @ pyramide.

Sabemos pela Geometria, que o fefor esferi-
¢ he igual ao produ€to da fuperficie do fegmento
esferico BAD pelo terco do raio AC, e que a [u-
perficie do fegmento fe acha multiplicando a eir-
Cumferencia ABED pela altura AP. Suppondo
Pois a razab do diametro para a circumferencia
=T1:c, AC = a,e AP = x, teremos ABED
= 2ca ; logo fera a fuperficie do fegmento esferi-

- 2
0=2¢a.x, ealolidez do feftor = — ca?.

_Para ter a folidez da pyramide , deve-fe multi-
Plicar a fuperficie do circulo cujo raio he BP pelo
ter¢o da altura CP. Mas BP — /( CB* — CP? )
== {/(2ax — xx) ; logo ferd a folidez da pyrami-
de — 2, v ( 2a0—xx ) . 1 4/(2ax—xx). L(a—x)

[y

—

= — (a—x) (2ax — xx). Para que pois as duas

partes do fector fejad iguais entre fi, he neceffario que
clle feja o dobro de huma daquellas ; por tanto te-

2 2
T'Mos — rqax = -?:-.-:{a—.r] ( 2ax — xx ), ou

ﬂ—garu — a?, da qual fe tira x =

1 (T8 ) B
ard

o
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Para conftruir o fegundo valor, ou X = =d

s
'y M(T aa — aa ) ,» que he o que convem 20
3

problema a&ual, defcreveremos fobre AM =

o femicirculo AOM , e infcrevendo nelle a re-
&a AO =—a, fetirara OM, a qual fendo leva-
da de M até P para a parte de A, determivard
AP = x.

A outra folugad x = % a (3 -} 4/5) da x maior
que 2a, ¢ por tanto nab pertence 3 esfera, mas 3
clle problema abltralto : Sends dividida a linha AN
(Fig. 33 ) em tres paries iguais nos pontes B e D,
achar na fua direccai bum ponta P tal, que a parit
AD feja meia proparcional entre as diflancias AP e

PN. Porque, feja AD =a, AP = x, teremo
PN = 34 —x ; e dando as condigdes x 1a 1. a.
a — x, acharemos x = Ja (3% 4/5); valores que

fe conftruirad como acima, 4 excepgal de qU°
fe levara MO de M até P/ para a parte de N, 3
fim deter AP/=1a (34 ¢/5)=x

Cutras applicagies da  Algebra.

478 S_F,jn ¢ 0 numero 37,1415 &c, ou 2 cir

cumferencia do circulo que ten a unidade por di-

amefro ; a circumferencia do circulo do raio @ ferd
— 2¢a , e a fuperficie == ca®* . Donde [e fegue 11‘:
as {uperficies dos circules cftab entre h com? .

quadrados dos feus diametros ; porque tendo 1““;"
I:']f

[ |

L o ok Bl . % TS
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pre ¢ o mefino valor , ca® fomente crefcera como
crelcer a? .

Suppondo que he b a altura de hum cylindro,
cujo raio da bafe he a, ferd a fua folidez = ca2h.
Segue-fe pois que os cylindros eftad entre i como
os produtos das alturas pelos quadrades dos raios
das bafes. Se as alturas forem proporcionais aos
raios das bafes, on fe for b =ma, fendo m conf-
tante , fera a folidez =¢mai ; ifto he, os cylin-
dros eftarad entre fi como os cubos dos raios das
bafes.

Em geral, fe huma quantidade fe exprimir por
hum numero qualquer n de fa&ores , os quais fejad
Proporcionais huns aos outros, crefcerd a quanti-
dade do mefmo modo que crefcer hom fa&or,
tlevado & potencia #. Seja , por exemplo ,2 quan-
dade 4 == abed ; fe for b =ma, ¢ = pa, e d = 4a,
ferd 4 = mpga+ , ifto he, proporcional a a4 , lfto
melmo tem tambem lugar , quando as quantidades
naj fe exprimem por monomios. Logo: 1° Todas
2 figuras femelhantes , pois que fe podem confi-
derar como compoftas de triangulos femelhantes ,
fad entre fi como os quadrados de qualquer das fuas
duas dimensGes homologas. 29 Os folides feme-
lhantes , pois que fe podem confiderar como com-
Poltos de pyramides femelhantes , {ad entre fi como
s cubos de qualquer das fuas tres dimensdes ho-
mﬂlngas_

N26 pdde agora haver difficuldade em com-
Parar as quantidades expreffas algebricamente, ou
cllas fejag da melma, ou de differente elpecie ,
‘om tanto que fejad da mefma natureza. Por ex-
¢mplo, (endo V ¢ v os volumes de dous corpos fel
Melhantes , S e s as fuas fuperficies, L e/ as li-

Q nhas
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; 7
nhas homologas ; teremos V'V : Voit Lilye

i ;
/82 y/s . L:l;logo fera V3. v/92 75 Siy,
o que moflra que as fuperficies crefcem. em razad
menor do que 0s volumes.

279 Supponhamos a altura de huma P}rramidﬂ
conica truncada = &, a da pyramide inteira =
e a da rp:,-'ramif!u feparada == 5, a fuperficie n!_a
bafe inferior = 5, ¢ a da fuperior ==s’; fera a (oli-

sh s! B I

dez do tronco0 = e— w=———:;mas he b'==} i

3 3 ;
ciﬂf’——b'=ﬁ—ﬁ-1‘/iﬂuuﬁaﬁ ky/s .}
5 ,Pr'l___.vfr]'
k _Lshy/s
logo fera a folidez do tronco = —. ..J_w I,.?":T

o e

k
) (s y/ss'Fs'). Donde fe fegue, QU

toda a pyramide conica trancada fe compde de
tres pyramides igualmente alias , das quais hum?
tem por bafe a bale inferior s, a outra a bafe ﬁl[:"k‘:"i
rior §' , € a terceira huma meia pmpnmiuna] o 5
entre as duas bales.

280 Suppondo o raio de huma esfera ="
fera a fuperficie de hum dos feus circulos max
mos = ca® , a {uperficie da esfera == 4¢a* , €3 fua
fﬂlidcz ==4_,;,¢;1 v _E.-ﬂ=l .1 cal .

: 3 3
Vio-fe (277) que a folidez do fe&or, cujo feg-

c quf.'l

da

. 2
mento tinha a altura x, era == E- ca’x

o
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¢ (2ax—xx) (a—x)

da pyramide conica = ; logo

3

\ 2 e
a folidez do l'::gmr:mﬂ = T (8%%x — E f -, By "'}

3
(2a¥ — xx ) ==¢x* (@ — 2 x ). He pois a foli-
dez do fegmento igual ao circulo , que tem por fe-
midiametro a altura do fegmento, multiplicado
pelo raio menos o terco da dita altura.

Tendo as exprefsdes algebricas das quantida-
des , com*muita facilidade fe refolvem os proble-
mas , que fobre ellas {e podem propér , como mof-
traremos em dous exemplos.

Pertende-fe formar buma pyramide comica que
ftia igual a huma esfera dada , e que tenha por Jf:rzj._r
bum circuls maxima da mefma esfera: pergunta-fe
que altura fe lhe deve dar. Seja x elta altura, ea
o raio da bafe, feri a folidez da pyramide =
ra:

-—-—IF

?

e como deve fer igual 4 esfera do raioa,

LY

teremos -:- acx = -‘-1-'-.{':1* , donde fe deduz x =4a;
3 ; ;
Logo he neceffario que a altura da pyramide feja

odobro do diametro da esfera , como confta tam«
bem pela Geometria. -

281 Achar o raio de huma esfera , cujo pezo be
dado tants no ar , coms na Agua.

Demonftra-fe na Hydroftatica , que todo o cor-
Po merguthado em hum fluido perde huma parte
do feu pezo, igual ao pezo do volume do fluido
deslocado. Ifto fuppofto , feja o pezo de huma pol-
legada cubica de agua == p , o pezo da esfera no ar

= P, 0 pezo da mefma na agua =P, 0 raio ='=:t‘;
Q2 lera
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: 4 :
fers a folidez = ——cx? , € 0 pezo de igual volus

4 L an
Jume de agua == — ¢px? ; logo conforme o princi-

pio expofto P — ks epxi == P', donde [e tira x =

1}; 3 ([P —P!)
Lo
Se o globo no ar pezar § ongas, €Mnaagua2;
pezando hum pé cubico de agua 72 libras, ou fendo
2 2 (5 — 2)

p = — de onga , teremos x:—V e
LV
3

3
25
[ a ]
1/'&. , que pofto em calculo por logarithmof

o

dara
’ CL. g,5028501
. CL. 9,099g100
/ L. 1,47213638
Ix¥ . 0,0311239
Ix % 0,0103740

2

Lr}g;trithnm a que correfponde o numero ¥,0242 5
logd © raio da “esfera fera de 1,0242 P”‘”’*"H"‘dﬂ'

Havemos fuppolto tacitamente que o globo €n-
trava todo na afua cm virtude do ["'1"—‘1“1“ FEE” 3¢
porém for neceffario carregallo com algum pez®s
ara o mcrgulhar inteiramente , entad eile pezo
additivo fera a qalamidad: que devemos romar
por I'', © qual fe fara nﬂg-'li‘-’“ 3 ifto he, teremos

i 3 ]
3 (EA-P') . Com effeito , fendo nefte
4cp (
calo
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cafo o pezo da esfera no ar menor que o pezo

2 ¢px? de hum igual volume de agua, a differen-

¢a, ou ‘- 3 epx3 — P ferd o pefo P’ que fe deve ajun-

tar para a mergulhar totalmente ; logo teremos
Fi : 7 9(P+P)
— pxi—P—P"', da qual {e tira x=— 2y,
3 px aq €t v 4cp

Das Linbas enrvas em geral , e em particular
das Secgies Conicas,

282 D As linhas curvas que a Geometria
confidera , em razad do grande ulo que tem na
conftrucgad - das equacebes , € nas {ciencias. Fifico-
Mathematicas , humas fad tais que cada hum dos
feus pontos fe pode determinar pela mefma ler,
ifto he , por calculos e operagbes femelhantes 5 em
ontras porém cada ponio fe determina por lei
differente 3 ainda que elta mefina differenca he fu-
jeita a huma lei.

As linhas tragadas ao acalo , como , por exem-
plo, os rafgos de huma pena [obie o papel, nad
podem fer obje@o de huma’ Geometria r1igo-
rofa. Sem embargo , a theoria das curvas conduz
a imitar delineamentos rebeldes ; e a arte de achar
approximadamente o nexo entre quantidades , cuja
lei lie® ou defconhecida , ou muito compelta , nad
hhj a applicacad menos util da Algebra a Geome-
tria , como adiante veremos.

Para poder defcrever as curvas de que trata a

edmetria , he necetfario conhecer a lei, a que el-

tad
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tad fujeitos os differentes pontos de feu perimetro,
De muitos modes pdde ella fer dada , ou indi-
cando-fe o meio para defcrever as curvas por mo-
vimento continuo , como v. g. a refpeito do cir-
culo fe faz girar huma linha ao redor de hum
ponto ; ou antes enfinando-fe huma propriedade
que pertenga conftantemente a cada ponto da cur-
va , como por exemplo, fabendo-fe que todo o an-
gulo do femicirculo he re&o (31. 3. Eucl.), po-
demos defcrever o circulo do diametro dado AB
(Fig. 34), tirando da extremidade A huma infini-
dade de linhas AC, AD, AE, &e. , e conduzin-
do pela outra extremidade B as perpendiculares
BC, BD, BE, &c. , entad os pontos C, D, E, &c.
pertencerab ao circulo que tem AB por diame-
1ro.

Finalmente a lei tambem péde fer dada por
huma equagad, e afim o fupporemos fempre,
porque os-dous primeiros modos fervem para achar
a equacab que exprime a lei. Reduz-fe pois clta
theoria a reprefentar a natureza de qualquer cur
va por huma equagad, a qual ferve para defcre-
ver acurva, e moftrar os feus ufos e proprieda-
des. De tudo ifto vamos a dar hum exemplo 10
circulo, que ja conhecemos pela Geometna cle-
mentar. :

283 Supponhamos que da curva AMB (Fig.35)
fabemos tad fémente, que a perpendicular PN
tirada de qualquer ponto M fobre a linha AB he
meia proporcional entre as duas partes AP ¢ PE.

Para exprimir efta propriedade em equaga®:
feja AB=—ua, AP==x, PM=y;¢ teremos
AP (x):PM(y):: PM (y) i PB{a—x), il

he yy — ax — xx.
; Fara
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Para defcrever agora a curva , concecbamos AB
dividida , por exemplo, em I0 partes iguais , €
tiemos por cada ponto de divifad as perpendicu-
lares pm , pm , &c. Efta claro, que fe na equagad
fuppuzermos fucceflivamente ¥ igual a cada huma
das linhas Ap , Ap, &c., ferd y igual a cada huma
das linhas correfpondentes pm , pm , &c. ; porque a
equacad exprime , que para qualquer valor de ¥
he fempre y meia proporcional entre x ea—x,
¢ efta he a propriedade que fuppomos a cada
huma das perpendiculares pm. Logo pela equacad
acharemos fuccellivamente cada ponto da curva,
dando a x muitos valores, e calculando os correl-
pondentes de y. Por exemplo, na hypothelc de
a=— 10, a nofla equagab torna-fe em yy — 10¥
- XX , € 1Cremos

l=|:li 3

1 23 g1 435 8% 83 ¥y '85.49§ ©
J=oi X st BS540 5 T4 230 O

Tomando pois eftes valores de y fobre as perpen-
diculares correfpondentes aos valores 1, 2, 3, &ec.
de ¥, e fazendo o mefmo para a parte debaixo fo-
bre as perpendiculares pm’, pm', &c., determi-
Naremos os pontos m, m, m', m!, &c. pertencentes
@ curva que tem a propriedade dada.

Querendo ter maior numero de pontos , fuppo-
remos AB dividida em maior numero de partes,
em 100, por exemplo , ilto he , poremos a = 100;
ou confervando o mefimo valor de « =— 10, dare-
mos a x os valores intermedios entre 1, 2, 3, &¢. ,
¢ calcularemos os correfpondentes de y.

Os dous valores de y — o moltrad que 2
Curva encontra AB nos dous pontos de A e B, em
hum
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hum dos quais he x —=o0, e no outro he ¥ —=1o.
A equagab tambem moltra o mefmo ; porque nos
lugares em que acontece o dito encontro , he y—o,
e metendo elte valor na equacad , teremos o=
x (a — x): logo como efte produéto he nada, quan-
do x—o/, e quando x —a , fegue-fe que y ferd
nada neftes melmos cafos ; ifto he , a curva encon-
trard a linha AB 1o ponto A em que x—=o0, ¢n
ponto B em que ¥ — 10.

284 Aflim, para exprimir em equacad a natu-
reza de qualquer curva, reporta-fe cada hum dos
feus pontes m , m (Fig. 35) a duas reQas fixas AB,
AOA que facad entre i hum angulo conhecido;
porque he claro, que imaginando conduzidas pelos
pontos m, m as linhas mp, e mp’ parallelas a OAO,
e AB, fera determinada a poficad de cada ponto,
fe forem conhecidos os valores das diltancias mp’e
pm, ifto he, de Ap e pm, ou o valor de huma, e a -
zab entre ella e a outra. A expreffad analytica da
razad que tem entre fi as linhas Ap e pm para cada
hum dos pontos 7t , da a equacad da curva, a qual
que fera mais ou menos compofta conforme o grao
mais ou menos elevado da equacad.

As linhas Ap ou mp’ chamad-fe abfciffas , € 2
linhas mp ov p’ A chamad.fe ordenadas ; humas ¢
outras tem o nome commum de cosrdenadas da cur-
va. E como pertencem indifferentemente a qual-
quer ponto da curva, o feu comprimento varia 3
cada inftante, pelo que tanto ellas, como as le-
tras x, y, %, &C. que as reprefentad « fe chamao
indetermivedas. O ponto A donde fe comegad 2
contar as abfciffas chama (e a origem das abjciffas, ©
o ponto donde fe comecad a contar as ordenadas

Ap! ou pm, origem das erdenadas, Ainda quz cltes
ous

— ], = =

L mmm el

B .
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dous pontos na Fig. 35. nab [ab differentes, com
tudo nad ha outra razad para contar as abiciilas do
melmo ponto, de que fe contad as ordenadas,
mais que a da implicidade. Como as ablcilfas fe
podem tomar de huma e de outra parte da origem,
ferad negativas aquellas que eftiverem na parte do
cixo contraria a que fe confiderar como politiva.
Na policad das ordenadas nada ha de effencial , fe
nad o ferem parallelas entre fi 5 podem fer perpen-
diculares , on obliquas ao eixo das abfciffas. As or-
denadas tambem fe diftinguem em pofitivas e nega
tivas , conforme eftad para huma, ou para outra
parte do eixo das ablciflas.

285 Moltremos agora como por meio da equa-
fab de huma curva fe achab as fuas propriedades,

1° Do meio C de AB tire fe para qualquer
ponto M a reéta CM ; o triangulo CPM fera {em-
pre reftangulo , e por confeguencia teremos CM?

=MF:+PC==}'1—I—EJ=-—HI+I= : € COMmo
W=ax —xx(283), acharemos CM — 14, ifto

he , todos os pontos M, m eftad em igual diftan-
¢ia do ponto C ; propriedade diftin@iva da circum-
ferencia do circulo.

2% Se conduzirmos por qualquer ponto M, e
pelas extremidades A e B do diametro as reftas

MA, MB, teremos AM? — AP* 1 PM?® —
* 4y —ax, e MB* = PM? | BP* = y* -} a*

—2ax' ¥ =_ax ~+ a? . Eftas equacdes foma-
das dap AM® + MB* = a*—= AB*, que he a

Propriedade do triangulo rectangulo ; logo todos

W.\_ﬂngums AMBE fad rectos.

311
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20 A equagad AM? —axdix: AM ;. AM g

logo na curva de que fe trata, todas as cordas AM
fab meias proporcionais entre o diametro AD eo
fegmento correfpondente AP. Semelhantemente fe
acharad as outras propriedades.

Se contalfemos as abiciflas do centro, ifto he
fe tomaffemos CP, Cp, &c. por abfcilfas, efti
claro que reprefentando cada huma por z , teria-

mos x —la —z, e confeguintemente a equagad
do circulo as coordenadas perpendiculares , conta-

das do centro, fera yy— ! aa — zz.

Qutra qualquer propriedade pertencente a todos
os pontos da curva, fendo traduzida algebrica-
mente , daria a mefma equacad s mefmas coorde-
nados. Se houver porém mudanga na origem , 0U
na direccad dellas, ou em ambas as coulas junta-
mente , podera apparecer huma equagad diiferen-

te , ainda que fera fempre do mefmo grio. Have-
mos vifto , que pela mudanca das ablcifias, em

lugar de yy=—=ax — xx tivemos a equagad yy =
1 aa — zz do mefmo grio , a qual, como foi de-

duzida da primeira, tem a mefma propriedade por
bafe. Porém fe traduziflemos a propriedade qU°
tem MC de fer fempre a melma, ¢ igual ata

entad conlervando as melmas denominagdes, '
riamos (47. 1. Kucl.) yy 4 2z = } aa, ilto he yy =
i aa — z% , como deduzimos de outra propricdade.
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Da Ellipfe.

286 Cﬂnﬁdcrcmns agora a curva que tem 2
propricdade de fer a foma MF - Mf.( Fig. 36.}
das diftancias de qualquer dos feus pontos M aos
pontos fixos F e f, igual a huma linha dada a,
Efta curva tem o nome de Eilipfe, as diftancias
MF e Mf chamad-fe raiss weétores , © as pontos

Fefies fiess.

Para deduzir a equagad , tome-fe huma linha
determidada, por exemplo Ff, para eixo das abi-

ciffas, cuja origem feja emr A na diftancia CA =
la do meio C de Ff. Tire-fe a ordenada MP, ¢
faga.fe CB=—=CA : feja AP=x, PM =y,
AF—=¢, FM =z ;feri FP—=2%(x—¢), con-
forme P cahir entre F e B, ou entre Fe A fP =
a— x —¢; e pela propriedade da curva, Mf =
4 -z,

Ifto pofto, os triangulos retangulos FPM,
SMP dag FM? = PM?* - FP*, e Mf* —=PM®
+fP*; ou 22 =y b x> —2cx ¢, € @ —
'1ﬂ‘:+ 22 e ¢ + fi2 — 2ax + x? — 2darc + 2cx

- 2 ax ac — 2cx
+ ¢, das quais {e deduz z —= =+ = 3

logo fubftituindo efte valor na primeira equagad,

L = 408
Fi i 8

287 Por efta equagab podemos defcrever a cur-
¥a por pontes, como havemos feito (283) a rel-
pet

.
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peito do circulo. Alem defte methodo temos o fe-
guinte.

288 Tomando CA=CB =14, doponto f
como centro com o intervallo arbierario Br defcre-
ve-fe hum areo , e executa-fe o mefmo do ponto F
com o intervallo A7 ; os pontos de interfecgad
M e M! dos dous arces pertencerad a elliple.

289 A propriedade fundamental de que dedu-
zimos a equacad da curva, di hum meio muito
fimples para a defcrever por movimento  continuo.
Fixem-fg em dous pontos F e fas extremidades
de hum fio FMf maior que Ff, o qual fe eften-
da por meio de hum penteiro M; entad o ponteiro
movendo-fe ao redor dos focos, de maneira que
o fio fe conferve fempre eftendido , ird marcando
os pontos da ellipfe; porque em todos os pontos
que elle defcrever, a foma das diftancias FM ¢

fM fera a mefma,
2go Donde fe fegue, que tomando o fio FMf

igual a AB, a curva paffard pelos pontos A ¢B;
porque  AF — Bf; logo AF 4 Af— AB, ¢
BF 4 Bf =— AB. "A equagab moitra ifto melmo,
porque , pondo-fe y—oc, dd x(a —x)==0,qu¢
quer dizer que a curva eéncontra a linha Ff
produzida, quando ¥ — o, ou no ponto A,e

quando ¥ — a, -ou no ponto B,
4ac — 4¢ L
291 A equacad y — = »\/ _ﬂfaa’.—-uj
aa
da a cada abfciffa duas ordenadas iguais com li-
nais contrarios , e por tanto moftra que a cur'?
tem dous ramos iguais, hum de huma parte do
eixo AB, e outro da outra parte ; e que a perpen-
dicular DD? (Fig. 27) conduzida por C divide 3

curva em duas partes I gll:tis e {eme¢lhantes.
29%
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2902 A linha AB he o eixa maior da elliple,
DD! o efxoc menor, € o dobro mm' da ordenada
que paffa pelo féco , 0 parametra. Os pontos A , B,
D, D’ fab os wvertices dos eixos, ¢ o ponto C
he o centro da ellipfe.

293 Se fuppuzermos ¥ — AF = ¢, teremos
2 (ac — ¢cc)

e

g

, ¢ por confequencia mm'—=

4 (ac — ec)

. Logo o parametre he menor que o qua-
a

druply da diflancia ¢ do vertice ao fico.

Sr:jn ki L odd — e equagad da ellipfc fe mu-

[

dard entad nefta mais imples yy = —P—[ﬂx—rx].
i i

294 Se fuppuzermos ¥ — AC=—1a, tercmos
$)= CD? = ac — cc= AT x BF ; donde [e tira
AF:CD:: CD* BF. Logo o femieixo menor he
meia proporcional entre as diflancias de hum dos fi.

05 aos dous vertices.

Sr:ja DD!=—14, fera ﬁi — gac — (€ 3 €4 Cqua-

¢20 fe mudari nefta de que fe faz muito ufo . . .
W= i (ax — xx).
aa
Dos valores de p e b fe deduz pa — b2, e
mnﬁ:guintem:ntc P hre oo B P. Lngﬁ o parametra

be huma terceira proporcisnal aos eixos maior ¢ me-
nor,

195
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bb

aa
x (@ — x) .. bb . aa ; logo o5 quadradss das orde

295 A equagad yy — (ax — xx) da gy

nadas ao eixo maior [ao para os productos das [usi
abfeiffas , coms o quadrads do eixo mensr bhe para?
uadrads ds eixs magor ; € confegnintemente
guadradss das ordenadas e¢flag entre fi como a5 pri-

dulos das abfeiffas corvefpondentes.
296 Se fobre AB ( Fig: 38.) deflcrevermos 0
circulo AEBE' teremos PN* — ax — xx; logo

b :

Jﬂ PN? , aqual da y I PN O b*a,
a

ito he PM *PN :: CD * AC ou CE ; logo asor-

denadas da ellipfe fad proparcionais as do circuls def-
crits [obre o eixa maior. Podemos pois defcrever
a cllipfe com muita facilidade por meio do cir
culo. |
Donde fe fegue , que o circulo he Imma_elh-
ple, cujos eixos @ ¢ b fad iguais, ou cuja diflan-
cia do vertice ao foco he igual a ametade do eIx0

maior, ou tambem cuvjo parametro he igual a0

fera yy =

diametro ; porque fuppondo b —a,

p=—a, todas as tres cquagbes da ellipfe {e tornad

na do circulo yy =— ax — x=x.

297 Vé-fe pois claramente, que huma linha
unica , ifto he o diametro, determinma o circulo
mas nad bafta o eixo maior AB ( Fig. 37.) P™
determinar a ellipfe 5 he neceflario alem dillo ¢
nhecer ou o eixo menor &, ou o parametro p
a diftancia ¢ do vertice ao foco. Havemos

como fe delcreve a ellipie no calo de ler dﬂdﬂi o
: -

- ol
yiito
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eixo maior com a diftancia do wvertice ao féco.
Quando porém fe derem os dous eixos, para def-
trever a curva por movimento continuo, he ne-
ceffario determinar os focos. Ifto he facil de fa-
zer , defcrevendo do ponto D como centro com
ointervallo AC =41 a dous arcos, os quais cor-
tarab o eixo maior nos pontos procurados F e f.
S¢ for dado o eixo maior com o parametro’, deter-
minaremos o eixo menor , tomando huma meia
proporcional (294) entre as duas linhas dadas, e
alim reduziremos efte cafo ao precedente.

208 Pdra tirarmos huma tangente a qualquer
ponto M ( Fig. 79. ) da elliple , produziremos o
raio ve@or fM até G , de forte que feja MG =
MF ; e tirando GF, conduziremos {obre ella por
_!"nri a perpendicular MT, a qual fera a tangente,
ito he, encontrari a curva unicamente no pon-

o M,

Porque fe a encontra em outro ponto, por
exemplo em N, entad tirande Nf e NF, pela pro-

priedade fundamental da ellipfe fera FN 4 Nf
=FM 4 Mf, ou (4.e5. 1. Eucl.) NG -4 Nf
= Gf'; masifio he abfurdo (20.1. Eucl.); logo o
Ponto N nad pertence a elliple.

299 O angulo FMO =GMO = fMN. Logo

na n’a’e}:fr 85 raiss vellores j}:rumﬁ angulos iguais com
@ tangente Como fe fabe por experiencia, que hum
110 de luz , quando encontra huma f(uperficie, fe
refle@e fazendo o angulo de reflexad igval ao an-
gulo da incidencia ; 0s raios que partirem do féco
1Eminn[}.:- F, e encontrarem a -::Hipﬁ: s 1rabd reu-
Lir-fe no outro féco f; e reciprocamente.

Se
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Se conduzirmoes por M ( Fig. 40.) fobre a tan.
gente MT a pcrptndlullar MI1 , efta linha que fera
tambem ]'!'E[ptﬂdll:l.ll.!:r a curva , dividira o angulo
FMf em duas partes iguais ; porque fendo IMT =
IMT/, fe tirarmos os angnlos iguais FMT, fMT),
reftara FMI = IM{f.

300 A linha PI chama-fe a Subnsrmal, Mla
Nermal , PT a Subtangente.

Por quanto temos FMI =IMf, fera Mf!
MF :: f1: FI (3. 6. Eucl.) s e conleguintemente
Mf + MF (a) : Mf— MF (a— 2z ) 53 1 +FI
(a—a2¢) : f1 — FI (a—2c—2FI ) da qual feun

8% — 262 07 c—286% == AT x—400X = 400

logo PI =FI —(x—¢)= e 7 1. — (ac—¢c)=

ﬂ:

b
;ﬂ{ a—x) (204).
PM2 . . 4ty
3‘3‘[ J'Si rli-blﬂﬂ"‘rﬂnlﬁ PT == "“Pi"" == m

gx — XX

-
— -

'la—.t‘

As exprefstes de PI e PT podem fervir para ti-
rar huma perpendicular, e huma tangente a quale

quer ponto M da ellipfe.

202 Como PT nab depende de 4, tgdas
tangentes a pontos correlpondentes de tmiﬂﬁ as ¢l
Jipfes , defcritas [obre AB como eixo maior, [e
encontrad no mefmo ponto T do eixo. Pelo qu

a I.EI.I'I‘-TUH.L LS punm N do ur-:uln dE‘-fEIltﬂ I'uhr-: q'-ﬁ
como

. B R Y

e | el R
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tomo diametro ( Fig. 38.) encontrard no mefmo
ponta do eixo T a tangente ao ponto correfponden-
te M da ellipfe.

Porque he CP =} a — x (Fiz.40.), ferda CT

iy iy 5 AP 1) .
=CP 4 PT e Sy 01 ; logo CP:
AC .. AC: CT; proporcad , pela gual fe deter-
mira com fumma facilidade o ponto T' , por one
de palla a tangente MT.

323 O triangulo rfﬁ:angulu IPM di T™M
o ' 2\ €% — xx
—-1/[(“-“4' o e )gr_*x—fl'

304 A elliple tem grande ufo na Archite@ura
Naval. A curvatura ,» por exemplo, da [uperficie
exterior dos maftros , he a de huma porcad de el-
lipfoide , ifto he , de hum folido gerado pela
revolugad da ametade de huma ellipfe a0 redor do
feu eixo maior.

305  Se de qualquer ponto M tirarmos fo-
bre 0 eixo menor a perpendicular ou ordenada

MP/, o fuppuzermos DP' = »’, MP'=y', te-
I{‘rllusj :{nﬁ-—x' p € xziﬂ—j'. Subiti-

Wwindo eftes valores na equagad yy = ad Co
il

aa
— b
“quacad femelhante a que fe deduzio para o eixo

THI0F 5 por tanto tiraremos conclustes analogas
295, 206 .

= xx} , acharemos yy’ (ox'—x'x');

h:-:m*i Para termos as linhas P'1*, P'T!, L1,
IT! perténcentes ao eiX0 menor , imitaremos
Que fizemos a refpeito do eixo maior , ulando

das
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das linhas correfpondentes , e dos triangulos feme-
lhantes , que fe reconhecem na Figura. %cih: modo
acharemos valores em &' femelhantes aos deduzi-
dos em x relativamente ao eixo maior.

Tambem damos hum parametrs ao eixo me-
por , entendendo por elta linha naé o dobro da or-
denada , que paffa pelo foco do eixo menor, por-
que nabd o ha; mas huma terceira prupnrciunn!
aos dous eixos menor e maior (264) .

307 Se quizermos contar as ablciffas do centro
C, poremos CP = =z, e fubflituindo {a — zem

hb
lugar de ¥ na equacal yy == e (ax — xx) , € nos
f

valores de PI , PT , CI ’ft TM , acharemos ¥y
bz 2%

b b
= — (lag—~—zz)y Pl =-— P
ad ik
1aa

€T =

g

X
sy

s
Pl dm

Comeo os valores de =z comecad em C , ¢ act

bad em A, parece que a equagad y = =—

/(taa — zz) di {6mente ametade DAD’ da el-

lipfe. Por{m como devemos dar a z tanto valores
pofitivos , como negativos , elta claro , que f;‘ﬂff
ultimos darab as ordenadas pm , que determinad
a outra ametade DBD’; a qual he igual e feric-

hante & primeira DAD’ , porque a quantidﬂdﬂ

s+ —/(laa — zz) nad muda de valor pela fublt-
a

tuicad de — = cm lugar de -~z . )
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108 ' Da-fe o nome de diametrs a toda a refta
MCM! (Fig. 41.) , que paffa pelo centro da elli-
ple, e termina nos dous pontos oppoftos da cur-
va, Se conduzirmos pelo centro a rea NCN' pa-
rallela a tangente em M, ferab NCN'’ e MCM!
0s diametros conjugadss. As linhas mO parallelas 2
tangente em M (ab ordenadas ao diametro MCM?,
¢as partes MO fab as ab/ciffas. O parametrd de
qualquer diametro he huma terceira proporcional
20 mefmo diametro e ao feu conjugado.

309 Para moltrarmos que as ordenadas a hum
diametro tem propriedades femelhantes &s das or-
denadas aos eixos , tirem-fe as perpendiculares
mp , OQ ao eixo AB, e areta ms perpendicular

2 0Q. St Al =—g ., PM —y, CP==x. 04
=g, CQ = k; teremos AP— Ia—z, PB
=la4-z, Ap=la—k—g, B =1
Th+g.

Os triangulos femelhantes TPM , mSO dad

80 — . 5% ,» ¢ outros dous CPM, COQ

19a — 2z

;
umben femelhantes a6 QO == — ; logo pm

ky £2y
= — SO0 — 4 . Mas pela
QO S0 = % lag — zz i
grﬂpricdade da ellipfe (295) pm® X AP. PB =
M2 Ap. B ; logo fubftituindo , e reduzindo ,

1
teremos ff,ﬂ_ 1|

<5

£42%

— lag — gp.
laa —2z L Sl

Notemos de paffagem , que quando a linha mO

Pafla pelo centro, ifto he , quando-o pento O rE‘_aIu:
R2 - [o-
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fobre C , He k=0, ¢ r — CR 3 logo fubftitnins
do eftes valores na equacad achada , vira CR®
= laa — zz = AP. PE.

Fazendo agora CM — 4a4', CN — 1},
mO =y, CO=2z', os triangulos {emelhantes

e

CPM, CQO dat k= —; , ¢ os dous CNR,
PL
jgb’

mSO tambem femelhantes dag CR = ~-; logo

5 1 Yy
CR*—= -~ g‘i’, ; donde , igualando entre fi 08
7

dous valores de CR? , refultard gg —

y'y' (4aa—=2)
1b' b
Subftituindo pois os valores de gg e Ak na equaga®

1 gaks o
4 (1= : :
AT J["" .. s Sl 408 =y teremos
E: -llllr;fra-—zz . gg ¥
byl AN L A Yl P 1l "
FJ"—'H_;H?‘{H“’—- z'z') , femelhante 29

achamos a refpeito dos eixos.
: !
ato Pondo y'=o0 , tercmos z'= = ja .
Logo a curva enconira a linha MM'em dous pow-
tos M e M’ equidiftantes do centro, e por €0
fequencia todos os diametros da clliple fad certd
dos no centro em duas partes 1guais.
! .
P
211 Aequagady=3x— (}a'a’ — 2°% )

i
moftra que qualquer diametro MCM?’ divide em
duas partes igoais as [uas ordenadas mom”, OU #
parallelas & tangente em'M, e confeguintemente
tambem a ellipfe inteira.

212 ‘Donde fe legue, 1° que 3 tangente €™
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N he parallela ao diametro MM’ ; 2°que as or-
denadas Om ao diametro MM {ad as ordenadas
20 circulo do diametro MM’ , diminuidas po-
rem ou augmentadas na razad de 2’ I 5’, e incli-
nadas debaixo de hum angulo igual ao comprehen-
dido pelos diametros conjugados.

Para fabermos em que lugar a'=2~4", ou onde
as ordenadas {ad igunais as do circulo, fubflituire-
mos CP (z) em lugar de CR na equacad CR?

—

=laa —zz , e teremos 2 =1 a ¢/1, quanti-

dade real e independente de &, a-qual moflra , que
cada ellipfe tem dous diametros -conjugados iguais,
¢ que eftes fe determinad do meimo modo em to-
das as elliples que tiverem o me{io eixo, Para os
achar , defcreva-fe {obre o eixo maior como diame-
o (fijg. 38.) o femicirculo ANEB, e dividindo
em duas partes iguais no ponto N o.arco AE de-
terminado pelo eixo menor CD produzido, abai-
Xe-fe NP, que corta a ellipfe em M ¢ M'; ferad
CM e CM' os dous diametros conjugados iguais ,
Pois que o triangulo rectangulo ilofceles PéJN da

CP=CN v/} =fa vi.
313 Se conduzirmos do centro C (Fig. 42.)

2 perpendicular CF fobre a tangente, fera CF
PM.CT TM.CR

a _'_"-I"'M_" » € CN" == P.-I‘

3
EF.(}N.—: IM'E_IT'CR = lab (307, 309);

; loge

o he ( tirando a tangente NI até encontrar
T™ em I ) CMIN == 1a, 1. Logo itodss os
Parallelsgrammos firmados  pelas tamgentes nas. ex-

ire-
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tremidades dos diametrss conjugadss fub iguaes entre
Ji 5 € ao reélanguls formada pelss eixes.

314 Os triangulos femelhantes TPM , CRN

CR.PM bz
dab RN = PT el pelos dous

triangulos reflangulos CRN , CPM temos CR®
+ RN? 4 CP* 4 PM* —= CN7 4 CM?, logo
fubftituindo nefta as exprefsdes algebricas das li-
nhas , fera CN® 4 CM?® = 142 4 142 . Don-

de fe {fegue , que na ellipfe a foma dos quadradss de
dous quaifquer diametros conjugados he igual i foms
dos quadrados 'dos dous eixos.

315 Por quanto temos CN* = CR* 4 RN*
= ja? — 2* 4 s , fera (307) TM? = CN*

ﬂi

( 1a® — 22

=2

)- Porém os triangulos femelhan-

tes TPM, MP'T'da6 MT'’ =

2 s
E;—_i(-:-? » € confeguintemente
™ )(h'IT?m ON ¥ _}Pr W CM {3&3) , fen-
do p’' o parametro do diametro MM’ ; donde e
tira CM:TM :: MT’: 1p’.

O circulo deferito fobre TT! como diametro
(Fig.43.) paffard pelo ponto C, porque © angulo
TCT' he re&o ; fe produzirmos pois CM até en-
contrar a circumferencia em V.t:r:mnﬁfgg.g-EHf'-}
CMITM ;. MT': MV ; logo MV =—}P"-ﬁ

. 31

logo MT'? —
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216 Daqui fe infere , que para defcrever 2 cl-
liple, quando fad dados os dous diametros conju-
gados MM’ , NN', com o angulo que formad en-
tre fi , produziremos CM ate V, de forte que
MV feja igual a ametade do parametro, e do meio
X de CV levantaremos a perpendicular X'’Z , que
encontra em Z a linha T'T’ conduzida por M pa-
rallelamente a NN7; defcrevendo entad do ponto
Z romo centro ¢ com o intervallo ZC hum cir-
culo, que cortarh TT’ em dous pontos T e T',
asre®as TC , T'C conduzidas por elles para o
ceritro ferab as direccbes dos dous eixos, A fua
grandeza fe determinara abazixando as perpendicu-
lares MP, MP’', e tomando CA (302) igual a
huma meia proporcional entre CT e CP ; e CD
ignal a2 huma meia proporcional entre CF’e CP?,
tTanm (e deduz dos triangulos femelhantes TPM ,

) 28

317 Para refolvermos analyticamente elte pro-
blema , feja MM’ = m , NN = n, e o angulo
MCN =, teremos (314) m* 4 #* =a* 4 §*,
¢(313) mn fen « = ab , porque (Trig. 174.)CF
=m fene ( Fig.42.); logo a=1 ¢/(m* 4 n*
4 2 Sfen a) 4= & of(m* 4 0 — 2mn fena)y e
b =1 y/(m* 4 n? 4 2mn fen ) — § /(m* + n*

= 2mn fen «).

Para acharmos a direccad dos eixos , ou o an-
gulo MCT, que reprefentaremos por ¢ , temos no

tliﬂngulﬂ. CMT [Trig.t ';;3.]}}.1 T ou fﬂl [ﬂ—¢} :
CM (4m):: fon TMC (fen &) : CT (-&5 ) s
lo-
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ﬂﬂﬁﬂfu—.p}

2m fen a

Qangulo CMP (Trig. 162) da 14 Im 33 cof 4.

CP ou e e .f'_‘?'
im fen a

==a* (fen s cof o — eof o fen o) (Trig.34), e die

at—m?*

logo CP R

; logo teremos m? fen a cof o

vidindo por cof ¢, vird tang ¢ — tang « ,

-
-

que fe pode exprimir em m ¢ », {ubfituindo por
a o valor achado,

Da Hyperbola.

218 S E a curva ( Fig.44.) tiver a proprieda-
de de que a differenca Mf — MF das diitancias de
cada humn dos feus pontos M a dous fixos F,f,lep
fempre a me[ma, e igual a huma linha dada a ; pa-
ra acharmos a fua equacad , tomaremos huma li-
nha Ff, por exemplo, para eixo das ablcillas,
cuja origem feja vo g. no ponto A em diftancia

CA = la do ponto C meio de Ff , e faremos
CB — CA. Supponhamos AP — », PM — §
AF —=¢, FM —z : ferd FP — + {’r—ij'P
=—=c+atx, e pela propriedade da curva, Mf
— a4z,

Os triangulos reQangulos FPM , £PM dad
€2 — 2rx 4 x? —I—- e W —]— 2ac '+ 4°
+ 2ex A 2ax 22 4y = a7 - 20z 4 2, das

qu.u:i

. Mas o triangulo re.

L o e a o a e pe N e
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2x —I— ae + ax
e

gnais [e tira 2 — 3 logo fubfli.

windo efte valor na primeira equacad, teremos

= 4”"-;];'4” (ax + xx).

319 Efta equacad péde fervir para defcrever a
(urva por pontos, dando a x muitos valores. Tam-
bem fe podem achar fucceflivamente os mefmos
pontos , tomando arbitrariamente huma parte Br
maior que BF , e delcrevendo do ponto f como
tentro , e com o intervallo B» hum arco | o qual
fja cortado em M por outro arco deferito do pon-
o F como centro, e com o intervallo Ar.

Se quizermos porém defcrever a curva por mo-
vimento continuo , fixaremos no ponto f huma
regoa indefinida , que polfa girar ao redor delle ;
tm F, e emhum dos pontos Q_da regoa atare-
05 as extremidades de hum fio FMQ, que feja
igual a fQ — 4. Depois, por meio de hum pon-
keiro applicaremos 4 regoa huma parte MQ do
fo, ¢ movendo o ponteiro de M para A, de jorte
que o fio fe conferve fempre eftendido , a regoa
d abaixando , 2 parte 'M diminuindo , e o pon-
teiro defcrevera a nolfa curva ;. & qual fe da o no-
me de Hyperbola. Com effeito , SM — FM fera
fempre igual a a.

% :;- 3 (ax 4+ xx)

Moftra que a curva tem dous ramos AM , AM’

Iguais e infinitos , hum de huma , e cutro da o=

‘12 parte da linha AB produzida, a qual fe cha-
WA 0 primeira eixs.

320 A equacad yy —

328
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921  Se fizermos x negativo , ou fe fuppu-
germos que P cahe porcima de A , y =

ac ce sokew afla. ¢
+ V/ o I4 (xx — az) feri imaginario em

quanto for ¥ < @ , e por confequencia nad haverd
curva defde A até B ; mas comecando a fer x >4,
as ordenadas tornad a fer reais, e allim comega
em B huma nova porcad de curva mBm’, a qual
tambem tem como a primeira dous ramoes infini-
tos , hum de huma, e outro da outra parte de AB
produzida ; e he perfeitamente igual a hyperbola
pefitiva, pois que tomando Bp —= AP , xx—ar
ou Ap }FS"'E; B vem a ferigual 2 AP 3 PB, logo
PI‘H = L 1¥Lka

322 'Se na equacab puzermos y =0, achare-
mos que a curva encontra o eixo nes dous pontos
AeB,emque x—=o0, ¢ x ——a.

723 Para termos o valor da ordenada Fnm',
que pafia por F (elte’ ponto chama-fe fico, co-
mo tambem o ponto f) faremos x=—«¢ , ¢ V-

A =03 (—f—”—_‘i{—ri) ; logo fera o:dobro delta

ac £

qunntid:udf: youmfm'" — 4 (
1

nha chama-fe o parametrs da hyperbola, Se are-
pre{cntarmos per g, teremos huma equagad mais

fimples dacurva ... yy— 042 (ax =+ xx) »
a

4.r:1::l— dce acal it _;4-{;5 (e

de-

Da equagad p=—
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deduz que o parametro do primeirs eixo da hyperbola

be maior , que o quadruple da diflancia do vertice A
a0 fico F.

324 Sedo ponto C meio de AB fe levantar
aperpendicular DD’ — 2CD , tal que feja CD?
=Af X FA = ac - ¢ec, lera. DD’ o fegunds eixo
da hyperbola, Reprefente-fe efte por &, teremos
bh = 4ac + 4¢cc ; e fubflitvindo na equacad da

U bb
urva, virda . , « yy— — {ax 4 xx) ,
aa
Vé-fe pois que as tres equacbes da hyperbola 6-
mente differem das tres correfpondentes da ellipfe
nos {inais de ¢c e xx.

Da ultima equacad achada fe tira yy (PM?® )

ax < xx (AP ¢ PB):: 4 (DD'2 ) :aa (AB*)

Logo 1 Na byperbsla os quadrades das ordenadas as
Primeire eixo [at para os produites das fuas ubjcif-
Jas , coma o quadrads do fegunds eixe he para o qua-
drads ds primeire 3 e confeguintemente os quadra-
des das ordenadas efias entre fi como  os produétos das

abfeiffas E‘Erl'.;f;bﬂmi?fﬂfﬂ,
Quando @ =4, a curva chama-fe hyperbola
rgur‘a'mm, ea equm;:tﬁ fe torna em Y = ax + Ay

3 qual nag differe da equacab do circulo , fenad no
final de x.

dac - gec
i1

T+ 4ec lerd ap =— bb ,iltohe a4 ;. 4:p. Logo

® parametro do primeiro eixo he huma terceira

Proporcional ao primeiro e ao fegundo cixo.

Por quanto he p — , € bb = 4ac

345
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325 Se tirarmos por D a re&a DA, no trian-
gulo reftangulo DAC teremos DA — /(i 5

+ 31aa) = y/(ec 4+ ac 4 1aa)—=¢ 4 La =— CF.
Logo , para acharmos os fécos quando forem dados
os eixos , tomaremos CF — DA ; e pelo contra-
rio para acharmos o fegundo eixo quando for da-
do ¢ primeiro com os focos, defcreveremos do
ponto A como centro , € com:o intervallo CF
hum arco , que cortara a perpendicular D' no
ponto procurado D).

320 A delcricad da hyperbola depende pois de
duas guantidades , a faber : ou dos dous eixos ; ou
do eixo maior e dos {6cos ; ou do eixo maior ¢
do parametro ; e pelo que havemos dito pode fem-
pre effeituar-fe por algum dos methodos indicados.
Se folle dado , por exemplo , o eixo maior com o
parametro , procurariamos huma meia proporcio-
nal entre eltas linhas , e teriamos o fegundo eixo,
o qual ferviria para achar os fécos.

327 Se fobre Mf ( Fig. 45.) tomarmos a parte
MG = M¥, a perpendicular MT tirada de M
fobre FG fera tangente da hyperbola , ifto he,
nad encontrar a curva fenad em hum (6 ponto M.

Porque fe a encontra em algum outro ponto N de
TM, tirando NF , Nf, e NG, fera NF = NG.
Mas he Nf < NG 4 Gf, logo fera Nf — NF
< Gf, ifto hey, Nf == NF < Mf — MF ; lo-
go o ponto N nab pertence a hyperbola.

Pela ‘conftruccat’ FMO — OMG — NMQ.
Logo fe F for hum ponto luminofo’, os raios gu¢

delle fahirem, & encontrarem a concavidade MAM'
fereflettirad como fe partiffem de £ 328
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228 Por quanto temos ( 3. 6. Eucl. ) fM
(24 a):MF (z) :0 fT (a42c — 'FT).

FT;_ rtl'i FT.___Ef—‘-az: i a . . .
2% -

2ex = ac - ax
(26t a) a 2cx - ac 4 ax 1
2x+a 2x+a i 1089

(2¢ -+ a) z
ax -+ xx
PT=FT —¢c 4 r= —_} valor da fub-

tangente da hyperbola , a qual differe {omente nos
finacs da que fe achou para a elliple,

229 He pois a diftancia do vertice ao ponto
€m que a tangente encontra O €iXo, ou AT —
prv AP Bpustal o8, up e L ¥ 800

e s i

3170 Efta expreffad moftra, que fem embargo
de que os ramos da hyperbola fe eftendem até oin-
finito , com tudo as tangentes a cada hum dos
leus pontos cortad o eixo em pontos T fituados
entre A e C. Porque fe fubftituirmos em lugar de
x todas as quantidades imaginaveis delde o até o
infinito , o valor de AT crefce {6mente delde o
¢ 1a . Logo a tangente na extremidade infinita
de cada hum dos ramos AM , AM' pafa pelo cen-
tra C ; e como os ramos oppoltos Bm , Bm' [20
perfeitamente iguais iquelles, e os pontos A ¢ B
¢ltab em igual diftancia de C, fegue-fe que as di-
tas tangentes tambem o fa6 nas extremidades in-
finitas dos ramos Bm , Bm', como [e reprefenta

(Fig.46.) nas linhas CX , CY.

71
et
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331 Da-fe a eftes tangentes o nome de Afym-
plotas , as quais , como I% vé , f{ad humas linhas,
que partindo do centro fe avezinhad cada vez mais
da hyperbola , fem que poffad encontralla fenad
em huma diftancia infinita , e por tanto [ad os li-
mites das tangentes.
Se pelo vertice A conduzirmos Af parallela 2
PM , os triangulos femelhantes TAr, TPM da
ax 4 xx Lax
—— ) :PM AT (— ‘

; onde fe ve,

AT + ay e 1 b y/(ax 4 xx)
a4 x a4 x

que fazendo x infinito , he At = 1} = CD. Lo-

go , para determinar a poficadb das alymptotas,

conduziremos por A as reftas AL , AL', perpen-

diculares a CA , e iguais cada huma a CD ; &
linhas CL , CL’,conduzidas pelos pontos L, L'

e pelo centro C, ferad as alymptotas da hyper-
bola , as quais fe forem produzidas para a parie
contraria , ferad tambem as alymptotas da hyper-
bola oppofta. Efta claro, que na hyperbola equi-
latera o angulo LCL’ formado pelas alymptotas
be refto.

332 Poisque he CT = CA — AT = {T‘F?
teremos efta proporgad CP : CA @A+ CT,

a qual pode fervir para tirar huma tangente MT.

233 O triangulo reftangulo TPM da MT
= V(PM* 4 PT*) = 4/
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434 Se tirarmos a normal MI (Fig.47.) , tere-

mos TP ""'"”""') PM (y):: PM (y): PI

logo 2 fubnormal PI = Ej- (la4x).

335 Para acharmos agt}ra a equacad as coorde-
nadas do fegundo eixo DD’ , canduzamos a per-
pendicular MP/, e fazendo MP/ = y', DP/=x',

teremos y = 16 — x', e x =y’ — la. Subltituin-

do eftes valores na equagad yy = ij (ax -} xx)
4]

Vi y'y! = }:- (155 — E‘:x’—{- x'x'), a qual nad he

femelhante 4 relativa ao primeiro eixo.
330  Se quizermos ter a equacad em ordem a
AB, contando as oblciffas do centro, fupporemos
P= 2z, ¢ fubftituindo z — %a em lugar de x;

bb
icharemos 7”55 = frz" —_ ‘mﬂ
an

Se referirmos a curva ao fegumlt} tl\ﬂ DD/,
fazendo CP/===’, teremos #' = Ip—z' e ﬁ:b—
lituindo na equacad refpeétiva (335:} y Vi .3y

=2 (272" 1),

33? chnrmmln da mefma forte ao centro as
eXprefsges ‘'de PT, CT, PI, e MT, teremos

PT_E”‘_T"__ or ad9 Lo
Z il

MT 1/ hhzz + zz'— faa 4

= —] [( e L — {'IH -——:‘:' __:l

-
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Se produzirmoes MT até: encontrar o fegundo
eixo em 1/, os triangulos femelhantes TPM,

BOT Ldirat O fymain s X902 156

Ty = a—
CD: +4 !
Cpr

logo' CP= €% CD: CTY.
238 Toda a re@a MCM!' (Fig.48.) que pa

pelo centro , e termina de huma e outra parte n
hyperbola, chama-fe diametrs. As reitas Om pa-
rallelas a tangente em M [ad ordenadas ao diame-
tro 3 MO e OM' fab as fuas abfciffas,

Para moflrarmos que as ordenadas mO tem a3
welinas propriedades que tem as ordenadas MP,
tirem-fe mp , OQ_ perpendiculares ao eixo AB, ¢

conduza-fe ‘mS parallela a AP. Seja PM =,
CP =2z, Qp =g, COQ =k; lerh AP =%
— la, Bl‘:z—i—%a. ﬂp: k —_—g — -i-:i’. B}
=t —g+ la.

Os triangulos femelhantes CPM, CQO dad

QO = ?f—; e os outros dous TPM , mSO dab

L)

SO = — ; logo mp = QO — 50 =

e i
-y — Iﬂﬂ
&5
2% — Lan

= PM" x Ap . ¢B ; logo fubftituindo , € ¢
laakk 1 LER% g

duzindo , teremos — - t
4 ZZ — Laa

No-

. Porém (324) pm? ¥ AP. PB

— i”ﬂi
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© Notemos antes de paffar adiante , que fe tomar-
mos fobre AB a parte CR tal que feja CR2
AP X PB = zz — }aa, ¢ levantando a perpendi-
Cular RN terminada em N’ pela linha NN condu-
zjda pelo centro parallelamente a TM , fe fizermos
CN — CN'; entad NN he o diametro conjugads
de MM’ , e huma terceira proporcional a MM’ e
NN he o parametre do mefmo diametro MM .
Supponhamos agora CM = Ia’, CN = 1J’,
CO=2z", Om=y"; os triangulos femelhantes

|
CPM , CQO dad & = ?EJ » € os outros dous
iﬁl
imbem femelhantes mSO , CN'R dad g? =
Y |+ S
vy = ,b,;fﬂ} ; logo fubftituindo os valores de g2
3
Laakk FL
¢4 na equacad — +zz -+ z:'_ gaa=£g_‘l‘a#’
b b’
teremos ylyl = ca (z'z'— 1a'a’) , equacad

femelhante 4 das coordenadas do primeiro eixo.

339 Fazendo y'=o0 ,acharemos 2’ —= + 14’;
20 a curva encontra a linha MM’ nos dous pon-
‘% oppoftos M e M’ em diilancia do centro igual
134’5 e aflim todos os diametros fe cortad no cen-

o em dyas partes iguais.

lo

340 A equagad y'= = ':;r Viz'z'— 1a'd)

m“qfﬂl ue fe produzirmos mO de maneira que
W =0Um , o ponto m' pertencerd & curva ; por
> tan-
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tanto cada diametro divide em duas partes ignais
as re@as parallelas 4 tangente que pafla pela ori-
gem do melmo diametro.

b

r
a’a

fe tira y7y! (mO? ) : 2’2" — la'a’ (MO % OM))
B (NN ):a'a" (MM™ )5 logo o quadrads
de buma ordenada a gualguer diametro terminads na
curva efla para o prodults das fuas abfeiffas , come
¢ quadrads do diametro conjugads éfia para o gii-
drads do primeirs diametro.

342 Se do centro C (Fig. 49) abaixarmos (o-
bre TM a p:rp:nt!i::uhr CF, os trinngulns feme-

PM w CT

lhantes CFT , TPM darad CF = M )

e os dous tambem femelhantes CRN', TPM da-

F 'i}'. )
rab CN‘ou CN = I Li{ — ; logo CF % CN

b | -
— L0 ¥ S (‘:}—}-{ 2hi ; e fubftiteindo os valoreé
achados ¢ 236 5 337 » € 338) teremos CF % CN
— iab . Se produzirmos agora M'T até a alym-
piota em 1, fera MI — CN , como abaixo 1€
motrard , e confeguintemente. CIMN fera hum
arallelogrammo , cuja {uperficiec =— CF x M
— CF w CN ; logo o parallelsgramms rsa-f;,.{ff'!-'"‘r'
fobre o: diametros he igual ao reflanguls dos e1x05:

743 Os triangulos {emelhantes TPM , CRN/

PM % CR | bz B
PT — ,__u_ 3 € 06 [If_ﬂ]s. trian
g‘u-

(2! =" — ja'd)

241~ Daequagad y'y' =

dat BN' —

g e p=. Bu i3 T3 10 DR
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gulos re®angulos CPM , CRN’das CM?* — CN 2
=CP* 4 PM? — CR* — RN"?; fubflituindo
pois os valores achados, teremos CM2 — CN=2)
= jaa — }bb . Logo a differenga dos quadradss de
dus diametros conjugadss he fempre a mefma , e igual
a aifferenga dos quadradss dss dsus eixes. Donde fe

legue , que na hyperbula equilatera hum diametro
qualquer he igual a0 feu conjugado.

344 Por quanto temos CN? —= CR2? L. RN#

b gt
=2z — laa 4 iz_:" s fubftituindo no valor de
A fd

P A |
TM (337), acharemos TM = CN / (=22,

z /

Mas (Fig.47) os triangulos MPT ; MP'T/ dag
P'Mx TM CN x=z

TII'L —— : — = log

1 PT T ) ogo

tremos TM X T'M = CN?=1p’ X CM ,

fendo p' o parametro do diametro MM, e confe-

guintemente CM : TM :: T/M : Ip’.

345 Donde fe fegue , que para achar os eixos
1fim de defcrever a hyperbola , quando fa6 dados
U diametros conjugados com o angulo por elles
©mprehendido ; tomaremos fobre MC (Fig.50)
alinha MH — 1¢', eno meio 1 de CH levanta-
'mos huma perpendicular JK , a qual cortard em

3 linha MT'' conduzida por M parallelamente

40 conjugado NN/ . Do ponto K como centro e

tom o intervallo KC defereveremos hum circulo ,

®qual éncontrara MT nos dous pontos T el

€130 as linhas TC, CT” tiradas por elles e pelo
: S 2 cen-
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centro , ferad as direccbes dos eixos ; porque @
angulo T/CT he refto, e temos (Cor.36.3.Eucl)
CM:TM"Y. T/M: MH ou fp'.

A grandeza dos eixos fe determinard abaixan

do de M as perpendiculares MP , MP/, e to-
mando huma meia proporcional CA. ( 337 ) entre

CP eCT, eoutraCD entre CP* ¢ CT".

~ Nab pdde haver difficuldade em achar a felun-
cab analytica defte problema , depois do que have-
mos dito (317) a relpeito da elliple.

Da Hyperbola entre as Afympiotas.

746 A Hyperbola confiderada em ordem as
afymptotas ‘tem  propriedades importantes ,
que exporemos as principais , lembrando-nos
primeiramente do que fica dito { 331 ) fobre o mo-
do de determinar as alymptotas.

Para referirmos cada hum dos pontos E @
curva {ng.Fsl] 4s afymptotas CLO, CL%, t-
remos por E a linha EQ. parallela a huma dellas ;
OFEs parallela ao fegundo eixo DI : ES p:ra.lh:la
2 CLO ; e pelo vertice A a linha AG parallela 3

CL's . S¢jaCA=1a , CD = AL — AL'=
3by BB & BE S5y, AG=m, GL="m
CQ —=1,QE =uw.

Os triangulos femelhantes CPO , CAL dad

= e £ e

T e e .
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B b
=_:z_ -+ 7 ; donde vem EO ¢ Eo = E—ﬁ a0
__ bbaz bb

= e (22— }aa) =166 , ifto he,

EO x Eo —= CD?*=AL? ; propricdade que per-
tence a qualquer ponto E da hyperbola.

347 Os triangulos femelhantes QEO , ESs, ¢
AGL da6 AL : EO ;: AG:EQ ,eAL:Es::
GL : ES ; logo AL®* : EO % Eo:: AG %X GL:
EQ_){ ES ; mas EO ¥ Eo = AL? ; logo

¥ = mn, equacad da hyperbola entre asalymptotas.
Donde fe v& , que para o ponto A teremos

AG ¥ CG=AG % GL ; logo CG = GL.
Mas por caufa do angulo re€to A, o circulo delcrito
fobre CL. ha de pafiar pelo ponto A ; logo CG
=AG —=GL, ifto he , m = n , e conleguinte=~
mente ut =— m* .

Efte quadrado conftante m?, ou CGYNy: om
{{laat- 15), a que o produ&o uf fempre he igual;
thama-fe a potencia da hyperbola.

248 © Se pelo ponto E tirarmos de qualquer ma-
neira huma refta REr terminada nas alymptotas ,
as partes RE , mr, interceptas entre a curva e as
alymptotas , ferad iguais entre fi.

Porque ," tirando por m a linha hmH parallela
a0Es, os triangulos femelhantes REO , RmH
d6 ER : Rm ¢ %G * Hm , e os dous tambem [e-
methantes #hm , #oE dab Er 2 mr 17 Eo > mb ; logo
}-R}(Er * Rms¢mr i) EO X Es (Hm ¢ mi.
Mas (347) EO ¢ Eo = CD?* — Hm ¢ mbh;
logo ER % Er =— Rm % mr , ou ER (Em - mr)
=(ER 4 Em) mr, ¢ reduzindo , ER = mr.

349
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249 Donde fe fegue , que huma tangente T,
(Fig.52) terminada nas alymptotas , he dividida
em duas partes iguais no ponto do contaéto M.

250 Se por M conduzirmos IM: parallela a
DD, e tirarmos por qualquer ponto E a linha
REr parallela 2 tangente Tt , e OEs parallela 2
DD7; os triangulos femelhantes TMI , REO da.
rab TM * MI :: RE * EO, e o5 outros dous
Mt , Ber darad Mrtou TM : Mi:: Er: Eo; lo-
go TM? . MI % M:i:. RE x Er; EO X ko,
e por confeguinte (347) TM? = RE X Er,

351 Tire-fe pelo centro C o diametro CMV,
o qual dividira em duas partes iguais a linha Rr
parallela a Tr, porque (34¢) palfa pelo meio M
de Tt;efejaCM =1a', TM = 1¢,CV =12/,
VE = y'.. Os triangulos femelhantes CMT ,

f g4
CVR darad VR = Vr =12 ;' logo RE = —f;,-

a’l

it
—y',e Er= ?—u,- -+ ' - Sublftituindo eftes valo-
il

res na equacad RE % Er = TM? = }g¢ , como
tambem o valor de y'y’ (338) , teremos g = £’ ¢
confegnintemente ig = 14! , ou, MT = CN,
fendo CN o femidiametro conjugado de CM ;
logo (Fig.49.) M1 = CN, que he o que promete-
mos (342) demonftrar.

952 Para todas as reftas pois REr {Fr:g-%:}
parallelas ‘ao conjugado CN , temos RE X 7
= CN2.

253 Donde fe moftra, que muito facilment®
podemos defcrever a hyperbola por pontos , quaf

do forem dados os dous femidiametros cunja,fl{'dm
M,
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CM , CN ( Fig.53) com o angulo por clles compre-
hendido. Porque , tirando pela origem M do femi-
diametro CM a linha TM¢ parallela a CN, e to-
mando de huma e outra parte de M as partes M'T',
Mr iguais cada huma a CN ., as linhas CT , C¢
E{:I-Q-. 351) ferad as alymptotas. 1 fe pelo ponto

tirarmos arbitrariamente as reétas EMQ , PMQ_
que quizermos, e em-cada huma fomarmos 'O
== MQ, todos os pontos O aflim achados perten-
cerad (348) 4 hyperbola. Cada hum. dos pontos O
péde depois fervir para acharmos outros como V,
V, &c. , rirando as reftas ROS , 'ROS, &c., ¢
fazendo SV = RO. |

154 Com igual facilidade fe deduz o methodo
de defcrever entre duas linhas dadas para alympto-
tas huma hyperbola , qué pafle por hum ponto da-
do dentro dellas.

155 Finalmente , dividindo tanto o angulo das
alymprotas, como o fev fupplemento , em duas par-
tes iguais , acharemos as. direccoes dos dous ci-
Xos , cuja grandeza [e determinari como {c difle
(345) ; e aflim temos outro meio para relolver a
queltad propofta no melfmo logar,

Da Parabola.

356 C Onfideremos agora a curva , em que
a diftancia FM ({ Fig. 54) de cada hum dos feus
pontos M ao ponto fixo F he igual 2 diltancia
MH do mefmo ponto a huma refta XZ dada de
poficad.

Para acharmos a equacab defta curva, que fe
chama Parabsla , tiremos fobre XZ a perpendicu-
lar FV , ¢ dividindo efla em duas partes 1guais

no
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no ponto A, fera A hum ponto da parabola, por-
que AV = AF. Sirva efte ponto, que fe chama
o vertice , de origem das abfciffas , e feja AV ou
AF = ¢, AP = v, PM ='y ; teremos MF
=MH =PV=c+4x,eFP ==+ (x—)

O triangulo re@angulo FPM da FP? 4 PM*
=MF?, ifto he , sx —2ex - cc + yy =«
-+ 2cx 4 xx ; logo a equacad da curva he
yy = 4cxy a qual nos mofltra o feguinte.

1° Como temos ¥y = V 4cx , feguc—ﬁ: que
a curva tem dous ramos AM , AM’ perfeitamente
iguais e femelhantes , hum de huma, e outro de
outra parte da linha AFP , a qual fe chama o «-

x0 ¢ € que 0s mefmos ramos fe eftendem até o in«
finito , porque crefcendo x , tambem crefce .

2° Fazendo x negativo ytemos y = = ¢/ —i4cty
valor imaginario ; logo a curva na6 paffa para ci-
ma do ponto A,

3° Pondo ¥ =¢, temosy = = 2¢, ifto he, 0
valor da ordenada que paffa pelo féco F, ou Fm
== 2¢ ; logo mm' = 4c: efta linha chama-fe 0
parametre do eixo da fnrabﬂla. Aflipp o parame-

¢ quadruplo da diflanciu A¥

tro do ¢ixe da parabila
do vertice as fico. :
4° Seja p o parametro , teremos 4¢c =—p , ¢ @
equacab da curva fe mudard em ., . . yy = pr.
357 Por meio da equagad facilmente fe del-
creve a parabola por pontos, os quais fe achad
dando {ucceflivamente a x muitos valores, ¢ cal=
culando os correfpondentes de y. g
35
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. ms8 Tambem fe péde_delcrever por pontos
defta maneira. Havendo elcolhido o ponto - A
para vertice , € a linha VP por direcgad do eixo,
tomem-fe as partes AV, AF iguais cada huma
aitp ; fera F o foco. Conduzad-fe por cada
ponto do eixo as perpeundiculares MM', e del-
crevendo do ponto F como centro e com o in-
tervallo VP dous arcos , que cortem as perpen-
diculares em dous pnntnqu e M"™, pertencerad
eltes 4 parabola ; porque fendo VH perpendicular
20 eixo , he FM — VP —=MH." A re@ta XVH
thama-fe a direfiriz.

7359 Ultimamente a parabola pdde defcrever-
fe por movimento continuo , ufando de hum ef-
quadro VHf, e de hum fio FMf — fH , cujas
¢xtremidades e prendem em f, eno foco F. En-
b applicando a fH por meio do ponteiro M hu-
ma parte Mf do fio , fe izermos mover o outro
lado do efquadro fobre a linha ZX , de manecira
que o fio fe conferve fempre eltendido ; o pontei-
1o defcrevera a parabola MA.

360 A equacad yy — px moftra , que para
qualquer ponto M ¢ guadrads da ordenada MP he
igual as produlle da abjeiffa correfpondente pelo pa=
Fametrs 3 ou que o8 quadrades das erdenadas eftad

enire ficomo as _ﬁm: ﬂ{‘ff{ﬁiﬂ.
A equagad da ellipfe yy — o WM (ax

fid
~ xx ), [uppondo & infinito , reduz.fe a yy
= ¢ X ax
LA

bola. Logo « parabsla he buma ellipfe , cujo eixe
Maior he infinito.

= 4cx , que he a equacad da para-

361
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261 Se do ponto M ( Fig.55) conduzirmos fo-
bre FH a perpendicular MOT , efta ferd tangente

da parabola.

Porque fe encontra a curva em algum outro pon-
to N, tirando as linhas NF , NH , e NZ perpen-
dicular a XZ , fera NZ — NF ; mas por ouina
parte he NZ < NH , NH —=NF, e por confe.
guinte NZ < NF; logo o ponto N nad pertence
a curva.

362 O angulo FMO — OMH =— fMN ; lo-
go os raios luminofos que fahirem de I, cen-
contrarem a concavidade M/AM , fe reflettirad
parallelamente ao eixo ; € reciprocamente oS pa-
rallelos ao eixo fe reunirad no foco F.

63 Por quanto HO = OF , os triangulos
HE)M , TOF feraé iguais ; logo FT =— MH
=— PV — x < ¢, e conleguintemente PT = I‘T

FP = 2x. Logo a fubtangente PT da parabils
be dupla da abjeiffa.

364 Se por M tirarmos MI perpendicularmen
te 4 tangente MT , os triangulos femelhantes
PM?=

»
s PMI d — — —1p
TPM , PMI daras PI = — 2 =1

Logo a fubnormal da parabala be a mefma em fodit
es pontos , ¢ igual @ ametade da parametro.

265 As propriedades da parabola tem muit#
applicagles nas Artes e Sciencias. Quem quizer
ver o {en ulo na conltrucgad dos navios, pode cone
fultar o noffo original.,

366 Toda a linha MX ( Fig. 56) parallela 20
cixo QA chama-fe hum drameirs ; o feu parameirt
he
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he em geral o quadruplo da diftancia da oricem M
ao foco'§ as luas ordenadas (ad as reftas mQO paral-
lelas & tangente em M; MO [ad as abfeciffas.

Para achar a equagad as coordenadas do dia-
metro MX , tirem-fe dos pontos m , M, O as li-
nhas mp , MP, OQ_perpendiculares ao eixo AP,
e conduza-fe mS para"f:la ao melmo eixo. Scja
AP=yx, PM =y, Qp=yg, AQ =1 teremos
Ap =k — g,

Os triangulos femelhantes TPM , »SO darad
50 = = s logo pm P?ﬁ‘l o
Mas (360) he pm* % AP = PM* x Ap ; logo %

=k —.

Fazendo agora MO =/, mO =y, ferd x'=#%—

X == £ , on gg = 4xx’', Mas o triangulo retan-

4x
wlo mSO d LY —yly; 1o x!
g §28 oo eminiyls lago{asirtp)
= y'y’, Sendo pois p’' o parametro do diametro
MK, ilto ht.lil'-"ts 4FM =4x+4£=4.t' +P '
teremos y'y' =p’x’; equacab femelhante A rela-
tiva s coordenadas do eixo. Logo o quadrads da
ordenada mo a qualquer diametra MX be igual a»
Producto da abfciffa pels parametra do mefmo diame-
Ira5 e confeguintemente o5 guadradss das ordena-
das fa5 entre i como as abfciffas evrrefpondentes.
367 Do que havemos dito fe fegue, que para
delcrevermos a parabola , quando for dada a linha
ndefinida MX por diametro , com o feu parame-
op',eo angulo que o mefmo diametro faz com
as
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as ordenadas, tiraremos pela origem M huma lis
nha NMT que faga com MX o angulo NMX
igual ao angulo dado, e outra MF que faga com
MT o angulo FMT — NMX ; entad tomando
MF =1p’, oponto F ferd o féco (362, e 366).
Conduzindo pois por F huma linha TFQ paral-
lela a MX até encontrar TM em T, fera TFQ
a direccad do eixo, cujo vertice A fe determinar
abaixando a perpendicular MP , e dividindo FT
em duas partes iguais no ponto A (363 ). Tendo
affim achado o foco e o vertice , a curva fe defcre-
vera com facilidade (3258 , e 259).

Para darmos a folugad analytica defte problems
feja o angulo dado MOm =— MTP =g ; e conler-
vando as outras denominacdes , no triangulo re-
&angulo MTP teremos 1 & fang. a ) PT ( 2x ).

PM ( 4/px ), e conleguintemente ¥ — : n:i;’ =

mas p' — 4x -+ p, logo p — p’ fen®a , e aflim tere
mos o parametro. A origem A do eixo AL fe de-
terminard pelas equagbes x — } p'cof%a, €y =
= 4p' [en 2a.

268 Astres curvas de que havemos tratado,
tem o nome de Seccies Conicas , porque refultad de
huma pyramide conica cortada por hum Ef:mcr-F
Por exemplo, fe a pyramide conica CHI (/457
for cortada pelo plano AMm , de maneira q”ﬁl':'h
encontre os dous lados CH e CI , temos a E!]'F'[“
AMmB : deve exceptuar-fe unicamente o calo €M
que o plano faca com CI hum angulo igual :lquf'j‘:
que o outro lado CH forma com a bale, porq®
entad a leccad fera hym circulo.

Se ao contrario o plano nad encontrar hum dos
1=
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Yados CH (Fig. 58) , fenad no prolongamento defle,

teremos a hyperbola.

Finalmente fe o plano for parallelo a hum dos
lados CH (Fig. 59), teremos a parabola.

Para o demonftrar , concebamos a pyramide co-
nica CHI (Fig. 57, §8) coriada por hum plano
que-pafle pelo eixo j a feccad fera hum triangulo.
Corte-fe tambem a mefma pyramide por tres pla-
nos AMm , FMG, Hml perpendiculares ao tri-
angulo , fendo os dous ultimos parallelos 4'bale da
pyramide 5 as duas feccoes FMG , Hml ferad cir-
culos , os quais encontrad a feccad AMm em M
em, e terad por diametro as interfecgoes FG, HL
dos feus planos com o triangulo ; e as interfeccies
PM, pm dos circulos com o plano MAm (1g.11.
Eucl.) feraé perpendiculares ao plano do trian-
gulo, e conleguintemente ferad ordenadas com-
muas dos circulos , e da feccad AMum,

[{to pofto , os triangulos APG, Apl dab AP 2
Ap PG :pl, eos dous BFP, BHp dac PB .
?B:: FP: Hp ; logo AP % PB | Ap x pB 1.
FP % PG : Hp % pI, ou pela natureza do cir-
culo, AP PB: Ap X pB:. PM": pm2 . Ellad
Pois os quadados das ordenadas da feccad AMm
entre i como os produttos das abfciffas ; e porque
*‘-‘ﬁ:l‘s fe achad de huma e outra parte da ordenada
(-F:’L 57 ), e da mefma parte ( Fig. 58 ), AMm
ferd na Fig.'s7 huma elliple , e na Fig. 58 fera

uma hyperbola.
Na Fig. 59 temos pela propriedade do circulo
PM: — Fp X PG, epm*=Hp % p1 = FP X
: Pl




286 ELEMENTOS-

p1; logo PM?: pm2 i PG : pl 22 AP : Ap, pes
los triangulos femelhantes APG , Apl. Eftad pois

os quadrados das ordenadas entre fi como as abl-
ciffas, e confeguintemente a curva he huma pa-
rabola,

Reflextes fobre as Equacies das Secgoes Co-

micas.

169 TEm-ﬁ: demonftrado (309) que na elli-
pfe , fendo x a abfciffa CO ( Fig. 41 ) contada do
centro fobre o diametro MM/, e y a ordenada mQ
parallela ao conjugado CN, a equagad as coor-

b

denadas dos diametros he yy = (Jaa — xx), fej2
; a

qual for o angulo comprehendido pelos diametros.

Logo fe por m conduzirmios mO’ parallela a MM/,

a qual ferd huma ordenada ao diametro NN/; fa-

zendo CO'—= »’, mO' = y', teremosy—=x"» °

x = y'y € por confequencia yy =— g: (1 bb — x'x’) -
Donde fe fegue , que contando as ablciffas do cet
tro , a equacad da ellipfe em ordem a qualquer di-
metro tem fempre a mefma forma, em quanto ®
ordenadas fe tomarem parallelas ao diametro cot
jugado.

Se b—a, temos yy — } aa — xx, a qual he
a equacad do circulo (285), no cafo de ferem 25
ordenadas perpendiculares ao diametro ; porque '
forem obliquas , a equacab pertence 4 ellipfe re-
portada aos diametros conjugados iguais.

Quane
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Quianto 2 hyperbola, fendo # aabfcifa CO
(Fig. 48) contada do centro fobre o diametro MM’

terminado na curva , e ya ordenada mO parallela

bb
20 conjugado NN’, teremos (338) yy— —

i
|rx — ! aa) por equagab as coordenadas do primei-
ro diametro, feja qual for o angulo comprehen-
dido pelos diametros conjugados. Mas fe por m'
conduzirmos m/Q" parallela ao diametro CM , a
qual fera huma ordenada ao diametro NN/ ; fa-

Zendo CO/'—=x!, e m’ﬂ’:y’ s teremos x'—y,
¢y'=x , e confeguintemente y’y’ = -ﬂ-g- (%' x! 4
1 bb) . Logo na hyperbola a equagab is coordena-
das do diametro conjugado NN’ nad he femelhan-
te aquella que fe acha para o diametro MM ' termi-
nado ma curva,

Na parabola, contando as ablciffas da origem
de hum diametro fobre elle mefmo, e tomando as
ordenadas parallelas 4 tangente no vertice do melmo
Uiametro , a equacab (366) he fempre yy = px, fen-
do ya ordenada,  a abfciffa, e p o parametro do
Ulametro,

Em fim, na hyperbola entre as alfymptotas, con-
"ando as ablciffas ¥ do centro [obre huma das alym-
Plotas, ¢ tomando as ordenadas y parallelas 4 outra
alymprota , a equacad he xy = aa , [endo @ a po-
'encia da hyperbola.

370 He porém de advertir, que fe huma das in-
determinadas » 9 por exemplo, nad fe contar da
Mefma linha fobre que fe contad os x , poderemos
'r huma equacad femelhante 4s mencionadas , a
9ual nem porifio pertenga aos diametros conjuga=

dos
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dos, no cafo de fer a curva relpe&@iva huma elliple,
ou huma hyperbola ; ou nad exprima a relagad en-
tre as ablciffas e as noffas ordenadas, no calo de
fer huma parabola. Sejaé, por exemplo , CM’,
CN. (Fig. 60) dous femidiametros conjugados da

ellipfe; fuppondo CM'=14, CN =15, CQ =

bi
x, QM =y, aequacad he yy— A (}aa— xx)s
a

Tire-fe pelo centro C huma re&a FCE, e pelo
ponto B, tomado na diftancia conhecida BC =m
conduza-fe BF parallela a QM; fuppondo CE =1z
e CF — », os triangulos femelhantes CBF, CQL

mz bhmm

darad ¥ — —— : lopo teremos —
Al go ¥ Spypme

( L aann
T
ainda que tenha a mefma férma da relativa 208
diametros conjngados , com tudo nab lhes perten-
ce ; porque as abfcilfas z tomab-fe fobre CE, ¢ @
ordenadas y on QM contad-fe do ponto Q_, EH‘-E*:-‘*
a linha QM parallela a CN fe encontra com CM*

271 Segue-fe pois , 1° que huma equacad do
fegundo 'grao a duas indeterminadas , contando-i®
huma dellas da mefma linha fobre que fe conta 3
outra , pﬂrttnr:e:rii a elliple reportada aos L'-inrllclrﬂ‘-'f
conjugados , ou ao circulo, quando mella pad €
trarem outras ‘potencias das indererminadas mai®
que os quadrados, ¢ eltes tiverem differentes (inais
em differentes membros : ‘bem entendido que o t€r”
mo conhecido deve ter o final 4 no membro e™

que eltiver o quadrado da indeterminada cnmﬁ 0

e zz) . Donde fe vé, que efta equagad

. e N el N N P

S G T BT ORI ce——
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final — ; porque a equagad yy = = (— 1 aa—xx)

nad exprime linha poffivel (g8).

372 2° Se os quadrados das indeterminadas ti-
verem o melmo final em differentes membros, e
dellas nad entrarem outras potencias mais que os
quadrados, a equagad pertencerd fempre 2 hyperbola
reportada ou a hum diametro terminado na curva ,
ou a0 feu conjugado , conforme o termo conhecido
tiver o0 mefmo ou differente final do que tiverem
05 quadrados das indeterminadas,

373 3° Se a equagad condtar {omente de dous
termos , dos quais hum feja o quadrado de huma
Indeterminada , e ooutro feja o preduéto da ou-
tra indeterminada por buma quantidade conhecida,
Pertencera 4 parabola reportada a hum dos diame-
tros,, quando os dous termos em differentes mem-
bros tiverem o melmo final ; porque fe o tiverem
differente , a equagad nab exprimira linha poffivel,

374 4° Em fim fe a equagad conftar {6mente
de dous termos, dos quais hum feja o produéto
%as duas indeterminadas , € o cutro feja huma
quantidade conhecida, exprimira a hyperbola re-
Portada 4s alymptrotas.

375 Quando huma equacad a duas indetermi-
Madas tiver as condi¢bes expoftas, com facilidadeg
fe podera conftruir a fecgad conica a que per-
tencer,

Por exemplo , fe tivermos a equagad ncd — gyy
= gxx, efcreveremos primeiramente §y? — ncd —

=g ,.’_T:f_—.rx) o chuig 1 ,E‘

9

£ T (ncd
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] :
( H: — XX ) . Vé-fe pois que a equacad propoll
pr:r:::nc: (309, ¢ 371 ) a huma ellipfe,, na qual:
razab dos quadrados dos dous diametros conjug

bb
dos gu — = £ , € o quadrado do diametro fo-

it .tjl'

bre que fe contad os x oua* = e . Deftas du-

as equagbes fe tirad os valores dos dous diametro

d ocd
conjugados, a I'abcrfzz\/ i) e b— 1/.‘&’"_
g g

E como o angulo por elles comprehendido he igual
ao comprehendido pelas linhas x ¢ y, o qual fe fvp-
pbe conhecido pelo problema de que fe houver d¢-
duzido a equacab ncd — gyy = gxx ; temos as e
couflas (316), com as quais podemos defcrever?
cllipfe.

Ifto mefmo fe praticard nos outros cafos.
geral: Toda a equagad do fegundo grao a duas inde-
terminadas, fe exprime huma linha poflivel, e nad i
refoluvel em dous faflores do primeiro grao da

forma ax =+ by 4+ ¢, e dx 4 fy + g, pertence g

huma feccad conica. Para o demonitrar , enfinare;
mos a reduzir qualquer equacad defta natureid *
forma de alguma das equagbes que havemos 07
fiderado. Antes porém de entrarmos nefta mai®
ria, faremos para maior clareza as reflexdes I¢-
guintes.

276 Por quanto os problemas refolvidos P
Algebra conduzem fempre a huma ou mais €qU#+
¢bes , pedemos confiderar qualquer equagad 2 duas

interminadas u e/, como procedida de hum thfc-
ma;
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ma, em que as melmas indeterminadas reprefen-
talfem duas incognitas. E como dando fuccefliva-
mente a huma das incognitas, a u por exemplo,
muitos valores , e calculando pela equagad os cor-
re[pondentes de #, nad ha embarago para marcar
na linha AR ( Fig. 60, 61, 62) os valores AP,
AP, &c. que fe derem a « , e tirar por P, P, &c.
debaixo de hum angulo determinado as linhas
PM, PM, &c parallelas entre {i, e iguais aos va-
lores calculados de #; vindo defta forte os pontos
M, M , &c.a formar huma curva, cuja natureza
dependerd da razab que houver entre as linhas AP
¢t PM, a qual fe exprime pela equagad de que el-
las fe deduzirad : fegue-fe que a mefma equacad
eiprime a natureza de huma curva, e por tanto
feja qual for o problema , pode confiderar-fe a {ua
tquacad como perteneente a huma curva.

. Imaginemos que a curva he huma feccad co-
nica: elta claro que como fe ignorava, ou podia
ignorar-fe, que detal ufo daequagad refultafle huma
feccad conica, nad fe havia tratado de difpor as li-
nhas. AP ¢ PM de maneira, que tendo huma a fua
direccad fobre o diametro , a outra foffe parallela &
tangente no vertice delle , como era neceflario para
Que a equacad tivelle alguma das férmas acima
¢Xpoltas. Pelo que péde a equacad nad ter nenhu-
ma das mefmas formas , e fem embargo pertencer
2luma das feccOes conicas.

3?? vc'amﬂs :‘lgﬂrﬂ como t{][:l;], a qu]‘ﬂl‘r"ﬂ.ﬁ dﬂ'
fegundo grao a duas indeterminadas pode reduzir-
fe a a}guma das formas que tem as cql.mqﬁﬂﬁ das
leceBes conicas em ordem s linhas , a que as ha-
Vemos reportado [31‘5 g] .

T 2
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378 Para praticarmos pelo methodo que vamo?

a expdr , devemos lembrar-nos (192) de que o fe-

undo termo de huma equacad do fegundo graofe

faz defaparecer , igualando a incognita mais ou

menos a ametade do coefliciente do fegundo termo,

conforme for pofitivo ou negativo, a huma nova

jncognita , havendo antes defembaragado o quadra-
do da incognita.

Aflim na equacad 4x* - 12¢v =9, f'arm%m

1

X+ 3 —2z, eteremos 2 equivalente zz = —,
2 4

em que nad ha fegundo termo. Se tiveflemos x* —
4x = 7, farlamos ¥ —2 =2, e achariamos
az == ATe

279 Podemos tambem igualar a incognita av-
mentada ou diminuida da ametade do coefficiente
do fegundo terimo , a huma nova incognita multi-
plicada ou dividida por huma quantdade arbi-
traria.

Por exemplo na equagad x* — 4x = 7, fazen
kk

dox —2= — z, teremos — 2z = I1, a qual &
n nn

para ¥ 0 mefmo valor da operagad precedente, feja

k e n o que fe quizer ; porque fendo —z = /1%
m

- F
¢ x—2—-— 2z, tefcmos como acima & — °
H

= ¢/ 1L,

e e T A
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Methodo de veduzir as Secgies Conicas toda a
equacad indeterminada do fegundo grao.

180 SUppﬂnhamns que a equacad geral do [fe-
gundo grio a duas indeterminadas dit 4 cut <4
ewn - fdt 4 geu ? hd? — o pertence a huma cur-
va MM (Fig. 6o, 61), cujas coordenadas fcjad AP
¢ PM. Para moftrarmes que efta curva he fempre
huma feccad conica, e enfinarmos o methodo de
a conftruir, fimplifiquemos a equacgad, fazendo

(378) ¢ 4+ If %}: y 3 teremos 4ddyy = ffdd

— 4bd} - (2¢fd — 4ged) u 4 (ec — 4de) un. Sup-
pondo para maior facilidade ffdd — 4hd’ —=r ,
2fd — 4ged =— q, e cc — 4de = m , 2 equacad fe
reduz 4 forma 4ddyy —r -+ gqu 4 mun, na qual
m, g, r podem fer quantidades pofitivas ou ne-
gativas.

Faca-fe agora a mefma operagal em ordem a

# - e r
¢, dando 4 equagad a forma uu -} 1 4 - — =
m

4dd q gx L
.—7 €(379) pondo u- vl A (*); te-
g7xx 49 ro__4dd
rem —-- d 1
"y 4mmuin At + m m K qu?
fc dcd e Gty q9 oL dmrnn :
Uz yy oy ooy (r.r :rm-[--——-_—w )
Como

[ —

(*) Introduzimos a quantidade arhitraria », a fim de reduzir dire-
Amente a equacab aos diametros conjugados. Se igualaffemos ( 378 )

Umplesmente a x, acquagad final eltaria no cafo que havemos exa-
m.l.l.ﬂq {3:,—,;-... -
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Como ¢, n, e d eftab no quadrado , os finais
da equagab fomente mudarad , quando m ou r
fe tornarem de pofitivos em negativos. Poréma
mudanca de final em r nad influe nos finais de xr
eyy; logo della na6é refulta mudanga na curva
79
10minndd

arnn ]
(rm + i xx:? . Logo a curva fera hum

79
hyperbola, quando m for pofitivo (772); € pelo con-

trario ferdi huma ellipfe , quando m ou cc— 44
for negativo (371), jl{’ﬂ he , quando 4de for maior
que ¢c , tanto no cafo de d e ¢ ferem ambos politi-
vos, como no cafo de ferem ambos negativos.

181 Para fabermos psis em que cafos huma equagad
indeterminada do [egunds gras dit -4 cut 4 eut

-+ fdt 4 geu +hdd = o, pertence a ellipfe ou i

byperbola , examinaremss fe o quadrado cc do coeff-
ciente do termo ut menos o quadruplo do produéie de
dos coefficientes de tt e wu da huma quantidade P
fitiva ou negativa j no primeiro cafo a curva ferd fy-
perbola, e na fegunds huma ellipfe , com tanto que n
Jeja d==-¢, porque entav acurva pide fer humcir-
euls , como logo mofiraremos,

Deve exceptuar-fe defta regra o cafo da elli-
ple, em que r for negativo e maior que fj— : por-

4

Amrnun _ 4mrnn
torna-fe em nn ——

99 : 49
-4:’;”-‘) s 4 qual he negativa qunndﬂ
1 for

Quanto a m, fe for negativo, teremos yy =

que entab nn -}

ou nn (I —
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gonr 99 -
for —?E-'} I, on ::} o e confeguintemente.
(371) a curva fera imaginaria.

Refta agora enfinar o modo de conftruir as cur-
vas reconhecidas. Comecemos pella elliple , conf-
truindo as duas equagbes refpedlivas f 4 1f 4

cie q qx .
— ' — ols que m na
2d . amn P a '

fuppoficad a&ual he negativo , e n péde fuppor-fe
indifferentemente politivo ou negativo.

282 Quanto 4 primeira , conduza-fe pela ori-
gem A dos u ¢ ¢ (Fig-6o) a linha AB—}f paraliela
45 linhas PM ou 7, e tire-fe BKI parallelamente &
linha AR fobre que fe conrad os u ; ferk IM == ¢

<+ 1 f. Para termos pois y=1IM + -Z-f;-
{obre BI a linha BK de grandeza arbitraria , € con-
duzindo KL, = i< BE

, tome-[e

parallelamente a AR, e

tirarmos pelos pontos B e L huma linha BLQ, tere-

mos dous triangules femelhantes BK LeB1Q, que dad
L

Q= et logo QM =IM4-1Q =/ 1/ +

(4}

7= Donde fe ve vé& (370) que QLB deve fer

A direccad de hum dos diametros , para que a
“quacad pertenga aos conjugados, Determinemos
@ centro,

A fegunda equacad u — S .2 mofira ,

am amnn

que fe fobre AP tomarmos AG =— 7. , fera GP

am
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f gx = L4 "
— — : logo tirando por a linha
am 2mn y E PO G

NGC parallela a PM , o ponto C fera a origem dos
x , e confeguintemente o centro da ellipfe. Com
effeito , os x devem contar-fe fobre LQ , e pcla
?.T
xmn
x — o0 ; logo os x comecab ao mefmo tempo que
as linhas GP ; mas ifto {6mente péde ter lugar
quando os x comegarem em C ; logo fendo QM os

y» as linhas CQ_ferad os x.
Da equacadé GP = AR G Xn CQ fe t-

Zmn
ra s:—AG XE@:; mas , pela propriedade das

-~ GP
parallelas , BC = AG{;CQ';
ifto he , para que a noffa equacad pertenga aos dia-
metros conjugados, cujas direcgbes (26 QB e CN,
deve introduzir-fe por # o valor de BC , determi-
nado pelas conftruccdes precedentes.

A grandeza dos diametros determina-fe, com-

99
1 Canddnn

equacad GP — » quando GP =— o, tambem

logo n= BC;

parnndn as duas equagbes yy =

(o + 25 N e gy = o (fas— 52);

99 aa
t6mrann
do que refulta a — 1/ 4nn : , el
(4 + ——)

.
— 1/(-:4;‘%{!_-{—;’?). E como n,m, g,

fab quantidades conhecidas, teremos os valores
dos
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dos diametros , com os quais e com o angulo com-
prehendido BCN , que fe [uppbe determinado nas
operachies precedentes , delcreveremos (310) a elli-
ple a que pertence a nolfa equagad.

787 Se @ =/, e 0 angule BCN = go° , a cur-
va [era hum circulo. Para determinarmos quando
illo tem lugar, 1° na nofla equagad fupporemos

4 BES ') g LTI, 3 2,
Yomddaiar da nn i P BC?; 20 fe

oangulo BCD he re&o, temos BC* 4 CD?* ==
BD? _ 19 ol g | B

_—AGI' i 10mdd + ‘1ommdd P 7 2
que os triangulos femelhantes BCD, BLK dad

CD =§E ; logo he neceffario que m -+ ¢c =
i

4dd , ifto he ;, — ec + 4de - ¢cc = 4dd , oud =ze.

384 He pois manifeflo, que para faber [¢ a
turva be circuls , ellipfe , su hyperbsla, he efcufa-
do attender aos tres ultimos termos fdt, geu , e
bdd, da equacad dr? 4 cut -+ ew? 4 fdt 4 geu 4+
hd? == 0: elta averigoacad depende {6mente dos
lres primeiros termos , de maneira que fe d, ¢, e e
forem tais , que cc — 4de feja pofitivo, a curva fera
huma hyperbola ; fe pelo contrario for negativo ,
2 curva fera huma ellipfe, exceptuando fomente o
cafo em que feja a0 melmo tempo d =e, ilto he
¢m que os dous quadrados &7 ¢ #2 tenhad o melmo
Cocfiiciente , porque entad acurva ferd hum cir-
tulo, fe for reco o angulo das novas coordenadas.

385 Tudo o que temos dito , 4 excepcad do
timero 383, fe applica igualmente 4 hyperbola,
! ito
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ilto he, 4 equagad yy it moffies '(rr i
dmran

1 bmnadd
nn -
99

nos finais. Aflim tornando a ler o preceden-
te, ¢ applicando-o 4 Figura 61, nad ha outra
mudanga a fazer mais do que tirar AG paraa
parte oppofta de AP, como indica a equacad

T = 1% (380 i
——— i o t y 1 do he
u + = o (180). Quanto ao mais , tudo

o mefmo , mudando a palavra ellipfe em hyperbola.

Nos cafos particulares as quantidades AG,
BK , AB, KL (Fig, 60,061) podem ter difpoliad
differente da que havemos reprefentado ; porém
tais mudancas ferad fempre indicadas pelos finais
das quantidades d, ¢, f, m , ¢ &c. nas equagoes

i | _11 == —?-r-——— -:f.'«\" ﬁ:
ti 2d Jp® 4o am  2mn ¥
forma®h para fazer defaparecer o fegundo termo.

86 Pallemos a examinar os dous cafos que
reftad: a faber 1° quando cc — 4de = o 2° quan-
do 'd==0, ¢ee=o0.

No primeiro cafo . ifto he quando cc — 4de =2
on r[lmﬂdﬁ os tres termos #f, u!, ¢ ux formad hum
quadrado perfeito, faremos defaparecer o fegundo

). fazendo a devida correcgad

termo en ordem a /, e teremos yy =

Se fuppuzermos pois elte fegundo membro lglh’iI
a huma nova indeterminada x» multiplicada por
hum numero arbitrario # , vira a equacad yy =%

a qual pertence (369) 4 parabola reportada adi:l“'“
1=
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diametro. Para a delcrever , conftruiremos as

Eﬂtlﬂtﬂ-ﬁﬁf—i—{f—l——i— 2dd

Como ja fe mnﬁrum a primeira, applicando ex- -
aftlamente 4 Figura 62 o que fe diffe { 782 ) a efte
relpeito paraa Figura 6o, as linhas QM ferad os v,

e teremos BLLQ_ pela direccad do diametro, fobre
que devem contar-fe os x,

A origem dos x, ¢ cﬂnﬁ:rrumtemr:nte o vertice
do dmuwtru ft: determina recorrendo a fmrunda

dd)
equacad u + T sl » 2 qual moftra que fe
Sl e
tomarmos para a parte contraria de AP a guantida-

dch{;:_. fera GP —u 4 —*—ﬁl.

q q q
Lugn {e por G conduzirmos GCD parailela a PM,
0 ponto de encontro C com Q_LB ferd a origem
5 X,

. GP 7.AG
O parametro n —= —— - =

45* T e X0 S

r
Logo fendo conhecido o parametro

e

4 BC °
dcr dlametm , com a origem C do mef{mo diametro,
€0 angulo MQC das coordenadas, facilmente fe
conftruird a parabola (367).

387 Por quanto a cquacad geral pertence 2
Parabola quando ¢* =— 44, fegue-fe que todas as
Vezes que faltar o produlto wt, (IEH: neceflaria-
Mente faltar hum dos quadrados «* e 2, para que
4 cquacad pertenca a parabola ; porque fendo en-
u“ €==0, acquagad ¢ — 4de moitra, quec dou

-_ gi
288
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388 Se ambos os quadrados fe acharem na2
equagad , e faltar ur, a conftruccad (382) fera mais
fimples ; porque nefte cafoc=—o0; logo KL —=o
(Fig. 6o,61), e confeguintemente BK fera hum dia-
metro, cujas coordenadas ferad parallelas acs «
¢ /. Podemos tambem entad fazer defaparecer o [e-
gundo termo em ordem a # fem ufar de », porque

BD ou AG (ﬁ) — BC (n), e por confequencia

u -+ g e

Donde fe fegue , que no cafo prefente , alem
das condigbes expoftas (384 ), o angulo das co-
ordenadas u e ¢t deve fer recto, para que a curva
feja hum circulo,

389 Se houver ut na equacgad primitiva, e nad apa-
recer outra potencia de « fenad o quadrado depois de
fe fazer delvanecer o fegundo termo em ordem a fy
entad nab he neceffario outra operacaé femelhante em
ordem a u ; mas nem poriffo eftamos difpenfados de

huma transformagad, a qual confifte em fuppor v =

! ,
—{:—,fcndu? huma fraccab, que fe determina-

a2 de hum modo analogo ao que havemos enfi-
nado (382), como abaixo moftraremos.

390 . Se dos tres termos #° , ut, e u? faltar lo-
mente hum dos quadrados, a equacal pertencers
fempre a hyperbola , ou nad exprimira curva al-
guma ; porque fe ford oue=—0o0, a quantidﬂd“ ~
fera fempre pofitiva (284) .

391 - Finalmente fe faltarem ambos os quadr-
dos e »®, illo he, fc a equacad tivera t“m:l

2’"-
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gut +-ht — ku — l — o, pertencera a hyperbola
entre as alymptotas , como f{e vai a ver na conftruc-
¢ab feguinte.

Faca-fe + — — = y; teremos a transformada
4
b bk l )
wy - ; - 3 ¥ = o. Faca-fe u - -g-{-
t Xy J o O
= x j teremos ¥y — — —= —_ equacad que per=-
. 2 - quagad que | I

tence 4 hyperbola , cuja potencia (347 ) he —
&
bk '

H—

L ]

44

Conduzamos pois pela origem A ( Fig. 63 ) dos
ﬂ;f parallelamente a PM ou ¢, a linha AB —
e depois por B a linha CBQ_parallela a AP,

teremos QM — 17— j— =¥;

&
Produza-fe AP para G até que feja AG :—iﬁ—-— ,

¢ tire-fe GS parallela a PM , o ponto C de encon-
ro com BQ fera o centro da hyperbola , cujas
ab[ciffas fa5 as linhas CQ,, e afymptotas as linhas

» CS. Com eftas e com a equacad facilmente
fe defcrevera a curva (354) .

. Se a equagad nad tiver os tres primeiros termos
:"t » uf e y* , pertencerd 4 linha re@®a, cuja con-
ruccad pad tem difficuldade.

392 Affim, recapitulando o que temos dito,
Ptoda a equacad indeterminada do fegundo grio,
[e




202 ELEMeENTOF

fe naé fe refolve em dous faltores do primeiro , ex-
prime fempre huma fecgab conica, ou nad expri-
me linha alguma pofiivel, 20 A curva he elliple,
hyperbola , ou parabola, conforme for poluivo,
negativo, ou cifra o quadrado do coefficiente do
producto u¢ das duas indeterminadas menos o qua-
druplo do produélo dos coeflicientes dos dous qua-
drados u? e #2 3 e em particular péde fer circulo
no cafo de fer negativo o produclo, quando 0
coeflicientes de 42 e 2 forem iguais entre fi. 3° L
para reduzirmos qualquer equagad, que pertencal
huma fec¢ad conica , as equacdes que havemos
dado quando fe tratou deltas curvas, devemos pra-
ticar pelo modo que fe enfinou ( 380, 386, 385,
289 , e 791 ). Paflemos a moftrar o ufo das noflas
transformacaes.

Applicacat @ refolucad de alguns problemas
indeterminados.

393 PRﬂ'ﬁT- I. Achar a curva DME (Fig.64)

tal que as difiancias de cada bum dos [eus ponts
M a dous fixes A e B tenbai entre fi a razas dads
de g:h.
Tire-fe fobre AB a perpendicular MP, ¢ fejd
AP—u,PM—=1,AB=c¢; fera BP=u«—"F
Iito {uppolto, os triangulos reQangulos APM
BPM da6 AM = y/(uu -t 1), ¢ BM — y/(wt =
2¢cu 4 cc -+ tt). E como deve fer AM :BM .

£ . b, teremos {gz_,;z}ﬂz_}_{g:__‘,r_}:}”.-

ﬂgﬂn‘ﬂ
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28%u 4 g%c* — o ; equacad que pertence 2o cir-
culo (284). \

Para a reduzirmos 4 forma yy — }aa — xx, bal-
ta fuppor primeiramente { =y, € teremos uu —

— g::':

yy. Seja agora u —

: ﬁ’g’f
————— = X 3 teremos yy — e e XN,
,f: — 52 : 7y {gz __{J‘,‘r
Comparando pois as duas equagdes , vird o valor
hee
i

4o raio oula—

—. Quanto a determina-

¢a0 do centro, que eltd nalinha AP, tome-fe AC—

48
3 fera CF m 4 — ——=—=xDel-
= e Y

crevendo pois hum circulo do ponto C como cen-
hege

1o & com o intervallo ___g_.T , cada hum dos
b

feus pontos M terd a propriedade de que fe trata,

Podemos ainda mais facilmente achar o cen-

‘0 ¢ 0 raio. Porque fazendo y = o na equagad

—

R

AR h)

=z @ qual da w =
&~

e
y € t# = —— =— AE ; logo a fe-

g—n
= v - Dl:: ® -
ll‘ndnﬂer{;nga ou — z determinara o centro, ¢ 0 ra-

io CE.
94 Probl. II. Sends dada a linha AR (Fig.65)

-

“ar fira della todos os gontes M, tais que as reclus
MA,

¥y, leremos u=—/—
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MA , MR, tiradas por cada hum delles para A eR,
formem [empre bum anguls dads,

Abaixe-fe a perpendicular MP, e feja o raio
e1, AP —u, PM=1t, AR=15, a tangente
do angulo dado , ou fang AMR = = ; teremos PR

= 0 — .
Os triangulos reangulos APM, RPM dad
b— i
tang AMP = _I;: , e tang PMR = HTL;

porém ( Trig. 41 ) tang (44+B) =

R? (tang A 4 tang B )

" R2 — tang A tang B
b — u

I
T+r

logo teremos m =

3

, ou mit 4 mun — mby — bt =0j

=
equagab a hum cireulo, cujo raio ¢ centro deter
minaremos da maneira feguinte.

b bb
i - — e = 1 :' —— -—-.|E|
Faca-fe ¢ == ==y § Virh 3y ut

4
. b
iy = 0. SEI}E U -— —:i"' == x ; teremos yy = E_.

bb : bk bb
———xx ; logo 0 ral10 = — +—)
g vV G+

4mm Amim
Levante-fe pois do ponto A a per[n:ndicuhr

AD = ,.: , etire-fe BCQ parallela a AR; ferd
m

QM =1?— i__:_,._ Tomando agora fobre AR

2m
b

—X

b ;
a parte AG= —, teremos GP = — 7=
2 2
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Il.ngn fe tirarmos por G alinha GC parallela a
PM, o ponto C feri o centro, e AC= ¢/(AG?
bb bb
- | Tin w1 ey £ H

+GC? ) = 1/( ” +4mm) fera o raio.

Reduz-fe pois a conftrucgad a levantar do pon-

b
to G meio de AR a perpendicular GC = ___

am
defcrever hum circulo do centro C com o raio
CA; todo oangulo AMR que tiver o vertice na
creumferencia , e paffar pelos pontos A ¢ R, ferd
igual a0 angulo dado.

c

y %, St | iy,
Efta claro que para conftruirmos e tirare-
m

mos huma re&ta AO , que faca com AB o angulo
BAO ié'ual a0 angulo dado ; entad o ponto do en-
tontro C com a perpendicular GC ferd o ponto
procurado , porque (Trig. 164) no triangulo re@an-

gilo ABC temas AB ou GC — —-5—.

2m
Donde fe fegue, que em huma pzlavra fe re-
Yz tudo a tirar por. A.a linha AO que faca
©m AR hum angulo igual ao complemento do
“agulo dado ; efta cortara no pento procurado C
U perpendicular levantada do meio de AR.

395 Agora he facil de refolver.a queltad fe-
Suinte : Sends dada a peficai de tres pontos R, A, R'
(Fig. 66), achar o ponts M , di qual fe vejai as
Imhas R A » AR por angulos dadss.

Dividab-fe as linhas RA, AR’ em duas par-
s 1guais nos pontos G e G’, dos quais fe levan-
tm as perpendiculares GC e G'C’. Tirem-fe por
43 linhas AC, ACY, que fagadb com AR e

9] AR/
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AR’ os angulos RAC , R’AC' iguais cada hun 30
complemento 'do angulo RMA , R'MA , por que
fe vé a linha correfpondente ; e deflcrevendo dous
circulos dos centros C ¢ C’ com os raios CA,
C’'A, o ponto M de interfecgad fera o ponto pro-

curado,
Efte problema péde fervir para reprefentar nas

Cartas Topograficas a pofigad de hum ponto, do
qual fe aviltad tres objeflos conhecides.

Se os angulos obfervados RMA, R'MA fol-
fem iguais aos angules RR’A, R'RA, o problems
feria indeterminado ; porque confundindo-fe en-
tad os dous circulos , cada hum dos pontos da.cir
cumferencia fatisfaria a queltad.

206 Probl. 111. Sendo dado o _angule que fo-
zem entre fi duas linkas AZ, AT ( Fig. 67),
achar as curvas, nas quars adiflancia de cada hurt
dos feus pontos M a bum fixo I de AZ tem [em-
pre para a linba MT, tirada ds mefmo ponts M pare
a refla AT parallelamenie a AZ , a razap dads

deg: h,

Tiremos MP parallelaa AT, ¢ MS perpendi-
cular a AZ. Seja AP—w, PM =1t , AF=¢/
fen MPS=p, e esf MPS = ¢.

1to pofto , o triangulo re@angnlo MPS da
MS — pt, e PS—= ¢t ; logo teremos FS = ¢/ —
u 4 ¢, e por'confequencia MF — / (M5* +
FS? y = /( tt — 2qut -+ uu - 2g¢t — 244 4-cc)s
advertindo que p? + ¢* = 1. Mas deve fer MF -
MT :. g : h; logo teremos Ah%% 2gh’ut T

(b2 = g* )u? + 2ch*qt — 2ch*u - btr = o- EM
:ql.'lﬂ.'
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equacad , que comprehende todas as fecgbes coni-
cas (380) , pertencera (392) 4 ellipfe ou & hyper.
bola, conforme for negativa ou polfitiva a quanti- -
dade 4h%g? — 4p2h4 ; e pertencera a parabola, fe
for 45%2 — 4p2h4 =— o0, ou g — pb ; e finalmen-
te a curva fera hum circulo, quando for 42 = b®
—z? , ifto he, quando g =—¢, ou quando k= 9,
delignando por efte final o infinito.

Para conftruirmos a curva em cada hum deltes
cafos, nab temos mais do que imitar o que eltd
feito (380 e feg.), como vamos a moftrar , appli-
cando 2 hyperbola o que {e executou na elliple,
o he, reduzindo a nolfa-equagad 4 férma yy =

— (xx i aa) . .
Faga.fe poist 4 ¢g — gu=y ; teremos por
Primeira transformacad yy - cepp — 20cppu -+ ppuu

< iir uu=——o0 , ou hhyy = cchbpp — 2chhppu <=

Huuﬁz ©, pondo ( por abbreviar ) pphh — H‘

d,zﬁz i ff:ﬂp*x

Fazendo 2 ira
OTA U = —— Yira
& k2 PR s

V=

2hpe n2k?
o ( ) 3 s
Mo na hyperbola 45 (g° — p2h2 ) deve fer
Pofitivo, faremos 42 negativo , lembrando-nos da
'Pothefe k2 — g2 — p26* a todo o tempo que fe
fzer 2 fubftituicad ; aff o X

ituigad ; aflim teremos y* = —--os
n2h2

('t ™= T n? ) - Efta equagad fendo com-

Uz pa-
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parada com 2 j

r2h2h4 n2j?
L y &} ot = p’f}?+ n? , donde fe tirarab
os valores dos diametros conjugados a ¢ &, o
quais fab os mefmos eixos da hyperbela como lo-
go fe vera.

Para determinar a direccad dos diametros,
conftruiremos primeiramente a equagad t + &
— qu— 1y, continuando a imitar o que (e fez
(382). Conduziremos pois por A parallelamente 2

M a linha AB =g, etirando BI parallclaa
AZ , tomaremos nella a parte BK ; ¢ conduzindo
KL = ¢ . BK parallela a PM, fe tirarmos pelos
pontos B e L. huma linha BQ_, fera QM — .

P6de porém abbreviar-fe efta conftrucgad.
conduzindo immediatamente do ponto F a linha
FB perpendicular a TA ; porque fendo o angule
FAB — APM, no triangulo re@angulo ABF te-
mos AB =¢g¢ ; logo ferab os y pnrp:ndi:;:hrﬁ 1
Jinha BQ_, a qual por confequencia {era a direc-
¢a6 de hum dos eixos , e a do outro ferd paralle-
Iaa QM.

Quanto 3 determinagas do centror, a fegunds

hap2 252
equacad u - -—:;:P-- e ._ﬂif_'f_ na hypothele de
i

".‘Hi

k2 {er negativo, moftra que tomando da parte contra-

%
ria dos x a quantidade AG :-f;— , a linha GC
a

parallela a2 PM, ou perpendicular a BQ,, deter
minara a origem C dos x, e por -‘.‘.'ﬂnfcqtl:i‘.cii 0
centro. Na cllipfe feguiremos hum psocedimentd
analogo. Quan-
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Quanto i parabala porém, como temos entad g —
#b , e conleguintemente #* — o, aequacad acha-
daentre y € u fe torna em y? 4 ¢%p? — 2¢p2u —o.
Para a reduzirmos 4 férma ordinaria , faca-fe
(386) 2¢p%w — ¢?p? == nx, e teremos yy = nx.
Agora podemos defcrever acurva, r:m:tﬂyruindc:- -
3 primeira equagab /--¢g — gu =y , como no
calo precedente ; ¢ a {egunda 20p* — 3P — nx ,

nx

L de hum modo analogo ao do

2:p7
§. 286, tomando fubre AP ( Fig. 68) a parte
AG — Ic:allim alinha GC parallela a PM fera ali-
nha dos x, os quais fera6. CQ , de maneira que CQ_
fera a direccad do diametro , cujo vertice [era C,
¢ # 0 feu parametro. Efte fe determinari pela fe-

2 b o0 1026t -
CQ BE;.
expreffad que he toda conhecida , e fe péde (im-

plificar, advertindo que no triangulo re€tangulo
FAB temos BF = ¢p, ¢ confcguintemente, n ==

2BF,

397 Probl. IV. Fazendo-fe mover a refla dada
OH ( Fig. 69) dentro d> anguls dads OCH , de
maneira que as extremidades O e H fe confervem
Jempre fobre os lades do anguls ; achar a curva que

nefle movimento defcreve bum ponts determinade M
@ mefma refla.

Tiremos de hum ponto qualquer M da curva
2 linha MP parallela 2 CH; ¢ feja CP=u,
M=¢, OM=¢g,MH =}, fen MPO =5,
i MPO — .

l'egunda equacad,que dain—

As
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As parallelas CH , PM dab OP = -'ii; mas

no triangulo OPM temos (T'rig.180) MO? =OP*
4 PM* <4 20P . PM . cof OPM ; logo ferd 1* +

2 3
f ut + = uw?==g*, equagab que pertence 3

ellipfe (281)
Seja pois t - —ﬂgmj,eu=§;tcremnsji=

LY }'_-I,I‘. 5
o (—L y ); a'qual fendo comparada

han?

e b

Para determinar as direcgbes dos dous diame-
tros conjugados , e o valor de n, tome-{e arbitra-

. CK
riamente CK , e conduza-fe KL e 55 7 pa-

rallelamente a PM ; entad tirando CL, ferd QM
—=PM 4 PQ=1r+ £
x

devem contar-le fobre CQ , e a equagad u = %

:H = y. Como pois 0s ¥

moftra que os 1 ¢ x comecad ao melmo 'tﬂiﬂﬂéI
po ; o ponto C fera o centro, e CQ,, CH fera

=

xX
as direccbes dos diametros. Mas he n = =

cCQ. CL
CP CK
lozo temos os valores dos diametros conjugados

o angulo OCH por elles comprchendido , ¢ ‘-‘3“;‘[{"
el

= CL , fuppondo CK = a0 ralo;

com




pE ALGESBRA k18

guintemente nad pde haver difficuldade na defcri-
¢ab da ellipfe.

=
Se o angulo C for refto , teremos §° =-—i:

{he2ee’)s gquggzﬁ 4s coordenadas da ellipfe,
cujos femieixos fab g e }. Aflim temos outro me-
thodo de defcrever a ellipfe por movimento con-
tinuo.

Applicacat dos mefmos principios & refolucad de

alguns problemas deicrininados.

298 A Solugaé do fegundo problema inde-
terminado (394) fervio para refolver outro deter-
minado (395); ¢ nefte uitimo tacitamente fuppu-
zemos incluidos mais dous indeterminados , cada
hum da mefma efpecie do primeiro ; os quais por
confequencia fe refolvérad do mefmo modo. A in-
terfeccad de duas curvas , ou circulos, gue erad
neffe cafo o Jugar de cada hum dos dous problemas
parciais, den a folucad do problema determina=
do. Tal he o procedimento que devemos feguir
paza refolver as queftées, quando 2 equagad final
que exprime todas as condigbes do problema,
paffar do fegundo grao : Faremos ulo de duas in-
cognitas ainda nos cafos em que huma bal-
ta, ifto he, nos cafos em que os problemas {ad
determinados , e formaremos duas equagbes , cada
huma das- quais fendo conftruida {eparadamente
com o melmo vertice , a mefma linha de abiciffas,
¢ o mefimo angulo das coordenadas, darad huma cur-
¥a, cujos pontos fatisfarid todos & equagad ref-

ps-
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petiva. Enta fe a queftab he poflivel , as duas
curvas fe encontrarad em hum ou muitos pontos,
conforme ella admitir huma ou muitas folugfes,
ou incluir muitos cafos dependentes dos melmos
dados , e raciocinios ; e as coordenadas correlpon-
dentes aos pontos de interfeccab ferab os valores
das incognitas.

Efta claro, quefeas duas equacdes a duas in-
determinadas nad paflarem do fegundo grao , a re-
folucad do problema , nad dependerd fenad , quan-
do muito, da interfeccad de duas fecgbes conicas.
Porém noeftes mefmos calos, fe ufaffemos de hu-
ma incognita f6mente , ou fe por meio das duas
equagdes eliminallemos huma das duas incognitas,
a equac¢ad fubiria ao terceiro grao, e ordinaria-
mente a0 quarto. Se huma das equages , ou am-
bas ellas paffarem do fegundo grio, a refolugad
do problema dependeri de curvas mais elevadas
que as fecgbes conicas.

Paffemos a dar exemplos , comegando p:lz re-
folugad - de alguns problemas que naé pailab do
quarto grao.

399 Probl. I. dchar duas mﬂ‘a; proporcionass
teu entre duas linhas dadas a e b.

Sendo pela condicad == a:4:u:b, teremos
au = 1* , e bt = u* . Para conftruir eftas equagies
tirem-fe duas linhas AX, AZ (Fig.70), perpendicy-
lares entrefi para maior fimplicidade , e fobre A
como diametro e pelo vertice A defcreva-fe hum3
parabola (367), cujo parametro feja=a, ¢ 030"
gulo das coordenadas = XAZ ; effa curva fera ©
lugar da equacab au = #? , de maneira que (endo

AP == u, fera PM =¢. Semclhantemente dtrfifﬂ"
va-l¢
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va-le pela vertice A, fobre o diametro AX , com
o parametro 4 , e o angulo de coordenadas XAZ,
outra parabola ; fera elta o lugar da equagad &t —
u*, de forte que fendo AP’'—¢, teremos P'M!’
= u. Mas he neceflario que as duas equacies te-
nhad lugar ao melmo tempo , ifto he, que os valo-
res tanto de w como de ¢ fejab os mefmos em ambas
ellas ; e ifto fomente acontece no ponto de interfeca
¢ad M , como fe vé tirando MP e MP parallelas a
AX e AZ : logo os valores de u e ¢ que fatisfazem
20 problema faé as coordenadas AP e PM , cor-
refpondentes aq ponto de encontro M. Ainda que
as curvas tambem fe encontraé no ponto A , com
tudo he evidente que tal ponto nab fatisfaz, porque
Nellehe u=—=o0, ¢ t =o.

400 Eftas equacbes depois de preparadas con-
duzem muitas vezes a conftrucgbes bem fimples.
Ajuntando, por exemplo, as duas equagdes au — ¢*,
ebt—u®, temos au 4+ bt —=u* 4 12 ; equacab
20 circulo, fe as coordenadas u et forem per-
pendiculares entre fi. E como o circulo he mais
facil de defcrever que a parabola , conftruire-
mos ,, com -preferencia ao que fizemos , huma
das primeiras equagbes, por exemplo au =2 , e

Aultima au 4 bt —=u* 412, a qual fe reduz 'a
= 1a* 4+ 142 — x?, pelas hypotheles de
i—1bt—=y, ¢ u— la=vx. Para éfte effeito, to-
Maremos AB—14, e tirando BQ_parallela a AP,
fera QM —y. Tomaremos tambemmn AO —1}a,

€ conduzindo OC parallela a AX , teremos CQ_

= x. Se defcrevermos pois do ponto C com o raio

V(1a* 442 ) == AC hum circulo que corte a
Pee




214 ErLzMENTOS
parabola em hum ponto M, ferad MP e APan

duas meias proporcionais u e f.

401 Podemos variar muito eftas conftrucges; po-
demos, por exemplo, ajuntar huma das duas equagdes
com a outra multiplicada por huma quantidade ar-

, /
bitraria — , pofitiva , ou negativa , e teremos ai
n

/ i
- = bt — —u*; equagab que pertence-
ra & cllipfe » ou & hyperbola , conforme o valor

I
que fe der a — ; e affim podemos fazer a conftruc-
A

cad com huma deftas curvas , como fe fez com ©
circulo, Podemos tambem conftruir com am-
bas as curvas juntamente , ou com huma [Gmen-
te combinada com o circulo , para o que dare

i
mos a — valores convenientes, os quais fe de-
n

terminad fem difficuldade (392).
402  Probl, 11. Dividir hum anguls ou arcede
do EO (Fig. 71) em tres partes iguais.
Seja EM a terga parte do arco dado , cujo cen*

tro he A. Tirem-fe as perpendiculares MP, Ok
[Dhrl: O Iﬂiﬂ' AE, e r‘tlp[}ﬂnha-ﬁ: _FL]:: — ﬂR poe

meD =—d, AR = cof EO = ¢, AP—=1u,
PM =1

O triangulo re&angulo APM da «* d1i=r
e os dous femelhantes APM, ARS dab RS =

cl 2 . .
— Produza-fe MP até encontrar a circumferet
cia
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eiaem V, fera OMS — AMP — ASR — OSM,

e por confequencia OS —= OM —MV — 2¢. Mas

OR =05 4 SR ; logo teremos d— 2¢ - 2 '

u
outu4Lct =—1du, que pertence (391) & hy-
perbola. Como a primeira equacad /2 — r? — u?*
he a mefma do circulo EMO , nab refta mais que
conftruir a fegunda. Para a reduzirmos pois a for-
ma ¥xy—aa, faca-fe primeiramente }d —f—y,
e depois w41 c==wx; ¢ teremos xy— % «d por
equacad da hyperbola entre as alymptotas.

Conduza-fe por Aa linha AB—1d paralle-
lamente 2 PM , ¢ tirando QBC parallela a AP, te-
remos QM —1d — t =—y; logo CQ_fera a direc-
¢a6 de huma alymptota. Produzindo depois AP
para G de forte que feja AG = % ¢, e tirando GC
parallelaa PM, ferd CQ —mu~+ 4 e==x; logo C
ferd o centro, ¢ CQ, CG ferad as afymptotas.
A hyperbola defcrita ( 354) entre ellas, a qual
deve paffar por A, como [e deduz da equagad xy
=1ic.3d—=—CB % AB, cortara o circulo no
ponto procurado M.

Quando o arco EO paffar de go° , faremos ¢ ne-
gativo nas equacdes achadas ; e quando o feu valor
cahir entre 180° € 270° , como EO E'0O’, muda-
remos os finais de ¢ e 4.

Se produzirmos GC e CB até que tenhamos
CG'—CG, ¢ CB' = CB e tirando B' A’e G'A’
Panallelas refpedtivamente a CG' ¢ CB’, delcre-
vermos entre as linhas CG’e CB’ (produzidas) como
’-f}’mpmtas huma hyperbola que pafle por A‘; efta
encontrard o circulo em dous pontos Ale M/, do
Melmo modo que a primeira o encontra em M

e
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e M, Deftes quatro pontos o primeiro determin
EM = 1EO; o fegundo M’ determina E'M'=
1 E'O — 1 (180° — EO); o terceiro M determi-
na EM"—1EOE'O'= %(180° + EO’).

Com effeito , os arcos E'O e EO tem os mel-
mos feno e cofeno com a differenca unica de fer ne-
gativo o cofeno de E’O , confiderado como maior
Em go° ; logo acharemos a folugad para o arco

'O, fazendo ¢ negativo na folugad de EO. Po-

rém cfta mudanga , que altera {6mente a fegund
equagad, muda a fua reduzida em xy — — icdy
que pertence 2 hyperbola A’M', e moltra por
conflequencia que 'a interfeccad M’ defte ramo da
hyperbola com o circulo di a folugaé do cafo pre-
fente : logo P! M/ he o feno do arco prﬂcuradﬂ
no fegundo cafle , e confeguintemente E'M' he
efte mefino arco, on E‘'M'= L E"O.

Quanto 4 terceira folugad, fe ajuntarmos 180°
a EO, ilto he, fe tomarmos E' Q' — EO , os ar-
cos EO ,e EOFE’O tem os melmos feno e cofe
no, com a differenca que os do ultimo {ad negi-
tivos ; logo teremos a folugad que convem 2 elte
calo, fazendo ¢ ed negativos. Porém elta mudan-

a nad altcra a equacad. xy = }ed ; logo a primel-

ra hyperbola deve dar a folugad delle terceiro €alf
na interfeccad M”. He pois P/ M" o feno do ar?
procurado nelle calo, e confeguintemente E/M" he
elte mefino arco, ou E'M"=—=1EOE’O"

Affim a mefma conltruccad determina § /v
3(180° —A), ef (18004 A), fendo A 0ar
co dado.

O ponto de interfeccad A’, pelo quala h}'Pﬂfh“h
fe fujeita a palfar, como he conhecido , nad da ™
ma folucad nova. 403

B el Tewes RS g
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407 Se das duas equagbes a n e ¢ eliminarmos
t, vira a equagad do terceiro grao nd cafo irredu-

2 I

zivel ¢} — = r*u — — ¢r? —=o, a2 qual deve
4
comprehender os tres cafos que havemos exami-

nado ; logo a melma equacab deve ter tres raizes,

EO
¥

afaber u = AP=—v9f —— , u =— AP’ —

(] L
Hftﬁu s Vod = APV== cof it EC-’.
3 3
-q.gé. Donde fe fegue , que podemos por meio
das Taboas dos fenos achar as tres raizes de huma
cquacad do terceiro grio no cafo irreduzivel com
hima approximacad f{ufficiente e muito prompta.
Porque , comparando a equagad geral defte cafo
4 — pu <4 g = o com a do noflo problema , te-

3

I . "
Mmos — 2 =p,C—— cr? — ¢, as quals dad r—=

4

4
/%P y€ €= '_.; L 4/ :Se procurarmos pois

nas Taboag o fiumero de graos correfpondente a

fen 37
p 1/-:;—}!

midade , acharemos o complemento do arco EO
€ ajuntando go® ao mefmo numero de graos , ou
irando efle mefmo numero de ga® 4 conforme for
7 pelitivo ou regativo na equacab , teremos o arco

£O, que chamaremos A. Bufcaremos logo nas Ta-

A 18c*—A
boas 05 cofenos dos tres arcos —— L ; O

3 3

, fuppondo o raio dellas igual a

18c®
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800 1+ A =T
38024 ». 05 quais fendo multiplicados porr

3
ou q/-%—p, para fe reduzir cada hum ao cofeno do

arco correfpondente no circulo cujo raio he r, darab
APuuuz»‘/%p.rqfi,u: i_p.
3

3
i IEG;“A,EH= 1/;{_?“_%{ IE-:':'*!'A;
bem entendido que fe deve dar o final — Aquelles
em que o arco paffar de go° . Eftas operacbes po-
dem facilitar-fe por meio dos logarithmos.

405 Probl. I11. Sends dada a poficas do pontt
D ( Fig. 72 ) a refpeito de duas linkas AR, AP,
gue comprebendem hum angulo conbecids , tirar pel
dite ponlo a recta DP , de mancira que a parte in-
tercepta RP [eja igual a buma linha dada c.

Tiremos DS e RN perpendiculares a AP pro-
duzida , e DO parallela 2 AR. Seja DO =r

DS—p,08=¢, AO=d, AP=u, AR="
OS triangulos femelhantes DSO , RNA dad

' f
RN =z rf—: AN = -.;;_- , € conleguintemente NP

r

!
=-f;- 4+ #. Mas no triangulo re@angulo RNP
2
temos RN? - NP? — RP? ; logo ferd j;~ £
r
- |
-i:-ur—‘—n“+ -‘f-—:’_—*...r' y ifto he 22 —i--'i—?‘ Wt

rﬂ
=%
* Alern

—— N g [

— R e E e e
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Alem diffo, os triangulos femelhantes DOP ]
RAP da6 DO (r) :RA (1)1 OP (d 4 u) : AP (u),
ou ru = td - ut. 'Temos pois duas equagdes , hu-

ma 4 ellipfe , ea outra 2 hyperbola, que ambas
{e devem conltruir para relolver o problema.

Quanto & primeira , faga-fe como nos exemplos

[/ rx
pt:ccdemts 2 + {—-:y s 1C. N == _rr_i teremos
B e .
= Pt ( 3 x* ) » ¢ por confequencia os
n

valores dos dous diametros conjugados a , ¢ & ferad

a:;_._ii, ¢ b =—2¢. Tome-fe pois fobre AP a

_ . AK
linha arbitraria AK, e tire-fe KL — ! pa-

-~
rillelamente a PM ; teremos QM —y, e ferd AQ_
adireccad do diametro fobre que devem contar-fe
o x; logo AQ ==x. E como a equagad u =

:;-fe torna em AP — R *ﬂ , teremos n—
F. "ﬁ-l' rFe AL
"'E-PQ' = = AL, fuppondo AK =r.

Afim conftruindo huma ellipfe com os dous dia-
2cn

Teiros conj ugados a = y & b =2¢, que com-

Prehendad hum ;ngulﬂ igllzl :ﬁQ'M, achare-
Tos o lugar da primeira equagad. Efta cllipfe he
A mefma que defcreveria o meio de huma linha
‘2ual a2 2RP, a qual fe moveffe fem que as fuas
tXtremidades fahilfem dos lados AP, AR, como

©pode ver, fazendo comparacad com a folugad
da-
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dada (397), € fuppondo g — h— ¢.. Quando 0 an-
gulo RAP he reéto, a ellipfe (e torna em hum cir-
culo delcrito com o raio .

Para conftruir a fegunda equagad ru — ut —d!,
faga-fer —t=y', en 4 d==x';viraxy'=rd
Tire-fe por D a linha DTV parallela a AP ; ferd
VM — y". Conduza-fe pelo mefmo ponto D a li-
riha DO ‘parallela a AT ; ferd DV — »/. Defcre-

ver-fe-ha pois entre as linhas DO e DV como
afymptotas huma hyperbola que pafle pelo ponty
A, por fer x'y' = rd = AO 3¢ AT ; ella encon-
trara a ellipfe em dous pontos M e M’; logo con-
duzindo por eltes e por D as linhas MR | MR pa-
rallelas 2 AP , e tirando DRP e DP/R’, as par-
tes PR e P'R’ interceptas nos angulos RAP,
R’ A P’ [erab iguais 4 linha ¢:

Se a hyperbola oppolta M” A'Mm { F};eu 77 )s
defcrita entre as alymptotas produzidas, encontrat
a clliple, determinara mais dous pontos M, M )
os quais darab R", RY/ tais , que fe por elles e por
D tirarmos duas retas, as partes comprehendidas
dentro do angulo TAS ferad iguais a ¢, Tal he em
geral o methodo geometrico de refolver os proble-
mas determinados , que nad pallarem do quart®
giao.

406 O meflmo methodo péde fervir ainda quan-
do nad fe faga ufo de duas incognitas, com tanio
porém que depois {e introduza huma de novo. Por
exemplo, fe nos propuzellem efte problema: Achar
bum cube gqtie fenba para sutrs conhecide @' a razi®

dada de m ;v ; [uppoudo o lado do cubo pru.:t;lrﬂ'
0
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46 — s, teriamos w! % @} i m . n, e por confe-
quencia nu’ — ma’ . :
Para conftroirmos efta equagad, fuppﬂrmn:us
ma

¥! = af, e teriamos nfu —ma* , ou fu = S

Defcreveriamos pois a parabola que tem a equagad
¥ =uat, ¢a hyperbola a que pertence a equagao

ma? : P
= : a interfeccad das duas curvas dara
n

0s valores de w e 4.
Maultiplique-fe porém a transformada por u, ©

fubftitua-fe em lugar de w2 o feu valor af; vira
ma -

= —emu, equacad 4 parabola, a qual fe po-
n

de conftruir juntamente com a outra u* = af.

Advirta-fe que eftas equagbes fad as melmas que

teriamos , fe procuraffemos duas melas proporcio-

: ma ;
nais entre @ ¢ — ; aflim podem conftruir-fe pre-
' n

tifamente como fe enfinou (399) -
407 Pela equagad nu' — ma' , 2 qual da u =

} i
ma . &
1/ , fe v& que os radicais cubos podem
n

tonftruir-fe por meio das fecgbes conicas, O mefmo
fe deve entender a re fpeito dos radicais do quarto
grio em que fe contiverem radicais cubos, como

Por exemplo 17 (ﬂi 1:/ ﬂg‘.t); porque fe entraffem (G-

4
Mente radicais quadrados, como em ‘/ l/d;v’ ab .,\1.

% quantidades racionais , a conftruc¢ad fe reduzi_
Ta fempre ao circulo. Com effeito no noflo exem.

X plo
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plo, tomando huma meia propotcional m entre aef,

4
teriamos / @'n ; e tomando outra meia proporcio-

4
nal n entre @ em , teriamos V a®n? , ifto he y/an,
expreffad de huma meia proporcional entre a e

408 Se a equacad deterntinada conflar de ma-
ior numero de termos , nad deixard poriffo de po-
der conftroir-fe de hum modo analogo. Aflim fe ti-
vermos u% - au’ 4+ agu® 4 a*ru—4sa’ =o, len-
do a, ¢, r, es quantidades conhecidas , fuppo-
remos &° = af , e acharemos at? =} aut -+ gu* +
ariw -+ sa®== o0, equacad que pertence a humi
feccab conica, Se a conftruirmos pois , € tambem
a outra u® = at , as interfecgles das duvas cusvas
determinarad os differentes valores de u.

409 Péde acontecer que hum problema tanha
muitas folugdes , e fem embargo as curvas nad che-
guem a encontrar-fe, quando fe introduz do
modo ¢xpolto huma nova equagab. Para enidf
efle embaraco, daremos hum methodo que tem
lugar em todos os calos.

Seja, por exemplo , u? — an® - pau — gua* =20
a equacald procedida de hum problema. Suppore-
remos u} — au? + pau — qa* = a*t, fendo ! fru-
ma indeterminada, € a, p , ¢ numeros ou Jinhas
conhecidas. Efta equacad , em que # nad pafla @
primeiro grao, pode conftruir-fe com facilidade,
dando a wu fucceflivamente muitos valores AP,
AP, &c. (Fig. 74) e calculando os correfponden-
tes de t, que tiraremos perpendiculares a AP pard
maior facilidade; como PM , PM &c. ¢ com atict”
cab aos finais. Se procurarmos pois os pontos €
Gue a CUIVA encontra o €iXo , teremos ## — @ T

e L]
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pau — ga* — o, ifto he , a equagad propoflta; loga
as diftancias AO, AO', AO", em quea curva en-
contra 0 eixo, ferad os differentes valores de .
Querendo aqui ufar de conftruccad emn lugar de

HI
calculo, daremos a equagad a forma t = — —
a
u= pu = /
— 4+ e 0.8 conltruiremos (246) cada hum

dos termos do ﬂ:gunl:iu ‘membro para cada hum
dos valores de w.

410 Quando no problema entrar mais que hu-
ma incoguita , podemos fazer ufo da conliruccad
FW_CEIL:M:: , reduzindo todas as incognitas a huma
unica pelo methodo dado (162 e feg.).

411 Se o problema for indeterminado, ¢ huma
das duas incognitas nad paffar do fegundo grio,
poderemos fempre conftruir a equagad dando 2 on-
Ira incognita , feja qual for o feu gréo , valores ar-
hl’fnrms. e calculando os correfpondentes da primei-
12 Incognita, na hypothefe de que efta reprelente as
ordenadas de huma curva , e aquella as ['Eas ablcifl
lzs, Se porém as duas incognitas pallarem ambas do
l:gunde grao , ferd neceflario para cada valor que
["3 der 2 huma , achar os valores da outra pelo me-
todo que acabamos de enfinar. Nad nos demo-
Tiremos mais nas conftrucgbes defta ultima efpe-
tic, porque raras vezes fe encontrao.

412 . Antes de concluirmos efta Seccad, moftra-
f®mos alguns ufosmais da applicagad das equagdes
% linhas curvas. Por quanto toda a equacad a huma
®C¢ad conica he fempre do fegundo grao, e aequa-
{0 mais geral defle grio pode reduzir-fe 3 for-

ma
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ma di* 4 cut 4 e® 4 ft + gu - =10 fegue.
fe que podemos fempre’ fazer paffar huma feccd
conica por €inco pontos dados ; com tanto que elles
tres a tres nad eftejad em linha refta , porque hu-
ma feccad conica nab pdde encontrar huma recla
em mais de dous pontos.

Com effeito fejas A, B, C, D, E (Fig. 75)
os cinco pontos dados. Se os referirmos 4 re&ta AD
%ue pafla por dous delles , entad conduzindo BF,

H, EG perpendicularesa AD para maior facilida-
de, as diftancias AF, BF, AG, EE, AH, HC, AD

poderid confiderar-fe como abfciffas e ordenadas
de huma curva , cuja equacad he dr* - cut + e’
+ft 4+ gu+ h=o. Porque feja AF—=m, BE
—n, AG=m', GE=n', AH=m", CH —n'
AD =—m'", efti claro 1° que no ponto A temos
u—o, ¢ =0, ¢ confeguintemente b = 0

20 No ponto B temos # =—=m, t=n, €a cqu
¢ad fe muda em

dm* 4+ emn 4+ en® + fin 4 gn = 0.
3° No ponte E temos do me{mo modo

dm' 4 em'n’ 4 en'* 4 fin’ - gn' =0
4° No ponto C temos

dm1' + em’ Tl + en'2 _'i_fmn _l_ gﬂﬂ_-;ﬂ

5o Ultimamente , no ponto D onde f — o, temo

eml!! 4 g = o.
E como neftas quatro equagBes entrad todas *
quantidades ¢, ¢, f» g em primeiro grao, com 2
cilidade fe achari® os feus valores , os quais fen®

fubflituidos na equagad &f* + cut 4 ew® 4 ff +
gu
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fu== o, a tornarad em outra, que fera divifivel por
d, e em que por conlequencia todos os termos te-
ri6 coefficientes conhecidos ; fera pois muito facil
de conftruir a feccad conica a que pertencer a mel-
ma equagab. No calo de nad lerem dados mais que
quatro pontos , hum dos coeflicientes fera arbitra-
rio ; logo poderemos impor huma condicad como
quizermos , duas fe forem dados tres pontos {0-
mente , e aflim por diante.

As linhas diftinguem-fe pelo grao da fua equa-
a6 ; aflim a linha re&a he linha da primeira or-
dem ; as feccbes conicas {ab linhas da fegunda
Dl'dt.'.m- 5

Por hum modo analogo fe péde determinar a
equacad de huma linha da terceira ordem , que fe
lujeite a, paffar por tantos pontos menos hum,
Quantos fad os differentes termos que pode ter a
tquagad geral defta ordem a duas indeterminadas ;
¢aflim nas ordens fuperiores.

417 O melmo methodo pode fervir para achar
approximadamente a lei que obfervad entre {i mui-
tas quantidades conhecidas, e dependentes humas

s outras por certas relagdes ; e nefta applicagab
ttm o nome de Methods das interpolagies. Suppo-
bhamos , por exemplo, que tres quantidades conhe-
¢idas CB, ED, GF (Fig. 76) dependem de outras
tres AB, AD, AF ; pertende-fe achar a lei geral
que une eftas quantidades, de maneira que {e polla
ﬂqt:rminar huma quantidade HI, intermedia ou ve-
Zinha das primeiras , a qual derive de AH, do mel-

Mo modo que CB, DE &c. derivad de AB, AD &c.

De muitos modos fe péde fatisfazer a efte pro-
blema, tomando huma equacad a duas indetermi-
na-
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nadas u e ¢, a qual tenha pelo menos tantos termos
differentes , quantas fag as quantidades dadas , tai
como CB, ED , GF. Mas entre todos elles o que
mais facilita o ufo que péde ter o dito methodo,
he o confiderar IH como ordenada, ¢ AH como
ablcilla de huma curva, que pafle pelos pontos da-
dosC, E, G, &c., e naqual 7 feja huma funcad
indeterminada da abfciffa correlpondente , da for-
ma a - bu -+ cu* 4- &c., tomando tantos termos,
«quantos (a8 os pontes C, E, G. Logo fe fuppu-
zermos (412) 1°u=AB, +=CB; 2° a=AD,
1= DE; 32 u=AF,; ¢t = FG, eaflim por dian-
te , teremos tantas cqua{;ﬁcs para determinar a, ﬁ'. £y
quantos {abos pontos dados; e fubltituindo os valo-
res em f=—a -+ bu -+ cu® + &c., acharemos 3
equacad approximada. da curva, que palfa pelos
pontos C ,E , G, &c. Pondoentad por « a diltancia
AH, teremos o valor correfpondente de / ou HI;
€ reciprocamente. .

Seguindo o mefmo procedimento , podemos 1mi-
tar o contorno ABCDEF ( Fig. 77) de qu"-f?ﬂ““'
curva tracada ao acalo (282). Para iffo abaixare
mos dos differentes pontos A, B, C, D, &c. per
pendiculares fobre a linha determinada X7, qu°
fe toma por linha das abfciffas , e acharemos , c0-
mo acabamos de enfinar, a equagad de humacur
va que pafle pelos mefmos pontos ; por meio del-
la pois fe calcularid as perpendiculares intermedi-
as com tanto maior approximacab , quanto mal%f
for o numero dos pontos A, B, C, D, &c. q¥
houvermos tomado.
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