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A d v e r t e n o i a 

1. Este problema, por nós proposto, foi elegantemente resolvido 
pelo sr. Craveiro Lopes, na pag. 46 do vol. II d'este Jornal, em-
pregando um processo similhante ao nosso: em vista do que, como 
já dissemos também a pag. 68 d'este volume, só mais tarde tencio-
návamos fazer algumas observações e apresentar os nossos estudos 
geraes sobre esta questão e sobre outras publicadas n'este mesmo 
Jornal. 

Dando-se, porém, o caso do sábio professor Bellavitis publicar 
na pag. 49 d'este mesmo volume algumas observações sobre a 
solução do sr. Craveiro Lopes, não podemos deixar de dizer agora 
algumas palavras sobre esta questão em especial, começando por 
tomar a liberdade de resolver o problema proposto, empregando 
o methodo das equipollencias, ou a theoria geometrica das quanti-
dades complexas, visto reconhecermos que este notável malhema-
tico não tenciona occupar-se da respectiva solução, recorrendo, 
como de costume, a este fecundíssimo methodo, do qual, melhor 
do que ninguém, sabe tirar o maior partido possível. 

Para mais uma vez estabelecermos a comparação entre o methodo 
das equipollencias e o methodo synthetico elementar em questões 
d'esta ordem, tractaremos também da solução synthetica do pro-
blema proposto, e acompanharemos este estudo com as observações 
que julgamos indispensáveis. 

7 
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Cfcixestao proposta 

Sendo dados dois circulos (A) e (B), tendo uma corda real 
commum I J, e um terceiro circulo qualquer (C). conduzir por 
um dos extremos I d'esta corda uma transversal I X Z Y , de modo 
que córte os tres circulos (A), (B) e (C) respectivamente em pontos 
X, Y e Z, taes, que os segmentos XZ e XY estejam numa razão 

dada —. 
n 

Solução empregando as equipollencias 

8. Primeira solução.— A condição do problema será expressa 
pela equipollencia 

X Z m 
W ^ T W 

ou 

X Z - — .XY=S=O (2) 
n v ' 

e tomando o ponto fixo I para origem dos segmentos X Z e X Y , 
teremos 

I Z - I X — — IY + - I X - = O (3). 
n n v ' 

Pelo centro C do circulo (C), tire-se a secante 11 'Cl" , que o 
córta nos pontos I' e I"; e pelos centros A e B dos circulos (A) 
e (B) tire-se a recta A B. 

Representando por z e eu a grandeza e a inclinação d'uma das 
secantes procuradas IZ do circulo (C), será 

C Z = - I Z - I C ^ r z . e " — IC (4) 
e pondo 

C Z - e ' . I ' C (5) 
teremos 

Z.lu — I C =2: » f . I i C (6). 
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Para eliminarmos t1 multiplicaremos a equipollencia (6) pela 
sua conjugada 

z.*» —CjIC=Ci Í - ' . c j I 'C (7) 
e virá 

Z2 Z (êu . Cj I C + í ~ u . I C) =2: (I' C)2 — (I C)2 . . . . (8) 
OU 

Z2 — z ( e u . c j I C + í - u . I C ) ^ — 1 1 ' . I I " . . . . . . . (9) 
por ser 

(I'C — IC) ( I 'C + IC)=2: — I I ' . I I " (10) 
d'onde se tira 

11'. I I " 
z . £ « ^ : I Z £ i 5 2 " . c j I C — e " . + IC (M). 

Z 

Podemos ainda ter a expressão de IZ em funcção de IC e da 
relação k entre 1' C e I C : porquanto será 

C Z - L e M C (5)' 
d* onde 

Z.Í~ — I C ^ L t M C (6)' 
e portanto 

z . e » - : I Z ^ e 2 - « . c j I C + £ « . ^ — - ( I C ) * + I C . . (U) ' . 

Representando por x a grandeza da corda IX do circulo (A), 
teremos 

A X - I X — I A=^a;.e» — I A (12) 
e pondo 

A X - e " . I A (13) 
virá 

e« — I A - Í * . I A (14). 
• 

Multiplicando esta equipollencia pela sua conjugada 

® . e - « — c j l A = ^ e - ' ' . c j l A (15) 
obtem-se 

JM» — I X — i 2 - u . c j I A + IA (16). 

De modo analogo acharemos 

I Y - t 2 - » . c j IB + IB (17). » 
• 

» 
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Substituindo, pois, na equipoilencia (3) os valores de I Z , IX 
e I Y , vem 

t 2 - « ( c j A C - - . c j A C - - A B ^ O . . . (18). 
n z n 

Tomando sobre A B ura ponto L tal, que seja 

A L - - . A B (19) 
teremos n 

A C — — . A B - A C — A L - L C . . (20) 
n 

e a equipoilencia (18) tornar-se-á 

I I M F ' 
e2-u . cj L C — tu — ^ 1- L C — O (21) 

o u 

t 2 u . c j LC — e u . - — — (I C)s + L C O (21)' 
d'onde z 

I I ' I I " 
e " . c j L C + e - u . L C ^ : — ' (22) 

z 

o u 

« " . c j L C + e - N . L C ^ ^ ^ I C ) 2 (23). 
z 

Se tomarmos a recta L C para origem das inclinações, teremos 
finalmente 

I I' I I " 
+ (24) 

ou 

I I ' I I " 
z . c o s M — L c ( 2 5 ) . 
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Da equipollencia (21) ou da (25) resulta a seguinte construcção: 
IIMI'' 

Tire-se, pelo ponto I, a recta I Zo — , que será parallela 
2t. Lá v< 

ao segmento L C e dirigida no mesmo sentido ou no sentido con-
trario d'este segmento, segundo os segmentos 11' e 11'' tiverem 
ou não o mesmo signal, e será então 

I Zo =£= z . cos u . 

Por conseguinte a perpendicular Zo Z' Z a 1 Zu no ponto Zo, 
cortará, em geral, o circulo (C) em dois pontos Z e Z', taes, que 
as rectas I Z e I Z ' serão os dois valores de z .e" , e representarão, 
portanto, a direcção de duas transversaes, que resolvem o problema. 
Os segundos valores de z e u, correspondentes a I Z ' represen-
tal-os-emos por z' e «'. 

3. Segunda solução. — Se na equipollencia (í 1) substituirmos 
IC pelo seu valor equipollente IL + L C, teremos 

I Z ^ e 2 « . c j I L + £ 2 « . c j L C — + I L = O = O . . . (26) 
z 

e em virtude da equipollencia (21) será 

I Z = ^ e 2 u . c j I L + IL — z . e " (27) 
d'onde 

I Z - I L ^ L Z £ i e 2 « . c j I L (28) 
e sendo 

inc L Z = 2 . M — inc I L (29) 
teremos 

inc L Z + inc I L = 2 . w = 2 . inc I Z (30) 

e portanto na equipollencia trinomia idêntica 

L Z - f IL=O= IZ (31) 
ter-se-á 

gr L Z = gr I L (32) 

sendo, por conseguinte, isosceles o triangulo I Z I , bem como o 
triangulo I Z ' L, no qual será similhantemente 

gr L Z '== gr I L (33). 
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Podemos ainda chegar ao mesmo resultado sem recorrer ás 
inclinações. Com effeito, multiplicando a equipollencia (28) peln 
sua conjugada 

e - 2 « . I L = O = C J L Z (34) 
vem 

(IL) 2 =^ (LZ) 2 

e logo 
gr I L — gr L Z. 

Assim, os pontos Z e Z ' achar-se-ão sobre uma circumferencia 
de circulo (L), com o centro em L e de raio IL — J L, e por-
tanto esta circumferencia e as circumferencias (A) e (B) terão o 
segmento IJ para corda commum. m 

Logo, se no ponto L que divide A B na razão dada —, fizermos 

centro e com o raio LI descrevermos uma circumferencia de cir-
culo, esta cortará, em geral, a circumferencia (C) em dois pontos 
Z e Z', que unidos com I darão duas transversaes IX Z Y e X' IZ 1 Y', 
que resolvem o problema. 

4. Os triângulos isosceles Z L I e Z ' L I dão, como sabemos, 

inc L Z + inc I L = 2 . inc I Z 
e 

inc L Z'-f inc I L = 2 . inc IZ 1 

donde 

2 . i n c I Z ' + i n c L Z — i n c L Z ' = 2 . i n c I Z = 2 . u . . . (35). 

Tomando LC para origem das inclinações, será 

L Z ^ c j L Z ' 
e portanto 

inc I Z ' — inc L Z ' = ang I Z ' L = w (36) 
d'onde 

ang L l Z' = — «. 

Similhantemente teremos 

inc I Z — inc L Z = ang 1Z L = u ' (37) d'onde a n g L I Z = — u'. 
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Logo, se as duas Iransversaes I Z e I Z ' cortarem LC nos pontos i 
e G, sob os ângulos u e u', os seus ângulos respectivos com LI 
serão — u ' e —u. 

Estas transversaes serão, pois, anti-parallelas a respeito do 
angulo IL C, e, portanto, será 

gr(LI)S = g r ( L « \ L G ) (38) 

o que prova que os pontos i e G determinam sobre L C uma 
divisão homographica em involução, tendo para ponto central o 
ponto L, e para pontos duplos os pontos e e f, em que aquella 
recta é cortada pela circumferencia (L). 

Reconhece-se egualmente que os quadriláteros L I H i e L I G Z 
são inscriptivêis em circulos correspondentes aos segmentos des-
criptos sobre a recta L I , capazes dos ângulos u e u' . 

5. Discussão. — Quando a recta ZoZ ou o circulo (L) tocarem 
o circulo (C), teremos w = u' , e as duas soluções reduzem-se 
a uma. \ 

Se o circulo (C) não fôr encontrado por estas linhas auxiliares, 
não haverá solução. 

Consideremos agora cada um dos casos particulares que se 
podem dar. 

Supponhamos em primeiro logar o caso do circulo (C) passar 
pelo ponto I, e que foi resolvido pelo sr. BeIIavitis (Spozione dei 
método delle equipolleze, n.° 88). 

Então teremos * 

i r = o o u I - A 4 = O 

e as equipollencias (21) e (21)' darão 

8 ¾ - " . c j L C - — LC (39). 
Tal é a equipoilencia deduzida pelo imminente mathematico, 

e da qual tira 
2 . u — inc L C = inc L C — 180° 

ou 
U = inc L C — 90° 

e que lhe mostra que a secante IZ deve ser perpendicular a L C: 
deixando, por conseguinte, de considerar a segunda secante. 
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Depois indica ser esta solução extensiva ao problema Hnalogo 
relativo a quatro espheras, tendo um ponto commum (*). 

Na pag. 49 do vol. II d'este Jornal considera ainda o caso de 
se annullar o segmento L C : o que corresponde a ser satisfeito o 
problema para qualquer direcção da secante, ou a sua indetermi-
nação ; e por esta circumstancia conclue indirectamente, que o 
logar geometrico do ponto Z é um circulo, passando por I e J, 
mas de cuja existencia nos parece não tinha conhecimento até então. 

Depois d'estas observações passaremos a fazer as nossas investi-
gações sobre este ponto. 

Sendo, pois, 1 1 ' = O a equipollencia (24), dá 

o que corresponde a ser cos u = O ou z = 0; e, portanto, será 
u = 90° ou u' = inc IL — 90°. Assim as transversaes pedidas 
I X Z Y e X ' I Y ' cortarão as rectas L C e L I respectivamente sob 
os ângulos 90° e — 9 0 ° (n.° 4), e logo serão perpendiculares a 
estas rectas. 

Se as referidas rectas LC e LI coincidirem, então será « = u ' = 9 0 ° , 
e as duas transversaes confundem-se com a perpendicular a LI 
no ponto I, ou com a tangente commum aos dois circulos (C) e (L) 
n'este ponto. 

Suppondo que o circulo (C) passa por I e J, uma das soluções 
será ainda dada pela secante X I Y perpendicular a LI no ponto I, 
e a outra pela corda commum I J , com a qual vem confundir-se 
a transversal I X Z Y . 

No caso do circulo (C) se confundir com o circulo (L), será II = O 
e L C = O , e a equipollencia (24) dará 

ou 
Z (eu + e - « ) =2= O 

Z . COS U zOz O 

(24)' 

(25)' 

(24)" 

ou 
O 

(25)" Z . COS U i i : —— 2 . COS U 

(*) Mais tarde tractaremos d'esta questão, de que o sr. Laisant já se 
occupou. 
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d'onde se conclue que o problema será indeterminado, ou satis-
feito para qualquer direcção das secantes. 

Imaginando agora que não se annulla o segmento I I ' e que LC 
vem confundir-se com A B : o problema poderá ter duas, uma ou 
nenhuma solução, como no caso geral, segundo a recta auxiliar 
Zo Z, ou o circulo (L) cortarem, tocarem ou não encontrarem o 
circulo (C). 

Quando fôr finalmente I I ' > ou < 0 , e L C = O , a equipollen-
cia (24) dá 

z ( 5 « + , - « J ^ s oo (24)'" 

e o problema não terá solução: achando-se então a distancia 
infinita a recta auxiliar Z0 Z, com a qual se confundirá também 
o eixo radical dos circulos (C) e (L), isto é, as suas duas cordas 
communs confundir-se-ão, tendo estes circulos um duplo contacto 
imaginario a distancia infinita. 

5. Se na equipollencia (20) considerarmos explícitos os signaes 
dos segmentos, teremos dois pontos L e L', taes, que será 

AL =0: — A L ^ L A (20)' 

e representando por Zj e r os valores correspondentes das incó-
gnitas z e u, teremos analogameute a equipollencia 

z , ( e ° + e - » ) - 1 J ^ l (40) 

tomando agora L ' C para origem das inclinações. 
Fazendo, pois, as respectivas construcções, acharemos sobre o 

circulo (C) dois outros pontos (rears ou imaginarios), taes, que 
darão duas outras transversaes, que resolvem o problema. 

Comtudo o sr. Bellavitis, na referida pag. 49 do vol. II d'este 
Jornal, imaginando tres rectas f ixas J X , J Y e J Z concorrendo 
n u m mesmo ponto J, cortadas por uma transversal qualquer IXZY r, 
conduzida por um ponto I, obtém a razão anharmonica 

X Z IZ m 
X V Í Y ~ n 
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por meio da qual conrlue que só ha tres circulos, I J X , I J Y 
e I J Z , que possam ser cortados pela transversal I X Z Y de modo 

m 
que seja X Z — — . X Y . 

n 
Se, na equipoilencia (1), X se torna em Y e vice-versa, teremos 

e então será 

( í ) ' 
Y X n W 

til 
A L — ± — BA (19)' 

n 

d'onde resulta haver, em geral, mais quatro soluções para o pro-
blema proposto. 

Logo, a equipoilencia (20) é geral, como se devia esperar; e 
portanto o problema poderá ter oito soluções, um numero infinito 
d'ellas, ou poderá ser impossível. 

Solução sjnthetica elementar 

0. Consideremos a transversal I X Z Y, que resolve o problema, 
e pelo ponto J tirem-se as rectas J X , JY e J Z . 

Como sabemos, se a transversal girar em torno de I, as cordas 
JX e J Y dos circulos (A) e (B) serSo cortadas por esta transversal, 
sempre sob ângulos constantes: por conseguinte o triangulo va-
riável X J Y será, em todas as suas posições, directamente simi-
lbante a si mesmo (*). 

(*) Por meio d'esla propriedade se resolvem facilmente alguns problemas, 
figurando entre esses os dois seguintes: 

1." Sendo da^os dois circulos (A) e (B)1 que se cortam em I, conduzir por 
este ponto uma secante tal, que a somma ou di/ferença das duas cordas seja 
egual a uma rectà dada m. 

2 . ° Achar o vertice commum V de dois triângulos directamente similhantes, 
de bases dadas A D e B C . 

O illustre mathematico, o sr. Francisco Horta, baseando-se n'cste princi-
pio, resolveu o segundo problema no Jornal da Academia Real das Sciencias 
de Lisboa, publicado em 1 8 6 7 . 
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Ora sendo constantemente 

X Y n w 

segue-se que qualquer dos triângulos variaveis X J Z e Z J Y , em 
que fica dividido o triangulo X J Y , se conservará directamente 
similhante a si mesmo: e, portanto, sendo constante o angulo XZ J, 
o vertice Z descreverá uma circumferencia de circulo (L) passando 
por I e J . 

Quando a transversal fôr perpendicular á corda I J, é claro que 
os lados J X , J Y e JZ dos triângulos X J Y e X J Z , serão diâ-
metros dos circulos (A), (B) e (L), e o centro d'este ultimo será 
o ponto L, que divide na razão dada a recta A B, que une os 
centros dos dois primeiros circulos, sendo L I a grandeza do raio. 

Como já vimos (n.° 3) os pontos de intersecção (reaes ou ima-
ginários) dos circulos (C) e (L) darão as direcções das transversaes 
pedidas. 

Podemos ainda, do modo seguinte, demonstrar que o logar 
geometrico descripto pelo ponto Z é uma circumferencia de circulo: 

O sr. Bellavitis também resolveu este mesmo problema, empregando o 
methodo das equipollcneias, no n.° 40 da sua Exposição do melhodo das 
equipollencias, publicada em IS'54, á qual já nos referimos. No n 0 47 d'esta 
sua memoria resolve egualmente pelas equipollencias o problema no caso 
dos triângulos pedidos serem symetricamente s imilhantes; mas seguindo 
processo differente do primeiro (recorrendo ás rectas conjugadas). Comtudo, 
como n'outra occasião veremos detalhadamente, ha um processo geral, mui 
elementar, e essencialmente synthetico, que dá immediatamente, pela inter-
secção de circulos auxiliares, os verlices communs dos triângulos similhantes, 
correspondentes aos dois casos; e ao mesmo tempo, prova-nos, que a um 
quadrilátero, não parallelngrammo, correspondem dois pontos notáveis, que 
representam respectivamente os verlices communs de triângulos directa e 
symetricamente similhantes, tendo para bases dois lados oppostos do referido 
quadrilátero. 

Quando os triângulos pedidos não estiverem situados no mesmo plano, 
então aos circulos auxiliares corresponderão espheras, e os vertices cTestes 
triângulos achar-se-ão sobre o parallelo commum a estas espheras. N'este 
caso reconhece-se que, em geral, a um quadrilátero plano ou empenada 
corresponde um circulo notável, que contém os vertices communs de triângulos 
similhantes, tendo para bases dois lados oppostos do quadrilátero. 
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Se sobre a transversal I X Z Y tomarmos os pontos médios a, 
jj e y dos segmentos I X , IY e I Z , teremos evidentemente 

X Z ay m . 

X Y «13 n 1 >' 

Tirando as rectas a A e (J B, que passam pelos centros A e B 
dos circulos (A) e (B); e pelo ponto y tirando, parallelamente a 
estas, a recta y L , esta cortará o segmento AB n'um ponto L, 
de modo que será 

( 4 2 ) . 
A B c o n • \ ) 

Ora as rectas a A e 3 B passando pelo meio das cordas IX 
e IY dos circulos (A) e (B), segue-se que IZ será também corda 
d'um circulo (L), cujo centro divide A B na razão dada, sendo LI 
seu raio. 

Observação. — Quando o circulo (C) passar por I, podemos 
naturalmente derivar d'este processo synthetico, o que seguiu o 
sr. Laisant: porque então, as cordas Z 'Z e IZ d'aquelle circulo e 
do circulo (L) confundindo-se, a recta yL passará por C, e por 
conseguinte IZ será perpendicular a L C. 

S. É fácil de ver que, a qualquer posição da transversal I X Y , 
corresponde sempre outra, tal que os dois triângulos correspon-
dentes são também directamente eguaes; e só teremos um tri-
angulo, que é de grandeza maxima, quando a transversal fôr per-
pendicular á corda I J. 

Se designarmos por I Xj Y j , I Xj Y2 , . . . , diversas posições 
da referida transversal I X Y , e fizermos girar todos os triângulos 
J X Y , J X 1 Yi , J X 2 Y 2 , . . . , em torno do vertice commum J, 
até que os dois lados homologos correspondentes fiquem na mesma 
direcção, o ponto I, considerado sobre cada um dos lados X Y, 
XJYJ , X 2 Y 2 , . . . , acliar-se-á então sobre um circulo, tendo 
para centro o referido vertice commum J, e cujo raio será egual 
á corda I J , que representa a altura do triangulo de grandeza 
maxima. 

Agora iremos também demonstrar syntheticamente que as trans-
versaes IZ e I Z ' são anti-parallelas a respeito do angulo I L G . 
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Sendo, pois, eguaes os ângulos Z L c e Z I Z ' , por terem como 
medida metade do arco Z e Tl, reconhecer-se-á immediatamente, 
no quadrilátero L Z G I , ser 

a n g L I G = a n g L I Z + a n g Z I G = — a n g L t l 

e 
ang L I Z = ang L Z I = — ang L G I 

logo, etc. 
8. Observação.—Torna-se inútil entrarmos na discussão d'esta 

solução, em vista da discussão da solução dada pelas equipollencias, 
e que agora é analogamente applicavel. 
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ALFREDO SCIIIAPPA MONTEIRO 
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D e t e r m i n a ç ã o d o v o l u m e d a c u n h a 
e d o t r o n c o c o n i o o 

14. Para resolver esta questão começaremos também, como 
no n.° 1, por deduzir as respectivas fórmulas com toda a genera-
lidade: para o que podemos seguir dois processos. 

1.° Consideremos, em vez da cunha ou tronco conico, a cunha 
ou tronco pyramidal regular inscripto (n.° 3 ) ; e seja M o ponto 
de intersecção do eixo S C da pyramide com o plano TCe da secção 
obliqua. 

Designando, pois, por Ve , Vm e Wm os volumes da cunha 

ou tronco pyramidal, da pyramide que tem o ponto M por vertice 
e por base a base recta d'esta cunha ou tronco, e do corpo limi-
tado pelas superfícies lateraes d'esta pyramide e da mesma cunha 
ou tronco, e pela sua respectiva base obliqua, teremos 

Vc = W m - V m (73). 
p p p 

O volume VVm obtem-se facilmente: por quanto é egual à 

somma dos volumes das pyramides que têm por vertice commum 
o ponto M e por bases as faces da superfície lateral da cunha ou 
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tronco pyramidal, cujas áreas designámos por Qi, (n.° 2); de modo 
que, representando por Xm a altura d'estas pyramides componentes, 
ter-se-á evidentemente p 

Wm = -*-.Im .Qp (74). 
p 3 p 

Se designarmos por Vc , Vm , Xm e Wm os volumes da cunha 
ou tronco conico, da pyramide que tem o vertice em M e por base 
a base recta ou circular d'esla cunha ou tronco, a grandeza das 
geratrizes rectilíneas d'esta pyramide e o volume do corpo limitado 
pelas superfícies lateraes d'esta pyramide e da mesma cunha ou 
tronco, cuja área representámos por Qc (n.° 2), e pela sua base 
obliqua; ou entào se por estas grandezas designarmos os limites 
respectivos das grandezas Vc , Vm , Xm e Wm , será 

p p p p 

V c = W m - V m (75) 

6 - _ 1 
m — • m̂ • Qc . (76). 

2.° Sejam agora Vs e Ws os volumes das pyramides que tém 
o mesmo vertice S que a superfície cónica S (C), que fórma a 
superfície lateral ou convexa da cunha ou tronco conico, e cujas 
bases são respectivamente a base recta e a base obliqua d'esta 
cunha ou tronco. Então teremos evidentemente 

V c = V s - W s (77). 

Taes são, pois, as duas expressões geraes, por meio das quaes 
podemos calcular o volume pedido V c . 

§ I 

CUNHA CÓNICA 

±&. Estabelecidas estas fórmulas geraes (78) e (77), começa-
remos por as applicar á cubatura da cunha cónica, considerando 
também separadamente cada um dos casos que se podem apre-
sentar, como fizemos a respeito da quadratura da superfície d'esta 
cunha (n.° 3). 
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Caso da secção elliptica 

16. As grandezas V c , Vm , W m , Vs e W i , representam agora 
respectivamente os volumes da cunha t0At'B, da pyramide M(I0At), 
do corpo M (»o A i B), e das pyramides S (t'o A i) e S (t0 B t). 

I . 0 Seja M'o o ponto em que a perpendicular MM'o baixada 
de M sobre a geratriz rectilinea S A do cone S (C) (fig. /¾), en-
contra esta recta, e tractemos de exprimir a grandeza d'esta per-
pendicular ou geratriz rectilinea du cone supplemenlar d'aquelle 
cone, e a grandeza da altura M C da pyramide M (t'o A i), em 
funcção dos segmentos dados. 

A comparação dos triângulos m C M e m B' B, e dos triângulos 
A B B' e A S C, dá 

CM = — x C m , e B B = ^ x B A 
m B ' C A 

d ' ° n d e SC B ' A „ 
C M = c Ã x ^ x C m 

Para calcular M'oM, compararemos os triângulosSM'0M e SCA, 
e teremos 

r A 
M'o M = -^-j- x S M (79) 

SA 
ou 

r A 
M i

0M = - ^ ( S C - M C ) (80). 
o A 

Ainda podemos calcular M'oM pelo modo seguinte: 
Baixemos de A0 e B0 sobre a recta SA as perpendiculares A0 *0 

e B0 S0, que a cortam nos pontos «0 e |30, e então comparando os 
triângulos rectângulos B M'o M e B B0 J30, teremos 

C B' 
M i

0M = - ^ x B 0 S 0 . 
B 0 lí 
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Mas a comparação dos triângulos rectângulos S A0 «o e S Bu ,3o 
dando 

n o S B 0 A 

S Ao 

e como é v 

A0 «o s S A = Ao A x S C 
será finalmente 

Aq A X SBQX C Bf 

M'o M — — — „ x S C 
SÃ x B 0 B ' 

ou 

I T 1 M - I . ^ c f f X B C (81). 
S A A C 1 B ' 

Sendo 

W m = 4 - M'0 M x sup I 0 A i B (82) 
O 

1 1 
V m = - C M x s u p i 0 A i = - C M ( C A x t 0 A i — 2 . C m x m t ) . . . (83) 

teremos 

1 CA v —~ 
V c = - [ 2 . — ( S C + C M ) Supf0AtB-CM(CAxt '0Ai—2.Cfnxmj)] (84) 

0 o A 

ou 

V c = | [ 2 . C ^ S B ° x C B X S C X suptoAtB-CM(CAxtOAi-2 .Cmxmt)] (85) 
6 SA x C1B' 

ou, tornando explícitos os signaes dos segmentos Cm e CM, 
i i . i ( - - . ! . I I ' / . | 
1 r-A ^ 

V c=-[2.^—(SC±CM)xsupi 'oAtBq:CM(CAxtoAtCq:mxmt)J (86) 
D 3 A 

OU 

V c = ^ [ 2 . C l ! 8
S B " x C B x S C x Supt0AiB + C M ( C A x i 0 A i ^ C m x m i ) ] (87) 

6 SA XC1B' 



114 JORNAL DE SCIE íí CIAS 

adoptando-se o signal superior ou o inferior segundo fôr -f a < 
ou > + 90°, ou — G % ou < — 90° (*). 

Ora é (n.° 4) 

C,n = C A - m A * (88) 
L X 0 - X v > 

)'t /•. «A «r- A H „S ,J 

B A = C A - C B = - ^ ( L - X ) (89) 
L 

v lf* IO <| * > i 

m B ' = ^ ( L - X ) (22) 

;>>.• . ' . s W0-M 

C 1 B' = - i ^ ( X 0 + X) ,<„ (15) 

w . . . : H 1 , . , , í 
e se representarmos por H a altura SC = K L 2 — I t 2 do cone S(C), 
teremos 

^ . . . C - . - X i u t f e i ^ . H Í . . W L (X01 x) e 
e 

e logo 

v ^ K , « / , , T ^ . X o . X . Q c — B [ 2 . X o . X - L ( Í o - f ^ J 
B . L 2 (Xo + Xj L 

Jci , 
'Ari 

(*) Como já dissemos (n.° 4J, o angulo « será positivo ou negativo (e por 
conseguinte Vc será implicitamente affecto do signal •+• ou — ) , segundo se 
considerar a cunha I0 A i B situada acima do plano * c , ou a cunba i„ A i B 
situada abaixo d'este plano. 
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OU 

- L ( > 0 + X ) 2 g e n \ l R H 9 

\ 9 0 X 0 - X / J V ' 

2.° Baixando do vertice S do cone S (C) a perpendicular S 2o 
sobre o plano ice da secção obliqua (E), sendo 2o o pé d'esta perpen-
dicular (fig. /2), a expressão do volume Ws da pyramide S(«oBi) 
será 

l o — S 2o X sup »0 B t 

que tractaremos de exprimir em luncçâo das grandezas dadas. 
Sendo evidentemente ,, , 

( W ) . . . . . . 2 ) ¾ V n t A q ^ X - A — ' 
S2o x B 0 B = S B x B0J30 

e os triângulos S A0 «o e S B 0 P 0 dando 

S B0 
B0 Po = WT X A 0 a 0 » Ao 

será 

M i ) i l j hii '.nJiL.>- S B 0 SB , 
S 2 o = S Ã x B 7 B x A o ' ° 

e como é 
A0 «o x S A = A0 A x S C 

ter-se-á 

A 0 A x S B 0 X S B 
S - S 0 = — x S C (94j 

I S A x B 0 B 
e sendo 

n • m B • .> l iO B 
S i q u 0 B / = - — x s u p / 0 B 1 = — — x s u p í 0 B í + 1111> li u li 
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teremos 

__T 1 A 0 A x S B 0 x S B . 1 . , 
,•«=>-—. . v — x S C x s u | > t 0 AJ (95) 

3 SA X B 1
0 B ' 

e o volume Vs da pyramide S (t0 A t) tendo por expressão 
, C ' Oi,' 

. S C x S u p i 0 A i = Jr . S C(C A x t 0 A t — 2 . Cmxrn») (96) 
-ffaiqioq eho b àq o <j2 RONAJA , (3 supildo OÚJIÍKS eb SÍT o.iulq o oido« 
( ia 0 ' * j8 obimBivq i>b If rsiiiuío< oL ofoeoiqx-j c t> .gil n;IiiptL 
ter-se-á, tornando explícitos os signaes dos segmentos, 

a t 
I \ íi o' »1" ,. 

V c = - [ C A x Z 0 A t z p 2 . C m x m i 

.̂ IIBFIB ?CI'>BÍIING ?r>!> EFI^xiul MO ilnuvyf) '.>[> gomeinhint MUU 

C A x S B , x S B x s n p i o l l , 

SA x B ' 0 B ' s „2fí 

e por conseguinte 

i r / a 2 . 1 0 . X - L ( X 0 + X ) \ 
V c = — — ic r .2.sen<> R4 

c 6 L \ 9 0 L ( X 0 - X ) ' J 

r i . ' 
X0.X 2 . X 0 . X — L (X0 + X) 1 

— 4. - ( J c t - . R 2 . s e n o ) H (98). 
L (X0 + X) L ( X 0 - X ) ;J v ; 

Se nas fórmulas (93) e (98) pozermos os valores de Qc e J, 
(n.° 4), acharemos a fórmula geral 

C 

IWJfc-Ti 

! C . . V = 1 T g XO-XV7XQ-X IÚ 

6 I 90 L 3 ' 9 0 

L s ( X 8
0 - X 8 J * J K ' 
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OU 

1 T f f L 3 - O ) . X0-X^X0. X 
V c = f c - L R c 6 .L 4 L 9 0 . L 

IlO 

l i ^ L i J r 

adoptando-sc, como sabemos, o signal superior ou o inferior, 
segundo ff e w forem positivos ou negativos, isto é, segundo cbn-
siderarmos a cunha situada acima ou abaixo do plano r c . 

Deduzidas, pois, as expressões geraes de Vc , passaremos a con-
siderar atgUús ;ta$os particulares. o. . £ f 

1 7 . Discussão. — Quando fôr <r=í rt 90p (h.^ 5), temos 
IlO 

2 . X 0 - X - L(>0 + X)=rO (39) 
80 I L r

1
1 L ° . S — - H . it , W 7 

d'onde [fórmulas (93), (98) e (99)] 
IJO 

OGy (93)' 

ou 

- V ' í ^ - 1 ( * R « ^ - 2 . J ' C ) H (98)' 

S f t m q à »K'0J(16!»43 OiHiiq o a u p .o<qtn'>x«> i o q , n h n o q q n f t . H l 
• ' - 1 T . X S . V L to' 

» 1 1 « , ,mm^-êl - L 4 ( 2 . , _ L ) V ^ - Õ Õ o r m b o q . 
v / o u p 

e h i m i ó l B i i Í B ". i i ; , j f x M , 9 - i ' o b n s s i t í . 1 

+ r . R S . H . . . (99)'. 
. — L ir L _) 2.X-

Se considerarmos 'õ caso de s e r c ^ = w = - + - 1 8 0 " , ou Xo = L, 
teremos 

'f.0 V ^ . ^ ^ ^ v i - ^ i c - ^ ^ - ^ t . R Í R . i H . . (93)" 
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OU 

OU 

, 0 0 1 ) ' M 

V"C=F= - 1 0 . R * - á . - A - . J' 'c ] . H (98)" 
O L. +-A 

(99)". 

,ioii')lin o lio lomiiiK Ínii^ií o ,«or/iod6» omo'i ,og-oboRtqobB 
Quando finalmente fôr a = w = — 1 8 0 ° , ou x = L , acharemos 

OfinIq oli o / i . du l i» íiii;i ;ç fdir.iiti* liiliurj u M t m H V i b h 
-AO') Il *0m'J'lIDttBU , , 7 -»í: ijâK'f9J} -! .(>'•: n<;/'i «li ,>l'(M| tglibixub')(l 

V " ' c = — : [ 2 . ^ - . Q ' " c ^ ( ) ó — L ) « . R ] R . H (93)"' 
XOlfl 3(L+>o) L 

on 

1 r „ >0 V ' " c = g - [ * . R 2 - 2 . - ^ - . J ' " c ] . H (98) 
L + X 0 

OU 

, r ó - - I t 1 r ^ V ' " , = - — ! I t - W T 1 K R 8 - H . . • (99)"'. 

UO 

. Caso da secção parabólica 
d -

1 8 . Suppondo, por exemplo, que o plano secante Ke é paral-
lelo á geratriz S Ao, Ou que X 0 = O O (fig, fy), vamos, ver como 
podemos obter mui facilmente as respectivas fórmulas, partindo 
das que deduzimos para o caso da secção elliptica (n.° 17). 

I . 0 Fazendo X0 = <*>, Q c = Q c 0 0 e C=Fd0 0 (n.° 6) na fórmula 
(93)' (n,° 17), teremos 

I . i - 1. 

V c . = ^ . X. Qc „ — R (2 . x — i ) 

^ * . L - ( 2 ó i - L ) 2 . s e n ^ J l t . H (93) 
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2.° Se na fórmula (98) (n.° 17) fizermos X0 = ao, <? = <* 
e J c =Jc 0 0 (n-° 6), acharemos 

V - 1 vC00 £ 
(I AfiCl „t l(. rfl 

ao 

I*IU|I .¾1!. 
tip i r . / r ix l" ^unr-v-tH - - . i i t o v l «V-.nAvAt 

/ ZG00 2 .X — L \ 

V Q O T C l — ' - s e n s V v 

\ O % I I -I 

L ( J c°° . R 2 . sen o ^) J H . . . (98) 

.^íl, obiv,?, °.i 
Quando n'estas fórmulas pozermos os valores de Qc ^ e JC(X 

(n.° 6), acharemos a fórmula geral 
I n ,, ! • ! ( ! / . 7 M11-H. . , // 

OU 

^ r z . 8 . x 2
+ ( 3 . L - H . . ) L J 

c°° e L 9 0 T 3.TC.L2 * J v 

Taes são as fórmulas que nos dão o volume pedido. 
Com a mesma facilidade achariamos as fórmulas correspondentes 

ao caso de ser X = ao. 
Observação. — É claro que estas fórmulas também se podem 

deduzir simplesmente e directamente, partindo da fig. /3. 
1 » . Caso particular. — Quando fôr C o e = + 90° será (n.° 7) 

2.X = L, Qfloo = Q c o o e JCoo = J C o o , e então teremos 
, 0 ) 2 O f I O o ! ) I i d l o l f i h ( I l l ^ ' l > I . l ! T » 7 Í ) » « » .''I H o b l i i l l f t ) 

m ó i 6 n b i m 1 f . y f - • o \ < r > r ; o T l o . < " > r i v m J 
V c * = y í - ¥ * — y ) R s • H . . . , . . . (93) 

' . r - A (j- M >>'. 
' . onv iT i ) «oboj m*> aomi j j i í •".> í<>)ioilq*9 obmuno) ,íiií-^A 

§ II 

TRONCO CONICO 
' .1 " T a ! . 

S O . Analogamente ao que fizemos com respeito á quadratura 
da superfície lateral do tronco conico (n.° 11), exporemos também 
os dois methodos alli seguidos, por meio dos quaes tractaremos 
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de determinar o volume Vc do tronco conico Ao Do A DBo Eo C E 
(fig. /";;), quer seja de primeira quer de segunda especie. 

Melhodo directo. — Devemos observar que, para determinar o 
valor de V c , somos dispensados de calcular novamente a grandeza 
da perpendicular M0M, baixada de M sobre a geratriz rectilinea SA, 
e as grandezas das alturas MC e S 2o fIflS pyramides M(AoDoAD) 
e S (B0 E0 B E), por serem egualmente dadas pelas respectivas 
fórmulas que deduzimos paru a cunha cónica, na hypothese da 
secção (Ei) ser elliptica (n.° 16). 

I .0 Sendo (fig. /5) 
!. • , O ' - • .. . . IJ' | 'M j : 'I ,, I. • : 1 I O 

J 
W m = — . M'o M X sup A0 D0 A D B0 E 0 B E 

O 
«(Cd ,7 

1 * 
Vm = — . C M x sup A0 D0 A D 

teremos 
OO j 

Vc = —[M'0MxsupAoD0ADB0E0BE—CMxsupA0D0AD] (101) 
O 

e logo 

Vc = ± j * [ 2 . ^ . Q c - | ( 2 . > o A - L ( X o + X ) } i t R ] H (102) 
O . L , ( À 0 + AJ L. 

• I-\ ii!» i»l»nih(;q ,'>firtmBjT»'iib •• 'itirinmliiaiiíi* lixubib 
adoptando-se o signal superior ou o inferior, segundo a secção 
elliptica (E) estiver acima ou abaixo da secção recta (C). 

Quando a secção (E) estiver na segunda folha do cone S (C), 
teremos o tronco de segunda especie^ e ainda a fórmula (102) 
satisfaz: porque os segmentos X0 e X sendo então negativos, a sua 
somma (\0 + X) será affecta do signal —. 

Assim, tornando explícitos os signaes em todos os casos, teremos 
Il •/, 

= ., • , - f , „ I 2 ^ o 
Vc — ± 3 . L ( > 0 + X)L L ' ^ c 

KiHJr.ihnitp ft (,Ji.„p.|, nwi mwwxíl -wp or, oIiiimui^oInnA . O S 
— |2.X0 .X — + X)]í w R H (103). 

'HIINIIJ IINJ *'IITII|> gol» "I KII I< II ,xnbiuaii» I!JB efcbutll:>m íiob'«"» 
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2.° O volume Ws da pyramide S (Bo EoB E) tendo por expressão 

•(M i; r ^ 0 ¾ *? ojm-ic. iy í 1 ".çi, í (g3h :-> ;( ,3; « tõj i^ i >.nloq 
1 

— S 2o x sup B0 E 0 B E 
( 3 ) 0 } r n o B y m a l * , 4 « n i m 1 o ) o b e o i n ó t i U » , r n . V m \ o o í l n 3 
e sendo 

sup B0 E 0 B E = ^ 7 x sup B 0 E ' B' E ' 

teremos [fórmula (94)] 
" • í f 

1 A 0 A x S B 0 X SB , , , , 
W s = -— . zrj — x S C X sup l i d b o l i fc. 

3 S A x B ' 0 B ' 

e o volume Vs da pyramide S (C) tendo por expressão 

*orn«mt ,«d>il'><I o m u l o / o ,Y u b n n f r r • IKIH >>( 
1 

— S C x s u p A 0 D 0 AD 
ter-se-á 3 

I r A 0 A X S B O X S B 
V c = - X - [sup A 0 D 0 A D — 

O CA S A X B 1
0 B ' 

wnrmj (>.IÍI'JIIMÍ;(| HI'>i(l ; •> (tjJ) ar, 
x sup B o E'oB' E'] S C (104) 

e por conseguinte 

' : (j 'I 

,'C - V I \ . . 
Se nas fórmulas (103) e (105) pozermos os valores de Qc e J c , 

relativos ao tronco conico (n.u 11), teremos a expressão geral 

^ = ^ 1 - ^ ^ ) ^ ^ 1 1 . . . . ( 1 0 6 ) . 

8 u o . 
Methodo indirecto. — Se na fórmula (99) relativa ao caso da 

secção elliptica (n.° 16) fizermos <j = W = Ifc 180°, teremos im-
mediatamente a fórmula (106). correspondente ao tronco conico. 
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¢ 1 . Consideremos agora o caso do tronco conico ser limitado 
l 

pelas secções (E1) e (E2) (fig. f6) (n.° 12); sendo S B o = + Lo, 
2 

SB 1 = H-L, SB 0 = e SB 2 = + X . 
EntSo os volumes dos troncos determinados pela secção recta (C) 

(correspondentes ao segmento L) e por cada uma das outras secções 
obliquas consideradas, terão respectivamente por expressão 

X 0 x v V x 
L 3 

iz R s H 

An/. í 
ff 

v ! V r - 1 I ' ' " " 
- •?(,/1 Ioq OMi')!.-',), r,'!UiimiiTfi|«f> jV amiilir/ o «» 

logo, representando por Vc o volume pedido, teremos 
II L 0 . / U XQ . Á /XQTX I 

V = T l T V r L T - J - R 4 - H . . . (107). 
,. — U /. (71 ii/- qw«] - •-•--• ,/ 

Se as bases (E1) e (E2) forem parallelas, teremos 
( í 0 > ) • • ' " ' 3 í í II : 1 o í l I j U ; X 

J Xo Lo 

e portanto 

• /i)nl'>i 

U U V l w ^ m , ( ( 0 8 ) 

OU 

V' = 

3 V L / L 3 

JJ 

1 / L 0 X i L - X , , , 
« 3 VL L 3 L4 ± L. X + X4) w R 4 . H (109). 



MATHEiMATICAS E ASTRONÓMICAS 123 

8 8 . Discussão. — Quando fizermos successivamente Xo = L 
e X = L , a fórmula (106) transforma-se nas fórmulas (99)" e (99)"' 
(relativas á cunha cónica na hypothese da secção (E) ser uma ellipse). 

Se fôr X0 = X, as fórmulas (106) e (109) dão 

V ' C = V ' C = i - í ^ j í * R 2 . H ( 1 1 0 ) 

' " J' ~~ 
ou 

V ' C = V ' C = J í ^ ( L 2 ± L . X + X 2 ) * R 2 . H . . . ( 1 1 1 ) 

' ' Itiiiiifno >i;'imnòl m < . í l - ' , - u u n o i í 

ou (considerando separadamente os dois troncos de primeira e 
segunda especie) 

V " C = V " C = 4 - . ^ ( ^ + L . X + X 9 ) « R 4 . H . . (112) e O Ld 

e 

V ' " c = v ' " c e = - i . — ( L 2 — L • X + X2) i íR2 . H . . (113). 

'í i" •»» '>!) o* IiH)' J ^ ó ^ n o / o t ' ) t o en o D • 
r ' t('• i ' 'JI) > IIlf') I , ' 1/1̂ 1 PfVYrtÉVíi Q/iO > I1 • I f*4»I I (I í í I *' li I4 Ill tf fí (I •<>•'" 
Taes são as duas fórmulas que correspondem a serem rectas as 
secções que limitam estes dois troncos. 

Sendo, pois, r o raio da segunda base ou secção recta (Cj), será 

e portanto [fórmula (111)] 

V ' c = V ' C e = y T C (R2 ± R . r + r2) Í ^ . H . . . (114) 

ou 

V c = V c = 4 - W (R* ± R . r + r*) — . H . . . (11S). 
« 3 U 
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Considerando separadamente os dois troncos conicos, teremos 

V'' e ==V" c = — (R2 + R . r + r«) i V ^ . H ; . . (116) 
E O R 

e 

, i i | I j ' ' -
N w

c = W w
c = -L TC ( R 8 — R . r + r2) . H . . . (117) 

HO 
, M - . - H . / ! . , R - r „ R + r „ 

e s e representarmos por h \ e a s alturas — e — - — . r i 
dos troncos, ter-se-ão as fórmulas ordinarias 

') Biromnq oí> íoonoi)" ?iol> ÍO efrnmribBir.qag obrnmbUnoV1 IIO 
1 >.] i'!iHI);'1ií 

V » c = T 7 c ( R í + R.r + r2)/»,. . . . . . . (116)' 

j * 
V ' c = — TC(R2 — R . r -F r2)fc2 (117)'! 

o i 
. 611 . • I l . JIst1^A FX. .1-A1; i V , 7 = , " ' 7 

'1J K i1 

Como se Vii, estas expressões dependendo só de R, r, Zi1 e /)¾, 
são egunlmente applicaveis aos troncos conicos oblíquos de bases .. . BrIiTOrnoqSiiHir)» -N»I> ínrurniol «mio1»* m?. ««jrT parallelas. 

Quando n estas fórmulas (116V e (117).' fizermos R = r , teremos cT»e*,i i^rj p i m oBjnoí no '»VTia íront/gos kI> oir.i o i .gmq ,obnoc 

V ^ c = R S . A 1 (116)" 
e 

V v
c = I t c . R 2 . f o i . - B j t ^ i . . . , ] (U7)", O 

Rntão a primeira expresfâo, como sabemos, representará o 
volume d'um cj lindro recto ou obliquo com a altura h{ e bases 
de raio R; e a segunda ainda representará o volume d'utn tronco 
conico de segunda especie de bases egtjaes, ou o volume d'um 
cone da mesma altura Aj do tronco, e tendo a base de raio R 
egunl ás bases d'este tronco. 
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O b s e r v a ç ã o g e r a l 

2 3 . Devemos notar que, se não entrámos em mais detalhes 
n'este estudo, foi para não o tornarmos demasiadamente extenso 
sem utilidade, visto julgarmos ter estabelecido os pontos capitaes 
da questão proposta, de modo que, com extrema facilidade, os 
nossos illustres leitores chegarão a esses detalhes. 

Como jà dissemos (n.° 1), mais tarde havemos de publicar o 
nosso rápido estudo sobre as questões propostas, etc., e então 
tractaremos d'outros pontos que agora omittimos, por não serem 
completamente elementares, e diremos também algumas palavras 
ácerca da determinação da área da superfície lateral e do volume 
da cunha cylindrica, bera como sobre a sua relação com a deter-
minação da superfície e da capacidade das abobadas de barreie 
de clérigo e de aresta. 
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SOBRE A QUESTÃO PROPOSTA N.° 13 

p o b 

L. F. MARRECAS FERREIRA 

fio; í (ij.-i > -.li , ̂ oiTIiUífiio .: i > 2 1 5 » i ) t u o u <m Iuo'b ho^it t thu. 
Determinar o vertice commum de dois triângulos symetrica-

mente similhantes, de bases dadas ADeBG. 

Supponha-se que os pontos A e B estão situados d'um mesmo 
lado do vertice; D e C do outro; seja V este vertice commum 
que se deseja determinar; Yp e Yq as alturas respectivas dos dois 
triângulos similhantes, pertencendo a primeira ao triangulo VAD, 
a segunda a V B C . Da condição de symetria resulta: 

A A A A A A 
A V D = B V C ; V A D = V B C ; V D A = V C B 

e 
VA VD Yp AD 
VB VC Vq BC ' 

Vê-se evidentemente que o ponto V existe em dois Iogares 
geomelricos distinctos: na circumferencia, logar dos pontos, cujas 
distancias a A e B guardam a relação k, e na outra circumferencia 
correspondente aos pontos D e C, existindo o centro da primeira 
no prolongamento de AB, o da segunda no prolongamento de DC, 
e ambos d'um mesmo lado em relação á menor das bases dos 
triângulos. 

Haverá portanto duas soluções, quando os Iogares geometricos 
se interceptarem; uma no caso de tangencia; nenhuma, se as 
curvas forem exteriores, ou existir uma no interior da outra. 

Quando houver duas soluções, devem ser estas symetricamente 
dispostas em relação á linha dos centros das circumferencias, e 
como esta é exterior ao quadrilátero, é fácil o suppor-se que as 
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soluções podem ficar eguaimente no exterior, o que nào succede, 
porque existe qualquer d'ellas n'uma recta, passando pelo vertice 
do angulo formado por A D e B C , e satisfazendo á condição de 
ser o logar geometrico dos pontos, cujas distancias a A D e B C 
têm entre si a relação k; ora, como é claro, só du.is rectas satis-
fazem a esta condição: uma existe no interior do angulo, a outra 
no exterior; portanto, havendo duas soluções, cabe a uma d'estas 
a posição sobre a primeira recta, á outra sobre a segunda. 

Apesar da propriedade reconhecida para estas linhas, não podem 
ellas servir para a resolução do problema; mas sim como veri-
ficação das construcçôes para esse fim realisadas; vê-se bem que 
ellas produzem sempre duas intersecções com qualquer das cir-
cumferencias, e podem estas não estar situadas sobre a outra. 

No caso de tangencia, devendo haver um único ponto commum 
sobre a linha dos centros, estará o vertice obtido fóra do quadri-
látero e do lado correspondente á menor das bases, sobre a recta 
exterior, tornando-se por conseguinte a óutra parasita. 

As reflexões expendidas applicam-se egualmente, quando peio 
parallelismo de dois lados oppo.-tos do quadrdatero se converta este 
n'um trapesio, não sendo os dois casos dignos de menção especial. 

Se os pontos A e B , por exemplo, se confundissem, isto é, se 
A D e B C fossem segmentos dos lados d'um angulo, tomados a 
partir do vertice, confundiam-se VA e VB, e pela condição de 

A A 

symetria : V A D = V B C , segue-se que o ponto V devia estar 
situado sobre a bissectriz do angulo, e como as distancias d'um 
ponto d'esta aos lados são eguaes, o problema só é possivel, quando 
os segmentos A D e B C forem também eguaes; n'este caso parti-
cular os pontos da bissectriz, situados tanto d'um como do outro 
lado do vertice, resolvem o problema, determinando qualquer d'elles 
dois triângulos eguaes; ha uma infinidade de soluções, e é im-
possivel qualquer no exterior da bissectriz. 

Excluindo este caso, podemos, pois, dizer que da condição de 
symetria resultam duas soluções, uma, ou nenhuma, como demons-
trarei ainda por outro modo. 

Seguindo-se o processo anterior pódc-se resolver o caso de dis-
symetria, caracterisado pelas seguintes condições: 

A V D = B V C ; V A D = V C B ; V B C = V D A 
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de que resulta: 

VA _ VD Vp AD 
V C - V B - V ^ - B C - ' 

Um dos centros fica situado uo prolongamento da diagonal AC do 
quadrilátero, o segundo no prolongamento da diagonal BD, e ambos 
do lado correspondente á menor das bases dos triângulos. 

As duas rectas passando pelo vertice do angulo, formado por 
A I) e B C, desempenham o mesmo papel qiie anterioi mente, e 
sobre a posição das soluções tem ainda logar a analvse apresentada. 

Se n'esta hypothese os pontos A e B, por exemplo, se confun-
direm, o numero de soluções, ao contrario do caso precedente, 
é limitado; facilmente se reconhece que as duas circumferencias 
subsistem, tendo uma d'ellas o centro sobre um dos lados do angulo 
formado e a outra sobre o prolongamento do segundo, podendo 
haver duas soluções; uma apenas no interior ou no exterior do 
angulo, segundo que o ponto de tangencia das curvas existe no 
interior ou no exterior; nenhuma solução, quando se não interce-
ptarem ou estiver uma d'ellas no interior da outra, — ha aqui a 

2 
notar a importante equivalência de areas: VA = V D x V C e se 
fôr recto o angulo D A C, as linhas DV e VC confundir-se-ão 
numa única, incidindo perpendicularmente sobre esta a recta VA. 

Se A D e BC forem parallelas á solução interna ao quadrilátero, 
existe no cruzamento das diagonaes interiores. 

Póde-se ainda resolver o problema proposto por um processo 
diverso que vou succintamente descrever. 

Supponhamos que V existe dentro do quadrilátero 
A A 

V A D = V B C = a ; 
será 

A A A 
V A B = D A B - a ; V B A = C B A - « 

logo 
A A A A A A 

V A B - V B A = D A B - C B A = constante. 

Da mesma sorte /\ ^ 
V D C - V C D = constante. 
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O vertice d'um triangulo, cuja base é dada em grandeza e 
posição, sendo constante a differença dos ângulos na base, acha-se 
n'um ramo de hyperbole, que passa pelo extremo da base, vertice 
do maior dos dois ângulos; o segundo ramo da curva, n'este caso 
parasita, que passa pelo outro extremo, só é util, quando a diffe-
rença subsistir a favor do angulo, cujo vertice n'elle existe. 

Tinhamos portanto para a determinação do ponto interior dois 
ramos de hyperboles distinctas, e como elles não podem ter mais 
d'um cruzamento sobre a recta, que passa pelo vertice do angulo 
e no interior d'este, com a propriedade já designada, segue-se que 
só pôde haver uma única solução dentro do quadrilátero. 

Para determinar a solução externa teremos: 

A A A A 
V A B + VB A = D A B + CB A = constante, 

logo o angulo AVB é também constante e determina-se a posição 
do vertice, construindo sobre A B o segmento capaz d'aquelle 
angulo; da mesma sorte se determina a grandeza do angulo D V C 
e se construe sobre D C o segmento que o deve conter; da inter-
secção dos dois arcos podem resultar dois pontos, um só, ou nenhum 
e como aquelle, que resolve o problema n'estas circumstancias, 
deve estar na recta, que passa pelo vertice do angulo formado 
por AD e BC, situada exteriormente a elle, segue-se que só 
resultará uma única solução externa, ou nenhuma. 

Os dois pontos de intersecção podem ser simultaneamente solu-
ções, uma no exterior do quadrilátero, outra no interior, quando 
n'estas duas posições não variarem os ângulos A V B e D VC. 

A nenhum dos cinco casos de dissymetria convém este processo 
e aos quatro que do primeiro processo foram excluídos, não pôde 
convir, segundo supponho, nenhum que seja elementar. 

9 
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RECHERCHES SYNTHÉTIQUES ET ANALYTIQUES SUR LE CERCLE VARIABLE 
ASSUJETTI A COUPER CONTINUELLEfflENT OEUX CERCLES 00NNÉS 

SOUS OES ANGLES ÉGALEMENT DONNÉS 
1 > L . . t i l I i J i h , (,i ; , . - I i i l . . , ! , M . . ! , ' ( I I I : ó . V i J f i U l l l l l 

ALFREDO SCHIAPPA MONTEIRO 

O a s d e s o e r c l e s n o n c o n c e n t r i q u e s 
— 

§ 1 

ÉTUDE SYNTHÉTIQUE 

2 7 . En considérant, dans Ie cas précédent (fig. 1), Ies con-
structions relatives à chaque point b, b\, . . . , du cercle (E), il est 
évident que, quand nous donnerons à 1'autre cercle (I) un mou-
vement de Iranslalion quelconque, Ie premier cercle restant fixe, 
tous Us points et Ious Ies lignes de la figure prendront leurs posi-
tions relatives correspondentes à la solution du problème dans Ie 
cas general, que nous allons étudier. 

Désignons, donc, par C0 Ia position finale du centre du cercle 
(I) (fig. 2), et considérons Ies deux points b et a\ du cercle (E) 
correspondants à sa corde b a \ . 

Cela posé, il est évident que, pendant Ie mouvemente du cer-
cle (I) Ies rayons C0CS et C0c's tourneront autour des sommets c, 
et c's du rectangle auxiliaire c sc' scic ' i , et Ies perpendiculaires nso 
et n\o, élevées sur Ies points milieux n, et n's de ces rayons se 
coupant constamment sur Ia corde ba'\, Ieur point d'intersection o 
sera Ie centre du cercle (x) ou (o), qui passe par 6; et il en sera 
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de même quand nous considérerons Ie déplacement des rayons, 
qui déterminent Ie centre o\ du cercle (xj) ou (oj), lequel passe 
par 1'autre extrémité a'\ de la corde considérée. 

D'après cela Ie cercle (X) (fig. 1) se transformera en une 
courbe (2) (fig. 2), qui continuera à couper la droite ba\ en deux 
points o et Oi, et par suite cette courbe sera une conique. 

On reconnaltra de même que la transformée du cercle (X') 
sera une autre conique (2')-

Si, dans la fig. I, Ie cercle (I) se réduit au centre C0 , nous 
avons déjà vu (n.° l i; 5o) que Ies cercles (X) et (X') se confon-
daient: par suite Ies coniques (2) et (2') de la figure transformée 
se confondront aussi en une seule et même conique (<T). 

On arrive ainsi à ce théorème: 
THÉORÈME I. — Une section conique quelconque (2) peut étre 

considérée comme la courbe parcourue par Ie centre o d'un cer-
cle (x) variable de grandeur, assujetti à couper continuellement, 
sous des angles donnés e et i, deux cercles également donnés (E) 
et (I); ou à passer par un point donné C0 et à couper, sous un 
angle donné e, un cercle également donné (E). 

En considérant Ie centre o du cercle variable (x) comme Ie 
point de rencontre des cordes b et b' b'" des cercles (E) et (I), 
coupés par celies-ci, sous Ies angles constants (90°—e) et (90°—i), 
que nous représenterons par e et i', Ie théorème précédent se 
transformera dans Ie suivant: 

THÉORÈME II. — Cne section conique quelconque (2) peut étre 
considérée comme la courbe parcourue par Ie point d'intersection o 
de deux cordes b a'j et b' b'", appartenant respectivement à deux 
cercles donnés (E) et (I), et Ies coupant continuellement sous des 
angles également donnés e' et i', de manière que Ie point d'inter-
section considéré se trouve équidistant de deux des extrémités b 
et b' de ces cordes; ou cette conique peut étre considérée comme 
la courbe parcourue par Ie point o de la corde b a'j d'un cercle 
donné (E), coupé par celle-ci sous un angle également donné e' 
de manière que ce point se trouve équidistant d'un point donné C0 , 
et d une des extrémités b de cette corde. 

188. Si nous considérons Ies circonférences enveloppes (E") 
et (I") de ces cordes, Ie point o sera aussi Ie point de concours 
des tangentes o m j et o m'2 à ces circonférences, et la somme alge-
brique de ces tangentes sera constante, ou égale à la somme ou 
à la di/férence des segments b m» et b' m'2 ou des demi-cordes * 
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des cercles (E) et (I), égales aux rayons R' et r' des cercles enve-
loppes (E') et (I') des cordes b a et b' d' (perpendiculares à ces 
demi-cordes), en tenant toujours compte du signe des segments 
respectifs. 

En effet, on a (fig. 2) 

o m j = = o i + 6 m% (32) 
et 

o m ' s = o l ' + b'm'2 (33) 

et en prenant toujours Ies segments ob et o 6' avec Ie même signe 
(n.° 16) on aura: 

o m j — om'2 = 6t«2 — b1 m'%. (34) 

or, en représentant par Mj et M'i Ies points milieux des côtés csc', 
et cíc'í du rectangle auxiliaire, Ie segment b1 m'% étant égal à 6M'i 
ou 6 Mi, sera constamment positif ou constamment négatif, selon 
que Ie point o décrit 1'une ou 1'autre des coniques (2) et (2'): 
donc, si nous représentons par t et i' Ies segments var ables otwj 
et om'g, nous aurons pour 1'une des coniques (2): 

T ± T ' = R ' + r ' (35) 

et pour 1'autre conique (2') 

T ± T ' = R ' — R ' ( 3 6 ) . 

Ainsi, par une conique quelconque, nous aurons, en général, 

T r t V = Const (37). 
Donc: 
THÉORÈME III. — Étant donnés deux cercles (E'') et (I"), si 

deux tangentes à ceux-ci se déplacent de manière que Ia somme 
algébrique des distances x et z' des points de contact aux points 
d'intersection o de ces tangents soit une grandeur constante, Ies 
lieux géométriques décrits par ce point d'intersection seront deux 
coniques (2) et (2;) données de forme et de position. 
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Si Ie cercle directeur (I) se réduit à son centre C0 , on aura 
r1 = o, et la tangente se confondra avec Ie rayon vecteur C 0 = p ' 
d'oú il résulle la relatioo 

t ± p ' = R ' ( 3 8 ) 

et Ies deux coniques se confondront en une seule conique (ff), ayant 
pour un des foyers Ie point C0 . 

Donc: 
THÉORÈME IV. — Étant donnê un cercle (E") et un point C0, 

si l'une tangente à ce cercle et un rayon vecteur, partant de ce 
point, se déplacent de manière que la somme algebrique des dis-
tances T et p', du point de contact et du point donné à celui de 
l'intersection o de ces droites variables, soit une grandeur cons-
tante, Ie Iieu géométrique décrit par ce point d'intersection sera 
une conique (c) donnée de forme et de position. 

2 W . D'après cela, nous pouvons donner aux cercles enveloppes 
(E") et (I") Ie nom de cercles focaux ou foyers tangentiels, et à 
leurs tangentes R et T' Ie nom de vecleurs tangentiels ou roulants. 

Dans Ie cas ou ces cercles se réduisent à Ieurs centres ils peu-
vent recevoir Ie nom de points focaux ou foyers rayonnants et 
Ies vecteurs correspondants Ie nom de vecleurs pivotants ou rayon-
nants: en réservant la denomination ordinaire de foyers et de 
vecteurs pour exprimer Ies foyers et Ies vecteurs, quels qu ils 
soient. 

Si plusieurs coniques ont un même cercle focal, nous Ies appe-
Ions monocyclomofocales ou monocycloconfocales. 

Quand Ies coniques auront un même point focal, elles seront 
nommées monostigmoconfocales. 

Les coniques ayant Ies deux mêmes cercles focaux, nous Ies 
appellerons cyclomofocales ou cycloconfocales; et nous donnerons 
aux coniques Ie nom de stigmoconfocales, quand elles auront Ies 
deux mêmes points focaux. 

Enfin ces courbes seront dites monomofocales ou monocon-
focales et homofocales ou confocales suivant qu'elles aient un ou 
deux mêmes foyers, quels qu'ils soient. 

30. Trace de la tangente en un point quelconque. — Voyons 
maintenaut comme la mélhode de Roberval, appliquée aux coni-
ques ainsi engendrées, nous donne très-facilement la tangente en 
un quelconque de leurs points. 
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Considérons, donc, ia conique (2), et proposons nou9 de Iui 
mener la tangente au point o (fig. 2). 

Soit o" un point du Iieu (2) infiniment voisin du point o, et 
abaissons de ce point-là Ies perpendiculaires o" o"1 et o" olv sur 
Ies rayons C0O et Co. 

Si nous représentons par dt Ie temps infiniment petit que Ie 
o o" 

point met à aller du point o au point o", Ie rapport -^y- sera la 
OO1" 

vitesse du point. Les rapports -^y- et -- seront Ies composantes 

de cette vitesse suivant o C0 et la perpendiculaire o"1 o". De môme, 
O OIV OIT O1' 
d t d t s e r o n * ' e s c o m P o s a n ^ e s ^e 'a vitesse absolue du point 

suivant o C et la perpendiculaire o'v o". 
Si nous considérons Ie point mobile o sur Ies cordes b a\ et 

b1 b"1 des cercles (E) et (I), Ies espaces parcourus sur ces cordes, 
comptés à partir des points b et b', seront égaux, et alors Ies 

o o'" »»•', 
grandeurs des vitesses composantes -^y- et -^y- du point, suivant 

o C0 et o C, ne seront plus que Ies projections des vitesses égales 
entre elles, dont Ie point se trouve animé sur ces mêmes cordes. 

En prenant, donc, pour grandeur de ces vitesses égales Ies 
rayons o b et o b' du cercle (o), Ies cordes bb\ et b' b'%, communes 
à ce cercle et à chacun des cercles donnés (E) et (I), représente-
ront Ies directions des vitesses composantes perpendiculaires aux 
rayons C o et C0 o: de manière que, en unissant Ieur point de 
concours f au point o, nous aurons la vitesse absolue correspon-
dante de ce point, en grandeur et en direction, et par conséquent 
la tangente o f dans Ie point donné. 

Autrement. — En vertu de la rotation des cordes ba'\ et b'b'", 
la vitesse absolue du point générateur o peut être considérée 
comme la résultante d 'une vitesse de translation ou de glissement 
Ie Iong de ces cordes, et d 'une vitesse de rotation autour de C 
et C0 , ou d'entraínement. 

Puisque Ie point o se trouve toujours équidistant de b et b' Ies 
vitesses de glissement ou relatives seront égales: d'oú il s'ensuit 
que, en représentant ces vitesses par o 6 et o 6', Ies vitesses de 
rotation ou d'entralnement correspondantes seront représentées 
par Ies perpendiculaires bb\f et b'b'%f abaissées de b et b' sur Ies 
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rayons C o et COo, qui Ies coupent en <f et q>', et la diagonale o f 
du quadrilatère obfb' sera la tangente demandée. 

Il résulte de là que, si, sur Ies deux couples de vecteurs tan-
gentiels m%o, miy%o et m'2 o, m'"zo, nous marquons respectivement 
Ies deux couples de segments égaux ob , ob\ et 0 6 ' , 06'¾, Ies 
segments bb\zCzbo— òj o (*) et 6'è'a =0=0'o — b\o, se coupant 
en f, nous donneront la tangente o f. 

31, Nous pouvons aussi arriver directement à cette construc-
tion en regardant Ie point o comme appartenant successivement 
à chacun des vecteurs tangentiels m'2 o, mIV2 o et m'a o, m!"2 o. 

En effet, la somme 

m2 o -f m I T 2 o ± ( m ' 2 o -f- m ' " 2 o) = 2 (»»2 o ± m ' 2 o) 

restant constante (n.° 28), il en résulte nécessairement que Ies 
vitesses du point suivant ces vecteurs sont égales. 

Ainsi Ies segments o b et o b^ représentant Ies vitesses égales 
du poiut, sur Ies vecteurs »120 et m ,v2 0, nous aurons Ia vitesse 

de translation o 9 =0: - í - (o b + o 61), dont Ie segment b b\ se trouve 
JL 

animé; et, si nous connaissions la vitesse de rotation du point 
autour de C, ou sa vitesse de glissement sur ce segment, il nous 
suffirait de la porter sur celui-ci, à partir de son point milieu ç, 
puis de joindre son extrémité f au point o, et Ia Iigne o f, ainsi 
obtenue, serait Ia vitesse absolue de ce point. 

De même Ies segments ob' et ob'2, égaux aux précédents, re-
présentant Ies vitesses sur Ies vecteurs m'2 o et m"\o, nous aurons 

la vitesse de translation o <p = (o 6' -f Ob1
i) du segment 6'6'¾, 

Jit 
et en portant sur ce segment, à partir de son point milieu <p', Ia 
vitesse de rotation autour de C0 , et joignant son extrémité au 
point o, nous aurions encore la vitesse absolue de ce point. 

L'extrémité de Ia ligne qui représente la vitesse absolue du 
point o, devant se trouver à la fois sur bb\ et b'b'%, sera donc Ie 
point f oíi ces lignes se rencontrent; et par conséquent of sera 
cette vitesse ou la tangente dans Ie point considéré. 

(*) Cette notation de la somme gêométrique des segments est celle que 
Mr . Bellavitis adopte dans sa méthode des équipollences, dont Ies príncipes 
seront quelquefois employés dans cette é tude. 
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Dans Ie cas particulier ou Ies cercles focaux se réduisent à 
leurs centres C et C0 , ou deviennent Ies points focaux de la conique 
transformée (n) des coniques (2) et (2'), nous aurons ob^ .ob \ p 
et o b1 =0: o b1^ =2= o <p', c'est-à-dire Ies vecteurs de chaque couple 
tangentiel, étant équipollents, se confondront avec Ies rayons Co 
et C0O, qui seront alors Ies vecteurs pivotants ou ordinaires, et 
nous arriverons au procédé connu pour tirer la tangente en un 
point d'une conique au moven des rayons vecteurs respectifs. 

3 ¾ . Le point Mj, situé sur Ie vecteur m%o, étant symétrique 
des extrémités m'2 et ml"2 des vecteurs m'% o et ml"2 o, par rap-
port aux bissectrices des angles m $o Mj et m ^ o M j , décrit évi-
demment un cercle (C Mj) ayant Ie centre en C et Ie rayon égal 
au segment C Mj C m2 — Mj »<2-

De même si nous marquons sur Ie vecteur m' 2 o Ie segment 
l l 

m'2 M égal à m% Mj ou à Ia somme o k í j — o m'2, Ie point M sera 
Ie symétrique de 1712 et mIV2t par rapport aux bissectrices des 

1 1 
angles m j o M et m " j o M , et décrira un cercle dont Ie centre 

" 1 
sera C0 et Ie rayon C0M = CMj . 

En considérant semblablement Ies vecteurs relatifs à 1'autre 
conique (2'), décrite par Ie point o', nous arrivons à des résultats 
tout à fait analogues. 

Nous pouvons donner au cercle (C Mj) Ie nom de cercle dire-
cteur relatif au foyer (I"). 

La conique (2) a deux cercles directeurs égaux correspondants 
à ses deux foyers; et il en est de même de sa confocale (2'). 

3 3 . Il est évident que, Iorsque (fig. 2) la corde b ¢4 tourne 
autour de C, entralnant Ie rectangle auxiliaire c sc' sc'jci, Ies rayons 
C 0 C s et C0c'j tourneront autour de C0 et leurs points milieux ns 

et n' t décriront deux cercles (<r0ns) et (cr0n's), dont Ie centre G0 

sera Ie point milieu du segment CC 0 ; d'oú il résulte que Ies en-
veloppes des perpendiculares nso et n'so seront deux coniques 
stigmoconfocales (e) et (e'), ayant pour points focaux Ies points C 
et C0: car on sait que Ie Iieu géotnétrique des projeclions des points 
focaux d'une conique sur ses tangentes est un cercle décrit sur l axe 
focal comme diamètre. 

Les points Ns et N's ou Ies rayons Ccs et Cc1
s des cercles (Ccs) 

et (Cc1
s) rencontrent Ies perpendiculares nso et n'so sont Ies 

points de contact de celles-ci avec leurs enveloppes (e) et (e'): 
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attendu que ees points sont Ies centres des cercles (NsC0) et (N s C 0 ) , 
qui passènt par C0 et touchent ces cercles-là, ou alors parce que 
l'on a évidemment 

CN s =J=N s C0 = C e s = c o n s t (39) 
et 

C N's ± N's C0 = C c's = const (40). 

D'après cela nous pouvons énoncer Ie théorèrae suivant: 
THÉORÈME V. — Une section conique quelconque (2) peut Ptre 

considérée comme la courbe porcourve par Ie point de renconlre o 
de deux tangentes Ns o et N' so à deux coniques siigmoconfocales (e) 
et (e'), dont Ies points de contact Ns et N's soient vus de Vun des 
foyers C sous un angle vecteur constant N s C N s : Ies points fo~ 
caux C et C0 des coniques directrices étant Ies centres des cercles 
focaux de la conique engendrée. 

3 4 . Le point o se trouvant, par construction, équidistant des 
points C0 , cs et c's, il résulte de cette propriété de la figure Ia 
proposition suivante: 

THÉORÈME VI. — Une conique quelconque (2) peut étre consi-
dérée comme la courbe parcourue par Ie centre o d'un cercle (o C0) 
assujelli à passer conlinuellement par un point donné C0 et par 
deux aulres point cs et c's de deux cercles concentriques (Ccs) et 
(Cc's) également donnés, la distance csc's entre ces derniers points 
étant constante. 

35. Quand, sans la distance cse's = 2 . r " étre nulle, Ies cercles 
(Ccs) et (Cc's) se confondront, il en sera de même des coniques 
(2) et (2'j, et nous aurons Ies deux théorèmes suivants, comme 
des cas particuliers des théorèmes V et VI: 

THÉORÈME VII. — Si, autour de Vun des points focaux d'une 
conique (e0), on fait tourner un angle vecteur de grandeur cons-
tante, et que par Ies points ou ses côtés rencontrent la conique 
on mène deux tangentes à la courbe, Ie point dintersection o de 
ces deux tangentes aura pour Iieu géométrique une seconde coni-
que (G), donnée de forme et de posilion (*). 

(à suivre). 

(*) Voy . Traité des propriétés projectives des figures, par M r . Poncelet , 
2.® édit ion, t. I, n.° 4 8 0 . 
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SOBRE A INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES 
AS DERIVADAS PARCIAES L I N E A R E S DE SEGUNDA ORDEM 

p o b 

F. GOMES TEIXEIRA 

É bem conhecido o methodo de Monge para integrar as equa-
ções és derivadas parciaes lineares de segunda ordem, quando estas 
equações tem integral intermedio. No presente artigo vou dar um 
methodo novo para integrar estas equações no caso particular de 
a funcçâo arbitraria do integral intermedio conter só x e y. Faço 
depender esta integração da de duas equações ás derivadas parciaes 
de primeira ordem, náo simultaneas e independentes, que sâo 
também lineares. Dou também as condições necessarias e su f i -
cientes paro haver integral intermedio com uma funcçSo arbitraria 
de x e y. 

O methodo que apresento n3o é preferível ao de Monge, mas 
serve de base a investigações mais importantes sobre esta doutrina, 
que mais tarde apresentarei. 

Seja proposta a equação ás derivadas parciaes de segunda ordem 
com duas variaveis independentes 

F t = A r + B s - H C í + D = 0 (1) 

onde é 

d z d z ( f l z d* z ^ d? z 

^ dx' ' dy' f da ; 8 ' dxdy dy8 

e onde A, B, C, D s5o funeções de x, y, z, p, q. 
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Notemos primeiro que só as equações ás derivadas parciaes da 
fórma (1) é que podem ter integral intermedio com uma funcção 
arbitraria de x e y. É o que se vê derivando relativamente a x 
e y o integral t>j = <p (152)» sendo funcção de x e y, e eliminando 
entre as equações resultantes ç' («2), pois que se chega assim a 
uma equação da fórma (1). 

Procuremos as condições necessarias e sufficientes para que a 
equação (1) tenha um integral intermedio com uma funcção arbi-
traria de x e y, isto é, da fórma 

, . ) , 0 

y)=fix> y> z>p> 9) (2)-

Derivando esta equação, o que dá 

1 - . . ( 3 ) 

e, eliminando em (i) tres das seis quantidades z, p, q, r, s, t por 
meio de (2) e (3), deve vir um resultado tal que, se a funcção <p 
fosse conhecida, substituindo-a n'esse resultado, deveria elle tor-
nar-se identicamente nullo, o que não pôde acontecer em quanto 
tiver alguma das quantidades z, p, q, r, s, í, visto que 9 é só 
funcção de x e y. Logo quando se eliminam tres das quantidades 
precedentes, devem desapparecer as outras tres e vir um resultado 
da fórma 

( S > ( ¾ ) ] = 0 <4>-
As condições necessarias e sufficientes para que desappareçam 

tres das quantidades zy p, q, r, s, t quando se eliminam as outras 
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Ires sao, em virtude de um theorema de Jacobi sobre os determi-
nantes funccionaes: 

! ! o l S ' ^ 1 ? ' ! ' V V ?"V ° ^ -¾ 0 x ?b 

' TrJlfH O V. 1 
Kii ','TJiIfJ 

•t i']i') fjfmi 
Wii-JOlfI 
i l ; 'W1IIiUJJO 
T, ob Ki IlilJ 

$ ) > < & O ' ( S ) dp) 

o , o , o , 

• • • ' V -V. - i - n ( v 

d[\ / á / N 
dp)' O , 

\ i» 

» • 0 Q Vdp 

Vpb/ 
d F \ / d F 

iifi í? 

O , o , 

i i / •) -TU mnrifi 

' d A / d A 
dp1, \ r q r 

» • O 

d / 
d q, 

' d 
d£ 
dx 
d q 

j P 

( d p ) 

< i í \ 
da; 
d p ' 

J 

d p ' 

d F \ / d F \ / d F \ / d F 
d r / ' \ d í / ' Vd^ / ' \di Vdp 

(dp) 

/-L 
dx 
d p 

' J t -

IdL 
dy 
d p' 

: O ( 5 ) 

.<v.nvAl 

') (S 1Jll Ol tITT 
WmAtm 
•>i(iri!)i '^-IfiiT 
/!imitir, T)/iJ 

Oft? »ÍTUl 
= O . . . . (6) 

I-Hi íòl oh 
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^dr)' ( d 7 > { l i ) ' 

d f \ ( d f \ 
d pr \dq)' 

dy 
dz 

Cjp) 

• • • • O - O 

' i i L \ 
dx I 
d J ' 

'diL 

dp) 

Ui-Lx 
dx I 

v ~ d p / 

dy 
v dp' 

= O . . . . (7) 

logo estes tres determinantes representam as condições necessarias 
e suficientes para que a equação (1) tenha um integral intermedio 
com uma funcção arbitraria de x e y. 

A equação de condição (5) dá 

Cp) 

A , B , 

dp)' (dq)' 

• • o G S ) 
= 0. 

S e ( — deve-se eliminar q e m logar d e p e m (1) por 

meio da equação (2), o que dá o mesmo determinante multiplicado 

por m a s ( j ^ ) n ^ 0 pôde ser nullo ao mesmo tempo que ( ^ ^ j t 
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logo deve o determinante ser sempre nullo. Este determinante 
dá 

chamando D. e Ll' as raizes da equação 

C i l 2 - B £> + A = O (10). 

Cada uma das equações (9) é uma equação ás derivadas par-
ciaes lineares de primeira ordem com duas variaveis independentes, 
e portanto a sua integração é sempre possível. Temos assim dois 
valores para o segundo membro da fórmula (2). Substituamos nas 
equações de condição (6) e (7) as derivadas tiradas do segundo 
membro de (2), que já é conhecido, e eliminemos depois n'ellas 
p ou q pela mesma equação (2) para o que não é necessário co-
nhecer a fórmula da funeção ç, que entra no primeiro membro. 
Se o resultado que assim se obtém é identicamente nullo para 
ambas as fórmas da funeção f dadas por (9), a proposta tem dois 
integraes intermedios; se é identicamente nullo para uma só d'estas 
fórmas, a proposta tem um só integral intermedio da fórma con-
siderada; se não é identicamente nullo para nenhuma das fórmas 
da funeção f, a proposta não tem integral intermedio da fórma 
considerada. 

Vejamos como se acaba de determinar o integral (2) quando 
as equações da condição (6) e (7) são satisfeitas. N'este caso a 
eliminação de tres das quantidades p, q, r, s, t entre as equações 
(1), (2), (3), leva, como já vimos, a uma equação da fórma (4), 
que por ser ás derivadas parciaes de primeira ordem com duas 
variaveis independentes se integra, e dá a fórma da funeção <p, 
isto é, o primeiro membro de (2), e temos assim o integral inter-
medio da proposta com uma funeção arbitraria introduzida ou 
por (9) ou por (4). 
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A vantagem de proceder â verificação das equações de condição 
(6) e (7) antes da eliminação, está em que assim começamos por 
formar dos termos da equação final só aquelles que devem des-
apparecer, e só depois de se verificar que desapparecem, é que se 
acham os outros. 

De resto, quando se queira fazer a verificação, é conveniente, 
visto que os determinantes (6) e (7) differem só na terceira columna, 
dar-lhes a fórma 

I i L f ( d I ) -
^dp- \dQ> 

d¥\ 
drj 

\<v 

^dF 
)' (ds)* (d p) d p J 

( d f \ ( d f \ ( dx 
\dpJ' \do/' \ ' dp' 

• • 0 

CA Uql 
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ohy.UiM ) 3b *.9òjBiip: 
•ÍO(| -íómnytinoa tut" 

.Vsb Min gíill urwyi' 
')-! uni b .BJfI 

,'tlirtniimioo d ,oBjíi 

/ d / \ 3 / d F \ 
\dp) \dz) 

'IV 
Wt U 

V> 

/ d F \ ZdFx , d F \ í y - a a 
MlP IUOl!! 

I/ n TJXiil ii' 

G O ' C O ' 
'-Ib , ¾ 

• • e 

dx 1 
d p 

' / 1 
dy 

dp) \ dp 

o , w n e q q G 
Ho >i) inSu'Ifi 
,olam y(I 
/JVv p oígi/ 

\dz) 

(Vi) Il ) (^) 
d ^ ' * * 

Z d A i / d F \ ( 
W p / \ d r / \ d s 

Si* 

/ 

(dp) 

vab 
ZdF\ / d F 
^ d r J ' \ d s , 

, 0 

d f \ (d£\ 
dpj' \d q) 

j e 

d z' 
= 0. 

A p p l i q u e m o s e s t a d o u t r i n a á i n t e g r a ç ã o d a e q u a ç ã o 

AV) 

r « 2 + 2a : j / s + y s<: ,0. 

V ' \ » U (ContinúaJ. 
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A e q u a ç ã o ( 1 0 ) d â n ' e s t e c a s o 

Ll X 

y 
o q u e r e d u z ( 9 ) a 

(dI)==^eLL) 
\dp) y \dq) 

q u e i n t e g r a d a , p a r a o q u e s e d e v e r á e m p r e g a r a s e q u a ç õ e s 

x 
d f — 0 , dq + — dp = 0, 

d á o s e g u n d o m e m b r o d e ( 2 ) , i s t o é 

x 
f{x, y, z, p, q)t=q + —p. 

y 

A s e q u a ç õ e s d e c o n d i ç ã o ( 6 ) e ( 7 ) s à o s a t i s f e i t a s , p o i s q u e o s 
d e t e r m i n a n t e s 

2xy, o, 0 * 2 , 2xy, 

0 , 0 , U 
X 

y 
0 , 0 , 

X 
— » 

y 
1 , o, 

í 

y 

» X ~~» 

y 
1 , 

o , 
X 

0,-
X 

o , 
X 

o , , 
y 

0,- o , » 
y 

x 

y 

i_ 

y 

X 

Yt 

são nullos. Logo baverá um integral com uma funcção arbitraria 
de x e y. 

10 
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Vem pois x 

* y 

(d <p\ p x 
\dxj y y 

fd®\ x p x 
\d y j y4 y 

e, substituindo na proposta os valores de r e t tirados d'estas 
ultimas equações e o valor de q tirado da primeira, 

* ( 5 Í M r P = ° 
" U l l • que dá 

logo o integral intermedio da proposta é 
.o ')iíp rj"*r <'••' * 'yj ' 1 * .* * ». 

^ •»11 wih Im.' / Jif 
x ( y \ 

7 + — P = — ) . y Y x j 

sendo ç a funcção arbitraria. 
Passando á doutrina geral faremos ainda duas observações: 
1 P o r ser a equação proposta do primeiro grau relativamente 

a r, s e /, a equação (4) será também do primeiro grau relativa-
fdm\ /d<p\ 

mente a í J e í — 1, pois que as fórmulas de transformação (3) 

são do primeiro grau relativamente a todas estas quantidades. 
2." Se, antes de fazer a eliminação de tres das quantidades 

p, q, r, s e í na proposta por meio de (2) e (3), verificarmos que 
as equações de condição (G) e (7) têm logar, podemos nas fór-
mulas (1), (2), (3) annullar as duas das quantidades p, q,r,se t, 
que devem desapparecer pela eliminação, e proceder depois á 
eliminação que fica assim mais simples. 
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Discutamos agora a equação (10). 

I .0 Se A, B, C forem só funcçôes de x e y, virá, integrando (9) 

u = q + píl 
d. oSvGiqw u OlMiiiupr .wib'inn-»1ni iw.r^ t iu RÍob trwi.M 

e as equações de condição (6) e (7) reduzir-se-ão ás seguintes: 1U ', ' 

• M W l I f l ' 

IIUI 

A, B, 

ou M» 

(d F / d F \ 
\dp) ( 

O, O, 1 , íl 

dÚ\ 
li, 1, o /dLl\ 

' \d~x) 

O, LI, 

:> 

IiJuo noiir 

A, 
I 

B, 
(dz)' C p ) 

) VJ t. 

o , 0, o , í i 
,11»! (ií 

Í2, 1, o , 
..... ' ( ) 

/d£l\ 
\dx) 

o, L\ O , 
/dQ.\ 

\dyl 

.êSBU '̂1 Oli I m 
ií»i -à r. 

OtllUlKKJ 

= O ) Vi) IMi 

V1 
,-1 

d z 

juí ít, OifiaiMn ou v7l 1I<*. ".« 
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Logo para haver no caso que estamos considerando um integral 
intermedio com uma funcção arbitraria dc x e y, é necessário que 
a proposta não contenha z, e que tenha Iogar a equação de con-
dição precedente, sendo íl uma das raizes de (10). 

Haverá dois integraes intermédios, quando a equação de con-
dição precedente fôr satisfeita por ambas as raizes da equação de 
condição (10). 

Passemos outra vez ao caso de A, B, C serem funcçôes de 
y. p . 9-

2.° Se fôr Í2 = Í2', para o que é necessaria a condição 

B i — 4 A C = 0, 
os dois integraes intermedios, se os houver, reduzir-se-ão a um 
só, e os argumentos das funcçôes arbitrarias do integral primitivo 
serão eguaes. 

3.° Se fôr A = 0, será 
B 

í i = 0 , Í2 = — 

e portanto 

( d I ) = o ( d I ) = I . ( d I ) 
\dp) ' \dpj C \dq) 

logo uma das fórmas da funcção f não conterá p. 
4.° Se fôr C = O, será 

ft = oo, Í2' = A 

Iogo 

e portanto uma das fórmas da funcção f não conterá q. 
5.° Se fôr ao mesmo tempo A = O , C = O, virá 
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logo 

(r0=« 

isto é, uma das fórmas da funcção f não conterá p e a outra nâo 
conterá q. 

6.° Se fôr ao mesmo tempo A = O e B = O, virá 

í) = 0 e Q ==O 
e portanto sempre 

isto é, as duas fórmas da funcção f não conterão p. 
7.° Se fôr B = O e C = O, virá 

Ll = oo, íí'=oo 
e será sempre 

isto é, as duas fórmas de f não conterão q. 

O estudo d'estes diversos casos é importante, pois a elles se 
reduzem muitas vezes os casos mais complicados. Vamos, pois, 
occupar-nos d'elles. 

I. Caso de ser C = O. — Consideremos a equàção ás derivadas 
parciaes 

F = A r + Bs + D = 0 

onde B e D são funeções de x, y, z, p, q. 
Já vimos que n'este caso a equação (5) reduz-se ás duas 

seguintes: 
( d f \ n k ( d f \ f d f \ 
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A segunda solução não leva o resultado notável. 
' i f S 

Considerando, pois, só a solução ( - 1 - ) = 0, vem 
\dqJ 

'» «t t i: 

que dá 
u=*f(x,y,a,p) (11), 

tuir ,O==^fI Q: OB lól >.íl 

i'(ni' !íir.f 
(12). 

( d y ) ( d y ) + ( d z ) q + { d p ) : 

.« mi r !)!(>•> o-"ii '\ (Vii)IniiI .!• irniól >r.n}> •> nliji 
A segunda equação de condição (6) dá 

ii íioij 
.'!•MJ 'Hll I iV A 

.1 Tl'»!. SHi ofil 

A , B , H dI 
d q' dp 

O , O , O , 
df 
dp 

i d f 
•>lrtftln»ijini 'j 

d 
dJ- 0 0 — 

j » ' ' J dp dp 

! ' .I j- . i. .| . 1 • • • : ' ) Il 

d i l 
<5 

O , 
df df dy 
dp dz dp 

';i(imri 

•um. I ^niib tn ol«i 

= O 
«r»x'ft ta)wm m).\i»l»'n 

«OllVI» '!!11-HlillM K> 
') m ;,V. n)„'\ i 

<t Ofo (1 'I íl .,NlO 
I|||> fiilisif Iit 

OU 

B d f _ _ d F d f = ( ) 

dz dq dp 
( 1 3 ) . 
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A funeção f deve pois ser dada por esta equação, e como ella 
não deve conter q, é necessário e basta que a proposta seja da 
fórma 

F = A r + Bs + H ? + G = 0 
1 

sendo A, B, II e G funcçôes de x, y, z, p. 
A equação (13) reduzir-se-ha então á forma 

que dà 

BiL-HiJ=O 

az dp 

u=/X (B dp + lldz) 
chamando X o factor que torna integrável a expressão com duas 
variaveis B dp + H dz . 

A terceira equação de condição (7) dá 

ou 

A , B , 

O, O, 

XB, O , 

O , )VB, 

d F 
d z 

d F 
dp 

XH, XB 

/-L ti<1 

d 

d x 

Tz 

df 

dx 
dp 

-
 jiZ dy dy 
d z dp 

,1 cixtRiliiflít f 
.h , i l ••!• ohm 

| ofiiifun», •){» 

= O 

i I t l i 

«5>-

>V <ft»V Jf 
il'.1'.! Hftl .1f! 

d f -
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Se esta equação fôr satisfeita identicamente quando se elimina 
n'ella quatro das quantidades r, s, p, q, z, por meio da equação 
proposta e das equações (12) e (14), a proposta terá um integral 
intermedio da fórma (11). N'este caso vamos achar w. 

Para isso derivando (14) vem 

e, substituindo na proposta o valor de H q + B s tirado d'esta e r 
tirado de (12), resulta 

Eliminando nesta equação uma das quantidades p ou z por 
meio de (14), deve desapparecer a outra, por ter logar a equação 
de condição (15), e virá uma equação da fórma 

que é ás derivadas parciaes de primeira ordem com duas variaveis 
independentes, e que, integrada, dará u com uma funcção arbitraria 
de x e y. Substituindo depois este valor de w em (14), teremos 
o integral intermedio da proposta. 

II. Caso de ser A = O. — Tudo o que dissémos no caso ante-
rior, tem logar n'este, mudando x em y, p em q, r e m (, C em A 
e vice-versa. 

III. Caso de ser A = O e C = O. — Já vimos que n'este caso 
a equação (5) reduz-se a 

d u d f ,„ 

df d£ d£ 
dp d y dp 
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Resolve-se pois a questão ou pelo caso I fazendo nas fórmulas 
A = O, ou pelo caso II fazendo nas fórmulas C = O. Se ambos 
os casos forem applicaveis, obtêm-se assim dois integraes de pri-
meira ordem da proposta. 

IV. Caso de ser B = O e C = O. — A equação (8) dá neste 
caso 

. ^ 
logo será sempre 

u=f(x,y,z,p) 
que dá 

du_df_ dj_ df 
dx dx dz^ dpf' 

N'este caso a equação proposta é 

F = A r + D = O 

e para que desappareça q quando n'ella se elimina r e p por meio 
das precedentes, é necessário que seja (fórmula 6) 

dIi=O dp 

logo u não poderá conter p, o que não pôde ser, logo a proposta 
não pôde conter n'este caso um integral intermedio com uma 
funcção arbitraria de x e y. 

Exceptua-se o caso de a proposta não conter q, pois então a 
equação de condição (6) tem logar, sem ser necessário que a 
funcção f não contenha p, mas n'este caso a equação integra-se 
como se fosse ás derivadas ordinarias, junctando ao integral em 
logar de uma constante arbitraria, uma funcção arbitraria de y. 

V. Caso de ser B = 0 e A = 0. — Applica-se a este caso tudo 
o que se disse no anterior, mudando x em y, p cm q, r em (, e 
vice-versa. 
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TROIS T H É 0 R Ê M E S RELflTIFS A LA THÉORIE DES NOMBRES 
;-,'.! Al- X oiVirt i i<v A — I f - í! tv *»> »>•». \ Vl 

p a b 

M. BIRGER HAUSTED 

I 

M 
La fraction irréductible — ne conténant à son dénominateur 

N 
que des facteurs prémiers difTérants de 2 et 5, soit convertie en 
fraction décimale purement périodique à k chifFres dans Ia période. 
Les restes partíeis de !a division, dus à cette conversion, soient 

6lt 62, . . . br—i, br, . . . 
. | ! ; t j 

THÉORÊME.—A chaque valeur de N corresponde un nombre p, 
indépendant de M et de r, pour lequel on a 

j'<) H i m n i c l r i ' " ;?ji« O n t w m i i ,», ' i(n'ili9'fti(i 
br = Mpk-rIiInod1N). 

On a en premier Iieu 

M I O f c - r = bk—r (mod. N), 
!;iili.i titn« DI!. MTTtJÍM» Iiily-JUI mu IU»«!R.*>•*•''« NTAOI ítliiyi, í l i l 
qui multipliée par la congruence 

M p k ~ r = br (mod. N), 
donne 

M2 ( 1 0 p ) f c - r == br &fe_r (mod. N); 
mais 

6 r 6 f c _ r = M2 (mod. N) 
- . » . . . . , / - J ' « - I • . 

reduit la congruence ci-dessus à 

( I O p ) * - ' = 1 (mod. N); 
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ainsi l'on a que Ia congruence 

br = Mpk~r (mod. N) 

est satisfaite quand p est racine de Ia congruence linóaire 

I O p - 1 (mod. N). 

<> Z V L •<•• } i f. w ! , ' T !' I ' V ! H v * i ) ] 

Ce théorème donne occasion à la règle de multiplication assez 
curieuse ci-dessous nommée: 

Un nombre arbitraire a, ayant un chiffre, soit multiplié par 
un autre nombre p parfaitement arbitraire, et Ie nombre b des 
unités du produit a p soit écrit à gaúche de a. Ce soit multiplié 
par p, Ieur produit b p additionné à Ies dizaines de a p, et Ies unités c 
de cette somme soient écrites à gaúche de b. Ce soit multiplié 
par p, Ie produit c p additionné à Ies dizaines de b p, et Ies unités 
de la somme placées à la gaúche de c, et ainsi de suite jusquau 
moment ou une telle somme dévient égale au nombre a, et Ie nombre 

. . . c b a 

peut étre multiplié par k nombres entiers ou fractions par chan-
gement cyclique des chiffres, dont Ie nombre est aussi k. 

Soit 

P = í . IO f c - 1 + s . l O f c ~ 2 + . . .+ c. I O 2 + 6 . 1 0 + a 

et 

P p = O - I O " - 1 + l . i O * - s + . . . + c . l O + 6 , 

l'on aura 

p P = a . l O * - l + ^ , 

qui donne 

a P 
I O p - I - I O f c - I ' 
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A i n s i P e s t I e n o t n b r e c o m p o s é p a r I e s k c h i f f r e s d a n s l a 
p é r i o d e d e I a F r a c t i o n d é c i m a l e , e n l a q u e l l e e s t c o n v e r t i e l a f r a c t i o n 
i r r é d u c t i b l e 

M a 
" N - I O p - I ' 

E x e m p l e 

P = 0 6 8 9 6 5 5 1 7 2 4 1 3 7 9 3 1 0 3 4 - 4 8 2 7 5 8 6 2 
3 

2 0 6 8 9 6 5 5 1 7 2 4 1 3 7 9 3 1 0 3 4 4 8 2 7 5 8 6 

P e s t i c i I e p é r i o d e d e l a f r a c t i o n d é c i m a l e e n l a q u e l l e e s t c o n -
2 

v e r t i e l a f r a c t i o n — , q u i s e r a m u l l i p l i é p a r c h a n g e m e n t c y c l i q u e 

d e s c h i f f r e s p a r 2 8 n o m b r c s d e l a f o r m e — , e n s u b s t i t u a n t p a r M ' JL c h a c u n d e s n o m b r e s 1 , 2 , 3 , . . . 2 8 . 

I I 

Destination du nombre de termes d'un déterminant ne conlenant 
pas des éléments de la série diagonale. 

Je suppose donné un déterminant de n4 éléments. 2„ désigne 
Ie nombre des termes qui ne contiennent pas des éléments de Ia 
série diagonale. Maintenant je decompose Ie déterminant en ses 
sous-déterminants, dont Ie nombre est n. Seulement un de ceux-ci 
será multiplié par un élément de la série diagonale du déterminant 
donné. Dans chacun de tous Ies autres sous-déterminants de (n—1)* 
éléments ils se trouvent n — 2 éléments de Ia série diagonale du 
déterminant donné en des Iignes parallèles à la diagonale du sous-
déterminant. En changeant successivement Ies piles (séries verti-
cales) et Ies séries (séries horizontales) ces n — 2 éléments vien-
nent entrer dans Ia diagonale dans laquelle encore se trouve un 
élément étranger à la série diagonale du déterminant donné. 
Nous 1'appelerons a j . Le nombre des termes du sous-déterminant 
qui ne contiennent pas des éléments de la série diagonale est 2 „ _ i . 
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Parini Ies termes restants an se trouve la seule et tous Ies termes 
de la série diagonale dans 2 n — 2 termes. L'élément an ne faisant 
pas partie de la série diagonale du déterminant donné, Ton aura 

2« = (n — 1) (2n—1 + 2»—*)• 
On a aussi 

(» — 2) 2 „ _ 3 = 2 n _ i — (n — 2) 2 B - 2 

laquelle équalion est déduite de la prémière en y subslituant n — 1 
par n, et par conséqueut 

2» — n 2n—1 = 2«—2 — (» — 2) 2n—3 = 

qui, pour n pair, devient 

2n — n 2n—l = 2¾ — 2 2i = + I, 

et, pour n impair, devient 

2 n — n 2 n — 1 = 2 3 3 2 a = - 3 - 1 . 
Donc 

2„ = n 2 » _ i + (— l ) n , 

2»_ 1 = (n — 1) 2„_2 + (— ! ) • - • 

23 = 3 22 — 1, 

22 = 0 + 1, 
lequel algorithme donne 

/ 1 1 1 ( — 1 ) » \ 

/ 1 1 1 (—1)» \ 

" w I T + O + ' " ^ ) 
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Maintenant on sait que 

_ L — i _ J _ _ L _ 1 

( - l ) n ( - ! ) » + ! ( - ! ) » + « 
[n] + [n + 1] + [» + 2] " I " ' ' ' 

iit < 

donc 

[n] / 1 1 1 \ 

2„ e )» Vt^qii (»-Hl) (n+2) + ( n + l ) (n+2) ( n + 3 ) _ " 7 ' 

Mais la quantité 

1 1 1 
n + 1 ( n + l ) ( n + 2 ) T ( n + l ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) 

, : Ii 

1 
est touiours numénquement moindre que ainsi l'on aura 

n + 1 
pour tous Ies valeurs positives de n que numériquement 

W 1 
2n — — < - 5 -e 2 

M 
et par conséquent 2n est l'entier Ie plus approché de —. 

e 

, 1 0 «í 
I H 

Développement de Va + b / c en fraction continue de la forme 

ao + P o / c + — - i 
«1 + ^tKC + p i + . . . 

«2 PsKC 
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Les lettres désignent des norabres entiers réels positifs ou 
negatifs, c est positif et constant, a et b sont indépendanls l'un de 
1'autre et peuvent avoir tous Ies valeurs entiers de — oo à + ao. 

Le systeme de la forme a+ ò / c a tous ses propriétés essentielles 
communes à Ie systeme ordinaire de nombres entiers. Par exemple, 
deux nombres de cet systeme sont inégales, car 1'équation 

a + ò / c = « + [ j / c 

conduira à l'équation impossible 

a — a 

6 — P 
= / 7 . 

Au contraire on peut toujours, quand a + ò / c soit donné, trou-

\é t un autre nombre dans Ie même systeme a + (3 t/c dont la dif-
ference de celui-là est moindre qu'une quantité finie donnée quel-
conque. Il en résulte que Ies nombres de Ie systeme de la forme 

a + ò / c ne se rangent pas comme Ies nombres entiers de Ie sys-
teme ordinaire. _ 

Tous Ies calculs faits avec Ies nombres de la forme a + ft/c 
donnent des nombres de la même forme. Par exemple, 

(1) a0 + bo</c± (ai + ò t Vc ) = a 0 ± a ! + (&o±&i) /c = A+ B / c 

(2) (ao + òo/c") (O1 + b t /c ) = a0 aj + è 0 òi c± (a0 61 + O1 ò0) /c 

= Ai + B j / c " 

(3) 

ou 

a 0 + ò o / ' 

ai + b\ l/c 

ao c b\ 
bo ai 
ai cbi 
6 I a I 

l = A2 + B 2 / c 
í 11 

B2= 

« l a o 
&1 òo 

a 4 c 61 

O 1 
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L' on aura de méme 

(4) V a o + 6 0 / c = a : + y / c 
s i 

(5) a0 = x* + y*c, 

(6) bo = 2xy. 

On voit par Ies équations (8) et (6) que V a o + 60 Ve devient 

imaginaire dans Ie systeme de la forme a + bVe pour ao negatif, 
que x et y ont Ies mêmes signes ou Ies signes contraíres suivant 
et que b est positif ou negatif. 

Si on résout Ies équations (5) et (6), I on aura 

(7) X==±\JO0 ± V7A4
0 — 6*0 < 

(8) V = q z \ / a o + ^ o - 6*0 c . 
V 2 c 

Si a0 + 6o Ve n'est pas nombre carré dans Ie systeme de la 

forme a-\-bVc, V a 0 + b^Vc deviendra nombre irrationel. 
Les explications ci-dessus données constatent 1'impossibilité de 

trouver deux nombres entiers consecutifs dans Ie notre systeme 
entre Iesquels la quantité irrationelle soit placée. l)'abord il faut 
donner nécessairement une définition de la valeur approximative de 

V a o + 6o Ve. Je dis donc que a0 +• [3o Vc sera la valeur approxi-
mative de V a o + 6o Vc si ao et 3 o sont Ies nombres entiers Ies 
plus prochains aux valeurs de x et y trouvées par Ies équations (5) 

et (6) et Ko j30 Vc est au même temps moindre queVa 0 + 6o Vc. 

Le nombre irrationel V a 0 + 6o Vc peut être développé en une 
fraction continue dont Ies dénominateurs sont des nombres entiers 
dans Ie notre systeme. La métbode pour faire, cella est en tous ses 
points essentiels analogue à celui qu'on suive dans Ie systeme de* 
nombres ordioqires. J 
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Or, l'on a 

v / , , / - / . o , / - . V a 0 + h V7C — («o + Po t /c) 
V a0 + h V C - { a o + c) H 

/ - 1 
= «o + Po V 7 C + - , 

ou ao + Po ^c ^st 'a valeur approximative de V a o + h ^c , et 

V a 0 -i b0 V7C + «o + Po V7C + 60 / e + «o + 3o V7C 

a 0 + í»o^c — ( a 0 + 3o ^ c ) 2 m 0 + « o ^ 

\ / a o + 6o V7C + m\ + «i V7C 
= «l + Pl V7C* 

ou est 

^ ! + P l V 7 T + - , 
mo + no V c 

Wo 
et 

+ «o V7c = ao + 6o ^ c - ( « o + í3o ^ c f 

W1 + M1 V7C = «o + [3o V7C — (mo + «o Vc) («, + V7
c), 

et enfin «j et Pi sont Ies nombres entiers qui sont Ies valeurs 
approximatives des détermiuants 

2 «0 no c 
Po OT0 

Wl0 M0C 
«0 m0 

et 

m0 *o 
«o Po 
m o «oc 
"0 »'0 

en môme temps que (m0 + «o ^ c ) («i + P1 / c ) est moindre que 

V a 0 + 60 V7C + «o + Po i T . 

Ici comme dans tous Ies opérations suivantes ou l'on opère 

avec V a o + h Vc, la valeur approximative «Q +P0V7C la remplace, 
Xl 
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E n s u i t e l ' o n a u r a 

(m0 + «o ^c) (S/ao + bo^c — (mj + M1 s/c)) 
* 2 = — 

+ n j Vc 

V a o + bo^c — (mi + «i / c ) 

»»3 + "3 ^C 
OU 

. / - ma + «2 ao + bo^c — (mi + ni/c)4 

m3 + n3 Vc = — = — 
m0 + «o Vc mo + «o vc 

e t 

+ 60 VrC + »»4 + Jii 
® 2 = « 2 + P 2 VC + — , 

W3 + «3 VC 

« 2 + P a V 7 C ^ é t a n t I a v a l e u r a p p r o x i m a t i v e d e 
E n c o n t i n u a u t c e d é v e l o p p e m e n t l ' o n a u r a 

V a o + 6o ^c = « o + Po ^c+ 1 —— j 
« l + P l V c + 

aa + P2V7C + . . . 

L ' a p p l i c a t i o n d e I a m e t h o d e a u x e x e m p l e s V f i + 2 / 2 e t 

p e u t s e r v i r à I a f a i r e m i e u x c o m p r e n d r e . 
I . J e m e t s 

Ví> + 2 t / 2 = <*o + P o / 2 + — 
xx 

o u « o e t p o s o n t I e s n o m b r e s e n t i e r s p l u s p r o c h a i n e s à f a i r e i d e n -
t i q u e s I e s r é l a t i o n s : 

5 > « o 8 + 2 P o 9 

2 > 2«oPo. 
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E n p o s a n t « o = l e t {âo = i » l a r é l a t i o n 

1 + / 2 < V s + 2 / 2 

s e r a s a t i s f a i t e . 1 + / 2 s e r a l a v a l e u r a p p r o x i m a t i v e d e 

e t d a n s I e s o p é r a t i o n s s u i v a n t e s V s + 2 / 2 d o i t ê t r e r e m p l a c é e 

p a r 1 + / 2 . 
A i n s i l ' o n a 

1 Xi 
e t 

^ 5 + 2 / 2 + 1 + / 2 o ( / - 1 
X l = = = ^ + 3 , / 2 + - » 

o u a j e t P i s o n t I e s n o m b r e s e n t i e r s I e s p l u s a p p r o x i m a t i f s a u x 
v a l e u r s d e s d é t e r m i n a n t s 

2 1, O 
1, 2 

2 , O I 
0 , 2 

e t 
2 2, 1 

0, 1 
2, O 
0, 2 

c ' e s t à d i r e Ci1 = 1 , ( J 1 = 1 , c e q u i d o n n e 

/ - V 5 + 2 / 2 — (1 4 / 2 ) r - 1 
¢ , = 1 + / 2 + — — - = 1 + / 2 + — 

2 Xi 
e t 

2 ( ^ 5 7 2 ^ + 1 + / 2 ) V ã + 2 / 2 + 1 + / 2 
3 ¾ : 

2 

1 ¢3 
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Ainsi l'on aura 

\ / 3 + 2 / 2 = 1 + / 2 + — - - - , 
1 + / 2 + - . t 

2 + 2 V'2 + — . 

II. De la même manière on trouve 

V a + B / 2 

= 1 + / 2 + } 1 
V W j 

7 + 4 / 2 + j 
—1 + / 2 + , 

1 + / 2 + - , 
1 + -

2 + 3 / 2 + . . . 

\ / 2 + 5 / 2 

=1 + /2+-} , 
V ^ + - - , 

2 + / 2 + - + _ j _ 

2 + / 2 + J = . t 

/2 + 
2 + / 2 + . . . 

Nous voyons ici qu'il-y-a souvent plusieurs manières de déve-

lopper une quantité irrationnelle du système de Ia forme a + b /c 
en fraction continue de Ie même système. 
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SOBBE UM PROBLEMA 

L. F. MARRECAS FERRETBA 

Determinar o numero de anneis de dois cadeados, satisfazendo 
estes ás seguintes condições: 

a) o numero de anneis d'um é egual ao das icttras, que o outro 
contém em cada annel; 

b) os anneis de cada um têm egual numero de Iettras; 
c) o numero de arranjos das lettras é o mesmo para os dois 

cadeados. 

Se n'um cadeado forem x e y respectivamente os números de 
anneis e de lettras, será x'J o numero de arranjos que n'elle 
admittem as lettras. 

Para o outro cadeado o numero de arranjos é representado 
por yx . 

Será por liypothese x U = y x \ equação que deve ser resolvida 
em números inteiros. 

Teremos: „ 

SOLUÇÃO 

X 

Log. x 

e sendo m um coelficientc arbitrario podemos fazer: 

x = m. y 

Log. x = m . Log. y 
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d ' o n d e s e d e d u z : 

Log. x = Log. m + Log. y = m. Log. y 
o u : 

x=m ( S ) 

Os valores de y e x resultando d'aquelles que forem arbitrados 
a m, temos portanto que fazer todas as hypotheses possíveis a 
respeito d'esta quantidade, para se determinarem as soluções do 
problema. 

m negativo. j 
N'esta bypothese (expoente do valor de y) deve ser nu-

mero inteiro positivo e par ; mas sendo m negativo, o expoente 
torna-se egualmente negativo, concluindo-se que a hypothese é 
inadmissível. 

m positivo e fraccionar io. 
Esta hypothese é inadmissível, porque qualquer que seja o 

expoente de m, o resultado nunca será inteiro. 

m i n t e i r o e p o s i t i v o . 

N'este caso * deve ser inteiro e positivo; mas logo que 
tn—1 j 

(m—1) seja maior que a unidade, será < 1 ; para m = 1 

vem y = oo, x = oo e para m = 2 vem y = 2, x = 4. 

Excluindo portanto as soluções obtidas para o caso de m = l , 
impossíveis de realisar, resultam como soluções únicas para o 
problema: 

y = 2 x = 4. 
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SOBRE UMA FORMULA INTEGRAL 

p o b 

J . A . MARTINS DA SILVA 

Alferes alumno de Artilheria 

Vamos dar a deducção de uma formula, que suppomos nova, 
applicavel a todas as expressões F [x + a) susceptíveis de se des-
envolverem segundo as potencias de e~1 e própria para servir na 
determinação de vários integraes definidos. 

Seja: 

F ( * + «) 

a funcção desenvolvida segundo as potencias de e—'*; por con-
seguinte : 

F (x + «) = A + B1 e - « + B2 e~ 2 * + . . . + Bw e~n *+ • • • 

A, Bi, B2, . . . Bn , . . . são independentes de a e dependentes 
de x. 

Suppondo agora o desenvolvimento applicado aos valores ima-
ginários, temos: 

F ( x + a< \J—1) = A + Bi ¢ - l i V - I + B 2 C - 2 a i V - I 

+ . . . + B n C - n i i V - I + . . . 

F ( ® — O L i 1l) = A + B, E ^ V - i + B 2 C 2 A I V - I 

+ . . . + B n C L I I V - I + . . . 
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d'onde: 

F [x+a V—1)—F (ÍC—«í/—!) = —Bi(e ttf^-1-e- ai^"1) 

— B 2 ( e W - i — e - W - i ) 

— B„(e n a V- i— e -n* 'v / - l ) 

mas: 
e na í t /—l = cos. n a í - f / — l . s c n . n a í 

e—n a t v/—1—- COS. ti a í \J 1 . SCR. Xl a t 
e : 

en «t v / - l — e -n a < V / - 1 - 2 / - 1 . sen. n a t 

portanto: 

_ L _ [ F ( x + a í / — 1 ) — F ( « — « « V — : 1 ) ] = — 2 B , . s e n . a í 

— 2 B 2 . sen. 2 a t 

— 2 B „ . s e n . n a l 

o u : 
( ^,oe/F ( « + a í \J—1) — F(a; — aí \J—1)\ 

V - i I 0 T-FT2 d ' = 

^oo/sen. a í\ 

— 2 B 1 / V f / 

J a 1 + í2 

sen. 2 ( 
t 

. A d t — 2 B 2 / - T T i r d t - ' 1 + í2 V 0 1 + t< 

rjoo/sen. n a í 

- 2 B 1 1 / V V 
/ . . a dt . . . J O 1 + <4 
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e como: 

resul ta: 
»»^F(ar + aí \ J—1) — F ( x — aí \J—1)^ 

. 1
 ' 

\J—1/ j i dt — 
- ' o 1 + í a 

— B1TC.(1 — e- a) 

— B2TC.(1 — 

B n i r . ( l — e - n s ) 

= TC. [B1 e - 1 + B 2 e ~ 2 a + . . . + B i l e - " a + . . . 

— B1 — B 2 — . . . — Bn — . . . ] 

= TC- [F (a + a) —- (A + B)] 

sendo: 
B = B ^ B 2 + . . . + Bn + . . . 

Para a = O, é : 
F (#) = A + B 

logo: 
o o / F ( ® + a < 1 ) — F ( x — « í 1 

H ^ 

= Tt. [F (te + a) — F (ícIJ. 

A hypothese » = 0 é permiltida e a formula ultima é por con-
sequência applicavel a todas as expressões F (a ;+ a), susceptíveis 
de se desenvolverem segundo as potencias de c~*. 
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Façamos duas applicações da formula: 

I . F (x) = — ; t e m o s e n t ã o : 
x 

2 « í 1/ 1 
F ( x + a < v/— 1) — F(x — a í / — 1) = 1 

a t + X 8 

F ( x + a ) — F(íc) 
x(x + a) 

logo: 

r x di _ * 

J o ( ^ + ^ ) ( 1 + ' 4 ) - 2 x - + a ) 

resultado egual ao que obteríamos, se fizéssemos a mesma hypo-

these Fla;) = — na formula : 
x 

J o ^ I T ? 

de Abel (vide Tratado de calculo diferencial e integral do sr. 
Bertrand, tomo 11, pag. 171). 

Fazendo: 

l . ° * = 0 

vem: 

2.° 

I . 0 

I a = 0 

1x^0 

-L 
dt 

o (1 + í8)8 4 

dt [2.° I - A t ^ = * 1 J o 1 +<* 2 
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II. F (x) = A hypothese: 

d á : 

(a t = s . s en . 9 

I x = Z. cos. 9 

, 2» /—1 F ( x + a< j /—1) — F [x — a í / — 1 ) = .sen. n <p 

ç = are 

z^sZati+x* 

( tang. = ^ ) 

logo: 

n are. ( tang. = — ) 
r di L V 6 * / J = tu ri i n 

J0 í(l + t4)' -s ""2U- (tf+*)».]-
(a í + X 2 ) 2 

Sendo a. = x, resulta: 

f . 
°sen. [nai c. (tang. = í)] 2 " — 1 ir 

o í ( i + í 2 R -

para n = í, é: 

f "sen. [ are. (tang. = í)] ^ 

í ( l + í 4 
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Se tomássemos agora 9 para variavel em logar de í, teríamos: 

OC 
t =— tang. © 

a 

d t X 

a cos.2ip 

d t OL x d 9 
í -J-12 a2 cos.2 9 -J- Xi sen.2<p 

cos."® 
XN 

logo: 

/*® cos." 9 . sen. n<p d 9 

J o (»2 cos.2 9 -J- XI sen.2?) tang.9 

para OL = X, tiramos: 

2 n — 1 7. _ 

no caso de ser n = 1, vem : 

= _ J L T _ * i l . 
2 a2 |_(a; -J- a)" J* 

TT 
/'2cos.n<ti.sen. n 9 
/ í /9 

J o tang. 9 

TZ 

C 1 » / * 
I c o s . 2 9 « 9 = —-

Jo 4 

integral definido já conhecido. 
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QUESTÕES PROPOSTAS N.os 14 E 15 

Do sr. Birger Hansted, de Copenhague, recebemos as seguintes 
questões para propôr n'este Jornal: 

Sendo p um numero primo maior que 41, e r o menor numero 
primo, exceptuando a unidade, que satisfaz á congruência 

p = =tr (mod. 40), 

demonstrar que a congruência 

10 k ~ 1 (mod.p) 
é verdadeira, quando 

r - 1 
10 k = I (mod. r). 

Dada uma figura plana composta de um hexágono regular, 
sobre os lados da qual estão seis outros hexagonos regulares 
congruentes ao primeiro, quer-se saber como se pôde cortar esta 
figura por tres linhas rectas que a dividam em parles congruentes 
ou não congruentes, de modo que com estas partes se possa formar 
um hexágono regular. 
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RECHERCHES SYNTHÉTIQUES ET ANALYTIQUES SUR LE CERCLE VARIABLE 

ASSUJETTI A COUPER CONTINUELLEMENT DEUX CERCLES OONNÉS 

SOUS DES ANGLES ÉGALEMENT DONNÉS ( * ) 

P A R 

ALFREDO SGHIAPPA MONTEIRO 

^SVÁW) 

THÉORÈME VII I .—Une conique quelconque (¢) peut étre consi-
dérée comme la courbe parcourue par Ie centre o d'un cercle (o C0) 
assujetti à passer continuellement par un point donné C0 et à 
couper un cercle également donné suivant une corde CsC', de gran-
deur constante. 

3 G . Les cercles (a;) et (Xf), et leurs cercles complémentaires 
(.xc) et (x'c), passant par un même point b du cercle (E), se cou-
pent deux à deux sur Ie cercle (I) aux points b', b", b"\, b'i 
(comme il avait Iieu dans la fig. 1), étant maintenant de même 
applicable au cas général ou à la figure transformée (fig. 2) ce 
qui nous avons dit au n.° 9 sur Ies tangentes à ces cercles dan9 
Ieurs points d'intersection. 

Il est clair que, analoguement à ce que l'on a noté au n.° 6, 
dans Ia figure transformée Ies droites ons et o'ns concourent encore 

(*) E r r a t a : — Page 132, Theor . III — Au Iieu de aux points, lisez 
au point; et au Iieu de Ies lieux etc., Iiscz Ie Iieu géometrique décrit par ce 
point d'inter section sera une conique (s) donnée. 

Page 133, l igne 36 — Au Iieu de comme, lisez comment. 
Page 135, ligne 2 5 — Substituez = par ^ z . 
Page 136, ligne 2 — Supprimez = Ott deviennent... c'ett-à-dire. 

Page 136, ligne 18 — A u Iieu de C 0 M = C11M1, lisez C 0 M. 
Page 136, ligne 24 — Au Iieu de directeurt égaux correspondants, lisez 

directeurs correspondants. 
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dans un même point t de la corde b a, et Ies droites o n's et o' n's 

dans Ie point t', ces points étant Ies intersections des tangentes b' t, 
b" l et b''\l\ b'%l' aux cercles (oc) et (oc') dans Ies points 6', b" et 
b' j, 6'2, ou Ies centres des cercles (x c) et (x'c), et qui décrivent 
deux autres coniques (2C) et (2 ' c )» en général, distinguécs des 
coniques (1) et ( i ' ) décrites par Ies centres de deux premiers 
cercles. 

Nous pouvons donner aux coniques (2C) et (2'c) Ie nom de com-
plémentaires des coniques (2) et (2'), attendu Ia dénomination 
adoptée pour Ieurs cercles générateurs. 

39. Soient (#3) et (x'3) (fig. 3) Ies deux cercles générateurs 
des coniques (2) et (2;) tangents à 1'extrémité a de la corde ba 
du cercle (E), et désignons par 03 et 03, leurs centres évidemment 
situés sur la corde <163 de ce même cercle, équipollente à Ia corde 
b a ' j , sur IaquelIc se trouvent Ies centres o et o' des cercles géné-
rateurs correspondants (x) et (o?'). 

Tirons Ies droites 003 et o'o'3, qui unissent Ies centres des 
deux couples de cercles correspondants (#), (#3) et (x7), (ar'3), et 
qui couperont évidemment la corde ba en un même point T; et 
par Ie point milieu mj de cette corde abaissons sur Ies droites 
T o 0 3 et T o ' 0 3 Ies perpendiculaires mi PE et mj P' E ' , qui ren-
contrent ces droites aux points P et P', et Ia droite CC 0 aux 
points E et E' . 

Comme nous savons, ces perpendiculaires sont Ies cord.es ou 
secantes (réelles ou idéales) communes aux deux couples de cercles 
générateurs correspondants (x), (#3) et (x'), (x'3), ou leurs axes 
radicaux. 

Considérons maintenant Ie rectangle auxiliaire c" sc '" sc" ' jc ' ' i , 
relatif aux points 03 et 03, Ies côtés c"sm'ec"i et c"'sm'dc"\ étant 
respectivement symétriques des côtés c's me c'i et c, mj, C1- du rectangle 
auxiliaire csc'sc'ici par rapport à C m \ . 

Représentons par n"s et n'\ Ies points milieux des vecteurs C0c"s 

et C0c"i; et par M" et M'" ceux des droites 003 et o1 o'3, ou leurs 
points de rencontre avec Ie rayon C m | du cercle (E ' ) ; et finale-
ment soient M, M2 Ies points d'intersection de la droite csc"'s 

avec ce rayon et Ia corde 063 du cercle (E), et M', M'2 Ies points 
d'intersection de ces deux dernières droites avec Ia droite Ci c"'i. 

Si dans Ie cercle (I') nous tirons Ie diamètre n^ C0 n ^ , parallèle 

au diamètre mj C m0 du cercle (E'), Ies droites ma ns ns et md^m , 
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menées par Ies points milieux m,i, ns et n; du culé CSCI cl d,s ve-
cteurs C0 cs et C0 Ci, passeront par Ies extrémités ns et tii du 
premier diamètre n, C0 «,• : ce qu'on reconnaitra immédiatement 

en considérant Ies trianglcs égaux ns C0ns , ns cs m&, ni C0Hio, Hj Ci m,; 

ou Ies parallélogrammes ns mdCi C0 et C0CsWdni , au moyen des-O O 
quels on reconnaitra aussi que Ies droites tons el to'ns coupent 
orthogonalement en pi et ps Ies droites m,i nspi ns et m,i ps Hi Ji1^. 

11 est évident que ces deux propriétés auront encore Iieu quand, 
dans Ies rectangles auxiliaires CSC1

SC1
ICI et C"SC'"SC"'ÍC"Í, nous 

ferons varier Ia graudeur de leurs côtés parallèles à la corde ab 
du cercle (E), ou égaux au rayon r" du cercle (I"); et quand 
cette corde tournera autour de C. 

3 8 . Si nous considérons Ies points C0, o, 03, o' et o 3 comme 
fixes, et faisons coincider Ies côtés constants c'sc'i et c"sc"i des 
rectangles auxiliaires, Ies vecteurs C0c's et C0c"s ainsi que leurs 
perpendiculaires on ' s et 03/1"., se confondront respectivement avec 
Ie vecteur C0M et avec la droite T003, qui umt Ies centres o et 03 
des cercles correspondants (x) et («3), et par suite ces deux droites 
se couperont orthogonalement. 

De même on reconnaitra que Ie vecteur C0M' sera aussi coupé 
orthogonalement par Ia droite T o' 0'j, qui unit Ies centres o' et o'3 
des deux autres cercles correspondants (a;') et (x'). 

On arrive au même résultat en considérant chacun des couples 
de cercles générateurs C0csc'sr0, C 0 c" ' s c" s r 0 et C 0 c j c ' j r ' 0 , 
C0c"ic'\r'0, qui, étant circonscrits aux triangles C0csc's, C0c"l

sc"s 
et C 0 C I C I , C0C'"ÍC"Í (Théor. VI), ont évidemment pour sécantes 
réelles conimunes Ies vecteurs C0r0M et C0r'0M'. 

Donc, Ies cordes m\ P E el m\ P' E' communes aux deux cou-
ples de cercles générateurs correspondants (x), (#3) et (x'), (x'3) 
passent par Ies extrémités ns et ni du diamètre ns C0 ni du cer-

0 0 0 0 
ele (I'), perpendiculaire à la corde ab du cercle (E) (tangente 
commune à ces cercles-là). 

Le vecteur C 0 r r 0 M sera aussi Ia sécante réelle commune des 
deux cercles C0n so?i ' sr et C0O^n'"sn"sr décrits sur C0O et C0O3 
comme diamètres; et Ie vecteur C0r ' r '0M' la sécante réelle com-
mune des cercles COnio'n\r' et C00'$n"'in'\r' décrits sur C0o' 
et C 003 comme diamètres. 
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Quand la corde ba du cercle (E) loumera autour de C simul-
tanément avec Ies ligues qui Iui sont invariablement reliées, Ies 
droites M I E N J et MJNS^E' tourneront aussi autour des points E 

et E ' , qui, comme nous savons, divisent harmoniquement la dis-
tance CC0, entre Ies centres des cercles donnés, et représentent Ies 
points de concours des tangentes ( réel les ou imagina i res) communes 
aux cercles enveloppes (E ;) et (I ') , ou leurs centres d'Iwmothétie. 

En effet, puisque pendant Ia rotntion des diamètres E m0 
et ns C0n<o des cercles (E') et (I'), Ies triangles CC0M et CC0M' 

sont respectivement semblables aux triangles C 0 E N J et C 0 E ' N S , 

il s'ensuit que Ies còtés CM, CM', CC0 et C0Hi = n,' C0 étant 1 o O 
constants, il en sera de mème des côlés EC0 et C 0 E: donc, etc. (*). 

En désignant par (x4) et (#'4) Ies cercles générateurs, qui, ayant 
pour centres Ies points 04 et o'rt de Ia corde 063 du cercle (E), 
touchent à 1'exliémité £3 la corde b%a'\ de ce cercle, équipollente 
à sa corde ah, Ies cordes ou sécantes (reélles ou idéales) com-
munes aux deux couples de cercles générateurs correspondants 
(xj), (XÍ) et (#'i), (x\), ou tangents aux extrémités de cette 
corde-là, seront Ies droites W0EbS et m0nj E', qui, avec Ies deux 

O O 1 

autres cordes considérées nn E nt- et m 1 ns E', détermineront Ie o O 
quadrilatère complet E'BS E B ^ 1 M\M0 . 

Si nous considérons mainlenant deux quelconques des couples 
de cercles (x), (¢3), et (24), (a-j), appartenant à Ia première suite 
de cercles, qui coupent Ies cercles fixes (E) et (I) sous Ies angles 
constants e et i, nous reconnaitrons immédiatement que Ies axes 
radicaux de ces quatre cercles, pris deux à deux, se coupent aussi 
au point fixe E, et, par suite, ce point sera Ie centre radical de 
trois cercles quelconques de la suite considérée. 

Nous reconnaitrons de même que Ies axes radicaux de la se-
conde suite de cercles [x'), (x'{], (x'3), (x\), . . ., pris deux à deux, 
passent par Ie point fixe E ' , qui sera donc Ie centre radical de 
trois cercles quelconques de cette suite. 

(*) Nous pouvons aussi prouver immédiatement que Ies points E et E' 
restent fixes, pendant Ia rotation de ab, en considérant respectivement ces 
points, Ies cercles enveloppes ( E ' ) et (]'), et Ies côtés du quadrilatère complet 
E 'H 5 o En i o , Jn1Jn0 comme Ics projections des sommets, des sections circulaires 
parallilei et des génératrices de deux cones. 

U 
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D'après cela nous avons ce théorème: 
THÉORÈME I X . — E l a n t donnés deux cercles (E) et (I), chacune 

des deux suites des cercles (x), (a-j), (x$), (a-j) cl [x'), 
(x'3), (x'i), . . . , qui Ies coupent sous des atujles conslanls e et i, 
étant pris trois par trois, ont respectivement pour centres radicaux 
Ies centres d'homothétie E et E' des cercles donnés. 

Observalion.— Il est évident que lorsque Ie cenlre radical des 
deux suites de cercles est inlérieur à I'un d eux il 1'est aussi à 
tous Ies autres. l)e même lorsq'il est extérieur à I un d eux, il est 
extérieur à tous Ies autres; c'cst alors Ie seuí point du plan d'ou 
l'on puisse mener à tous Ies cercles de chaque suite des tangentes 
égales, et c'est aussi Ie centre ilu seul cercle qui puisse couper 
tous ces cercles orthogonalement. 

3 9 . Supposons encore que nous faisons varier Ies rectangles 
auxiliaires considérés de manière que Ies côtés c'sc'i et c",c"j res-
tant constants viennent coincider avec Ie segment M M', ou qua 
Ies rayons R'' et r" des cercles (E") et (I'') sont égaux (n.° 37) ; 
et représentons par M0M'0 et 0M0AI' Ies côtés CsCi et c'"sc'"i dans 
Ieur position correspondante. 

AIors Ies vecteurs C0c's et C0c"s, ainsi que Ies perpendiculaires 
n'so et «",03 élévées dans leurs points milieux n, et n's se eon-
fondrons respectivement avec Ie vecteur C0M et sa perpendiculaire 
6 w £5 ir ja" <03, menée par son milieu s, Iaquelle coupe Ies droites 
a b 0, ba'\, E m j , C m j et a 63 aux points O, <*>, it, a" et <03. 
Dc même Ies vecteurs C0c'j et C0c''j et Ieurs perpendiculaires n\ o1 

et n",o' aux points milieux n\ et n"i se confondront respective-
ment avec Ie veiteur C0M' et sa perpendiculaire 9 w' u' 0'" to'3, 
élévées dans son milieu laquelle coupe Ies droites a b 0, ba! 1, 
E'jmi, C m j et ab% aux points O, <o', «', &>'" et to'3. 

Au moyen d'une telle variation des rectangles auxiliaires, ou 
des cercles (I) et (I'), Ies coniques cycloconfocales (2), (2') et Ies 
stigmoconfocales (ej), (c'j), engendrées par Ies points o, o', et par 
Ies points d'intersection N' , , N'< des vecteurs C f ' , , Cc'< avec Ies 
droites o n ' , , o 'n ' i , perpendiculaires aux points milieux n ' , , n\ 
des vecteurs C0c',, C0C1

st seront respectivement remplacées par 
Ies cycloconfocales (LI), (íl'), et Ies stigmoconfocales (D0), (Í2'0), 
décrites par Ies points w, w' et par Ies points |a", a"' . 

Ainsi (fig. 4) Ies droites Oww3 et Ô w'w'3, qui unissent Ies cen-
tres des deux couples des cercles générateurs correspondants (w), 
(«3) et («'), («'3) des coniques (Í2), (íl1) toucheront Ies Coniques 
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(í-'0), (Ll1
0) aux points u.", |t'", lesquelles seront aussi Ies trans-

formées des premières, quand on aura R = R' et r = r ' , et par 
suite cfs transformées auront pour cercles générateurs Ies cercles 
doubles (FI"), ('J-"1), tangents au cercle (E') au point MJ et au 
cercle (I') aux points n\ et n"i, évidemment situés sur Ies axes 
radicaux m\ E et MJ E ' , ou cordes communes à ces deux couples 
de cercles générateurs. 

Considérons aussi Ies deux couples de cercles générateurs (fig. 4) 
(«i), («04) et (»',), (w'4), des coniques (íl) et (Í2'), ayant leurs 
centres Wj, «04 et w',, «>'4 sur Ies cordes ba\ et 063 du cercle (E), 
et par sécantes communes Ies droites Wi0M7

iE et m 0E'n"s , dont o 
Ies points d'intersection avec Ies lignes des centres ct>j (04 et w'4 
nous désignons par TC1 et Tt',. 

Si nous prenons sur m0 C m\ Ies points N et N', symétriques 
de M et M' par rapport à C, Ies lignes des centres O0 WI Si TCI 104 
et 60 to', a ' , ir', (04 des deux couples de cercles considérés seront 
Ies perpendiculaires aux vecteurs C0N et C0N' dans leurs points 
milieux Si et et couperont la corde 0163 de (E) au même 
point Q0, et tn0Cmi aux points p."i et ou elles toucheront 
Ies coniques (O0) et (Ll1

0), ou qui représenteront Ies centres des 
cercles doubles ( J . ' \ ) et (y."'i), tangents au cercle (E') au point m„ 
et au cercle (I') aux points n\ et n; , par lesquels passent Ies 

axes radicaux m0n's E et IiioE1Hv
s des deux couples de cercles 

considérés (&>,), (104) et (w'i), (w'4). 
Lorsque nous considérons Ies deux tangentes 6[30n'i a0 et 

O 3'„ n",^ ot'0 communes aux deux couples de cercles (w), (<03) et 

(&>'), (w'3), qui concourent dans Ie point 9, étant respectivement 
p0 , «0 et 3'o> a'o Ies points de contact de ces cercles avec Ies 
tangentes, Ies points milieux n'^ et n"^ des segments a0 n\ ^0 

et «0n"j p'„, ou cordes du cercle (I), seront évidemment Ies points 

de contact entre Ies cercles doubles ((*") et ([*'"), et Ie cercle (I'), 
ou Ies points de ce cercle anti-homologues du point mi du cercle 
(E'), par rapport aux centres d'homothétie E et E'. Le point 6 
sera, donc, Ie centre d'un cercle (Omi), qui coupera orthogonale-
ment Ies cercles (E') et (I'); et par suite ce point, pendant la ro-
tation de la corde a b, décrire Vaxe radical 6 Llm^ de ces cercles, 

ou Ieur corde commune située à dislance finie. 
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De même si nous considérons Ies deux tangentes G0 atj Pi 

et G0 a'i n''ij!>'i communes aux deux couples de cercles (W1), («04) 
et (w'i), (td'4), concourant dans ie point G0, étant respectivement 
«l, 'Ij et a!\, Ies points de contact de ces cercles avec Ies tan-
gentes, Ies points milieux n's et n"i des segments uj (J1 et a'i £'1 
ou cordes du cercle (I) seront évidemment Ies points de contact 
entre Ies cercles doubles (p."i), ([Aiw

1), et Ie cercle (I'), ou Ies points 
anti-homologues du point m0 du cercle (E ), par rapport aux cen-
tres d'homothétie E et E ' ; et par conséquent Ie point Q0, étant 
Ie centre d'un cercle (O0W0), coupant orthogonalement Ies cercles 
(E') et (I'), se trouvera aussi sur 1'axe radical Qí)m O0 de ces cercles. 

Maintenant par Ie point de concours 61 des droites G mv." G1 <03 
et Õ0w'i!>.'"i&ito'4, menons Ies trois droites "aOjKJ^b, 0Sr0Q1OywoJ0 

et °a'j 0 L111I G1
0^1 respectivement parallèles aux droites o Wi1 b, 

a0 n'i P0 et Oi1Jn11
s Pr

1. Reprósentons par °a, V ' , °b Ies points 

d'intersection de la première droite avec Ies droites 603a, <j."m\, wb\ 
par ° « 0 , 0 J j . " , °p0 ceux de Ia deuxième avec Ies droites Wja0, 
JA"n'i , wp0 ; et par °a!j, Y w

1 , 0 J j ceux de la troisième avec Ies 
droites Wi

1 a ' j , u ' t P ' i ; puis décrivons Ies deux couples 

de cercles (Ei), (E'j) et (Ie), (I'e), ayant respectivement Ies seg-
ments C a , C1Jj." et C0 °a0, C0

0C/." pour rayons et Ies points C 
et C0 pour centres. 

Il en résulte que Ie point O1 sera évidemment Ie centre d'un 
cercle (ôi 1J."), qui coupe orthogonalement Ie cercle (I'e) au point 
1J.", et Ie cercle (E'i) aux points °ja" et 0JAw

1, anti-homologues 
du premier, par rapport aux centres d'honiothétie 0E et 0 E' ; 
et alors Ie point G1 décrira l axe radical O1 Um de ces mêmes cercles. 

Sans qu'il soit besoin de nouvelles considérations, si nous re-
présentons par 0 j a w

1 , ° j a ' " et 1 j a w
1 Ies points d'intersection des vec-

teurs C0 IjJ1J, C0Ji.'" et CJAw
1 avec leurs perpendiculaires G2

0JZi
1, 

G2
0J."' et G2

1JAw
1 abaissées du point de concours S2 des droites 

G w' p."' w'3 02 et G0Cd1JAw
1WiO2, nous voyons immédiatement que 

ce point sera Ie centre d'un cercle (G2
1Jj."), que coupe orthogona-

lement Ie cercle (I'e) au point 1JAli
1, et Ie cercle (E'i) aux points 

0JAw
1 et 0U."', anti-homologues du premier, par rapport aux cen-

tres d'homothétie 0E et 0E', et par suite il se trouvera de même 
sur 1'axe radical O1 IimO2 de ces cercles, 
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Les triangles isocèles semblables mi | / ."n ' j et 1 ^ " °[a"> donnent 
"u."n'i =Wii1

1U.'', d'oii o 1 

Ci 11" = Cgn'i = r ' , C0 y = C m i = R' ' o 
et 

C°fl = C0 Ot0 = r, C 0 ° a 0 = C a = F = R 

et donc Ies cercles (Ei), (E'i) et (Ie), (I'e) seront respectivement 
égaux aux cercles (1),.(1') et (E), (E'), et symétriques de ceux-ci, 
par rapport au point milieu G0 de C C 0 . 

D'après cela il est évident que Ies centres w, 0)3, . . . , et w'i, 
w'4, des cercles (w°ò), (w3°a), .. ., et (w'j a ' i) , (w'4 p' i) , . . ., 
coupant alors Ies cercles (Ei) et (Ie) sous Ies angles i et e engen-
dreront encore Ies coniques (í!) et (LV); et de même Ies centres 
(Jt.'', . . . , e t u."'], . . . , des cercles doubles (a" 1H"). . . . , e t 
(p."'l'(;."), . . . , engendreront Ies coniques (Í20) et (Í2'0). 

Tirons d.ins Ie cerrle focal (E") des coniques (Í2) et (Li') Ie dia-
mètre de contact m2 C0 m2 (fig. 4) des vecteurs tangentiels m 2 w 
et °m2w3, et dans 1'autre cercle focal (I"), égal au premier, Ie diamètre 
de contact m v

2 C 0 ° m v
2 des vecteurs tangentiels m v

2 w et 0BJ t
2UJ. 

Le premier diamètre de contact, étant équidistant des tangen-
tes 1(/."ôi et V ' l O2 au cercle (E' j ) aux extrémités de son dia-
mètre 1Ja" C 'p."i, passera par Ie point milieu Om du segment Qi 6¾ 
de 1'axe radical 81 ílmÔ2, et par Ie point de concours Oc des cor-
des w p." h>3 et wi wí de la conique (íi), ou tangentes de la 
conique (D0), duquel nous abaissons la perpendiculaire ScMc0McMf 

sur Ies droites a0 «3, et étant Mc^, Mc et M^ leurs 

points d'intersection, et la perpendiculaire 6CNC N cN c , sur Ies 2 1 
droites 3i wj, et » iwi , étant N f 3 , Nc et Nf^ leurs points 

d'intersection. Ce point 'c sera donc Ie centre d'un cercle (OfMc) 
qui coupe orthogonalement Ie cercle (C0Mc) aux points Mc et N c t 

ainsi que Ie cercle limite C, et alors il décrira 1'axe radical ÔCÍ2C 

de cec cercles. 
Les triangles isocèles C0\l" M et C [j." Mc donnant C0MC = CM, 

nous aurons C 0 M f 2 = C M 2 , et par conséquent Ies cercles (C0Mc), 

( C 0 M f ) seront égaux aux cercles (CM), (CM2), et symétriques 

de ceux-ci par rapport au point G0, centre du segment C 0C. 
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Il en résulte évidemment que la conique (í2), qui était engen-
drée par Ies centres des cercles (wMj), (W3M2), . . c o u p a n t sous 
un angle constant e\ Ie cercle (CMi), et orthogonalement Ie cer-
cle (C0mv2) ou (I"), égal au cercle (E"), sera aussi engendrée par 
Ies centres des cercles (uM^) , (¢03Mc3), . . . , coupant sous Ie 

même angle Ie cercle (Cmg) ou (E"). De même la conique (Í20), 
qui était déterminée par Ie centre du cercle double ([t" C0), pas-
sant par Ie point focal C0 et touchant Ie cercle (CM), sera égale-
ment engendrée par Ie centre du cercle double Qt" C) passant par 
1'autre point focal C et touchant Ie cercle (C0Mc). 

Le diamètre m j C m j du cercle focal (I"), passe aussi par Ie point 
de concours 0'c des cordes WfMi

3 et (o'iw'4 de Ia conique (íi 'j, ou 
tangentes de la transformée (Í20): car ce diamètre, passant par Ie 
sommet Oc du quadrilatère OcOi O'c02, 0 O0, et par Ie point milieu Om 
de la diagonale Oi 63, sera lui-même la diagonale 0C0'C. La démons-
tration directe serait tout à fait analogue à celle relative au point'Ie. 

Du point ô'c abaissons la perpendiculaire M'c 0'c Mc M'Cj sur Ies 

droites a'0fc>3, n"s tt'" et [3'0co', Ies points M'c , M'c et M'c étant 
o 2 1 

lcurs intersections, et la perpendiculaire N'c N'c 0'c N'Cj sur Ies 

droites ^ 1 N r
c , n " f y \ et p'iw'4, étant N'c , N'c et N'f Ieurs 

points d'intersection. Ce point 0'c étant alors Ie centre d'un cercle 
(9'cM'c), coupant orthogonalement Ie cercle (C0M'c) aux points M'c 

et N'c et Ie cercle limite C, se trouvera continuellement sur 1'axe 
radical 0'CÍ2'C de ces cercles. 

Comme précédemment on reconnaltra que Ies cercles (C0M'c), 
(C0M' c) seront égaux aux cercles (CM'), ( C M j ) , et symétriques 

de ceux-ci, par rapport au point <j0, et que la conique (Í2'), qui 
était engendrée par Ies centres des cercles (w'M'i), (w'iM'2), . . . , 
coupant sous un angle constant e\ Ie cercle (CM'j), et orthogonale-
ment Ie cercle (C0mv2) ou (I"), égal au cercle (E"), sera aussi 
engendrée par Ies centres des cercles (w'M'^), (u'3M'^), . . . , 

coupant sous Ie même angle e\ Ie cercle (C0M'c ), et orthogonale-
ment Ie cercle (C m2) ou (E"). La conique (LV0), qui était engen-
drée par Ie centre du cercla double ( | t" 'C0), passant par Ie point 
focal C0 et touchant Ie cercle (C M'), sera de même determinée 
par Ie centre du cercle double Qt'" C), passant par 1'autre point 
focal C et touchant Ie cercle (C0M'c). (à suivre). 
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QUELQUES TRiNSFORWftTIONS DE LtQUATION DIFFÉRENTIELLE 

LINÉAIRE A COEFFICIENTS CONSTANTS 

PAR SUBSTITUTfON D1UNE NOUVELLE VARIABLE 

T A R 

M. BlRGER H \ N S T E D 

Soit proposée 1'équation 

„ v d " V d y 

En considérant Ie signe de différentiation comme coefficient 
dx 

de y, et Ies Índices de différentation comme des exposants des 

H — 

si est 

(3) <p (r) = rn + a n _ i r n _ 1 + a „ _ 2 r n - 2 + .. . + a j r + ao 

L ( r — m ) ( , — ? ) . . . ( r - f t ) ( r - * ) . . . ( r - v ) . 

Substiluons donc en (2) 
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et nous aurons 

sans regarder si (3) a des racines égales ou non. 
Nous avons donc: 
Si 1'intégral général de 1'équation diíférentielle linéaire 

"\dx J \dx V ^dx J 

de 1'ordre p est un intégral particulier de l'équation diíférentielle 
linéaire d'ordre n (2), on peut par Ia substitution (4), trans-
former (2) en une équation diíFérentielle linéaire (5) d'ordre n — p , 
et 1'on aura que chaque intégral particulier de (5) sera aussi 
intégral particulier de (2). 

De cette théorème on déduit un autre de plus grand intéret, 
savoir: 

L'équation diíférentielle linéaire d'ordre p 
*.rih P?(f«?.0U7<» I ) b '(PTRO*» »• •!««•C»»'.?!!' li M r 1 - - M • 1' l* 

v i , J i ^ v- v • k - . ' v 

peut ôtre transformée dans une équation diíférentielle linéaire 
sans second membre d'ordre m -f p et à coefficients constants 

»(á-)  lIi-*) • • • iá-") (r~ x) ••• ='9 

quand f(x) est 1'intégral complet t> d'une équation diíférentielle 
linéaire à coefficients constants d'ordre m 

V^\dx ' " "(da; ) 
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Substituons en (1) 
(6) y = erx.z 
et nous aurons 

dnz 1 Jn-1S 

d^T"1 [ n — I ] 9 " w ^ 1 it 

( 7 ) } = 0 

OU 

'-t-MA-»-'. ydx J\dx 

(8) |=0. 

• • • ( ^ - M ^ - M - ^ - H ) ! 
D Z 

Pour « = r et — = t>, (8) se transforme en 
Cl OC 

( 9 ) } = 0 

qui, à cause de 9 (r) = (r — <*) <Pj (r), dévient 

L < p ( n - 2 ) 

dx«-^[n—2y u 1 dxn~* 

(10) ) = 0 . 
1 dn~3v 
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S o i t 

OU 

v ( r ) = (r — <x)PH(r); 

IvS) se transforme par la substilution 

dPz 
—— = W 
dxP 

en 

IUfi iLH)(\ J') 

OU 

dn-PW 1 , .. . 4 (IN-P-1M) 
1- P —')a la) 

dx»-P [n—p— 1] r W dxn-P-f 

(12) 

IiO 

= 0. 

+ . .. + <pi(«). w 

L e s équations (11) et (12) proviennent aussi de la substitution 

quand «, ji, . . . k sont tous inégales. l)ans (12) a peut étre 
changé à cliaque une des autres quantités [3, y , . . . k, et ainsi p—1 
nouvelles équations diflêrentielles sont trouvées. Tous ceux sont 
liées 1'une à 1'autre à une rélation certaine. En prenant, par exemple, 
pour r Ia valeur [J, (11) donne 

1 _ ç ( » _ p _ 1 ) s (p j 

(13) 

dn~ Vw\ } 

d xn~P [n—p-

+ . . . + 92 (P) • Wl 

d » - P - 1 IC1 

dícn-P-i 



MATHEMATICAS E ASTRONOfflCAS 187 

(12) et (13) résultent ici des substitutions 

— í í ^ - C - » : - c 4 - e - « ) 
d'ou il résulte 

tc>| = «(P— 
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T l la Sl 

QUESTÕES PROPOSTAS N.0' 16 E 17 (*) 

Sendo dadas n quantidades positivas a j , a j , 0 3 , . . . an> e for-
mando com ellas as expressões 

a\ + d g 4 - . . • + a„ 
n 

3 / 2 ai a í «3 

/ Sa 1 A a 

l / i í » = í l y 9 * IIM*»! Il il 

n ( n — l ) (n — 2) n / 
J 2 3 ' ' ' ' ^ 0 I A 2 • • • A " 

demonstrar que 

„ , „ , , „ / Sa i f la / 2 a i a g a s a j + aa + . . . + aB 4 / — — . / — — — > \ / " ( " — 1 ) > \ / »(w — l ) ( n — 2 ) 
B V 2 V 1 . 2 . 3 

> . . . > v O1 aa . . . an. 
J. PEROTT. 

Sendo dado um quadrado magico formado por n4 números 
distinctos, pergunta-se de quantos modos i possível permutar 
estes ns números, tem que o quadrado magico cesse de existir. 

BIBGER HANSTED. 

(*) E r r a t a : — Na primeira das questões propostas no numero 
anterior em logar de k deve ser 2. 
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NOTICIA SOBRE G. B E L L A V I T f S 

p o b 

F. GOMES TEIXEIRA 

Por participação da esposa e do filho do professor Bellavitis, 
vimos de saber a triste noticia de que falleceu em Padua este 
illustre mathematico, que ainda ha pouco havia collaborado n'este 
Jornal, resolvendo algumas questões de Geometria, usando do seu 
bello methodo das equipollencias. 

Dotado de uma vastíssima erudição, escreveu sobre todos os 
ramos da mathematica, deixando uma grande e valiosa collecção 
de memorias, que lhe abriram as portas de todas as academias e 
sociedades scientificas de Italia. 

Era, com effeito, socio effectivo do Instituto de Veneza, da 
Academia dos Lynces de Roma, um dos quarenta da Sociedade 
Italiana, socio correspondente das academias ou sociedades scienti-
ficas de Veneza, Padua, Bolonha, Bassano, Udine, Nápoles, Treviso, 
Palermo, Urbino, Modena, Torim, Bordeaux, etc. 

Era também senador do reino de Italia. 
Não fallarei n'esta breve noticia de todos os trabalhos scienti-

ficos de Bellavitis, direi só algumas palavras sobre o seu trabalho 
capital — o methodo das equipollencias —, pelo qual é principal-
mente conhecido na Europa. 

Depois de algumas tentativas da parte de Ktihn e Buée, Argand, 
em 1808, chegou a representar geometricamente as quantidades 
imaginarias por meio de rectas tomadas em grandeza e direcção. 
Depois extendeu as definições de somma e producto de linhas, 
usadas na Geometria, ás linhas dadas em grandeza e direcção, e 
viu que se chegava aos mesmos resultados que sommando e multi-
plicando imaginarios. 

Substituiu, pois, as demonstrações algébricas feitas com imagi-
nários, que nada significavam por construcções geometricas com 
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um sentido bem determinado. O fim de Argand era d.ir fVmons-
traçôes rigorosas dos theoremas a que se chegava na Álgebra com 
os imaginarios, e deu apenas uma ligeira indicação do uso que a 
sua theoria poderia ter em Geometria. 

Esta theoria de Argand, que é a base dos trabalhos mais im-
portantes dos tempos modernos, ficou por muitos annos esquecida, 
até que Bellavitis e Gauss se occuparam d'ella sem ter conhecimento 
dos trabalhos da Argand. 

Bellavitis, depois de chegar a extender as definições de somma 
e multiplicação ás linhas consideradas em grandeza e direcção, 
lembrou-se de considerar esta generalisação das operações como 
meio de resolver questões geometricas. Aqui se separam Argand 
e Bellavitis. AquelIe apenas toca na Geometria e preoccupado só 
com os imaginarios, vae dar demonstrações rigorosas dos resultados 
a que se chegava na Álgebra, usando d'essas expressões sem sen-
tido ; este tracta de aproveitar esta generalisação das operações 
como meio de resolver questões de Geometria plana. Este novo 
methodo de Geometria, que elle desenvolveu com tanto successo, 
foi chamado methodo das equipollencias, e publicado pela primeira 
vez cm 1832 nos Annaes do Instituto Lombardo-Veneziano. 

Depois em 1833 publicou no Polígrafo de Verona algumas 
applicações ao triangulo e ás curvas. 

Bellavitis quando publicou a sua primeira Memoria, não ima-
ginava, como elle diz, a generalidade que podia dar-se ao novo 
methodo, e as vantagens que elle tinha na resolução de muitas 
questões de Geometria analytica plana. Considerava-o apenas 
como um meio de derivar de propriedades de pontos collocados 
sobre uma linha recta propriedades de pontos collocados sobre 
um plano. Em breve, porém, lhe reconheceu a importancia tanto 
nas questões de Geometria elementar, como nas questões mais 
elevadas da theoria das curvas, notando que por elle se simpli-
ficavam as soluções graphicas dos problemas geometricos elemen-
tares e os cálculos das questões relativas ás linhas curvas, por 
introduzir no calculo os pontos em logar das suas coordenadas, 
realisando assim o desejo manifestado por Carnot. 

Publicou, pois, nos Annaes do Instituto Lombardo-Veneziano 
uma segunda Memoria cm 1837, desenvolvendo mais o methodo 
e a applicação á theoria das curvas, e uma terceira em 1843 
em que o applica á solução graphica de alguns problemas geo-
métricos. 
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Emfim, na collecção das Memorias da Sociedade italiana das 
sciencias de Modena publicou uma Memoria intitulada—Spozione 
dei Método delle equipollenze, onde dá ao novo methodo geomé-
trico uma fórma definitiva. Esta Memoria importante foi traduzida 
em francez e em bohcmio. 

Depois fez innumeraveis applicaçôes do methodo das equipollen-
cias ás questões de Geometria elementar e á theoria das curvas, 
ou deduzindo propriedades conhecidas por meios mais simples, 
do que os empregados anteriormente, ou descobrindo propriedades 
novas. As Memorias em que se occupa d estas applicaçôes estão 
espalhadas pelas collecçôes das sociedades scientificas de Italia; 
não daremos aqui a sua lista por ser muito extensa. 

Publicou uma Revista dos Jornaes que chegou ao volume XV, 
onde resume alguns trabalhos publicados nas Revistas de sciencias 
malhematicas dos diversos paizes, em que mostrou que possuia 
em alto grau a qualidade de condensar em pequeno espaço, sem 
lhe fazer perder a clareza, as doutrinas de que se ia occupando. 
Esta Revista é também preciosa pelas indicações bibliographicas 
que dá relativamente ás questões de que tracta. 

Revelou ainda a qualidade que tinha de resumir muito bem as 
doutrinas nos seus livros para ensino, taes como nos Resumos das 
Lições de Álgebra e das Lições de Geometria Descriptiva, que 
dava na Universidade de Padua. 

Terminamos aqui esta breve noticia. O nosso fim foi só chamar 
a attenção dos mathematicos portuguezes para os trabalhos d'este 
sábio, e principalmente para o seu importante methodo das equi-
pollencias. 

C o i m b r a , n o v e m b r o de 1880. 



I ^ t h d x o e 

Soluzione trovata eol método deite equipollenze, dal Prof. G. Bellavilis1 pag. 3-
Es tudo sobre o problema proposto no n.« 10 do vol. I, por F. da Ponte Horta, 

pag. 7. 
Sur ia décomposition des fractions rationnelles, par F. Gomes Teixeira, 

pag. 33. 
Sobre um problema de mechanica applicada, por L. F. Marrecas Ferreira , 

pag. 42. 
Resolução da questão proposta no n.° 1, por Craveiro Lopes, pag. 46. 
Extrac to de u m a carta do Prof. G. Bellavitis a F. Gomes Teixeira, pag. 49. 
Sobre a questão proposta n.° i l , por L. F. Marrecas Ferreira , pag. 30. 
Recherches syntétiques et analytiques sur Ie cercle variable assoujeti à 

couper continuellement deux cercles donnés sous des angies également 
donnés, par A. Schiappa Monteiro, pagg. 54, 130 e 174. 

Sur 1'intégrale Jfln f (sin x, cos x) dx, pa r M. Ch. Hermite, pag. 65. 
Sobre a area lateral ç, volume de uma cunha cónica, por A. Schiappa Mon-

teiro, pagg. 68, 81 e 110. 
Sobre a equação do segundo grau, por L. F. Marrecas Ferreira, pag. 77. 
Resolução da questão proposta n.° 12, por G. Bellavitis, pag. 96. 
Solução da questão proposta no n.° 1 do vol. II empregando o methodo das 

equipolencias e sua comparação com a solução geometrica elementar, 
por A. Schiappa Monteiro, pag. 97. 

Sobre a questão proposta n.° 13, por L. F. Marrecas Ferreira , pag. 126. 
Sobre a integração das equações as derivadas parciaes lineares de segunda 

ordem, por F. Gomes Teixeira, pag. 138. 
Trois théorèmes relatifs à la théorie des nombres, par M. Birger Hansted, 

pag. 154. 
Sobre um problema, por L. F. Marrecas Ferreira , pag. 165. 
Sobre uma formula integral, por J. A. Martins da Silva. pag. 167. 
Quelques transformations de l 'équation différentielle linéaire a coefflcients 

constants par substitution d 'une nouvelle variable, par M. Birger Hansted, 
pag. 183. 

Noticia sobre G. Bellavitis, por F. Gomes Teixeira, pag. 189. 
Questões propostas, pagg. 6, 48, 49, 76, 173 e 188. 


	[capa]����������������������������������
	Soluzione Trovata Col Método Delle Equipollenze�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Questão Proposta����������������������������������������������������������������
	Estudo Sobre 0 Problema Proposto No N.° 10����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Estudo Sobre 0 Problema Proposto No N.° 10����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sur La Décomposition Des Fractions Rationnelles�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre Um Problema De Mecanica Applicada�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Resolução Da Questão Proposta No N.° 1����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Questão Proposta N.º 11�������������������������������������������������������������������������������������
	Extracto De Uma Carta Do Professor G. Bellavitis A F. Gomes Teixeira - Questão Proposta N.° 12����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre A Questão Proposta N.° 11�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Recherches Synthétiques Et Analytiques Sur Le Cercle Variable Assujeti A Couper Continuellement Deux Cercles Donnés Sous Des Angles également Donnés����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sur L' Intégrale����������������������������������������������������������������
	Sobre A Area Lateral E Volume D'uma Cunha Cónica����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Questão Proposta N.° 13�������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre A Equação De Segundo Grau�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre A Area Lateral E Volume D'uma Cunha Cónica����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Resolução Da Questão Proposta N.º 12����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Solução Da Questão Proposta No N.º 1  Do Vol. Ii Empregando O Methodo Das Equipollencias E Sua Comparação Com A Solução Geometrica Elementar����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Questão Proposta����������������������������������������������������������������
	Sobre A Area Lateral E Volume D'uma Cunha Cónica����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre A Questão Proposta N.° 13�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Recherches Synthétiques Et Analytiques Sur Le Cercle Variable Assujetti A Couper Continuellement Deux Cercles Donnês Sous Angles également Donnés�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre A Integração Das Equações. As Derivadas Parciaes Lineares De Segunda Ordem����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Trois Théorêmes Relaltifs A La Théorie Des Nombres����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Sobre Um Problema�������������������������������������������������������������������
	Sobre Uma Formula Integral����������������������������������������������������������������������������������������������
	Questões Propostas N.ºs 14 E 15�������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Recherches Synthétiques Et Analytiques Sur Le Cercle Variableas Sujetti A Couper Continuellement Deux Cercles Donnés Sous Des Angles également Donnés�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Quelques Transformations De Equation Différentielle Linéaire A Coefficients Constants Par Substitution D'une Nouvelle Variable����������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Questões Propostas N.º 16 E 17����������������������������������������������������������������������������������������������������������
	Noticia Sobre G. Bellavitis�������������������������������������������������������������������������������������������������
	Indice����������������������������������

