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I I 

Voici une question du même genre qui se résout par Ia même 
méthode. 

Dans Ie nombre N considérons Ie nombre Qp formé par Ies p 
premiers chiffres à droite, et Ie nombre Pp formé par Ies cbiffres 
restants. Nous aurons 

N = P P I O P + Q P . 

Posons 

^ P ( N ) = P P + Q P , 

et cherchons Ia somme 

Sp(N) = a p ( l ) + a P ( 2 ) + . . . + ^ p ( N - I ) + ^ (N). 

Il est évident d'abord que jusqu'au nombre IOP — í inclusive-
ment, on a 

$P(k) = k. 

Donc 

S r i i Q , - . ) - ( ' » - ' > ' » . 

La somme des IOP nombres £p suivants sera, d'après cela, 

J < 4 , ( I O P - I ) I O P 
IOP + - ^ ; 

celle des IOP suivants 

„ J r t , ( I O P - I ) I O P 
2 x Í OP + — L — ; 

et ainsi de suite; de sorte que 

S , ( . . , 0 , - , ) - ^ , 0 , + . ( ! ! ^ 
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OU 

(3) S p (a. 1 0 ? = ( a + 1 0 ? - 2 ) . 
£i 

Cela posé, et désignant par la notation S(N) la somme 

l + 2 + . . . + ( N - l ) + N = ^ ^ í i i , 

remarquons que 

Sp (N) = Sp (Pp . I O P - 1) + Pp (Qp+ 1) + S (Qp), 

ou, en vertu de la formule (3), 

W Sp(N) = ^ ( P p + 1 0 P - 2 ) + Pp(Qp + 1 ) + 9 l > M J l . 

Cette formule résout Ie problème que nous nous étions pro-
posé. 

En particulier, on a 

S1 (N) = SP 1 (P1 + 8) + P1 (Q1 + 1) + < M | ± í l . 

ou 

S1 (N) = P1 (5P, + Q1 + 41) + 

D'ailleurs on a 

N (N + 1) 
S(N)' 2 

(10 P1 + Qi) (10 P1 + Qi + 1) 

- S P1 <10 P j + 2Q, + 1) + M ^ t i l . 
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Par conséquent, 

S ( N ) - S i (N) = 9 P i (5P , + Q , - 4 ) . 

De cette expression on tire Ies propositions suivantes: 
La différence entre la somme des N premiers nombres et la som-

me des Si de ces nombres est divisible par 9 fois Ie nombre de di-
zaines contenues dans N. 

Si Ie chiffre des unités de N est 4- ou 9, cette différence est di-
visible par 5. 

Si Ie chiffre des unités de N est 4, cette différence est divisible 
par Ie carré du nombre de dizaines contenues dans N, et Ie quo-
tient est égal à la somme des 9 premiers nombres. 

etc etc 
La formule 

S ( N ) = M i i l 

peut s'écrire 

S ( N ) (P p . IQP + Q p ) ( P p . IQP + Qp + 1 ) 

_ P»p IO2P + Pp 10P(2Q p + 1) + Qp (Qp + 1) _ , 

et la formule (4) 

„ P*p IOP + P p [1 OP (10? - 2) + 2 (Qp + 1)] + Qp (Qp + 1) 
SPI«J = 2 " 

De là on tire 

< n » + 1 0 ^ 2 Q p + 1 ) 4 - Q p i Q p + 1 ) 
SjN) _ Pp + P»„ 

Sp(N) , 1 QP (1 QP — 2) + 2 (Qp + 1) Qp (Qp + 1)' 
1 U ^ P pi Tp I p 

Lorsque l'on fait croitre N indéfiniment, Qp qui est toujours 
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égal à l'un des IOP — 1 premiers nombres reste fini, et Pp croit 
indéfiniment. Donc, 

S (NI 
L i m - ~ - F = IOP. 

S P ( N ) 

La limite du rapport de la somme des N premiers nombres à la 
somme des Hp de ces nombres tend, lorsque N croít indéfiniment, 
vers Ie nombre 10P. 

IlI 

Voici encore une question qu'on peut rattacher aux précé-
dentes: 

Combien y a-t-il de chiffres dans la suite des nombres de 1 à N? 
Nous représenterons ce nombre par la notation C (N). 
Premier procédé. — Pour résoudre cette question nous éta-

blirons d'abord un lemme: 
Étant données une progression arithmótique 

ao ao + r a o + 2 r . . . ao + nr 

et une progression géométrique d'un même nombre de termes 

b0 boq &o</2 • • • b0qn, 

on multiplie ces progressions terme à terme, et l'on demande la 
somme des termes de la suite ainsi formée, c'est-à-dire 

2 [a0 +ir) Kqi = 
t = 0 

= «o &o + (ao + r) K q + (ao + 2r) 6o </4 + . . . + (a0 + nr) b0 ín-

Cette question est bien Iacile à résoudre. 
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On a 
i=n 
S (a0 + ir) v / = 

i = 0 

= ò 0 [ a o ( l + g + • • • +qn) + rq(l+2q+ . . . + n ç " - ' ] . 

Or, 
- 1 

l+q+ ...+qn = - j-. 
q - 1 

Dérivons Ies deux membres de cette identité par rapport á q; 
il vient 

, , o , , 1 g " [ n ( g - 1 ) - 1 1 + 1 

Dès Iors la formule précédente se transforme en celle-ci 

(4) 

I=B 
2 (ao+ ir) ^qi = 

i = 0 

— ^ + r , ^ J . 

Cela posé, soit p Ia plus haute puissance de 10 contenue dans 
Ie nombre N, c'est-à-dire, supposons que Ie nombre N ait p+ 1 
cliiffres. 

Dans la suite 

de 1 à 9 inclusivement il y a 10— 1 = 9 chiffres 

de 10 à 99 inclusivement il y a 2 x 100 — 2 x 1 0 
= 2 x 1 0 x 9 chiffres 

de 100 à 9 9 9 inclusivement il y a 3 x 1 0 0 0 - 3 x 100 

= 3 x 1 0 0 x 9 chiffres 
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de I O P - 1 à I O P — 1 inclusivement il y a p x 1 0 P — ^ X I O P - 1 

=p x IOP-1 x 9 chiífres 
enfin 

de IOP à N inclusivement il y a (p + 1) (N— IOP+ 1) chiífres. 

Par conséquent 

C ( N ) = 9 ( 1 + 2 . 1 0 + 3 . 1 0 4 + . . . + p . I O P - 1 ) + ( j ) + L ) ( N — I O P + 1 ) . 

Or, si dans la fo/mule (4) on fait 

ao = 1 Iq= i r = 1 q = 10 n = p— 1, 

on obtient 

1 + 2 . 1 0 + 3 . I O 4 + . . . + M O P - 1 = 1 0 ^ - 1 ) ! ! . 
81 

, \ . 4. .'> •/ j 
Donc 

c(N).im.z3±i+[p+m_l0r+i), 
formule qui se transforme immédiatement en celle-ci 

I O H - 1 - 1 
(5) C ( N ) = ( p + l ) ( N + l ) . 

9 

Exemple. Combien y a-t-il de chiífres dans la suite des nom-
bres de 1 à 3 6 5 ? 

Ici p = 2; donc 

C(365) = 3 x 3 6 6 — 1 0 q ^ " 1 

= 1 0 9 8 - 1 1 1 

= 987 . 
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Cet exemple numérique fait nallre l'idée d'énoncer la règle 
suivante bien facile à relenir: 

Pour avoir Ie nombre des chiffres compris dans la suite des N 
premiers nombres, il faut multiplier Ie nombre N augmenté d une 
unité par Ie nombre des chiffres qui entrent dans Ie nombre N, et 
retrancher du produit un nombre forme d autant de 1 quil y a 
de chiffres dans Ie nombre N. 

Second procede. — Nous avons tenu à exposer Ie procédé ci-
dessus à cause de 1'inlérét de la formule (4), et aussi parce que 
c'est celui qui se présente tout d'abord à 1'esprit lorsqu'on aborde 
Ie problème. Mais en voici un autre beaucoup plus simple: 

Écrivons Ies uns au-dessous des autres Ies N premiers nom-
bres. N étant supposé avoir p-\-\ chiffres, complétons tous Ies 
nombres du tableau en Ieur ajoutant des zéros sur la gaúche de 
façon à Ies composer tous de p +1 caractères. Enfin, ajoutons 
en tête de cette liste une ligne de p + 1 zéros. 

Pour avoir Ie nombre cherché il faut évaluer Ie nombre total 
des caractères figurant au tableau ainsi formé et en retrancher 
Ie nombre de zéros qu'on a ajoutés. 

Or, Ie premier de ces deux nombres est évidemment 

Q 3 + 1 ) ( N + l ) ) . 

Passons au nombre des zéros. 
De 10? à N nous n'en avons point ajouté. Maintenant, au-

dessous de IOP1 dans Ia première colonne de gaúche, nous avons 
ajouté IOP zéros; au-dessous de IOP - 1 , dans la deuxième colon-
ne, nous en avons ajouté IOP - 1 ; etc ; au-dessous de 10, 
dans la deuxième colonne de droite, nous en avons ajouté 10 ; 
au-dessous de 1, dans Ia première colonne de droite, nous en 
avons ajouté 1. Nous en avons donc ajouté en tout 

c'est-à-dire 

IOP+ 1 0 P - 1 + . . . + 1 0 + 1, 

IOP+1 - 1 
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et Ie nombre cherché est 

I O P + 1 - 1 
( p + 1 ) ( N + Í ) . 

Nous retrouvons ainsi Ie résultat précédemment obtenu. 
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S U UNA P R O P R I E T A D E L D E T E R M I N A N T E 
Dl UNA S O S T I T U Z I O N E O R T O G O N A L E 

DI 

GINO LORIA 

TEOREMA. — Se nel determinante di una sostituzione ortogonale, 
si sotlrae 1'unilà da tutti gli elementi principali e si prendono poscia 
i complemenli di questi, Iali complemenli sono tutti eguali e val-
gono ciascuno la melà dei determinante ridotto cambialo di segno. 

Questa proposizione Iu enunciata dal Prof. Siacci nel Giornale 
di rnatematiclie direito dal Prof. Battaglini (vol. x, p. 3G0) per 
il caso di un determinante d'ordine pari. Mi propongo in questa 
nota di mostrare che essa vale independentemente dalla parità 
dei determinante. 

Sia | | il determinante di una sostituzione ortogonale di or-
dine n; sarà 

(1) 

Poniamo 

Ctl 1 — 1 • • • aIn 

a-2i a 2 2 — 1 . . . a%n 
D = 

«nl 

e chiamiamo Dj, D 2 , . . ., Dn i suddeterminanti principali di D. 
9 
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Avremo anzitutto, per Ie (1), 

( 2 ) D 2 = 

2—2a il — (aia-Nii) 

—(a^+aia) 2—2aa 

• —(ain+«ni) 

. — (a2n+a„2) 

—(ani+ai,,) —(a„2 + ain) . . . 2 - 2 a „ 

Poi, esegnendo il prodotto per orizzonlali, si ottiene 

D D 1 = 

«11—1 «12 

«ál a 22— 1 

«nl a„ 2 

«In 

«2n 

ajin 1 

1 0 

«21 022~1 

a„i a»2 

. 0 

• a^» 

. ann— 1 

—(1—an) a2t . . . a n l 

—(a2i"f «12) 2—2a^2 . .. — (««2+02«) 

(«til "t" «ln) ~(«n2+a2n) • • • 2—2ann 
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infine, esegnendo il prodotto per verticali, si trova: 

DD, 

«11—1 Ét|2 

« 2 1 « 2 2 — 1 

«1» 

«2n 

an l a„2 .. . Cinn—1 0 a„2 . . . ann—í 

1 Éti2 

0 au— 1 

«1» 

«2n 

- ( I -O 1 1 ) O12 

-(aoi+«i2) 2—2a2 2 

—(a B l +a l n ) —(a«2+«2ft) • • • 2—2a 

« I n 

—(a»2+«2n) 

Addizionando membro a membro queste due ultime eguagli-
anze, avremo, pel teorema di addizione dei determinanti, 

(3) 2DD, = 

—(2—2O11) a 1 2 + a 2 1 

—(a2 i+«i2) 2—2a2 2 

. . . a in+an i 

• • • —(«2»+«n2) 

—(«nl + «ln) —(aB2+«2n) • • • 2 - 2 a „ 

Ora, se eonfrontinmo Ie equazioni (2) e (3), eoncluderemo 
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Siccome D non è nullo, cosi da questa si deduce 

D 1 = - I 0 . 

Il teorema è cosi dimostrato pel primo suddeterminante prin-
cipale di D. Similmente si proverebbe per gli altri. 

Mantova, 7 settembre 1886. 
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S U R C E R T A I N E S F O N C T I O N S S Y M É T R I Q U E S ; 
A P P L I C A T I O N A U C A L C U L D E L A S O M M E D E S P U I S S A N C E S S E M B L A B L E S 

D E S R A C I N E S D U N E É Q U A T I O N 

PAE 

M. MAURICE D'OCAGNE 

Ingènieur des ponts et chaussées. 

Soit 
U = ZP + A 1 Z P - 1 + . . . + A p - I Z + Ap = O, 

une équation algébrique dont Ies racines, supposées toutes inéga-
les, sont Z1, z2 , . . ., ZP. Proposons-nous d'exprimer, au moven 
de U, la fonction 

' • 1 . . . + , 1 

( Z - Z 1 ) " (Z-Z2)" (z—Zp)" 

que nous écrirons plus simplesment 

_ i 

^ (z -Za)" 

Nous avons 

D2IV= V - J - . 
Z - Z x 

Dérivons n — 1 fois Ies deux membros de cette identité par 
rapport à z; i! vient 

dou 
1 (— 11Ii-I 

(I) y - _ = _ ± J i . i y / u . 
' (z — Za)n 1 . 2 . . . ( « — ! ) 1 



17 2 
JORNAL DE SCIENCIAS 

En vertu de la formule connue qui donne Ia dérivée n,èmc 

d'une fonction de fonction, 011 a 

D ; / U = K U j l U + K ^ D ^ U + . . . + K 1 D 1 1 J U 

= 1 . 2 . . . (n—l)Kn 1 . 2 . . . ( n — 2 ) K n _ i K1 

^ > Un [ ' U — 1 U 

(— 1)" 11 • 2 . . . (n—1) K n + ( — l ) n ~ 2 1 .2 . . . (»—2) Kn—iU + . . . + K|U"~* 

U» 

Ies coedicients K étant donnés par la formule 

K 
1 

4 a : [D n U' - C 1 U . D" U 1 - 1 + C9 U 2 . D n U -t 1 . 2 . . . / L ^ 1 2 « 2 

+ (— 1)<—1 c ! ~ 1 U< — 1 . D" U j 

ou C. representa, suivant 1'habitude, Ie nombre des combinaisons 

de Z objets pris k h k. 
Dès Iors 

I L i l l I l L r D V - C l U . D n U f l - 1 + . . . 
I n L i n z 

1 + ( - 1 C n - 2 U n " 2 . Dfl U 2 + ( - 1 f " 1 C n - 1 U n - 1 . D " U ] I v • n z v / n z J 

D n Z U = 1 

l + h í l l l V u . D V ^ - C 1 , U 2 . D n U n - 4 + . . . 
N _ 1 L I N—1 I 

Un j+ (— 1) C f l - 2 U n - . Dn U J 
+ 

1 TTT"-2 r»nTT2 TTn-I (y ^ u . i r U " - C 1 U 

l + U ^ . D ^ U . 
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L'expression mise entre crochels peut encore s'écrire 

t l L l D n u " + ( - 1 ) - » ( c ^ + - I 7 
n z K ' V n n — 1 , 

l U . D " U " - 1 

+ ( - I ) 

+ 

i«—3 ^ + + D n U n - 2 + . . . 
, n n — i n — 2 / 2 

' c " - 1 c " - 2 

n H—1 
n n—l ou 

i=n 1 

i=l n—l " i + 1 

. + 1 ) U n - 1 . D"U 

'»- i+i \ t f - t > D « u » - i + i 

en convenant, comme d'habilude de prendre C ^ = 1. 
Or, on a 

c i - i c i - 2 
n , n—1 n—i+1 
n 

r,n—i+1 

n - i n—i + i 

~,n—i+1 

. . . + 
C f l - ' + ; n—1+1 

n n— 1 " n — i+1 

J_ n (n— 1 ) . . . i 1 (n— l ) ( n — 2 ) . . . (i — 1) 

n ' 1 . 2 . . . ( n - i + 1 ) n ^ T " Í T 2 . . . ( n - i + T ) 

1 (n-i+ 1)...2.1 

+. . . 

n - i + 1 ' 1 . 2 . . . ( n —«'+ 1) 

1 / ( n - l ) ( n - 2 ) . . . i ( n - 2 ) ( n - 3 ) . . . ( i - 1 ) ( n - i ) . . . 2 . 1 

n - i + l \ 1 - 2 . . . ( n - i ) 1 .2 . . . (n-i) " ' 1 . 2 . . . ( n - i ) , 

= — \ — ( C n - ; + C n - ; + . . . + C n " ! ) 
n _ ; + | V n - l n-2 » - » ) 

1 QH-i+1 ni—1 
n — i + 1 B n — i + 1 n 
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La somme précédente peut donc s'écrire 

i=n ,̂t—1 

2 ( - 1 ) " ^ U I _ 1 . D " U N _ 1 + Í , 

i_iv ' n—i + 1 * 

et la formule (1) de\ient 

1 . 2 . . . ^ - 1 ) ^ ( = 1 1 ; n - i + 1 « 

OU 

» = » , Q T - I 

(2) y _ i — = 1 .JL. 2 u i _ 1 .D"un-<+1. 
W ( z — za)n 1 . 2 . . . ( n — 1 ) U n

 i = 1 n - í + 1 

Cette formule résout Ie problème que nous nous sommes pro-
posé en commençant. Elle peut s'écrire symboliquement 

1 _ \ (í - U)" - ( - 1 ) " Un 

5 ( z - z * ) " ~~ 1 . 2 . . . ( n - l ) ' Uii ' 

si 1'on convient de remplaeer, dans Ie développement du binòme 

D n U x 

( T - U ) \ (pour x = l . 2, 3 , . . . ) par - i — . 
K 

Nous p'aeerons ici une remarque: Si n est supposé pair, et 
Ies zx réelles, tous Ies termes du premier membre sont positifs. 
Ce premier membre ne peut donc, si Ies racines z\, Z2, . . . zp 

sont toutes réelles, s'annuler pour aucune valeur réelle finie de z. 
Il en est, par suite, de mcme pour Ie second membre, et nous 
pouvons énoncer ce théorème: 

Si Yêqualion U = O a loutes ses racines réelles, et inégales, l'équa-
tion obtenue en égalanl à 0, Ie développement de (t — U)-m —U2"' ou 

D ! u x 

1'on a rcmplacé tx (pour X= 1 , 2 , 3 , . . . ) par ——, n'a aucune ra-

cine réelle. 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 137 

En particulier, pour m = 1, on a 

(< —U) a — U 2 = <2 —2<U, 

et 

D 2 U i , 
— 2 D U - U = U s - U U " . 

2 * 

Donc, si 1'équation U = Oa Inutes ses racines réelles et inégales, 
lequation U' 2 — U U " = 0 na aueune racine réelle. 

Revenons à la formule (2), et faisons, dans cette formule, 
s = 0, en convenant de représenter par Uq et par D™U*, ce que 

deviennet U et D'!UX par cette substitution. Nous avons 

L — - n - i + 1 1 l ^ 1 / <\í-(-1 Jn TT*-1 TYnTT"-
n « v — = • — ^ — i ) — . — r u . D U 1J 2j 1 . 2 . . . (n— 1) u" t = i v ' n - í + 1 0 1 0 

Cherchons à exprimer Ie second membre de cette égalitó au 
moven des coefficients Aj, A^, . . ., Aj, de l'équation U = O. 

Il est d'abord évident que 

U t = Af. 
o k 

Quant à DU c'est, d'après Ia formule de Maclaurin, Ie pro-
duit de 1 . 2 . . .n par Ie coefficient de Xn dans Ie développement 
de Ux. Or, il est bien aisé de voir que ce coâflicient est égal à 

^Ap—Ap—q., . . . Ap—q 

Ie signo 2 s'étendant à toutcs Ies valeurs entières, positives ou 
nulles, des Índices q\, q%, . . . , qx susceptibles de vérifier l'équation 

1\ + Ii + • • • + </>• -= «• 
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Pour rappeler cette dernière condition, nous affecterons Ie si-
gne 2 de 1'indice n: 2. 

n 
Il Iaut remarquer aussi que l'on doit prendre. 

Ap_?i. = 0 pour p < qh 

Ap-qk = i pour p = qk. 

Ainsi donc 

D" U* = i. 2 . . . n 2 Ap-J1 A p ^ , . . . Ap_ í x . 
n 

Par suite, 

. 1=1 2 Ap-^1 Ap-^2 ... Ap—qn_i+í 

(31 Y — = ( - 1 )»n 2 ( - I ) i + 1 — — r • • v / n \ ' ^ > n—l+1 A + 

« 1 p 

Nous avons ainsi une expression de la somme des inverses des 
puissances semblables des racines d'une équation en fonction des 
coefficients de cette équation. 

Soit 

ZP + A'iZV-1 + A'2SP-2 + . . . + A ' p _ , z + Ap = o 

!'équation dont Ies racines z i, z'g, . . . z'v sont Ies inverses des 
racines de !'équation proposée. On a, d'une manière générale, 

A ' j = 
Ap 

La formule (3) peut donc s'écrire, en effaçant Ies accents des 
racines z' et des coefficients A', 

i=n Ci-1 

(4) = 2 ( - 1 ) i + 1 — 7 + 1 ' 2 A ? 1 k q i " ' ^ + 1 

i=i 
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Ie signe 2 s'étendant, pour cliaque valeur de i, à toutes Ies va-
n 

Ieurs entiòres, positives ou nulles, des Índices q\, q%, . . . , qn—i-\-1 
susceptibles de vérifier la condition 

ÍI + <72 + • • • + cIn-I+1 = n. 

On doit prendre d'ail!eurs 

Aqk = 1 pour qk = O 

Aqk = O pour qk > p. 

La formule (4) donne une expression de Ia somme des puis-
sances semblables des racines d'une équation en fonction des 
coefiicients de cette équation, diíférente de celle qui constitue 
la formule de Waring. 

Celle-ci est plus élégante sans doute, mais d'une démonstra-
tion moins facile. La comparaison des deux formules fait appa-
raitre 1'identité remarquable que voici (*) 

Í=íl , j \M t+1 pí 1 
S » v A A A 

C i « - » + 1 » 8 1 ' ' " q " ~ i + i 

, ( - 1 .X1 >2 

' r ( M + i ) r ( > s + i ) . . . + r ( ^ + i ) 1 2 

Ie signe 2 s'étendant, dans Ie second membre, à toutes Ies va-
leurs entières, positives ou nulles, des exposants Xj, X2, . . ., Ip 

susceptibles de vérifier la condition 

XI + 2X2 + . . . +plp = n. 

(*) Voir VAlgèbre Stiprrirun' de Serrei, o.6 édit., t. i. pag. 44!) 
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Si l'on arrivait à démontrer directement celte identité, ia mé-
thode précédente aboutirait à la formule élégante de Waring, 
mais une pareille démonstration ne semble pas chose facile, et 
nous ne 1'avons même pas tentée. 
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do primeiro gráo, a resolução das equações do segundo gráo, e 
finalmente a doutrina dos juros compostos e das annuidades. 

L. P. da Motta Pegado. — Tratado elementar de Arithmetica, 
4." edição. —Lisboa, 1886. 

Clareza, boa ordem na distribuição das doutrinas, rigor nas 
demonstrações, são dotes que tornam recommendavel o livro do 
illustre professor da Escola Polytechnica de Lisboa, cujo nome é 
bem conhecido por trabalhos publicados nas collecções da Aca-
demia das Sciencias. 

No primeiro livro o auctor tracta das operações sobre inteiros, 
fazendo notar logo as propriedades combinatórias das operações, 
preparando assim os alumnos para comprehenderem as genera-
lisações successivas da noção do numero. 
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No livro segundo vêem os caracteres de divisibilidade, as tlieo-
rias do maior divisor commum e do menor múltiplo commum de 
dois ou mais números, e a decomposição dos números em facto-
res primos; e no livro quarto a doutrina das fracções e da dizima, 
sendo os theoremas relativos á dizima periódica tractados com 
todo o rigor e clareza. 

No livro seguinte tracta o auctor das raizes dos números in-
teiros e fraccionarios. N'este livro é exposta rapidamente a theo-
ria das quantidades incomensuráveis, que o auctor considera como 
limites de quantidades comensuráveis. 

Segue-se, no livro quinto, a doutrina das proporções, progres-
sões e logarithmos. 

Termina aqui a primeira parle, destinada ao estudo dos nú-
meros abstractos; e principia a segunda, dedicada «os números 
concretos, onde o auctor se occupa das medidas e moedas legaes 
de Portugal, das operações sobre números concretos, das appli-
cações da Arithmetica aos problemas de regra de trez, de re-
dacção de moedas, de juros simples e compostos, de cambio, de 
companhia, etc. 

Termina o livro com um appendice importante, onde o auctor 
estuda os diversos systemas de numeração, algumas propriedades 
menos elementares dos números, e finalmente a questão impor-
tantíssima das approximaçòes numéricas e das operações abre-
viadas. 

Cada doutrina é acompanhada de numerosos e bem escolhidos 
exercícios para os alumnos se desenvolverem no calculo arithme-
tico. 

Aarno F. de Lacerda,— Equações geraes de Thermodynamica.— 
Coimbra, 1886. 

O assumpto bello e difiícil que o auctor escolheu para a sua 
Dissertação inaugural, para obter o grão de doutor em philoso-
phia, tem sido tractado por muitos geómetras e physicos emi-
nentes em trabalhos espalhados pelas collecções scientificas mais 
importantes da Europa. Era, pois, da maior utilidade formar com 
estes trabalhos uma monograpbia, onde o leitor os encontrasse re-
unidos com boa ordem e expostos com clareza. E o que o auctor 
fez no seu excellente opusculo. 
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No primeiro capitulo vêem as fórmulas relativas ao movimento 
estacionário, a significação mechanica provável das equações Iunda-
mentaes da thermodvnamica, e as equações diííerenciaes do movi-
mento radiante 110 ether livre. 

No capitulo segundo deduz o auctor as principaes relações que 
ligam os coeíficientes thermicos, e faz applicação das formulas 
achadas ao calculo do equivalente mechanico do calor, aos pheno-
menos de dissolução e ao estudo do escoamento dos fluidos. 

No capitulo terceiro vêem as hypotheses de Rankine, Hirn e 
Clausius relativas á relação entre a pressão de um gaz, o volume 
e a temperatura. 

Finalmente no ultimo capitulo vêem as applicações dos estudos 
anteriores à machina a vapor. 

E. N. Legnazzi.— Del catasto romano e di alcuni strumenti an-
tichi di Geodraia. — Padova, 1886. 

Contém este volume o discurso pronunciado pelo sábio pro-
fessor da Universidade de Padua1 no dia da inauguração dos es-
tudos, e ahi expõe os resultados a que chegou, depois de longas 
indagações, a respeito da historia do cadastro romano, c dos in-
strumentos antigos de Geodesia, principalmente dos empregados 
para a formação d'este cadastro. Ao discurso seguem-se 114 notas 
interessantes, desenvolvendo pontos que o auctor no discurso só 
podéra indicar. 

Gino Loria. — Studi sulla teoria delle coordinate Iriangolari et 
sidla Geometria analítica di un piano nello spazio (GiurnaIe de 
Battaglini, t. xxiv) . 

Generalisando um methodo devido ao eminente geometra al-
lemão Joachimsthal, o sr. G. Loria, bem conhecido dos leitores 
d'este jornal por alguns artigos com que o tem illustrado, dá um 
methodo geometrico fundado no theorema: as coordenadas carte-
sianas de um ponto qualquer d um plano são exprimireis como 
funeções lineares de tres dos seus pontos. 

No primeiro capitulo é demonstrado este theorema, e é defi-
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nido o systema de coordenadas tringulares a que elle dâ origem. 
Nos seguintes são estudadas a recta, o circulo e as secções có-
nicas, terminando por algumas applicações das formulas achadas 
a alguns problemas de Geometria. 

Dr Novarese. — Di una analogia fra la teórica delle velocità et la 
teórica delle forze (Atti delia Accademia di Torino, t. xxi) . 

Gino Loria. — Sur une démonstralion du théorème fundamental 
de la théorie des équations algébriques (Acta Mathematica, t. ixl. 

E. Cesaro. — La rutura dei diamante (Giornale de Battaglini, 
t. xxiv) . 

Intoriw ad una pretesa dimostrazione di lermodynamka 
(Giornale de Battaglini, t. xxiv) . 

G. T. 
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SOBRE A F Ó R M U L A DE T A Y L O R 

POK 

J. BRUNO DE CABEDO 

( P r o f e s s o r na Univers idade de Co imbra ) 

O fim da presente nota é demonstrar com toda a generalidade 
a observação de Caucby relativa ao facto de uma serie conver-
gente nem sempre representar a funcção que a originou, e, como 
consequência, substituir nas applicacões da fórmula de Taylor a 
formação e discussão do resto por uma analyse mais fácil. 

TIIEOREMA I . — Seno intervallo de XJ a X 2 , F(x) é uma func-
ção finita e determinada como todas as suas derivadas successivas 
e é, além d'islo, 

f»[xt + b (x — an)]= Iim Rn = O; 

dentro do mesmo intervallo a serie 

f(xx) + ( X - Xi) f (Xi) + . . . + Y ^ i P ( x , ) + . . . 

será convergente e lerá por somma f ( x ) . 

Com effeito, tendo logar n'este caso a fórmula 

10 
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ou, para mais simplicidade, 

f(x) = Mo + M1 + . . . +M„_1 + R„ (1) 

qualquer que seja n, teremos 

f (x) = Iim (MO + «i + . . . + M„_I) + Iim Rn (2) 
n—oB n—oc 

Se a parcella Iim Rn é nulla, poderemos pôr, e só então 
n=oc 

f(x) = Iim (MO + M1 + . . . + Mn—i) = 2 Mj. 
Il-x 

Para demonstrar agora a convergência da serie precedente, a 
equação (1) dá-nos successivamente 

f(x) = Mo + M1 + . . . + + Ry 

f(x) = M0 + M1 + ... + Uj_\ + Uj + My+1 + ... + UjJrIi—\ + Ry-J-A, 

d'onde se tira 

Uj + My+1 + . . . + UjJrI—} = Ry - Ry-|-ft. 

Posto isto, para que a serie considerada seja convergente, é 
necessário e sufíiciente que, dada uma quantidade de valor ab-
soluto e, tão pequeno quanto se queira, se possa determinar um 
inteiro j para o qual se tenha 

mod (Uj + My-J--J + . . . -f —i) = mod (Ry — Ry+fc) < e 

por maior que seja k. 
Ora esta determinação é possível, pois, se j verificar a des-
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1 1 
egualdade modRy<—e, será a fortiori modR j+/; < — e, e, con-

A a 

sequentemente, satisfeita a relação precedente. 

T H E O R E M A II. — A convergência da serie 2 « I não envolve em 
si a existencia da equação lim Rn = O, visto que mod (Ry—R;'+*) 

pôde convergir para zero à medida que j cresce sem que a mes-
ma convergência tenha logar para Rj e Ry+*. 

O B S E R V A Ç Ã O D E C A U C H Y . — Se 2 U; é uma serie convergente 
nem sempre será f(x) = 2u,-; pois, pelo que precede, este caracter 
não é sulíiciente para na equação (2) se considerar nulla a par-
cella lim Rn. 

Para definirmos as funcções a que se applica esta observação, 
considere-se a condição de convergência lim (Ry — Ry+/;) = 0, 

sendo py, para qualquer valor inteiro e positivo do seu indice in-
cluindo zero, constantemente egual a uma funcçâo determinada 

1 
<p (x), e ry um infinitamente pequeno ao mesmo tempo que —. 

Posto isto, sendo na nossa decomposição PO = PJI A parte de f [ x ) 
d'onde provém py será <p(x) e ter-se-ha o systema de equações 

que dará 

I íy=(p + r)y = py+ry, 

9 (?) = PO. 

< p ( x ) = I p ( X 1 ) + p i , 

<p ( x ) = <p (X1) + ( x — Z1) <p' (X1) + p.2) 

<P [x) = Ç ( X 1 ) + ( X - X 1 ) <?' ( X 1 ) + . . . + 

* 
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das quaes se tira 

9 (*i) = 0, 9' (Os1) = 0, . . . f M f c i ) = 0. 

Como j é tão grande quanto se quer, as equações precedentes 
mostram que 9 (a;) será uma funcção com um numero infinito de 
zeros eguaes a x\. 

Relativamente ao termo complementar rj, elle provém de uma 
funcção susceptível de ser desenvolvida em serie segundo a fór-
mula de Taylor. 

Convém advertir que a existencia da funcção 9 (x) não só é 
siifliciente mas também necessaria, porque outra qualquer decom-
posição de Ry é sempre reductivel á que adoptámos. 

Podemos portanto enunciar o seguinte 

THEOKEMA III. — Se 2UJ é uma serie convergente no intervallo 
de Xj a X2, e nenhuma das parcellas de f ( x ) admilte um numero 
infinito de raizes eguaes a x j , no mesmo intervallo será f ( x ) = 2u, . 

A applicação da fórmula de Taylor ao desenvolvimento em serie 
de uma funcção torna-se agora muito simples. A analyse de cada 
uma das parcellas |„ (x) de f(x) reduzir-se-ha à determinação 

Aln rx\ 
fácil do verdadeiro valor de ———— para x = x\ e n = 00 . 

( í r - z i ) " y 1 

Relativamente 6 determinação do limite x% de convergência, para 
as series a que nos conduz esta fórmula, faz-se pelos theoremas 
geraes com a mesma facilidade. 

Para exemplificar esta doutrina, consideremos a menor deter-
minação da funcção are tanga;. Como a serie 

i 15 r-n—1 
i T ^ r n f M - T + T - - + ( - 1 I ^ l + -

é convergente para todos os valores de x comprehendidos entre 
— 1 e + 1, n'este intervallo será 

as3 , X5 , x-n~1 

aretangm = — + — ~ . .. -f ( _ ! ) « _ 
3 5 ' " v 2 n - l " " 
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por ser a partir de n = 1 

(are tangaA 

J r c c -

Nota. — A discussão da serie Smj exige, é verdade, o conheci-
mento da derivada da ordem de f(x) para o valor particular x=x\; 
mas, como se sabe, a solução d'este problema é muito mais ex-
tenso que para um valor qualquer x. 
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A P P L I C A Ç O E S D A F O R M U L A Q U E D A A S D E R I V A D A S D E O R D E M Q U A L Q U E R 
D A S F U N C Ç O E S D E F U N C Ç O E S 

POE 

F. GOMES TEIXEIRA 

Sejam dadas as funcçôes 

( i ) < / = / » > m = ? ( 4 

Ê bem conhecida a fórmula que dá a expressão da derivada 
de ordem n de y relativamente a x: 

n! (u1)" (u")b... (uM)l 

( 3 ' ^ = 2 a! 6 ! . . . / ! (2 ! )» (3!) ' . . . («!) ' ' 

onde o sommatorio se refere ás soluções inteiras positivas da 
equação 

a + 2ò + 3 c + . . . +nl = n, 

e onde é 

i = a + b + . . . +1. 

O fim d'este artigo é deduzir por meio d'esta fórmula algumas 
fórmulas conhecidas de analyse, que ó costume obter por pro-
cessos diversos. 

Em outro artigo faremos algumas applicações de outra fórmula 
mais geral relativa á derivada de ordem n das funcçôes compos-
tas, que publicámos no GiurnaJe di Malcmaliche de Battaglini 
( t . XYIIIY . 
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Polynomios de Legendre 

I. Sabe-se que os polynomios de Legendre são os coefficientes 
Xo, Xj , X 2 , etc. do desenvolvimento em serie 

i_ 
t , = ( l - 2 t t Z + U2) 2 = Xo + XlU + X2M2 + ... + XfcMfc+ ...» 

que é convergente quando u é, em valor absoluto, menor do que 
a menor das raizes da equação 

l - 2 « a : + u s = 0 . 

Applicando á funcção y a fórmula (2), vem 

, _ i . 

_ k l 1 . 3 . 5 . . . ( 2 / - 1 ) (X-M)a i , 
j " a ! ò ! 2 « y 2 ' 

onde o sommatorio se refere ás soluções inteiras e positivas da 
equação 

a + 2ò = fc, 
e onde é 

i = a + 6. 

Pondo M = 0, vem a fórmula 

v y o « , 1 . 3 . 5 . . . ( 2 / - 1 ) 
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OU 

1 . 3 . 6 . . . ( 2 ^ - 1 ) ^ 
<s> p - ^ m » 

que serve para calcular os polynomios de Legendre. 

II. Derivando k vezes a identidade 

vem 
dk 

2 ( iy-, ( a f e - g f t - 1 ) . . . ( 4 - 2 6 + 1 ) ^ 
6 = 0 

_ < Í o l j " 6! (4 — 26)! ® ' 

ou, separando os factores pares dos impares no producto (27c—26)!, 

_ * ( _ l ) t 1 - 3 . 5 . . . ( 2 4 - 2 3 - 1 ) . 2 ^ . k l 

6=01 6! ( 4 - 2 6 ) ! * ' 

Comparando esta fórmula com a fórmula (3) acha-se a formula 
conhecida 

1 dk 
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y(»-l) = 2 

II 

Fórmula de Jacobi 

Procuremos a derivada de ordem n — 1 da funcção 

2/ = ( 1 - * 2 ) " 4 

Applicando a fórmula (3), vem 

( „ _ ! ) ! ... ( - 2 . ) « ( - 2 ) » ( 1 + ^ ) - 4 - -

a! 6! (2!)fc 

onde o sommatorio se refere ás soluções inteiras positivas da 
equação 

a + 26 = n — 1, 

e onde é 

i = a + 6. 

Temos pois a fórmula 

= (- l ) n - i - 6 ( w _ 1)! ( 2 ) t - 1) . . . (26 + 3) (1 - S * ) ^ 

(n — 1 — 2 6)! 6! 2 6 

, 1 . 3 . . . (2ra—1) n I o ^ t - » ( I - ^ ) h T 
[ J • n

 [ ; ' 1 . 3 . . . (26 + 1) (n—1 — 26) 16126' 

que, por ser 

2 J x 1 . 2 . 3 . . . 6 x 1 . 3 . . . ( 2 6 + 1 ) = ( 2 6 + 1)1 
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dá 

, « / ^ f 1 . 3 . . . (2n — 1) y(n-l) = (_ l)n-l , ! L 

t I 1 
, (n - 26) . . . (1 - x2) 2 

x 2 ( _ , ) 0 _ ( 2 6 + 1 ) , 1 

Pondo agora x = cos o», vem 

i « / i 1 . 3 . . . (2n — 1) y(n—i) = l)n—l , i L 

M - -
, (n — 2 6 ) . . . n c o s " - 1 — 2 í l w s e n 2 w 

x 2 ( - ' ) ' • k — z — ( ã í + i y r • 

ou, em virtude de uma fórmula bem conhecida de Trigonometria, 

, .. . .. . 1 . 3 . . . (2n — 1) . , 
y\n •) = (— i)n—i . i l Sen n (are cos x), 

resultado devido a Jacobi. 

III 

Desenvolvimento em serie de arc(tangx). 
A funcção 

y = are (tang x) 

dá 

y ' = ( l + x 2 ) - 1 , 

e portanto, applicando a fórmula (3), vem 

. JV (n — 1)! i! (2x)a (1 + x 2 ) — 1 — i 

y d ) = 2 ( _ i ) . . * — la/6;, v . 
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onde o soramatorio se refere às soluções inteiras positivas da 
equação 

a + 2 6 = n— 1, 

e onde é 

i = a + 6. 

Temos pois 

í ( _ ! ) « - ! - » ( » - * ) ' ( « - 1 - » ) » ] 
y{n) = 2 I ' ( « - l - 2 6 ) ! 6 ! I 

( x ( 2 ^ - 1 - 2 6 (1 + a;5)6-" 

onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros positivos 

de p, desde zero até ao maior inteiro contido em . 
Jt 

Pondo agora » = 0, temos: 
I.0 Se n è impar, todos os termos da fórmula se annullam, 

excepto aquelle que corresponde a n — 1— 2jJ = 0; e teremos 
portanto 

n—l 

y 0 W = { = l ) 2 . ( n - 1 ) ! 

2.° Se n é par, o expoente n— 1 — 2 3 não pôde ser nullo e 
portanto teremos 

y0W = O. 

Applicando agora a fórmula de Maclaurin, vem 

/|j 3 /pTl—-1 
are (tang x) = x — — + . . . ± + R„, 

o n—l 

onde 

( ( _ , ) » - > - * ( " - l - f t ) » 
R . - — ( h — 1 — 26) ! 6 ! 

n I 
( x ( 2 9 ¾ ) " - 1 - 2 4 ( 1 + Ô 2 * 2 ) 6 - " 
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Temos pois 

xn 1 (20 a;)»-1-26 

n < V 2 J Í • ( l + e a * 8 ) » - 4 

n Xn í 1 / Zbx \ n ~ b 

Rii < — 2 

ou 

n 6! ' | ( 2 6 ® ) 6 + V ^1 + 8« 

A primeira d'estas desegualdades, no caso de ser x < -- (em 
1 2 

valor absoluto), e a segunda no caso de ser e <1 (em 

valor absoluto) dão 
Xn 1 Xn 

R« < — 2 -T7 < — e, 
n b! n 

d'onde se eonclue que o resto Rn tende para zero quando n tende 
para o infinito. 

IV 

Desenvolvimento em serie de sen (sen a;), cos (sen ac), etc. 
Seja 

y = sen (sen x), 
ou 

y = sen u, u = sen x, 

e portanto, em virtude da formula (3), 

«M 
sen (u + i ^ j sena^a; + sen6 ^a; + 2^ . . . 

a ! b! . . . I! (2 !)» . . . (n !)' 

onde o sommatorio se refere a todas as soluções inteiras positivas 
da equação 

a + 2 6 + . . . + n / = n, 
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e onde é 

Pondo x = 0, vem 

J/o1 

i = a + b + . . . +1. 

.TC TC ^ It 
sen i — sen" — sen6 2 —. . . 

(») _ 2 2 2 
nT = 2 a ! 6 ! ...11(21^...^1)1 

onde o producto 

.It TC ,TC 
s e m —sen"— . . . sen'n — 

2 2 2 

6 egaal a zero, ou a + 1, ou a — 1. 
Esta fórmula dá os eoeffieientes do desenvolvimento de sen (sen x) 

em serie ordenada segundo as potencias de x. O resto é dado 
pela fórmula 

sen í sen Hx + i — J sen" \Hx + ~ 

Rn = xB 2 -
a ! b! . . . l\ (2!)» . . . (»!)* 

e vê-se que tende para zero á medida que n tende para o infi-
nito, quando é x< 1 (em valor absoluto), por ser 

x n n ! 
n < «7 " albl . . . /!(2!)»...(«!)'' 

e 

1 n ! 
nT 2 o! ò ! . . . / ! (2 ! )&. . . (w !)' 

tender para o limite zero (*). 
Do mesmo modo se desenvolvem as funcçôes sen (cosx) , cos 

(cosx) e cos (senx). 

(*) Ve - a pag. 41 d'este volume. 
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Desenvolvimenlo em serie de e ( , \ 
A funcção 

ou 

y = ew, u = ex, 

dá, em virtude da fórmula (3), 
n IgU eix 

}.(n) _ y 
y albl ...H(Zl)* ...(»!)»' 

onde ó 

a + 2 6 + . . . + n Z = n 

í = a + b + ... +1. 
Pondo x = 0, vem 

y°[n)
=el— 1 

i • . n ! a J 6 J . . . I ! ( 2 ! ) * . . . ( n ! ) 

Esta fórmula dá os coefficientes do desenvolvimento em serie 
da funcção considerada; o resto é dado pela fórmula 

gíO* giO* 
Rn = 2 a!b! ...J!(2!)»...(»!)' 

e tende para zero á medida que n tende para o infinito, quando 
é xex< 1, por ser 

0 (xeX)n n! ]i <- ptf* i L. 5 
n ' n! a! 6! . . . 11 (21)» . . . ( » ! ) » ' 
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e os factores 

1 
2 a ! 6 ! . . . I ! ( i ! ) » . . . (« ! )» ' 

tenderem para zero. 

VI 

Números de Bernoulli 

Consideremos a funcção 

y = ( 1 + ^ ) - 1 

e procuremos primeiro o valor que toma y ( 2 f t —quando é x = 0. 
Temos, applicando a fórmula (3), 

a 161 . . . i ! (21)6 (3 l ) c . . . (2n — 1!)' 

onde a, 6, . . ., l representam todas as soluções inteiras posi-
tivas da equação 

a + 2 6 + . . . + ( 2 n - l ) i = 2 n - l 
e onde é 

í = a + 6 + . . . + 1 ; 

e portanto, pondo ÍC = 0, 

yo 2*+1 a! 61 . . . Z|! ( 2 ! ) 6 . . . (2n — 11)' 

Os números de Bernoulli estão ligados com t / o ' 2 n — p o r meio 
da relação 

Ban-i — ( - 1 ) " • yo ( 2 n - 1 )> 



17 2 
JORNAL DE SCIENCIAS 

de modo que temos 

B^n-I = J M L y ( _ l\i+n  1 I . 
— 1 1 2*+i a! ò!... /! (2!)6... (2n — 1!)' 

Por esta fórmula póde-se calcular os números de Bernoulli, ou 
achar uma fórmula mais própria para o mesmo fim. 

Com effeito, applicando a fórmula (3) á funcç3o 

1 / d 2 " - 1 ( e ^ - m 

JT \ dx9-«-1 A=o 

vem o resultado 
(2w— 1)! 

2 a!ò! . . . I! (2!/ . . . ( 2» - I)'' 

onde o sommatorio 2' se refere aos valores de a, 6, . . ., I que 
satisfazem ás equações simultaneas 

a + 2b+ . . . + (2n — 1) Z = 2n — 1, a + b+ . . . + l = i. 

Temos pois 

n 2 ^ - 1 , il (2n — 1)! 
TK . = V yl v ' 

í n _ 1 2 2 » - 1 í = i ' ' 2'" " a ! 6 ! . . . / ! ( 2 ! ) 4 . . . ( 2 n - l ! ) ' 

n 2nT1 Z 1 ^ n JL A/-"-1 (Ca-I)X 

ou, pondo 

(f— 1)« = — etí—1)« + ^ ¢(1-2)1 _ . . . , 

Il 

J_ [j2»-l _ i ( i _ 1)2»—1 + g) (j _ 2)2« 1 _ . . . ] . 
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VII 

Números de Euler 

I. Applicando u fórmula (3) à f u n c h o 

y = (cos x)~1 

vem 

nlil cos" f x + ) cosb ( a j + 2 - ^ - ) . . . c o s ' / x + » — J 
« M - V - 1 V V 2 ^ V 2 Z V 2 Z y ' o! 6 ! . . . / ! ( 2 ! ) » . . . (n!)' cosM-t x 

Os números de Euler s5o os valores que toma esta derivada 
quando se faz a: = O, e temos portanto a fórmula 

7C 7C . W 
(2 n)! i! eosa — cos'' 2 — . .. cos' 2n — 
\ J 2 2 2 

C2n = 2 ( - 1 ) ' . a! 6! . . . / ! ^2 Ij6 . . . (2n !)' ' 

onde é 

a + 2 b + . . . + 2 n l = 2 n , i = a + b + . . . + 1 , 

que serve para calcular estes números. N'esta fórmula é evidente-
mente 

cosa — . cos6 2— . . . cos' 2«-^- = O, ou + 1 , ou — 1, 
2 2 2 

segundo os valores que tiverem a, b, c, etc. 
11 



17 2 
JORNAL DE SCIENCIAS 

II. Consideremos agora a funcç&o mais geral 

y = (cos x)—P. 

Applicando a fórmula (3) vem 

n ! p ( p + 1 ),..(/>+i— 1 ) c o s " ) ...Cos i(a;+n—J 
, ( n l ^ v í — I V ^ ' \ • 
1 >' alb! . . . / ! (2!)''... (n!)' cos'+Px 

X-" 
e pondo x = 0 e chamando Cs,, o coefficiente de - — — no des-

(2n)! 

envolvimento de (cos x)~v em serie, vem 

C2li = 2 ( - I j i . 

( 2 n ) l p ( p + 1) . . . ( p + i — 1 ) Cosa^-. . . cos (2/i^-
2 Jd 

a ! 6! . . . I ! (2!)« . . . (2n!) ' 

onde 

a + 2 6 + . . . + 2nZ = 2n , « = a + 6 + . . . + Z . 

D'esta fórmula vamos tirar um theorema que demonstrámos 
no nosso artigo — Sur Ies nombres de BernouIIi (American Jour-
nal of Malhemalics, t. VII). 

Pondo p=p'+ 1 e notando que o numero 

( 2 » ) ! 
a ! 6 ! . . . * ! ( 2 !)* . . . (2n!)' 

é inteiro, e que 

p ( p + l ) . . . (p + t - l ) = ( p ' + l ) ( p ' + 2) . ..{p' + i) 

= múltiplo de p' + il, 
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vem 

Cjn = múltiplo de p'+ Ejn 

ou 

Ca,, = EÍB (modp — 1); 

H>1 ' - ¢ . 

VIIl 

IillY 

Derivadas do quociente de duas funcções 

Seja dada a funcção 

•ii.i 

Applicando a fórmula de Leibnitz, virá 

oSveupy iib *b/ili<HM| •> 
n i 

^ = Z N U ILM ? " - * ( * ) • hl(n-h)r w dxh 

mas temos 
. . f A 4 n - i 

dx* ' a ! 6 ! . . . Z ! (2 I j 6 . . . ( / » ! ) ' l ^ j 

onde 

a + 2 6 + . + / / i = /t, í = a + 6 + . . . + / . 

Logo teremos 
,(x) 'I — yi . ( x ^ - t t 

„(») - 2 v ( x ) , t JWWa-AVWm*))--* 
y 2 { X ) A , j « l i l . J f í ^ ^ 
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IX 

Derivadas das funcçôes inversas 

Se for 

y = f{x), X = F (y) 
virá 

dx_ 1 _ 1 1 

r[F(y)]~J(yj 
dx 

e portanto 

d ° x i i i y ( n ~ 1 ) ! ! W W W W V • • • Cy)]' 
dyn 1 ' a!b!...l ( 2 ! ) » . . . (n-1! ) ' [«]»( j / ) ] - 1 -»" 

onde a somma designada por 2 se refere a todas as soluções in-
teiras e positivas da equação 

a + 2 6 + . . . + ( n - l ) Z = n - l 

e onde é 
»' = a + 6 + . . . + / . 

X 

Mudança da variavel independente 

Seja 

« = / » . y = F (ar). 

e procuremos a derivada de ordem n de u relativamente a y. 
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A fórmula (3) dá, derivando u relativamente a y considerando 
x como funcçâo de y, 

d»xV , ^ i s /dx\a' / d ^ y /d*x\ 

, " " * < * > ( * ) U r ) - W ) dnu 
= 1 a'! 6'! . . . I11(2 l)b' . . . (n!)" ' 

onde é 

a' + 2b'+ . . . nl' — n, t W + 6' + . . . + Vt 

doe (fâoc 
onde se deve substituir —, - — , etc. pelos seus valores obtidos 

dy dyt 

no paragrapho anterior. 
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BtBLlOGRAPHEA 

Ligação do observalorio astronomico de Lisboa com a triangulação 
fundamental. — Lisboa, 1886. 

Contém esta importante memoria, publicada pela Direcção 
geral dos trabalhos geodesicos, a descripção da serie de operações 
feitas debaixo da direcção intelligente do sr. Brito Limpo, para 
ligar o observatorio astronomico de Lisboa á triangulação funda-
mental portugueza, e portanto á triangulação que se extende sem 
interrupção sobre toda a superfície da Europa. 

Além das tabellas das obsenações feitas para o fim que se 
tinha em vista, enriquecem este bcllo trabalho as descripções dos 
methodos empregados nas observações e nos cálculos posteriores. 

No primeiro capitulo dcscreve-sc a triangulação empregada e 
o methodo seguido nas observações. Km seguida vêem desenvol-
vidamente expostos o methodo para achar as direcções mais pro-
váveis dos pontos observados de uma estação geodesica; e o me-
thodo empregado para a compensação da rede trigonométrica, 
isto é, o methodo para fazer as correcções das direcções obser-
vadas de modo a satisfazer ás condições próprias das figuras geo-
métricas que entram na rôde, e do systema polygonal que todas 
junctas constituem. 

No segundo capitulo vem exposto o methodo pelo qual se acha-
ram as differenças de uivei das estações, as tabellas d'estas ob-
servações, e o methodo para d estas observações tirar os valores 
mais prováveis das differenças de nivel procuradas. 

Finalmente, no terceiro capitulo vem a deducção dos resulta-
dos a que se pretendia chegar, isto é, a determinação das diffe-
renças entre as coordenadas geographicas do observatorio astro-
nomico de Lisboa e o vertice — Observatorio do Castello de S. 
Jorge — da triangulação fundamental do reino. 
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G. Guccia.— Formole analiliche di alcune Iraxformazioni cremo-
niane delle figure plane (li. dei Circolo Matematico di Palermo, 
t. i). 

Teoremi sulle trasformazioni cremoniane nel piano (Item). 
Generalizzasione di un theorema di Noether (liem). 

O objecto d'estas notas interessantes 6 o estudo da transforma-
ção geoinetrica, conhecida pelo nome de transformação cremo-
niana, do nome do geometra illustre que primeiro a estudou. 

Na primeira o sr. Guccia, depois de enunciar o problema al-
gébrico correspondente à transformação bi-racional entre dois 
espaços do mesmo numero de dimensões, considera especialmente 
o caso dos espaços com duas dimensões e dá a solução d'este 
problema para algumas soluções geometricas das equações inde-
terminadas a que conduz a transformação de ordem qualquer. 

Na segunda nota o auctor occupa-se também da transformação 
cremoneana de ordem qualquer no caso dos espaços de duas di-
mensões, e ahi apresenta uma serie de proposições geometricas 
importantes, de que não se pôde dar idéa em pequeno espaço. 

Na terceira nota o illustre geometra extende aos systemas li-
neares do genero zero um theorema importante devido a Nother, 
em virtude do qual toda a transformação bisracional entre dois 
planos se pôde resolver em um numero finito de transformações 
quadraticas. 

M. d'Ocagne.— Etude géométrique sur lellipse. — Paris, 1886. 

Destina-se principalmente aos engenheiros este excellente opus-
culo do sr. d'Ocagne, onde a ellipse é estudada debaixo do ponto 
de vista da applicação que d'ella se faz muitas vezes para o intra-
dorso dos arcos das pontes de pedra. N'este caso, para traçar as 
junctas na estampa (pie se 6 obrigado a fazer, é necessário con-
struir muitas normaes á ellipse, e para esta construcção o auctor 
dá um processo ao mesmo tempo muito simples e que nunca pôde 
sahir dos limites destinados ao desenho. 
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J. DeruyIs. — Sur une classe de polynômes analogues aux fon-
ctions de Legendre (Mémoires de Ia Société Royale des Sciences 
de Liège, t. x iv) . 

Siio estudados n'este bello trabalho os polynomios comprehen-
didos na formula 

n + < / -

onde a e b são constantes rcaes differentes de zero, e p e q são 
quantidades positivas. Estes polynomios, que comprchendem como 
casos particulares os polynomios de Jacobi e os do sr. Hermite, 
têem propriedades analogas às dos polynomios de Legendre. 

Dr. Fr. Engel.— Heber die Definitions gleichungen der continuir-
lichen Transformalions gruppen. — Leipzig, 1886. 

Zur theorie der Beriihrungs transformationen (Malhematis-
chen Annalen, t. xxn) . 

O objecto da primeira memoria é a exposição d'um novo me-
thodo para a determinação de grupos de transformações infini-
tesimaes, por meio das suas equações de definição. Esta ordem 
de Iransfoi mações foi introduzida na analyse por Sophus Sie, 
que escreveu sobre o assumpto numerosas memorias. O auctor 
propõe-se generalisar os processos e os resultados do analysta 
dinamarquez, sem se preoccupar com a determinação dos typos 
de grupos de transformações, nem com a das suas formas nor-
maes. A memoria começa por um resumo das principaes noções 
e proposições relativas á Iheoria d'estes grupos, em especial dos 
de transformações infinitesimaes; segue-se-lhe desenvolvidamente 
o estudo d'estas, nos aggregados simples e de ordem superior, 
terminando por alguns casos especiaes no espaço a 2 e n dimen-
sões. 

A segunda memoria, publicada nos Mnlhemalische Annalen, re-
fere-se ás transformações de contacto, cuja importancia para a 



MATHEJIATirAS E ASTRONÓMICAS 169 

theoria das equações difierenciaes foi primeiro posta em relevo 
por Sophus Sie. O auctor teve em \ista |>reencher uma lacuna, 
que até aqui havia n'esta theoria, e evidenciar a ligação intima 
que existe entre as diíTerentes classes d'eslas transformações. 
Para este fim estuda primeiro as transformações de 1." ordem e 
ordens superiores no espaço a 2 dimensões, e generalisa os seus 
resultados ao espaço de n dimensões. 

M. d'Ocagne. — De la déviation dans 1'ellipse (NouveIIes Annales 
de Malhématiques, 3 è m e série, t. v). 

Sur certames suites de fractions irréductibles (Annales de la 
Société scientifique de liruxelles, t. x). 

Sur Ies sons invariants des formes binaires [Item). 

E. Guccia. — Sur Ies transformations Cremona dans Ie plan (Co!ti-
ples rendus de iAcadémie des Sciences de Paris, 188o). 

Sur Ies transformations géométriques planes biralionelles 
(Item). 

Sur une question concernant Ies points singuliers des cour-
bes algébriques planes (Item, 1886). 

F. Engel.— L'eber die Abel'schen Relationen fiir die Tlicilwerthe 
der elliptischen functionen (Herichte der K. Sachs Gesellscliaft 
der IVissenschafIen, 1885). 

Zur theorie der Zusarnmensetzung endlichen continuirlichen 
Transformationgruppen (liem, 1886). 

J. De ruyls. —Sur Ie calcul approché de certaines intégrales defi-
nies (fíulletin de IAcadémie Royale de Helgique, 1886). 
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M. Lerch. — Prispervky Ic theorii funkci elliplikych.—Prag, 1886. 

G. Enestróm.— Brevis for salsen, ali den fullslàndiga integralen 
till en differenseqvalion of n: te ordningen innehaller n arbitrara 
konstanter. — Stoekholm, 1886. 
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R E M A R Q U E S SUR L A T H É O R I E D E S S É R I E S 
(Extraits d'une lettre adressée à F. Gomes Teixeira) 

PAB 

E. CESAHO 

P r o f e s s o u r à 1 ' u n i v e r s i t é d e P a l e r m o 

ReIativemcnt aux limites des expressions 

""̂ 1 et $w,„ pour n infini, on sait déjà que, si elles existent, ellcs 
«n 

sont égales. Depuis Cauchy on sait en outre que, si Ia première 
Iimile existe, il en est de même de ia seconde. M. Lerch vient 
de faire voir (pag. 79) que l'on ne peut alhrmer, inversement, que, 
si Ia seconde limite existe, il doive en être nécessairement de même 
de Ia première; mais 1'exemple qu il cite est teilement compliqué 
qu'il ine permettra, sans doute, d'y substituer Ie suivant: 

ç4 + q2 + </4 + ql + q* + q* + g8 + . . .. 

La série est convergente, si q est moindre que 1'unité, en va-
leur absolue. On a, d'ailleurs, lim. 'Ztin = q; mais Ie rapport 
"n+l 

ne tend pas vers une limite délerminée, puisqu'il est égal 
lln 

à 1 ou à <!*-, suivant que n est impair ou pair. De même, pour 
la série 

q+qt + ql + qS + ql + qt + q™+ . 

Ie jvipport en question est q ou q2, suivant Ia parité de «, mais 

^un tend vers q\^q; Il est vra 

S 
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W i i 
que M. Lerch se propose de montrer que peut augmenter 

Un 

au-delà de toute limite, malgré Ia convergence de Ia série; mais 
alors je puis, à sa série, substituer celle-ci: 

oíi 3 > a > L Le rapport Iend vers zéro ou vers Tinfmi1 
un 

suivant que n est pair 011 impair. Cependant Ia série est conver-

gente, et l'on a Um. Sjun= 1 

En général, si tend vers v limites différentes, 
u 11 

Xi. X ,̂ X3, . . ., Xv, suivant la forme de n, on peut affirrner que 
\Jun tend vers une limite déterminée, et que cette limite est 

- IiJ 1 . <i)2 . W3 - Ir 

1 2 3 " ' ' 1 

ou s,i représente la fréquence, dans Ie système des nombres en-
tiers, de la forme de n, pour laquelle Ie rapport considéré tend 
vers Xj, de sorte que l'on a toujours 

wl + côa + ò>3 + • • • + w» = 1 • 

On obtient, pour v= t, Ie théorème de Cauchy: pour v = 2, 

et wi = tõ2> on voit que, si tend vers deux limites diflféren-
un _ _ 

tes, X et suivant que n est pair ou impair, \Jun tend vers VXJA: 
c'est ce que l'on vérifie pour Ies deux premières séries, citées 
ci-dessu*. Soient encore x et a Ies deux diíTérentes limites de 

; mais supposoiis que, pour faire tendre ce rapport vers p. 
U11 

il faille attribuer á n des valeurs, dont Ia fréquence soiMnfini-

ment petite dans Ie système de nombres entiers. Alors Vun tend 
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vers X. Cest Ie cas de Ia série de M. Lerch 
La remarque de M. Lerch me semble digne 

d'entrer dans l enseigneinent, et je l ai efíectivement introduite 
dans Ie cours que je donne, cette année, à 1'Université de Pa-
lermo: j'ai exposé, en outre, à Ia suite de Ia règle de llaabe, 
1'intéressant théorème que M. Cahen vient de faire eonnaitre dans 
Ies Nouvelles Annales (novembre, 1886) . Ce théorème n'est pas 
essentiellement nouveau, en ce seus qu'il est contenu dans la pro-
position générale, donnée par M. Tannerv à la page 82 de son 
Inlroduction à la théorie des fonction d'une variable; mais il a cela 
de bon qu'il est plus accessible aux commençants 

Revenant à Ia remarque de RL Lerch, 
j'ajouterai qu'une série peut ètre convergente, sans qu'il existe 

une limite pour —, ni pour Vun. Ces t ce qui arrive, par 

exemple, pour la série 

ou ^ < « < 1. On voit, d'une part, que IrUn est égal à a ou à 
U I A 

suivant que n est impair ou pair. D'autre part, ' tend vers O 
Un 

ou vers + ae , suivant que n est impair ou par. 11 n'y a pas de 
contradiction avec la généralisation du théorème de Cauchy, donné 
plus haut, parce que, dans Ie cas actuei, 1'expression trouvée 
pour la limite de Vun devient indéterminée, à cause de Xi = O, 
Ao = ao 

Permettez-moi encore de faire observer que, 
pour une forme convenable de un, Ie théorème de Cauchy équi-
vaut à dire que, si Ia fonction /'(>i) tend vers une limite déter-
minée, lorsque 1'entier n augmente indéfiniment, on a 

l i m - ~ [ r w + n 2 ) + n 3 ) + . . . + ^ n ) ] = n * > ) . 

Mais, d'après M. Lerch, Ie premier membro peut avoir une 
limite déterminée, sans qu'il en soit de même pour f(n). Il sufiit 
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de fairc, pour s'en convaincre, f(n) = (— 1)". Si Ies valeurs de /"(«), 
pour n infini, sont Xj, X2, X3, . . . , X,, suivant la forme de n, ou a 

1 í==v 

lim. - [ f(1) + /"(2) + f{3)+ . . . + /•(»)] = 2 XiSi, 
n i=í 

ou ô>i est la probabilité qu'un nombre entier, pris au hasard, 
appartienne au syslème de valeurs, pour lequel f(n) tend vers Xi, 
lorsque n devient infini. Je développerai, une autre fois, Ies con-
séquences aritbmétiques de ce tiiéorème 

Parmi Ies séries qui empéclient d'énoncer Ia réciproque 
du tiiéorème de Cauchy, je puis encore citer de nombreuses sé-
ries aritbmétiques. Ainsi, par exemple, 9(n) étant Ie nombre des 
diviseurs de n, nous savons que la série 

6(1) 6(2) 6(3) 6(4) 
3m ^ r 

est convergente, si m> 1, et qu'il en est de méme, pour m> 2, 
de la série 

ã + J i + í i + ã + . . 
Jm 2 m 3 m 4 m 

ou Jn représente la somme des diviseurs de n. Pour ces deux 
séries, n a I unilé pour limite. Mais, dans Ia première, Ie 

U i 1 
rapport " tend à ne pas rester au-dessous de 2, iorsque n 

Un 

parcourt la série des nombres premiers. Si, au contraire, cest 
à i t + 1 qu'on attribue des valeurs premières, Ie rapport dont il 

s'agit est inférieur à - - . Le contraire a Iieu lorsqu'on remplace 

6 (n) par la fonction de Gauss, y(n). Quant à la seconde série, 

on remarquera que la fonction — fn est toujours supérieure à 1, 
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qu'elle devient égale à 2, Iorsque n est un nombre parfait; mais 
qu'elle peut ètre rendue plus grande que toute quantité donnée, 
N, bien que cela devienne de moins en moins probable, à mesure 
que N croit. Dans Ies conditions qui ont été envisagées pour la 
première série, Ie rapport de deux termes consécutifs tend à ne 

pas rester au-dessous de —, ou, suivant Ies cas, à rester moindre 
2 2 

que —. Du reste, dans Ies deux séries, Ie rapport en question 
o 

peut devenir aussi grand qu'on Ie veut, ou bien s'approcher de 
zéro autant qu'on Ie désire 

Dans 1'égalité 

hm. ~ [ f ( í ) + f ( 2 ) + f ( 3 ) + . . . + f(n)} = f ( n ) , 

ou, naturellement, on admet que /"(ao ) ait une valeur détermi-
née, supposons que f(n) soit la somme Sn des n premiers termes 
d'une série convergente. On a, pour n infini, 

Um. - (S, + S 2 + S 3 + . . . + Sn) = S, 
n 

d'oú 1'on déduit 

1 
Um. — (u\ + 2 « 2 + 3 M3 + . . . + nwn) = 0. 

n 

De même, pour f(n) =nun, si nu„ tend vers une limite X, on 
a, en vertu du dernier résultat, X = O. Ainsi, dans toute série con-
vergente, nun ne peut tendre vers une limite di [fé rente de zéro. Ce 
théorème est mal énoncé par quelques auteurs, qui semblent ne 
pas se douter qu'une série peut être convergente, sans que nu„ 
ait une limite. Il est évidemment possible que cela arrive lorsque 
la fonction nun est soumise, pour n croissant à Hnfini, à des os-
cillations convenables, qui Iui permettent sans cesse de s'approcher 
indéfiniment de zéro, ou bien d'atteindre cette valeur. On voit, 
en outre, que, contrairement à ce que 1'on suppose dans Ies trai-
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tés, il nes t pas indispensable que Ia série soit à termes positifs. 
De sorte que, si l'on trouve, dans une série quelconque, que Ie 
produit Iiun tend vers une limite finie et déterminée, autre que 
zéro, ou bien qu'il oscille dans un intervalle qui ne contient ni 
zero, ni des quantités indéfiniment voisines de zéro, on peut aflir-
mer que Ia série proposée n'est pas convergente 

Il est très-facile qu'une série soi conver-
gente, inalgré que Ia limite de nu„ n'existe pas: il sullit de citer 
Ies séries simplement convergentes, déduites de Ia série harmo-
nique. Cela arrive plus difficilement pour Ies séries absolument 
convergentes. Ainsi, par exemple, dans une série convergente, 
à termes posilifs, Ie produit nun doit osciller, s'il ne tend pas à 
zéro, entre O et un nombre positií a. Soit e un nombre positif, 
inférieur à a. Soient ti, n", n"', . . . Ies valeurs de v, pour Ies-
quelles nun<í. Il est clair que Ia fréquence de ce système de va-
leurs, dans Ie système des nombres entiers, diminue avec s. Si 
elle peut être rendue inférieure à une fraction proprement dite, 
Ia série donnée ne peut ôtre convergente. Si, au contraire, quel-
que petit que soit e, la fréquence dont il s'agit ne cesse de dif-
férer infiniment peu de !'uriité, Ia série considérée peut être con-
vergente. Je ne dis pas qu'elle Ie sera nécessairement. Cela tient, 
pour peu qu'on y réllécbisse, à ce que la série 

-L+±+±+JL+ 
U1 «2 "3 « í 

ou Ies dénominateurs constituent un système arbitraire de nom-
bres entiers, inégaux, est divergente, si Ia fréquence de ce sys-
tème n'est pas infiniment petite. On sait, en effet, que Ia fré-
quence en question est Ia limite, pour Wi = 1, de 

(m — I) (—- + — + — + V ' \ m m m 

II faut remarquer, ici, que Ia fréquence du système n', n1', n"', 
lorsque e tend íi zero, n'a pas généralement pour limite la valeur 
qu'elle prend pour s = 0: cette dernière valeur est d'ailleurs zéro, 
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dans Ie cas actuei 
Il nous resle Ie doute que, dans Ie cas ou la 

fréquence du système n, n", n'", . . . diffère infiniment peu de 
1'unité, la série soit nécessairemenl convergente. Il n'en est rien; 
car nous pouvons imaginer une infinité de séries à termes positifs, 
satisfaisant à la condition que l'on vient de rappeler, et pour Ies 
quelles nun ne tend pas à zero. Cependant, quelques-unes de ces 
séries sont convergentes: d'autres sont divergentes. Soit, en eífet, 

, 1 1 . . . . 
un égal à — ou à —, suivant que n appartient ou n appartient 

pas à un certain système illimité, íl, de nombres entiers, dont la 
fréquence, dans Ie système des nombres entiers, soit a. Il est 
visible que la fréquence du système n', «", n'", . . . , tend vers 
1—ai. Pour nous trouver dans Ies conditions prescrites, il faut 
donc, avant tout, que s> soit un infiniment petit, c'est-à-dire que 
Ies élémeuts de Í2 soient infiniment peu fréquents parmi Ies nom-
bres entiers. On reconnalt, alors, que la série proposée est di-
vergente ou convergente, en mème temps que la série des inverses 
des éléments de Í2. Ainsi, par exemple, si íl est Ie système des 
nombres premieis, la série proposée est divergente. Si íl est Ie 
système des carrés parfaits, la série proposée est convergente: sa 

somine est — f 1 — ^ J - Cependant, Ie produit Iiun s'écarte con-

tinuellement de Ia limite O, pour redevenir égal à 1'unité 
Quelque soit Ie système í l , ces suites offrent un nouvel exemple 

de séries, pour lesquelles V7Mtt tend vers 1'unité, tandis que ""̂ 1 

Un 

peut devenir plus grand ou plus petit que tout nombre- positif 
donné, ou se rapprocher de 1'unité autant qu'on Ie désire 

Palerme, 30 janvier, 1887. 

12 
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SUR L E S ARCS O E L L i P S E R E C T I F I A B L E S 
(Extrait d'une lettre adressée à F. Gomes Teixeira) 

M. MAURICE D'OCAGNE 

. . . Je prends Ia liberté de vous signaler une petite remarque 
au sujet de 1'intéressant article de M. R. GuimarSes sur Ies aros 
d'e!lipse rectifiables. 

Si 9 et (pi sont Ies anomalies excentriques des points ( [ x y ) 
et (£ ,Q, on a 

x' = a cos 9 ^ = acos<pi 

t / '=6s in<p ^ = 6sinipi , 

et Ia formule (C) de M. Guimarães s'6crit 

V/2 C i sin4 ^ - ^ ( l ± cos<p)4 

tang ?l = ± ta,ig 9 6 (1 ± y) • 

Si 91 = 9, on a donc 

2 c2 S i n i I p - 62 (1 ±z cos 9)2 = 62 (1 ± cos 9)2 , 
ou 

c sin 9 = 6(1 ± cos 9 ) . 

Si on prend Ie signe +, cette équation devient, en posant 
9 = 9', 

/ 1 ' 
Y T 9 

2c siri — cos — = 2b cos2 -7- , 
2 2 2 

ou 

t a n g | - = c 
b 
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si on prend Ie signe —, et que 1'on pose 9 = 9'' 

<U» a/' ç," 
2c sin -V cos = 26 sin2 J - , 2 2 2 

ou 

9" 6 
C O t g 1 - = - . 

Par suite 

J.' + 9" = it, 

et Ies points B'j et B"i correspondant respectivement h 9' et íi 
9" sont symétriques par rapport au petit axe OB. 

Si la perpendiculaire menóe par Ie foyer F au grand axe OA 
coupe la tangente en B au point I, on a 

IOA = - I - ; 

ce qui permet de construire immédiatement Ie point B'j. 
Si 

6 = 4 = , 9 ' = 9 0 » ; 
v 2 

6 = - | - , 9 ' = 60°. 

* 
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S U R L A P A R T I E T R A N S C E N D f l N T E D E L I N T É G R A L E 
D U N E F R A C T I O N R A T I O N N E L L E 

D U A R T E L E I T E 

(Professeur à 1'Ecole Polytechnique de Porto) 

C'est un Tait bien connu maintenant que pour oblenir Ia partie 
algébrique de 1'intégrale d'une fraction rationnelle il n'est pas 
besoin de connattre Ies infinis de celle-ci. Au moyen de Ia seule 
division algébrique on |>ar\icut à déterminer Ies coeíficients de Ia 
variable dans Ia fraction intégrale en fonction rationnelle de ceux 
de Ia différentielle (*). 

L'objet de cette note est de montrer qu'une circonstance ana-
logue se présente dans beaucoup de cas dans Ia détermination de 
Ia partie Iogaritlimique de 1'intégrale d'une fraction rationnelle. 

et supposons que Ie dénominateur F (x) ait n racines simples, 
que je designerai par a\. 

(#) Il suííit d'employer un des éléjçants procédés indiqués par M. Her-
mito dans son Cours d'Analyse, pag. 26o et suiv. 

Ce fait avait été prévu par Liouville, dans un mémoire pubtié dans IE 
eahier XXII du Journal de PEcole Polyteehnique, pag. 136, note. IL parait même 
résulter d'un mémoire de Crelle, dans Ie tome 9 de son journal, pag. 231, 
que cela n'était pas inconnu à Euler. 

Voyez aussi, sur ce sujet, deux notes de Mr. Gomes Teixeira, dans Ies 
Rendiconti delia Reale Academia dei I.incei, serie 4.", vol. I.0, marzo e aprile 

Soit 

1885 . 



181 

On a 

ou 

m y A» t 

F (x) X — a i 
i o t ^ t . Z f / - ' / " - " 7 

Aj=-
F' K f 

dou 
n 

y = lA.i Iog (x — ai). 
i 

Admettons maintenant qu'on ait trouvé des fonctions <pj (x) 
telles que Ies valeurs <ç»j (a,) soient des nombres entiers positifs 
non égaux. 

Si I'on pose alors 

A i = 2By ? J (a f ) = ^ M (1) 

Ies By étant des quantités qui ne dependent que de j, on aura 

y = i L f l o g a ^ 

n Pn 
= 2 Bi 2<Pjldi) Iog [x— ai) 

i Li 

= 2 By I o g n 
1 1 

Les produits 

Fj (z) = n( íc - O i f r M 

sont des polynômes, dont Ies coeffícienls se déterminent ration-
nellement en fonction des sommes de puissances semblables de 
ses racines. 
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Or la somme des puissances k de celles-ci est de la forme 

2 <t j (a i ) .a r 

c'est donc une fonction symétrique des (i{, calculable partant en 
fonction rationnelle des coefíicients de F (x). 

Pour compléter la démonstration annoncée, il suffit de remar-
quer que Ie syslème des équations (1), détermine Ies By eux 
aussi en fonction symétrique des af. 

Lorsque Ies a,- sont des nombres entiers et positifs, Ies fon-
ctions <py (x) Ies plus simples sont des puissances de x. Le calcul 
se fait facilement par Ie procédé stiivant. 

Au moyen de 1'équation 

1'expression 

peut prendre Ia forme d'un polynôme 

«—1 
A = 2 B j xi . 

o 
On a, alors, 

n—1 
A i = 2 BícÍ. 

o ' 

et, par conséquent, 
n—1 n 

J / = 2 B y I o g I J - O í Y í . 
O 1 

Le coefficient d'une puissance quelconque de chacun des pro-
duits du sommatoire peut s'exprimer, par Ies formules de Newton, 
en fonction des sommes de puissances semblables des racines, 
dont la forme est 

Skj = la..a{ = 2ak+i. ,J i i t 

F (x) = O 

m 
F' (x) 
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Si Ies racines a, sont commensurables, mais fractionnaires ou 
négatives, on pourra retomber sur Ie cas précédent en Iaisant 
dans Ia différentielle donnée une substitution linéaire convenable-
ment choisie. 

Mais il suffit dans Ie second cas de choisir pour fonctions <pj(x) 
des puissances paires de x. 

— Les procédés ordinaires supposent qu'on ait trouvé Ies ra-
cines a{, pour en conclure après la valeur des coeílicients A;. 

On peut interveslir 1'ordre de ces opérations en cherchant 
d'abord Ies Ai, comine je vais Ie montrcr. 

En formant Ie résultant du système 

F (x) =« 

_ /(*) 
F(x) 

(2) 

on aura, il est facile de Ie voir, une équation de degré n en A, 
dont Ies racines sont Ies A{. Il se pourra qu'elle soit résoluble 
|)lus facilement que 

F(^) = O; 

mais si celle-ci ne 1'est pas algébriquement, 1'équation en A ne 
Ie sera non plus, car Ie système (2) donne x en fonction ration-
nelle de A, et par conséquent on connaitrait autant de racines ai 
que de coefBcients Aj. 
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N O T E S U R L E f f l O U V E M E N T D U N P O I N T M A T É R I E L 
S O L L I C I T É P A R U N C E N T R E F I X E 

PAB 

H. LE PONT 

(à Caen) 

Considérons un point matériel sollicité par un centre lixe 0, 
origine des coordonnées polaires r et 6, et soumis à Taction d'uno 
force Il fonction de ses coordonées: 

R = F (r, 0). 

Le príncipe des aires donne immédiatement 

Combiriant cette première intégrale avec celle des forces vives, 
et posant 

V = P- - ^ F M W M 

nous avons Ia formule analogue à celle de Binet 

d 2 p 

équation différentielle de la trajectoire. 
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Cotte équation (a) est toujours intégrable lorsque son second 
membre est indépendant de 6, c'est-à-dire lorsque Ia force R est 
fonction du rayon vecteur r seulement, et Mr. Bertrand a dé-
montré qu'alors Ies seules forces qui imposent au mobile un or-
bite fermé sont, ou proportionnelles à r, ou inversement propor-
tionnelles à r8 (*); elle s'intègrc encore lorsque son second mem-
bre est de la forme 

) ? + m 

\ étant une constante et /"(Ô) une fonction quelconque de 6; la 
force Il ayant pour expression 

x+1 +m 
Cette équation (a) devient alors 

et nous avons, en 1'intégrant: 
I 0 pour X > 0 : 

• d p 1 

d9 
= - ^ e A f l 1 'e-Ã» /-(e) do + e-Ão I eA« fQ) d ô j 

+ A ( A e ^ f l - B e - A f l ) 

1 
P = 

2 VX 
VX9 I e-v/xo f ^ d ô _ I e^6f(0) d6 J 

+ AeÃ» + Be-y*». 

(#) Comptes rendus de VAcadftnie des Sciences, 1873. 
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2 o pour X < 0 : 

lIl-I. 
dÔ ~ 2 X 

cos /—XOIcos / - X q f(b) (Z0 + sin / - X ô J sin/-XO/'(O)tZO 

+ V7-X (A cos / - X O - B sin V7-XO) 

(Pa)1 

1 
x 

2 / = X 
/-» r* 

sin /-Xojcosv7-XOZ -(O)(Ze-CosvZ-Xi)I s i n / - X f j / ( 0 ) (Z0 

+ A sin / - X O + B cos /—Xô. 

A et B désignant Ies constantes d'inlégration. 
Il est facile de voir quelles sont Ies forces R pour IesqueIles 

la trajectoire du mobile est une courbe fermée: il faut et il suflit, 
en effet, pour cela que Ia différence entre deux valeurs quelcon-
ques Hp et 0? de 8 pour Ies quelles on a 

(Z0 

soit commensurable avec re, c'est-à-dire, en supposant que l axe 
polaire soit dirigé suivant un rayon vecteur maximum ou mini-
mum, que Ies seconds membres des premières équations (i i) 
et (3¾) soient de la forme 

Sinn+1 0 sin"!+1 ( 0 
m 

Sm"-'+' U -
2 K 

m 

, . / m-l \ F(Ô) 
sm«,„-<+l / 0 TtJ W 

M 
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m étaut un nombre entier, n, rij, n2 , . . . n m _ i des nombres po-
sitifs et F (ô) une fonction qui ne devient ni nulle ni infinie pour 

it 2it m—1 _ . 
Ies valeurs O, —, —, .. it de 0. Les trajecloires dé-

m m m 
íinies par Ies dernières équations (3i) et (£2) sont des courbes 
fermées ayant pour axes de symétrie Ies m droites 

« , 2it , m — l 
= 0, 0 = — 6 = — , . . . 0 = 7t. 

m m m 

Il est alors facile de déterminer Ia fonction /(O) de façon que 
Ie point considéré décrive une courbe fermée 

W P = F(O) 

ayant pour axes de symétrie nn faisceau donné concentrique au 
pôle. 

Deux cas sont particulièrement remarquables, Ie premier qui 
a été étudié par Jacobi (*) ou on a 

X = - I 
Ia force U est alors 

m . R = - C 2 -

Ie second, ou on a 

X = O 

Ia force R étant 

c2 r 1 

r2 ' 

R 
c2 r i 

C'est ce cas que nous allons considérer. 

(#) Darboux, note 11 du Cours de Mcccmiqite de Despevrous. 
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L'équation (a) devient 

et donne immédiatement 

do 
(2) J = J f ^ d b 

( 3 ) P = J | J 7 ( Ô ) <*«]<*&• 

Nous voyons alors que, en prenant 

/1 (Ô) = — As cos 8 

As désignant un coefficient constant, Ie mobile décrit 1'ellipse 

p = C + /cs cos 0. 

La force central 

cs , / í2cos 6 
- 7 3 - + - 7 ¾ - VV 

impose donc aussi des arbitres planétaires. Mais, il v a plus: 
la troisième Ioi de Képler subsiste dans ce cas comme dans Ie 
cas de Tattraction newtonienne 

W) 

et, en choisissant convenablement Ies constantes, Ie mobile dé-
crira, dans Ies deux cas, la môme trajectoire, avec Ies mêmes 
particularités dans son mouvement. 
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On pourrait multiplier à Pinfini Ie nombre de problèmes aux 
quels donne Iieu cette question des forces cenlrales; nous avons 
choisi celui-ci à cause de son importance. 

Si, en efftit, on suppose Ie cocfficient c suffisamment pctit, Ia 
Ioi d'attraction diffère infiniment peu de celle de Newton. 
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