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I

Voici une question du méme genre qui se résout par la méme
méthode.

Dans le nombre N considérons le nombre Q, formé par les p
premiers chiffres a droite, et le nombre Py formé par les chiffres
restants. Nous aurons

N=P, 107 + Q.
Posons
8 (N) =P, +Q;,

et cherchons la somme
Sp{N:] ﬂth)(l)‘l'sp(g)'i' - w +3P(N- l) +3F(N)'

Il est évident d’abord que jusqu’au nombre 107 —1 inclusive~
ment, on a

3 (k) =F.
Donc

N L=

La somme des 107 nombres §, suivants sera, d’aprés cela,

' et o
2
celle des 107 suivants
2 ¢ 10P+(——————1m_2” e

et ainsi de suite; de sorte que

(a—1)a 107 — 1) 10
2 VER g e

(
10r +
L3R

S,(a. 100 — 1) =
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ou

3) Sp(a. 107 — 1) == o

(a+10p —2),

Cela posé, et désignant par la notation S (N) la somme

N(N+1)

1+2+... +(N=1)+N=—rm—,

remarquons que

Sp(N) =8, (P . 107 — 1)+ P, (Qp + 1) + 5 (Qy),

ou, en vertu de la formule (3),

g mp

Qp (Qp+1)
LI

(4) S,(N)= (Pp+10r—2)+ Py (Q,+ 1)+

Cette formule résout le probléme que nous nous étions pro-
posé.
En particulier, on a

( }nEPI{Pl+8)+P1{Q|+1]+QI ’\Q|+”

ou
Sy (N)=P; (5P, +Q; + u)+91_(9§{+—”.

D’ailleurs on a

S ( =ﬂN2_+i)
 (10P;+0Q;) (10 P+ Q; + 1)
i, 2

— 5108 +2+ 1)+ 2 ALY,
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Par conséquent,
S(N)—S8;(N)=9P (5P;+Q —4).

De cette expression on tire les propositions suivantes:

La différence entre la somme des N premiers nombres et la som-
me des 3y de ces nombres est divisible par 9 fois le nombre de di-
zaines confenues dans N.

Si le chiffre des unités de N est & ou 9, cette différence est di-
visible par 5.

Si le chiffre des unités de N est &, cette différence est divisible
par le carré du nombre de dizaines contenues dans N, et le quo-
tient est égal a la somme des 9 premiers nombres.

La formule
N(N+1
5(N1=_(§.2_)
peut s'écrire
S(N) = (P . 1m+0p)(!;,. 1074+ Q,+1)

pi P2, 10% + P, 107 (2Q, + 1)+ Q, (Qp+ 1)
2 ¥

et la formule (%)

_ P, 100+ P, [10° (107 —2) +2 (Qp + 1)]+Qp (Qp + 1)

5(N) "

De la on tire

10°(2Q, +1) , Qp(Qp+1)
i(rﬂn {02 + pPP o+ P PJ;P_._
Sp(N) IOH10»(1m-2)+2(0,+t)+up{0,,+1)'

P, Pt

Lorsque I'on fait croitre N indéfiniment, Q, qui est toujours
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égal & I'un des 107 — 1 premiers nombres reste fini, et Py croit
indéfiniment. Donc,

1)
les-‘;-(m- = 10p,

La limite du rapport de la somme des N premiers nombres d la
somme des 8, de ces nombres tend, lorsque N croit indéfiniment,
vers le nombre 107,

I

Voici encore une question qu'on peut rattacher aux précé-
dentes:

Combien y a-t-il de chiffres dans la suite des nombres de 1 ¢ N?

Nous représenterons ce nombre par la notation C (N).

Premier procédé. — Pour résoudre cette question nous éta-
blirons d’abord un lemme:

Etant données une progression arithmétique

a a+r a+2r ... ay4nar
et une progression géométrique d'un méme nombre de termes
by bﬂ.q f}nq‘ SiE boq",

on multiplie ces progressions terme a terme, et I'on demande la
somme des termes de la suite ainsi formée, c’est-a-dire

2 (ag+ir)bygi =
=0

=agby + (ag+r) by g+ (ag + 2r) by + . . . + (ag + nr) bog™.

Celte question est bien facile & résoudre.
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On a :
=n
E (ag +1ir) bygi =
=0

=byfag(l +q+ ... +¢")+rg(1+2¢+ ... +ag—T].

Or,
i+g+...+¢"= e

Dérivons les deux membres de cette identité par rapport & g;
il vient

w-iaLing=1)—41+1
1429+ ... 4ng T

Dés lors la formule précédente se transforme en celle-ci

5T
S (ag+ir)bogi =
(#) i
PH—1 . elng—t)— 1]+
=} [ﬂo =1 +rq = 1¢ J

Cela posé, soit p la plus haute puissance de 10 contenue dans
le nombre N, ¢’est-i-dire, supposons que le nombre N ait p+1
chiffres.

Dans la suite

de 14 9 inclusivement il y a 10— 1 =9 chiffres

de 10 & 99 inclusivement il y a 2>< 100 —2x 10
=2 10 <9 chiffres

de 100 a 999 inclusivement 1l y a 3 > 1000 —3 >< 100
=3 > 100 <9 chiffres

................................................
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de 107=1 a 10r—1 inclusivement il y a p < 10P —p < 10p—1

=p>x 10P—1< 9 chiflres
enfin

de 107 & N inclusivement il y a (p+ 1) (N— 107+ 1) chiffres.
Par conséquent
C(N)=9(1+2.104+3.10%+...+p. 1071} + (p+1)(N—107+1).
Or, si dans la foimule (¥) on fait
gg=1 bh=1 r=1 ¢g=10 n=p=1,

on obtient
107 (9p —1)+ 1

1+2.10+3.1024 ... +p. 101 = =

Donc

cM)="2L2 0T ok yN—107+1),

formule qui se transforme immédiatement en celle-ci

(5) C(N)=(p+l)(N+[)—$.

Exemple. Combien y a-t-il de chiffres dans la suite des nom-
bres de 1 a 365?

Ici p=2; donc
1000 —1

C(368)=3 =< 366 — 5

=1098—111
=987.
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Cet exemple numérique fait naitre lidée d'énoncer la régle
suivante bien facile a retenir:

Pour avoir le nombre des chiffres compris dans la suite des N
premiers nombres, il faul multiplier le nombre N augmenté d'une
unité par le nombre des chiffres qui entrent dans le nombre N, et
retrancher du produit un nombre formé d'autant de 1 qu'il y a
de chiffres dans le nombre N.

Second procédé.— Nous avons tenu a exposer le procédé ci-
dessus & cause de I'intérét de la formule (§), et aussi parce que
c'est celui qui se présente tout d’abord & I'esprit lorsqu'on aborde
le probléme. Mais en voici un autre beaucoup plus simple:

Ecrivons les uns au-dessous des autres les N premiers nom-
bres. N étant supposé avoir p+ 1 chiffres, complétons tous les
nombres du tableau en leur ajoutant des zéros sur la gauche de
facon & les composer tous de p + 1 caractéres. Enfin, ajoutons
en téte de cette liste une ligne de p + 1 zéros.

Pour avoir le nombre cherché il faut évaluer le nombre total
des caracléres figurant au tableau ainsi formé et en retrancher
le nombre de zéros qu'on a ajoutés.

Or, le premier de ces deux nombres est évidemment

(p+1) (N+1)).

Passons au nombre des zéros.

De 107 &4 N nous n'en avons point ajouté. Maintenant, au-
dessous de 107, dans la premiére colonne de gauche, nous avons
ajouté 10P zéros; au-dessous de 107—1, dans la deuxiéme colon-
ne, nous en avons ajouté 107—1; ele. ... ..; au-dessous de 10,
dans la deuxidme colonne de droite, nous en avons ajouté 10;
au-dessous de 1, dans la premitre colonne de droite, nous en
avons ajouté 1. Nous en avons donc ajouté en tout

ior+ 101+ ... +10+1,

c'est-d-dire
10r+1 —1
g ¥
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et le nombre cherché est
" 100+1 —1
(p+)N+1) - —5 .

Nous retrouvons ainsi le résultat précédemment oblenu.
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SU UNA PROPRIETA DEL DETERMINANTE
DI UNA SOSTITUZIONE ORTOGONALE

bl

Gino Lomia

TeorREMA. — Se nel determinante di una sostituzione ortogonale,
si sottrae l'unité da tutti gli elementi principali e si prendono poscia
i complementi di questi, tali complementi sono (ulti eguali e val-
gono ciascuno la mela del determinante ridotto cambiato di segno.

Questa proposizione fu enunciata dal Prof. Siacci nel Giornale
di matematiche diretto dal Prol. Battaglini (vol. x, p. 360) per
il caso di un determinante d’ordine pari. Mi propongo in questa
nota di mostrare che essa vale independentemente dalla parita
del determinante.

Sia | ag| il determinante di una sostituzione ortogonale di or-
dine n; sara

r=n lsei=k

{1} z ﬂf‘ arj'. = ®
r=1 0seizk

Poniamo
ayy— 1 aq2 « s Qg
azy @ag — e
n sz

a’l'l ﬂn! LR ﬂﬂn o '

€ chiamiamo Dy, Dy, . .., Dy i suddeterminanti principali di D.
9
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Avremo anzitutto, per le (1),
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4

—(ag+agz) 2—2ap

e ‘ ;

_[ﬂnl—l"ﬂlu} _:“N2+"£n)

2—20" —{ﬂ'ﬂ*‘dgﬂl

. _{“h'*'ﬂlﬂ:'

a'e -—I:{I-;n‘* ﬂ.._-{)

Poi, eseguendo il prodotto per orizzonlali,

DD, =

Iy

2—2ap,

si oltiene

—1 aga ayg i1 0 0
a3 i iy b aa asa—1 May I
- |
Ay ﬂ'nu_i | | @u1 G2 “ e ann_l
—(1—an) ay . it |

— (gt ags) —(anetas)

§ - (!1,434‘&2“;1

. E—Qa“
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infine, esegnendo il prodotto per verticali, si trova:

DD, =

Addizionando membro a membro queste due ultime eguagli-

api—1 ap i

aa agg——l v o w O3y

%] ay3 s e ﬂm‘—l |
—(l—-ﬂn} aqga .
‘-‘—(ﬂﬂ +a 12} 2—2as .

' _E_ﬂﬂl'}' ”In}' _(an‘3+ﬂ3n:} B

a

azg—l

_(aai+ﬂ!n)

2 9a,,

anze, avremo, pel teorema di addizione dei determinanti,

|—-[2—2ﬂ1|:] ajatay

—(agntas) 2—2an

3)

20D, =

Ora, se confrontiamo le equazioni

=

®

7
{

\

_(anl+aluj _iﬂniql'ﬂin)

2)
/

2DD; —=— D2,

e als‘l‘ﬂﬂ

—(azata)

131

2—2a,s

e (3), concluderemo
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Siccome D non & nullo, cosi da questa si deduce

Dy= 11)
1= g Mo

Il teorema & cosi dimostrato pel primo suddeterminante prin-
cipale di D. Similmente si proverebbe per gh altri.

Mantova, 7 settembre 1886.
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SUR CERTAINES FONCTIONS SYMETRIQUES;
APPLICATION AU CALCUL DE LA SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES
DES RACINES D'UNE EQUATION

FAR

M. MauricE D'OCAGNE

Ingénieur des ponts et chaussées.

Soit
U=zr+ Ayzr—14 ... +Ap_|z+ﬁp=ﬂ.

une équation algébrique dont les racines, supposﬁu toutes inéga-
les, sont 3y, 33, ..., 5. Proposons-nous d’exprimer, au moyen
de U, la fonction

1 1 |

- ‘LN-+ -_-'l-‘\ﬂ. A "-.- “-\III.
5—#) (3—5

que nous écrirons plus simplesment

|

- -
z fa in

s — ‘:,I

Nous avons

DJAU=3 %

Z—3Z3

Dérivons n—1 fois les deux membres de cette identité par
rapport & z; il vient

n |
D IUe=(—-1)~1.1.2...(n—1) ¥ - -y
: l\z v 5‘)“
doil
- 1 — 1)
(1 = W ¥ alSIgg
'L} E{;—“Zd}" 1.2 (l_i“l z [J
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En vertu de la formule connue qui donne la dérivée npitwe
d’une fonction de fonction, on a

n - fi 1 £
D, IU=I\‘IJUIU+KN_1DU 4 SEEE +K|Dl._IU

1.3 (o hKe ) i gneade 2 (02K, Ky

= (=S ) i -

(—=1)—11.2...(n—1)K,+(—1)*21.2...(n—2) K, U +... + K, U
UII.

f =)

les coéflicients K étant donnés par la formule

1 | — i—2
K= ——[DU'~C/u.D}u""+ ¢/ . Dl U
1. il i

+(=1)""¢ vl y)

e . ; u sy
oll Ci représenta, suivant I'habitude, le nombre des combinaisons
de i objets pris k & k.
Dés lors

( jn—t

(DU —clu. D +...

+ (e D U+ 1) e e D U]

(=) i "
+—[up o™ —c,_u'.plu+

+ ()¢ UL D'U]
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L'expression mise entre crochels peul encore s'écrire

| g
D U" + (1) (J-+——1 u.pi Ut

n n—

(=1t

n

2 Cl {
+ (—1)—3 (—‘+ = 3 )U’.Dju"—‘+...

n n—1 n—2

Cn_l Grl—‘!
+(. !n—-+- s +...+1)U"_'.D:U

n—1
ou
) : G:_’ :‘!1 C:—'-H bt oaa
p AN AT Ertep hpcesit i lepli™ L,
i—1 : n n—1 n—i+1

en convenant, comme d’habitude de prendre C: = 1.
Or, on a
i—1 i—2 b
G Oy B
n @ ==hiocarl e -Hd

a—i+1 n—i--1 n—i4-1
L Cn 3 Cn-—-—! e + n—i+-1
n n—1 T n—i4t

n1.2...(a—3+1) n—1" 1.3...0a—i+1)
Lyt 1 {.n—i+l}..._i2._1
n—i+1 1.2...(n—i4+A)
o Gn-—lj{n-—?}.._.i l:tl-—-ﬂ‘}::‘ﬂ—3:]...(l.—l)+ +(;1l—!]__2_|)

i ah—1)...i + 1 {n—i).(n-—ﬂ}...(i-—-i] )

n—i+1\ 1.2...(n—) 1.2...(n—i) SR YO
t n—i e —i
e 8 (€1 + €4 v +€)
Y oo S S oo

En—H_-.i " En—-i-lrl L
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La somme précédente peut done s’écrire

i=n i—1
2 gy n f—1 g =14
i—-i( 1) iy T G U .D:Ll :

et la formule (1) devient

{ ( 1:]“_-1 I =n ci—l
= o \ Werdl E i n—1 n Jl_i Dﬂ l]“—"i
E{z-—z,}“ |.2...I';I‘i—1;] U ey ( : n—i+1 ko

ou
i=n +1 ~i—1
1 1 1 e 1) e Y :
2 W L. [ fi— n m—-l+|_
( ) z(z-—z,]" I.Q...(n—l)'U"'i‘f, n—i+1 X 'D"'L

Cette formule résout le probléme que nous nous sommes pro-
posé en commengant. Elle peut s'écrire symboliquement

¢ potdnbi g 1 (t— U — (—1)n U
‘-'(z—',}"_l.'z.,.{_n—i}‘ Un s
si I'on convient de remplacer, dans le développement du bindme
p'U*
[:t_U:.ﬂ. Cl :]]DU.T A= I, 2, 3, A .:] pﬂr 1_.

Nous placerons ici une remarque: Si n est supposé pair, et
les 3, réelles, tous les termes du premier membre sont positifs.
Ce premier membre ne peut done, si les racines zy, zq, ... 3
sonl toutes réelles, s'annuler pour aucune valeur réelle finie de z.
Il en est, par suile, de méme pour le sccond membre, et nous
pouvens énoncer ce théoréme:

Si I'équation U=0 a toutes ses racines réelles, et inégales, I'équa-
tion obtenue en égalant @ 0, le développement de (t— {')31"—1_'3"1 ol
] p"uU*

I'on a remplacé t* (pour h=1,2, 3, ves) par - -;—, n'a aucune ra-

cine reelle,
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En particulier, pour m=1, on a

(t—UR— Ut =2 — 2T,

et
p't
: U

Donc, si U'équation U =0 a toules ses racines réelles et inégales,
l'éguation U'2—UU" =0 n'a aucune racine réelle.
Revenons & la formule (2), et faisons, dans cette fﬂrmuIC.

=), en convenant de représenter par U et par D U . Ce que
&euenmt U et D v par cette hllhsllllllmll Nous awns

= i—1

o= l]i{—l n {,1—1 prp—

n—i+1 z

1 1 1
EL TR S

Cherchons & exprimer le second membre de cette égalité au
moyen des coéfficients Ay, As, . .., A, de l'équation U=0.
il est d’abord évident que
k P
Uﬂ = ﬁk.
Quant a D:'t‘: c'est, d'aprés la formule de Maclaurin, le pro-

duit de 1.2...n par le coefficient de z* dans le développement
de U%, Or, il est bien ais¢ de voir que ce coefficient est égal &

2Ap g Ap—gy - - - Apyy

le signe ¥ s'étendant & toutes les valeurs enlidres, positives ou
nulles, des indices ¢y, qs, ..., qa susceptibles de vérifier I'équation

ftrqeat...+tqa=n
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Pour rappeler cette derniére condition, nous affecterons le si-

cue ¥ de l'indice n: 3.

Il faut remarquer aussi que l'on doit prendre.

Apq=0 pour p<gy
Apq=1 pour p=gq
Ainsi donc
13‘ o
U:l"}:l.i. . .H:’.;‘\H’AP_.?,_, . a Ap_ql.
n
Par suite,
I t=n i_—l E ‘1}?--!“ c“:,_fh ars Ai]_q,: —ijd
H = [— {)*n LS [‘;H‘I -—, ol C AL RSN, By Ty AR
[: i E oy L d E : : n—i+1 .\"_t_'_‘
“a =1 -

Nous avons ainsi une expression de la somme des inverses des
puissances semblables des racines d'une équation en fonction des
cocflicients de cette équation.

Soit

P4 AlsP+ AgaP—24- .+ Ay 5+Ap=0

I'équation dont les racines z'y, z's, .

.. 3'p sont les inverses des

racines de I'équation proposée. On a, d’'une maniére générale,

A=

Ap—i

A,

La formule (3) peut done s'écrire, en effagant les accents des
racines =’ et des coéllicients A’,

=n

(%) E::={—I;."uz{—1:."“

n—i+ 1

CEALAg e Ag i
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le signe ¥ s'élendant, pour chaque valeur de i, & toutes les va-
n

leurs entiéres, positives on nulles, des indices qq, g2y .+ vy Gn—ift

susceptibles de vérifier la condition

fitpt ...+ —if1=n
On doit prendre d'ailleurs

Ap=0 pour ¢>p.

La formule (%) donne une expression de la somme des puis-
sances semblables des racines d'use équation en fonction des
coéflicients de cette équation, différente de celle qui constitue
la formule de Waring.

Celle-ci est plus tll',"anl,t, sans doute, mais d'une démonstra-
tion moins facile. La comparaison des deux formules fait appa-
raitre l'identité remarquable que voici ()

i=n (—1 :}n-—':'—f—'l C:;_j

i=1 ﬁ?ﬁ:%' e

()b p g tdat. .+ Aa, \,, A
rim+1)rQe+1) ... +rpp+1) 1 r’

le signe X s'étendant, dans le second membre, & toutes les va-
leurs entitres, positives ou nulles, des exposants Ay, Agy -« .y &y
susceplibles de vérifier la condition

Mt+20m+...+ply=n.

P o P PR P PP

(%) Yoir I'Algébre Supériewre de Serret, 5.2 édit,, t. 1, pag. 849
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Si I'on arrivait & démontrer directement cette identité, la mé-
thode précédente aboutirait & la formule élégante de Waring,
mais une pareille démonstration ne semble pas chose facile, et
nous ne I'avons méme pas tentée.
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J. A. Serrasqueiro.— Tratado de Geometria elementar, 4. edi-
¢lo. — Coimbra, 1886.

— Tratado elementar de Arithmetica, 7." edi¢do. — Coimbra,
1886.

——— Elementos de Algebra, 2. edigio. — Coimbra, 1886.

Continia a merecer a attencdo do publico a excellente collec-
¢lo de compendios de Mathematica do sr. Serrasqueiro, como
prova a rapidez com que se esgotam as edigdes.

Dos dois primeiros livros fallimeos na pag. 122 do tomo v d'este
jornal, e nada temos hoje a accrescentar.

No terceiro o auctor expde a parte da Algebra elementar que
é exigida para o 3.° anno do Curso dos Lyceus; isto €, a theoria
das operagdes algebricas, a resolugio das equagdes do primeiro
grio a uma e a muitas incognitas, a resolugdo das desigualdades
do primeiro gréo, a resolugdo das equacdes do segundo grio, e
finalmente a doutrina dos juros compostos e das annuidades.

L. P. da Motta Pegado.— Tratado elementar de Arithmetica,
4.* ediglio. — Lishoa, 1886.

Clareza, boa ordem na distribui¢io das doutrinas, rigor nas
demonstracdes, sio dotes que tornam recommendavel o livro do
illustre professor da Escola Polytechnica de Lisboa, cujo nome ¢
bem conhecido por trabalhos publicados nas colleccdes da Aca-
demia das Sciencias.

No primeiro livro o auctor tracta das operagdes sobre inteiros,
fazendo notar logo as propriedades combinatorias das operagdes,
preparando assim os alumnos para comprechenderem as genera-
lisagbes successivas da no¢lio do numero.
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No livro segundo véem os caracteres de divisibilidade, as theo-
rias do maior divisor commum e do menor multiplo commum de
dois ou mais numeros, e a decomposi¢ho dos numeros em facto-
res primos; e no livro quarto a doutrina das fracgdes e da dizima,
sendo os (heoremas relativos & dizima periodica tractades com
todo o rigor e clareza.

No livro seguinte tracla o auctor das raizes dos numeros in-
teiros e [raccionarios. N'esle livro é exposta rapidamente a theo-
ria das quantidades incomensuraveis, que o auctor considera como
limites de quantidades comensuraveis.

Segue-se, no livro quinto, a doutrina das proporgdes, progres-
sbes e lugari!hmos

Termina aqui a primeira parte, destinada ao estudo dos nu-
meros abstractos; e principia a segunda, dedicada aos numeros
concretos, onde o auctor se occupa “das medidas e moedas legaes
de Portugal, das operagdes sobre numeros concretos, das appli-
cagdes da Arithmetica aos problemas de regra de trez, de re-
dueco de moedas, de juros simples e compostos, de cambio, de
companhia, ete,

Termina o livro com uwm appendice importante, onde o auctor
estuda os diversos systemas de numeracdo, algumas propriedades
menos elementares dos numeros, e finalmente a questao impor-
tantissima das approximagdes numericas e das operagdes abre-
viadas.

Cada doutrina ¢ acompanhada de numerosos e bem escolhidos
exercicios para os alumnos se desenvolverem no calculo arithme-
tico.

Aarao F. de Lacerda. — Equagies geraes de Thermodynamica. —
Coimbra, 1886.

O assumpto bello e difficil que o auctor escolheu para a sua
Dissertagio inaugural, para obter o grio de doutor em philoso-
phia, tem sido lrmladn por muitos geometras e physicos emi-
nentes em trabalhos espalhados pelas collecgdes scientificas mais
importantes da Europa. Era, pois, da maior utilidade formar com
estes trabalhos uma monographia, onde o leitor os encontrasse re-
unidos com boa ordem e expostos com clareza, Eo que o auctor
fez no seu excellente opuseulo.
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No primeiro capitulo véem as [6rmulas relativas ao movimento
eslacionario, a significacio mechanica provavel das equacdes funda-
mentaes da thermodynamica, e as equacdes differenciaes do movi-
mento radiante no ether livre.

No capitulo segundo deduz o auclor as principaes relagdes que
ligam os coefficientes thermicos, e faz applicagio das formulas
achadas ao calculo do equivalente mechanico do calor, aos pheno-
menos de dissoluciio e ao estudo do escoamento dos (luidos.

No capitulo terceiro véem as hypotheses de Rankine, Hlirn e
Clausius relativas  relagdo entre a pressio de um gaz, o volume
e a temperatura.

Finalmente no ultimo capitulo véem as applicacdes dos estudos
anteriores 4 machina a vapor.

E. N. Legnazzi.— Del catasto romano e di alcuni strumenti an-
tichi di Geodesia. — Padova, 1886.

Contém este volume o discurso pronunciado pelo sabio pro-
fessor da Universidade de Padua, no dia da inauguragdo dos es-
tudos, e ahi expde os resultados a que chegou, tlcpm's de longas
indagagdes, a respeito da historia do cadastro romano, e dos in-
strumentos antigos de Geodesia, principalmente dos empregados
para a formacao d’este cadastro. Ao discurso segnem-se 114 notas
interessantes, desenvolvendo pontos que o auctor no discurso s6
podéra indicar.

Gino Loria. — Studi sulla teoria delle coordinale triangolari et
sulla Geometria analitica di un piano nello spazio (Giornale de
Battaglini, t. xxiv).

Generalisando um methodo devido ao eminente geomelra al-
lemao Joachimsthal, o sr. G. Loria, bem conhecido dos leitores
d’este jornal por alguns artigos com que o tem illustrado, di um
methodo geometrico fundado no theorema: as coordenadas carte-
sianas de um ponto qualquer d'wm plano sdo exprimiveis como
funcgdes lineares de tres dos seus pontos.

No primeiro capitulo é demonstrado este theorema, e & defi-
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nido o systema de coordenadas tringulares a que elle da origem.
Nos seguintes sdo estudadas a recta, o circulo e as secgdes co-
nicas, terminando por algumas applicagdes das formulas achadas
a alguns problemas de Geometria.

Dr Novarese.— Di una analogia fra la teorica delle velocita et la
teorica delle forze (Aui della Accademia di Torine, L. xxi).

Gzino Loria.— Sur une démonstration du théoréme fundamental
de la théorie des équations algébriques (Acta Mathematica, t. 1X).

E. Cesaro.— La rutura del diamante (Giornale de Battaglini,
t. xxIv).
——— Intorno ad una pretesa dimostrazione di termodynamica
(Giornale de Battaglni, t. xx1v).
G. T
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SOBRE A FORMULA DE TAYLOR

PFOR

J. Bruno pE CABEDO

(Professor na Universidade de Coimbra)

O fim da presente nota ¢ demonstrar com toda a generalidade
a observaglio de Cauchy relativa ao facto de uma serie conver-
gente nem sempre representar a funcglo que a originou, e, como
consequencia, substituir nas applicacdes da formula de Taylor a
formaciio e discussio do resto por uma analyse mais facil.

Turorema I.— Se no intervallo de x4 a xq, {(x) ¢ uma func-
¢@o finita e determinada como todas as suas derivadas successivas
e é, além d’isto,

lim M—f‘[-rii'ﬁ[:—r,)]——- lim R, =0;
n—e 1.2...0 e

dentro do mesmo intervallo a serie

(@ — )
Ladk. .o

fla)+ (@—a) (@) +. . .+ fla)+ ...

serd convergenle e lerd por somma [ (z).
Com effeito, tendo logar n'este caso a [6rmula

(e —a)"

1
IOpfelt @-el e ...+ astgy

10

—1{@)+R,
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ou, para mais simplicidade,
f@)=w+u+ ... +tp—g+Ra...... o v 1)
qualquer que seja n, teremos

f(#)=lim (uo+ur+...+uq)+ lim Ry..... (2)

="

Se a parcella lim R, é nulla, poderemos pdr, e s6 entdo
=

f(z)=nl$(uﬂ+“l+---+”n—l)=lui-

Para demonstrar agora a convergencia da serie precedente, a
equaglio (1) di-nos successivamente

f@=uw+u+...+u1+R;

fl@)=uo+ug+ ... +uig+ujtupg + ...+ vppp—g + R
d'onde se tira
uj-+ Wiiq T - Yiti—1= R.,'— RJ"-H"

Posto isto, para que a serie considerada seja convergente, &
necessario e sufficiente que, dada uma quantidade de valor ab-
soluto ¢, tdo pequeno quanto se queira, se possa determinar um
inteiro j para o qual se tenha

mod (uj+ w1+ ... Fup—y) =mod (R; —Ri) <e

por maior que seja k.
Ora esta determinago & possivel, pois, se j verificar a des-
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1 s 1
egualdade mod Rj-::-E- ¢, serh a fortiori mod Rj1; <— ¢, e, con-

2
sequentemente, satisfeita a relaglio precedente.

TueoremA II. — A convergencia da serie Zu; ndo envolve em

si a existencia da equacdo lim Ry =0, visto que mod (R;j—R; )
=¥

péde convergir para zero 4 medida que j cresce sem que a mes-

ma convergencia teoha logar para R; e Ry,

Onservagio pe Cavcuy.— Se Zu; € uma serie convergenle
nem sempre sérd f(x)=Zug; pois, pelo que precede, este caracter
ndo ¢é sufficiente para na equagdo (2) se considerar nulla a par-
cella lim R,

=%

Para definirmos as funcgdes a que se applica esta observagdo,

considere-se a condigdo de convergencia lim (R;—R;y;) =0,
]
que dard g

Ri=(p+r)j=pj+r,

sendo ¢;, para qualquer valor inteiro e positivo do seu indice in-
cluindo zero, constantemente egual a uma funcglo determinada

i ) 1
¢ (x), e rj um infinitamente pequeno ao mesmo tempo que —.

Posto isto, sendo na nossa decomposigdo pg=g;, a parte de f(z)
d'onde provém g; serd g(z) e ler-se-ha o systema de equagdes

% () = o
? (%) =g (x1) +p1,
¢ (@) =¢ (@) + (@—=) ¢’ (1) + 2y

¢ (@) =g (@) +(@—=z1) ¢ {$1}+---+m_‘1'}?"_'+ﬁ-

-
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das quaes se tira
¢ (@1)=0, ¢/ (21)=0, ... ¢ (21)=0.

Como j & tdo grande quanto se quer, as equagdes precedentes
mostram que ¢ () serd uma funcgdo com um numero infinito de
1€ros eguaes a y,

Relativamente ao termo complementar rj, elle provém de uma
funcglio susceptivel de ser desenvolvida em serie segundo a [6r-
mula de Taylor.

Convém adverlir que a existencia da funcgdo ¢ (x) nldo s6 ¢
sufficiente mas tambem necessaria, porque outra qualquer decom-
posicio de R; & sempre reductivel 4 que adoptamos.

Podemos portanto enunciar o seguinte

Turonema Il — Se Yu; ¢ uma serie convergente no intervallo
de x| a xg, e nenhuma das parcellas de [ (x) admitte um numero
infinilo de raizes eguaes a xy, no mesmo intervallo serd f(x)=2u;

A applicagdo da [ormula de Taylor ao desenvolvimento em serie
de uma funcglo lorna-se agora muito simples. A analyse de cada
uma das parcellas §, (z) de [(z) reduzir-se-ha & determinagio

1
facil do verdadeiro valor de —‘-"‘-"—Ei para =zx; e n=0o0.

z— )
Relativamente & determinaclo do limite x¢ de convergencia, para
as series a que nos conduz esta formula, faz-se pelos theoremas
geraes com a mesma facilidade.
Para exemplificar esta doutrina, consideremos a menor deter-
minagdo da funcgdo are tangz. Como a serie

1 -‘173 a’ 3&—1
L g bt e e A

& convergente para todos os valores de 2 comprehendidos entre
— 1 e + 1, n'este inlervallo sera

3 5 2n—1
nrclnllgxmxu%+%._ L +(_-”“2T;._1
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por ser a partir de n=1

arc tang
i Ja g =00 .
o 0

Nota.— A discussdo da serie Yuy; exige, & verdade, o conheci-
mento da derivada da ordem de f(x) para o valor particular z==y;
mas, como se sabe, a solugdo d'este problema é muito mais ex-
tenso que para um valor qualquer .
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APPLICACOES DA FORMULA QUE DA AS DERIVADAS DE ORDEM QUALQUER
DAS FUNCCOES DE FUNCCOES

FOB

F. Gomes TEIXEIRA

Sejam dadas as funcgdes

(1) y=/(u), u=g).

E bem conhecida a formula que da a expressio da derivada
de ordem n de y relativamente a x:

'y naty \
nldTﬁ (u")e (u')P ... (ui)!

I! (“)=E 3 ]
®) ’ albl. 2P BIF... ml)

onde o sommatorio se refere as solugdes inteiras positivas da
equaglio

a+2043¢c+ ... +nl=n,
e onde &

t=ma+bt...+1

O fim d'este artigo ¢ deduzir por meio d'esta férmula algumas
{6rmulas conhecidas de analyse, que & costume obter por pro-
cessos diversos.

Em outro artigo faremos algumas applica¢des de outra f6rmula
mi'liﬂ _gl'.h'll I'f:l{lti‘lil irl. (Ii\‘rl.\flilil IEE_\ flr(ll'[“ n da',l:i rll[ll'_'[;rlﬂs [_:i)[nl]nf"
tas, que publichmos no Giornale di Matematiche de Battaglini
(t. xvm).
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I

Polynomios de Legendre

I. Sabe-se que os polynomios de Legendre sdo os coefficientes
Xo, Xy, Xg, ete. do desenvolvimento em serie

1 :
y=(1—2uz+u?) =X+ Xju+Xeu+..+Xput+...,

que ¢é convergente quando u &, em valor absoluto, menor do que
a menor das raizes da equacio

{ —2uz+ut=0,

Applicando & funcclo y a f6rmula (2, vem

i)t loyor) i

3 - (~22-+2u)o,20y ®
k11.3.5 ... @i—1) (@—u) 1 __
=2(_1)b' a!b!i‘} y -

onde o sommatorio se refere &s solugdes inteiras e positivas da
equagio

a+2b=k,
e onde é

i=a+b.

Pondo uw=10, vem a (6rmula

: yo¥ : 1.3.5...(2i—1)
M=) e o
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ou

1.3.5...(2k—2b—1)

k
3 Xy 3 (=19,
) oAyt (k—26)1 5128

a2,

que serve para calcular os polynomios de Legendre.

II. Derivando k vezes a identidade

k k(k—1)...(k—0+1) .
(m*ml)"=biu(—— 1)b. i Z¥—2,
vem
dk
sy 45, LS
!‘.’Dk [:-2 l‘,l
s ] Y e B ot i i B
b=0 b!
k k(k—1)...(k—b+1).(2k—2b)!
4 —qp. et —a)
E.io( 1) b!(k—2b)! i

ou, separando os factores pares dos impares no producto (2k—2b)!,

dt
11\
dxh {z 1:]
. (9% — 23 — k—b 71
=3 (_|;h,l_'3‘5'7"ti_""_'l_2§_c_1)_-2 o
b=0 bl (k—20)!

Comparando esta formula com a férmula (3) acha-se a formula
conhecida
1 dk

N = T ey
SRS g
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Foérmula de Jacobi

Procuremos a derivada de ordem n— 1 da funcgio

£
y=(1—ay"?

Applicando a f6rmula (3), vem

1 g
(n—n!( —%) (ﬂ—E—H-I) (—2e)e (— 2 (1 + 2t —5—
albl (21}

3':""” = F

onde o sommatorio se refere 4s solugdes inteiras positivas da

equagio
a+2b=n—1,
e onde &
i=a+b.
Temos pois a férmula
1
b
g = 1)1 @n—1) ... @0+3) vt (t—a ]
A (n—1—20) 1512
1
5 e o M-
=[__1}-—1,L_3_?_‘.° Ba—1)s s ! Sl e .
n Y., (20 1) (n—1—20)1B12
que, por ser

25 1.2.3.,..bx1.3...2b+1)=(2b+1)!
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da
1.3...(2n—1)
1) = | et IR e
Yo = (— )t
1
. na—1—% (4 _32)"4_:
(26+1)!

<3 (— i'}b.(n-—gb) -

Pondo agora x = cos w, vem

1.3...(2n—1)
(—1) = (— {\n—1
y (=L, ¢

1
b
(n—2b)...ncos*1—2 wsen i i
(20+1)!

x3(—1).
ou, em virtude de uma férmula bem conhecida de Trigonometria,

1.3...2n-=1)

(n—1) — yn—1
y —1) 5

sen n (arc cos &),

resultado devido a Jacobi.

I

Desenvolvimento em serie de arc (tang ).
A fuancglo

y = arc (tang x)
da
y' = (1 +2%-1

e portanto, applicando a formula (3), vem

() : tn i l T T "')‘r fI{ l..ﬂr‘\—l—l.
sy e
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onde o sommatorio se refere 4s solugdes inteiras positivas da
equagio
a+2b=n—1,
e onde &
i=a+b.
Temos pois
(n—1)!(n—1—-5)!

— {in—1—=b
y{,,,EE{ b pot—spior |

< ()12 (1 + 22—

onde o sommatorio se refere a todos os valores inteiros posilivos
e B9 a4 : N—
de 8, desde zero até ao maior inteiro contido em o W

Pondo agora =0, temos:
1.° Se n é impar, todos os termos da férmula se annullam,

excepto aquelle que corresponde a n—1—23 =0; e teremos
portanto

ot
YoM =(=1) ¥ .(n—1)!
2.° Se n ¢ par, o expoente n—1—28 niio pode ser nullo e
portanto teremos

yﬂ'-'“J = ).

Applicando agora a f6rmula de Maclaurin, yem

xd —1
nrn(tnngm}::-x——é—+...tn_h1+H.u
onde
(n—1-0)!
el A
1{..==—x12: (1) '(u—l—‘.’b)!b!l.
n

< (20z)+—1—2 (1 + §2 22)b—n ,




e
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Temos pois
o _ 1. iRg)—1-N
nofyd B0
n 1 - (1402 ¥
ou
a1 1 20z \+
B]i —_ = " . .
<% 202 <1+ﬁ‘.r")

. R 1
A primeira d'estas desegualdades, no caso de ser T<g (em
valor absoluto), e a segunda no caso de ser z> R 1 (em

valor absoluto) dao

z 1 xh
Ry<—3Z—<—e¢,
n b! n

d'onde se conclue que o resto R, tende para zero quando n tende
para o infinito.

v

Desenvolvimento em serie de sen (senz), cos (sen z), efc.
Seja
y==sen (sen z),
ou
y=senu, u=senz,

e portanto, em virtade da formula (3),

g o sen (u+:'%) senﬂ(:c+;) sen? (::4—2%)

n! albl... 112N ...(nl)

onde o sommatorio se refere a todas as solugdes inteiras positivas
da equaglo

a+2b+ .. .+nf=ﬂ,
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e onde &

tma+b+...+1L
Pondo £=0, vem
™ ™ =
b & b
90{“}_ smugsun 2en'm 22..,
nl  Zalbl. . NP2, (n])

onde o producto
. B .
seni—sen®— . .. sen'n —
2 2 2
é egual a zero, ou a +1, ou a — 1.

Esta f6rmula dé os coelficientes do desenvolvimento de sen (senz)
em serie ordenada segundo as potencias de x. O resto & dado

pela férmula
sen (sen bx+1 ;) sent (El.r + ;—) - B

I-{:l= n2 -
ol e Y e 17 1D T

e vé-se que tende para zero & medida que n tende para o infi-
nito, quando ¢ < 1 (em valor absoluto), por ser

Zn n!

AL
Sy B T Y 1Y Y Y

1 n!

n12albl. . @, Iy

tender para o limite zero ().
Do mesmo modo se desenvolvem as funcgdes sen(cos z), cos
(cosx) e cos (sen ).

(#) Ve-  apag &1 d’este volume.
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A

Desenvolvimentio em serie de e,
A funcgio

ou

dd, em virtude da férmula (3),

n!ev el

M=%
Y Y B T Y Y

onde &
a+2b+...+nl=n

i=a+b4...+L

Pondo & =0, vem

yo':“'j 1

n! s a!b!...“(ﬂl]b...{n!}‘ 4

Esta formula dé os coefficientes do desenvolvimento em serie
da funcgdo considerada; o resto é dado pela féormula

gtlr pib*
== ]
T P 1T T Y Ll

e tende para zero & medida que n tende para o infinito, quando
é xe* <1, por ser

(e n!
41" % albl ... 112 ...(nl) .

R, < e&¥,
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e 08 factores

1
LT T B T Y| LI Y

(@),
tenderem para zero.
VI

Numeros de Bernoulli

Consideremos a funcgiio
y=(1+e1

e procuremos primeiro o valor que toma y®*—1) quando ¢ z=0.
Temos, applicando a formula (3),

(—1)F (@n—1)!ilei= (1 +e5)——1
albl... 1203 ... @n—11]

onde a, b, ..., | representam todas as solugdes inteiras posi-
tivas da equagio

a+2b+...+2n—1)l=2n—1
e onde &
£=a+b+ e +I;

e portanto, pondo z=0,

(—1)i @n — 1)!4!
2 alb!l. .. [ (2)... @n—11)

Os numeros de Bernoulli estdo ligados com yol**—1) por meio
da relaggio

2n

Bes—i ==(-—- 1:]“ -y

yolin—1),
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de modo que temos

Bin—1 —

@w 2 (1 il
o | PRI T2l @n—1l)

Por esta férmula péde-se calcular os numeros de Bernoulli, ou

achar uma [6rmula mais propria para o mesmo fim.
Com effeito, applicando a [érmula (3) & funcgdo

1/ din (e — q)
kT o)

vem o resultado

5 “2:1 —1)!
al bl N ... (2n— 1)
b! HEn...(2n—1)
onde o sommatorio 3’ se refere aos valores de a, b, ..., | que

satisfazem 4s equacdes simultaneas

a+2b+...+2n—1)1=2n—1, a+b+...+1=1i

Temos pois
—1 .y o
Bay—1==; : 2 (—1)H=, '—-.};' (2n—1) =
2. 2~ alb!... 0 (200...2n—1])
2n—1 1 In—1 (o2 _
S8 Ty g (S
Qin__ { =1 2 dxin—1 =0
ou, pondo

(65 — 1)f = ¢z — eli—1)z 4 (é) -2

n In—1 - J
Bay—1= 21T__'I ‘51 e 1Jt+ﬂ

%{_ [t — i (i 1)1 4 (é) (==t ...].
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Vil

Numeros de Euler

I. Applicando a formula (3) & funegdo

y = (cos x)~!

=
n!li!cos? ( ) ros? (I+‘2 ) ..s COS! (.'.I: ¥ HE)

alb!.. . 112100 ... (n! costt 2

11-0.1

g = 3(—1)i.

0s numeros de Euler sdo os valores que toma esta derivada
quando se faz x =0, ¢ temos porlanto a formula

™ ™ =
2n)!ilcost—cos’2— ... cosf2n—~
(2n) 2 9 2

alb!,. . 1I@21P...2nl)

c!n =3 {' I;‘
onde &

a+2b+ ... +2nl=2n, i=a+b+...+1,

que serve para caleular estes numeros. N'esta formula € evidente-
mente

™ ™ ™
cos? — , cosb 2— | ..cns‘2n§={l. ou +1, ou —1,

segundo os valores que tiverem a, b, ¢, ete.
1




=
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II. Consideremos agora a lunc¢io mais geral
y = (cos x)—P.
Applicando a férmula (3) vem

t . 4 ™ ; =
n!lp(pH1)...(p+Hi—1)cos (x+—2—).“cos’(x+n2-)

albl.. (121F... (n)cositra

Y= 3(—1).

I

4 x
e pondo 2=0 e chamando Cy, o coefliciente de —

no des-
( nji

envolvimento de (cosx)—P em serie, vem

(2n)!p(p+1)... [p-!-i-—!)cus‘% s cos‘ﬂn-;—

ald!. . 112N, .. @nl) :

Can 3 (1)

onde
a+2b+ ...+ 2l=2n, i=a+b+...+1L

D’esta formula vamos tirar um theorema que demonstrimos
no nosso artigo — Sur les nombres de Bernoulli (American Jour-
nal of Mathematics, 1. vi).

Pondo p=p'+ 1 e notando que o numero

i (2n)!
albl AR, (2al)

¢ inteiro, e que

plptt)...p+Hi—1)=0('+1)(p'+2)...(p'+1i)

= multiplo de p'+1i!,
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Cay = multiplede p' + Ea,

Can = Egp (modp—1):

VIl
Derivadas do guociente de)duas funcgdes

Seja dada a funcgiio
#) )

Applicando a [6rmula de Leibuilz, vira

n! g d' [ ()]

n—% —h e S
o e A+ O ey

mas temos

13l ,y,xl] [m h___ er,[n:.rz

==yi= r'ﬁ'_]qtgw U“JI [ (= ]

onde
a¥ 2V F LI F =R, i=atb AL+

Logo teremos

n!

(o v ki y (it (V@) (V@) [ ()]
it Trwery e ekt tb ok T ey Y e v

¥
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IX

Derivadas das funegdes inversas

Se for
y=[(z), 2=F|(y)
yird
digeh osigiooss o
dy dy ['[Fly] ¢(y)
dx
e portanlo
LAY et LU GO U] PP o)
dy* a'b!...f{ei ,;_u) RE—"

onde a somma designada por Z se refere a todas as solugdes in-

teiras e positivas da equaglio
a+2b+...+(n—1)l=n—1

e onde &
i=a+bdb+...+

X
Mudanga da variavel independente

Seja
u=f(z), y=F(z),

e procuremos a derivada de ordem n de w relativamente a y.
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A formula (3) da, derivando u relativamente a y considerando
x como funcgdo de y,

w e () (5 G
dy T AL PIRNY Ll

onde &
ad+2W+...nl'=n, i=d+b+...+1,

d*x
onde se deve substituir :: pey etc. pelos seus valores obtidos

no paragrapho anterior.
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Ligagao do observatorio astronomico de Lisboa com a triangulagio
fundamental. — Lisboa, 1886.

Contém esta importante memoria, publicada pela Direccio
geral dos trabalkos geodesicos, a deseripgao da serie de operagdes
feitas debaixe da direcgdo intelligente do sr, Brito Limpo, para
ligar o observatorio astronomico de Lishoa 4 triangulacio funda-
mental portugueza, e portanto 4 triangulacio que se extende sem
interrupclo sobre toda a superficie da Europa.

Além das tabellas das observacdes leitas para o fim que se
tinha em vista, enriquecem este bello trabalho as descripcdes dos
methodos empregados nas observacdes e nos caleulos posteriores.

No primeiro capitulo descreve-se a triangulagdo empregada e
o methodo seguido nas observagies. Em seguida véem desenvol-
vidamente expostos o methodo para achar as direcgdes mais pro-
vaveis dos pontos observados de uma estagio geodesica; e o me-
thodo empregado para a compensacio da réde trigonometrica,
isto &, o methodo para lazer as correcgdes das direcgdes obser-
vadas de modo a satislazer 4s condigdes proprias das figuras geo-
melricas que entram na réde, ¢ do systema polygonal que todas
junctas constituem.

No segundo capitulo vem exposto o methodo pelo qual se acha-
ram as differencas de nivel das estacdes, as tabellas d’estas ob-
servaches, e o methodo para d'estas observagdes tirar os valores
mais provaveis das differengas de nivel procuradas.

Finalmente, no terceiro capitulo vem a deduccio dos resulta-
dos a que se pretendia chegar, isto &, a determinacio das diffe-
rencas entre as coordenadas geographicas do observatorio astro-
nomico de Lisboa e o vertice — Observatorio do Castello de S.
Jorge — da triangulagdo fundamental do reino.
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G. Guccia. — Formole analitiche di alcune trasformazioni cremo-
niane delle figure plane (R. del Circolo Matematico di Palermo,
L)

— Teoremi sulle trasformasioni cremoniane nel piano (ltem).

——— Generalizzasione di un theorema di Niether (Hem).

0 objecto d’estas notas interessantes ¢é o estudo da transforma-
¢io geometrica, conhecida pelo nome de transformacdio cremo-
niana, do nome do geometra illustre que primeiro a estudou.

Na primeira o sr. Guecia, depois de enunciar o problema al-
gebrico correspondente & transformagdo bi-racional entre dois
espacos do mesmo numero de dimensdes, considera especialmente
o caso dos espagos com duas dimensdes e da a solugio d’este
problema para algumas solugdes geometricas das equagdes inde-
terminadas a que conduz a transformacio de ordem quulquer.

Na segunda nota o auctor occupa-se tambem da transformacdio
cremoneana de ordem qualquer no caso dos espagos de duas di-
mensdes, e ahi apresenta uma serie de proposigdes geometricas
importantes, de que ndo se péde dar idéa em pequeno espago.

Na lerceira nola o illustre geometra extende aos systemas li-
neares do genero zero um theorema importante devido a Nother,
em virtude do qual toda a transformacao bisracional entre dois
planos se péde resolver em um numero finito de transformagdes
quadraticas.

M. d' Ocagne. — Etude géométrique sur Uellipse.— Paris, 1886.

Destina-se principalmente aos engenheiros este excellente opus-
culo do sr. d'Ocagne, onde a ellipse é estudada debaixo do ponto
de vista da applicagdio que d’ella se faz muitas vezes para o intra-
dorso dos arcos das pontes de pedra. N'este caso, para Lracar as
junctas na estampa que se é obrigado a fazer, & necessario con-
struir muitas normaes & ellipse, e para esla construc¢do o auclor
dd um processo a0 mesmo Lempo muito simples ¢ que nunca pode
sahir dos limites destinados ao desenho.
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J. Deruyts. — Sur une classe de polyndmes analogues aux fon-
ctions de Legendre (Mémoires de la Société Royale des Sciences
de Liége, t. x1v).

Sao estudados n'este bello trabalho os polynomios comprehen-
didos na formula

P.=(1—5)"’+'(1—5)_ﬁ' .

a b " dzn

onde a e b sdo constantes reaes differentes de zero, e p e g sdo
quantidades positivas. Estes polynomios, que comprehendem como
casos particulares os polynomios de Jacobi e os do sr. Hermite,
téem propricdades analogas 4s dos polynomios de Legendre.

Dr. Fr. Engel.— Ueher die Definitions gleichungen der continuir-
lichen Transformations gruppen. — Leipzig, 1886.

Zur theorie der Berithrungs transformationen Mathematis-

‘chen Annalen, t. xxn).

O objecto da primeira memoria é a exposi¢do d'um novo me-
thedo para a determinagio de grupos de transformagdes infini-
tesimaes, por meio das suas equacoes de definigho. Esta ordem
de transformacdes foi introduzida na analyse por Sophus Sie,
que escreveu sobre o assumpto numerosas memorias. O auctor
propde-se generalisar os processos e os resultados do analysta
dinamarquez, sem se preoccupar com a determinagio dos typos
de grupos de transformacdes, nem com a das suas formas nor-
maes. A memoria comega por um resumo das principaes nogdes
e proposicdes relativas & theoria d’estes grupos, em especial dos
de transformacdes infinitesimaes; segue-se-lhe desenvolvidamente
o estudo d'estas, nos aggregados simples e de ordem superior,
terminando por alguns casos especiaes no espago a 2 e n dimen-
shes,

A segunda memoria, publicada nos Mathematische Annalen, re-
fere-se 4s transformagdes de contacto, cuja importancia para a

el
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theoria das equagdes differenciaes foi primeiro posta em relevo
por Sophus Sie. O auctor teve em vista preencher uma lacuna,
que até aqui havia n’esta theoria, e evidenciar a ligagdo intima
que existe entre as differentes classes d'estas transformagdes.
Para este fim estuda primeiro as transformagdes de 1.° ordem e
ordens superiores no espago a 2 dimensdes, e generalisa os seus
resultados ao espago de n dimensdes,

M. d’Ocagne. — De la déviation dans I'ellipse (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 3% série, L. V).

~—— Sur certaines suites de fractions irréductibles (Annales de la
Société scientifique de Bruxelles, t. x).

Sur les sous invariants des formes binaires (ltem).

E. Gueeia. — Sur les transformations Cremona dans le plan (Com-
ptes rendus de " Académie des Sciences de Paris, 1885).

——— Sur les transformations géométriques planes birationelles
(Item). .

——— Sur une question concernant les points singuliers des cour-

bes algébriques planes (ltem, 1886).

F. Engel. — Ueber die -Abel’schen Relationen fiir die Theilwerthe
der elliptischen functionen (Berichte der K. Sichs Gesellschaft
der ’”’Tssrmrhuﬂrn, .4'88;';‘).

Zur theorie der Zusammensetzung endlichen continuirlichen

Transformationgruppen (ltem, 1886 ).

J .f{f.'my:'s. — Sur le calewl approché de certaines intégrales defi-
nies (Bulletin de I Académie Royale de Belgique, 1886).
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M. Lerch.— Prispervky k theorii funkei elliptikych.— Prag, 1880.

G. Enestram.— Brevis for satsen, att den fullstindiga integralen
till en differensequation of n: te ordningen innehaller n arbitrara
konstanter. — Stockholm, 1886,
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REMARQUES SUR LA THEORIE DES SERIES

(Extraits d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

FAR

E. CEsARO

Professeur a4 'université de Palermo

Relativement aux limites des expressions

N:T-H- et Vu,, pour n infini, on sait déjd que, si elles existent, elles
n

sont égales. Depuis Cauchy on sait en outre que, si la premiére
limite existe, il en est de méme de la seconde. M. Lerch vient
de faire voir (pag. 79) que I'on ne peut affirmer, inversement, que,
si la seconde limite existe, il doive en étre nécessairement de méme
de la premiére; mais 'exemple qu’il cite est tellement compliqué
qu'il me permeltra, sans doute, d’y substituer le suivant:

e R e ot il ot e o/l ol ke S

La série est convergente, si ¢ est moindre que I'unité, en va-
leur absolue. On a, d'ailleurs, lim. Vu,=gq; mais l¢ rapport

LS e i . i T

-i'-— ne tend pas vers une limite délerminée, puisqu'il est égal
n

a1 ou & % suivant que n est impair ou pair. De mé&me, pour

Ia série

g+ @+t + ¢+ +PF g+,

le rapport en question est ¢ ou ¢, suivant la parité de n, mais
uy tend vers Vs ... ... Il est vra
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. Uptt
que M. Lerch se propose de montrer que s peut augmenter
u

L]
au-deld de toute limite, malgré la convergence de la série; mais

alors je puis, & sa série, substituer celle-ci:

L 4 {
4= +35+ +5+ + s

1,_
Y ty
suivant que n cst pair ou impair. Cependant la série est conver-

gente, et 'on a lim. \/

oit 3>a>1. Le rapport tend vers zéro ou vers l'infini,

, i bk .
vio ne 0 wiese B0 général, si "1 tend vers v limites différentes,
“n

lh Mg A3y + -5 Ay, suivant la forme de n, on peut affirmer que
\/ ¢, tend vers une limite déterminée, et que cette limite est

By o @3 o W3 fiay
i ik v 1y
oit &; représente la fréquence, dans le systéme des nombres en-

tiers, de la forme de n, pour laquelle le rapport considéré tend
vers %, de sorte que 1'on a toujours

o1 tagtast...+a,=1.

On obtient, pour v =1, le théoréme de Cauchy: pour v=2,

3 . U i .
el @ = dg, on voit que, si "1 tend vers deux limites différen-
ty
les, X et w, suivant que n est pair ou impair, “u, tend vers V lnt
c’est ce que I'on vérifie pour les deux premidres séries, cilées
ci-dessus. Soient encore ) et p les deux différentes limites de

Bp 1
—T_: mais supposons que, pour [aire tendre ce rﬂppnrt VETS Py
t,

il faille attribuer & n des valeurs, dont la fréquence soit infini-
ment petite dans le systéme de nombres entiers. Alors V iy, tend
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vers X. C'est le cas de la série de M. Lerch ..... siovag o VRl
............... La remarque de M. Lerch me semble digne
d'entrer dans |'enseignement, et je I'ai effectivement introduite
dans le cours que je donne, cette année, a I'Université de Pa-
lermo: j'ai exposé, en outre, & la suite de la régle de Raabe,
I'intéressant théoréme que M. Cahen vient de faire connaitre dans
les Nouvelles Annales (novembre, 1886). Ce théoréme n'est pas
essentiellement nouveau, en ce sens qu'il est contenu dans la pro=
position générale, donnée par M. Tannery a la page 82 de son
Introduction d la théorie des fonction d'une variable; mais il a cela
de bon qu'il est plus accessible aux commencants ... ........
................... Revenant a la remarque de M. Lerch,
jajouterai qu’une série peut étre convergente, sans qu'il existe

a1

n
exemple, pour la série

une limite pour , i pour Vi Cest ce qui arrive, par

* ettt el PR e i g,

ol 3 <a<<l. Onvoit, d’une part, que ;’ru—,‘ est égal & « ou a B,

Und-1

suivant que n esl impair ou pair.. D'autre part, tend vers 0

R

ou vers +oe, suivant que n esl impair ou par. Il n'y a pas de
contradiction avec la généralisation du théoréme de Cauchy, donné
plus haut, parce que, dans le cas actuel, I'expression trouvée
pour la limite de Vu, devient indéterminée, & cause de A =0,
Iy mighl) BOOR F e P AR e AL A it kR S
i i, &l o Permettez-moi encore de faire observer que,
pour une forme convenable de wu,, le théoréme de Cauchy équi-
vaut & dire que, si la fonction f(n) tend vers une limite déter-
minée, lorsque I'entier n augmente indéfiniment, on a

h'm.—i—[f{l}+f{2]+f(3)+ bt f(m]=Ff(e0).

. Mais, d’aprés M. Lerch, le premier membre peut avoir une
limite déterminée, sans qu'il en soit de méme pour f(n). 1l suffit

-
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de faire, pour s’en convainere, f(n) = (—1)*. Siles valeurs de f(n),
pour n infini, sont kg, Xa, Ay, ooy Ay suivant la forme de n, ou a

i=v

lim. -:1—{{[1} TR WIS TR I W
=1

ol @; est la probabilité qu'un nombre entier, pris au hasard,
appartienne au systéme de valeurs, pour lequel f(n) tend vers %,
lorsque n devient infini. Je développerai, une autre fois, les con-
séquences arithmétiques de ce théoréme. ........ «.......
AT Parmi les séries qui empéchent d’énoncer la réciprogue
du théoréme de Cauchy, je puis encore citer de mombreuses sé-
ries arithmétiques. Ainsi, par exemple, 8 (n) étant le nombre des
diviseurs de n, nous savons que la série

o) V@), 6@ | %)
{m + gm > Jm i m +...

est convergente, si m> 1, et qu'il en est de méme, pour m > 2,
de la série

& 3 4

LWL I L

= gm o gm o gm

ol __l'n représente la somme des diviseurs de n. Pour ces deux
séries, Vu, a l'unilé pour limite. Mais, dans la premiére, le

“:H tend & -ne pas rester au-dessous de 2, lorsque n

rapport

n
parcourt la série des nombres premiers. Si, au contraire, cest
4 n+ 1 qu'on attribue des valeurs premiéres, le rapport dont il

: - 1
s'agit est inférieur & 3" Le contraire a lieu lorsqu’on remplace
O (n) par la fonction de Gauss, g (n). Quant & la seconde série,

w1 4 :
on remarquera que la fonction —.fn est toujours supérievre d 1,
n
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qu'elle devient égale a 2, lorsque n est un nombre parfail; mais
qu'elle peut étre rendue plus grande que toute quantité donnée,
N, bien que cela devienne de moins en moins probable, & mesure
que N croit. Dans les conditions qui ont été envisagées pour la
premiére série, le rapport de deux termes conséculils tend & ne

pas rester au-dessous de 3 ou, suivant les cas, a rester moindre

que o Du reste, dans les deux séries, le rapport en question

peut devenir aussi grand qu’on le veut, ou bien s’approcher de
téro autant qu'en le désire. ........ A S AP FER s
sensssoesne« Dans Pégalité

lim = [[(1) + (@) +[(3) + -+ [ ()] = (),

oil, naturellement, on admet que f(co ) ait une valeur détermi-
née, supposons que [ (n) soit la somme S, des n premiers termes
d’'une série convergente. On a, pour n infini,

Hm.%{51+5g+53+ vy SR
d'oit 'on déduit

Iim.%(:&|+2ug+3u3+ . -I-nu,,}—ﬂ.

De méme, pour [(n) =nuy,, si nu, tend vers une limite ), on
a, en vertu du dernier résullat, 3 = 0. Ainsi, dans toule série con-
vergente, nu, ne peul lendre vers une limite différente de zéro. Ce
théoréme est mal énoncé par quelques auteurs, qui semblent ne
pas se douter qu'une série peul &tre convergenle, sans que nuy
ait une limite. 11 est évidemment possible que cela arrive lorsque
151 fonction nu, est soumise, pour n croissant & 'infini, a4 des os-
cillations convenables, qui lui permettent sans cesse de s’approcher
indéfiniment de zéro, ou bien d'atteindre cette valeur. On voit,
€0 outre, que, contrairement & ce que l'on suppose dans les trai-
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tés, il n'est pas indispensable que la séric svit @ termes positifs.
De sorte que, si Von trouve, dans uue série quelconque, que le
produit nu, tend vers une limite finie el déterminée, aulre que
zéro, ou bien qu'il oscille dans un intervalle qui ne contient mi
zéro, ni des quantités indéfiniment voisines de zéro, on peut affir-
mer que la série proposée n'est pas comergente., ..........
. 1l est tres-Tacile qu'une série soi conver-
gente, malgré que la limite de nuy n'existe pas: il suflit de citer
les séries simplement convergentes, déduites de la série harmo-
nique. Cela arrive plus difficilement pour les séries absolument
convergentes. Ainsi, par exemple, dans une série convergente,
a termes posiltifs, le produit nu, doit esciller, 8'il ne tend pas a
zéro, entre 0 et un nombre positif «. Soil e un nombre positif,
inférieur & «. Soient n', 0", n'”, ... les valeurs de ». pour les-
quelles nu, < e. 1! est elair que la fréguence de ce systéme de va-
leurs, dans le systéme des nombres entiers, diminue avec e. Si
elle peut étre rendue inféricure & une fraction proprement dite,
la série donnée ne peut &tre convérgente. Si, au contraire, quel-
que petit que soit ¢, la fréquence dont il s'agit ne cesse de dif-
férer infiniment pew de Tunit@, la série considérée peut tre con-
vergente. Je ne dis pas qu'elle le sera nécessairement. Cela tient,
pour peu qu'on y rélléchisse, & ce que la série

| | | !
—t—t—+—+...,
U ua ty ug

oii les dénominateurs constituent un systéme arbitraire de nom-
bres entiers, inégaux, est divergente, si la fréquence de ce sys-
téme n'est pas infiniment petite. On sait, en effet, que la [ré-
quence en quesliuu est la limite, pour m=1, de

{m—l)(;l?+i;+£g+ )

1l faut remarquer, ici, que la fréquence du systéme n'on' 0
lorsque & tend & zero, n’a pas généralement pour limite la valeur
qu'elle prend pour e = 0: celte dernitre valeur est d"ailleurs zéro,
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dans le cas actuel ............ SR i o v e a0 foa s s 5
R AR Il nous resle le doute que, dans le cas ou la
fréquence du systéme o', n”, 0", ... differe infiniment peu de
l'unité, la série soit nécessairement convergente. Il n'en est rien;
car nous pouvohs imaginer une infinité de séries i termes positils,
satisfaisant & la coudition que I'on vient de rappeler, et pour les
quelles nu, ne tend pas a zero. Cependant, quelques-unes de ces
séries sont convergentes: d'autres sont divergentes. Soit, en effet,
ty Ggal & o a Y suivant que n apparlient ou n’appartient
pas & un certain systéme llimité, 12, de nombres entiers, dont la
fréquence, dans le systéme des nombres entiers, soit g. Il est
visible que la fréquence du systéme n', 0, 2", ..., tend vers
1 —g. Pour nous trouver dans les conditions prescrites, il faut
donc, avant tout, que & soit un infiniment petit, c'est-a-dire que
les éléments de £ soient infiniment peu fréquents parmi les nom-
bres entiers. On reconnait, alors, que la série proposée est di-
vergente ou convergente, en méme lemps que la série des inverses
des éléments de (. Ainsi, par exemple, si () est le systéme des
nombres premiers, la série proposée est divergente. Si () est le

systéme des carrés parfaits, la série proposée est convergente: sa
2 2

= ® : J

somme est 5 1— 3-{—]). Cependant, le produit nu, s'écarte con-
tinuellement de la limite 0, pour redevenir égal & l'unité. .. ...
Quelque soit le systéme €2, ces suites offrent un nouvel exemple

U1

de séries, pour lesquelles i'f":, tend vers l'unité, tandis que =
n

peut devenir plus grand ou plus pelit que lout nombre- positif

donné, ou se rapprocher de I'unité autant qu'on le désire. ... .

----------------------------------------------

----------------------------------------------
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SUR LES ARCS D'ELLIPSE RECTIFIABLES

(Extrait d'une lettre adressée & F. Gomes Teixeira)

PAR

M. Maurice D'0CAGNE

.+ Je prends la liberté de vous signaler une petite remarque
au sujet de I'intéressant article de M. R. Guimarlies sur les arcs
d’ellipse rectifiables.

Si ¢ et gy sont les anomalies excentriques des points (2, y)
et (§,0), ona
o'=acosy [=acosy

y' =bsin lp L= bsin g,

et la formule (C} de M. Guimardes s'éerit

Sctsint g — 04 (1 & cosq)t
tang g3 = =% m"gp_}"’ c*sin® g (1 == cosgq) -

b(1 = cosg)

Si g1=19, on a donc

2c¥sing — b3 (1 == cos ¢)2 = b (1 =% cos )%,
ou
esing=>b(1 = cosg).

Si on prend le signe +, celte équation devient, en posanl
alors g =¢/,
B g P ¢
2¢ sin —— cos — = 2b cos? —,
2 2
ou
I

b
tang -;- -——
¢
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si on prend le signe —, et que I'on pose ¢ =g

o o' ?
€08 —— = 2 hsin?

Desin —
c&sn_g 3 g

b
= [

Par suite

p'__l_?”_

et les points B’y et B”; correspondant respectivement & ¢/ et 4
¢ sont symétriques par rapport au petit axe OB.

Si la_perpendiculaire menée par le foyer F au grand axe OA
coupe la tangente en B au point'I, on a

s q.'l
10A = —;
2
ce r[m permet de construire immédiatement le [mlnt H’

Si

'{’J e gun :
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SUR LA PARTIE TRANSCENDANTE DE LINTEGRALE
D'UNE FRACTION RATIONNELLE

FAR

DUuARTE LEITE

(Professeur & I'Ecole Polytechnique de Porto)

C'est un fait bien connu maintenant que pour oblenir la partie
algébrique de l'intégrale d’une fraction rationnelle il n’est pas
besoin de connaitre les infinis de celle-ci. Au moyen de la seule
division algébrique on parvient i déterminer les coefficients de la
variable dans la fraction intégrale en fonction rationnelle de ceux
de la différentielle (=).

L'objet de cette note est de montrer qu'une circonslance ana-
logue se présente dans beaucoup de cas dans la détermination de
la partie logarithmique de I'intégrale d'une fraction rationnelle.

Soit

_(f@
y‘J Fa >

et supposons que le dénominateur F (x) ait n racines simples,
que je designerai par a;.

(#) 1l suffit d'employer un des élégants procédés indiqués par M. Her-
mile dans son Cours d’Analyse, pag. 265 et suiv.

Ce fait avait été préva par Liouville, dans un mémoire publié dans I¢
cahier xxu du Journal de PEcole Polytecknique, pag. 136, note. Il parait méme
résulter d'un mémoire de Crelle, dans le tome 9 de son journal, pag. 231,
que cela n'était pas inconnu & Eunler.

Vovez anssi, sur ce sojet, deux notes de Mr. Gomes Teixeira, dans les
Hgggwmui della Reale Academia dei Lincei, serie &2, vol. 1., marzo e aprile
i
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Un a
'r_.{ij_=\*= Ai
Fla) “z—a
()
()
d'oi

y =23 A¢log (z —a)).
1

Admettons maintenant qu'on ait trouvé des fonctions g (x)
telles que les valeurs g;(a;) soient des nombres entiers positifs
non égaux.

Si I'on pose alors

les B; étant des quantités qui ne dependent que de j, on aura
n[n
y*d [} B; g ( ')J log (x— a;)
n B =
=3 “f| 2 9; (a;) log (z— ﬂ-‘)J
1 1

L L]
=) Bj |Dg mn l:iE — ﬂ,‘}'-’:{'l"’.
1 1
Les produits
n
F; (z) = Ill (@ — a;)® (@)
sont des polyndmes, dont les coefficients se déterminent ration-

nellement en fonction des sommes de puissances semblables de
ses racines.
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Or la somme des puissances k de celles-ci est de la forme
k
b3 ko] (ﬂ;} % a.' Y

c'est donc une fonclion symétrique des a;, calculable partant en
fonction rationnelle des coefficients dé F (z).

Pour compléter la démonsiration annoncée, il suffit de remar-
quer que le sysiéme des équations (1), détermine les B; eux
aussi en fonction symétrique des a;

Lorsque les a; sont des nombres entiers et positils, les fon-
ctions g; () les plus simples sont des puissances de z, Le calcul
se fait facilement par le procédé swivant.

Au moyen de I'équation

F(z)=0
I'expression
[2)

i’

A

peut prendre la forme d’un polyndme

n—I1
A= 3 Bz,
0

On a, alors,

e, par conséquent,

Le coefficient d'une puissance duelconque de chacun des pro-
duits du sommatoire peut s’exprimer, par les formules de Newton,
en fonction des sommes de puissances semblables des racines,
dont la forme est

- fo | ] . =g
bk.}_ ﬂi.ﬂi—--zﬂi o




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 183

Si les racines a; sonl commensurables, mais [ractionnaires ou
négatives, on pourra retomber sur le cas précédent en faisant
dans la différentielle donnée une subslitution linéaire convenable-
ment choisie.

Mais il suffit dans le second cas de choisir pour fonctions ¢; (x)
des puissances paires de z.

— Les procédés ordinaires sapposent qu'on ait trouvé les ra-
cines a;, pour en conclure aprés la valeur des coeflicients A;.

On peut intervestir I'ordre de ces opérations en cherchant
d’abord les A;, comme je vais le montrer.

En formant le résultant du systéme

F (2)=0

Plah % Filis csns e Lonse 19
) 7 0

A
on aura, il est facile de le voir, une équation de degré n en A,
dont les racines sont les Ag. I se pourra qu'elle soit résoluble
plus facilement que

F () = 0;

mais si celle-ci ne 'est pas algébriquemcnl. I'équation en A ne
le sera non plus, car le systéme (2] donne z en fonction ration-
nelle de A, et par conséquent on connaitrait autant de racines a;
que de coeflicients A;.




JORNAL DE SCIENCIAS

NOTE SUR LE MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL
SOLLICITE PAR UN CENTRE FIXE

PAR

H. LE PoxT

(& Caen)

Considérons un point matériel sollicité par un centre fixe 0,
origine des coordonnées lmluirus ret 6, et soumis & I'action d’une
force R fonction de ses coordonées:

R=F(r,6).
Le principe des aires donne immédiatement

db =
dt

@

C.

Combinant cette premiére intégrale avec celle des forces vives,
et posant

1 s (o, |
= -LP‘ —'ci'l'[:rtﬂ:]-znrl-f'u)

r

nous avons la formule analogue a celle de Binet

d*p ;
qet Te=rla.b),

équation différentielle de la trajectoire.
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Cette équation (a) est toujours intégrable lorsque son second
membre est indépendant de 6§, c’est-a-dire lorsque la force R est
fonction du rayon vecteur r seulement, et Mr. Bertrand a dé-
montré qu'alors les seules forces qui imposent au mobile un or-
bite fermé sont, ou proportionnelles a r, ou inversement propor-
tionnelles & r? (#); elle s'intégre encore lorsque son second mem-
bre est de la forme

(A+1)p+£(9)

% étant une constante et f(6) une fonction quelconque de 6; la
force R ayant pour expression

o~ +rw]

Cette équation (a) devient alors

a?
@ gE=retl)

et nous avons, en I'intégrant:
1° pour 1> 0:

g A o
R [T Val Vi | av/al
ot i Je— M [(b) db + e ;I' 2 f(a)da]

+ VA (Ao — Be20)

1 = " = 510
= | g/ | VA0 — Vil | gV d
v e At O ERTIOL

e

+ Ae/r 84 Bevis,

B e e

(%) Comples rendus de I' Académie des Sciences, 1873,
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2° pour X< 0:

dp 1

di 2

[t'us\’;—_iﬁlcus L’:);gf{ﬁ;tm + sin -|'__).&‘ sin '."#:‘;Eif'{ﬂ;d‘]]

+ l:)-\ (A cos .'r':i& — B sin YV )

(Bs)

[sin V=0 [cos V—30f(6)dg — cosV/—y0 [ sinV g/ (6) dd

+ A sin V=2t + B cos '/;_13

A et B désignant les constantes d'intégration.

Il est facile de voir quelles sont les forces R pour lesquelles
la trajectoire du mobile est une courbe fermée: il faut et il suffit,
en effet, pour cela que la différence entre deux valeurs quelcon-
ques ﬁ;? et g de § pour les quelles on a

dp
sl
db

soit commensurable avec =, c'est-d-dire, en supposant que 'axe
polaire soit dirigé suivant un rayon vecteur maximum ou mini-
mum, que les su‘ﬂlliiu membrew des premiéres équations (21)
et (3g) soient de la forme

gin®t+14 gip™+-1 (U — n) S et (-’J — :%r) o )
m m

& \
sinfw—i-+1 (& - m_i. 1:) .

m
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m étant un nombre entier, n, ny, ng, ... f, 1 des nombres po-

sitifs et F (§) une fonction qui ne devient ni nulle ni infinie pour
x 2% m—1 . G

les valeurs 0, —, —, ..., ——= de . Les trajecloires dé-
m m m

finies par les dernitres équations (31) et (33) sont des courbes
[ermées ayant pour axes de symétrie les m droites

2 —1
ﬂglll ﬂg'ﬂ_l HE ﬂ' = e U=m
m m m

.

Il est alors [acile de déterminer la fonction f(8) de fagon que
le point considéré décrive une courbe fermée

(3) ¢=F(8)

ayant pour axes de symétrie an faisceau donné concentrique au
pdle.

Deunx cas sont particuliérement. remarquables, le premier qui
a été étudié par Jacobi (#) oil on a

A=—1
la force R est alors
(oLall),
le second, oii on a
=0

la force R étant
21 .

C'est ce cas que nous allons considérer.

R O

(#) Darboux, note 11 du Cours d¢ Méctmigite dé Déspeyfons.
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L’équation («) devient
(1)
et donne immédiatement

® = frea

3) pil J[ f ) dh__! db.

Nous voyons alors que, en prenant
f(8) =—kcos
k* désignant un coefficient constant, le mobile décrit Iellipse

p="C+k?cos .
La force central

2 klcosh

—SH )

impose donc aussi des arbitres planétaires. Mais, il y a plus:
la troisitme loi de Képler subsiste dans ce cas comme dans le
cas de |'altraction newlonienne :

et, en choisissant convenablement les constantes, le mobile dé-
crira, dans les deux cas, la méme trajectoire, avec les mémes
particularités dans son mouvement,
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On pourrait multiplier & I'infini le nombre de problémes aux
quels donne lieu cette question des forces cenlrales; nous avons
choisi celui-ci & cause de son importance.

Si, en effet, on suppose le cocflicient ¢ suffisamment petit, la
loi d’attraction différe infiniment peu de celle de Newton.
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