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REMARQUES ARITHMETIQUES

FAR

Enxesr Cesano

IV

Conséquences arithmétiques d’'une identité

f. Dans notre article «Source d'identités», publié dans le
Muathesis, nous avons démontré I'identilé

S g wy g U u
. U UG . o Uy
X u= X (=1 bk ot b (1)
n==1 =1
oll
s
Uy

f—zg/

Or, observons que, dans le développement du premier membre
suivant les puissances eroissantes de z, le coeflicient de z» est

X(n)=asbb+ae¥. 0., (2)

a, b, ¢, ... élant tous les diviseurs de n. Si, aprés multiplication
des deux membres de (1) par 1 —z, on fait =1, on obtient

e o
X()= R — = log, ——.
i (o6 ) n§’ h (1—a)n 8 l—a




k JORNAL DE SCIENCIAS

Tl est vrai qu'on arrive plus simplement & ce résultat par ap-
plication des principes exposés dans l'article précédent.

2. Pour z—1, la formule (1) fournit une intéressante trans-
formation de la série de Lambert. On voit, en effet, que la série

-z P z9
Bmar et e (3)

équivaut &

g 3 26
§(z) = . -

(T (o (o

En d'autres termes, si I'on pose

zn—1

f—z'

Un

on peut écrire

—x
S va=vl -yl + vyeta? — dgvavgu® + .. ..
n=1

Pour = compris entre 0 et 1, on sait que la série (3) est con-
vergente, et que son terme général u, va constamment en dé-
croissant, lorsque n augmente. Un calcul facile montre que, &
partir d'une certaine valeur de n, dépendant de =, et précisément
a partir de la valeur pour laquelle wuy devient inférieur a 2, la
série (4) est plus convergente que la série (3). La strie (4),
termes alternativement positifs et négatifs, est done fort utile pour
I'évaluation approchée de S(s).

@. D’aprés (2), on voit que, dans (3), le coefficient de z* re-
présente le nombre des diviseurs de n. Voyons quelle est I'expres-
pression du méme coeflicient dans la série (). Dans le produit
Uy Ug U . - - Uy, Cest-d-dire dans

(s+s¥+s3+..) (st +28+..) .. (o+sP+s>+..)
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le coefficient de z® est évidemment égal au nombre =, (u) des so-
lutions entiéres et positives de I'équation

g1 +25+ 38+ ... +vE =n. (5)

Le coefficient de z* dans le v terme de (%) est done, au signe
prés,

: s)=rnm)+nh—y)+5h—-2v+....

Conséquemment, I'expression

a1 (8) — oy (n) + a3 (n)— . ..

est égale au nombre des diviseurs de n.

4. 1l est, d'ailleurs, facile de voir que o, (n) représente aussi
la somme des valeurs que prend la variable £, dans la résolution

de (5). Si I'on cherche a remplacer, dans le dernier énoncé, les
fonction = par les fonctions 7, on est conduit & poser

ta(@)=(—1)0H 2o (2—n)+(— 1) H 5y (—n )+ (1) H v (2—n)+...,
et I'on trouve alors que la somme
b (W) +1g () + 15 () ...
+(n)—rq(n)—7vg(n)—...
est égale au nombre des diviseurs de n;

&. Reprenons la formule (1) dans toute sa généralité, et cher-
chons, dans le second membre, le coefficient de z*. Ayant une
solution particuliére de (5), on trouve que z* est multiplié par
une puissance de x, dont I'exposant est la somme des 2, Par con-
séquent, si h, (n, p) est le nombre des solutions entiéres et positives
des équations simultanées

Et25+38+ ... .vE=n

Gt Gt a+... L=p,
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et si I'on pose
Hy (ny p) = he (n, p) + by (n—v, p) + by (n—2v, p)+ . . .,

le coefficient de z* provenant du v terme, est, en valeur absolue,

E.IF H,(n,p).
r

Par comparaison avec (2), on voit que la somme

Hy (n, p) —Ha(n, p) +Hy (n,p) — . . .,

est généralement nulle, sauf pour n multiple de p: dans ce cas,
elle est égale @ I'unité.
@. Aprés avoir posé

Kn (2, p) =
= (—1)a+Hh,(@—n, p)+(—1 ) hy(2—n, p)+ (—1)Hh{z—n,p)+...

on peut dire aussi que la somme

Ky (n,p) + Ky (n, p) + Kg (n,p) + - ...
+hy (n.p)—ha (n,p)+hs (0p)—-..

est égale a unité ou @ zéro, suivant que p est ou nest pas un
diviseur de n. ;

Dans un autre article nous tiliserons certaines recherches de
MM. Sylvester et Trudi pour montrer comment on peut repré-
senter analytiquement les symboles dont il vient d’¢tre question.
Nous en déduirons, naturellement, la représentation analytique du
cavactire de divisibilité de deux mombres. Celte représentation
peut, d'aillews, 8tre &tablie directement an moyen des fonctions
trigonomeltriques, comme nous le ferons voir dans des recherches
ultérieures sur certaines éventualités arithmétiques.

e i
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SOBRE A DECOMPOSICAO DAS FUNCCOES CIRCULARES

POR

J. C. p'OraveIRA RaMos

Sendo dada a fracgio

f (sen x, cos x)
|« sen*® (@ — ay) send (x — aq) sen’¥ (x — ay). ..

em que [(senz, cosx) ¢ uma funcglo inteira e homogenea do
grau n—1, sendo n=2+3 +y+ ... o numero de factores do
denominador, provar que ¢ sempre possivel a decomposiglo se-

guinte:
f (sen z, cos x) Axcos®! (z—ay) &
sen® (& — ay) send g.r, —ag) . . . T sen® (x— ay)
As_ycos*2(z—ay) Ag cos {#—ay) Ay
~sen*—! (z — ay) T sent(m—ay) - sen(z—ay)

BB cosS—1(x —ag) = Bg_jcosb—2(x—ay)
send (x — ag) senb—1 ( — ag)

Bs cos (z — ag) + By
sen®(z—ag)  sen(r—ajy)
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Esta formula foi achada pelo sr. dr. Gomes Teixeira (+) d'um
modo indirecto, resolvendo um problema d'interpolagio.

Vamos agora deduzil-a directamente.

Com effeito, pondo

SIRAJUIRID 2300IMUT 2RO ORDI209MOJ30 A IREH02
sen* (z — ay) senf (x —ag) .. . = (x) =sen* (x — ay) Yy (x)

em que
Yy () = senB (2 aq) senY (z —ag). . .,

podemos sempre escrever

f(senz, cos ) =
‘ 1)

= Az cos® ! (w <= ay){y () + sen (@ < ay) fy (sen 2, cos z)

o que da

{(sen.2,012) — Au 03’1 (2 — a1) o (2 o (2)

fi (sen 'z, cos &) =" e oy

Com effeito, como [ (senx, cos a? ¢ funcgdo inteira, por hypo-
these, para ter logar a egualdade (1) tambem o deve ser fj (senx,
cos ). Yamos, puis. determinar A, de modo que a divisio (2] se
effectue sem resto. '

Para isso notemos que de ser [(senx, cos ) funcgho homo-
genea do grau n— 1, resulla

. ~ i
[ (tsenx, tcose)= "1 f(sen x, cos x)

ou

. , I '
[(senz, cos &) = -lu_—_-‘-f{t sena, { cos x).

pEvE

(=) Nowdetles Annales de Mathématiques. 3.2 serie, 1 v (agosto de 1885);
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cos x

Fazendo (= , vird

e U=
sen .x senx

[ (sen 2, cos @) = sen*—t 2. f (1, 0. ... ...

Egualmente, desenvolvendo cos (z—ay), sen (@—a3), . . ., ex-
pressoes da forma asenz + bcos z, e designando por a', a’, .
b, b, ... os respectivos coefficientes de senz e cosz, teremos

cos*—! (z—ay) §y (z) =cos®! (z—ay)send (z—ay). . .=

= (a'sen £+ b cos 2)*—1 (a" senax+ b cos z)p . . .,

funcgdo homogenea do grau a+B+ ... —1=n—1, poedendo
portanto escrever-se

cos*! (@ — ay) 4 (2) = sen* 2F (u), ..... (§)

representando ‘por F uma fune¢lio inteira.

Vé-se d'aqui que, sendo o numerador da expressio (2) uma
funccio homogenea ‘do grau n—1 e o denominador da férma
a senz + b cos z, funcglo homogenea do 1.° grau, fj (sen xy cos z)
serd [unceio homogenea do grau n— 2.

Substituindo os valores (3) ¢ (4) em (2), vem

[(1.u)— AL F(u)

[1{sen z, cos &) = sen™—! z -
- SEN T COS @y — COS X Sen a4y

[(1,u)— AF (u)

=sen"—2g i
COS @y — u sen ay

Effectuando a divisio d’esta ultima fracgdo e chamando Q o
quociente e R o resto, serd

f(1,4)—As F (u) = (cos @y —usen a;) Q+ R,
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o que da, para x=ay,

r(t < “;-”-‘-) A F ("‘”—“—‘) —R=0
" sén ay semay) -

porque [ (sena, cosx) deve ser inteira.
Ora as egualdades (3) e (§) dio respectivamente, para = d

L

f(i cos m) _ [(sen ay, cosay)

" sen ay “sen—! ay

F (m_'_'l) L vhen

sen ay sen™1ay
Logo
. f (sen ay, cos ay) il

ey (5)

Fica assim determinado o valor A, que torna inteira fj (senz,
cos x), funcgdo homogenea do grau n—2, e demonstrada, por~
tanto, a egualdade (1). .

Dividindo esta, membro a membro, pela egualdade

§ (#) = sen* (£ — ay) 1 (2)
obteremos o resultado

[(senz,cosx) ~ Aycos*! (@—ay) fi (senz, cos 7)
4 (x) sen* (2 — ay) sen—! (2 —a;) 4y (x)

()

Se n'esta egualdade mudarmos [(sen x, cos x) em fi (sen 2, cos )
e a em 2— 1, o que transforma ¢ () = sen* (z — ay) 44 (x) em
sen™— V@ ay) &y (&), virh

fi(senz,cosx)  Agjcos*R(z—ay) [ (sen x, cos x)

'5.1-3_""_1 fx—-m)qq[x) 1 _Sﬁ_l (é:;} . Qé;;—_*_{,:cr—- ﬂg‘} ||J_| I:.'I‘J'
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Continuando teriamos, depois de « decomposigdes,

¥

[(senz, cosz) Agcos*!(x—ay)  AsspcosiHa—a) : )

¢y () = sen? = rtn)_- ., sen®=h (@— a) o
Ay [ (sen z, cos z) ﬁ
sen (& — ay) 1 (=)
Pondo
b1 ()

$a (@) = = senY (z— ag) <. .

senf (z — ag)
esta ultima Iracgio da por decomposigio

[+ (sen z, cos x) fa (sen z, cos ) _83 cosP=1 (£ — ay) +
$1 () sen’ (x — ag) dg () senf (x — ag) b g

em que
,!;,_;_'Es_t_}ll a3, COS a3)

g i 7 )

S, 4 obailudin (6)

Continuando a applicar 0 mesmo processo a todas as fracgoes
que forem amerecendo. chega-se & decomposigiio annunciada.

D’este modo iamos determinando os coefficientes Ay, Aa—y, .-
By, Bg_;, ... 4 medida que se ia effectuando a decomposigio,
mas ha formulas que nos dde directamente o valor d’estes coeffi-
cientes em funcdo das quantidades dadas. Estas formulas veem
no arligo dos Nouvelles Annales atriz citado.

" 1L Se na cgualdade demonstrada fizermos a = | =y=.. =1,
vird
[ (sen z, cos x) Ay 4
sen (x— aq) sen (T —ag)... | senx—ay)

By

sen (= - as)
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As expressdes (5) e (6) de Ay e By ddo-nos n'este caso

f(sen ay, cos ay)

Ly f{!ﬂﬂﬂ].mﬂﬂl] et
sen (ay — ag) sen (ay — ag) ..."

Y

f1(sen ag, cos ag) = f1 (sen ag, cos as)
Ya(ag) ' sen(ay— ag) sen (ay — ay)

Mas a expressdo (2) de f; (sen z,co0s z) dando-nos entdo, visto
ser {1 (ag) =0,

B, =

[ (sen ag, cos ag)
f bon a8 T o = a1
o valor de By serd

o, - { .y
1™ sen (ag— ay) sen (ag —ag)...”

Substituindo os valores de A; e By em (c), vem finalmente

[(senz,cosx)  f(senay,cosay) i
sen (m—u,)wn{x—dg]..._ sen (ﬂi—‘ﬂ'g_'r sen(ay—ag)... " sen(z—ay)

f(sen ﬂg.co\saﬂ 1
sen (ag — a) sen (a3 —ag)... ~ sen (x— as)

~+

que & a formula dada pelo sr. Hermite (+).

(%) Cours i’ Analyse, page J31.

B
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BIBLIOGRAPHIA

F. M. Costa Lobo. — Estudo de algumas equagies de congruencia
e indeterminadas. — Coimbra, 1885,

N'este trabalho, escripto para o concurso a uma cadeira de
mathematica na universij'ade de Coimbra, o sr. Costa Lobo con-
tinia o estudo das equagdes indeterminadas principiado na sua
dissertaclio inaugural, de que se deu noticia na pag. 101 do
tom. vi. Nas ultimas partes d’este primeiro trabalho tioha o au-
ctor exposto o methodo de Wronski para a resoluclio d'aquellas
equacdes. No actual faz applicagdo dos principios expostos no
primeiro a algumas questdes particulares, para os tornar mais
claros e poder-se apreciar a sua importancia.

Brito Limpo.
Porto, 1885,

Sobre os nivelamentos applicados d Geodesia, —

Principia este interessante artigo por algumas consideragdes a
respeito da verdadeira figura da terra, que ¢ differente da figura
media obtida pelas triangulagdes geodesicas, por causa das attrac-
¢des locaes. Em seguida apresenta e aprecia os dois methodos
de Willarceau para obter aquella figura, e dé um processo novo
Ean]l vencer uma difficuldade relativa & refracglio que existe n'um

‘elles.

Duarte Leite. — Integracao das differenciaes algebricas. — Porlo,
1886,

N'este importante trabalho, escripto para o concurso a uma
eadeirn da escola polytechnica do Porto, o auctor occupa-se dos
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integraes das funcgdes algebricas exprimiveis algebricamente ou
por funcgdes logarithmicas.

No primeiro capitulo tracta dos integraes exprimiveis algebrica-
mente, e ahi vem o theorema de Abel relativo & forma d'estes
integraes, o methodo de Liouville para os determinar, e alguns
theoremas novos, tal ¢ o'seguintes «Para que seja algebricamente
integravel uma differencial racional f(z,y) dx é necessario e sul-
ficiente que o sejam scparadamente os seus termos, depois de
tornada inteira e irreductively ; ¢ o seguinte, generalisacio de
um theorema de Liouville: «Se designarmos por py e ¢y duas
funcgdes de ordem n, a egualdade

i L
fp]dmy, P

tem sempre logar, se o inlegral for algebrico; ¢ ¢, ¢ uma flunc-
¢do racional de py».

No capitulo segundo tracta dos iutegraes expremiveis por loga-
rithmos, e ahi vem o theorema de Abel relativo & relagiio alge-
brica mais geral e simples entre os integraes algebricos, e como
consequencia a forma dos integraes exprimiveis por logarithmos;
em seguida um estudo muito desenvolvido do iategral

"‘Pda:
J VR
principalmente do caso em que ¢ exprimivel por um 6 loga-
rithmo; finalmente uma applicagio ao ¢aso em que & m=2, onde
o auclor CHprega um processo novo ‘mais simpies do que os de
Abel ¢ Teheybicheff.

Tanto pelos theoremas novos que apresenta, como pelas’ de-
monstraches novas de theoremas conbecidos, é exftremamente
precioso o livro do sr. Duarte Leite.

Ch. Hermite. — Sur quelques applications des fonctions elliptiques.
— Paris, 1885.

N'este importantissimo trabalho o eminente geometra faz um




-

MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 15

estudo profundo da equagio de Lamé, e applica os resultados
obtidos @ rotagio de um corpo solido em roda de um ponto fixo,
quando nio ha forcas accelératrizes, 4 determinagio da figura de
equibibrio de uma mola e 4 theoria do pendule conico.

E. Cesaro.— Excursions arithmétiques a Uinfini (Annali de Mate-
matica, tomo Xin). :
: = e
PR g

E objecto da bella memoria do sr. Cesaro o uslud':'l de uma
serie de questoes de Arithmetica das mais interessantes, de que
¢ difficil dar noticia em pequeno espago.

A primeira questio de que se occupa ¢ do estudo medio do
maior divisor commum de dous numeros, e ahi vem uma serie
de theoremas relativos ao numero medio de divisores commuus
de dois numeros, & somma media d’esses divisores, 4 quantidade
de pares de numeros que admittem um menor multiplo commum
dado, ele. 3

Em seguida occupa-se do maior divisor quadrado d'um numero.

No terceiro capitulo, intitulado Eventualidades da divisao arith-
metica, o auclor resolve muitas questdes interessantes relalivas &
probabilidade de que uma certa circumstancia se dé na divisdo,
como, por exemplo, que o quociente seja antes par do que im-
par, elc.

No capitulo_quarto vem uma serie de questdes de probabili-
dades relativas ao maior divisor commum de muitos numeros, e
no capitulo quinto um estudo profundo da distribuigdo das quan-
tidades commensuraveis, @ como consequencia uma serie de que-
stoes relativas & probabilidade de que uma funcglo de quantidades
commensuraveis salisfaca a certas condigbes.

Nos capitulos sexto, setimo e oitavo estuda o sr. Cesiro o uso

da funcgio scn%ﬂ para sommar algumas series arithmeticas, e

para achar algumas identidades arithmeticas importantes; estuda
a funcglo que representa o excesso das fraccdes sobre os maiores
inteiros que ellas contéem; e estuda a funcglio que representa a
menor quantidade que é necessario ajunclar ou lirar a uma quan-
tidade para obler um numero inteiro. -
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Finalmente no ultimo capitulo apresenta formulas da mais alta
importancia para a reversdo de certas series.

Pela breve noticia que vimos de dar se ¥¢ quanto & fecunda
em resultados a bella memoria do joven' geometra italiano, ja
muilo conhecido por memorias importantes de Arithmetica, publi-
cadas principalmente nas Memorias da Sociedade Real das Scien-
cias de Liége.

Ch. le Paige. — Correspondance de René Frangois de Sluse (Bul-
letino We Bibliografia e di Storia delle Scienze Matematiche de
B. Boncompagni, tom. xvu).

Nasceu em Visé em 1622 e morreu em Lidge em 1685 o
sabio eminente de que se occupa o sr, Paige. Cultivador de muitos
ramos da sciencia, tornou-se todavia principalmente notavel como
mathematico, e a respeito d’esta sciencia teve correspondencia
com Pascal, Huygens, Wallis, etc.

O sr. Paige, querendo tornar conhecido do mundo sabio o seu
illustre compatriota, tractou de recolher toda a sua correspon-
dencia, que estava espalhada por diversos paizes, e de procurar
informacdes a respeito da sua familia, da sua vida e de seus tra-
balhos mathematicos.

A estes ultimos pontos s@o dedicadas as primeiras 67 paginas
do trabalbo do sr. Paige; 4 correspondencia sio dedicadas as pa-
ginas seguintes. ;

Os trabalhos de Sluse referem-se a ponlos importantes das
mathematicas, e tiveram grande influencia no desenvolvimento
d’estas sciencias; por isso grande servico fez & historia da mathe-
matica o sabio professor da universidade de Lidge com a sua
publicaglo. ' s

Ch. le Paige.— Uber die Hesse'sche Fliiche der Flichen dritter
Ordnung (Sitzb. der Wissench., 1885).

H. le Pont. -~ Sur une transformation polaire des courbes planes
(Journal de Mathématiques spéciales, 1885, '




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 17

M. Lerch. — Remarques sur quelques points de la théorie des fon-
clions. — Prag, 1885.

Neste arl.igu' vem uma serie de exemplos muilo interessantes
de expressdes analyticas, que em diversas partes do plano repre-
sentam diversas funcgdes analylicas.

Mr. Lerch. — Expression analylique du plus grand diviseur de
deux nombres entiers.— Prag. 1885,

———— Bestimmung der Anzahl merkwiirdiger Gruppen einer allg-
meinen Involuiion n—ter Ordnung k—ter Stufe (Sits. der
bohm. Gesellschaft Wissenchafien, 1885).

J. M. Rodrigues. — Theoria da retrogradagio das trajectorias.—
Lisboa, 1885.

N'esta importanle memoria o sr. Rodrigues estuda as condi-
¢des para que os projecleis, no seu movimento no ar, em logar
de cahirem seguindo uma curva de asymplota vertical, tenham
movimento de retrogradagio. Baseia-se a nova doutrina em alguns
theoremas relativos & resistencia dos fluidos, que fazem parte de
uma memoria ainda ndo publicada.

Principia por procurar as equagdes fundamentaes do problema
e.as mugilpbes para que haja retrogradaglio; e em seguida pro-
cura as diversas trajectorias que o projectil péde descrever se-
gundo a posicdo do plano de resistencia, e as condigies a que
devem satisfazer os projecteis para que haja retrogradaclo.

J. M. Rodrigues. — Movimento do solido livre (Jornal da Acade-
mia das Sciencias de Lisboa, n.* x11).

O objecto d'este interessante artigo é o estudo do movimento
do solido de revolugio, quando a resultante das forcas exteriores
existe no plano do movimento determinado pelo eixo da figura

2
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e pela tangente & trajectoria e varia segundo uma dada funccie
da obliquidade. Por uma analyse das mais elegantes reduz &s
quadraturas o problema da integracdo das seis equacdes do movi-
mento de translagdo e rotaglio, e considera o caso em queé estas
quadraturas se obtéem por meio das funcgdes ellipticas.

Tycho Brahe. — Triangulorum planorum et sphericorum praxis
arithmetica — 1591

Existe na bibliotheca da universidadé real de Praga um ma-
nuscripte com o litulo precedente, eseripto pela propria mae de
Tycho Brahe. Para tornar esta preciosidade conhecida, o illustre
professor d’aquella universidade, sr. Studnika, mandou repro-
duzil-a por meio da photoleographia, de maneira a offerecer aos
admiradores do grande astronomo uma imagem 3o perfeita quanto
podesse d'aquelle manuscripto.

Davide Besso.— Periodico de Matematica per l'insegnamento se-
cundario. — Roma.

E ‘este o titulo de um novo jornal dedicado 4s Mathematicas
elementares que o sr. D. Besso, professor no Instituto technico
de Roma, vem de fundar. Publica-se um fasciculo cada dois me-
zes. O primeiro fasciculo traz um artigo importante do sr. Besso
sobre o tetraedro de faces eguaes, um artigo do sr. Faifofer sobre
uma proposicio fundamental da theoria das equivalencias, ete.

G.T.
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SUR CERTAINES DETERMINATIONS DE LIMITES;
MOYENNES LIMITES DE DEUX NOMBRES

EAR

M. Maurice p'OcacNe

Ingénieur des ponts et chaussées, i Rochefort-sur-Mer (France)

. Nous allons d'abord établir une formule générale qui nous
sera utile dans la suite de cette Note.

Etant donnée une fonction y =g (z), prenons arbitrairement
deux nombres « et §, et considérons une progression arithmé-
tique de m termes ayant = et 5 pour termes extrémes, progres-
sion que nous représenterons par xy=«, Ty, Ty, ... L gy g =33
puis, formons I'expression

F(n)_?(zs)"'?(ﬂ):' ve W0 (ot

et proposons-nous de trouver la limite de F(n), lorsque n croit
indéfiniment.

A cet effet, supposons construite, en coordonnées rectangulai-
res, Ta'courbe dont I'équation ‘est y = ¢ (), et prenons sur cette
courbe les points Py, Py, ... P,, qui ont respectivement pour
abscisses 'Opy =2y =a, Ops=xs, ... Opy_1=2, 4, Opy=z,=B.
Cela posé, nous pouvons écrire la valeur de F(n) sous la forme

Yi Yitya yvatuys Yoot tyu | Ya
gt g Tog to g TEE

F(n) =

*

n
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ou, si f—a=(n—1)¢, d'ou I'on-tire 15|--E'—r-:+l

F_;f+(!fl';§‘!'i'+ __'+(sr-—1:s'-)t+ar--
Ly =ry-rooy:

(yityita)e
2

est égale a la surface du trapéze Ptp¢p.+1 Piy1: en sorle que,

st 'on représenle par o, I'aire comprise entre le contour poly-

gonal PyPs ... Py 1Py, l'axe Oz et les ordonnées extrémes

Py p1y Pups, on a

Or, on voit que, d'une maniére générale, la quantité

e (y1 +2§-)'
e o

yy et y,, valeurs de ¢ (z) pour z=u et x=3, sont des quan-
tités fixes; de plus, lorsqu'on fait croltre n indéfiniment, ¢ tend
vers zéro, et ¢, a pour limite ['aire cumprlse entre la courbe
y=y¢(x) et l'axe Oz, depuis x==a jusqu'a z=, c'est-d-dire

Jmﬁ ¢ («) dz. On a donc
¢ (z) do

(1) Lim F, (z) = —EB—_‘—

Telle est la formule préliminaire que nous nous proposions
d’établir,

2. Nous allons maintenant définir ce que nous entendons,
d’une manid.e générale, par mayenne limite de deux nombres a
et 3 (x<B). Considérons une série de n termes xy, 3, ... Zn,
dont la loi de formation, d’ailleurs quelconque, sera demgnée par
une certaine letire L, ces termes étant astreints aux conditions
suivantes

Ty =z Ty=73 i < Titt,
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quel que soit-¢; puis prenons les diverses moyennes, arithmétique,
géométrique, harmonique, de ces termes, moyennes que nous. dé-
signerons par les notations AL,, GL,, HL,; dans chacune de ces
notations la premiére lettre rappelle la nature de la moyenne
considérée, la deuxiéme, la loi de formation de la série intercalée
entre les nombres « et B, et I'indice, le ‘nombre des termes de
cette série, y compris z et 3; en sorte que

sntayg+t ...t +a

AL,

Les limites de AL,, GL, et HL,, Iursqlua n croit indéfiniment,
seront dites des moyennes limites des nombres a et 3. Nous dé-
signerons ces limites par les notations AL (x, f), GL(a, p),
HL (e, 8).

On peut imaginer, en faisant varier la loi de formation repré-
sentée par la lettre L, un trés-grand nombre de moyennes limites
de deux nombres. Les cas les plus simples sont ceux oii la série
de définition est soit une progression arithmétique (pour laquelle
nous ferons L = A); soit une progression géométrique (pour la-
quelle L = G).

Les moyennes AA (a, ), et GG (,3) ne sont, bien visible-
ment, autre chose que la moyenne arithmétique et la moyenpe
géométrique des nombres « et B. '

Nous allons ici nous occuper des moyennes GA (@, B), HA (=, 8),
‘&G (’,'3‘} et H-T} (’l| ﬂ]o i I aset: L |.-H

8. La définition particuliére de la moyenne GA' (x, 8) 'sera,
d'aEE\,s ce qui vient d'étre dit, la suivante:.

GA (a,3) est la limite de la moyenne géométrique des termes
d'une progression arithmétique ayant pour lermes extrémes « el B,
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lorsquw'on fait croitre indéfiniment le nombre des termes de cette
progression.
Calculons cette limite. Nous avons

GAp=V 223 ..
ou, en prenant les logarithmes népériens des deux membres,

lzafHlzg+ ... +iaz,

1.GAy ==

Done, en vertu de la formule (1), a la limite,

J!xdx

IGA (2,B) ="————

ou, puisqnaf!:-dz=xix-a:+ﬂ.

zﬁ(a.g)uié%{a—_:;ff—l.

d’oi, en remontant des logarithmes aux nombres,

: LY
(BB>ca—)i—*

[

(@) GA (2, B) =

e désignant la base des logarithmes népériens. Si 'on suppose
a= 1, la formule devient

i
G-,
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En particulier, pour % =2

ﬁuﬁ=;.

On peut donc dire que le nombre e est égal ou quadrﬁple de
l'inverse de la moyenne qﬁ des nombres 1 et 2.

4. Passons i la seconde moyenne.

HA (=,8) est la limite de la moyenne harmonique des termes
d'une progression avithmétique ayant pour termes extrémes « et 3,
lorsqu’on  fait crofire indéfiniment le nombre des termes de cette

prowulon.
On a
A p gl
I = =»n Xy

Ici encore, @y, x3, . . . &, formant une progression arithméti-
que, la formule (1) est applicable, et donne

B dz
{ _J,}__
m{u,ﬂj poa

I8 —la

B—ua

d'oir
f—u
1g—la’

HA (2, 8) =

Cette formule conduit & plusieurs énoncés. On peut dire que
la moyenne HA de deux nombres est égale au quotient de la diffé-
rence de ces nombres par la différence de leurs logarithmes népériens.

On peut aussi, remarquant que pour «= 1, la formule devient
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=-———, dire que le logarithme népérien d'un nombre
L2 5 q g

est e’gdl au quotient de l'excés de ce nombre sur Uunité par la

moyenne HA de ce nombre et de 'unité.
Pour 3 =e¢, on a

HA(1,6) =e—1.

5. AG (,8) est la limite de la moyenne arithmétique des ter-
mes d une progression geomélrique ayanl pour (ermes exirémes o«
et B, lorsqu'on fait croitre indéfiniment le nombre des termes de
celle progression.

Si l'on pose E=q"—‘,, on a
a

a(it+g+...+¢ Y

AG,=
n
_elg—1)
nig—1)

!
Mais n=££~: + 1; done

. i
(5= +1) =

Pg—=

g—1 '
(13—1a) et gy

Lorsque n croft indéfiniment, ¢ tend vers 1; de plus, les loga-
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. : . 2oy -1
rithmes étant pris dans le systéme népérien, la limite de qi—

1 b
est égale, d’aprés la régle de L'Hopital, a celle de — ou g,
c'est-d-dire & 1. On a done, en somme, i

q
a

AG (a, B) = ”i:“.

Il est trés-remarquable que c'est précisément la l'expregsiun
que nous avons précédemment trouvée pour HA (a,3). Donc, la
moyenne AG de deux nombres est égale i leur moyenne HA.

@. Enfin, HG (, ) est la limite de la moyenne harmonique
des termes d'une progression géomélrique ayant pour lermes ex-
trémes a et 3, lorsqu'on fait croitre indéfiniment le nombre des
termes de celle progression.

Posant toujours £=q"“', on a
@

Or, nous avons trouvé, au paragraphe précédent, que

—1 ety g—a
n(g—1) a(p—la)’

lim
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Nous avons donc finalement

1 - f—u
HG (a,8) =*BUB—la)

ou

f."-'v

(5) HG (2,8) =aB .
=i
Rapprochant cette formule de la formule (%), ou du la for-

mule (3), on voit que le produit de la moyenne A AG, ou de la

moyenne HA de deuz nombres, par leur moyenne HG, est égal au
produit de ces deux nombres.
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Extrait d'une lettre de M. d’Ocagne
4 F. Gomes Teixeira

«+w«.. Mon ami M. Ernest Cesiro, & qui )'avais communiqué
les résullats de ma Note sur les moyennes limites, a trouvé Vidée
de ces moyennes assez heureuse — ce dont je puis, & bon droit,
me féliciter; — il a pénétré cette idée avee la puissance d'ana-
lyse qui lui est propre, et m'a communiqué ses résultats dans une
lettre dont je vous adresse des extraits. M. Cesaro, i qui je navais
Eas dit de quelle fagon j'étais parvenu & mes formules, les a éta-
lies de son cOté précisément. par la méme méthode que moi,
comme on le voit en se reportant i la formule (5) de sa lettre
qui est la formule (1) de ma Note. Mais il a considérablement
étendu la notion que j'ai imaginée, en la prenant, pour hase d'un
caleul symbolique spécial au sujet duquel il nous promet de nou-
veaux développements, Aussi, quoique sur un. point, M. Cesiro
se soit rencontré avec ma Note dont, je la répéte, il ne connais-
sait que les résultats, je crois qu'il y aura grand profit pour vos
lecteurs & ce que vous publiez les extraits de sa lettre in extenso.
Ils auront par la une preuve nouvelle de la singuliére pénétra-
tion de ce brillant analyste, et seront préparés a lire les recher-
ches ultérieures qu'il nous promet sur ce sujet. ... ...

e
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Extraits d’'une lettre de M. Ernest Cegaro
4 M. d'Ocagne

. vw'+ v Dans volre intéressanl article «sur certaines détermina-
tions de limites», vous considérez les moyennes arithmetique, géo-
métrique, harmonique, d'un nombre indéfiniment croissant de ter-
mes, insérés entre a et b suivant une loi L. Ces moyennes, que
vous appelez moyennes limiles des nombres a et b, sont désignées
par les symboles AL (a, ), GL(a,b), HL{a,5). En particulier,
vous ‘supposez que les termes intércalés forment une progression
arithmétique, géométrique, ou harmonique, ce que vous exprimez
en faigant successivement L = A, G, H. Les relations remarqua-
bles, qui existent entre tous ces symboles, semblent constituer
un calcul symbolique spécial, dans lequel T'opération’ G serait
fondamentale, tandisque les opérations A et IT seraient conjuguées.
Si 'on représente simplement par A, G, H, les moyennes arith-
métique, géométrique, harmonique, des nombres a et b, on a

| 1] e

A g A g AT A Y

La corrélation des opérations A et I1 est basée sur ce que L'on

peut transposer les facteurs dans chacun des symboles AH, HA,
considérés comme des produits, a la condition de remplacer la
premitre opération de chaque produit par I'opération fondamen-
tale. Autrement dit:

AH=HG, HA=AG........-.. vor (®)
On a aussi
AG.HG=G GA.GH=G*. ...... wae s {D)
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Telles sont les relations que je voulais metire en évidence, et
que je me propose de généraliser........ ... iiiiiiinn.
hiperis e i 5 Je g'é'n:‘:l"aliserai d'abord 'idée de ml.lymm. en .a'p—
pelant moyenne des nombres yy, ys, . . . y,, par rapport i la fon-
ction ¢, la quantité M définie par I'égalité

vp (M) =g(y1) +olys) +olys)+ ... + 9y

Je suppose, d'autre part, que chacun des nombres y soit moyen,
relativement & la fonction ¢, entre le terme qui le précdde et
celui qui le suit. Cela revient & supposer que les valeurs de la
fonction ¢, correspondant aux nombres y, forment une progres-
sion arithmétique. En particulier, si ces nombres y sont insérés
d’'une maniére continue entre a et b, la fonction ¢ (y) a néces-
sairement la forme mz + n, ol z varie de a & b, et les constan-
tes m,n, sont déterminées par les conditions

y(a)=ma+n, ¢(b)=mb+n.
D’aprés cela, il est clair que
1
¢M=—{ oly)de,............ (B)
b—a/, ‘
la fonction y étant définie par I'égalité

b—=x x—a

Hy)—b_a +{a)+ru¢o(b).......... (6)

La quantité M peut &tre représentée, avec vos notations, par
%Y; mais je poserai, pour abréger,

b (@, b)=M, ¢¢(ab)=N.

Je m’occuperai, plus loin, de la relation existant entre M et N.
Je remarque, pour le moment, que, si I'on veut appliquer la for-
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mule (5) au calcul des moyennes limites, que vous considérez dans
votre article, on doit faire successivement ¢ = A, G; Hy en ob-

servant Jue

A@)mz.. G (2= logz,  Hieg)= 1.

On trouve:

- S " Ly 1 "y, ()
Y ) WS i <)
?(ﬁ‘ﬁ}_b_ Jn?(xfd‘r' 9(9[;) " b x d:'

B ¢
— ab q.(::
e [ X dz.

Par exemple, pour ¢ (z) =z, on obtient

A_A=a;b, — _b—ﬂ — ab b

b' g Eq
[Ug:

Remarquons aussi que, pour ¢ =1, la formule (5) donne

=9
quelle que soit la fonction g. Cela généralise les relations (1). .

...............................................

............ Mais il est utile de transformer la formule (5),
de maniére 4 y introduire définitivement la condition (6). On
trouve sans peine

e T A h L a

, (N) & ___l_______ "& g d.-r.\
L R AL

Ces égalités montrent bien que les opérations ¢ et § ne jouent
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pas le méme role dans le symbole ¢4. On voit que, si la fonction
4'(x) n'est pas constante, ¢ (M) peut toujours &tre considérée
comme la-yaleur moyenne de la fonclion ¢» dans I'acception ha-
bituelle du mot, mais & la condition de supposer que le chemin
parcouru par la variable, de a & b, ne soit pas uniformément dense :
la densité des valeurs possibles de la variable, autour de x, doit
varier comme la fonction ¢ (2). 1l est aisé d'appliquer les éga-~
lités (7) & la généralisation de vos formules, Il suffit'de prendre,
dans ce but,

A@={(), G(@)=logf(z) Hx)=—

fz)
Nous avons vu que les relations (1) ne cessent jamais d'étre
vérifices. Quant aux relations (3) et (), elles deviennent

F(AG)[(HE)=/*(G), [(GA) (GH)=*(G),
[(AR). [ (ITA)=/*(G).

Enfin, les relations (2) subsistent telles quelles. D’ailleurs, il
est facile de voir, au moyen des formules (7), que I'on a, plus
généralement,

THin A Y
| fop= 7 $s
les fonctions f, ¢, {, satisfaisant a la condition
[@) ¢ @)+ () =0.
Si, par exemple, on fait ¢ (2)=f* (), on obtient
P =TT

en convenant que f° représente log. f. On trouve ainsi, pour
ree=1,0,1,2.%,

—

([ =T logf. fdogf=[~1.1.  [if=f=I P, ...,
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ou_bien
AT =16, AG—MA, ANA—iTA%, A=A,
Sans rien oter de leur compléle généralilé aux fonctions ¢ et

¥, imaginons deux fonctions inverses quelconques, @' (z) et ¥’ (z),
de manitre que I'on puisse écrire, simultanément,

g@)=2' 4 (@), ¢(@)=¥[¢=)

Les relations (7) prennent alors la forme remarquable que

voici § .

(4] -4 (a)] Py o8 ¥ [¢(b)] —¥ [(a)]
b()—¢ta) ¢(b)—yla)

(el =

- (8)

-------------------------------------------------

.......... Quant a la relation existant entre ﬁ et ﬁ, les
formules (7) donnent immédiatement

[4(8)— (@]9 (M) + [p(b)—9 (@) (N) = (b)¢ (b)—p(a) ¥ {a). (9)

C'est ce que I'on déduit aussi des égalités (8), en remarquant
que

®[§(2)] + ¥ [¢(2)] = ¢ () §2).

Il est assez curieux que le premier membre de la relation (9)
ne change pas lorsqu’on substilue, aux moyennes limites M et N
des nombres a et b, les moyennes ordinaires de ces nombres,
prises par rapport aux fonctions g et ¢. D'aprés cetle remarque,
la relation (9) devient

9 (m) - ﬁ)_.;?_{b) .4‘ [:ﬂ} =i "F' (ﬂj :;4;—@!}

TP 7 AT T

=0.
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Il est done permis de poser, simultanément,

A ) o) < ,
?$U=?0”2?LL-1?@)—?@b

™= D g o) g @)

Sous une autre forme:

Daprés ces égalités, on voit que les valeurs de ¢ (p¢) et $(be)
partagent dans un rapport inverse les inlervalles ¢(h) — gla) et
4 (b) — ¢ (a). Quant a la valeur de %, elle dépend de a et b, au-
tant que'de la forme des fonctions ¢ et 4. Lorsque p=4¢, on a
A=0, et il n'existe pas d’autre cas, ol % soit constant. Plus gé-
néralement, il est impossible que % soit une combinaison linéaire
d'une fonction de a avee une fonction de b. 1l est utile, en yue
de certaines recherches, de calculer les valeurs des dérivées par-
tielles de A, On trouve aisément

(3+1) @ (3-3)v@

e(@) 4 O)—d(a)

1 i
(5 + ).) .\‘J {Ir.l’i

)= e)




34 JORNAL DE SCIENCIAS

De méme,

m () v@ve-(3H)va@ve
dadb O —e@ BE)—¢ (@]

etc. . . . Je vous reparlerai de ees formules dans une autre lettre,
quand j'aurai cherché 4 étendre davantage la notion de moyenne,
en supposant que I'on prenne une fonction symétrique quelcon-
que, et que I'on y remplace loutes les variables par une méme
lettre: celle-ci représente alors une moyenne des variables con-
sidérées. . . .

Jexplique mieux ma pensée: la moyenne des nombres
y, relativement a une fonction symétrique S, sera définie par la
relation

SO ML L Ml Bars b e os 00 (10)

Le premier membre de cette égalité est une fonction F de M,
et I'on peut étre curieux de connaitre, dans chaque cas parti-
culier, la nature de cette fonction. Or, si I'on représente par S;
la dérivée partielle de §, par rapport it y;, on a

F(M+dM) =S (M+dM,M+dM, ..., M+dM),

d’oit 'on déduit ]

F(M)=3 S;(MM, ..., M, . 8..... (1)

sans qu'il y ait besoin de supposer que S soit symétrique. Jai
été conduil a étudier les fonctions S, douées de la propriété sui-
vante:

S (kyg kya, « « -2 k) = RS (Y1, 93, - - o o).

On reconnait d’abord que la fonction R doit satisfaire a I'é-
galité

R(zyz...)=R(@) R{y) R(3)...:
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cela exige que l'on ait R(x)=2™. Dés lors, la fonction S est
homogéne, de degré m, el le théoréme d’ Euler donne

=
mF (M) =73 yiSi (Y1, Y2, + + s Y).
i=1
En particulier:
=
mF (M) =M. 3 S;(MM,....,M).
i—1

La comparaison de cette égalité avec (11) montre que l'on
doit avoir
mF (z) =z F (z),
d’on
F (2) = ca™.

Si l'on applique cette conclusion a la moyenne M, on voit que
celle-ci est une fonction homogéne, du premier degré, des varia-
bles yy, ya, ..., y.. Revenons & nos moyennes limites.

Lorsque v erolt indéfiniment, tandis que les nombres y restent
compris entre a et b, et qu'ils finissent par se swivre d’une ma-
niére continue, |'égalité (10) fera souvent dépendre la valeur de
M d'une ou plusicurs intégrales de la forme

b

| 1(y)da,

o 8

ol y varie avec z suivant une certaine loi. Si cetle loi est donnée,
on la caractérise au moyen d’une fonction A, dont la dérivée est,
i un certain point de vue, la densité du chemin parcouru par la
variable, et qui doit &tre telle que I'on ait

R ) T—a
AW =73,40+;—,

Dés lors, les intégrales obtenues prennent la forme que voici:

b—a - N
\ i LA
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Or, je veux que la série des nombres y soit régie par la loi
suivante: — chaque nombre y doit étre moyen, par rapport a la
fonction symétrique T, entre les deux termes qui I'environnent.
Autrement dit:

T (yi, yi) =T (yi—ts Yia):
* Je me propose de rechercher I'expression générale de la den-

sité, en supposant que les nombres y finissent par se succéder
d'une maniére continue entre a et b. On doit avoir

T(y+dy, y+dy) ="T(y, y +2dy + d%).
Done, si l'on observe que I'ont peut poser

dT dT
——— =0 ' \l —— =0 ' '
= (y1 ya) o (ya, 1)

2T dET

=V m): =V ()
av (y1s y3) ayts (y2: y1)
d2T

= Wiy, y2) = W {ys, y1),
g (Y1, ya) Y2 Y1)

on voit, au moyen du théoréme de Taylor, que I'on doit avoir
Uly,y) - y"+ [V, y)— Wiy y)]y?=0.
Cela nous améne immédiatement la relation

A'(x)  V(x,2)—W (2
ar {z} b2 U ( z x) T R ) L\

pourvu que P'on ait égard a I'égalité (12). On en déduit

[0 — Wise)
(z)=e Ums)

A




MATHEMATICAS B ASTRONOMICAS 37

Telle est la densité cherchée, Elle dépend simplement de W
et de T, lorsque cette derniére fonction est homogéne, de degré
m =0, On a, en effet, dans cette hypothése,

!F.r..-z:}—E.T(x' )
2 x

m(m—1) T(z, )

Viz,z) + W (2, 2)= 5 18

Par suile,

it ot

i f{ ‘Wz, x)

Alg)=am—1 .0 TS e tendua L1%)

mais il est possible de préciser davantage; car, en vertu de ce

qui a été dit, plus haut, sur les lonctions homogénes, on peut
écrire

m (m— I}

T (=, @) =cx™, W (z,z) = —e) . cx"—2,
m m(m—1)
(2, @) = 5 e, V (z,x)=— SR 22 (1 ). cafT .

Conséquemment, la formule (14) devient
A (z) = gim—1)e,

La densité, pour les fonctions homogénes, est done toujours

une ||umun—::l: T i
. Cela posé, je vais appliquer les considérations qui

prétf'dcul au caleul de la moyenne limite M, dans le cas ou les
fonctions S et T sont

E P (yi) % (vi) _E Q (yi)  (wi)
: 5 = :n|i='l- ' T == lI:_.!l.———i s
S Plyi) > Q ()

i=1 =1
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On retrouve les expressions étudiées plus haut, lorsqu’on sup-
pose que P'e Q sont des constantes. Cela étant, on obtient & la
limite

f P (y) ¢ (y) dr fp(:)qa(xw(x)dx
(M) =" =" o (18)
[ P (y) da _} P (z) A (x) dz

Il nous reste a calculer A’(x). Or, les dérivations successives
de la fonction T nous fournissent les résultats suivants:

T@az)=4(z), W (‘Ts"’:":_g%:)l- ﬁéﬁh

Done, d'aprés (13)

A" () b 0—'(:3._\] Y () ‘
7@ 0m V@

puis, par intégralion,
N (@) =0 (@) ¢ (@),

abstraction faite des factenrs constants. En conséquence, la for-
mule (15) devient

.,ﬁ,

[ P@Q @) ()Y (a) e
?(:“)g : = W 1= :
[ @@ @y (@) s
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éerire
h‘ b ::;. {ﬂ! h)'
ot

¥ (@) =P (2) Q* (2) ¢/ (z).

tenin d'dtudior: b &b suem S s

--------------------------

En em|:-|u]'<'u|l nos prt‘.mii'res notations, nous pouvons donc

Nous voyons aussi que lous les résullats obtenus en commen-
cant subsistent dans le cas oii les fonctions P et Q2, au lieu d'étre
constantes, forment un produit constant; mais, pour bien faire,
il faut supposer P =Q, et, alors, les formules qui précident se
prétent a des développements d'un certain intérét, qllc je suis en

||||||||
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SOBRE 0S COEFFICIENTES DA FORMULA QUE DA A DERIVADA D'ORDEN
QUALQUER DAS FUNCGOES COMPOSTAS

POR

J. C. p'OLIVEIRA RAMOS
E
Casmrro JERONYMO DE Famria

(Estudantes npa Escola Polvtechnica do Porto)

TueorEMA. — A somma

2

1
aldg!.. 2! RDEEDY ... (!}

onde a, 3, ..., \ representam as solugdes inteiras positivas da
equagio
a+28+ ...+ nk=n

tende para o limite zero quando n augmenta indefinidamente (+).

. Demonstracio de Oliveira Ramos.— A expressiio analylica
que nos dé a derivada d’ordem n d'uma funcclio de funcgdo, de-
finida pelas equagdes

y=[(u) u=g(z)
dy _, dy
dz* - do

R P e R

(#) Este theorema ¢ a resposta a uma questio proposta ao earso do 2.°
anno de mathematica na Escola Polytechnica do Porto.
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sendo («)
n!

gl T ey @F... )"

e havendo as relagdes

at+23+...4nk=n, a+3+...+2=i.

Se em (1) fizermos

y=¢" u=e"—1

(2 o,

vird, para x =0,

que nos da a somma de todos os coefficientes relativos 4 deri-
vada d'ordem n.
Teremos

y=e¢"_y, y=y& yY'=@y+y)e,
y'=(y+2¢'+y" e, y =(y+3y+3y" +y") e

Se conlinuassemos veriamos, como ji se observa, que os co-
cfficientes seguem a lei do binomio para a potencia inferior d'uma
unidade & ordem da derivada. Somos assim levados por inducgio
a suppor, para a derivada d’ordem n—1,

il i =
ytn—ﬂm[y+{n—219'+--.+(’:_|)y['_'H'(nl— )y"’+~--]¢‘=

. (a)
—e (e
=g\ & y

e I P P P R R R S

(#) Bertrand, Calcw! différentiel. g ;
Gomes Teixeira, Sur les dérivées dordre quelconque (Giornale di Ma-
temaliche, tomo Xvin).
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Para verificar a lei, derivemos. Vira

it —2\
yt"}z[y+(ft—‘2)y'+...+(n +2)y{ﬂ+..*+y’+...+(': I)yu!+..,]c=.
; 53
n—2' n—2 —1
que, por ser ( ; )+(£—1>=( ; ). da

.. (8)
n—1 "_I -

— 3 ( : )y{‘l.
=0\ ¢ )

Comparando com (a) recoahece-se que a lei é verdadeira.
A egualdade (b) pode-se escrever, destacando o termo corres-
pondente a i =n—1,

—9 2l -
yiv) = ¢ [y”“’H- % (" . [) yf"*_l.
4 =0\

Dividindo esta egualdade por (a) e fazendo z =0, vem

Y

vt (n—'l ) v

- o ndRE P =
1) —2 fn 1\
Yo 5 (n .l)yu"-"]
=0\ ¢

b1
Ora sabe-se desde a Algebra que a fraccio z_F_I- estd compre-
- " 3
hendida entre o maior ¢ o menor valor de —.
hi
Aqui esta relacdo é, em 'geral,

g A

(nre) Coa—1=7
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em que o maior valor ¢ o correspondente ao maior valor de i,

; . -1 i
isto &, a i=n—2 ou ﬁﬂﬂi—_=n—l. e o menor a i=0, o
n—1 o e 1

Sty - 1. Logo

que da

'y'“{“:] yn(ﬂ']

y—'u_{_'“_-i_lb " W{ﬂ.

A primeira desegualdade mostra-nos que yo*) augmenta com
n.

=1

n, como jia se sabe; a segunda, por ser n= da-nos im-

mediatamente
: g™ g1

Al =10

. "  3A
isto 6, Y*" ou == decresce quando n augmenta.
n! n!
Vamos agora achar o limite d’esta relagdio.
"

Como n=2 da ';_1='1’ serd

(n)
yﬂl <
n!

quando
n>2,

Mas (b) da, para z=0,

1 /n—1 :

~ | ROS i
; s R R = Ll SN TR 1
n! n ;ia(n—l—ij!' i! c‘n gﬁﬂ(ﬂ—'l—f}! ©
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Consideremos esta expressio no limite. Escrevendo-a segundo
os valores decrescentes de i, a somma

Y SRRSO T, TR ORRL
.'iu(ll—i—i)!_ 3 < gk e (n—1)!

transforma=-se n'uma serie, que é convergenle por ser k!> 251,

d'onde

1

i e AR

i i 1 0 | 2n—1
2

¢ como 0 segundo membro tende para o limite 2, vem

| 1
Iim(l+|+§-3+3—!—+...)<3.

D'aqui e de (¢) se tira immediatamente

u‘l, n) 3
Yy St
n! n

que di para n =

l[ll;u
lim L = 0.
nl
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Il. Demonsiragio de C. J. de Faria. — Temos

y =e1

y =1, of el

y! =erte—t, (1 Fe7) = erte—1 4 gote—t

Y = et (1 4 ) 4 erte—1(2 4 ¢7) =
= g0l 4 Jebote—1 4 plutett

Yy = erte—1 (1 +¢8) + Jedote—1 (24 7) + e3r+e—1 (3 4 %) =
= e te =1 4 Tt —1 4 fedeter—1 4 glate—t

y' = e:*+"—1 + 1 5e2ete—14- 58 for—1 4 { (gdeto=—1 4 Burte—1

yW=gtte—1 + gelete—1 4 pelote—1 + gelote—I 4, .,
+ keln—2)z4-e—1 4 [pln—1)+e—1 L gnrte—1

Na formacdio d’estas derivadas observa-se:

1.° Que o coefficiente de cada termo ¢ egual 4 somma que se
obtem junctando ao coefliciente do termo correspondente da de-
rivada antecedente multiplicado pelo coefficiente de  no expoente
d’'esse mesmo termo, o coefliciente do termo antecedente.

2.° Que em cada derivada a somma de todos os coefficientes
dividida pelas permutagdes correspondentes 4 ordem da derivada

é menor do que — sendo n a ordem da derivada.
n

3.° Que a relagiio entre a somma dos coefficientes e as per-
multagdes correspondentes & ordem da derivada vai decrescendo
indefinidamente.

Vamos demonstrar que estas leis sdo verdadeiras para a ordem

n+ 1,
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Para isso lemos

PN = o817 |- gelot-€—1 i hebotor—t - celo bl 4 ¢ oM
+ keln—)ate—1 | Joln—1)st-er—1 4 guates—1
que da
YD =grte =1 (1 + %) + aelete—1 (24 ¢7) + bedst+e—1 (3 ety +
+otetr—tfgdb e . 0 4
+ ket —rte—1{n 24 o2) 4 len—N)ete—1(n | 4 )+
+ et riing-¢f) =
=gt + (2a4-1) e+ 4 (30 4 @) STl
+ (dctD)ele bttt | +
+ [(n—1) 1+ k] én=Dadetd 4 [n-[jenetem=t o ot Do terit,

Logo a primeira lei é verdadeira.
Suppondo

1+a+b+c+...+k+!+l< 3

n! n
ou
nt+nat+ab+ne+ ... +nk+nl+n 3
(n+1)! <I'i+1‘
temos

1 +(2a+1)+(3b+a) + (Setb) +...+ [(n—1)I4k]+ [n+]]+1
m+1)]

_1+3a+4b+5c+. ...+ (n—1)k+nl+(n+1)+1 3
nF1)! B

A seguuda lei ¢ pois verdadeira,
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Sendo

l+a+b+c+...+1’r+f+l_{1+m+ﬁ+7+...+1+l

n! (n—1)!

onde

a=2a+1, =3P +ta, ...,
lemos

i+a+b+et ... +Hk+1+ l=

n!

(n+1)+ (n+1) a4+ (n+1)b+(n+H)e+ ...+ (n+ 1) k+ (n+- 1)1+ (n+1)
>
(nt+1)!

14+3a+50+8e4 ... +(n—=1)k+nl+(n+1)+1
(n+1)! :

>

Logo a terceira lei tambem é verdadeira.
Posto isto, por ser

y"f."‘3=zﬁ=i+ﬂ+|'}+ ceot+k+H14H1
©

I+a+b+...+b+l+l< 3

n! n

ZA :
serd zero o limite para que tende —- & medida que n avgmenta
n.

indefinidamente, como se pretendia demonstrar.

R
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SOBRE A THEORIA DO HYPERBOLOIDE

FOR

L. F. ManrEcas FERREIRA

Professor na Escola do exercito de Lishoa

O fim principal d’este trabalho é resolver a questio seguinte:
«Provar syntheticamente que as superficies empenadas, geradas
por uma recla que se move apoiando-se sobre tres directrizes
rectilineas, sdo de segunda ordem; e deduzir as propriedades
principaes d'estas superficies, especiaslmente sob o ponto de vista
d’este modo de geracio.»

Esta questao, proposta () pelo illustre mathematico, sr. Schiap-
pa Monteiro, importa o estabelecimento da theoria do hyperbo-
loide sobre consideragdes diversas das que suggere o parallelipi-
pedo de Binet, do qual os geomelras até hoje, que me conste,
se teem soccorrido para aquelle fim.

A geometria elementar, como a superior, apresentam-nos ca-
minhos diversos para alcangar o resultzdo que se deseja; e como
se tracta agora de expor de modo diverso uma theoria conhecida
e fundada em principios de geometria superior, ¢ claro que as
- solugdes elementares, vulgarisando o que ainda ndo era accessi-
vel & geometria elementar, devem ser preferidas és outras.

Por tal motivo recorrerei ao methodo das projecgdes, empre-
gando apenas um unico plano de projeegio. Definida a superficie,
desuecessaria ¢ a apresentagdo d'uma extensa serie das suas pro-
priedades, o que melhor cabimento tem n'uma monographia que
Ihe respeite; por isso ajunctarei & deduccio dos caracteristicos
d'ella quanto baste para indicar como pode ser explorado o me-
thodo de que lango mao, no estudo do hyperboloide, e no em-
prego d'esta superficie, como instrumento de pesquiza.

A e

(%) Jornal de Sciencias Mathewmaticas ¢ Astronomicas, tom. 1v, pag. 191.
&




SRS

50 JORNAL DE SCIENCIAS

Rectas situadas em planos differentes, nio parallelas
a qualquer plano. Hyperboloide de uma folha

A. Geragio de uma superficie continua. — Por cada ponto de
uma das rectas ¢ pelas outras duas podemos fazer passar dois
planos, cuja intersecgio, assentando sobre as tres linhas A, Be C,
serh uma geratriz.

A cada ponto de uma das directrizes corresponde, portanto,
uma geratriz. As tres directrizes definem com o systema de gera-
trizes, assim achadas, uma superficie continua.

f a. Outro processo.— Fazendo gyrar um plano em térno de
uma das directrizes, A por exemplo, elle cortara as outras duas
em pontos & e Y; a recta €y intercepta A n'um ponto a, e estes
tres pontos deslocar-se-hdo sobre as directrizes respectivas, de-
finindo uma superficie continua.

Effectivamente a recta movel =y, que passa por todos os
pontos de uma directriz, nio pode passar duas vezes pelo mesmo
ponto em qualquer d’ellas sem que as duas outras geratrizes exis-
tam no mesmo plano, o que é contrario & hypothese. Assim, por
cada ponto de qualquer das directrizes passa sempre uma gera-
triz e ndo mais que uma, sendo continua a superficie gerada.

2. Geratrizes parallelas das directrizes.— Projectando as tres
rectas sobre um plano perpendicular a A, as projecgdes de B e
C hao de cortar-se n'um ponto, diverso do da projecgiio de A,
porque ndo encontram esta geratriz; nldo situado a distancia in-
finita, porque as directrizes niio podem ser parallelas, por hypo-
these, a plano algum.

A projectante, no crusamento das projecgdes de B e C, serd
uma recta A', que, encontrando aquellas duas e esta ultima, por
Ihe ser parallela, & uma geratriz.

Da mesma sorte se demonstra a existencia de geratrizes pa-
rallelas 4s outras linhas B e C, podende concluir-se que ha tres
geratrizes, A', B', C', respectivamente parallelas 4s directrizes.

A fig. 1.* representa a projecgdo da superficie, feita parallela-
mente a A e A’ sobre um plano perpendicular a esta direcglo.
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B' e C cortam-se em «, formando n'este ponto um plano tan-

gente:; do mesmo modo em &, cruzamento de B e C’, haverd um

plano tangente & superficie, determinado por estas duas linhas,
Uma geratriz serd representada por uma recta, como Aao,

que une os seus pontos de intersec¢lo A, a, 0, com as directrizes
A,BeC.

3. Na superficie regrada, directrizes A', B', ¢ €/, sdo as gera-
trizes parallelas ds da primeira: A, B e C.

As geratrizes da superficie A'B'C’ existem todas n'um plano
gyrante em torno de A’, como as de ABC se acham n'um plano
gyrante em torno de A. Se os dois planos moveis se conservam
sempre parallelos obleremos grupos: ao, geratriz de ABC, e a'e/,
geratriz de A'B'C'; de sorte que a uma’ geratriz corresponde na
outra superficie uma segunda, situada em plano parallelo ao da
primeira. Os pontos a e o' existem no plano B'C; @' e 0 no plano
BC', parallelo ao precedente.

As projecgdes ao e a'o’ sio eguaes, bem como as projectantes
de a e o' (suppondo o plano B'C mais elevado que BC'), com-
prehendidas entre os planos BC' e B'C. Os angulos entre as pro-
Jeclantes e estas projeccdes sdo eguaes por terem lados parallelos
e aberluras no mesmo sentido.

Logo: sdo eguaes e parallelos os segmentos das geratrizes,
projectados sobre ao e a'o’, parallelag estas mesmas geratrizes,
e demonstrada fica a proposi¢ho.

4. Identidade das superficies ABC ¢ A'B'C/ (fig. 2.%).— De-
monstra-se a proposicdo provando que uma geratriz ab da pri-
meira superficie corta qualquer geratriz a'b’ da segunda. Asrectas
projectadas em aa’ e bb' existem em planos B'C e BC', paralle-
los. Demonstra-se facilmente que as projeccdes aa’ e bb' sho tam=-
bem parallelas (). Logo: as duas rectas, assim projectadas, sio

s P

(#) Dos triangulos similhantes A'2l' ¢ A'a’€ vem ab/ >XEa'=A'a ><A'E;
dos triangulos ABa ¢ Abx vem ab><€a=A's > A’g; d'onde: ab:ab'::€a': ga.
Os triangulos ab'h e €a'a 30 semelhantes, e a'a parallela a bd'. Como se sabe,
08 pontos a' e b, a e b formam, divisdes homographicas, de que resultam
para a superficie interessantes propriedades, que se dedozem pela geome-
iria superior; mas podemos dispensar a no¢io de homographia para vencer
0 peior escolho, que se apresenla na deducgio theorica do hyperboloide
—a existencia de dois syslemas de geratrizes rectilineas. A exposigio ganha
assim em clareza o que perde em alcance.

»
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parallelas, existem ambas no mesmo plano com as geralrizes ab,
a'l/ e estas cortam-se no ponlo i.

Cada ponto, cada recta, de uma das superficies, existe na
outra; as duas superficies sio identicas, e a superficie unica,
que assim nos apparece, admilte dois systemas de geratrizes
rectilineas.

5. Uma recta ndo pdde cortar a superficie em mais de dois
pontos. — Suppondo que uma recta ab (fig. 2.") corla a super-
ficie em tres pontos, considerem-se tres geratrizes, do mesmo
systema, A, B e C, passando, respectivamente, por elles. Proje-
ctando sobre um plano perpendicular a A, como a figura indica,
demonstra-se, & semelhanga do que se fez em (&), que uma gera-
triz qualquer, do s‘istemn de A, B e C, encontra ab n'um ponto
i, ou que a recta dada encontra lodas as geratrizes d'esse sys-
tema e deve existir na superficie.

Como o que se diz a respeito de tres ponlos se applica a for-
tiori a maior numero d'elles, conclue-se que nenhuma transversal
pode cortar a superficie em mais de dois pontos. As sec¢des planas

serdio curvas, que ndo podem, egualmente, ser cortadas em mais
de dois pontos por uma recta.

- @. A superficie ¢ de segunda ordem.— Sendo, por definigio,
de ordem n as superficies, cujas secgdes planas sdo curvas, que
podem ser corladas por uma recta em n pontos (numero maximo),
vé-se que a superficie achada ¢ de segunda ordem. Esta propo-
sighio, que resulta ainda de diversas outras propriedades que bei
de deduzir, pode ser estabelecida ja. Resta agora conhecer se é
um hyperboloide ou paraboloide.

9. A superficie tem um ceniro.— Na fig. 1.* as geratrizes ao
e a'o’ sio parallelas, bem como as rectas ao’ e d'o, intersecgdes
do plano d’ellas com os dois planos parallelos B'C e BC'. A figura
que se projecta em oao'a’ ¢ um parallelogrammo, cujas diago-
naes se interceptam, no espago, n'um ponto equidistante dos
planos B'C e BC'. As diagonaes aa’ e 0o’ cortam-se sobre a ver-
tical de O — ponto medio da recta AA’ — tendo, portanto, este
cruzamento uma posiglo invariavel, sejam quaes forem os grupos
de geratrizes parallelas consideradas.

Ha, pois, para toda a superficie um ponto, o qual gosa a pro-
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priedade de dividir a0 meio todas as rectas aa’ e oo’ ... que por
elle passam. Este ponto é o centro.

D’esta proposicio facilmente se deduzem as seguintes:

7 a. O plano de duas geratrizes parallelas passa pelo centro da
super ficie.

9 b. As curvas, resultantes de seccies feitas por planos que pas-
sem pefa cenlro, lerdo este ponlo como cenlro conmmmum.

7 ¢, Os planos, tangentes d superficie, nos extremos de uma re-
cla que passe pelo centro, sio parallelos.

8. A superficie é hyperboloide de segunda ordem e de uma
folha.— As unicas superficies de segunda ordem, que admittem
dois systemas de geratrizes rectilineas, sdo: o paraboloide hyper-
bolico e o hyperboloide de uma folha. Em virtude da proposicio
(7) resulta, pois, evidentemente a proposigdo de que se tracta.

i

Rectas, situadas em planos differentes, parallelas ao
mesmo plano. Paraboloide hyperbolico

9. Geragio de wma superficie continua. — Demonstra-se como
anteriormente se fez.

4. As geratrizes existem em planos parallelos,— Como as tres
directrizes A, B e C sdo parallelas a um plano, projectando-as sobre
um outro, perpendicular aquelle, as tres projecgdes serdo paral-
lelas, o que se péde fazer por uma infinidade de modos diversos.

Escolhendo para plano de projee¢io um que seja perpendicular
a A, por exemplo, reduz-se a um ponto a projeccio d’esta di-
rectriz, e as das outras guardam ainda o parallelismo, como in-
dica a fig. 3.*

Sendo a proporcionalidade uma propriedade projectiva, e no-
tando-se ella nos segmentos, separados pelas directrizes e gera-
trizes Acb, Aeyby, Acaby, ..., segue-se que se dard ainda nos
segmentos prujeclndus, e, portanto, as geratrizes serdo todas
parallelas a um plano ().

B e e i i s L o

(#) Se projectarmos a soperficie sobre un plano perpendicular a be, no
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A4. Ha dois systemas de geralrizes rectilineas.— Um plano,
parallelo a A, B e C, cortard be, byey nos pontos m e n; fica de-
monstrada a proposigdo, provando-se que a recta mn vai cortar
qualquer geratriz bgea 0’ um ponto i. Com effeito, mn encontra
o plano vertical de bycy n’'um ponto a, tal que mn: nx i: ey s eqeq.

O logar geometrico d'este ponto é, em virtude da proporgdo,
o plano, levado por byeq parallelamente s geratrizes be e byey.
Devendo, por outro lado, existir no plano vertical de bycs, e,
sendo a intersecgio dos dois planos esta geratriz, segue-se que
a recta mn cortarh em i a geratriz bycg: corta, pois, todas as
geratrizes, existindo sobre a superficie.

As secgdes, feitas por planos parallelos a A, B e G, slo linhas
rectas; a superficie admitte dois systemas de geratrizes rectili-
neas, tendo cada um d'elles um plano director.

42. Uma recta ndo pode cortar a superficie em mais de dois
pontos. — Se uma recta cortar a superficie em tres pontos, by,
ca, A (fig. 3."), considerando as tres geratrizes do mesmo sys-
tema A, B e C que passam respectivamente por elles, podemos
projectar o systema d'estas tres linhas e a recta dada sobre um
plano perpendicular a A. Obtem-se d’este modo a fig. 3.*

Qualquer geratriz mn, do mesmo systema de A, encontra bgey
n'um ponto i; logo: esta vitima recta estara toda sobre a super-
ficie e fica assim demonstrada a proposiciio.

AB. A superficie obtida é de sequnda ordem e um paraboloide
hyperbolico,

Conclue-se de (12) que ¢ de segunda ordem e de (11) que ¢
um paraboloide hyperbolico, por ser esta a unica superficie de
segunda ordem que admitte dois planos directores para duas or-
dens de geratrizes rectilineas.

Esta ultima propriedade é caracteristica e bastava para definir
a superficie.

ponto em que se projecta esta geratriz, cortam-se as projecgdes de A, Be C;
as projeccoes de byey @ bary erdo parallelas em virtude da pmporl:imnh-
dade notada. Com fuq @ bacy di-se 0 mesmo que se observou com be; pois
as rectas be, byey, byey, ... serio parallelag, e d’ahi a proposiciio: Se fres re-
ctas, em planos -:i:,f_."ermm e parallelas ao mesmo plano, forem cortadas por
oulras Ires rectas, estas existem em planas parallelos.
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14. O que se concluiu 4cerca do paraboloide podia ser de-
duzido da theoria do hyperboloide, considerando nas figuras 1.°
e 2. que a geratriz A’ se afastava para uma distancia infinita.
Todas as geratrizes, do mesmo systema de B, C, se projectavam,
segundo rectas, parallelas entre si, do que se deduzia immediata-
mente a existencia d’ellas em planos parallelos, E, como por cada
ponto de uma geratriz ao (fig. 1.*), passa uma outra geratriz do
systema ABC, segue-se que, todos os planos parallelos a duas
geratrizes B, C, cortarlo a superficie segundo rectas, que serdo
geratrizes do segundo systema. Se o hyperboloide ndo péde ser
cortado por uma recta em mais de dois pontos, da nova super-
ficie, que pertence ao grupo dos hyperbaloides, tambem se dira
0 mesmo.

Estabelece-se assim a theoria do paraboloide por outro pro-
cesso.

I

Rectas nfo situadas em planos differentes.
Logares geometricos: planos e rectas (=)

15. Quando duas directrizes, A e B, por exemplo, se corta-
rem o'um ponto g, o logar geometrico serd o plano que passa
por i e C.

Se o ponto 1 se achar a uma distancia infinita, ou A e B forem
parallelos entre si, o logar é o plano, levado por C parallela-
mente s outras linhas dadas.

Resulta o plano AC quando A for parallelo a C e B cortar A.

Exceptuando este ultimo caso, o logar geometrico apenas con-
tém uma das rectas,

16. Se A encontrar B e C, estando estas ultimas linhas em
planos diflerentes, o logar é composto de dois planos: AB e AC.

Existindo B e C n'um plano, este, em que se acha egualmente
A, seri o logar pedido.

(%) O que vai sob esta epigraphe nio estd comprehendido no enuneiado

da questdo proposta, mas, conjunctamente com o antecedente, no d'esta:
r das rectas que encontram tres rectas dadas.

duzida a theoria do hyperboloide ¢ a do paraboloide, pouco e bem sim-

ples era o que faltava para responder completamente a esta ultima questio.
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23. As directrizes podem corlar-se n'um ponto, sendo entio
o logar constituido pelo feixe de rectas que por elle passam.

IV
Secgbes do hyperboloide

AS. As seccoes [eitas por planos parallelos a duas geratrizes
quaesquer, de systemas differentes, siao hyperboles similhantes. —
A fig. 4." representa em A e B as projecgies de duas geratrizes
parallelas sobre um plano perpendicular & direccio commum.
AC e BD, BC e AD sao dois grupos de geratrizes parallelas.

Um plano parallelo aos planos tangentes em C e D cortari a
recta CD n'um ponto O, que supporei comprehendido entre C
e D, podendo elle ficar, todavia, dquem de D, ou além de C,
fazendo-se em qualquer d'estes dois ullimos casos a mesma de-
monstragdo que para o primeiro, do qual me vou occupar.

Uma geratriz AtW sera cortada pelo plano secante n'um ponto
z, lal que tz:2W:: CO:0D. Por O e no plano da seccdo tiro
duas rectas OX e OY, parallelas &s quatros geratrizes que se
cortam em C e D, considerando aquellas linhas como eixos de
coordenadas, a que vou referir um ponto qualquer da seccdo z.
Ser ay=Y; xz=X, designando as coordenadas por X e Y,

Dos triangulos semelhantes tira se tz: W ::tv:vB; por hypo-
these é tv:vB:: Ar:rD; logo: a recta rv passa por W. Ainda,
por hypothese, Bv' : "W :: Os : Or; logo: a recta Ov passa por v'.
Vira, pois, zv': av::0z; zv; ou

v+ 0z=0C _02:=Y
xv +z0 =X zv=C'

XY=C.C'=K,

sendo C, C' e K constantes. :
A secgdo é, portanto, uma hyperbole, que a equagio nos apre-
senta, referida 4s rectas OX e OY, que sdo assymplotas e tendo
por centro o ponto O.
Obtendo-se sempre o mesmo resultado, qualquer que seja a
posicdo de O sobre CD, vé-se que lodas as secgdes parallelas a
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duas geratrizes quaesquer do mesmo systema serdo hyperboles
semelhantes, existindo o respectivo centro sobre o diametro con-
jugado.

Sendo C=0gq; C'=0s, a curva projecta-se sobre os pontos
AeB.

Visto serem hyperboles as curvas assim achadas, reconhece-se
que a superficie admitte uma infinidade de modos de geragio
por meio da hyperbole.

19. Um plano parallelo a qualquer dos que sio determinados
por duas geralrizes parallelas, corta a superficie segundo uma
parabola.

Um plano PP’ (fig. 5.%) parallelo &s geratrizes A e A’ deter-
mina uma sec¢lo, que pode facilmente ser construida por pontos.
As geratrizes A§ e A'G, que se cortam em §, dio os pontos he
hy, situados n'uma corda, dividida ao meio pelo plano vertical de
Oy. As geratrizes Az e A'a, corlando-se em « e parallelas &s
antecedentes, dao os pontos d e dy, n'uma corda, parallela & ante-
rior e dividida ao meio pelo mesmo plano vertical. Duas gera-
trizes, Aay e A'a, passando por a e ay, pontos situados n’uma
recla do plano AGA’, parallela dquellas cordas, vao produzir dois
pontos de intersecglo ¢ e ¢y, n'uma corda, lambem parallela &s
anteriores e dividida em duas partes eguaes pelo plano vertical Oy.

Obteremos, assim, os pontos da seccio feita por PP, dois a
dois, ligados por cordas parallelas entre si e divididas ao meio
pelo mesmo plano vertical.

A intersecgdo dos planos Oy e PP’ serd na secgdo procurada
um diametro de todas as cordas obtidas,

Sem mais estudo podemos deduzir ja o seguinte: tomando em
vez das geratrizes A e A'6 duas outras que se cortem em §, e
procedendo para com estas como se fez para aquellas, obteremos
na secgdo outra serie de cordas parallelas, tendo por diametro a
ntersecglio do plano vertical O3 com PP'. Na curva resultante
da secgdo todos os diametros sdo rectilineos, e esta &, portanto,
uma conica. Sendo todos os diametros parallelos s geratrizes A
e A siio por este facto parallelos entre si, e a curva é uma para-
bola, ficando assim demonstrada a proposigao.

Pela fig. 5.* se vé& que ccy, corda variavel da parabola, se con-
serva durante o movimento parallela a aay, corda variavel do an-
gulo AEA’; portanto a tangente 4 secgiio na extremidade do dia-
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metro projectado em y & parallela 4s cordas conjugadas com este
diametro, deduzindo-se por este modo uma bem conhecida pro-
priedade da parahola.

A tangente na extremidade do diametro ¢ é obtida quando a
corda variavel aay desce abaixo de €, tomando uma posigho t4,.
Se a corda variavel descer ainda abaixo d’esta linha, vamos ob-
tendo os mesmos pontos da sec¢lio anteriormente achados: o
ponto ¢, por exemplo, obtido j4 por uma unica geratriz A'ac, ¢
determinado tambem por outra geratriz Acw, a qual vai cortar
A'b n'um ponto «; da mesma sorte A'ey ird cortar Aby n'um
pouto wy, e a recta wwy, parallela a aaj, como foi demonstrado
em (&), é corda do angulo AEA’ e esti situada abaixo de t¢;.

Quando aay coincidir com AA’ os pontos ¢ e ¢; vdo para o
Lnﬁlnilo, determinando-se os pontos no infinito da secgio para-

olica.

Conclue-se ainda, fazendo variar a distancia de PP' a AA’ e
substituindo estas geratrizes por outras quaesquer, parallelas entre
si, que a superficie admitte uma infinidade de modos de geragio
por meio da parabola.

20. Um plano, nio parallelo a qualquer das geratrizes, corta
a superficie sequndo uma ellipse.

Se o plano PP’ (fig. 5.%), em vez de ser parallelo ao plano AA',
gyrar em torno de uma parallela a este plano, tomando uma po-
siglo tal que nido seja parallelo a nenhuma das geratrizes da super-
ficie, como esta é gerada por uma recta movel em tdrno e sobre
A, ou A', descrevendo a sua projeclo 360°, segue-se que a
curva de interseccdo obtida serd fechada.

A linha aay origina, como em (19), pelo seu movimento, os
ponlos ¢ e ey, dispostos, dois a dois, nos extremos de cordas
parallelas.

Cortando o plano secante as geratrizes A e A/, a projecglio da
curva passard pelos pontos de projecgio d'estas geratrizes, e por
isso, quando a corda movel tomar a posigo AA', nio se obtém
dois pontos no infinite, como no caso anterior. Resulta um ponto y
de um lado de AA' e outro do outro lado, unidos por um dia-
melro, que se projecta segundo Oy, sendo deduzido este dia-
metro do mesmo modo que em (19).

Todos os diametros obtidos sio rectilineos e a curva é uma
conica; passam pelo centro da curva fechada, que é uma ellipse,
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deduzindo-se ainda pela figura, que as tangentes nas extremidades
dos diametros siio parallelas s cordas conjugadas com estes.

24. Tudo o que fica dicto dcerca das seccdes se deduz im-
mediatamente de (5), restando apenas reconhecer se a curva tem,
ou udo, pontos no infinito, e n'este ultimo caso o numero d'elles.
Em (18) duas geratrizes parallelas diio quatro pontes no infinito
e a sec¢do & hyperbolica; em (19) uma geratriz parallela déa dois
pontos e vem uma parabola; em (20) nido ha pontos ne infinite
e a secgdo é elliptica.

Para a proposicdo (18) podia-se ter adoptado um modo de
demonstraco analogo_aos que se empregaram em (19) e (20),
mostrando que as diversas cordas parallelas de uma secciio hyper-
belica siio conjugadas com os diametros, e que estes sio rectili-
neos. A demonstragdo adoptada ¢, todavia, muito breve; a equa-
¢iio da hyperbole obtida nio péde deixar a minima duvida, e con-
segue-se sem sahir dos limites da geometria elementar, empre-
gando apenas alguns triangulos semelhantes.

O estudo das secgdes, ja feito, complela o que en disse ante-
riormente sobre a definigio dos logares geometricos da questio
proposta.

Da proposigdo (18) conclue-se que para todas as seccdes de
planos, passando pelo centro, parallelamente a duas geratrizes,
as assymptotas tambem passarlio por aquelle ponto. Transportado
o cone director d'uma posiglio qualquer, e dando-lhe por vertice
o centro da hyperboloide, as suas geratrizes serio assymptolas
das hyperboles, seccdes d'aquella superficie por planos que pas-
sam pelo centro e o cone director tornar-se-ha assymptotico.

D’esta propriedade deriva o serem homolheticas as seccies
[eitas n'elle e no hyperboloide por um mesmo plano, visto que
os segmenlos separados n'uma transversal qualquer pelo cone e
hyperboloide, comprehendidos entre as duas superficies, siio eguaes.

Y
Diversas propriedades do hyperboloide

2®. Os grupos de geralrizes, convergentes para os exiremos
de cordas parallelas, em qualquer seccao plana do hyperboloide,
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cortam=se respectivamente, além d'esta secciio, sequndo uma oulra
hyperbolica.

Sendo wwy (fig. 6.%), n'uma sec¢do plana da superficie, uma
corda qualquer, definida pelos scus extremos, haverd duas gera-
trizes, Aw ¢ Bw, concorrendo em w; duas outras, Aw; e By,
concorrendo em wy. Awy e Bw cortam-se n'um ponto §; Aw e
Bwy cortam-se em 3.

Havendo sempre secgdes do cone director, homotheticas de
secgdes feitas na superficie, ou, por outra, podendo tirar-se sempre
ao cone director uma tangente parallela a qualquer das cordas
do hyperboloide, podemos fazer em todos os casos AB parallela
a8 wwy.

As geratrizes 3Aw e 3Bw, cortando-se em 3, definem um
plano, e, sendo parallelas AB e wwy, estardo em linha recta os
pontos §, O /medio de AB), » (medio de wwy). O plano A3;B
contém 0s pontos w e wy, estando n'elle em linha recta os pon-
Los 0, 'h' e

Acham-se, pois, em linha recta os quatro pontos'§, 0, 3y, w.
& e §; estdo no plano vertical, levado pelo diametro Op das
cordas we; (18, 19 e 20), o qual plano é parallelo a uma gera-
triz A e a outra, cuja projecglo passa por B, parallelamente a
Ou. O plano vertical Oy, diametral de todas as cordas da secglo,
parallelas a wwy, sendo parallelo a duas geratrizes do mesmo sys-
tema, esla no caso da proposigio (18), e os pontos § e 3y acham-se
n'uma hyperbole.

22 a. N'um quadrilatero qualquer A3 B3 (fi. 6.%), no qual
¢ AO=BO, o ponto medio u da diagonal exterior wwy estd sobre
a diagonal interior 33y. wwy € parallela d diagonal AB.

Esta proposicio conclue-se immediatamente da antecedente,
considerando a figura como composta de projecces de geratrizes
d'um hyperboloide. Existindo os pontos medios das diagonaes
d'um quadrilatero n'uma linha recta, é claro que, passando uma
das diagonaes pelo ponto medio de outra, aquella passaré pelo
ponto medio da terceira.

22 b. Os grupos de geratrizes, convergentes para os extremos,
de cordas parallelas a qualquer direccio, cortam-se, além d aquel-
les pontos extremos, sequndo uma hyperbole.

Uma corda wewy com qualquer outra, que lhe seja parallela,
determinam um plano, que vai cortar o hyperboloide. O eentro
da segunda corda esté no plano diametral Oy, o qual é constante
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para todas as cordas parallelas. Todos os pontoes § e 3y, oblidos,
existem n'esse plano, cuja secglo sobre a superficie ¢ uma hyper-

bole.

28. Dadas sobre um plano duas rectas, MA e MB, bem como
um ponto O; uma transversal, gyrante em (drno d’este ponto, cor -
tard a primeira linha n‘'um ponto z, a segunda em &, variaveis
ambos de posigao. O logar geometrico d'wm ponto x, tomado sobre

a transversal, de modo que :::—;=mnsmn:e, ¢ uma hyperbole.

O ponto O e as rectas MA e MB podem ser considerados como
projecgoes de tres geratrizes do mesmo systema d'um hyperbo-
loide; o ponto M e a transversal movel em térno de O, como
projecgdes de geratrizes de systema differente do das primeiras,
sendo a e £ pontos de cruzamento d'umas com oulras.

O ponto & exisle n'um plano parallelo ds geratrizes projectadas
em MA e MB, sendo a relagio das suas distancias aos planes,
levados por MA e MB parallelamente ao primeiro, a mesma que
se da entre os segmentos da transversal.

O pontoe procurado, quer exista entre a e &, quer [éra, estd
n'um plano parallelo a duas geratrizes do mesmo systema da super-
ficie, e, por conseguinte, n'uma hyperbole.

A cada relagio dada correspondem duas hyperboles distinctas:
uma para o caso de existir & entre « e £, outra quando esta fora
d'este segmento. Em cada hyperbole um dos ramos passa em 0,
outro em M. Este ultimo, se o ponto z caminhava dentro do an-
gulo BMA, estardtambem dentro do angulo até que aquelle ponto
chegue ao vertice, a partir do qual passa para f6ra de BMA, con-
tinuando n'um dos angulos supplementares e entdo representard
o logar de «, para uma lransversal, que vi cortar o angulo ver~
ticalmente opposto, na hypothese de eslar o ponto situado exterior-
mente ao angulo dado.

D’aqui se vé que, posto analyticamente o problema, obteremos
para um mesmo angulo dois ramos de curva, pertencendo a hyper-
boles distinetas, e cortando-se no vertice do angulo. Quer con-
sideremos o ponto dentro do angulo, quer exterior, oblém-se
sempre como logar geometrico os mesmos ramos de hyperbole.

Cada ramo tem, pois, duas partes, contadas do vertice para
cada um dos lados, tornando-se uma d'ellas parasila n'uma das
hypotheses e a segunda.parasita na segunda hypothese.
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E claro que, indo para o infinito o ponto M, ou, tornando-se
parallelas as linhas MA e MB, a figura representaré a rlmnjm:l;iu:o
de um paraboloide e o logar de z, projeccdo de uma das gera-
trizes da superficie, é uma recta parallela &s outras.

A construccio da curva é simples de fazer: sendo dados o
ponto A e as rectas BC e BD (fig. £."), constroe-se o parallelo-
grammo ACBD e sobre a diagonal CD escolhe-se um ponto O,
tal que a relagdo dos segmentos CO e OD seja a dada. As re-
ctas, tiradas por O, parallelamente a BC e BD, sio as assym-
ptotas de uma das hyperboles. Tomando sobre o segmento recti-
lineo CD outro ponto O/, tal que O'C ¢ O'D guardem a mesma
relagio e por O parallelas aquellas rectas obteremos as assym-
ptotas da outra hyperbole.

23 a. Feixes de rectas e de planos.— Se no problema (23)
em logar de se definirem os pontos 2 e €, extremos dos segmen-
tos que devem entrar no numerador, ou no denominador, da re-
lacdo proposta, forem, simplesmente, pedidas as transversaes cor-
tadas por @ e as duas linhas dadas em segmentos continues, na
relagdo proposta, em vez de dois ramos de hyperboles distinctas
acharemos quatro ramos, pertencendo cada um d'elles a sua
hyperbole.

Sendo dadas tres rectas sobre um plano e um ponto, e dese-
jando-se saber quaes sdo as transversaes, partindo d'este, cor-
tadas pelas reclas em segmentos continuos, que mantenham uma
dada relagio, temos a considerar os angulos diversos que as re-
ctas formam e resolver o problema em relagio a cada um d’elles.
Suppondo, primeiramente, que as linhas em vez de existirem
n'um feixe sdo lados de um triangulo, o que é o caso mais geral,
segundo as hypotheses feitas sobre os segmentos que devem entrar
no numerador, ou denominador, da rela¢do, assim as solucdes que
se obteem. Ha a considerar ainda a posicio do ponto em relagio
ao triangulo. Se existe no interior d'este, para o caso de entra-
rem no numerador da relacio os segmentos terminados nos lados
do angulo, obteem-se seis solu¢des; outras seis, quando os se-
gmentos terminados nos lados do triangulo entrarem no deno-
minador.

Se o ponto existe fora do triangulo haverd quatro solugdes
n'um caso e quatro no outro.

Nio insisto mais n'esta questdo, caso geral de uma outra de
que me occupei no vol. 1 do Jornal de Sciencias Mathematicas e
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Astronomicas, pag. 133. Sendo eguaes, como n'esla ultima ques-
tdo, os segmentos separados sobre uma transversal pelas tres re-
ctas, o numero de solugdes obtido sera a metade do que no pro-
blema agora sujeito se acha.

N'um feixe de tres rectas; se a tem de estar sobre uma de-
terminada e § sobre oulra, de cada lado do vertice obteremos
uma solugio e nio mais do que uma, d'onde se deprehende que
a relagio dos segmentos, determinados pelo feixe sobre uma trans-
versal que passe por um ponto qualquer, varia com a distancia
d’ella ao vertice do feixe, ndo passando duas vezes pelo mesmo
valor em qualquer dos lados que esta referencia nos permitte
considerar.

Se o ponto x se deve considerar sobre a primeira recta que
a transversal corta e « sobre a segunda, havera ainda uma solugio
de cada lado do vertice, determinada cada uma d'ellas por um
ramo de hyperbole, distincto do da outra. Facilmente se reconhece
o modo porque n'este caso as duas solucdes se acham relaciona-
das. Considerem-se (fig. 7.*) duas rectas Va, Vb e um ponto O;
sejam VM e VN duas rectas, respectivamente parallelas 4s trans-
versaes OM e ON. Pelo que se disse em (4) sera

Ma > Nd = Mb < Nc:

Ma : Mb :: Ne¢ : Nd
¢, finalmente,
Ma : ab :: Ne : cd.

Se o ponto M da transve,sal Ob ¢ uma solucdo podemos obter a
outra N, tirando ON, parallelamente a VM, e a linha VN paral-
lela a OM, sendo o cruzamento o ponto procurado.

Reputando como a projecgio de um hyperboloide a figura, e
considerando as geratrizes que se corlam em V, obtem-se im-
mediatamente uma propriedade notavel, que liga todos os segmen-
tos continuos, determinados pelas geratrizes OM e ON, do mesmo
systema e as do outro, cujas projec¢des passam por V.

Nao sendo possivel tirar do mesmo lado do vertice do leixe duas
transversaes OM, satisfazendo a condicio de ser Ma : Mb = con-
slante (para o mesmo valor d'esta constante), segue-se que as
rectas MN, ae, hd, ndo podem concorrer n'um ponto.

E claro que se as rectas dadas forem projeccies de planos,
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perpendiculares ao de projecgdo, em vez de hyperboles haverd a
considerar cylindros de bases hyperbolicas, e em logar de trans-
versaes as solugdes sdo dadas por planos.

28 b. Applicagao a diversos problemas.— Em logar de tres
rectas podem ser dadas simplesmente duas e uma curva qual-
quer; oblém-se as transversaes que devem resolver o problema,
interseclando a curva pela hyperbole. 56 péde haver solugdo, pelo
emprego da regua e compasso, quando [drmos levados a cortar
a hyperbole por uma recta.

Na hypothese de um ponto, dois planos e uma superficie, corta-
remos esta pelo cylindro da base hyperbolica, e o cone, com o
vertice no ponto dado, tendo a curva da intersec¢io por dire-
ctriz, resolve o problema.

24. Interseccio de hyperboloides que teem geralrizes communs.
— A e B (fig. 8.") representam as projecgdes de duas geratrizes
paralielas de um hyperboloide sobre um plano que lhes é per-
pendicular; B e C as do outro.

a) Caso de uma geratriz commum.— Seja B, como indica a
figura, esta geratriz. Ndo & possivel haver mais de dois pontos
da curva de intersecglio sobre uma transversal As nu Ct, porque
qualquer d'estas linhas representa a projec¢io de uma geratriz
da respectiva superficie, e as projeccdes da curva de intersecgio,
que existirem sobre ella, correspondem a pontos existentes sobre
a propria geratriz. Ora, se houvesse tres pontos sobre a linha
A s, por exemplo, além de A, a geratriz, que sobre ella se pro-
jecta, teria tres dos seus pontos sobre cada um dos dois hyper-
boloides, e, em virtude de (5), estaria em ambos, o que nio ¢é
possivel.

Sobre BA projecta-se uma geratriz do hyperboloide BC, a qual
vai ser cortada sobre a geratriz A por uma outra do mesmo hyper-
boloide, a qual se projecta sobre AC. Em C corla-se uma gera-
triz da superficie AB por uma outra da mesma superficie, pro-
jectando-se sobre AC. Assim, em A projectam-se dois pontos da
intersecgo, um dos quaes esta no infinito; o mesmo em B. Sobre
a linha AB, além dos pontos A e B, nio pode projectar-se ne-
nhum ponto da intersec¢io, visto o haver apenas uma geralriz
da superficie BC projectada n’aquella linha. Sobre a recta BC,
do mesmo modo, ndo péde projectar-se nenhum ponto de inter-
sec¢ho, a ndo ser em D e C.
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D’aqui se conclue que as linhas AB e BC s6 podem ser cor-
tadas pela curva de intersecgdo nos pontos A, B e C.

Na linha AC projectam-se duas geratrizes: uma da superficie
AB, outra da BC; ellas podem eventualmente cortar-se sobre a
geratriz A ou C, mas o caso mais geral é o cortarem-se [6ra de
qualquer d'estas linhas no plano projectante AC, ficando, por-
tanto, esla recta com tres pontos da intersec¢lo, o que & possi-
vel, porque correspondem dois d'elles a uma geratriz; um d’estes
e o outro & segunda geratriz.

Dado mesmo que se fizesse a intersecglo sobre uma das gera-
trizes A ou C, imprimindo a um dos hyperboloides uma trans-
laglio ao longo da geratriz commum B, as duas geratrizes exis-
tentes no plano projectante de AC n'elle se conservariam, e o
seu cruzamento vinha a projectar-se fora de A ou de C.

A projecgio da intersecglio é, pois, cortada pela recta AC em
tres pontos, excepto em tres casos: quando as geratrizes, proje-
ctadas em AC, se cortam sobre A, sobre C, ou coincidem.

Quando ellas forem parallelas, a recta AC encontra no infinito
a curva de intersecglo. Do primeiro dos casos anteriores pode
passar-se para o segundo por meio de uma translagio, segundo
a geratriz B, dada a uma das superficies; do terceiro caso—
coincidencia— podemos passar para um quarto — parallelismo—
por meio tambem de uma translacio, segundo a mesma geratriz.

Uma transversal, gyrando em tdrno de B, ndo péde cortar a
curva de intersecgdo em mais de um ponto, porque ella repre-
senta duas geratrizes, sendo cada uma d’estas de sua superficie;
cada ponto de intersecgio que a transversal encontrar deve per-
tencer a ambas as geratrizes, sendo a projec¢lio do ponto de
cruzamento d’ellas.

Por outro lado, cada transversal, excepto AB e BC, contendo
as projecgdes de duas geratrizes de superficies differentes, deve
necessariamente ter um ponto de intersec¢do, e nlio mais do que
um,

A curva de intersecgio nio pode ser tangente a qualquer recta
que passe por B, porque d'outro modo haveria secantes, passando
tambem pelo ponto, o que corresponderia a haver transversaes,
tiradas de B, contendo dois ponlos de intersecglo, o que é im-
possivel.

A curva tambem ndo péde ser tangente a AC, porque esta
recta nlio péde conter mais de tres pontos, € um ponto de tan-

B

9
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gencia é duplo. Exceplua-se o caso de se reunirem dois dos pontos
sobre A ou C, e a curva tangente n'um d'elles 4 recta AC serd
ainda cortada por esta linha n'um ponto. Péde, pois, concluir-se
0 seguinte: g

Quando dois hyperboloides admittirem uma geralriz commum G
a curva de interseccio projecta-se n'um plano perpendicular a G,
sequndo uma curva do 3.° grau, excepto quando admiltirem uma
outra geralriz do mesmo ou de differente systema d aquella.

N'um d'estes casos a geratriz do systema de B (fig. 8.*) pro-
jeeta=se sobre AC; no outro ha uma transversal Bi, cujo poato
de intersecglio i estd sobre AC. Deduz-se ainda:

Em duas posiges differentes dos hyperboloides, que teem uma
geratriz commum, o plano formade pelas duas geratrizes que nas
superficies s@o parallelas dquella é tangenle @ curva de intersecpdo
do 3.° grau.

A tangente em A, ou C, & curva de interseccdo, tem dois
pontos d'esta curva, e ndo péde em virtude de (5) ter mais algum,

Devendo o plano gyraute em tdrno de B conter uma geratriz
de cada superficie, elle sera tangente a ambas, em pontos dis-
tinctos, excepto quando estas duas geratrizes se cortarem sobre
B, caso ao qual corresponde a passagem da curva de intersecgio
pela projecgio da geratriz. Di-se esla circumstancia com o8
pontos que B possue no infinito, sendo todavia distinetos os planos
tangentes n'esses dois pontes, os quaes se cortam segundo a gera-
triz, tangente & eurva de interseccio em ambos, e assymplota,
portanto, da curva, do que resulta o perder esta dois ramos in-
finitos quando projectada sobre um plano perpendicular 4 gera-
triz commum. Deduz-se, pois:

A curva de interseccio tem dois ramos infinitos de que a gera-
triz commum ¢ assymplola. Projectada a eurva sobre um plano
perpendicular @ geratriz serd a projeceao d'esta um ponto duplo.

A tangente & curva de interseegio em B, no plano que temos
considerado, nilo é a projecgio da tangente, que a curva admitte
no espago, em consequencia de ser esta a projectante do ponto
de tangencia, mas pode determinar-se pelo processo estabelecido

r Chasles para todos os casos analogos.

Tirande por um ponto de B rectas parallelas 4s geratrizes das
duas superficies, formam-se dois cones, com a mesma geratriz
B, tangente um d’elles ao plano vertical de AB, o outro ao plano
vertical de BC, tendo ambos o mesmo vertice. Se niio forem tan-
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gentes segundo a geralriz commum, devem cortar-se ainda se-
gundo tres geralrizes, ou uma apenas. Sendo tangentes podem
cortar-se segundo duss geratrizes.

A tangencia indica a existencia de duas geratrizes coincidentes
e cortando B, ou a existencia d'uma geratriz do hyperboloide AB,
parallela a outra do hyperboloide BC; porque d'um d'estes cases
se passa para o outre por meio de uma translacdo segundo B.

Cada geratriz de intersecgdo dos cones indica egualmente que
ha n'uma das superficies uma geratriz parallela a uma da outra.
Em qualquer dos casos, do parallelismo de geratrizes resulta a
existencia de pontos no infinito da curva de intersec¢io, de ramos
infinitos.

Podemos pois estabelecer o seguinte:

Quando dois cones direclores, do mesmo vertice, tiverem, além
da geratris commum dada, wiais tres oulras geralrizes communs,
a projecgio da curva de interseecdo admillirg um triangulo as-
symplolico,

O numero de assymptotas ¢ em qualquer caso equal ao numera
de geratrizes communs dquelles cones.

As assymptotas s6 podem passar pela projecpao da geralriz com=
mum, quando os kyperboloides admittirem mais geratrizes communs
de systema differente do d'aquella em cada uma das superficies.

Em todo o easo, duas geratrizes paralielas, cortando-se sobre
B, determinam dois planos tangentes nos pontos que aquellas li-
nhas teem no infinito, cortando-se segundo uma linha parallela
dquella e assymplota da curva de intersec¢io, Além de B devem
as superficies admittir, pelo menos, uma outra assymplota para
a sua intersecclio.

As curvas do 3.° grau admittem: ou tres ponlos reaes e dis-
tinetos no infinito, correspondentes a tres ramos hyperbolicos —
familia byperbolica; on um ponto real e simples, correspondendo
a um ramo hyperbolico — familia elliptica; ou um ponto hyper-
bolico e um parabolico — familia parabolica.

A projecgio da curva, que estou analysando, ndio péde per-
tencer & familia elliptica, porque n'esta, além de wm ramo in-
finito ha uma oval. A existencia de um ramo fechado nao per-
mitte que haja qualquer ponto sobre o plano, gosande da pro-
priedade possuida por B, de qual, visto ser duplo, todas as trans-
versacs que dispartem, sé podem encontrar a curva n'um unico
ponto além d'aquelle.

*
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Concluimos, portanto:

. A curva tem, na sua projecgio, ou tres pontos hyperbolicos no
infinito, ou wm sd. Nao pdde pertencer & [amilia elliptica das cur-
vas de 3.° grau,

Por isso, sendo D o discriminante da func¢lio homogenea de
3.° grau:

az’ + 3baty + Beay® + dy,

devemos necessariamente obter na equagio da curva sobre um
plano perpendicular & geratriz commum

D<0 ou D=0.

Os ramos obtidos para a projecclio da curva devem cortar-se
sobre a projecgiio da geratriz commum,

b) Caso de duas geratrizes communs.— As geratrizes communs
podem ser do mesmo ou de differente systema. Considerando
(fig. 8.%) como geratrizes communs B e Bi, de differentes syste-
mas, o que equivale a suppér que as duas supe.ficies admittem
n'um pouto de B o mesmo plano tangente, serd ainda, como
anteriormente, B um ponto da projeccdo da curva de intersec¢lo;
as lransversaes, que por elle passam, cortardo esta n'um ponto
além de B.

As transversaes, que passam por A, ou por C, encontrando
todas Bi, nio podem corlar a curva em mais de um ponto, a ndo
representarem geratrizes communs &s duas superficies. B e Bi,
tangentes & curva de intersec¢io em pontos situados no infinito,
sdo assymptotas d'ella, e d’aqui se vé que a curva de interseccio
deve ter ramos infinitos. Projectando-se, porém, em B dois pontos
d'ella, situados no infinito, este ponto deve ser duplo para a pro-
jecglio d'essa curva. A projeccio ndo pode ter nenhum dos seus
pontos sobre os lados do triangulo ABC, excluindo os vertices,
e, em yirtude da propriedade das transversaes que passam por
A, B e C, ndo pdde ser de grau superior ao das conicas. Vé-se
immediatamente que a hyperbole, unica d’estas linhas que ad-
milte assymplotas, ndo pode resolver a questao, porque ella de-
veria existir no plano de B e Bi, ou no plano tangente commum,
e este s6 admitte duas geratrizes. Por outro lado deve existir
evidenlemente uma intersecgdo, por isso que um plano gyrante
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em torno da geratriz B contém duas geratrizes, uma de cada
superficie, as quaes se cortam; os pontos A e C tambem devem
existir na interseccio, ndo podendo por isso deixar de fazer parte
d'esta uma geratriz commum, situada no plano projectante de
AC e encontrando em i a geralriz commum Bi.

No plano, passando por B, parallelamente ao projectante de
AC, devem existir duas geratrizes, uma de cada superficie, paral-
lelas & geratriz commum, existente no plano vertical de AC; se-
gue-se d’ahi que esta e cada uma das outras determinam planos
tangentes & interseccio das superficies e em dois pontos situados
no infinito sobre a geratriz AC, esta serd, portanto, assymptota,
em quanto os dois planos tangentes ndo se confundirem n’um s6.
As linhas communs B ¢ Bi, que se interceptam e teem a pro-
priedade de assymptotas, representam uma parte da intersecglo:
uma hyperbole que se reduziu 4s assymptotas. A recta AC, visto
ndo haver uma curva qualquer que represente a intersecciia, ou
ndo péde possuir essa propriedade, confundindo-se n'uma s6 as
duas geratrizes existentes no plano vertical de B, parallelo a AC,
ou reduzem-se a uma s6 duas das geratrizes que se cortavam
sobre AC, havendo, portanto, uma nova linha, cortando esta e
gosando da mesma propriedade que ella. Em qualquer dos casos
podemos estabelecer a seguinte proposicio:

Quando dois hyperboloides admittem duas geratrizes communs,
de systemas differentes, devem admittiv ainda duas oulras gera-
trizes communs, tambem de systemas differentes.

As duas superficies serfio, assim, formadas sobre o mesmo qua-
drilatero empenado.

Se tomarmos um ponto qualquer do espago, ou da recta B,
segundo o que precedentemente se fez, para vertice de cones dire-
ctores das duas superficies, reconhece-se evidentemente que os
dois cones s6 podem ter de commvm duas ou quatro geratrizes.

0 caso de duas geratrizes communs corresponde & intersecciio
dos hyperboloides, segundo uma hyperbole, quando a intersecgiio
& conica; logo que os hyperboloides admittam duas geratrizes
communs, do mesmo ou de differente systema, como vou provar,
os cones directores devem ter quatro geratrizes communs.

Se as geratrizes communs forem do mesmo systema e B uma
d'ellas, serd a outra AC, porque esta & a unica linha do systema
que encontra as geratrizes A e C. N'este caso as transversaes,
que partem de B, ndo podem conter ponto algum de intersecclo,
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além dos da recta AC, se ellas ndo representarem geratrizes com-
muns &s duas superficies. B e AC teem propriedades de assym-
ptotas, e como ndo péde a intersecclio ser representada por uma
curva que tenha ramos infinitos, e por outro lado estas duas gera-
trizes se ndo cortam em ponto algum, segue-se que deve haver
duas outras geratrizes commuos do segundo systema, e a inter-
secglo das superficies, como no caso anterior, serh representada
por duas hyperboles reduzidas as assymptotas.

Podemos, pois, estabelecer o seguinte:

Quando dois hyperboloides admittirem duas geratrizes communs,
do mesmo systema, admittirao ainda duas owtras do outro systema.

25. Da intersecpao de paraboloides que leem geralrizes com-
muns.— Se forem diversos nas duas superficies os planos dire-
ctores dos systemas, ellas ndo podem admittir nenhuma outra
geralriz ecommum, se liverem uma n'este caso. Sendo P e P’ os
planos directores das duas superficies, aos quaes ella tem de ser
parallela, vé-se que deve guardar ainda o parallelismo com a
interseccio d'aquelles planos, e nenhuma outra geratriz em qual-
quer das paraboloides esta n'este caso, por isso que no mesmo
paraboloide ndio pode haver duas geratrizes parallelas 4 mesma
direccio.

a) Caso de uma geratriz commum.— Partindo do principio de
que a cada recta, traada sobre um plano director, corresponde
uma geratriz, do systema a que pertence esse plano director, que
lhe é parallela, segue-se que, se os quatro planos directores forem
diversos, havendo uma geratriz commum, necessariamente exis-
tiré outra, ou havera no segundo systema de uma das superficies
uma geratriz parallela a uma outra, existente no segundo sys-
tema do outro paraboloide. A primeira é parallela 4 interseegio
dos planes P e P, que Ihe respeitam; sobre cada superficie ha-
verd, do segundo systema, uma geratriz parallela & intersecgiio
dos outros planos directores Py e P'y.

Os quatro planos determinam ainda quatro intersecgdes: as
duas de P .com Py e P'y; as outras dias de P' com Py e P'y;
resulta d'aqui haver quatro geratrizes d'uma superficie, ainda,
parallelas a quatro da outra. - :

Projectando os dois paraboloides sobre um plano perpendicular
4 -geratriz. commum (fig. 9.%), as geratrizes do mesmo systema
que esta, A, projeclam-se segundo rectas parallelas. As projec-
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¢des d'uma lazem-se segundo A, B, C, D, ...; e Ay, By, Gy, - ie
para a outra superficie. Uma transversal, partindo de A, repre-
senta as projeccdes de duas geratrizes d'um systema differente
do de cada um dos grupos anteriores, pertencentes aos dois para-
boloides. Sobre a transversal, além de A, ndo pide existir mais
de um ponto de intersecgho, porque esta deve ser dada pelas duas
geratrizes que se projectam sobre a transversal, e ellas nio po-
dem cortar-se em mais de um ponto.

Sobre AH, parallela a By, Cy, ..., projecta~se uma geratriz
do segundo systema da superficie ABC, a qual deve ser parallela
4 geratriz do systema ByCy da outra superficie, geratriz que existe
no infinito; projecta-se lambem uma geratriz do segundo systema
da superficie B;Cy, que deve ser parallela a uma geratriz do se-
gundo systema da superficie BC. A primeira d'estas rectas tam-
bem existe no infinito.

O mesmo se diz Acerca das geratrizes projectadas sobre Al,
parallela a B, C, ...

Para evitar confusdes pode dizer-se que a geratriz A, consi-
derada como pertencendo & superficie ByCy, ¢ cortada nos dois
pontos do infinito por duas geratrizes, paralielas entre si e de
systemas differentes, as quaes se projectam sobre AH; em Al
projectam-se duas geratrizes de systemas differentes, existentes
no infinito e da superficie BC. A geratriz A tem em cada um
dos seus pontos do infinito um ponto de intersec¢dio, determinado
por duas d’estas ultimas linhas; para cada um d'elles a inter-
secgdio dos dois planos tangentes ¢ representada pela geratriz A,
e, portanto, esta linha serd assymplota da intersecgdo, a qual
passa, projectada, pelo ponto da projecgdo, tambem designado
por A; sendo, por conseguinle, este um ponto duplo da inter-
secgio.

Pela geratriz A e nos pontos do infinito passam, pois, duas
geratrizes parallelas de um paraboloide, e duas outras, tambem
parallelas, do outro; além d'isso deve passar, em virtude dos ra-
ciocinios precedentes, uma geratriz commum aos dois systemas da
superficie BC, e uma outra commum aos dois systemas da super-
ficie ByCy; a primeira d'estas, parallela as geratrizes do infinito
de ByCy, intercepta-as em dois pontos, correspondentes a ramos
infinitos da curva de intersecgdo, cuja assymptota serd a inter-
seccio das duas geratrizes do infinito de ByCy com o plano tan-
gente no infinito da geratriz commum  aos dois systemas de BC.
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Do mesmo modo se determina oulra assymptota pelas duas gera-
trizes do infinito de BC, que encontram a geratriz A.

Cada uma d'estas assymptotas serd, portanto, parallela a duas
geratrizes do infinito de uma das superficics e a uma geratriz da
outra.

Ha ainda uma quarta assymptota, determinada pelas geratrizes
parallelas & intersecgdo dos planos Py e P'y; suppondo-se que A,
geratriz commum, ¢ parallela & interseccio de P e P'. Esta as-
symptola € a unica que ndo passa pelo ponto A da projeecdo.

As transversaes, tiradas pelo ponto A na projeccao da super-
ficie, teem além d’este ponto ainda um outro de interseccio,
resultando por tal facto uma curva de 3.° grau, a qual admitte
um triangulo assymptotico e tem um ponto duplo em A. Obtem-se,
assim, um resultado analogo dquelle a que se chegou pela inter-
secglio de dois hyperboloides, que admittem uma geratriz com-
mum.

— Se o0s qualro planos directores, sendo differentes, se cor-
tarem segundo rectas parallelas, e para isso basta que uma qual-
quer das seis intersecgdes seja parallela a outra, em vez de tres
assymptotas haverd duas geratrizes communs no infinito.

— As geratrizes parallelas das duas superficies, ndo existentes
no infinito, as quaes vio cortar a geratriz A, podem ser levadas
@ coincidencia, desapparecendo a quarta assymptola. N'este caso
ha duas geratrizes communs: A e G (fig. 9.*), e como as Irans-
versaes, que partem de A, devem ter um ponto commum com a
intersecclio, serd esta uma hyperbole, tendo por assymptotas as
linhas AH e AL As duas rectas A e G, que se cortam, represen-
tam uma hyperbole reduzida 4s assymptotas. A hyperbole seria
cortada por uma transversal, partindo de A, em dois pontos, no
caso de ella ndo estar reduzida as assymplotas, que é o que se
da. A interseccdo seri composta de geratrizes.

—Quando os paraboloides admittem o mesmo plano director
P, os systemas que lhe respeitam lerdo as suas geratrizes paral-
lelas duas a duas.

Os dois outros planos directores Py e Py intersectam-se mutua-
mente e com aquelle, determinando tres intersecgdes, as quacs
podemos considerar como as arestas d'um (riedro. A geratriz
commum péde ser parallela & intersecgdo de Py e Py, ou 4 de
qualquer d’estes planos com o plano director commum; no pri-
meiro caso ndo pertence aos systemas d’este e a projecglo exe-
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cuta-se como na figura antecedente, tendo as projeccdes paral-
lelas de uma das superficies uma direcclio differente das paral-
lelas da oumtra, e a intersecclio serd ainda composta de gera-
trizes.

—Quando a geratriz commum for parallela a qualquer das
intersecgdes de Py e Py com P, pertence ao systema d'este plano
em cada um dos paraboloides, e todas as livhas do mesmo sys-
tema em cada superficie se projectam, tendo uma 6 direccio
commum: BBy, CCy, DDy, ..., como indica a fig. 10.* Sobre
uma transversal, que parta de A, ha um unico ponto de inter-
secco; o mesmo se diz a respeito de cada uma das parallelas.
Duas geratrizes, do systema de P, sdo parallelas & interseccio
d'este plano com aquelle dos dois Py, Pg, a que nio & parallela
a geratriz commum; duas geratrizes do outro systema sdo paral-
lelas & interseccdo de Py com Pa. As primeiras projectam-se paral-
lelamente a BBy, CCy, ...; as segundas sobre uma recta AM.
As duas assymptotas resultantes sdo tambem parallelas a estas
linhas, e a intersec¢do que d'aqui provém seri uma hyperbole
reduzida &s assymptotas. A interseccdo sera ainda composta de
geralrizes,

—Quando os planos directores coincidirem, a cada geratriz
de uma superficie corresponde uma parallela na outra, e teem
sempre as duas superficies qualro geratrizes no infinito communs.
A cada plano director commum correspondem sempre duas gera-
trizes do infinito communs. No caso sujeito, de serem communs
os planos directores, tendo os paraboloides uma geratriz com-
mum, além das quatro do infinito, podemos levar uma das super-
ficies a coincidir com a outra em cerlos casos, mas ndo em
todos.

Na fig. 10.* a transversal gyrante AM contém n'este caso as
projecgdes de duas geratrizes parallelas, e, portanto, sobre ella
ndo se projecta ponto algum de interseccio, a ndo ser que as
duas parallelas se confundam.

Do que fica dicto péde concluir-se o seguinte:

A intersecoio de dois paraboloides, que teem sé uma geralriz
commum e planos directores differentes, ¢ uma curva de 5.° grau,
que admitte um triangulo assymptotico. Em todos os outros casos
a intersecpdo compde-se de linhas rectas.

by Caso de duas geratrizes communs. — Duas geratrizes do
mesmo systema: se os planos directores forem communs, ¢ evi-
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dente que os dois paraboloides coincidem; se forem diversos ad-
mittirdo ainda uma outra geratriz commum, parallela 4 interseccao
dos dois planos directores, de systema diverso do d'aquellas gera-
trizes.

Duas geratrizes de systemas differentes: projectando as super-
ficies sobre um plano perpendicular a qualquer das geratrizes
communs, as do mesmo systema da escolhida projectam-se se-
gundo rectas parallelas em cada superficie, podendo as de uma
ter a mesma direcgdo das da outra, ou direccies differentes, como
fica indicado pelas figuras respectivas ao paraboloide. E evidente
pela simples inspeccio d'essas figuras, e resulta ainda do que foi
dicto a respeito do caso, em que ha uma unica geratriz commum,
que as superficies podem ndo admittir nenhuma outra geratriz
commum. -

D’ahi as proposigdes:

Quando dois paraboloides admittirem duas geratrizes communs,
do mesmo systema, ou coincidem, ow admittem outra gerairiz com-
mum, de systema differente do das primeiras,

Quando dois paraboloides admittirem duas geratrizes com-
muns, de systemas differentes, ou ndo teem mais intersecgio algu-
ma, ou se cortam ainda segundo wma geralriz de qualquer dos
systemas. ‘

A circumstancia de ndo admittir esta superficie geratrizes
parallelas, se excluirmos as do infinito, faz com que as propo-
sighes, estabelecidas para o hyperboloide, divirjam das do para-
boloide.

A theoria da primeira d’estas superficies é inteiramente appli-
cavel & segunda pela intervengdo do infinito, e nio &, portanto,
rigorosamente indispensavel a consideracdo especial do parabo-
loide, em que entrei. .

2. Dadas duas geratrizes, A e Ay, do mesmo systema n'um
paraboloide, um plano, gyrante em térno de A, corta Ay em pon-
tos m, n, p, ..., pelos quaes passam geratrizes do oulro systema;
as perpendiculares, levantadas pelos pontos de intersecgio, a estas
geralrizes, existentes no plano movel, formam um paraboloide
hyperbolico. -

Tome-se MN, parallela & geratriz A (fig. 11.*); e por um
ponto O tirem-se rectas parallelas 4s geratrizes do systema a que
ndo pertence A: Or, Og, Od, .. .; estas linhas existem n'um




MATHEMATICAS E ASTRONOMICAS 75

plano, parallelo ao director do systema. No plano de OM e Or
tire-se Oc, perpendicular a Or, ¢ da mesma sorte no plano de
CM e Ogq a linha Ob, perpendicular a Oq, e por ultimo no plano
de OM ¢ Od a perpendicular a esta recta Oa. As linhas Oa, Ob
e Oc sdo parallelas as perpendiculares a que se relere o enun-
ciado d'esta questdo, por isso que Od, Og e Or sio parallelas a
geratrizes de systema diverso do de A e Oa, Ob e Oc, que lhes
sdo respectivamente perpendiculares, existem no plano movel,
correspondendo cada uma d'ellas a uma posicho d'este, como
acontece s linhas em questio.

Se as perpendiculares, de que falla o enunciado, existem n'um
paraboloide, como geratrizes do mesmo syslema n’este, sdo pa-
rallelas a um plano, e por isso Oa, Ob e Oc devem existir no
mesmo plane. E o que facilmente se reconhece, tirando por M
um plano perpendicular a MN, ou & geratriz A, o qual vai cor-
tar Od, Oq e Or nos pontos d, ¢ e r, situados em linha recta,
visto que as linhas respectivas existem n'um plano. As rectas Oa,
Ob e Oc serhv cortadas em pontos a, b e ¢, e, para que ellas
existam n'um plano, necessario é que estes pontos estejam em
linha recta.

Dos-triangulos aOd, b0q, ¢Or, rectangulos em O, deduz-se:

aM >< Md = Mb =< Mq = M¢ < Mr.

Os pontos a, b e ¢ existem, portanto, n'uma recta anti-paral-
lela de dr, o que demonstra a proposigdo, viste que todas as re-
ctas, parallelas a um plano, que encontram no espaco as linhas
rectas A e Ay, situadas em planos diversos, estdo n'um para-

boloide hyperbelico.

23. Dadas quatro rectas, no espaco, parallelas a um plano,
mas nio existentes no mesmo paraboloide, wn plane gyrante em
térno de wma d'ellas, G, cortard as outras, A, B e C, em (res
pontes moveis, a, &, 7, vertices de um triangulo variavel, eujo
centro do circulo circumseripto percorre uma recla.

Tres quaesquer das linhas dadas definem um paraboloide hyper-
bolico, e podemos, pois, considerar as tres superficies GAB, GAC,
GBC da 'mesma directriz G, tendo a primeira por geratriz a li-
nhia’ x6, a segunda ay, a terceira 7.
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Os pontos medios d’estes segmentos, lados do triangulo varia-
vel, caminham sobre linhas rectas, que sio geratrizes, do mes-
mo systema de G, nos paraboloides.

Se pelo ponto medio do lado 26 e no plano movel levantar-
mos uma perpendicular a esta linha, ella descreverd um outro
paraboloide (26), e, dando-se o mesmo com os outros lados do
triangulo variavel, temos tres paraboloides Pyg, Pay, Pey.

Duas quaesquer d'estas superficies admittem como plano dire-
ctor commum o parallelo és rectas G e is que passam pelos pontos
medios dos lados do triangulo, visto serem estas geratrizes dos
tres primeiros paraboloides GAB, GAC, GBC.

Portanto: dois paraboloides P,¢ e P,y por exemplo, teem
uma geratriz commum G e uvm plano director commum; logo,
em virtude de (25), s6 se podem cortar segundo geratrizes. As
perpendiculares, levantadas sobre os segmentos nos pontos me-
dios d'estes, em cada posicdo do triangulo variavel, deter-
minam o centro do circulo ecircumscripto. O centro move-se
sobre uma recta, que ¢ a intersecgio dos tres paraboloides P,g,
P¢1! PE"'-

28. Um plano movel em tdrno a uma recta, exterior a um
triedro, cortard este sequndo um triangulo variavel, cujo centro do
circulo circumseripto caminha n'uma recta.

Chamando & recta G; as arestas do triedro A, B e C; aos
vertices do triangulos a, g, y; vé-se que em logar dos parabo-
loides, precedentemente considerados, GAB, GAC, GBC, obte-
remos tres planos, os quaes podem ser designados do mesmo
modo, suppondo-se ainda gerado o primeiro d'estes por =6, o
segundo por ay, o terceiro por £y.

Os pontos medios d'estes segmentos existem sobre ramos de
hyperboles, situados nas faces do triedro, representando as cur-
vas as polares diametraes dos tracos da recta G sobre as faces,
em relaglio s arestas.

As perpendiculares, situadas no plano movel, como em (27),
existem n'um paraboloide, o que se v& bem, visto que é appli-
cavel a este caso a demonstraclio feita em (26).

Designando os paraboloides das perpendiculares por Pyg, Pay
e Pgy, reconhece-se que dois d'elles, P, e P,y, por exemplo,
teem a mesma geratriz G, e, visto ter a hyperbole da face AB,
assymptotas parallelas s arestas d’esta, como se da na face AG,
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segue-se que em cada superficie ha uma geratriz do systema de
G, parallela & aresta A.

Os dois paraboloides considerados, tendo um plano director
commum e uma geratriz commum, segundo (25), s6 podem ter
intersecgoes rectilineas.

O centro do circulo circumseripto caminha, pois, pela recla,
intersecgdo de tres paraboloides, dos quaes é geratriz commum.
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REMARQUE SUR LA THEORIE DES SERIES

Extrait d'une leltre adressée & F. Gomes Teixeira

PAR

M. Lerca (2 Prague)

... C'est une remarque sur la théorie élémentaire des séries
que je me permets, Monsieur, de vous communiquer. Les com-
mengants pensent presque toujours qu'une série infinie convergente

(0) u0+ui+ui+---+“,+...

formée avec des nombres positifs doit &tre telle que la limite

(1) lim 1

=% u'

a une valeur inférieare & l'unité ou au plus égale a 'unité. Je
vous communiquerai, Monsieur, une série bien convergente, pour
laquelle la limite (1) n'existe pas, et oi le quotient sous le signe
lim. peut devenir aussi grand que l'ont veut, si 'on donne & v
une valeur convenable. C'est la série de la forme (0) dont le

terme général est
1

u, =3 —0gv) , g2 Ugv)11+4(gwi,

ol j'ai désigné par (Ig ) la partie entidre du logarithme vulgaire
de v, et oi les quantités §, g sont positives, §< 1, g¢>1, mais
telles que sVg<1.
On voit immédiatement que celte série est convergente; car
on a
lim Vu,=3<1.

Y=
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De l'autre part vous voyez, Monsieur, que si v n'est pas de
la forme 10 —1, la quantité [Ig (v + 1)] étant égale & (Igv), on
aura

u'l
o e Bt {2
u

et, si v est de la forme indiquée, on aura
(lg(v+ 1)]—(lgv) =1,

et par conséquent

Uy i1
u

=glen+1,

v

expression qui peut prendre des valeurs aussi grandes que l'on
veul.

Prague, le 30 mai 1886.
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THEORIA DA ROTACAO

POR

J. M. RobriGUESs

Primeiro tenente de Artilheria

As equagdes de Euler

dq
B +(A—C)pr=M

dr
CE—F[B—A)P‘I“N

definem o movimento do solido invariavel em volta de um ponto
fixo; mas nlo slo integraveis senlio em casos muito parti-
culares.

Se o solido for inteiramente livre, estas equagdes definem o
movimento de rotacio em volta do seu centro de gravidade, como
se fosse um ponto fixo; mas entlo s6 se sabem integrar quando
forem nullos os momentos das forcas exteriores.

N'este artigo vamos apresentar um novo caso de integrabili-
dade das equacdes de Euler, muito notavel pelas suas applicagdes
4 Balistica e 4 Mechanica Celeste, para definir o movimento dos
projecteis oblongos na atmosphera, e o movimento dos planetas
1o espago.

6
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As equagdes differenciaes do movimento de rotacio de um
solido de revolucio inteiramente livre sdo

Ad

P
=+ (C=A) .gr=L

dq
A (C—A).pr=M

dr
C‘“&EEN
sendo
dy db
PE—JI—.BBD'PEEHQ'{‘E-‘:I}S?;
_a4 g
q= i « COS @ sen ——E—.Eeﬂ?r
_dtp dy
r_E+E'msﬂ'

as equagdes que ligam as componentes da rotaciio instantanea s
coordenadas angulares de Euler,

Os tres eixos principaes de inercia constituem um syslema de
eixos moveis ligados invariavelmente ao solido de revolugdo, com
a sua origem no centro de gravidade. Concebamos pois um sys-
tema rectangular de eixos fixos

OX, 0Y, O0OZ

com a mesma origem dos eixos moveis, coincidindo o eixo dos
Z com a tangente 4 trajectoria descripta pelo centro de gravi-
dade no movimento de translagio. O plano dos ZX serd pois o
plano do movimento, e o plano dos ZY o plano normal & traje-
ctoria.
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A intersecciio do plano normal com o plano equatorial do so-
lido de revolugio determina a linha dos nddos, que f6rma com
OX o angulo ¢ e com Oz o angulo . O angulo § mede a obli-
quidade do plano equatorial com o plano normal, ou inclinagio
do eixo de figura com a direcgio do movimento.

As tres coordenadas angulares dé Euler

8, ¥ ¢

determinam pois respectivameénte a nutagdo, a precessdo e a as-
censdo recta do movimento.

Determinando os tres angulos em func¢do do tempo, obtem-se
immediatamente em qualquer instante a posigio dos eixos mo-
veis em relaclo aos eixos fixos, e, por mnsequencia, a imagem
sensivel do movimento de um solido de revolugio em volta do seu
centro de gravidade, em todos os pontos da sua trajectoria.

TueoremMA. — Se a resultante das forgas eleriores que actuam
sobre um solido de revolugao existir no plano determinado pelo
eixo de figura e pela direccio do movimento, e for uma funccio
da obliquidade, as equagdes de Ei u.!tr

2 4 (C—A).qgr=L

di
dgq
5 —(C—A).pr=M
dr
C-IﬂN

sdto integraveis pela reduccio ds quadraturas.

Com effeito, transportando no seu plano a resultante das forgas
exteriores para o centro de gravidade gera-se um conjugado, cujo
eixo coincide com a linha dos nédos.

*
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Mas, sendo a for¢a uma funcgdo da obliquidade

p=r{),
serd
G=F0)
o movimento do binario resultante; por consequencia
L= G.cosg,
=—G.seng,

N=0,

s3o as projeccdes do eixo do conjugado sobre os eixos principaes
de inercia: logo

A%+(C—A).qr= G.cosg,

A%w(ﬂu&).pr=-—ﬁ.sen9,
dr
C'E=0'

sio as equacdes differenciaes do movimento de rolagio do solido.
A terceira equagio da immediatamente

r =ry=const.,

d’onde se deduz o seguinte

TueorEMA. — Se a resultante das forcas exteriores, que actuam
sobre um solido de revolugdo, existir no plano determinado pelo
eixo de figura e pela langente d (rajectoria, a rotagdo do solido
em volla do seu eixo de figura € sempre constante em toda a dura-
¢do do movimento.
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As equacdes differenciaes do movimento de rotagdo sdo pois

A%T-+m{[l—ﬁ).q= G.cosg

sendo

p=—.seng sen&-l--‘—I—ﬁ.uo!p
de
q=—.C089 sen&—%.senw .......... (b)

o0s 0

dy o dy
r.n-=?‘+-£.c

ou

bl o
'a—"—P —q- ?

senﬁ.%=psenp+q.casp .......... (e)

dg di
t

E=::-.}—T.cnsﬁ

Multiplicando a primeira equagio por p e a segunda por ¢
e, sommando, vem

d d
A(pd—f-l- q-&%)nﬁ.(pcos_tp—qsenq;}:

multiplicando depois a primeira por sen¢ e a segunda por cos ¢
e sommando, resulta

dp

A (Esemp + %:i . €08 q:-) —rp(C—A) . (pcosg—gseng)=0;
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mas
—da COsS @ — g sen
g —Peose—gseng,

por consequencia

dp+gY), . db
A.-—d‘——=EG.I

dp dg db df
A(-E;.senp+-£co_s9+ro-d—l-)=ﬁr..a—;—

slo as equagdes differenciaes da rotacdo.
Ora :
o\ g\
2 el = 2 i L
pPtyq (w)-l"senﬁ.(dr),

seuﬁ.%:p.sen;»-?q.cos*,

e, derivando, resulta

dy
d 2y.
(sen B dt) ds

dp dq
e =sm&.(~msenp+acnsp+mﬁ),

por_consequencia, substituinde nas equacdes precedentes, resul-
tam immediatamente as equagdes differenciaes do moyimento de
rotacgio:

dy C
200,400 ) ey -
d(sen B‘dt) FDA .senfdf

() b ()7]22

G=F(®),
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logo, pondo

resultam as equagdes differenciaes da precessdo e nutagdo do moyi-
mento

d(sen’ﬂ .ﬂ)=—a.dcosﬂ
dt

d [(g)' +sen®d . (‘Z—‘f’)'] — BF (8) d0

immediatamente integraveis pelos methodos elementares.

------

1

Contando o tempo a partir de uma dada epocha do movimento,
teremos para

t=0
dy dj

—=0 e —=0,

dt dt

e por consequencia

seu‘a.%=a.{wsﬁg—ms&)

dn\® dp\e . [
— " ‘ a = - . B\.d
(dt) i sent (dt) b J.OF( ) db

sio os integraes de primeira ordem das equagdes do movimento
de rotagdio.
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As equagdes da precessdio e nutagdo do movimento shio pois

dy a'—a.cosb
dt 1—costh

(ﬂ)‘=f[:cos-‘1)-u (a'—a. cosf)

dt 1 —cos?@
onde
a' =a.cosd

f[cosﬁ)—b.j:nF{B).dﬁ,

e a terceira das equacdes (b)

¢ a equaclio da ascensdio recta

dy a'—a.cosb
— =Ty . cos .

dt T 1—costt

Estas tres equagdes definem o movimento de rotagdo e expri-
mem a nutaglo em funcgdo do tempo, a precessio e a ascensdo
recta em funcglio da nutacio.

Fazendo
u=cosf
resulta
o | du
Ve w
e pondo

x W) =(1—u%). (u)—(a'—a.u)}
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reduzem-se estas equacdes a uma forma muito simples:

du H

E="G’u{.“]

dy a—a.u

EHT:_F --l.iaili!ifl(q]
de a'.u—a.u?

Wk 1

logo

" gl —au du
¢_%_J' i HPR )

et B e

slio os tres integraes das equagdes de Euler, que definem respe-
clivamente a nutaglio, a precessdo e a ascensdo recta do movi-
mento de rotagdo, quando a resullante das forgas exteriores [or
uma funccdo da obliquidade e existir no plano determinado pelo
eixo de figura e pela tangente & trajectoria.

As quadraturas reduzem-se is funcedes ellipticas nos dois casos
seguinles:

1.° quando o momento resultante das forcas exteriores [or pro-
porcional ao seno da obliquidade;

2.° quando fér proporcional ao producto do seno pelo coseno
da obliquidade.

Com effeito, se for

G=h.senl
resulla

& |
| F(6)dg=h (cos 8 —cos b),

Lo
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e
f () =bh . (u—ug);
portanto a funcglo

() = (4 — ) . /() — (@' — au)?

¢ um polynomio do terceiro grau; logo os integraes das equa-
g¢bes de Euler reduzem-se 4s funcgdes ellipticas.
Se for
G=hcosh,senb
resulta

“F@dt=—h. [ cosd.dcosd
J'u ) db=— .J’ocus .d cos

h
e & (cos? by — cos?b)

()= (u%y ),

logo a funcglio ¥ (u) & um polynomio do quarto grau, e por con-
sequencia a nutaglo, a precessio e a ascensdo recta do movi-
mento exprimem-se em func¢do do tempo por meio das funcgdes
ellipticas.

A reduccdo ainda se verifica quando o momento resultante das
forgas exteriores for tal que seja

f[u):E:it—_d—i;E+R(u).

sendo R um polynomio do terceiro ou quarto grau, porque entlo
teremos
1 (u) =R ().

A nutagdo, a precessio e a ascensdo recta, exprimindo-se por
meio de funcgdes ellipticas, variam periodicamente no movimento
de rotacho de um solido de resolugdo, inteiramente livre, quando
o momento resultante das forcas exteriores satisfizer is condicdes
precedentes.
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NOTE DE GEOMETRIE

PAR

M. H. L Poxt
(i Caen)

1. Considérons daos le plan huit points 1, 2, 3, 4, 5, 6,7, 8;
prenons pour triangle de référence le triangle des trois diagona-
les du quadrilatére complet défini par quatre de ces points, les
points 1, 3, 5, 7, par exemple, la diagonale (1, 5) étant I'axe
des z, la diagonale (3,7) Paxe des y. Nous avons alors pour équa-
tions des cotés du quadrilatére:

(1,3) s+ px+qy=>0
(3, 5) st+pr—qy=0
(5,7) s—pr—qy="0
(7,1) s—px+qy=0

Pour équations des cotés de I'octogone, nous pouvons prendre:

=stape+ qyu=0
=z+pr +pqy=0
=z+pxr + vqy=0
=z—ppx — qy=0
"-—;—-’px — qy=0
=gLpr “mqy="0
=z—pr —nqy=0
=a+rpe + qy=0
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X ity ¥y gy I, my n, r désignant des constantes et les premiers
membres de ces équations représentant, & des fauteurs numériques
prés, les distances & ces droites d’un point quelconque du plan.

Si nous exprimons qne ces distances § satisfont a I'identité
tangentielle de Mr. P. Serret:

3% 6:i8%=0 (1)

le tableau des coefficients des § dans les équations d'identifica-
tion est:

W LR AN AR A WG Y

o PR [IC S SASURE I . I SR B

il by 1"y Y Ty
ot -l foi— s Y R g @
{pd gt p 41 Tpt gl

—A —m i m—-m A1 —m—-mtm

1 v 148 (3 MRl TRNRE B

—4 - 1t —p 11 —n —nan

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette iden-
tité (1) soit satisfaite, c'est-a-dire que les cdtés de I'octogone
soient associés suivant le module 3, sont que tous les détermi-
nants du huitiéme ordre contenus dans ce tableau (2) soient nuls.

Si nous faisons a la fois dans ce tableau:

A=1 ‘m=1
avec:
T

tous les déterminants s’annullent car ils ont quatre lignes identi-
ques deux & deux; ce tableau s’annule donc en méme temps que
la fonction:

w= (1 =) (1= m)—(t—]) (1= ).
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Il s'annulle aussi en méme temps que la fonction
v=1+p)(1 +n)—(1+r)(1+v),
car si on y fait & la fois:

e=—1 n=—1
avec:
r=—1 v=—1

quatre lignes deviennent encore identiques deux & deux. Par con-
séquent, les conditions nécessaires et suffisantes pour que les cotés
de T'octogone soient associés suivant le module 3 sont que nous
ayons

u=1>0
et
p=10
c’est-d-dire
iI— 1—p
oty i, @)
et
14y 14+
i e il (%)
14+n - d4r

Si nous introduisons ces relations dans les équations des dia-
gonales (2,—6}

[ =) (1 =1) + (1 —Im) (1 =2)] pe
— () (1) (1 =t (1 — )] gy
—2[(1=2) (1=m)= (1= (1=p)]s
=)

et (4,8)
[(1—ve) (1 +r) + (1 —nr) (1 +p)] px
+ [(A—v)(1+n)+ (1 —nr)(14+v)qy
—2[(1+p) 14n)—(1+n (1+)]s
=10,
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Nous voyons qu’elles passent par l'intersection des diagonales
(1,5) et (3,7) et de plus, qu'elles forment avec elles un faisceau
harmonique. . ;

Nous pouvons donc énoncer ce théoréme:

Tutorime. — Lorsque huit droites sont associées suivant le
module 3, c'est-d~dire telles que toute cubique tangente a sept
d’entre elles touche nécessairement la huitidme, les quatre dia-
gonales qui joignent les sommets opposés de I'octogone formé par
ces huit droites concourent au méme point et sont conjuguées
harmoniques.

Réciproquement :

Lors que les quatre droites qui joignent les sommets opposés
d'un octogone forment un faisceau harmonique, les cotés de cet
oclogone sont associés suivant le module 3.

2. Correlativement:

Tukorime. — Lorsque huit points sont associés suivant le mo-
dule 3, c'est-d-dire, tels que toute cubique qui passe par sept
de ces points passe aussi par le huitiéme, les points de concours
des cotés opposés de l'octogone formé par ces huit points sont
sur un méme droite et tracent sur cette droite une division har-
monique.

Réciproquement :

Lorsque les points de concours des cdtés opposés d'un octo-
gone sont en ligne droite et forment une division harmonique, les
sommets de cet octogone sont huit points associés suivant le mo-
dule 3.

Ce théoréme peut du reste de démontrer directement sans
aucune difficulté,

B. Signalons encore les théerémes suivants:

Tukortme. — Si les distances § d'un point quelconque du plan
a huit droites de ce plan satisfont & I'identité

38 048% =0 (a)
elles satisfont aussi a l'identité

231 Ti f?'i =0 {b]

et réciproquement.
Conservant les notations du § 1, les conditions nécessaires et
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suffisantes pour que 'identité (b) soit satisfaite sont que tous les
déterminants du sixiéme ordre contenus dans le tableau

W o gy ey
§inonds ol e omfh whe ih®
L salatie RUE.__% L 4
it 11 4 p-myv —n
A = r -1 -1 1
by

T TR m v n

soient nals.

On verra en raisonnant comme précédemment que ces condi-
tions sont celles qui annulent le tableau (2).

Corrélativement

Tutorime. — Lorsque les distances d de huit points d'un plan
& une droite quelconque de ce plan satisfont & I'identité

3B kd% =0 (a)
ils satisfont aussi & l'identité

¥adi=0 (@)
et réciproquement.

4. Ces deux théorémes nous donnent immédiatement les sui-
vanls:

Tutoreéme. — Un groupe de huit points associés suivaut le
module 3 forme toujours les sommets de deux quadrangles con-
jugués a une méme couique, et réciproquement, les sommets de
deux quadrangles conjugués a une méme conique forment toujours
un groupe de huit points associés suivant le module 3.

Tukorime. — Un groupe de huit droites associées suivant le
module 3 forme toujours les cotés de deux quadrangles conjugués
4 une méme conique, et réciproquement, les cotés de deux qua-
drangles conjugués a4 une méme conique forment toujours un
groupe de huit droites associées suivant le module 3.
Tutorime. — Huit points et huit droites associés suivant le
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module 3 déterminent toujours un pentagone et un triangle con-
jugués & une méme conique, et réciproquement, les sommels et
les cotés d'un pentagone et d'un triangle conjugués & une méme
conique forment des groupes de huit points et de huit droites
associés suivant le module 3.

TukorimEe. — Etant donnés huit points associés suivant le mo-
dule 3, deux quelconques de ces points et les traces de la droite
qui les joint sur les cdtés opposés des différents quadrangles, for-
més des cotés de Ihexagoae qm a pour, sommels les six autres
points, et les diagonales qui joignent les sommets opposés de cel
hexagone font cing couples de points conjugués harmoniques par
rapport & deux mémes points, c’est-a-dire dix points en involu-
tion; el si on substitue & ces quadrangles les quadrangles com-
plets correspondants, on a en tout vingt deux points en in-
volution.

Tukorime. — Lorsque les cotés d'un angle et d’'un hexagone
sont associés suivant le module 3, les cotés de cet angle et les
dix couples de droites qui joignent son sommels au sommets op-
posés de tous les quadrilatéres complets Tormés avec les cotés de
I'hexagone, font onze couples de droites en involution.

3. Huit points quelconques d'une cubique plane unicursale I
forment toujours un groupe associé suivant le module 3. Prenons
sur cetle courbe six points H; dont les distances a une droite A
sont dj, puis deux autres points m et M dont les distances i cette
droite sont d et D. Nous avons l'identité

36 0;d% =d*+eD?

et l'identité équivalente

2‘1 cgdi.' =d: (D2
qui s'écrira
25; ki d’; =pq
en posant

p=d+CD,

q=d—CD.
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Si nous désignons par P e  les points dont les distances & la
droite A sont p et ¢, on voit que si I'un de ces points est sur la
cubique, ce qu'il est toujours possible de faire en choisissant
convenablement les points m et M, I'autre y est aussi, et que si
le point M se rapproche indéfiniment du point m, il en est de
méme des points P et Q. Done: -

Tutonkme — Un hexagone étant inscrit & une cubique, les
polaires d'un point m de la courbe se coupent au méme point,
et la droite qui joint ce point au point m est tangente en m A
la cubique.

Autrement dit:

La tangente & une cubique unicursale en un point quelconque
m est le lieu des points de concours des polaires de ce point par
rapport aux trois couples de colés opposés de tous les hexagones
inscrits dans cette cubique.

Huit points 1, 2, 3, 4, 5 et O, ', 0" d'une cubique unicursale
forment d’aprés un théoréme précédent un pentagone 12345
et un triangle conjugués a une méme conique; si les points O/
et 0" se rapprochent du point O, le pentagone et le triangle res-
tent conjugués a la méme conique dont le cercle diagonal est
orthogonal au cercle circonscrit au triangle: cette propriété sub-
siste & la limite lorsque les points ( et O” sont confondus au
point O et le cercle eirconserit au triangle infiniment petit 0 00/,
c'est-d-dire le cercle osculateur en O & la cubique est orthogonal
au cercle diagonal de la conique. Done: . 41 :

Tukorkme. — Le cercle osculateur en un point O d'une cubi-
que unicursale est la trajectoire orthogonale des cercles diago-
naux des coniques conjuguées it tous les pentagones inscrits a la
courbe, coniques qui sont de reste tangentes & la cubique au
point O,

Mr. P. Serret a montré (Géométrie de Direction, pag. 389)
que le cercle diagonal d'une conique conjuguée a un pentagone
s construit indépendamment de cette conique, la construction
du cercle osculateur en un point O d’une cubique unicursale dont
on connait cinq autres points ne présente donc aucune difficulté.
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DEMONSTRATION NOUVELLE DU THEOREME DE CH. DUPIN

PAR

M. H. L PoxT

Soient trois surfaces S, 54, Ss:

(a) Vdz+p dy+vds=0
(ay) Mdz + pydy +vidz =0
(ag) Agdx + pady +veds =0

ot (A, g, ¥)y (M 15 ¥1,) (A2, 2, va,) désignent les cosinus dire-
cteurs des normales & ces surfaces en leur point d'intersection
(=, y, ), de sorte que:

M a4t
}-‘1""‘&!]""\!1]:1

Myt ph =1

ou bien:
(b) Ady fpdp +vdv =0
(bl) 1]&11 ) E"".Idi-‘l + 'ﬁjdvl =0

(ba) redhg + padpeg + vadve = 0.
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Supposons que ces trois surfaces se coupent & angle droit,
¢'est-d-dire que nous avons:

(¢) Myt pipgtyva=0
(e1) A Fpgp vy =0
(ce) Wy +ppy +wyg =0.

L'élimination de %, g, v entre les équations (a), (¢1) et (eq)
donne:

dx dy ds
(=) M opg v |=0.
M P ve

L’élimination des mémes variables entre les équations (B), ()
et (eg) donne:

dy dp dv
@) Mo v |=0.
R K v
D'oil nous tirons:
dz dy ds
(v) Frhd §07 5

équations des lignes de courbure de la surface S.
D’une maniére analogue, il vient
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(y2)

Ces équations (y), (y1) et (ya) démontrent le théoréme de Ch.
Dupin.
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NOTA SULLA MOLTIPLICAZIONE DI DUE DETERMINANTI

Grvo Lomria

Quando si stabilise la teoria dei determinanti indipendente-
mente daguelin delle equazioni lineari, il teorema di moltiplica=
zione di due determinanti si suol dimostrare in due medi, en-

trambi estendibili al teorema analago relative a due matrici ret-
tangolari. L'uno, che si pud considerare come il pii elementare
perché presuppone soltanto le prime proprieta dei. determinanti,
si fonda sulla decomposizione di un determinante ad elementi po-

linomii in una somma di detérminanti ad elementi monomii.
L'altro, che richiede la conosienza del teorema di Laplace almeno
in un caso particolare, fu esposto per la prima volta— per quanto
mi consta—dal Sig. Sardi or son quasi vent'anni (=), e venne
poi riprodotta in trattati recenti («x).

Orbene, esaminando con qualiche attenzione questa seconda
dimostrazione, non & difficile vedere che essa; lievemente modi-
ficata, conduce a pone il prodotto di due determinanti_ sotto la
forma di un determinante d'ordine n+-1 con * elementi perfetta-
mente arbitrari, ove i & un intero positivo compreso fra 0 e n,
e perd guida a un’ estensione delle ordinaria regola di moltiplica-
zione. Siccome ['utilita pratica dei determinanti cresce in ragione
del numero delle trasformazioni che si possono far loro subire
senza alterarne il valore, cosi credo non inutile dedicare questa
breve nota ad espone I'acennata estensione.

(#) Giornale di Matematiche ad nso degli studenti delle Universiti italia-
ne, diretto dal Prof. Battaglini, vol. v {IBE’?{, p. 1741477,

{##) Sivegga p. e. Muir.— A Treatise on the theory of determinants, Lon-
don, 1882, p. 117 e seg.; Gordan — Yorlesungen iiber Invarianientheorie.
I Bd: Leipzig, 1855, p. 74 e seg.
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Sano
Ay @3 - .. Gyy by byg . . . bys
agy agy . .. ag, bay Deg . . . beg
- i it ¢
Qpi QpY - - « Oy but bﬂ. . lE'mll

due determinanti qualunque dell’ n™ ordine, ‘sia i un numero
intero non negativo ne superiore ad n e Ly, (p, ¢g=1,2, ...,1)
quantita arbitrarie.

In grazia del teorema di Laplace, abbiamo:

aqy gyl ey agy vags Ly Lyg Ly 0 .0
Ay @33 O3 G341 G  Lay Lga Ly O 0
Gidy, OB . o Pkt Giny Hage L 14l 0 0
Gif1,1 Gif1,2- Gidt,i Git1, it1-Gif1,a 0" 07 7.0 —1 0
Oaf Gu2 .Oni  Gaily <8 O O .0 0O -1
0 0 .0 0 0 bn bﬂ . b{j bi—’r"ﬂ «Bat
0 0 0 0 0 bis  beg big o By e bm
0 0 0 b by by biyri Jbai

0 0 0 byt b!i+1-bii-|—l b++t,i+1-5ni-!-1
0 0 0 0 0 Din  Dan  ulin bi"f'l- n ban
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In questo determinante addizioniamo alla n-!-s“ orizzontale

laitr multiplicata per b;yr intendendo che r prenda succes-

sivamente tutti i valor 1,2, ...,n—iesivalori i, 2,...,n.
Se poniamo per brevita
(1) o= it1,abipa,x+ dipeadipe it . o o Fambu
ottenemo cosi:
@y G .0y Guyy 8 Ly Ly L 0 .0
a3y Gss .G3 Gy -Gy Lay Lea Ly 0 .0
&G G -G Gyl G Ly La.lwo 0 .0
Gif1,1 Gi41,2-0it1,i Gipe, i, 0 0 .00 —1.0
AB Qnq Oy3 <Ay Api41 « lgn 0 0 .0 0 —1
Ogq. - Cag) o0l T OEPIY il By | b By O O
(5] Caa . Cig Cif12 + Cp2 bﬁ bn .bﬂ 0 .0
e O 04 Cit1i 4 -Cw Oyt by by O .0
Clitt Caib1 -Giib1 Cib1it1 +Cnipt Dript Baipa:Bip 0 .0
Cin Cag «Cin LA Can bin 'E-'Er. by 00

Osservando che in ognuna delle ultime n— i verticali vi & un
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solo elemento non nullo, quest’ultima relazione si puo semplifi-
care e ridursi alla seguente: '

@y @13 . G1n Lyg Lyg .., Ly
agq ase . ass Loy Lag ... Ly
Gy G . Gin Ly Ly ... Ly
€11 2 . Cmt by bya ... by
o r €12 €22 . Cpy by bgg ... by

LR N N N T N N RN ]

Cin €3s « Con Dt D3 ... by

Facendo finalmente ' avanzare di n+i posti cia suma delle
primé i orizzontali ottoremo:

e €21 - ey by byg o by
€19 23 . Cwn Dgy Dy . by

Cin Cony - Fu bsl bll-i . bfd
@y @43 « @y Lyg Lyg . Ly
dyy ags . ag, Lgy Loy . Ly

L'eguaglianza (2), ni cui le a2 quantiti ¢y hanno i valori dati
dalle equazioni (1) e le L,y sono perfettamente arbitrarie, es-
prime la generalizzazione a cui si alludeva nell'introduzione del
presente scritlo. -
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In particolare attribuendo a tutte le arbitrarie il valore zero,
si ottiene I'altra formola

eyy €31 -+ Cm by bra . by

cey - Cag bay Daa . by

Can « Can bnl bni B

la quale esprime un teorema devulo a Spottiswoode (+) e che
egli dimostrd in un modo che differisce daquello da noi tenuto,

¢ che & pii complicato.

Mantova, 4 Maggio 1886.

[ s

(%) Elementary theorems relating to deferminants.— Giornale di Crelle,
t. L1 (1856), p. 247.
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A. Tartinville. — Théorie des équations et des inéquations. — Pa-
ris, 1886.

Nos primeiros dois capitulos vém as defini¢des preliminares, e
o8 principios em que se funda. a transformagio das equagdes ¢
das desegualdades a uma variavel n'outras equivalentes.

No capitulo terceiro vem a resolucdo das equagdes e das des-
egualdades do primeiro gréo, e no capitulo quarto e quinto vem
um estudo completo das equacdes e das desegualdades do segundo
gréo.

No capitulo seguinte vem a resolucio do systema de duas des-
egualdades simullaneas, uma d0 primeiro grio e outra do se-
gundo. )

No capitulo setimo tracta o auctor da comparacio das raizes
de duas equagdes do segundo gréo.

No capitulo oitavo vem a resolugdo de duas desegualdades si-
multaneas do segundo grio, e no capitulo seguinte vem a reso-
lugiio de um systema formado por uma equacdo do segundo gréo
e uma ou muitas desegualdades.

No capitulo decimo e seguinte tracta o auctor da resoluciio
de algumas equagdes e de algumas desegualdades particulares de
gréo superior ao segundo.

Termina o livro pela resolugio de muitos problemas que con-
duzem & applicagio dos methodos anteriormente expostos.

Pela noticia resumida que vimos de dar vé-se que o livro do
sr. Tartinville & importante, principalmente pelo desenvolvimento
com que n'elle se estuda a theoria das desegualdades, a respeito
das quaes os livros de Algebra elementar dao apenas rapidas in-
dicagdes. :
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R. Guimaries.— Fdérmulas geraes para calcular a drea lateral
do tronco de cone circular recto (Instituto, de Coimbra, 1886).

O auctor planifica o cone e acha a equaglio em coordenadas
polares da transformada da sua secgo plana. Em seguida applica
as formulas de Calculo integral relativas as freas planas, ao sector
que resulta da planificagdo do cone.

J, M. Rodrigues. — Introduccio d theoria da Balistica (Revista
das Sciencias militares, 1886).

Principia o sr. Rodrigues o seu interessante trabalho pelo es-
tudo da lei da resistencia dos fluides no movimento dos projecteis.
Ahi veem expostas e discutidas a theoria de Newton ¢ as for-
mulas dos srs. Mayevski e Siacci, deduzidas de experiencias feitas
na Inglaterra, na Russia, na Allemanha, na Franga e na Hollanda.

Em seguida estuda o auctor o problema da resistencia exer-
cida por um fluido sobre um solido de revolugio em movimento,
reduzindo-o a um problema de quadraturas e dando uma serie
de propriedades notaveis que nos no é possivel resumir em breve
espaco. Dos resultados achados faz applidagio ao céne, ao para-
boloide e aos projecteis oblongos usados na artitheria.

J. M. Rodrigues. — Integracio das equacies da Balistica (Revista
das Sciencias militares, 1886). '

N'este jornal temos j4 muitas vezes dado notieia de trabalhos
importantes do sr. Rodrigues a respeito da integracdo das equa-
¢oes da Balistica.

N'este trabalho o auctor expde e discute o methodo de inte-
gragho de Didion, deduz de um modo mais simples as formulas
apresentadas nos seus trabalhos anteriores, e d’estas formulas tira
aquellas mais simples que se devem empregar no tiro de altas
trajectorias.
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J. M. Bras de Sd.— Novas nogies sobre os numeros. — Porlo,
1886.

O auctor apresenta um nove methodo para effectuar a multi-
plicagdo e a divisio de dous numeros, ¢ um meio para reconhe-

nhecer da divisibilidade ou da indivisibihdade de um numero por
oultro.

D. R. G. de Galdeano. — Tratado de Aritmética.— Toledo,
1884.

Differe muito dos outros tratados de Arithmetica que conhe-
cemos o livro do sr. Galdeano, tanto sob o ponto de vista philo-
sophico, como pelas questdes de que o auctor se occupa.

dividido em duas partes, na primeira das quaes o auctor
tracta do numero abstracto e na segunda do numero concreto.

Principia a primeira parte pelo calculo dos numeros abstractos,
e ahi vém a theoria da numeraciio e a theoria das operagdes rela-
tivas aos numeros inteiros, que 6 exposta de modo a preparar
para o estudo dos imaginarios, caracterisando o auctor as pro-
priedades fundamentaes de cada operaciio.

Em seguida vem a theoria do numero abstracto, e ahi o au-
ctor estuda a decomposigho do numero em factores, a theorin
das congruencias e a theoria da divisibilidade. N'esta parte nao
veem s6 os theoremas que se encontram nos tractados ordinarios
de Arithmetica, mas uma serie de theoremas interessantes menos
elementares,

Na segunda parte {theoria do numero concreto) o auctor prin-
cipia pelas operacdes sobre os numeros fraccionarios ¢ comple-
xos, e em seguida passa & theoria d’estes numeros e dos numeros
incommensuraveis. .

D. R. G. de Galdeano. — Problemas de Aritmética y Algebra.—
Toledo, 1885.

Os problemas d’esta collecgdo vém acompanhados dos metho-
dos para resolver os differentes typos de problemas que se podem
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apresentar em Algebra e em Arithmetica, e de reflexdes interes-
santes sobre a philosophia d’estas sciencias.

O livro primeiro contém os principios geraes de methodologia,
e ahi vem um estudo desenvolvido do uso dos methodos analy-
tico e synthetico na Arithmetica e na Algebra.

No livro segundo tracta o auctor das questdes relativas ao cal-
culo das probabilidades.
No livro terceiro principia por algumas nogdes geraes sobre a
applicagdo da analyse & resolugiio dos problemas arithmeticos e
algebricos, e em seguida d uma collecgao de problemas arithme-
ticos e outra de problemas algebricos.

Finalmente no livro quarto apresenta o auctor alguns princi-
pios de technica algebrica, e ahi apparece o estudo da linguagem
algebrica, a theoria dos imaginarios, ete.

E. Cesitro.— Sur U'étude des événements arithmétiques (Mémoires
de I' Académie des Sciences de Belgique, t. xLvn).

Este trabalho foi objecto de um relatorio do sr. Catalan, publi-

cado no tomo x1 dos Bulletins da Academia das Sciencias da
Belgica.

Fonctions énumératrices (Annali di Matematica, serie 2.°,
tomo xiv).

Sur les membres de Bernoulli et Euler (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 1886).

Sur-un théoréme de M. Lipschitz, et sur la partie fraction-
naire des nombres de Bernoulli (Annali di Matematica pura ed
applicata, t. xiv).

Formes algébriques a liens arithmétiques (Rendiconti della
Accademia dei Lincei, 1886).

——— Intorno a taluni gruppi di operazioni (Iltem).

—— Source d'identités (Mathesis, t. v1).

—— Remarques sur une formule de Newton (Item).

—— Théoréme d'Algébre (ltem).
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Davide Besso. — Sopra una classe d’equazioni differenziali lineari
(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, Roma, 1866).

Gino Loria.— Remarques sur la géomélrie analytique des cercles
du plan et sur son application a la théorie des courbes bi-cir-
culaires du 4.° ordre (Quarterly Journal of Pure and Applied
Mathematics, 1886).

M. d Ocagne. — Sur U'algorithme [abc. .. 1], (Nouvelles An-
nales de Mathématiques, 1886).

Sur une quartique unicursale (Journal de Mathématiques

spéciales, 1886).

G.. T,
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SOBRE UM THEOREMA RELATIVO A COMPARACAO DE ARCOS
DE ELLIPSE

Roporrro GUIMARAES

Alumno da Escola Polytechnica do Porto

1. TucoremA. — Dado um quadrante de ellipse podéemos achar
sempre sobre elle um arco tal que o seu comprimento seja expresso
por wma linha recta,

Sobre este assumpto conhecemos os theoremas de Graves e
de Fagnano, de que em seguida langamos mdo, 0s quaes, como
se v&, exprimem por uma linha recta a differenga de dois arcos
de ellipse nao sobreponiveis. O theorema que apresentamos da-
nos, egualmente expressa em uma linha recta, a differenca de
dois arcos sobreponiveis, ou, o que vale o mesmo, um arco.

Seja ABCD a ellipse dada (). Pelas extremidades A e B dos
eixos maior e menor tiremos-lhe tangentes, as quaes intercepta-
rio qualquer das suas ellipses homolocaes nos pontos M e M.

Tiremos por estes ‘pontos tangentes MA, MB', M'B, M'A’ &
ellipse ABCD. Os pontos de langencia B’ e A" podem estar sobre
o quadrante AB, em outro quadrante qualquer ou coincidirem
com os ponitos A e B. Ora, Graves demonstrou (++) que se de um
ponto qualquer M de uma ellipse homofocal de outra ABCD, con-
duzirmos tangentes MA ¢ MB' a esta, o arco AB comprehendido

( #) Pede-se ao leitor que construa a figura.
(##) Ch. Hermite, Cours d’Analyse, pag. 414.
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entre os pontos de tangencia diminuido da somma MA + MB' das
langentes ¢ constante. Temos pois

P~

AB —BA) = BB — AA" = (AM—A'M) + BM—BM).. . (1)

Esta relacdo ¢ independente da posi¢do sobre a ellipse dos
pontos A' e B'.

Supponhamos pois que A’ e B’ estdo situados respectivamente
no quarto e segundo quadrantes, e designemos por A’y e B'; as
suas posiches symelricas no quadrante AB. Por serem os arcos

AA e BB eguaes respectivamente a @1 e ﬁ‘lﬁ, a relaglo (I)
da

BB, — AN, = (AM — A'M) + (B'M —BM). ... . ()

Por outro lado sabemos pelo theorema de Fagnano (+) que,
dado um arco de ellipse AA'y situado no quadrante AB, podemos
achar sempre sobre elle um ponto associado p, de modo que a dif-

ferenca dos arcos By e AA'y seja egual d perpendicular p baizada
do centro O da ellipse sobre a normal nos pontos A'y ou p.; isto é,

o oo
B =R e, insinninais (1)
De (I) e (IT) deduz-se a equaglo
Py F i Y ey
+ BBy = Bp=2%pb,=
== [(AM—-A'M')+ (BM—BM)] = p
& "y

em que tomamos um ou outro signal, segundo o arco BB’y for

. =~
maior ou menor que By,
Esta equaglio demonstra o theorema proposto.

(#) Frenet, Recueil d’exervices de calewl infinitésimal, pag. 388.
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2. O caso dos pontos A’ e B' coincidirem com as extremi-
dades A e B dos eixos maior e menor, tem sémente logar quando
os pontos M e M’ coincidem com a inlersecgio das tangentes con-
duzidas por A e B. Vejamos qual ¢ n’este caso a expressdo re-
presentativa da linha recta equivalente a um arco situado sobre
o quadrante AB. Para isso conduzamos pelo ponto M de inter-
secclo das tangentes AM e BM um ramo de hyperbole homo-
focal da ellipse ABCD, ¢ seja A’y o ponto em que elle corta o
quadrante AB.

e e
Ora, sabemos que a differenca dos arcos BA'y e AA'y ¢ egual
d differenga dos semi-eixos da ellipse (%); isto 6,

T —

$a% - AN goiooanst oo mehopen

De (IV) e (IlI) deduz-se a equagiio

~ |

= BAY = Bp=tyAi == (a—b) %P, -0... (B)

onde tomamos um ou outro signal, segundo for ﬁ?i maior ou
F i
menor que By.

3. Obseryemos que sobre um mesmo quadrante de ellipse
podemos achar uma infinidade de arcos cujos comprimentos sejam
expressos pelas formulas (A) e (B). Com effeito, como uma mes-
ma ellipse tem uma infinidade de ellipses homofocaes, e como as
extremidades do arco dado variam com a posiciio d'essas ellipses,
segue-se que temos tanlos arcos quantas as ellipses homofocaes.

4. Vejamos agora a que condigio devem satisfazer as coorde-
P
nadas das extremidades B'y e i de um arco B'yp situado no qua-

S e % B PP

(#) Este theorema, devido a Fagnano (Salmon, Trailé de Sections coni-
ques, pag. 643), é um caso particular do segointe theorema demonstrado
por Chasles: Se de um ponto qualquer M, siluado sobre uma hyperbole homo-
focal de uma ellipse e que a encontra em um ponlo N, conduzirmos a ella
langentes MA e MB, a gr'ffarem-u dos arcos NA e NB é egual d differenga das
langentes MA ¢ MB.

8
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drante AB para que se possa rectificar. E evidente que se os
pontos M ¢ M’ de intersecglio das tangentes conduzidas pelos
pontos A, B', A’, B ou pelos seus symetricos A’y e B'y estivessem
sempre situados sobre uma mesma ellipse homofocal da ellipse

ABCD, o arco ﬁ'ﬁ" podia sempre rectificar-se. Porém isso nem
sempre succede, porque entdo era sempre possivel obrigar uma
conica a passar por sete pontos.

Sejam pois (2, y) e (£, ») as coordenadas das extremidades
B'y e u do arco dado. As do ponto B', symetrico de B'y, serdo
(— ', y'). Representemos por (z, y) e (1, —y) as do ponto A’y
e do seu symetrico A'.

Temos pois que as coordenadas dos pontos M e M' em que
se cortam as tangentes B'M, AM e BM', A'M/, e as dos pontos
P ¢ P onde se interceptam as tangentes BP, A'{P e AP’ B/{P,
siio respectivamente, sendo a e b os semi-eixos da ellipse ABCD,

o a(b+y) Zy=a
a) i H{  Bate)
yy="> A
» a'l:b—_g)_ Zy=a
g " b d{ a—a)
ya=b ey

Se ¢ ¢ metade da distancia focal, temos que as ellipses homo-
focaes da ellipse ABCD serdio representadas pela equagdio

. y?
+

NI TR 1

em que ) é um parametro variavel.
Ora, para que uma ellipse homofocal da ellipse dada passe si-
multaneamente pelos pontos M e M/, é necessario que as equagdes

M2+ 2 +yYy) Yy =0,
M (2% +yYy) + A2y =0,
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sejam compativeis. Ora, para que ellas o sejam, é necessario que
os seus coeflicientes satisfacam ao resultante

ot (&% — 2 — [(y% — y¥) — (&% —2'Y)]
e® (2% —2Y) + (2% y'* — 2 yYy) | = 0;

e substituindo apenas #’ e y; pelos seus valores, n'rﬁl
2% (2% —a?t— (2% —0) |,
[YHa—at) — Ayt — )] — (% — ) ety — 219 =

i (@ —a®)® (2e* —y*) — a2ty (y* —0%)2=0

ou finalmente
¥ —al x4
Y- vea—yty

e substituindo zy e y; pelos seus valores vem, attendendo a que
a%h? = gyt + B2,

alyy?(b+y) _ ay'(b+y)
bs.o' .2t (a+ ) bx /3t Ay _ph (a+ o)

ou
adyy' b2 (a+ o)
bza V2aicty't — bl (a+ o)t

~ Ora, as abcissas e § do ponto A'y e do seu associado p estdo
ligadas pela relagao

ap _ a%p
SE-F-—?' ....... oo--tub(vl}

e se substituirmos na equagio

2 2,2
ot — (@M +pY) 75+ S =0,
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2
da qual se deduz a relagdo (V), z* por a? (i - -:—:—) teremos

B Bopd
s @ P+ =0,

d'onde se deduz

b3
yan—‘P ................. [V“}
De (VI) e (VII) tiramos
y Sl
T _u 5 n

o oEin. a+o
PR e T i
\/ "ﬁ*&""—(ﬂi-"’}

Ora, como as coordenadas (c) e (d) se deduzem de (a) e (B)
pela mudanca de ' e de y em —2' e —y, teremos

yE ) ¥—a
n

- i - '
Verdy -y

ou, reunindo em uma 86 as duas equagdes, temos

y. a+x

* gelbs alag aab ()
‘/2 (a =2

Tal ¢ a equaclio de condigdo a que devem satisfazer as co-
ordenadas das extremidades do arco dado para que se possa recti-
ficar.

e
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SUR CERTAINES SOMMATIONS ARITHMETIQUES

FAR

M. MauricE D'0OcAGNE

1

Nous nous proposons d’abord de déterminer la somme des chif-
[res des N premiers nombres, somme que nous représenterons par
la notation s (N).

Nous indiquerons par un indice la plus haute puissance de 10
contenue dans le nombre N. Si cetté puissance est p, le nombre
N aura p+1 chiffres a,, ap_y, . .. a5, ag et s’écrira

ap Gp—q - .. G1 Gp;
de sorte que

Np=a, 107 +a,_1 1071+ .. .+ ay 10 + ap.

Retranchons le dernier chiffre de gauche; mous obtenons le
nombre

ap_1up_g...ﬂl [11)]
que nous représenteruns par Np__l. De méme

ap—3 Gp—3 . .. ap sera désigné par N,
ap g ...0p » » » Np_,:j

..............................
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Lemme. — Les sommes des chiffres des dix premiéres dizaines

1.8 i 9
$0 Al pdRr uwie. 19
90 91 9Busi....s 99
sont respectivement
45
10+ 45
210+ 45
910+ 45
et la somme totale
10 < 2 < 45.
D’aprés cela, les sommes des chiffres des dix premiéres cen-
taines
1 B ssavik 99
100: 101 4001y i 199
900" 901 908 "...... 999
sont respectivement
10:<2< 45
1004+ 10 <2 < 45

2<100+10 <2 < 45

9:<100+ 10 <2 < 45,

et la somme totale

100 <3 < 45.
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La formule se généralise immédiatement, et I'on a
o (107 — 1) =101 p x< 45.
On déduit immédiatement de la que

= 1071 > p > 45
+ 107 + 1071 < p < 45
+2x<10r +10P1x<px<45
+

-----------------------

+ (ap— 1) 107 + 1071 > p > 45

ou

a(ap. 100 —1)= 10;;—1[10??;_,_”.&4.;5?“?]
ou encore
(1) a(ap. 100 — 1) =10r—15a, (a, — 1+ 9p).

Tel est le lemme que nous voulions établir.
Solution,— 11 est clair que la somme s (N;) peut se décom-
poser ainsi

@ (Ng) = (ap 100 — 1) & (Np—s +1) @y + 5 (Np—a).
Donc, en égard a la formule (1),
¢ (Ny) — & (Np—1) = @ [10°=1..6 (ay — 1 + 9p) + Np— + 1].
Par suite, de méme,

6(Np—1)—6 (Np—z)=a,—1[ 10r-2.5}ap_1—1+9(p—1){+Np—2+ 1]

................................................

o (Ny) —a (No) =ay [5 (ay— 1+ 9) + No +1].
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Faisant la somme des p égalités précédentes, et remarquant

{
que o (Ng) = % (a0 + I), on obtient
i=p
) G{N,)J“{““:Jh 3 a;[10+15 (a;—14+93)+N;_y+1].

=1

Telle est la formule qui résout la question proposée.

On peut, a l'occasion de cette formule, faire diverses re-
marques.

Par exemple: Si le chiffre des unités du nombre N est 0, 3, 4,
7 ou 8 et si tous les aulres chiffres sont pairs, la somme des chif-
fres des N premiers nambres est paire.

Si le chiffre des unités du nombre N est 9, la somme des chiffres
des N premiers nombres est divisible par 5.

ete...... ete... ..

Exemples d'application de la formule (2):

1° Somme des chiffres des 19 premiers nombres.

p=1 Ny=19 No=9 ay=1 ap=9

o (19) =45 + 45 +10
=100,

2° Somme des chiffres des 100 premiers nombres.
p=i® | Ng=100 Nym0, No=0 ag=1 0y=0 @m0

o (100) =50 = 18 + 1
=901,
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