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S O S R E A R E P R E S E N T A Ç Ã O P A R A M É T R I C A 
HAS CURVAS DO PRIMEIRO GENfcRO 

POR 

DUAKTE LEITE 

(P ro fe s so r na Academia Polytec l in ica do P o r t o ) 

As curvas algébricas de g rau n qualquer , cujo genero 6 egual 
á unidade, são definidas como tendo singularidades equivalentes 

a -~n{n — 3) pontos duplos, e d 'es te facto resulta que se podem 

transformar unideterminativamenle n 'uma cubica sem ponto du -
plo (*). 

O problema da r ep re sen t a r ão pa ramét r i ca d 'estas curvas r e -
dti z-se, pois, ao do da cubica geral . 

No que segue temos em vista mos t ra r como as funcções el l i-
pticas de NVeierstrass apparecem na tura lmente na resolução d 'es te 
problema, com decidida vantagem sobre as de Jaeobi , já an te r ior -
mente empregadas por vários geómetras para o mesmo fim (**) . 

3. Na sua Enuweratio Unearum tertii ordinis, demonstrou N e w -
ton que qualquer cubica se pôde deduzir project ivamente d 'uma 
tias cinco parabolas divergentes comprehendidas na equação 

yi = Oxi + bx*- + cx + d; 

e para que não haja ponto duplo, basta que as Ires raizes do s e -
gundo membro sejam deseguaes ( * * * ) . 

(#) Clobseh, Lerons sur la Géonietrie. tom. ui, pag. 313. 
(**) Clebsch, o]), cit., tom. n, pag. 358 e sng.; tom. m. pag. 320. 
'***) Vid. Salmon, Higher plane curves, a proposito da classificação das 
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Suppondo que isto tem logar, se t r anspor ta rmos conveniente-
mente a o r igem sobre o eixo dos x, r eduz i remos a equação pre-
cedente a esta outra 

y 4 = A 2 ( l x 3 - g z x - g 3 ) . 

O exame d 'esta egualdade suggere logo o emprego da funcçâo 
pu de W e i e r s t r a s s ; eífect ivamente sat is laz-se- lhe fazendo 

x = pu, y = kp'u. 

Se remontarmos da parabola à cubica pr imit iva, invertendo a 
ser ie de operações projectivas effectuadas, te remos as novas ex-
pressões das coordenadas que seguem 

a\p'u + b\pu + C] a^p'u + b^pu + c^ 
QÇ - ; 1J/ —r • 

a3pu + u3pu + c3' a3p'u +b3pu +C3 ' 

ou empregando as coordenadas hoinogeneas 

p a:,' = aip'u + bip u + ct-, (1) 

<pialquer que seja o tr iangulo coordenado. 

2. Sem nos demorarmos aqui em desenvolver as interessantes 
consequências que para as cubicas se deduzem d'esta fórma de 
representação, passaremos ao caso mais geral d 'uma curva do pri-
mei ro genero . 

Des ignemos pelo symbolo Fi uma funcção algébrica homogénea; 
então as coordenadas d 'um ponto da curva serão dadas por 

XVi = Fi (- rI ' 

visto que cila provém da cubica ( I ) por t ransformação unideter-
minativa. 

É evidente que estas coordenadas são funeções inteiras de pu 
e p'u; e podemos por 

0 j/Í = h + (Pu) -P'u- ® 
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Eis-nos, pois, chegados indirecta mas s implesmente á r e p r e -
sentação dese jada ; ella justifica plenamente o nome de elliplicas 
dado ás curvas de que nos occupamos. 

Ainda podemos dar ás coordenadas uma fórma mais e legante . 
Effectivamente toda a funcção inteira de pu e p'u pôde reduzi r -se 
ao seguinte typo (*) 

Não é difiicil inferir d 'aqui os valores que seguem para as co-
ordenadas 

PJZ3 = C r ( M - V 1 ) - J ( M - V 2 ) . . . <J (M — v n ) 

' = 2[j-i ~ 2Vi = 0 mod (2a>, 2 w ' ) ; 

Quanto ao numero n, vamos most rar como se pôde egualar ao 
grau. 

Fazendo t/i = 0, concluímos para u os valores Xi, salvos múl -
tiplos dos periodos. Pa r t e d'elles são os a rgumentos dos pontos 
com que a recta yj = 0 corta a curva; os res tantes são ext ranhos 
a esta, e devem portanto annullar s imul taneamente as coordena-
das, se os houver. 

Incluam-se no factor de proporcional idade; então, subst i tuindo 
a M um novo pa ramet ro que diffira d'elle na media ar i thmet ica 
das raízes "/j, ou ou v,-, cujo indice exceder o g r au , c h e g a r e -
mos ás equações (3), em que n t em o valor annunciado. 

A (M — X J ) I R ( M - X 2 ) . . . FF(« — X „ ) 

OnU 

2x» = 0 mod (2<o, 2&>'). 

(3) 

(*) Halphen, Traitc dex fonctions e.Uipliqmx. tom. i. 
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3. Os lados do tr iangulo coordenado cor tam a curva n'tima 
serie de pontos, cujos a rgumentos sommam zero ou múltiplos dos 
periodos. Esta propr iedade será exclusiva d 'estas t res rectas? 

Vamos ver que tem logar para qualquer rec ta , e mais ainda, 
para qualquer curva algébrica. 

Seja, de feito, 

f{y\> 2/2. 1/3) = 0 

a equação d 'uma curva algébrica d e g r a u m; obtemos o argumento 
dos mn pontos de secção, subst i tuindo ne l la as expressões (2) 
ou (3). 

Resulta uma equação cujo pr imeiro membro é uma funcção de 
pu e p'u. Ora sabe-se (*) que en t r e os argumentos U{ que annul-
Iam nma funcção d'esta natureza existe a relação 

2Mj = O mod (2(„, 2 W ' ) . 

Se, portanto, applicarmos esta p ropr iedade ao nosso, conclui-
remos o seguinte t h e o r e m a : 

Os argumentos dos pontos em que uma curva algébrica corta 
uma curva elliptica sommam zero, ou múltiplos dos periodos. 

Deve-se a t t r ibui r este theorema a Clebsch, que o demonstrou 
com genera l idade para os argumentos das funcçôes ellipticas de 
Jacobi , representando as coordenadas da curva como producto da 
funcção II M̂) (**) . 

Por meio d'esta proposição resolvem-se todos os problemas de 
contacto com ext rema facilidade, seguindo o caminho indicado 
pelo illustre geomet ra que citámos. 

Por to , se tembro de 1 8 8 8 . 

(#) Halphen, op. cit., tom. 1, pag. 215. 
(##) Clebsch, op. cit., tom. 11. pag. '.VX); tom. 111, pag. 322. 
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D E M O N S T R A Ç Ã O D O T H E O R E M A D E CAUCHY 

POR 

JOSÉ BKUNO DE CABEDO 

( P r o f e s s o r na U n i v e r s i d a d e de Co imbra ) 

Seja f ( z ) uma funcção continua e bem de te rminada , assim 
como as suas derivadas successivas a té â ordem n ao longo de 
uma linha L. 

Considerando as suas ex t remidades .s e z\, a noção de derivada 
dá logar ás equações seguintes 

r ( * ) - n*i)=(»•-zi)r n + M 
, . . . . ( í ) 

fn-1 (3) _ fn-1 ( Z l ) = ( z _ Z l ) fn ( S l ) + j 

onde e, ej, . . . são funcções continuas e bem determinadas da 
variável z em toda a ex tensão da mesma linha. 

Entre estas funcções ha relações simples que vamos deduzir . 
Para isto, der ivando a pr imeira das equações precedentes em r e -
lação a z, vem 

/ * ( S ) - Z i ( I 1 ) + . ' , 

d'onde se t i ra , a t tendendo á segunda , 

e'= (Z-Z1) T(Z1)+ ei. 

Integrando agora ambos os membros d 'esta equação ao longo 
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de L no sent ido z\ z, e a t t e n d e n d o a que 6 e = 0 para z = z\, 
acha - se 

Do m e s m o m o d o a s r e s t a n t e s equações dão 

( Z - Z 1 ) 2 r 
M = L J ^ L r w + j ^ d z 

( Z - Z 1 ) 2 r 
'"-I = l T ^ l f n M+J ^ - i d z -

F i n a l m e n t e , e l iminando en t r e es tas equações as funcçôes t , 
«1, . . vem a e x p r e s s ã o 

' - - T i r < " <">+• • • w I 1 - J i - ' 1 

que , subs t i tu ída na p r i m e i r a das equações ( 1 ) , dá a formula de 
T a y l o r , que nos vae serv i r para d e m o n s t r a r a ce l eb re proposição 
de Cauchy . 

Seja e n t ã o f ( z ) , assim como a sua de r ivada , u m a funcção con-
t inua e un i fo rme no in te r io r de uma a r e a onde se acham descri-
ptos os contornos òj e com as m e s m a s e x t r e m i d a d e s z e z\. 
D e s i g n a n d o por F (z) a sua p r imi t iva , o seu accresc imo na passa-
g e m de Z1 pa ra z é r e spec t i vamen te em re l ação aos contornos 
cons iderados 

Afc1 - ( * - «O / W + r (*l) + J b «1 dz, 

= - 3 O n * \ ) + r (*i) +Jh « i dz, 
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d'onde resulta 

Aj1-A 1,.,= 1 sidz—l ej dz. 
Jb, J bt 

Posto isto, como «i é um infinitamente pequeno de segunda 
ordem em relação a z — z\, pôde pòr-se 

i \ = ( z - z i )2<p(z), 

sendo 9 (2) uma funeção finita e bem de terminada cm toda a e x -
tensão da região considerada 

Teremos pois 

mod dl Stdz = Inod I ( 2 — 2 ^ 9 ( 2 ) ( / 2 < j mod( í—21) 2 mod 9 (2) (Zs 
J b, J 6, J b, 

a _ 3 
^ r 1 M j si ^ M j S1, 

designando por r\ a maior distancia a que a variavel 2 se acha 
de 2, no seu curso ao longo de b\, por Mj o modulo máximo de 
9 (2) sobre a mesma linha cujo per imet ro 6 s j , e a t tendendo a que, 
pela propr iedade da linha recta , 6 r i < s i . 

Analogamente o segundo integral dá 

mod I l i d z ^ f t l z s " * , 
J b.2 2 

donde se concilie 

mod (A61 - A6J < M 1 s j + M , < N 1 2 s ' ^ , 

designando por S|,g o maior dos s e fazendo M j - I - M j = N 1,2-
Dividamos agora um contorno L j , tomado na mesma a rea , em 

P partes b\, b' . . . taes que os seus per ímet ros t enham um 
mesmo valor s j . De fo rmando depois estas par tes , de modo que 
se conservem fixas as suas ex t remidades e fiquem ainda com os 
seus perímetros de uma mesma grandeza so, ob tem-se um novo 
contorno dividido egualmente em p par tes 6 ' j , 6"¾, . . . pelos 
pontos communs com o pr imeiro . 
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A applicação da formula precedente dará então 

m « d ( i l , - _ « d ( J l - J i ) - C C r l + A - C + -

designando por Nj ,2 o maior dos N e at tendendo a que pela nossa 
construcçâo p.s\,% é egual ao maior dos per ímetros L1 e L2 que 
representamos por S j , 2 . 

Fazendo para maior simplicidade NJ , 2 S) , 2 = P j l 2 , teremos 

— 9 
m o d ( A L , - A 1 J < P 1 2 ^ 4 -

Por p deformações infinitesimaes do mesmo perímetro pôde de 
L2 derivar-se um outro contorno L 3 , de modo que só tenha de 
commum com Lj as suas extremidades e com o primeiro p+1 
pontos communs que o dividam em p partes cujos perimetros sejam 
eguaes entre si. 

Sendo assim, a formula anterior dará 

mod (AL, - AL2) ^ mod ( j - f j + mod (/-/J 

< P1,2 S2,3 + P2,3 S2,3 < ,3 Sl,3' 

fazendo P1 ,2 + P2 ,3 = Qi,3 e designando por S1,3 o maior dos s. 
Finalmente de L3 deriva um contorno Lg do mesmo modo que 

o primeiro resultou de L 1 , e assim successivamente até se obter 
um contorno L2 p-^1 . 

Pela comparação dos dois contornos extremos teremos então 

m o d ( A L | - A L , , + 1 ) < Q 1 3 S 1 3 + Q 3 5 S 3 + . . . 

^ Q M P + I x S i .apf i x« i , 2p+ i , 
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designando por Q i ^ - f - i o maior dos Q, por «1,2^+1 o maior dos s, e 
por Si,2p+1 = P ' S 1 , V M 0 ma ior dos per ímetros de L j , L j , etc. 

A relação p receden te demons t ra , pois, o theorema de Cauchv, 
por ser uma quant idade que se pôde to rnar tão pequena 
quanto se que r . 
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BIBLIOGRflPHIA 

J. Pedro Teixeira. — Estudo sobre funcções duplamente periódicas. 
— Coimbra, 1888. 

Desde que Ahel e Jacobi descobr i ram a dupla periodicidade 
das funcções ell ipticas, a a t tenção dos geómet ras foi chamada para 
a theor ia geral das funcções dup lamente per iódicas , das quaes se 
t i rou como consequência a theor ia das funcções ellipticas. Muitos 
são os t raba lhos que a t é lioje têem sido publ icados a respeito 
d 'es te bello assumpto. O sr. Pedro Te ixe i ra no seu livro, apre-
sentado à Facu ldade de Mathemat ica da Univers idade de Coimbra 
como dissertação inaugural , expõe de um modo claro e metho-
dico o que n'elle ha de mais impor t an te . 

Pr incipia o auctor por a lgumas definições e principios geraes 
relativos á natureza e numero de periodos das funcções mono-
dromas , ao para l le logrammo dos periodos, etc. Demons t ra em se-
guida alguns t heo remas fundamentaes n 'esta doutr ina e passa á 
deducção das formulas que dão as expressões ana l j t i cas das func-
ções dup lamente per iódicas , com os infinitos em evidencia, con-
s iderando pr imeiro as funcções que t èem sómente poios, e em 
seguida as funcções que tòem poios e pontos singulares essenciaes 
isolados. Termina a p r imei ra pa r t e do livro por alguns theo-
r e m a s relativos ás funcções periódicas ligadas por uma equação 
algébr ica . 

Na segunda par te do seu t raba lho occupa-se o auctor das func-
ções dup lamente per iódicas de segunda especie , deduzindo as ex-
pressões analyticas d 'es tas funcções que to rnam evidentes os seus 
zeros e os seus infinitos. 

L. Viglione. — Leciones de GeometriaAnalitica.— liuenos-Aires, 
1888. 

Contém esta obra impor tan te as excel lentes prelecções feitas 
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pelo auctor, na Universidade de Buenos-Aires , nos annos de 1 8 8 o 
e 1886. 

Principia o pr imeiro volume por uma introducção, onde o a u -
ctor define os systemas de coordenadas mais usados, isto é, os 
svstemas car tes iano, polar, tr i l inear, superficial e tangencial . 

Em seguida vem a pr imeira secção, dest inada ao systema c a r -
tesiano, onde o auctor se occupa da representação dos logares g e o -
métricos por equações, das mudanças de coordenadas, da theoria 
da linha recta e da theoria das cónicas. Muitos e bem escolhidos 
exercicios vêem espalhados por estes capítulos, para que o leitor 
se familiarise com o manejo das coordenadas cartesianas, e com 
as questões geometr icas de que se vai occupando. Merece espe-
cial at tenção n'esta par te da obra a pa r te relativa á classificação 
das cónicas, que o auctor expõe pelo methodo empregado pelo 
illustre geometra italiano E. d'Ovidio. 

Na segunda secção occupa-se o auctor do systema de coorde-
nadas polares. Ensina o meio de t ransformar as equações r e f e r i -
das a coordenadas polares em equações refer idas a coordenadas 
cartesianas, e deduz as equações polares da recta e das secções 
cónicas. 

Na secção terceira e quar ta vem um estudo rápido dos sys-
temas de coordenadas tr i l inear , superficial e tangencial . 

Segue-se a Geometr ia Analytica a tres dimensões, que o an -
dor divide em quatro partes , nas quaes se occupa dos princípios 
geraes d'este ramo da Geometr ia , e da theor ia da linha recta , do 
plano e das quádricos. Como na Geometr ia plana, o auctor acom-
panha a exposição com bons exercicios. 

D. D. Jiacas e D. R. Escandón.— Teoria elemental de !as deter-
minantes.— I88S. 

N e s t e livro, escripto pr incipalmente debaixo do ponto de vista 
didáctico, é exposta com toda a clareza e r igor a par te da t heo -
ria dos determinantes mais necessaria para es tudar com fructo 
os tratados modernos de Analyse, de Geometr ia e de Mechanica. 

Divid iram os auctores o seu t ra tado em dois livros. No pr i -
meiro expõem os princípios fundamentaes da theor ia dos d e t e r -
minantes e os theoremas necessários para os calcular, desenvolver 
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e combinar . No segundo fazein applicação d 'estes princípios á Ál-
gebra e á Tr igonometr ia , occupando-se successivamente da re-
solução das equações do primeiro, segundo e terce i ro gráo com 
uma incógnita, dos systemas de equações do pr imeiro gráo, dos 
systemas de duas equações do segundo e terceiro gráo, etc. 

A exposição das doutrinas 6 acompanhada de exercicios, para 
que o leitor se familiarise com o emprego dos determinantes. 

D. Z. G. de Galdeano. — Crítica y sintesis dei Álgebra. — To-
ledo, 4888. 

Lè-se com verdadeiro prazer este t rabalho interessante, em 
que o illustre professor do Instituto de Toledo revela extensos 
conhecimentos de Analvse moderna e elevado cri tér io philosophico. 
Não ha questão alguma impor tante de Álgebra de que o andor 
se não occupe para lhe discutir os fundamentos, analvsar os metho-
dos e resumir a his tor ia . 

É assiin que, a respeito do conceito de numero , se refere aos 
princípios mais impor tantes da Ari thmet ica superior , mencionando 
os t rabalhos de F e r m a t , Euler , Lagrange , Legendre , Gauss, Di-
richlet , K u m m e r , etc. 

Occupa-se em seguida do conceito de continuidade, mencio-
nando differentes assumptos em que se manifesta este conceito. 

A respeito do conceito de qual idade em Álgebra , occupa-se o 
auctor da tlieoria das quantidades complexas, da theoria das func-
ções analytieas para expor os t rabalhos de Cauchy, Riemimn, 
Wcie r s t r a s s , Cantor , Bois-Reymond, e tc . ; e do mecanismo das leis 
do Calculo para expor os t rabalhos de Mobius, Bellavitis, Gras-
smann, Hamil ton , etc. 

Vem em seguida o estudo sobre o conceito de qualidade na 
applicação da Álgebra á Geomet r ia , r e fe r indo-se o auctor prin-
cipalmente á correlação das figuras de Carnot . 

Finalmente vem o es tudo do conceito de combinação e ordem 
em Álgebra , e a este respei to re fe re - se o auctor aos trabalhos 
relativos á resolução algébrica das equações, á Álgebra das for-
mas, á theoria dos determinantes , etc. 

Na segunda par te do livro o auctor indica quaes os doutrinas 
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que, no seu modo de ver, devem const i tuir a Álgebra , e o modo 
de as expôr e ensinar . 

M. Lerch. — Sur une méthode pour obtenir Ie développemenl en 
série trigonométrique de quelques fonctions elliptiques (Aeta Matlie-
matica, t . x n ) . 

N e s t e t r aba lho impor tan te apresenta o auctor um methodo di-
recto para desenvolver em serie t r igonométr ica a funcção 

Q0 (x + u) 

O0 ( u ) 
sendo 

ac 
Q0 ( u ) = 1 + 2 2 (— 1)" 9"'Jcos 2 n u t c , q = ». 

71=1 

L. Niesen. — Sur Yaspect physique de Ia planeie Mars (Hulletins 
de 1'Académie R. de Relgique, I88S). 

N'esta noticia interessante dá o sr . Niesen , as t ronomo no O b -
servatório de Bruxel las , noticia das observações que fez sobre o 
aspecto physico de Mar te duran te a opposição de 1 8 8 8 . O auctor 
compara as suas observações com as do sr . Perrot in , feitas d u -
rante esta opposiçáo e a de 1 8 8 6 , para notar que, em quanto 
que o sr. Ferrot in achou di í ferenças consideráveis no aspecto d 'es te 
planeta nas duas epochas das observações, as suas lhe ap resen-
taram Marte com um aspecto semelhante ao observado pelo sr . 
Perrotin em 1 8 8 6 . 

Em seguida o sr. Giesen chama a a t tenção sobre a lgumas p r e -
cauções que é necessário tomar para to rnár eomparaveis as observa-
ções d'esta na tureza . 

Oi. Hermite. —• Remarques sur la décomposition en éléments sim-
ples des fonctions doublemenl périodiques (.Annales de la Facullé 
des Sciences de Toulouse, t. li). 

E bem conhecido o papel impor tan te que rep resen ta na t h e o -
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ria das funcções periódicas a decomposição em elementos simples 
da funcção F( ; r ) , cujos periodos são 2k e 2 i k e cujos pólos são 
a, b, . . ., I: 

I I (a; — a) I I — a) 

H ' (x) 
N'es ta decomposição a quant idade - -, que representa o 

H [x) 
papel de e lemento simples, não é duplamente periódica, em quanto 
que as suas derivadas o são. Por isso n 'esta bella memoria o grande 
geometra francez apresenta uma outra decomposição de F [x) em 
que não ent ram mais do que os elementos duplamente periodieos 
StiiX e sua derivada. Em seguida considera o caso part icular das 
funcções com dois periodos 2Ii e 2 i k , que se reproduzem com 
mudança de signal quando se ajuncta á variavel x um dos semi-
periodos ik, k + ik', k, a respei to das quaes faz algumas observa-
ções do maior interesse. Finalmente considera as funcções cujos 
periodos são 4/c e 4 ik ' para mos t ra r que podem ser decompostas 
em elementos simples formados por meio das quantidades snx, 
ciix, dnx. 

H. G. Zeuthen. — Notc sur Vusage des coordonées dans 1'antiquité 
et sur l invention de cet instrument (IiuIletin de I'Academie I)a-
noise des Sciences, 1888). 

No livro notável que o sr. Zeuthen escreveu ha alguns annos, 
para expor a theoria das cónicas segundo o methodo dos antigos, 
fez um uso continuo das coordenadas e notou que se prestavam 
tanto à exposição dos methodos empregados pelos antigos, que 
foi levado a concluir que tdles conheciam este inst rumento de in-
dagações geometr icas . Tendo porém o sr . Gun the r attribuido 
a F e r m a t a descoberta do uso e utilidade das coordenadas, o 
sr. Zeuthen faz uma analyse dos trabalhos de F e r m a t , onde este 
grande sábio emprega as coordenadas, para fazer vêr que foi pro-
curando reconstruir os dous livros perdidos de Apollonius sobre 
os logares geometr icos planos, que F e r m a t foi levado ao emprego 
das coordenadas, e que os antigos não só sabiam fazer as mesmas 
applicações das coordenadas que levaram o sr . Gtinther a attri-
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buir a F e r m a t a descoberta da ut i l idade d 'es te ins t rumento, mas 
ainda outras . Para o sr. Zeuthen, o g rande mér i to do Isagoge de 
Fermat está na exposição clara do methodo das coordenadas, e 
o grande mér i to de Geometr ia de Descar tes está na base a lgé -
brica que deu á Geometr ia e a todas as m i thematicas. 

Gino Loria. — Nolizie sloriclie sulla Geometria numerativa (Hiblio-
tlieca Mathematica de G. Enestròm, 1888). 

Consta de oito paragrapbos esta interessante noticia. No pr i -
meiro define o auctor o objecto de Geometr ia numerat iva . No 
segundo dá noticia dos t rabalhos que p repa ra ram este r amo de 
Geometria. No terceiro r e fe re - se á sua fundação por Chastes, á 
longa serie de memor ias que este grande geomet ra escreveu sobre 
este assumpto, e á sua theoria das característ icas dos systemas 
de curvas e superfícies. No quarto, quinto e sexto r e fe re - se aos 
theoremas de Geometr ia numerativa obtidos pela ligação da 
theoria dos systemas de curvas ou de superfícies com a das equa -
ções differenciaes, pela general isação da theoria das caracteris t icas, 
e pela theoria da correspondência. F inalmente nos pa ragraphos 
sétimo e oitavo expõe as indagações de IIalphen e de Schuber t 
a respeito d 'es te assumpto. Acompanha este t rabalho historico 
uma lista de 1 3 7 memorias sobre Geometr ia numerat iva . 

P" Cesàro. — Remarques sur la théorie des roulettes (Nouvelles 
Annales de Mathématiques, 3'""" série, t. v n ) . 

O auctor mosta como os princípios fundamentaes da G e o m e -
tria intrinseca conduzem facilmente aos principaes resultados co-
nhecidos relativos ás curvas-geradas pelo movimento de uma curva 
gyrando sobre ou t ra . 

& Pincherle. — Sulle funzioni ipergeometriche generalizzate (Ren-
diconti delia R. Accademia dei Lyncei, Roma, 1888) 

As funcções hypergeomelr icas , definidas por Kiemann como 



1 8 

ia tegraes de certas equações differenciaes lineares de segunda 
o rdem, foram general isadas ein duas direcções differentes por 
Pocl ihammer e Goursat . O objecto do t rabalho do sr. Pincherle 
ó mostrar que en t re as duas famílias de t ranscendentes des-
cobertas por aquelles auctores existe uma ligação. Mostra, com 
effeilo, (jue as t ranscendentes de Pochhammer téem a sua origem 
n 'uma equação ás differenças finitas, e que as transcendentes de 
Goursat têem a sua or igem n u m a equação differencial linear, e 
que entre estas equações existe uma ligação tal que a uma pro-
pr iedade de uma corresponde uma propr iedade correlativa da 
ou t ra . 

Cr. de Longchamps. — Sur la Iransformalion orlliotangentielle dans 
Ie plan et dans l'espace (.Bulletin de la Sociélé R. des Sciences 
de Bohême, 1888). 

Seja XY uma recta fixa, U uma curva dada, A uma tangente 
a esta curva, e A o ponto em que esta tangente corta XY. Se 
pelo ponto A se t i rar uma perpendicular A7 a A, a envolvente de 
A', quando A se move, é uma curva U' , que 6 a transformada 
orthotangencial da curva U. O objecto do ar t igo do sr. Long-
champs é o es tudo ana l j t i co d 'esta t r ans formação no systema 
Cartesiano. 

A. Gutzmer.— Ein satz uber Potenzreihen (Matliematische Anna-
len, t . x x x n ) . 

E. Cesaro. — Sur une proposition de théorie asymptutique des 
nombres (Annali di Matematica pura ed applicata, 2." serie, 
t . x v i ) . 

Sur une distribulion des signes (Rendiconti delia R. Acca-
demia dei Lyncei, Roma, 1888). 

Gino Loria. — Sul conceito di volume in uno spazio lineare qua-
lunque (Giornale de Battaglini, t. x x v i ) . 
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Ch. Hermite. — Sur la Iransformation de 1'intégrale elliptique de 
seconde espèee (Memoires de la Sociélé R. des Sciences de Bo-
héme, 7f'"'e sé r ie , t. 11). 

Demonstration nouvelle d'une formule relative aux intégrales 
Eulériennes de seconde espèee (.Bulletin de la Sociélé royale des 
Sciences de Prague, 1888). 

G. B. Guccia.—Sur lintersection de deur courbes algébriques en 
un point singidier (Comptes rendus de VAcademie des Sciences 
de Paris, 1888). 

G. T. 
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E X T R A C T O S DAS U L T I M A S P U B L I C A Ç Õ E S 

1 
Sobre um desenvolvimento em serie de 

cosa: 

A se r ie que figura no desonvol vi m e n t o conhecido 

1 " ( - 1 ) ' ( 2v — 1) 
= 2à « cosa; - -» = 1 rr-X i - ( 2 v — 1 ) 2 

não ó a b s o l u t a m e n t e convergen te . Pa ra r e m e d i a r es te inconve-
niente o s r . W e y r t r ans fo rma esta ser ie por meio da fórmula 

ijue dá 

na ser ie 

it 

T ' 4 4 4 -

' . 5 Í - 1 ' 

cosa; 

« (— 1)" ( 2 v — 1) 4 -
+ 1 t 2 : Zi + - > 

® « - ( 2 v - l ) « -

(jue dá a formula 

=̂.+ 4¾ 
cosa; « v = 1 ( 2 v — 1) 0 5 * - ( 2 v - | ) « -
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A serie que entra no segundo m e m b r o d 'esta formula é abso-
lutamente convergente . 

! Ed. Weyr: Exlrait d'une Ietlre à M. Hermile (fíullelin des 
Sciences Mathcmaliques, 2e sér ie , t. x n ) . 

Uma questão de máximos e mínimos 

Os theoremas sobre o max imum d 'um producto de factores 
positivos cuja somma é constante e sobre o min imum da somma 
de termos positivos cujo producto é constante demons t ra -se facil-
mente por meio da desigualdade 

a qual mostra que, quando a somma é dada , o producto é m a -
ximum, e que, quando o producto é dado, a somma é m i n i m u m , 
no caso de ser x = y = z =. . . 

Ch. Iiiochc: Sur Ies minima des sommes, ele. (Nouvelles Anna-
Ies de Mathématiques, 1 8 8 8 ) i . 

A formula de Raabe 

M 1 
I Iog r (x + m) dz = U Iog U — M + — Iog 2 TC 

é demonstrada do modo seguinte pelo sr. L e r c h : 
Pondo no integral 

Il 

III 

Sobre uma formula de Raabe 
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onde u é real e positivo, x-bu — z, vem 

- n + l 

d 'onde se t i ra 

F ( M ) = I o g r (*) dz, 
J U 

d F ( « ) r ( u + t ) 
, = Iog . . - = Iog U 

du 0 T (u) ° 
e por tanto 

F (m) = C + u Iog u — M. 

Para de te rminar a constante C note-se que é 

C =J Iog r (as) dx, 

e que da formula 

r ( ® ) r ( i —x) 
sen is u 

se t i ra 

r \ M 4 r\ 
I Iog r {x) dx — Iog TC — I logsen itxdx— I Iog T (1 — «) dx 

J o Jo Jo 

)U 

f 1 r1 
2 I Iog r [x) dx = Iog it — / Iog sen nxdx = Iog 2ir , 

J o 7 « 

visto ser 

f Iog r (1 — x) dx = f Iog r (x) dx. 
Jo Jo 

Temos pois 

C = ^ - I o g 2 * . 

Subst i tuindo na expressão de F (u) vem a formula de Raabe. 

M. Lerch: Dimonstration élémentaire d'une formule de Raabe 
(Giornale de RallagMni, t. x x v i ) ] . 
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IV 

Valor do integral / e~xidx 
Jo 

/"Oo 
Pôde deduzir -se o valor do integral / x'! dx da expressão 

J o 
do numero w devida a Wall is , como fez ver o sr. Méray. 

Pondo, com efleito, 

S L T = / xue~x'dx 
J o 

a integração por partes dá 

s M + 1 s 

e portanto 

1 . 3 . . . ( 2 m — 1) 2 . 4 - . . . ( 2 m — 2) 1 
2ro 2 . 2 . . . 2 S o ' ^ m - I = 2 2 2 - Y 

Por outra par te , a subst i tuição 

M - 1 \ y 

feita no integral, dá 

1 / M - I X " + 1 " - 1 

2 V 2 
onde 

f Oo U~̂  
Tu= (eye-u) * dy. 

J O 

Mas por ser cyc~'J<^ t , temos Tgm+i < T o m < T a m - I , d o n d e 

I ^ T 2 m ^ T 2 m _ i 
T 2 m í-1 rI1Omfl 
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Mas é fácil de vêr que é 

o — r .. ' Sm—1 ,. \ m / Iim - = Iim = I ; 
Wi= * ' íin-f-l m= oo ® 

logo será t ambém 

Iim — • = 1 
T j m s + ! 

ou, substi tuindo T j m e T j m + i pelos seus valores 

2 S o 4 

W1lLnLe / _ i V m 2 m ~ 1 2 m + 1 

\ 2 m ) ' 2 m ' 2 m 

I 2 . 3 * . 5 a . ( 2 m - l ) » ( 2 m + 1 ) 
X 2 4 . 4 * . 6 4 . . . (2/wjí 

ou, a t tendendo á fórmula de W a l l i s , 

r x 1 — 
S o = I e—x~dx = 

^ o 2 

[ i f e r a y : Fa/et<r </e 1'intégrale, ele. (Bullelin des Sciences mathe-
maliques, 2" série, t . x n ) ] . 

Definição geometrica das funcções ellipticas 

O sr. G. Peano appresenta a seguinte definição geometrica 
das funcções e l l ip t icas : 

• x ^ V2 

Seja — + i -a equação da ellipse refer ida a eixos orlno-

gonaes Ox e O v . Seja P um ponto d'esta ellipse e M e N dons 
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l l 
pontos do raio vector OP taes que PM = — —, PN = - , / r e -

presentando um cumpr imento dado. 
Se P variar sobre a ellipse, os pontos M e N descrevem duas 

curvas e o segmento MN descreve uma área plana. Sendo U a 
área descripta por MN quando o angulo POa; = a varia desde O 
até a, ou quando o angulo O (suppondo x = a c o s f ) , j/ = a s e n f j ) 
varia desde o raio a té O, as formulas conhecidas dão 

U = Iab 
T -J o t 

d a 

U = Iab 

0 ^ b i cos4 a + a2 sen 4 a 

db 

o ^ a 2 C o s 4 O + 62 s en 2 G 

Como os dois in tegraes precedentes são in tegraes elliplicos de 
primeira especie, estas formulas podem servir para definir as 
funcções ellipticas. 

Assim, por exemplo, suppondo a>b e e = — , temos 

d O 

o /1 — e2 sen 2 8 
. U 

e, pondo — = u, 
Ib 

Q = am u, x = a ai u, y = bsnu, r = adnu. 

[G. Peano : Definizione geometrica delle funzioni ellitiche (Gior-
nale di Malematiche de Battaglini, t. x x v i ) ] . 
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R E M A R Q U E S SUR DIVERS ARTICES CONCERNANT 
L A T H É O R I E OES SÉRIES ( * ) 

PAR 

M. E. CF.SÀRO 

Professcur à 1'Université de Palermo 

1. M. M a t h y a s L e r c h a s ignalé des sér ies qui se pretent à 
des eonsidéra t ions in té ressan tes . C 'es t spéc ia lement Ia série dont 
Ie t e r m e g é n é r a l e es t 

v(v+l 
Un = q^x - , (0<q<l <x), 

que M. L e r c h a fa i t connai t re dans Ie Jornal de Sciencias mathe-
matieas e astronómicas, vol. v n , pag . 7 9 . On a r ep ré sen té par v 

Ie nombre des chiffres de n. Le nombr e , géné ra l emen t égal 
Un—1 

à q, devient :rv Iorsque n = I O ' - 1 . Il en résu l t e que , si l'on fait 
p a r c o u r i r à n la succession des puissances de 1 0 , Ie r appor t consi-
d é r é finit p o u r su rpas se r t ou te l imi te . C e p e n d a n t Ia série est con-
vergente, car Vun t end vers q < 1. M. L e r c h d i t , en outre , que 

x doi t ò t r e i n f é r i eu r à —- . Cur ieux de savoir Ie pourquoi de cette 

condi t ion inut i le , j ' a i é t é condui t í i pense r que M. Le rch , vou-
Iant se bo rne r à fa i re conna i t re que lque e x e m p l e par t icul ier de 
sér ies cons t ru i t e s avec une g r a n d e généra l i t é , a involontairement 
é c h a n g é e n t r e elles Ies conditions re la t ives à deux cas particuliers 

(#) Este artigo é extraindo das Xnurrltrs Ainwlcs de Mathémafúptes (3.' 
serie, t. VII, 1888). Pnblicamoi-o aqui por se referir a alguns artigo? publi-
cados n'este jornal. 
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diíférents. Soit f(n) une fonction telle que f{n) — f[n— 1) aug-
mente avec n au delà de toute limite. Si £ (n) est Ia total i té des 
nombres entiers, non superieurs à n, qui jouissent d 'une p ro -
priété íl, appar tenant à une infinité de nombres entiers, la série 
dont Ie t e r m e genérale est 

un = qnxf ! ' H l , ( O < 7 < I < 3 ; ) 

f rr ífî  l 
est certainement convergente, si — tend vers zéro, bien que 

ti 
Ie rapport —— surpasse toute limite lorsque n pareourt la suc-

«n-1 
cession des nombres ent iers doués de la propr ié té Í2. La série 

f
 r^ ^u'i ] 

est encore convergente lorsque tend vers une limite finie 
n 

autre quezéro ; mais, dan ce cas, x ne peut ê t re aussi grand qu'on 
Ie veut. En particulier, la série, dont Ie te rme générale est 

un = qn x\V«P, (o<q< \ <x< , 

U 
est convergente, bien que Ie r appor t surpasse toute limite 

W n - I 
lorsque n pareourt Ia succession des carrés parfaits. C'est p roba -
blement cet te série que M. Lerch avait en vue, ou plutòt la série 
qui a pour terme générale 

U n = w J i W W W . 

Quoi qu'il en soit, il est certain que, si la propr ié té 12 cessait 
de t re infiniment rare parmi Ies nombres ent iers , Ia série perdra i t 
sa convergence. 

¢. J 'ai donné dans Ie môme Jornal, vol. v n , pag. 1 7 2 , des 
exemples moins compliqués. Les voici : 

« + {J2 + * 3 + ? 1 + . . . ( 0 < a C i < 1). 
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M. A. Giltzmer dit que ces exemples sont moins remarqualles 
que celui de M. Le rch . Cet te appréciat ion est inexacte. Yoici 
pourquoi . Dans Ie sér ie de M. Lerch Ies valeurs de n, qui font 

Un 
croitre au deli! de toute limite, deviennent de plus en plus 

Mn-I 
rares. Dans mes exemples , comme dans d 'au t res séries de M. 

W/l 
Lerch , il est tout aussi probable de voir t endre vers I infini 

«•»-1 
que vers zéro. C'est jus tement sur cet te observation que M. 
Gti tzmer s ' appuie pour dire que Ia série de AI. Lerch est Ia plns 
r emarquab le de toutes . Or il me semble que la convergence d'une 
série est dautant plus surprenante que Ies symplômes de divergence 
sy manifestem plus frequemment. On devrai plutôt s'attacher à 
mult ipl ier ces symptómes d 'autant que possible, en s'efforçant 
d 'obtenir , melgré cela, une sér ie convergente. Il est certain qu'011 

peut const rui re des séries dans Iesquelles surpasse toute 
"n—1 

limite pour des valeurs de n, dont Ia f réquence parmi Ies nom-
bres ent iers est aussi considérable qu'011 Ie veut. Il suffit de 
prendre Ia série 

, 2 . . r , r+1 . r+2 . . 2r . 2r+1 , 
+ + - . . + 9 r + 9 , + 9 , + • • • + 9 r + 9 , + • • • 

ou 
O < 91 < 92 < • • • < 9r < 1 • 

Ici la convergence est manifes te . Cependant , la probabilité de 
un 1 

voir surpasser toute limite est 1 : elle est aussi voi-
M 1 1 - I /• 

sine de 1'unité qu'on Ie veut . Est-i l possible de construire des séries 
convergentes dans Iesquelles Ies valeurs de n, qui ne font pas croitre 

—-— à l infini soient infiniment rares? 
M N - I 

3. Dans Ie Jornal de Sciencias Mathematicas, vol. v m , [»• 33, 
AI. Gfi tzmer a montré que Ies singulari tés de !a série de M-
Lerch pyuvent ètre enlevées par un g roupement convcnable deí 
t e rmes . Ce Iait est vrai pour toutes Ies séries convergentes. 
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J 'ai établi cela, en Iaisnnt voir pa r des cons idéra t ions ana logues 
à celles dont on fai t usage pour d é m o n t r e r Ie théorème de Rie-
mann, c o m m e on doit s'y p r e n d r e pour calquer, pour ainsi d i re , 
une série convergen te su r une progress ion g é o m é t r i q u e donnée . 
Mais M. W e v r , dans Ie m é m e Jornal, vol. VIII, pag . 9 7 , vient 
d'arriver au m è m e rés id ta t pa r des considéra t ions beaucoup plus 
simples que Ies m iennes . Je vais Ies r e p r o d u i r e en Ies modif iant 
quelque peu . Soit 

S = M] + M 2 + M3 + . . . 

une série convergente à t e r m e s posi t i fs . Le r a p p o r t —- croi t à 

H n 

1'infini avec n, e t , p a r sui te , on peut tou jours ass igner une valeur 
de n à pa r t i r de IaquelIe on ai t cons taminent q Sn > R11, q é t an t 
positif. Cela est encore vrai, si l 'on considòre Ia sé r ie à p a r t i r de 
l'un quelconque de ses t e r m e s . I l en r é su l t e q u ' o n peut g r o u p e r 
Ies te rmes de Ia sér ie 

U j + U2 4- U3 + . . . , 

en Ies Iaissant dans 1'ordre 0 1 1 ils se t rouven t , de man iè re à f o r -
mer une nouvelle série 

U1 + V2 + V3 + . . . 

dont Ies t e r m e s satisfont à 1'inégalité 

q Vn > « n + 1 + Vn+2 + + • • • 

On voit que será cons t ammen t in fé r i eu r au n o m b r e posi t i f 
l ' n -1 

9 , a rb i t r a i r emen t peti t . P lus g é n é r a l e m e n t , ayant pr is des n o m -
bres quelconques, posit ifs e t f inis , Ia r e m a r q u e de M. W e y r con -
duit à alf i rmer qu'il exis te une su i te de n o m b r e s posi t i fs q\, q±, ( / 3 , . . . 

non supérieurs aux n o m b r e s donnés , et tels que l 'on puisse éc r i r e 

=
 S ? t 72 73 • • • g n - 1 

L'n ( 1 + 9 1 ) ( 1 + % ) . . . ( ! + ¢ . ) ' 

Au moyen de ce t te égal i té , nous pouvons fa i re en so r t e que 
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Vallure de la série donnée se modèle, d 'autant que possible, sur 
celle d 'une aut re sér ie . 

4. On a reprodui t dans Ie même Jornal, vol. v i u , pag. 116, 
quelques-unes de mes précédentes r emarques (Nouvelles Annales, 
pag. 5 0 , 1 8 8 8 ) . A propos de l 'une d'elles, je signalerai une géné-
ralisation asses intéressante. Si la fontion an croit sans cesse et 
indéfiniment, on sait , d ' après Cauchy, que l'on a 

I i m
 a I S i + ( a ^ ~ a O S 3 + • • • + ( « » - <*n-i) S , _ g 

ou bien 

d'oii 

I i m ( s a I M2 + «2 »3 + • • • + a„-1 Un y ^ 

ai «2 + aj /<3 +.. . + a„_i un 
Iim — - — = 0 ; 

car Iim un = 0. Doric 

Ci1 U1 + a 2 w 2 + . .. +anun 
Iim = 0 . 

an 

Voici une curieuse conséquence de cet te égalité. Si Ia série 

- 1 + - U Í + . . . 
a i a 2 « 3 

n'est par moins divergente que la série barmonique , on peut 
subst i tuer n au dénominateur an. Si l'on prend ensui te anu„ = ^z 1, 
on arrive à cet te condusion : pour que la série 

_L-H 1 -+- 1 

~ ai ~~ Oi ~~ a3 

soil convergente, il faut que Ies signes— s'y présentent aussi fré-
quemment que Ies s i g n e s + . Cela général ise une proposition 
énoncée p récédemment (Nouvelles Annales, pag . 57 , 1888) . 
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5. IL vient de pera i t re dans Ies NonvelIes Annales, pag. 1 9 6 , 
1888, un théorème de convergence que son auteur , M. J. L. 
\Y. V. Jensen , croit nouveau. On a 1'habitude d 'enoncer Ia 
premiòre par t ie du théorème de Kummer comme il suit: Soil an 

une fontion positive de ri. La série 

W j + W 2 + U 3 + . . . 

à termes posilifs, est convergente si 

Un 

(In a«+1 

temi, pour n infini, vers une limite positive. Cet énoncé a Ie défaut 
det re plus restr ict if que ne l 'exige Ia démons t ra t ion ; car , dans 
celle-ci, on commence par admet t re Fexistence d 'une limite posi-

Uji 
tive X pour an a„ |_i dans Ie seul bu t d 'en conclure que 

Wn+1 
cette expressibn finit par surpasser tout nombre posilif k inlé-
rieur à 1. M. Jensen a donc raison d 'énoncer Ie théorème de 
Kummer comme il Ie fait, mais on ne saurai t accorder à son 
article des NoitveIles Annales d ' au t re valeur que celle d 'une utile 
remarque. Voici comme je démont re dans mon Cours, depuis 
deux ans, Ie théorème en quest ion. L ' inégal i té 

an un — an T i wfl_(-i > k u f t 11, 

a Iieu à par t i r d 'une valeur de n, mont re d 'abord que la 
fonction positive a f lw„ finit par décroi t re . Donc anun admet une 
limite finie, et . pa r suite, la sér ie 

(«1 U1 — a 2 Ui) + [a-2 W2 — 0 3 W3) + («3 " 3 — aI u í ) + • 

est convergente. La série donnée converge donc aussi, puisque ses 
termes, multipliés par la constant k, finissent par è t re infér ieurs 
aux termes correspondants d 'une série convergente à termes posi-
tifs. Quant à Ia seconde par t ie du théorème, j 'observe que, si 
1 expression considérée devient négative à part ir d 'une cer ta ine 
valeur de tt, Ia Ionction anun croit au-dessus de quelque nombre 
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positif k. Il en résulte que la série donnée est divergente, puisque 
ses te rmes íinissent par surpasser Ies t e n n e s correspondants de Ia 
série 

A + A + A + . . . 
a i 0 2 « 3 

quon suppose divergente. 
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NOTA SU D U E APPLICAZIONI A L G E B R I C H E D E L L E U M I N A Z I O N E 

DI 

GINO LOKIA 

Sia data un ' equazione a lgébr ica ad un ' incógnita x 

f (x) = a0xn + a, x"~l + . . . + a„ = 0. 

11 problema piíi gene ra le che si può p r o p o r r e r e l a t ivamente 
alie funzioni s i m m e t r i c h e a lgebr iche razionali semplici del le sue 
radiei consiste nel d e t e r m i n a r e in funzione dei coefi icienti « o a i ••• an 
la somma degli n valori che p r e n d e la Iunzione 

<p (x) _ b0xP + ^1 xP-i + . . . + bp 

(a;) ~~ coxP + C1 xP-i + . . . + Cp 

quando ai posto di x si i ne t t ano success ivamente Ie n rad ie i d e l -
l equazione p ropos ta . Ora ques lo p rob lema si può r isolvere i m -
mediatamente r i co r rendo alie teoria del l 'e l imii iazione. 

Not iamo anzi tu t to che s i può suppone p< n pe rchè ove ques ta 
condizione non losse verificata dal le funzioni 9 (x) e <]/ (íc) si p o -
trebbero far s compar i r e Ie po tenze di e sponen te egua le o s u p e -
nore ad n t enendo conto deI l ' equaz ione f ( x ) = 0. 

Se ora poniamo 

_ 9{x) 
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ed eliminiamo x fa Ie due equuzioni 

f ( x ) = 0 , y ^ { x ) ( x ) = 0 

ottenemo un'equazione in y Ie cui racjici sono i valori assunti 

dalla funzione V j f ) 
| (x) 

quando x si fa eguale successivamente alie 

radiei di f ( x ) = O, onde Ia somma delle radiei del lequazione ri-
sultante sarà appunto Ia cercata funzione s immetr ica . 

Quest 'equazione si scrive immedia tamente sotto forma di un 
de te rminante d 'ordine n + p applicando il método dialitico e si 
vede senza stento che in essa : 

I, il coefficiente di y" non è che il risultante R di f ( x ) e <J/(®), 
I I , il coefficiente di — yn~1 è Ia somma degli n determinanti 

che nascono da R scrivendo successivamente in ciascuna delle sue 
pr ime n orizzontali, invece dei coefficienti delle funzione ^O r ) ' 
omologhi delia f ( x ) ; 
onde si conclude tosto 1'espressione delia funzione richiesta. 

Cosi p. es. se 

f ( x ) = aox1* +ciix + ^(x) = box + bi, <]> (aj) = coa; + C|, 

il valore di quella funzione è 

6 0 6 ( 0 Co Cl 0 

0 C 0 Cl + 0 

ao O 1 O 2 a o a I a 2 2 a 0 6 | C i 2a0b\C1 — Ci1 (6o Ci + Cobi) + Sa2Vo 

i'0 C1 O 

0 C 0 C 1 

a 0 O 1 a 2 

O 0 C 1
2 - S a 1 C o C 1 + a 2 c 0

4 

Osserviamo che se si calcolano Ie somine dei prodotti r ad r 
dell 'anzidetta equazione in y si ot tengono i valori di funzioni r 
pie delle radiei di f ( x ) = 0 dei t ipo seguente 

9 fa,) . . . ? (xir) 
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II 

Lo studio delle equazioni a lgebriche particolari esige cbe si 
sappia risolvere il p rob l ema : Trovare la relazione fra i coefficienti 
di un'equazione a lgébr ica , necessaria e sufficiente aflinchè fra due 
radiei di essa passi una relazione algébrica prestabi l i ta . 

Or anche questa quest ione si può sciogliere invocando Ia t e o -
ria dell 'eliminazione. Infat t i se t/ e z sono due radiei delia data 
equazione f(oc) — O, affinchè fra esse passi una relazione 

F (2/,2) = () 

bisogna e basta che coesistano Ie t re relazioni 

/-(2,) = 0 , / - (2 ) = 0 , F ( J M ) = O 5 

quindi il r isultante di queste t r e equazioni col suo annullari an -
nuncerà 1'esistenza delia prest ibi l i ta relazione fu due radiei delia 
equazione data . 

Esempio I. Condizione affinchè 1'equazione 

a^xn + ai x 1 + . . . + an = O 

abbia due radiei eguali e di segni contrar i i . 
Dovranno coesistere Ie t r e relazioni 

«O yn + «l yn~1 + . . . + a» = O 
2/ + z = O 

a 0 zn + a j zn~1 + . . . + an = O 

o Ie due equivalenti 

a 0 yn + a i y"—1 + . . . + a „ _ i y + a„ = O 

a 0 y n - a i y"—1 + . . . + ( - 1 ) " " 1 a „ _ i y + ( - 1)" a n = 0 . 
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Se n = 2/c q u e s t e due equazioni equivalgono alie a l t re 

«o yk + «2 yk~x + •. • + m-i y + aik=o 

O1 JZFT-1 + . .. + A2A_3 y + O2A-I = O 

ed hanno p e r r i su l tan te 

ao a i ai • aHi--4 a2/;_ -2 O2A O . O O O O 

O ao a 2 • aik--G 02¾--4 a2fc--2 0 2 i . O O O O 

O O O • Oo 02 a j O6 • O2Zt--4 Oiii--2 m O 

O O O . O Oo O2 04 • a2fc_ -G OLik--4 O2A--2 aHi 

Ot a 3 a 3 • aik--3 OiIi--i o O . O O 0 O 

O O1 03 • a 2 t --5 O2/;—3 0 ¾ . - 1 O . O O 0 O 

O O O . O Ol 03 05 • -li a2/c_ -3 02k--1 O 

O O O . O O Ol 03 • a2/(_ -7 o2 t_ -5 aik--3 «2/i-l 

se invere n = 2 / c + 1 Ie d e t t e equazioni equivalgono a 

a 0 y k + a 2 Jz f t - 1 + . . . + a ^ ^ y + a2 / í = O 

aI yh + «3 J/,i_1 + • • • + a2fc_! y + A2i+! = O 
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ed hanno per r i su l tan te 

ao a 2 a4 • a-ik--4 «2/Í-- 2 aik O . O O O O 

O Oo a2 • ^2¾--6 02S--4 a-ik—i a2k . O O O O 

O O O • ao O2 04 aG • a2A-_ -4 02¾- 2 02/c O 

O O O . O ao a 2 Oi • 0-2¾--G 02/:_ 4 Ooft_2 02¾ 

ai a 3 a 3 • a^k--3 aik--1 02k+i 0 . O O O O 

O «i a3 • a 2 k-- 3 «2/Í--3 a->k—\ a-ik+í . O O O O 

O O O • a i 03 a 5 a 7 • a2fc_ -3 02¾--1 02fr f i O 

O O O . O a i 03 a 5 • 02¾--3 02/;--3 02¾-! 02Ã+1 

II E s e m p i o . Condizione aflincliè 1 'equazione 

ao xn + ax n " - 1 + . . . + a„ = O 

abbia due radie i r e c ip roche . 
Dovranno coes is tere Ie t r e relazioni 

O0 y n + a j j / " - 1 + . . . + a„ = O 
2 , 2 = 1 

ao + O1 2 " - 1 f . . . + a n = O 

equivalenti alie due 

a 0 yn + O1 t/"—1 + . . . 4- a „ _ I y + an = O 

aH zn + an_! 2"-1 + . . . + ai = + a0 = O. 
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Ne viene clie Ia condizione domandata è 

ao a j a 2 • a n _ -2 a n _ i a„ O O . O O O 

0 a 0 a i . a„_ -3 «n—2 a,i—i a» O . O O O 

0 0 ao • a n _ -i an—3 « n - 2 a«—l a n . O O O 

0 0 O . 0 ao a i a 2 03 • fln—2 an—1 a„ 

a n a, a n _ 2 . a 2 a i «0 O O . O O O 

0 a„ a „ _ i • «3 a 2 a i ao O . O O O 

0 0 a„ . 04 «3 a 2 a i ao . O O O 

O 0 O . 0 a„ «n—2 a«—2 a n - 3 • ai ai ao 

Génova 19 Apri le 1 8 8 9 . 
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ALGUNS PONTOS DA THEORIfl DQS I N T E G R f l E S D E F I N I D O S 
(Fragmentos de um Curso de Analyse) 

POR 

F . GOMES TEIXEIRA 

I 

Valores médios dos integraes definidos 

1 . T H E O K E M A DE T C H E B Y C H K F F . — Se << ( x ) e ^ ( x ) represen-

tarem funcções, cada ama das quaes varia num determinado sen-
tido, quando x varia desde x = a até x = X, a expressão 

r x , r x r x 

(X — a) <p (x) 'I (a?) dx— <p (x) dx . I ty (x) dx 
J a J a J a 

é positiva se as duas funcções variam no mesmo sentido e negativa 
se variam em sentido contrario. 

E s t e t h e o r e m a importante foi demons t rado por Frankl in , n u m 
artigo publicado no American Journal of Mathematics (t. v i i ) , do 
modo segu in te : 

In tegrando relat ivamente a x ambos os membros da ident idade 

[f (®) - ? (y)] [4» («) - <Ky)] - ? (®) + («) 

- ? ( * ) + (y) - * (y W («) + ? (y) + (y) 
vem 

r x r x 
[<p (x) - <p (y)] [<|> (x) - 1 (y)] dx= <p (x) | (®) dx 

Ja J a 

- H y ) / f { x ) d x - f ( y ) l « H * ) ^ + ( X - a M y ) i K y ) -
J a J a 
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In t eg rando de novo esta segunda iden t idade re la t ivamente a y 
e tomando os in tegraes en t r e os l imites a e X, vem 

"A /"1A ,"X 
d y [ f [ x ) - 9 ( y ) ] [ ^ ( x ) - ^ ( y ) ] d x = ( X - a ) <f(x)ty(x)dx 

a j a Ja 

Se as duas funcçôes <p (x) e <J» (x) va r iam no mesmo sentido 
q u a n d o x cresce de sde a a té X, as duas d i f íerenças y(x) — f ( y ) 
e — (y) t ê e m o m e s m o signal , e o p r i m e i r o m e m b r o da 
i den t i dade p r e c e d e n t e é uma somma de t e r m o s positivos. Logo 
o segundo m e m b r o da mesma iden t idade é posit ivo, o que de-
mons t r a a p r ime i ra p a r t e do t h e o r e m a . 

Se as funcçôes <p (a:) e <]/(#) var iam em sent ido con t ra r io quando 
a; c resce desde a a t é X, as d i í fe renças <&(#) — O (y) e ^ (JP) — ^(y) 
t ê m s ignaes con t rá r ios , e o p r ime i ro m e m b r o da egua ldade pre-
c e d e n t e é uma somma de t e r m o s negat ivos . Logo o segundo mem-
b r o da m e s m a e g u e l d a d e é negat ivo , o que demons t r a a segunda 
pa r t e do t h e o r e m a . 

Ve jamos a lgumas consequências d ' e s t e t h e o r e m a . 

1) Por s e r e m as funcçôes 

e por t an to 

í - jfc2 Xi 

^ ( 1 - X i ) ( 1 - U i X t ) 
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uma crescente e outra decrescente, quando x varia desde 0 até 
1, temos 

x P l Z g f < 1 ( 1 - » * > * • í 
Jo s/i - X i J o J o a;4) 

* 

quando X < 1, ou 

( I - A 4 X 4 ) 

Jo v/ i — Xi \ 3 o / ( 1 - ^ ) ( 1 - A 4 * 4 ) 

donde se t ira a relação seguinte en t re os integraes ellipticos de 
primeira e segunda especie de Legendre 

F (k, 9) - E [k, 9) > | A4 sen4 9 F (k,9). 

2) Se X e a forem positivos e maiores do que a maior das 
raizes reaes da equação do gráo n 

temos a relação seguinte entre os integraes hyperellipticos de pr i -
meira e segunda especie 

rx xm dx rx , rx 

[X — a) —=-< x'ndx. —=-. 
J a lJy Ja J a V y 

No fim do seu trabalho sobre o theorema de Tchebycheff ap re -
senta o sr. Frankl in uma lista de desegualdades interessantes que 
se obtéem por meio d'este theorema. D'esta lista vamos ext rah i r 
algumas. 
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4 
1) a re sen x < — ( / 1 + x + / l—x — / 1 — x 2 — 1). 

v 

2) (are sen x ) 2 < Iog 
2 1 — x 

3 ) l o g x > 2 ^ T | , ( ^ > 1 ) . 

x—i 
4 ) l o g x < 2 — — - , ( x < 1). 

CC 1 

X — 1 
5 ) I o g a ; < — - = - , ( x > 1). 

V x 

6) r ( a + l ) r ( 6 + l ) < r (a + 6). 

rx dx 
7 ) X j 

o / ( I - X 2 ) ( l - ) t 4 a ; 2 ) 

x dx /"x dx r x dx r x 

J o l/Cl - 2 ) ( \ - t ó i o / ( 1 - 2 ) ( 1 - k x ) J O / ( 1 + x ) ( 1 + f c x ) 

dx rx
 dx f x dx 

8) « f — r - = - r -
^ o / ( 1 - x 2 ) ( I - A 2 X a ) ^ o / 1 - X 2 ^ o / 1 - X 2 F -

9 ) E ( f t , ? ) F ( Ã , ? ) > ç 2 . 

¢ . A desegua ldade de Tchebycheff dá só um limite superior 

ou só um limite infer ior do integral J 9 (x) (x) dx. A desegual-
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dade seguinte, que nós publicámos no IJuUetin des Sciences Mathé-
tiques (2. a ser ie , t . x u ) , 

Cx Cx r f x 

/ (x) dx I I 2 (x) dx> I 9 (x) <\i (x) dx 
Ja Ja LJ a 

dá ao mesmo tempo um limite super ior e um limite infer ior do 
mesmo integral . 

Para a demons t ra r , par to da ident idade 

— 2 9 (®) \ (x) ç (y) <|» (y) + 9 S (y) ^2 (y). 

que, integrando ambos os m e m b r o s re la t ivamente a x ent re os 
limites a e X, dá 

r L? (*) Hy) - 9 (y) 4 (®)1 * d x - f - (y) / % 2 (*) dx 
J a Ja 

- 2 9 (y) I (y) f 9 (*) + («) dx + 9 2 (y) f ^2 (*) 
J a Ja 

Integrando esta segunda ident idade re la t ivamente a y, vem a 
egualdade 

1 r x r x 

- J ̂  dy I ^ [<p (x) <]< (y) - 9 (y) <|> (®)]2 d x 

r x r x r r x 
= / 9 4 (a?) dx . I <];9 (#) d z — I 9 (a;) (a;) (te 

Ja ' Ja ' LJ a 

da qual se t i ra o theorema enunciado, visto que o pr imeiro m e m -
bro é uma somma de termos positivos. 

Por meio da desegualdade que vimos de deduzir acha-se um 
limite super ior 

X 
r - x rx 

+ / <fi(x)dx 
J a Ja 
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e um limite infer ior 

[ p <?* (x) dx . p ^ {x) dxJ 

do integral j <p (a:) ^ (x) dx, em quanto que a desegualdade de 

Tchebycheff dá só um limite superior ou só um l imite inferior 
d 'es te integral . 

Por ser, em vir tude do theorema de Tchebycheff , 

t emos 

f <p2 {x) dx > — - — ( f <p(x) dx 
Ja \ — a\J a 

^ i}/2 (x) dx > (J <l>(x)dx 

1 

?2 (a) dx . f f2 (x) (teJ 

1 i r x 11 cx l J 9 [x] dx | I I iji (x) dx I, 
— a \ . a I I. a 

i I 

> x 

d'onde se conclue que a desegualdade de Tchebycheff dá um Ii-

mi te mais proximo de / <p (x) <J< (x) dx do que a nossa desegual-
J a 

dade , que por isso deve ser empregada conjunctamente com a de 
Tchebycheff para calcular aquelle dos l imites que esta n3o dá. 

Assim, por exemplo, se no caso do integral elliptico 

dx 

\/ (1 —X2) (1 - I i 1 X t ) 
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onde X< 1 , a desegualdade de Tchebycheff dá 

dx 1 /'<x dx />x dx J a dx 1 / A dx i 

o 0 / T Z ^ s ' J o / T I w 

e a minha desegualdade dá 

T x dx 

/ í x dx Tx dx \ 2 

^ v 0 T = i ã ' J 9 • J 0 / ( I - X 2 ) ( I - A 2 X 2 ) 

Do mesmo modo, 

/ > x x 2 (Zx X 2 / * x dx 

J 0 / ( 1 - x 2 ) ( 1 - / v 2 x 2 ) > 3 J 0 / ( 1 - ^ ) ( 1 - ^ ' / , - 2 X 2 ) 

/'x x2 dx / x 5 

J 0 / ( I - X 2 ) ( I - A 2 X 4 ) i c V 3 V o ( 1 - * * ) ( » 

(Zx 

O integral 

u 

dá 

e~xdx rx e~x< 

J i « 

1 

d x \ 2 

m < ( I e ~ 2 x dx , j 

e portanto 

/eix — ex x — 1 \ 2 1 
U < \ 2 e 2 e 2 * ' ~ ã T ) i ^ T / ! ' 
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D e d u z - s e d 'aqui que u é finito e d e t e r m i n a d o quando é x= ao, 
po rque u a u g m e n t a com x e é 

/ 'Xe~xdx i 

1 x 

Ii 

Differenciação dos integraes definidos 

d f ( x , y) 
S e a funcção f ( x , y ) e sua der ivada — — são conti-

nuas nos interval los de x = a a x = X e de y = b a y = Y, e se 

no p r i m e i r o interval lo a funcçâo 9 (as) é cont inua ou discontinua 

n ' u m n u m e r o l imi tado de pontos , é 

' / % ( « > ' ( » » > < » r x d f { x , y ) 

W j . f : <<» ' 

m e s m o q u a n d o u m a ou a m b a s as quan t i da des a e X são infinitas, 

* d f ( x , y ) 

se os i n t e g r a e s 

f I 9 ( a s ) I dx, f O(X)^BplidX 
Ja Ja dy 

são finitos e d e t e r m i n a d o s nos intervallos cons iderados . 
Coin effei to, a fó rmula de Taylor com a e x p r e s s ã o do resto de 

L a g r a n g e dá 
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onde 0 representa uma quantidade comprehendida entre zero e a 
unidade; e por tanto temos 

/•A. /1A 
/ f ( x , y + h)dx=t f (x, y) dx + h 

Ja ' a > a 

X d f ( x , y + (jh) 

dy 

donde se deduz 

r x r x 
d <p[x)f(x,y)dx I f{x,y + h) — f(x,y)]dx 

Ja , Ja 

dy 
•• Iim 

_ l i r a r \ ^ i M m d x 

Ii=O J a dy 

— Iim 
/1=« 

<p (x) — dx + J t <p (#) a x l . 

d / V x , 
Mas, por ser continua a funcção — a cada valor d a 

dy 
quantidade positiva a, por mais pequeno que seja, corresponde 
um valor Zi1 de Ii tal que a desegualdade 

d f ( x , y + Hh) df (x, y) 

dy dy 
= M < « 

é satisfeita pelos valores de h infer iores em valor absoluto a h\, 
qualquer que seja o valor que se dé a x no intervallo de x = a 
a x = X . 

Temos pois 

I fx ! í x rx 
j I a <p (x) dx < / | e | ] ç (x) | dx < a / | (x) j dx, 
'Ja I Ja Ja 
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e portanto 

Iim I e 9 (x ) dx = 0. 
A=O J a 

Logo 

d I ® (x) f (x. v) dx _ 
,"X ( f f lX y\ 

= f ( x ) ——-— dx + Iim I t <p (x) (fo 
J a dy k=oJ a dx 

* ^ d f ( x , y ) 

dy J a 
dx. 

4. A demons t ração que precede base ia-se em que toda a 
funcção continua é uni formemente continua. 

E m p r e g a n d o no desenvolvimento de que se part iu mais um 
t e rmo , póde-se tomar a demonstração independente d 'este theo-
rema , como vamos vêr» 

Temos pr imei ramente 

suppondo que as funcções 

d f ( x , y ) d i f { x , y ) 
/"(«. y)> dy ' dy-

são finitas e de terminadas no intervallo de x = a a ÍC = X e de 
y = b a y = Y . 

Logo 

r x r x 
/ 9 (x) f(x,y-V h) dx =J <p (x) f (x, y) dx 

Ja Ja 

fx , . d f ( x , y ) , 1 rx d*f{x,y + Vh), 
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donde se tira 

dl ? { x ) f ( x , y ) dx I 9 (¢) [f (x, y + h) - f [ x , y)} dx 
Ja , . J a 

dy 

"X d f ( x . y) 

Iim 
A=o 

r <p (aj) n * , y ) d x + Iim j - h T 9 (a) 
A dy k = 0 2 J a 

li 

1 , / x , .d*f(x,y + 0h) 

Mas, chamando M o maior valor que toma 
I 

x varia desde a até X e y desde 6 a té Y, temos 

dx. 

dy^ 
quando 

dy* í 
e portanto 

x . d*f(x,y + bh) j . " d,*
 <lX i I i W I 

(I 

< M Í I 9 (íc) I 

y + H ) 

dy4-
dx 

o que dá 

f \ ( x ) d - ^ Ç ^ l d x = Mef I f ( X ) I d X , 
Ja dy Ja 

onde s representa uma quant idade comprehendida en t re — 1 e 

Logo 

í x 
d f (x) f(x, y) dx 

dy 

df(x,y) . . 1 = I \ ( x ) J - \ ^ ± d x +-YimhMe I ' I 9 (x) \ dx. 
Ja dy 2 J a 
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/X 
D'es ta egualdade conclue-se que, se o integral / | <p (x) dx 

t em um va/or finito e de te rminado, é 

X IJK * 

d J a f ( x ) f ( A ) d x y ) 

dy J a dy 
dx. 

(Continua). 
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BIBLIOGRAPHIfl 

F. P. Horta. — Estudo elementar dos determinantes, seguido de 
ama parle complementar relativa principalmente aos determinan-
tes funccionaes. — Lisboa, 1889. 

A collecção de obras por tuguezas para o ensino das m a t h e m a -
ticas vem de ser enr iquecida com mais uma, devida ao illustre 
professor jubilado da Escola Polyteclinica de Lisboa, s r . F. da 
Ponte Hor t a . O distincto geome t r a , que tanto enr iqueceu as col-
lecções da Academia das Sciencias de Lisboa com trabalhos im-
portantes, quiz t ambém concorrer para o aperfe içoamento do ensino 
com o presente t raba lho , do qual vamos dar uma noticia rap ida . 

No capitulo í . ° define o auctor os de terminantes , faz conhecer 
a notação para os r ep resen ta r , e demonstra algumas propr iedades 
que decorrem immedia tamente da definição. 

No capitulo "2." \ ô e m os processos para o desenvolvimento dos 
determinantes em ordem aos e lementos de uma dada columna ou 
linha; em ordem aos de te rminan tes menores do gráo p, compre -
hendidos em p columnas ou em p l inhas; e finalmente em ordem 
aos productos binários dos elementos de uma dada columna pelos 
elementos de uma dada linha. 

Nos capítulos 3.° , 4 .° e o.° oecupa-se o sr. Horta das opera -
ções sobre de te rminan tes , quando é possível expr imir o resul tado 
d estas operações por meio de de terminantes , considerando no 
primeiro d 'estes capítulos a somma e subtracção, no segundo a 
multiplicação, no terceiro a ex t racção de raiz. 

Passa em seguida o auctor ás applicaçôes da theoria dos d e -
terminantes á Álgebra e á Geomet r ia . Assim no capitulo 6." vem 

applieaçâo dos de te rminantes á resolução das equações do p r i -
meiro g r á o ; no capi tulo 7.° vem a applieaçâo dos determinantes 
•1 algumas questões de Geomet r ia , taes como a de te rminação da 
•nais curta distancia en t re duas rectas , a de te rminação da área 
do triangulo sob di f ferentes condições, a de te rminação do volume 
do tetraedro, etc. 
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T e n n i n a a obra por u m a p a r t e c o m p l e m e n t a r , em que o au-
c to r se occupa da d i í fe renc iação dos d e t e r m i n a n t e s e das proprie-
dades mais impor t an t e s dos d e t e r m i n a n t e s funccionaes . 

D a d a assim uma idéa r a p i d a dos assumptos de que tracta o 
s r . Hor t a no seu bello livro, devemos acc rescen ta r que , pela boa 
escolha d ' e s tes assumptos e pela clareza e e legancia com que são 
expos tos , deve es te livro ser da ma io r u t i l idade para o ensino da 
theor ia dos d e t e r m i n a n t e s nos nossos e s t abe lec imen tos de in-
s t r u c ç à o . 

J. C. Medeiros. — Processo geral de Clairaut para achar o valor 
approximado inicial das raizes da equação do 3.° gráo no caso 
irreductivel (Instituto de Coimbra, t. x x x v i ) . 

N ' e s t e a r t i go in t e r e s san te occupa-se o auctor da deducção do 
valor a p p r o x i m a d o inicial de u m a das ra izes da equação do 3.° 
g rão , no caso i r reduc t ive l . 

S e n d o 

X i - p x — 9 = 0 ( p > 0 , q > 0 ) 

a e q u a ç ã o d a d a , e pondo para b rev idade 

p Vp 

os valores iniciaes achados são 

2 ^ 1 + 3 ' " ,/-

n/ 2 + v / 1 + 3 m - 3 
• 3 

t - r h 

dos quaes o p r i m e i r o 6 m a i o r e o segundo m e n o r do que x. 0 

e r r o c o r r e s p o n d e n t e é m e n o r do que 0 , 0 0 1 8 5 6 . . . x 
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M. d Ocagne. — Sur cerlaines courbes quon peut adjoindre aux 
courbes planes pour létnde de leurs propriétés infinilésimales 
[Jornal da Academia das Sciencias de Lisboa, t. XII). 

Dada uma curva plana c c dous pontos O e P uo plano da 
curva, se por um ponto M variavel da curva t i rarmos a recta OM, 
e se pelo ponto P t i rarmos paral lelas ã normal e â tangente á 
curva c no ponto M, estas rec tas cor tam a recta OM em dous 
pontos II e I I j que, quando M varia, descrevem duas curvas n 
e t, que o sr. d 'Ocagne estuda na sua impor tan te memor ia . 

Principia o auctor por deduzir a lgumas propr iedades da curva 
n, e em seguida de te rmina quaes são as curvas c que cor respon-
dem ao caso de n ser uma recta e ao caso de ser um circulo. 

No caso de n ser uma recta y = mx + n, a equação differen-
cial das curvas c correspondentes é homogenea , e in tegra-se pelos 
methodos conhecidos, que levam n um caso á equação 

(y-px)P _ c 

(y-qx)1 

da qual o sr . d 'Ocagne lira alguns theo remas in teressantes ; n 'outro 
caso, à equação 

v* 

y — px— ce'J—Px; 

e ainda n u m terceiro caso á equação 

(y + ax)2 + b*Xi = Cetl ™ ,a"B 

Se a curva n é uma circumferencia , a equação diííerencial das 
curvas c é ainda homogenea , mas a sua in tegração conduz a cál-
culos muito complicados. Por isso o auctor i imita-se a considerar 
dous casos par t iculares que levam a resultados interessantes . 

Depois de es tudar a curva n, passa o sr . d 'Ocagne ao estudo 
da curva í, a respei to da qual resolve os mesmos problemas que 
para a curva n. Acha d 'es le modo que á recta cuja equação é 

y = mx + n 
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cor responde uma Iamilia de curvas t , cuja e q u a ç ã o é 

yp = C (y — mx)l. 

No caso de t ser um c i rculo , a i n t eg ração da equação differen-
cial das cu rvas c leva a cálculos compl icados , por isso o auctor 
l imi ta-se a cons idera r o caso impor t an t e de o circulo t t e r para 
cen t ro o ponto O. 

J. Peano.— Arithmctlces principia nova methodo exposita.— .1«-
gustae Taurinorum, 1889. 

N ' e s t e t r aba lho , do mais al to in te resse , o sr . Peano reduz os 
pr incípios da Ar i thme t i ca a um n u m e r o m i n i m o de noções Cunda-
m e n t a e s , e r ep re sen ta por s ignaes todas as idéas que occorrem 
n ' e s t e s pr inc íp ios . IVeste modo, cada p ropos ição é escr ipta sim-
p lesmen te por meio de s ignaes , dos quaes uns pe r t encem á lógica 
ou t ros á a r i t h m e t i c a . De cada propos ição , esc r ip ta com signaes, 
são deduz idas o u t r a s por processos comparave i s aos que se em-
p r e g a m em Álgebra pa ra resolver as equações . 

J. Casey. — Tratado de Geometria Analytica (traduzido do itujlez 
para hespanhol por V. Balbin). — Buenos Aires, 1888. 

A or ig ina l idade , clareza e concisão com que es tá escripto o 
Tratado de Geometria Analytica, publ icado , em Iingua ingleza, 
em 1 8 8 5 pelo sr . J . Casey, p rofessor na Univers idade de Dublin, 
fazem d 'es ta obra uma das mais r ecommendave i s para o ensino 
d 'es ta sciencia . O auctor , a lém de e x p ô r as proposições que se 
acham g e r a l m e n t e nos t r a t ados de g e o m e t r i a analyt ica , apresenta 
mu i t a s propos ições novas e t rac ta mui tas ques tões por methodos 
c o m p l e t a m e n t e novos. Foi por isso escolhida pela Facu ldade de 
sciencias p h y s i c o - m a t h e m a t i c a s da Un ive r s idade de Buenos-Ayres 
para servir de t e x t o aos a lumnos d 'es ta F a c u l d a d e , e foi para isso 
e n c a r r e g a d o de a t r aduz i r em hespanhol o dist incto professor d 'a-
quel la Univers idade sr. V. Balb in . Com esta t r aducção fez o sr. 
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Balbin um serviço impor tan te ao ensino das mathemat icas , con-
correndo para augmen ta r o numero das pessoas que possam lêr 
a obra do sábio geometra inglez. 

J. Schlotke. — Elementos de Estática grapliica (traduzidos do alle-
mão para Iiespanhol por V. Balbin). 

É bem conhecida hoje a importancia que tem o estudo da Es-
talica grapliica para os que se dedicam ás profissões de engenhei ro 
e architecto. Por isso a Universidade de Bue nos-Ayres , seguindo 
o exemplo das principaes universidades e escolas technicas da 
Europa, a encorporou no plano dos seus cursos. O ensino d'el!a 
foi confiado ao sr . Vr. Balbin, que adoptou para texto a impor tan te 
obra de Schlotke, t raduzindo-a para isso em lingua hespanhola . 
Esta obra contém, na verdade, uma exposição claríssima de todos 
os princípios de Es ta t ica graphica indispensáveis para o enge -
nheiro e uma serie de exemplos practicos relativos pr incipal -
mente á ar te das construcções. 

V. Retali. — Richerche sopra /'immaginario in Geometria (Memo-
rie delia R. Accademia di Bologna, sér ie ív , t. ix ) . 

Deve-se, como é bem sabido, ao eminente geomet ra al lemâo 
Staudt a in te rpre tação do imaginar io em Geometr ia e a consti-
tuição da theoria das cónicas tendo em at tenção os imaginarios. 
Depois vários geómet ras se lêem occupado do mesmo assumpto, 
sem todavia se preoccuparem com a facil idade das construcções 
a que leva o methodo de S taudt . No seu interessante t raba lho o 
sr. Hetali considera alguns problemas do 1." e 2.° gráo em que 
uitervèem os imaginarios , e dá meios para simplificar as construc-
ções a que leva o methodo de S taud t quando se applica a estes 
problemas. Baseia-se, para conseguir este f im, em resultados o b -
tidos nas duas impor tantes memor ias sobre as cónicas, por elle 
anteriormente publ icadas : 

Osservazioni analitico-geomelriche sulla projezione immaginaria 
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delle curve dei second ordre (Memorie delia R. Accademia di Bo-
logna, série iv , t. v i l ) ; 

Sulle coniche conjugate (liem, t. vx). 

A. Rebière. — Mathématiques et mathémaliciens. — Paris, 1889. 

Na pr imei ra par te ci'este livro interessante o auctor reúne uma 
ser ie de conceitos, devidos aos mathemat icos e pliilosophos mais 
eminentes , re la t ivamente aos princípios, aos methodos, á classi-
ficação, ao ensino e á historia das mathemal ieas . 

Na segunda par te expõe o auctor algumas anedoctas relativas 
a mathemat icos celebres, que deixam vêr o seu caracter , a sua 
vida intima, as suas opiniões, etc. 

Na terceira parte vem alguns paradoxos e alguns resultados 
curiosos a que levam as mathemat icas . 

F inalmente na quar ta parte dá noticia de alguns problemas in-
teressantes de que se têem occupado os mathematicos . 

A. Tartinville.— Cours d'Arilhmélique.— Paris, 1889. 

Vamos dar uma rapida noticia d'esta excellente obra. 
N 'uma introducçâo ao livro faz vèr p r ime i ramen te o auctor 

como a medida do cumpr imento de uma porção de recta leva á 
consideração dos números inteiros, dos números fraccionarios c 
dos números incommensuraveis. 

Em seguida vem o estudo dos números inteiros. A este respeito 
occupa-se o auctor das operações sobre números inteiros, dos cara-
c teres de divisibilidade, da theoria dos números primos, etc. 

A segunda par te do livro é dest inada ao estudo dos números 
fraccionarios. 

A terceira par te é destinada ao estudo dos números incomen-
suráveis, que o auctor expõe seguindo o methodo de Dedekind. 
Principia por definir de um modo claro e preciso o que se deve 
entender por numero incommensuravel, e cm seguida expõe des-
envolvidamente a doutr ina relativa ás operações feitas com estes 
números . 
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Na quarta par le vem o calculo dos radicaes, a doutr ina das 
razões e proporções, e finalmente o calculo dos números app rox i -
mados. 

Terminando esta breve noticia devemos dizer que a riqueza das 
doutrinas, o rigor e clareza com que são t rac tadas e a boa ordem 
com que estão dispostas tornam este livro muito recommendavel . 

Gino Loria. — Lopera scientifiea di Ellore Caporali (Giornale 
de Battaglini, 1 8 8 9 ) . 

O fim do sr . Lori i, publicando o seu interessante ar t igo, é 
fazer conhecer o Iogar que occupa na historia da Geometr ia m o -
derna o fallecido professor da Universidade de Nápoles, E. Ca-
porali. Re fe r e - s e o auctor aos t rabalhos de CaporaIi sobre as 
curvas de 3." o rdem, sobre as de -l." o rdem, sobre as de ordem n, 
sobre as superfícies de 3." o rdem, sobre a represen tação das su-
perfícies sobre um plano, sobre a geometr ia da recta , sobre a 
geometria a quatro dimensões, sobre a applieaçâo geomet r ica da 
doutrina das formas algébricas, etc. Para fazer vêr a importancia 
dos trabalhos de Caporali sobre cada um d 'estes assumptos, o sr . 
Loria dá noticia rapida d 'aquelles que immed ia t amen te os p r e -
cederam e d'aquelles que se lhes segui ram. 

F. Folie e L. Nieslen.— Aouveaux resultais relatifs à la détermi-
nalion des constantes de la nutalion diurne (Bullelins de l'Aca-
démie de Belgique, 3 . e sér ie , t. x v n ) . 

-1. Bassani. — Sulle curve rm cos mÚ = am [Giornale de Battaglini, 
t . x x i v ) . 

São muitos os t rabalhos que têem sido publicados a t é hoje a 
respeito das curvas cuja equação em coordenadas polares é 

cos m6 — a m , a qual eomprehende como caso par t icu lar mui tas 
curvas notáveis. Na interessante memoria que o sr. Bassani d e -
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dica a estas curvas, reúne as principaes propr iedades anterior-
mente conhecidas e outras por elle descober tas . 

A. Uassani. — Nnta di Cinematica (Giornale de Battaglini, t. 
X X I I I ) . 

Curve jpíane derivate (Item, t. x x i v ) . 
Sopra un problema di Analisi infinitesimale delle curve 

piane (Item). 
Una formola di Analisi (Item, t. x x v ) . 

S. Pincherle. — I sistemi ricorrenti di primordine e di secondo 
grado (Rendiconti dei Lincei, 1 8 8 9 ) . 

Sur Ie développement d une fonction analytique en série de 
polynômes (Comptes rendus de l'Academie des Sciences de Paris, 
1888). 

Annales de la Licence ès sciences (Session de juillet 1888), P a r i s , 
1888. 

Annales de la Licence ès sciences (Session de novembre 1888), 
Paris , 1 8 8 9 . 

Gino I.oria. — Nota sur una classe di determinanti (Giornak de 
Battaglini, t. x x v i ) . 

O objecto d 'esta nota 6 o calculo dos de te rminantes de ordem n 
formados com n potencias, de expoente inteiro, de n indetermi-
nadas. 

Gino Loria. — Sulle curve razionali normali in tino spazio a n 
dimensioni (Giornale de Battaglini, t. x x v i ) . 

Intorno alie curve razionali d ordine n deilo spazio a n— 1 
dimensioni (Rendiconti dei Circolo matematico di Palermo, t. Jij-

G- B. Guccia. — Sulla classe e sul numero dei flessi di una forma 
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algébrica dotata di singolarilà qualunque (Rendiconli dei Lin-
cei, 1 8 8 9 ) . 
— Théorème general coneernant Ies courbes algébriques planes 
(Comptes rendus de VAcademie de Paris, 1 8 8 8 ) . 

Ed. Weyr. — Remarque sur la décomposition des fonctions dou-
blement périodiques en élements simples (Bulletin des Sciences 
mathématiques, 2 . " ser ie , t. XII). 

O auc tor ap resen ta uma nova d e m o n s t r a ç ã o da fó rma de d e -
composição, devida ao sr. I l e r m i t e , de que se deu noticia na 
pag. l o . 

G. T. 
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NOTE SUR UN POINT DE LA T H É O R I E Q E S S É R I E S (') 

F A R 

M. AUGCSTE GUTZMKU 

Dans ses Remarques sur divers articles eoncernant la théorie des 
séries M. Cesaro s 'occupe de telles séries oíi Ie quotient de 
deux t e rmes consécutifs peut devenir aussi grand que I on vaudra, 
bien que Ia série soit convergenle. Peu t -ô l r e n'est-i l pas sans in-
térê t de constater qu 'on connait depuis Iongtemps des séries jouis-
sant de cet te propr ié té . Ainsi M. Stern di t , dans une Note de 
son Lehrbuch der algebraiehen Analysis (3): IVenn die Glieder 
theils zunehmen, theils abnohmen, lassen sie sicli, wie sicli von 
selbst versteht, hei der grossen Mannigfaltiykeit der hier mõglichen 
Faile, eine allgemeine Regei geben. Cette propr ié té remarquable 
prouve que M. Stern a en vue, en effet, des séries jouissant de 
la dite p ropr ié t é ; mais il ne donne aucun exemple . 

De même M. Eugène Catalan a considéré ces séries et il a 
consacré, dans son Traité élémentaire des séries (4), un paragraphe 
à des séries à termes croissants et décroissants. Dans Ies n.os 40 
et 41 de son Livre il d i t : Jusqu 'à présent , nous avons supposé 
(jue Ies t e rmes de la série proposée déeroissent indéfiniment, du 
moins íi par t i r de 1'un d e u x : et nous avons indiqué divers régies 
au rnoven desquelles on peut, en Iout Ies cas. réconnaitre Ia con-
vergence ou divergence. Mais il peut arr iver que Ie terme géné-
ral Hn, tout en ayant pour limite zéro, soit exp r imé par une Ion-

(') Extrahimos este artigo fios XouveIIes Annntes des Muthémntiqnes (3.' 
serie , t. viu. p. 22), que se refere a assumptos tramados n'este jornal-

<2) Nonveltes Annnlesr 3." série, t. vu. p. 401 a 4 0 7 . — J o r n u l de Sciencias 
Matliematieas e Astronoiniras1 t. ix, p. .'1 e seguintes . 

(3) Leipzig, 1860, p. 91. 
(*) Paris, 1860, p. 27. 
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ction de n tantôt croissante et tantôt décroissante . Il parai t t rês 
difficile de Irouver des régies simples, relatives à ce cas singulier . 
Nous nous contenterons d 'enoncer la proposition suivante: 

THÉORÈME X V . — Si Ies quantités 

U1, W 2 , W 3 , . . . , Un, . . . 

en nombre infini, peuvent former des groupes 

que diminuent indéfiniment (en valeur absolue); Ies series 

sont en mê me temps convergentes, divergentes ou indéterminées. De 
plus, si elles sont convergentes, elles ont même somme. 

M. Catalan n'a pas énoncé Ie théorème démont ré par M. E. 
Weyr (1). Mais il en a donné, dans Ie n.° 42 de son Tra i t é , trois 
exemples. En premier lieu, il considère la sér ie 

gi = Uj + «2 + . . . + Up 

g-2 = + Mp+2 + . . . + Uq 

g3 = M i +! + m?+2 + . . . + ur 

( U ) M 1 + W-2 + . . . + Un + . . . 

(G) gi+gz + . . . + gn + . . . 

+ + — + — + . . 
3 - 6* 52 

dont Ie t e rme généra l est 

1 

(» + 1 + cos n k] 

(') Jornal de Sciencias Matliematicas e Astronoviicas, t. vm, p. 97. 
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En posant généra lement 
* 

9 l ( 2 t - i ) « ( 2 » + l ) * ' 

M. Catalan conclut que 
1 

9 i < 2 ( i - l ) « ; 

et par conséquent la série (G) est convergente et, d 'après Ie théo-
rème cité ci-dessus, de mème la série (U). En second lieu, M. 
Catalan démont re , par un groupement analogue, la divergence de 
la sér ie dont Ie t e rme général est 

1 
un — ; ; • 

n H- 1 + cos n n 

et , en dernier lieu, il démont re , de la mème manière , la conver-
genee de Ia série 

OC 

2 M« 
n=l 

Cet te r emarque l i t téraire montre qu'on a déjà connu depuis 
longtemps des séries jouissant de Ia dite p rop r i é t é ; mais il rcs-
tai t dans Ia théorie de ces séries une lacune, rempl ie maintenant 
par Ies nouvelles recherches provoquées par Ies deux articles de 
M. Lerch (1) . Quant à ces derniers , ajoutons quelques remarques 
t i rées d'uno lettre que AI. Lerch m'a adressée . 

Dans Ies Contributions à Ia théorie des séries infinies, Al. Lercli 
a employé la notion, un peu généralisée, du dérivée d'un e n s e m b l e 
de points (Punklmengej, dans Ie sens de AI. G. Cantor, pour Ies 
éléments de Ia théorie des séries. En par t icul ier , il a c o n s i d é r é 

(') Contvibutions à Ia théorie des séries infinies (Comptes rendus des sean-
ces de Ia Société roijale des Srienres de Bohème, Prague, 13 mars 1885)- — 
Remarque sur la théorie des séries (Jornal de Seieueias Matheinaticas e Astro-
nómicas, t. vil, p. 79). 

• 2 
n=l n sin 

nit 
n cos 



AIATI1EMAT1CAS E ASTRONÓMICAS 6 3 

U 1 1 
1'ensemble carac tér i sé par la formule ———, ou Ies u, sont Ies 

w, 
termes positifs de la sér ie infinie 

U = «o + M i + w2 + • • • • 

Il a reconnu alors que la convergence de la série u n 'a pas 
W' I \ 

pour conséquence 1'existance d 'une limite de (pour v infini), 
Mv 

mais que ce quotient peut surpasser inême toute quant i t é donnée. 
Il a montré cela pour quelques cas par t icu l ie rs qui sont de Ia forme 

(!) a 0 + 60 + a ] + 6 1 + a 2 + 6 j . . . , 

toú 2 a, et 2 6 , sont des séries convergentes ; Ies exemples plus 
simples de M. Cesàro sont du même t \ p e . 

M. Lerch m 'a écrit qu'il n 'aura i pas publié ces séries-là s'il 
navait pas eu, pour son bu t , un aut re exemple . Pour démont re r 
Ie tliéorème que Ia série 2va ,a : v — 1 est convergente dans la méine 
région que la série ^a v X v , 011 s ' appuie sur la r emarque (1) que 
Ie quotient de deux t e rmes consécutifs, du moins à par t i r de I un 
deux , doit ò tre infér ieur à 1'unité, ce qui n'est vrai. Mais, si l'on 
avait pas d 'au t res séries que celles de la forme (1), on s ' appl i -
querai seulement Ia démonstrat ion à chaqu 'un des séries r é g u -
lières 

ao + a t X1 + a^ X i + . . . 

6o x + b[ xs -+- 62 ^3 + 

pour conclure de la convergence de Ia série 

ao + 6o x + a i x- - f 6 i Xi - f a 2 Xi + 6¾ a;5 + . . . 

(') Voir, par exemple , Harnack, Uie Elemente der Difjferential und Inte-
gratrechnung, Leipzig, 1881. 
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cel le de Ia dé r ivée . C ' e s t pourquoi M. L e r c h a cons t ru i t Ia série 

(2) Z i - C g « ) 3 Í ( l 0 8 n ) | , + ( l 0 ê n ) 1
i 0 < S < l < , ) 

n 

ou ( Iogn) dés igne la pa r t i e en t iè re du logar i thme vulgaire de n 
ou Ie n o m b r e des ehi í í res de n; et c.'est pourquo i celle-ci me 
semble è t r e plus r e m a r q u a b l e que celle de la fo rme ( 1 ) . 

En on t re , Ies sér ies de Ia fo rme (1) et Ies' sér ies analogues de 
Ia f o r m e 

+ « ( 1 ) + a ( 2 ) + . . . + a ( r ) 
» » V 

+ 

ont la p r o p r i é t é que , si Ie quo t i en t de d e u x t e r m e s consécutifs 
peu t devenir inf iniment g r and , i l doit aussi deveni r nécessaire-
m e n t inf iniment pe t i t . Cet te c i rcons tance ne s 'off re pas dans Ia 
sé r ie (2) de M. L e r c h . 

La convergence de Ia sér ie (2) n ' e x i g e pas , en effet , la condition 

1 

P o u r avoir une e x e m p í e d ' u n e sé r ie i r r égu l i è re , i l suffit de 
p r e n d r e 

un = </W2 (O <$<l<g), 

ou (n) est Ie n o m b r e des chi f f res de n. Mais, si n est de la lorme 

I O v - I , o n au ra ! í ? ± l = ( / 2 ( » ) + l ; p a r conséquen t , I e quotient 
Un 

peu t s u r p a s s e r tou te q u a n t i t é donnée . 
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SUB L E S L I G N E S S P H É R I Q U E S 

P A B 

GEMINIANO PIRONDINI 

( P r o f e s s e u r à ITns t i t u t t hecn ique de Pa rn i e ) 

S-

Formules générales—Applications. Soit L une ligne placée sur 
une sphère dont Ie rayon est k; désignons par s, p, og, r, R r e -
spectivement 1'arc, Ie rayon de courbure absolue, Ie rayon de 
courbure géodésique, Ie rayon de torsion et Ie rayon sphér ique 
de L. On sait que Ies quant i tés que l'on vient de considérer sont 
liées entre elles pai Ies relations 

7VFÍ ^ í t ) 1 - o 
d ou il suit «une ligne sphérique est connue de forme lorsqu on 
donne un de ses rayons p, og, r, R en fonction de l'arc.» 

Exemples. — Si L est une hélice coupant Ies générat r ices r ec t i -
Iignes du cylindre sous 1'angle constant i, il doit ê t re 

k ^tang2Z-Si 

Si L est une Iignes dont Ie rayon de torsion r est constant , on a 

f g = k . t ang ( 0 + 7 ) . 

0 étant une constante a rb i t ra i re . 
5 
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Si l'on r emarque que des relat ions (1) i! dérive 

Po' R = / c . a r c . t a n g - ^ , 
rf 

la dernière égali té nous donne 

K - * ( ! + « ) • 

Douc «toute ligne sphérique donl Ie rayon sphérique est une fon-
ction Hneaire de l'are, est une ligne à torsion constante.» 

S- 2 -

Développée sphérique. — La ligne sphér ique Lj enveloppée par 
Ies grands eereles perpendieula i res <1 une ligne sphérique donnée 
L, est Ia développée sphér ique de L. Soient A e B deux points 
iníiniment rapproehés de L et A | , Bj Ies points eorrespondanls 
de L 1 ; si I on désigne par (Zsj 1'angle de eontingenee géodésique 
de L i , on a 

ds = AB = Zcsin ^ du = Asin ^ (Zs1, 

d o u 

z R 
k sin — 

1 k 

dt i ds 

D'ai l leurs (Zs1 = Ai B1 = CZR, par eonséquent 

(Zs i , . R (ZR 

^ H - I r r k m i -

et si l'on a égard aux formules (1) 

( W 
(^ + P2

9)* ds dsWk*+tf 
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On peut donner une inlerpréta t ion géomét r ique de Ia Iormule 
(2 ' ) ; en efiet Ies (1) nous donnent 

1 I p l r = — cosO, 
W + t f k f s k 

O étant I 'angte sons lequel Ie plan osculateur de L coupe la sphè re ; 
on a donc 

/ s d c o s ô 

Par exemple , lorsque p i s = Const = a, il vient 

dcostí a a 
~ = d o u cos O =6 — - p - s ; 

la ligne L] est un petit cercle de la sphère et sa développante L 
est une hélice sphér ique . 

Donc «la Iiyne sphérique qui jouit de la propriété que Ie cusinus 
de I angIe sous lequel Ie plan osculateur coupe la sphère est une fon-
ction linéaire de iare, est 1'hélice sphérique.» 

Si l'on désigne par i I incIinaison de L sur la droi te rect if iante, 
Ies (1) nous donnent 

COti = I = J2 p 9 p '9 

par conséquent 
Pl9 = A-COti 

k ' 

est une au t re expression de pj j . 
Si l'on suppose i constant , Ia ligne L est une hélice et il r é -

sulte Pi j cons tan t ; donc uune hélice sphérique est toujours une dé-
veloppante d'un petit cercle et vice versá.n 

Si l'on suppose — = as + b, a et b é tan t des constantes, la l i -

gne L est une géodésique d 'un cône (*) , et il résulte 

Pi9 = A ( a s + 6). 

(*) Studi geometrici relativi specialmente alte superfície gobbe—Journal de 
-V- Battaglini, 1885. 
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Donc «SÍ Ie rayon de courbure géodésique de la développée sphé-
rique L1 d'une ligne L est une fonction linéaire de lare de L, cette 
ligne L est sur la sphère une géodésiqne d'un cone, et vice versa.» 

Si l'on pose la condition que 1'arc S1 de L1 soit proportionnel 
à 1'arc de L , on a 

ads = dsi=dR, d 'ou il suit R = as + b. 

Donc «lorsque l'are d'une ligne sphérique est proportionnel à Iarc 
de sa développée sphérique, la ligne est à torsion constante et vice 
versa.» 

Si l'on r emarque que dsy = d\{ = k . d are tang on 0 ^" 

tient par intégrat ion 

(4) Si + a = k. a re tang ^ 

On peut , par Ie moyen des formules (2 ' ) , (4) déterminer Ia 
développée sphér ique d une ligne donnée. 

Exemple. — Soit pff = wis 1'équation de la ligne L; on a 

k Zs1 + a 
s = — tang 

m ~~ dV k 

et la l igne L] a pour équation 

. fs\ + a\ / S 1 f d 
P 1 j = mh . sin I — - — 1 . cos-

S - 3 -

Courbes sphériques parallèles. — Les lignes sphériques L, Li 
sont parallèles Iorsqu 'entre Ies rayons sphériques R, R) de ces li-
gnes on a la relation 

R 1 = R + m, 

m é t a n t une constante . Soient A e t A 1 deux points c o r r e s p o n d a n t s 
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des ligues L, L1 et a, aj Ieurs projections sur Ie d iamètre de Ia 
sphère qui passe au cent re de courbure sphér ique des Iignes L, L\. 
On a 

A t R A i • R l / • R + m 
Aa = A c s i n - ; A j a j = k sin -— = k s i n — - — ; 

k k k 

sin 
, Ajajds \ k , , 

ds i = — = — ds, 
Aa . / R 

sin 
k 

et conséquemment 

/ m , . m R \ , 
ASI = C O Í — + s in — c o t —- ds, 

\ k k k J 
d'oíi par in tégrat ion 

m m fds 
Si + a = s . cos — + k . sin — I — , 

k k J ?g 

a étant une constante. On a d 'ail leurs 

R , , m 
/ c t a n g — T A t n n g — 

Ki K k 
O l j = Atang 

k 1 / . , . m R \ * 

J 
, , m H \ 
k — k tang — tang — I 

c 'est-à-dire 

(6) Piy = 

, / , , m 
k l fg + /ctang — 

m 
k - t a n g - - . ? g 

On peut, moyennant Ies formules (5), (6) dé te rminer la ligne 
sphérique parallèle à une ligne donnée, lorsqi fon donne la dis-
tance constante de ces lignes. 

Courbes sphériques polaires. — Lorsque m = k — , Ies deux Ii-
JL 
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gnes parallèles L, Lj sont polaires et Ies formules (5) (6) devien-
nent 

rds k-
( 3 ' ) S I + A = K — ( 6 ' ) P 1 9 = , 

J Pff Pff 

Exemples. — Si I o n suppose og = ms + n, Ies (5 ' j , (6') nous 
donnent 

WlS1 

cc k — n Iii =£& 
S = , P I 9 = e h ; 

m c 

tel le est 1'équation de la ligne polaire de la courbe sphérique 
donnée. 

Si la ligne donnée est à torsion constante , on a 

P9 = Atang ^a+ — d o u s = r. are s i n ( 6 e r ) — ar 

et l 'équation de la ligne polaire est 
- ¾ ! 

Pl 9 = - — V e r —b*. 

S-

D e u x lignes sphériques polaires L, Lo peuvent se considérer 
comme Ies indicatrices sphér iques respect ivement des tangentes 
e t des binormales d 'une méine courbe de 1'espace. L ' i n d i c a t r i c e 
sphér ique L| des normales principales de ce t te courbe est Ie lieu 
des ex t r émi t é s des quadrants géodésiques tangents à Ia ligne L; 
allons dé te rminer Ia ligne L 1 . 

Soient L2 Ia développée sphér ique de L et considérons Ies points 
correspondants A, A 1 , A2 sur Ies Irois lignes L, L 1 , Li; Ie point 
A1 est Ie pôle de l 'arc A A 2 et conséquemment l 'arc de grand cer-
cle A 1 A 2 est un quadrant perpendiculai re à L 2 ; Ies lignes L1 , Lj 
sont donc polaires. 
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Pour Ia ligne L 2 , développée de L, on a 

9 (¾2 + ?^ d sV /F +P9
2/ A +Pf 

Pour Ia l igne L j , polaire de L 2 , on a 

k- Icdsvi 
P L = ; ««1 = . 

P2G P2» 

et si l'on élimine, en t re ces équations, Ies quant i tés p 2 j , ds% on 
obtient 

(7) Pi f f = 
+ P 9 V 1 

k pgf'g k dS 

d W k i + 

-f-
(8) S j + C O n s t = I 

^ PJ 

Les (7), (8) servent à la dé te rmina t ion de la ligne sphér ique L4 

Iieu des ex t rémi tés des quadran ts géodésiques tangents à une ligne 
sphérique donnée L. 

j. 

Exemples. — Lorsque L est un hélice, p9 = — / / i 2 t a n g 4 i — s2 

et conséquemment Pl3 = k tang i = const . 

Donc «lorsque la ligne L est un hélice sphérique, la Lj est un 
petit cercle.» 

Si S9 est constant, on a p i 9 = ao, c ' e s t -à -d i re «lorsque la ligne 
L est un petit cercle, la ligne L, est un grand cercle.» 

TIIÉORÈME.—«La forme d um ligne sphérique est conue lorsqu on 
a Ie rayon vecteur sphérique exprímé en fonction de l'are de la ligne.» 

Soit L une ligne sphér ique quelconque, II Ie rayon vecteur sphé-
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r ique issu d 'un point A de Ia sphère , L) la ligue que l'on obtient 
par la projection de L du point A sur Ie plan tangent à la sphère 
au point B antípode de A. 

Si M, Mi sont deux points eorrespondants des Iignes L, Lj, 
on a 

A M - A M 1 = AB2; 
et puisque 

H 
A M - 2 A s i n — , AM1 = / 4 / P + H , 4 , 

2 Ic 

H1 é tant Ie rayon vecteur BM1 de Ia ligne plane L 1 , nous avons 
la relat ion suivante entre Ies rayons vecteurs I I , II( 

H 
(9) v / 4 ^ + H 1 2 . . s i n — : = 2A. 

StK 

D'ai l leurs la ligne plane L| est 1'inverse de L par rapport au 
centre A et à la sphère donnée; on a donc 

- 2 

dsi AM H 
( 1 0 — ' T = T = S i n 8 - , 

d s A B 2 k 

( H ) 
dst AM1 4- A:2 + H 1

2 

ds et ds\ é tant 1'arc é lémentai re des Iignes L, L 1 . 
Si Ton suppose que II soit donné en fonction de s, Ies équa-

tions (9) (10) donnent Hj en fonction de S1; en effet on déduit 
de la (9) 

(12) H 1 = 2 / í . cot ~ 

et Ia (10) nous donne par intégration 

c ds 
(13) « Í + c o n s t = / — — — . 

s in 2 -— 
2ft 
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Si l'on effectue 1'intégration (13), il vient 

s\ = f[s), d o i i s = 9 (S1), 

<p étant Ie symbole d 'une fonction convenable; la (12) devient alors 

H 1 = ^(S) = H ? ( ' i ) ] - ® ( « 0 . 

ce qui donne Hj exp r imé par S 1 ; cela suffit à la détermination de 
la ligne plane L1 (Voir Ie vi) , ce qui entraine la déterminat ion 
de L . 

Exemples. — Déterminer la ligne sphérique II = as, a étant une 
constante. 

Dans ce cas 

„ / a \ , 2k / a \ 
Hj = 2 « cot { —-S ), S1 + COIist = cot — S , 

\ 2 / í / a \ 2 / i / 

ce qui nous donne 

OS1 + 6 = - 2 / : cot s 

Donc I I 1 = — (asj + 6), 

équations d 'une spirale logar i thmique dont Ie pòle est à ! 'origine 
des rayons vecteurs I I 1 ; la ligne sphér ique L, inverse de L 1 , est 
donc une t ra jec lo i re isogonale des lignes méridiennes issues du 
point A. 

Donc v.l'équation II = as entre Ie rayon verleur sphérique H et 
Iarc s il'une ligne sphérique caraclérise une loxodromie.» 

Si l'on calcule par Ia relation H = as, la longueur de s co r re -

spondante à H = Ar, on a S = —. C'est 1'expression de la Ion-
a 

gueur totale de la loxodromie sphér ique. 
Si Ia ligne sphér ique L est donnée par l équation 

I I = 2 A a r c s i n ( a s + 6), 
on a 

1 1 , 1 
«i + const = -, d'oii a s + 6 = , 

a as -to asj + c 
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c é tant une constante. La courbe plane Lj est donc représentóe 
pa r 1'équation 

R 
I I i = 2/f cot — = - 2It [ / Ias 1 + c ) « - 1. 

Les formules (9), (11) servent à la déterminat ion de Ia ligne 
sphér ique L lorsqu'on connalt la courbe plane L i ; en effet ces 
équations nous donnent 

(2/f \ V 

(13') s + const = 4 tf/j^ 

et si l 'on suppose d'avoir effectué Ia quad ra tu re (13 ') , on a 

s = f (S1), d o u S l = 9 ( s ) , 

<p étant Ie symbole d 'une fonction convenable. La (12 ) nous donne 
alors 

c 'est 1'équation de L. 

Exemple.—La ligne Lj soit la développante de cercle Ri = /«wi; 
nous avons 

4 P 
s : + cons t : = Iog ((Is1 + 4/c2), d o u ^ a s 1 + M% = ce*k\ 

a 

c é tant une constante quelconque. 
La ligne sphér ique L, inverse de la ligne plane considérée, est 

représentée par 1'équation 

- -

H = 2 / t . are . sin ( — - . e 8k~ 
\ c 
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§• 6 . 

Les coordonnées r ec t angu la i r e s d 'un point que lconque d ' u n e 
ligne sphér ique s ' e x p r i m e n t en fonetion de 1'arc s pa r Ies équa t ions 

r /k* (I-D'2) -D2 ds 

— » " » J V V - l i » - D ' 

n • r> A2 ( 1 - 0 ' 2 ) - D 2 ds 
y = D. s i n j y / 

J / /C2 — D 2 , 

1) étant la dis tance e n t r e Ies points de la l igne et 1'axe de la sphère 
(axe coordonné des z) et k Ie rayon de la sphè re . 

1 
Si l 'on r e m a r q u e q u e Ia c o u r b u r e — de la l igne a pour e x -

0 1 
pression 

on a 

I J K * - D 2 ) | D D " ( A 2 - D 4 ) - / £ 2 ( 1 - D ' 2 ) + D 2 ! 2 + D 2 | D D " ( / í 2 — D 4 ) + A - 2 D ' 2 j 2 

D i I d * V A 2 - D 2 i ' 

ct cet te fo rmule d é m o n t r e Ie t h é o r è m e «une ligne sphérique est 
délerminée lorsqu on connail la distance entre ses points et un dia-
metre de la sphère, exprimé en fonetion de 1'arc.» 

Si dans la fo rmule que I on vient d é c r i r e on passe à Ia l imi te 
pour k = o©, on ob t i en t 1'autre fo rmule 

D I / 1 — I V 2 

F = D L ) ' + D ' 2 - 1 ' 
( U ) 
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qui donne Ie rayon de courbure d 'une ligne plane lorsqu'on a Ie 
rayon vecteur D expr ime en fonction de l 'arc. 

Application. — Nous allons dé te rminer Ies courbes planes re-
marquab les de la Camille carac tér i sée par ! 'équation 

D / a s 2 + 26$ + c. 
Dans ce cas 

D 7 = a * + * , , D" = a C ~ 6 2 

(as2 + 2bs + c)T (as2 + 2 6s + c)« 

e t conséquemment 

/ a W 

Pour que cet te équation représente une courbe cicloldale (épi-
ciclolde, cicloíde, ipociclolde) il faut que Ie coefficient de s4 soit 
néga t i f ; si a est positif, ce t te condition est remplie lorsque a> l; 
si au contra i re a est négatif , Ia condition précédente est toujours 
rempl ie . 

I .0 soit a> 1 . — La courbe représen tée par la dernière équa-
t ion est une épiciclolde, une cicloíde, une ipociclolde selon que 

a a 
la quant i té est < 1, = 1, > 1; mais Ies conditions < 1. 

a , , 1 1 • 
= 1 donnent respect ivement a<—, a = — qui sont en op-

1 ^ a , . 2 a 2 1 
position avec 1 autre a> 1; la condition > 1 donne 

1 — a -
qui est contenue dans 1'autre condition a > 1. Dans Ie cas a> 1 
on a donc toujours !'ipociclolde. 

II .0 soit a< 0. — La quant i té a une valeur numérique 
1 — a 

plus pe t i te que 1 et la courbe est une épiciclolde. 
Lorsque a = l, il résul te p = oo et la ligne est une droite. 
Lorsque a = 0, il résul te 

P = / 2 6 s + ( c —6 2 ) , 

équat ion d 'une développante de cercle. 
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La Hgne est une spirale logar i tbmique si 1'expression de p se 
réduit à la forme ms-f n; cela a lieu lorsque 6 2 — ac = 0. 

Donc «entre Ies Uynes planes représentées par Véquation 

entre Ie rayon vecteur D et Varc s, on trouve: 
a) 1'ipociclo'ide lorsque a est positif et > 1, 
b) Iepicieloide lorsque a est négatif, 
c) la droile lorsque a = 1, 
d) la développante de cercle lorsque a = O, 
e) la spirale logarithmique lorsque b2 — ac = 0 . » 
Exemple.— Comme exemple de la déterminat ion d 'une ligne 

plane moyennant une relation entre Ie rayon vecteur et Fare, nous 
allons résoudre Ie problème suivant «déterminer Vhélice qui, dans 
une rotation autour d'un axe parallèle aux génératrices du cylindre 
qui la contient, forme sur la surface engendrée un système de lignes 
parallèles.» 

Il faut expr imer que Ies t ra jec toi res orthogonales des lignes 
génératrices sont des géodesiques. 

Les coordonées d'un point quelconque d 'une ligne L de Fes-
pace sont expr imables en Ibnction de Fare s de Ia projection l de 
la ligne sur Ie plan coordonné 2 = 0 de la manière suivante : 

D étant Ie rayon vecteur de / et <p(s) une fonction a rb i t r a i r e de s. 
Si Fon fait tourner cet te ligne au tour de Faxe des z, Ies co-

ordonnées d'un point quelconque de la surface engendrée sont 

X = x c o s u — y sin u, Y = x . siri u + y cos u, Z = z, 

'J étant un pa ramèt re indépendant Je s. On en déduit 

D= l / a s 2 + 26s + c 

a; = D cos 
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et Ies quanti tés E, F, G doivent ôtre liées en t re elles par la re-
Iation 

= fonctiori de u. 
E 

Mais dans notre cas E, F, G sont indépendants de v; donc la 
fonction de t; de 1'égalité précédente se rôduit à une constante a 
et la relat ion que l'on vient d '6crire nous donne 

C A 2 - D i D ' 4 

D'ail leurs L est une hélice, et conséquemment z = s . cot i, i 
étant 1'inclinaison constante de Ia ligne sur Ies génératrices du 
cyl indre; en comparant Ies deux expressions de z, 011 a 

. . UD' 
sin i — : = = r = r = 1 > 

[Zai - D - c o s 2 / 
d 'ou en in tégrant 

D = ; -. y/a2 sin4 i - (s cos2 i + b)*, 
sen i cos i 

b é tant une constante a rb i l ra i re . 
Cet te équat ion démont re que «íhélice demandée est placée sur 

un cylindre dont Ia scction droite est une épicicloide.» 
La formule (14) peut è t re général isée de maniòre à Ia remire 

applicable aux Iignes sphériques . En effet si L, Lj sont deux Ii-
gnes de 1'espace inverses par rappor t à 1'origine des axes, Ies co-
ordonnes x>, yj, Z1 d 'un poinl de Lj sont liées aux coordonnées 
x, y, z du point correspondant de L par Ies relalious 

a 2 a 2 a 2 

x = - T T i r x i ' y - iT^yi H j 2 3 H 1
2 3 " K 1

2 " 

a é tant une constante et Rj Ie rayon vecteur de L i . 
Si, ap rè s ces formules, on calcule Ie rayon de courbure p de L, 

on a 

P> V ; , 8 K 1 fl' 
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Mais si I o n a éga rd à la f igure du V. et 011 prend Ia ligne 
sphérique pour ligne L et la l igne plane pour ligne L i , on a 

p (Hg 
a = 2 k , R! = l / 4 A 2 + H i 2 , s j + c o n s t = / — — , 

sin 2 

P1 

Si, après ees formules , on calcule Ies quant i tés qui paraissent dans 
la (15), 0 1 1 peut dire « d a n s une ligne sphérique quelconque Ie rayon 
de courhure p est lié au rayon vecteur sphérique H par la relalion 

1 

r . H H dm , /ÍIIIX2 n 
-Iksm - r r c o s — • - — - • + — — 1 

•Ih 2Ic ds4 \ ds ) 

2 

4 (Z2 

p í U i [-(S1J 
. II - H H (Zs2 

S l I l - - C O S i i - - - S l I i -
2 k 2 k 2 k 

sin 
I I 

2Ã' 

C'est une général isat ion de la formule (14) . 

S - 7 -

Distance entre deux cercles osculateurs consécutifs d'une ligne 
sphérique. 

Nous allons dé t e rmine r la différence en t re l 'arc infmitésimal ds 
d'une ligne sphér ique et l 'arc da du g rand cercle ayant Ies m ê m e s 
extrémités. Si l 'on prend pour axes coordonnés Ia langente , Ia n o r -
male principale et Ia b inormalc d 'une ligne L au point O, nous 
avons dans ce point 

d s \ ( ( Z s ) 0 ( í / s ) o 

d2x\ ( d i z \ n f d i y \ _ l 

o 
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e t pu i sque 

J _ W d i i c Y 

il résul te 

V / - V = I v d x d * X J- 1 A 
^ \ d s / ' 2 1 ds ds" ' ^ ds ds» p* ~ 

Au point 0 nous avons donc 

' d 3 x \ 1 

ds 3 ^ s ' o po 

Si l 'on désigne pa r ds l ' a rc é l é m e n t a i r e de Ia l igne L issu de O 
et par dx, dy, dz Ies coordonnées de son ex t r émi t é , on a par Ie 
déve loppemen t de Maclaur in 

, i l - , í d x \ , , í ' P x i j / ' p ' \ ii'3 , dx - (dx)0 + ( , , J ^ ' - , + _ + j _ + . . . 

d*y \ d s ^ + / d 3 y \ ds 3 

d s V o 2 \ d s 3 / o 6 

m , / « f e \ , . / d h \ ds2 . / d 3 z N ds 3 • 
: ( d z )o + b r M s + - T T . - S - + h r H s - + • • d s / o \ d s V o 2 \ d s 3 / 6 

' d3z \ ds3 

I • 
d s 3 / o 6 

Soit Ia co rde é lémenta i re co r r e spondan t e à 1'arc ds; on a 

~ ,. , Zd3XYdsi Zdi
y Y-ds* , 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 
81 

dou l'on derive , . dsl 
ds-H 

1 2 P 0
2 (ds + J ) ' 

Mais si l 'on subs t i tue ds à ^ au deux i ème m e m b r e de ce t te 
égalité, on vient à negl iger des infiniment pe t i t s d ' o r d r e s u p é r i e u r ; 
conséquemment à un point quelconque d 'une cou rbe de 1'espace 
on a 

«fa-í—s-J-S-di». 
2 4 p2 

Cette formule peut aussi s ' app l iquer au grand cercle qui passe 
par Ies ex t rémi tés de l ' a rc ds de la ligne sphér ique donnée L; 
on a donc 

k étant Ie rayon de la sphè re . On en conclut 

í /ds3 da* 
2 4 V P2 A2 

mais si 1'on subst i tue ds3 ã í/<T3 on vient à négl iger des infiniment 
petits d 'o rdre supé r i eu r . On a donc 

Cela posé, soit Lj une ligne sphér ique quelconque a u t o u r de 
Iaqiielle on a enroulé un fil; si l 'on déroule ce fil avec la condit ion 
qu'il soit tou jours di r igé suivant Ie g r and cercle t angen t à L i , un 
point quelconque du iil engend re une courbe L développante g é o -
désique de L 1 . 

Soient A, B deux points consécutifs de L et A 1 , B1 Ies points 
correspondants de L 1 ; Ies cercles dont Ies rayons sphé r iques sont 
Ies ares A 1 A , B t B , sont deux cercles oscula teurs consécutifs de L; 
la (lifférence B | B — A | A de ces ravons est r i gou reusemen t égale 
a I a rc (Zs1 = A 1 B 1 de la développée, tandis que la distance s p h é -

6 
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r i que en t r e Ies cen t r e s de ces cercles est I a rc daj du grand cercle 
qui a Ies m ê m e s e x t r é m i t é s de (Zs1. 

Mais d<j\ < ds\, donc «deux cercles osculaleurs consécutifs d'une 
ligne sphérique sont extérieurs Vun à l autre.» 

Nous allons d é t e r m i n e r la plus cour te d is tance sphé r ique A entre 
ces d e u x ce rc l e s ; si I on designe pa r R, R + dR Ies rayons sphé-
r i q u e s de ces cercles et si 1'on r e m a r q u e que la dis tance sphérique 
des cen t r e s des cerc les est da\, on a 

A = dl{ — da i = ds j — d<s\ = —— ds\3. 

Si 1'on r e m a r q u e que ( § . 2 ) : 

d S l = d R , P l 9 = f c s i n ( T ) ^ 

on a 
d R 

1 ds 

ou b i en , p a r 1 'application des fo rmules (1), 

m t-êzêi^"**' 

Ces f o r m u l e s . d é m o n t r e n t q u e la plus cour te d is tance entre deux 
cerc les oscu la teurs consécut i fs d ' u n e l igne sphé r ique es t , par rap-
por t à 1'arc é l émen ta i r e ds, un inf iniment pe t i t de t ro is ième ordre. 

Exemple. — Si p9 = ms, m é t an t une cons tan te , on a 

A 1 1 
ds3 24»n s 2 ' 

c ' e s t - à - d i r e « d a n s la courbe sphérique dmt Ie rayon de courbure 

géodésique est proportionnel à l'are, Ie rapport — est proportionnel 
A 

á la deuxième puissance de Vare.» 
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Si I o n désigne par di 1'angle de contingence géodésique de L, 
on a ds = Pgdt et Ia formule (17 ' ) devient 

1 

d o u 
_A 1 

< P ~ 2 4 

Or la formule (2') nous donne 

et d'ailleurs nous avons trouvé au 2: 

„ 2 , k d cos 9 
^2 + P 9 = r. Pi5 = - A — 7 — , cos 9 J ds 

6 étant 1'angle sous lequel Ie plan osculateur de la ligne coupe Ia 
sphère. On a donc 

A /c4 1 d cos 6 
V ' d I » = - 2 4 ' cos 3â ' ds 

L'équat ion (18) donne une relat ion r emarquab le en t re 1'angle 
sous lequel Ie plan osculateur de Ia ligne coupe Ia sphère et Ie 

A 
rapport — de la distance infinitésimale entre deux cercles oscula-

Ue0 

teurs consécutifs à la t roisième puissance de 1'angle de contingence 
géodésique. 

Exemple. — Si —r = const = a, il résulte 
d i J 

i , 2 4 a , 
a . cos 9 = —— ds, 

cos3 6 ' A4 

d'ou par intégrat ion 

1 _ 4 8 a . s + ò 

cos4 6 ~ P ! 

6 étant une constante. 
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Donc adans la ligne sphériqae pour laquelle Ie rapport -- esl 

une constante a, Vangle 6 sous lequel Ie plan osculateur coupe la 
sphère est defini par Végcdité 

k 

cos 0 = — - . 
/ 4 8 a . s + 6 

§• 8 . 

Lignes planes. — Si l'on suppose que Ie rayon de la sphère au-
gmenle indéfiniment, la sphère a pour l imite un plan et la ligne 
sphér ique une ligne p lane; Ie rayon de courbure géodésique p3 

de la ligne sphérique a pour l imite Ie rayon de courbure de cette 
ligne plane. 

Donc «dans une ligne plane deux cercles osculateurs consécutifs 
sont extérieurs Vun à Vautre et la plus courte distance A entre eux 
est donnée ainsi 

La quant i té Ai reiative à la développée Lj de L est 

et puisque 

il vient 

d 'oú 

1 I d p i . , 

2 4 

, df df 
i==~ds ' pi = pd7' 

1 1 d ( d? 

P 

dB 

Ai ^ ds y ds / _ p2 

A do pi ' 
P d 7 
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PJ et p2 étant Ies rayons de courbure de la développée Lj et de 
la deuxième développée L2 de L. 

Si l'on désigne donc par A2, A3. . . . A n - 1 . An Ies quant i tés analo-
gues à A relatives aux développés successives L 2 , L3, . . . L n _ i , Ln 

de L, on a Ies équations 

A j pi A i p 2 A 2 __ 03 A n - I 

A P 2 ' A 2 p 3 ' A 3 P I ' A n p„_|_i 

qui par multiplication nous donnent 

An pi 

A p n + l 

Donc (de rapport de la distanee A rei ative à une ligne L à la 
distance analogue An relative à V n ê m e développée Ln de L est égal 
au rapport du rayon de courbure de la première développée de L 
au rayon de Y (n+ Ijime développée de L .» 

A 
Si l'on pose — = a, a é tant une constante , on a Pi = ap2 

Ai 
c 'est-à-dire 

pi = ap i 
dpi 

d s i ' 
ce qui nous donne 

1 
pi = — «i + 6. 

a 

Donc v.les lignes planes pour lesquelles A = aAi sont des déve-
loppantes d'une spirale logarithmique.» 

Si — = a, a é tant une constante , il vient pi = a p 3 , c ' e s t -à -d i re 
A2 

<íp2 d / dpi \ 
p i = a P 2 — = a P l — ^ p 1 - J , 

ou bien 
á o , \ 1 
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d ' o u pa r in tégra t ion 

dpi si , , 
Pl - J - = - + as j a 

La mult ipl icat ion pour ds j et une nouvelle in tégrat ion nous 
donnent 

p i í = - í - + 2 6 s 1 + c, 
a 

b e te c é tan t deux cons tan tes que lconques . 
Do nc «Ics lignes planes pour lesquelles A = a A-2 sont des dévelop-

pantes de la ligne définie par Véquation Pi =y — + 26sj + c . » 

C e t t e ligne est une c o u r b e cicloidale lorsque a < 0 . 

Si Ton pose Ia condition = — a, a é tant une constante , on a 
dsó 

_ L ^ = _ 2 4 a , d o u — = 2 4 a . s + 6, 
p55 a s o 

A 
c ' e s t - à -d i r e ales lignes planes dans lesquelles Ie rapport est une 

constante, ont pour courbure une fonction linéaire de l'are.» 
La fo rmule (19) qui donne la plus cour te d is tance en t re deux 

cercles oscula teurs consécut i fs d ' une ligne p lane , est analogue à 
celle qui donne la plus cour te d is tance en t r e d e u x tangentes con-
sécutives d ' u n e ligne à double c o u r b u r e ; en effet si l'on appelle í 
ce t t e d i s tance , on a 

(20) i . = .±-ds>, 

p é tant Ie rayon de c o u r b u r e et r celui de torsion de la ligne. 
L e s fo rmules (19) , (20) peuvent ê t re appl iquées à la résolution 

du p rob lème su ivan t : «L étant une ligne plane donnée, on veut la 
réduire à une liyne à double courbure L) par des rotations injini-
tésimales du piau de la ligne autour ses tangentes successives, atec 
la condition que la distance infinitésimale entre deux cercles oscula-
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teurs consécutifs de la ligne plane L soit proportionneUe à la dis-
tance infinilésimale entre deux tangentes consécutifs de Lj.» 

Si 1'on r emarque que, dans Ies rotat ions infinitésimales susdites , 
Ies quantités s, p restent invariables, Ies formules (19) , (20) donnent 

A p ' r 

a étant une constante . Il en dérive 

p' _ 2 a 
p ~ r ' 

d ou par intégration 

rds 

Iog p = Iog b + 2 a J —, 

b étant une constante a rb i t r a i r e ; ce t te égalités peut s 'écr i re 
j-ds 

(21) p = be 

Telle est Ia relat ion entre Ie rayon de courbure p et celui de 
torsion r de la ligne à double c o u r b u r e Lj que l'on dérive de Ia 
ligne plane L. 

Exemple. — Si I'on suppose que la ligne Lj soit un hélice, ou a 

r 
— = tang i, 

P 
i étant TincIinaison constante de Ia ligne sur Ies généra t r ices du 
cylindre, et puisque la (21) nous donne 

r _ 2 a 

T - I r ' 
il vient 

p ' = 2 a . c o t i , 
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d'oíi par intégration 

p = 2a . cot i. s + const. 

La ligne plane est donc une spirale logari thmique coupant Ies 
rayons vecteurs issus du pòle sous l 'angle Ô défini par 1'équation 

cot 9 = 2 a . cot i. 

La ligne Li à Iaquelle se rédui t la spirale L est une hélice 
cylindro-conique. 

Si la ligne Li est une géodésique d'un cône, nous avons (V. Ia 
citation du § . 2 . ) : 

p 
— = ms + n, 
r 

m et n étant des constantes; on a donc dans ce cas 
p p' 

— = + n = , d 'ou o' = 2ams + 2an , 
r 2 a r 

et en intégrant 

(22) p = ams 2 + 2 ans +p. 

La ligne plane L est donc définie par 1'égalité que l'on vient 
d 'écr i re et la géodésique Li du cone, à IaqueIIe se réduit L, est 
définie pa r Ies égalités 

ç, . _ * , ams 2 + 2 a n s + » 
p = ams1 + 2 a n . s + p, r = 

ms + n 

qui donnent Ie rayon de courbure et de torsion en fonction de 
1'arc. 

E n t r e Ies lignes planes représentées par 1'équation (22) il y a 
la cha lne t t e ; en effet dans Ia chalnet te on a 

p = a + — , 
a 
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relation qui , p a r Ie changemen t de 1'origine des ares s peu t 
s 'écrire 

(s + 6)4 S i 2 6 6® 
p = a + = — + — s + — + a , 

a a a a 

b é tant une constante . 
Si l 'on c o m p a r e cet te fo rmule à la suivante 

p = ms 4 -f ns + p, 

on voit que la deux i ème se r édu i t à la fo rme de la p remiè re 
lorsque 

4 ( m p — 1) = n 4 . 

On conclut que Ia cou rbe plane L est une chainet te lorsque Ia 
constante a est liée aux constantes m, n, p pa r Ia relat ion 

Í i ^ r f i —amp +1=0. 

L 'ang le de cont ingence de d 'une l igne est donné par 1'équation 

, ds 
de = — , 

P 

ce qui rédui t la (19) à la suivante 

A _ 1 dp 

2 4 P " d 7 ' 

Donc cda plus courte distancc A entre deux cereles oseulaleurs 
consécutifs d'une ligne plane L est, par rapport à 1'angle de con-

A 
tmgence de, un infiniment petit de troisième ordre. Le raport -p^-

esl égal à la 2 4 e m e partie du rayon de courbure P1 de la développée 
Lj de la ligne donnée.» 
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Lorsque est constant, pi I'est aussi et Ia ligne L est une 

développante de cercle . 
En général si l 'on suppose 

c ' e s t -à -d i re «lorsque Ie rapport —r- est exprime par une fonction de 

Vare, algébrique, rationnelle, entière du dégré n, Ie rayon de conr-
1 

bure de L est exprime par la puissance du dégré — d'une fonction 

de Varc algébrique, rationnelle, entière du dégré n + 1.» 

Un théorème général sur Ies lignes sphériques. — Soit Lo, L| , 
L 2 , . . . L „ _ t , Ln une suite de lignes telles, que 1'une quelconque 
Lt- d 'en t re elles soit une géodésique de Ia développable oscula-
tr ice de lá ligne précédente L ; _ i ; on dira que L„ est une géodé-
sique de 1' n e m e développable osculatrice de Lo- Soient lo, l \ , ••• 
I n - 1 , In Ies indicatrices des tangentes des lignes données; l'une 
quelconque U d 'en t re elles est une développante géodésique de la 
ligne précédente /» t-

Si Í'on suppose que la ligne Ln soit placée sur Ia sphère des 
indicatr ices, la ligne In est Ie Iieu des ex t remi tés des quadrants 
géodésiques tangents à L n , et 1'indicatrice des binormales de L11 

est Ia développé géodésique A11 de L n . En effet la tangente à la 
ligne Ln à un point quelconque est parallèle au rayon de la sphère 
qui abouti t au point correspondant de I n ; au surplus la ligne An 

est évidémment Ia courbe polaire de l n . 

il vient 

p = 4 / 3 V / 2 
v o 

A 

S- 9-
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On peut donc énoncer Ie théorème « l o r squon a une serie de 
lignes Lo, L j , L 2 , . . . L „ _ j , Ln telles, que Vune queleonque Li 
d entre elles soit une géodésique de Ia développable oseulatrice de la 
pricédente L ; _ i , si la ligne Ln est plaeée sur une sphère, sa déve-
loppée géodésique An est la ligne polaire de Vindicatriee In d'une 
géodésique de Vneme développable oseulatrice de Lo.» 

Nous allons appl iquer ce théorème à quelques cas part iculiers . 
Si la ligne Lo infiniment pet i te s 'éloigne à I infini , sa dévelop-

pable oseulatrice se réduit à un cylindre, Lj est un hélice de cette 
stirface, L2 une géodésique d 'un hélicoíde développable (dévelop-
pable dont Tarête de rebroussement est une hélice queleonque) , 
L3 est une géodésique de Ia développable dont l 'arê te de rebrousse-
ment est une géodésique d 'un hélicoíde développable, etc. 

Dans ce cas considérons Ies deux lignes Lo, Lj et supposons 
que Lj soit sphér ique ; Tindicatrice de 1'hélice Lj est un pet i t 
cercle et Ia ligne A| l'est aussi; Ia ligne Lj est donc sur la sphère 
une développante géodésique de ce cercle. 

Donc «Ics hélices sphériques sont des développantes géodésiques 
d'un petit cercle ( théorème connu).» 

On peut dire encore «/es lignes de Vespace dont 1'indicatrice des 
tangentes est une hélice sphérique sont des géodésiques d'un hélicoíde 
développable.» 

Que I'on suppose d'avoir Ies trois lignes Lo, L j , L2 dont la 
demière est sphér ique ; Ia ligne L2 est une géodésique d'un héli-
coíde développable et son indicatrice Z2 est , en force du théorème 
précédent, une hélice sphér ique ; Ia ligne Aa- polaire de /2 , l 'est 
aussi. 

Donc ules géodésiques des hélicoídes développables placées sur une 
sphère, sont des développantes géodésiques d'une hélice sphérique.» 

On peut d i re encore «Ies lignes de Vespace dont Vindicatriee des 
tangentes est une développante géodésique d'une helice sphérique, 
sont des geodésiques d une développable dont Varête de rebrousse-
ment est une géodésiepte d'un hélicoíde développable.» 

Que l'on suppose d 'avoir Ies quat re lignes Lo, L j , L 2 , L3 dont 
Ia dernière est sphé r ique ; Ia ligne L3 est alors une géodésique 
d un hélicoíde développable et son indicatrice /3 est, en force du 
théorème précédent , une développante géodésique d 'une hélice 
sphérique; Ia ligne As est de Ia môine na ture . 

Donc ules géodésiques d'une développable dont l aréte de re-
broussement est une geodésiques d un hélicoíde développable, qui 
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sont placées sur une sphère, sont des deuxièmes développantes gco-
désiques d'une hélice sphérique.» 

On peut dire encore des lignes de l'espace dont Yindicatrice est 
une deuxième développanle géodésique d une hélice sphérique, sont 
des géudésiques d'une développable dont l'aré Ie de rebroussement est 
une géodésiques d'une développable dont Yarcle de rebroussement est 
une géodésique d'un hélicoide développable.» 

Ainsi de suite. 

P a r m e , mai 1 8 8 9 . 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 9 3 

BIBLiOGRAPHIA 

Matufield Merríman. — Método de los cuadrados mínimos (tradu-
zido do inglez para hespanhol por V. Balbin].— Buenos-Aires, 
Í8S9. 

Diz o sr. Mer r iman no prologo do seu excel lente l ivro: 
«Os Elementos do methodo dos menores quadrados foram escr i -

ptos tendo em vista dois objec tos : 1.°, apresen ta r os princípios 
fundamentaes do methodo de uma maneira tão clara, i l lustrando-a 
com exemplos tão pract icos e simples, de modo a torna 1-a ,acces-
sivel á maior par te dos engenheiros civis que não tiverem extensos 
conhecimentos das ma themat i cas ; e 2 .° , dar uma exposição e le -
mentar da theoria , que satisfaça ás necessidades de uma grande 
classe de alumnos, cada dia mais numerosa .» 

Por sat isfazer a estes requisitos foi t raduzida pelo sr. V. Bal-
bin, do inglez para hespanhol, para servir de texto aos alumnos 
da Faculdade de sciencias exactas da Universidade de Buenos-
Aires. 

Consta a obra de dez capitules. 
Nos capítulos I a IV expõe o auctor os princípios do methodo 

dos menores quad rados ; nos capítulos V a IX faz applieaçâo d'estes 
princípios a diversas classes de observações. O capitulo X contém 
um resumo historico, e uma serie de táboas próprias a facilitar 
a applieaçâo do methodo. 

Cada capitulo é seguido de uma lista de problemas proprios para 
exercicio do alumno. 

Gino Loria. — 1 poligoni di Poncelet.— Torino, '1889. 

Contém este interessante opúsculo um discurso, sobre os poly-
gonos de Poncelet, pronunciado pelo sr. Gino Lor ia na occdsiâo 
da sua recepção solemne como Doutor aggregado á Faculdade de 
Sciencias da Univers idade de Génova. 
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Em 1 8 1 7 enunciou Foncelet pela primeira vez o problema se-
gu in te : de te rminar um polygono de de te rminado numero de lados 
que esteja inscripto n 'uma secção cónica e circumscripto a outra. 
Cinco annos depois mostrou este grande geometra que este pro-
blema não admit te sempre solução, e que, quando admit te solu-
ção, admit te um numero infinito d'ellas. É da historia d 'este pro-
blema notável que o sr. Gino Loria se occupa no seu bello tra-
balho. 

Refe re - se p r ime i ramen te aos t rabalhos que a este respeito es-
creveu Jacobi . Es te g rande geomet ra , associando este problema 
á theoria das funcçôes ellipticas, achou por meio d 'esta theoria a 
re lação que deve exist i r entre os raios de duas circumferencias 
e a distancia dos seus centros para que haja um polygono de um 
numero n de lados que possa ser inscripto n uma e circumscripto 
á outra . 

Depois de Jacobi occupou-se dos polvgonos de Poncelet o seu 
illustre discípulo Richelot. Este geomet ra apresentou uma regra 
simples para ob te r os raios e a distancia dos centros de duas cir-
cumferencias taes que n u m a se possa inscrever um polygono de 

lados circumscripto á outra , quando se conhece a relação ana-
Ioga para um polygono de n lados; estendeu á esphera alguns dos 
theoremas de Poncele t ; e apresentou t res methodos para pôr a 
solução do problema debaixo de fórma algébrica. 

Quarenta annos depois de Jacobi se occupar do problema de 
Poncelet, no caso de um svstema de duas circumferencias, foi o 
seu methodo estendido pelos srs. Rosanes e Pasch ao caso de um 
systema de duas secções cónicas. Es tes geómet ras apresentaram, 
com effeito, pela pr imeira vez uma solução, por meio das funcçôes 
ellipticas, do problema que consiste em determinar os coefficientes 
de duas secções cónicas, de modo que um polygono possa ser in-
scripto n u m a e circumscripto a outra . 

Refe re - se t a m b é m o sr . Gino Loria aos trabalhos de CavIey 
sobre este assumpto. O illustre geomet ra inglez descobriu a fórma 
geral do invariante simultâneo de duas secções cónicas que, quando 
se annulla, traz como consequência que estas secções cónicas ad-
m i t t e m polvgonos de Poncelet de um numero dado de lados. 

Occupa-se depois o sr. Gino Loria dos trabalhos para resolver 
o problema de Poncelet por meios puramente algébricos, referin-
do-se aos t rabalhos de Mention, Puiseux e Moutard. 

R e f e r e - s e ainda o auctor a muitos t rabalhos , que aqui não po-
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demos enumera r , tendo em vista dar outras demonst rações dos 
theoremas de Poncelet , applicar a theoria dos polygonos de Pon-
celet á theoria da t rans formação das funcções ellipticas, desenvol-
ver consequências d 'aquella theoria , etc. 

F. Casorati. — Nuuva definizione delia curvatura delle superfície 
(.Rendiconti dei R. Islilulo Lombardo, serie 2 . \ t. XXH). 

A noção de curvatura de uma superfície n 'um ponto dado foi 
definida por Gauss na sua memoria fundamenta l inti tulada — Dis-
quisitiones qenerales circa superfícies curvas — do modo segu in te : 
Considera uma porção infinitesima da superfície que contenha o 
ponto dado e uma esphera de raio egual á un idade . Pelos pontos 
de contôrno da porção considerada da superfície tira normaes á 
superfície, e pelo centro da esphera t i ra paral lelas a estas no r -
maes, que de te rminam pela sua intersecção com a esphera uma 
curva l imitando uma porção infinitesimal da esphera . Posto isto, 
chama Gauss curvatura da superfície no ponto considerado o li-
mite para que tende a razão da área da porção considerada da 
superfície para a área da porção correspondente da esphera quando 
estas áreas t endem para zero. A curvatura de superfície assim 
definida é egual ao producto das curvaturas das secções principaes 
correspondentes ao ponto considerado. 

Principia o sr. Casorati a sua bella Nota fazendo ver os in-
convenientes d 'esta definição, um dos quaes é levar a considerar 
como privadas de curvatura as superfícies planificáveis, que toda-
via se está habi tuado a considerar como superfícies curvas desde 
os primeiros passos na escola. 

Em seguida apresenta um novo conceito de curvatura para sub-
stituir ao de Gauss. Para isso imagina que no ponto O da supe r -
fície, ao qual se deve re fe r i r a curvatura , se colloca a e x t r e m i -
dade de um fio, e que se faz mover a outra ex t remidade sobre a 
superfície conservando o fio sempre tenso. E a área descripta pelo 
fio que o sr. Casorati toma para denominador da fracção cujo li-
mite representa a curvatura da superfície no ponto O. Para ob te r 
o numerador da mesma f racção imagina o auctor que sobre o tio 
se tomam cumprimentos proporciónaes aos ângulos que a normal 
& superfície no ponto O faz com as normaes á superfície na outra 
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ex t r emidade do fio. A nova área obtida é o numerador da fracçào 
considerada. 

Depois de expôr as razões para se adoptar esta definição da 
medida de curvatura da superfície, o sr. Casorati passa a tradu-
zil-a analyt icamente, o que o leva á conclusão de que a medida 
da curvatura assim considerada é egual á media ari thmetica dos 
quadrados das curvaturas das secções principaes. 

Te rmina o auctor por fazer vêr a analogia que ha entre a sua 
definição de curvatura da superfície e a noção conhecida de curva-
tura de uma linha. 

Y. IIlaszycki. — Exlrait d'une Ietlre adressée à M. IIermile (llid-
lelin des Sciences mathématiques, t. x n , 1888) . 

N'esta ca r ta considera o sr. Ptaszycki o integral J F (x, V7K) dx, 

onde F (x, P'U) represen ta uma funcçâo racional de x e de i R, 
e onde é R = (x — ai)"> . . . (x —a*)"*, e procura qual deve ser 

o radical V R para que este integral seja exprimivel debaixo d e 
fórrna finita por meio de operações a lgébr icas e logarithmicas, 
qualquer que seja a funcçâo F. Demons t ra o auctor que, p_ara que 

isto aconteça, é necessário e sufficiente que o radical v R tenha 
uma das formas 

V[x - ^ S V(x — aj)"i (x - a2)m-"i. 
G. T. 
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SUR UNE FONCTION C O N T I N U E D ONT LA D É R I V É E 
E S T P A R T O U T D I S C O N T I N U E 

(Extrail ii'une lettre adressée à F. Gomes Teixeira) 

M. M. L E R C H 

Il peu t avoir que lque in téré t de connal t re une fonct ion Gnie 
et continue dont Ia de r ivée soit aussi finie et d é t e r m i n é e , mais 
partout d iscont inue. Une telle fonct ion s 'ob t ien t à I ' a ide d 'un 
príncipe du à M. W e i e r s t r a s s e t c o m m u n i q u é pa r M. G. Can to r 
(Math. Anna len , t . 19 ) . EIle é donnée pa r la sér ie 

f ( x ) = S Cv {x-
V = O 

a , ) 2 sin 
Tt 

x-

dans laquelle Ies quan t i t é s co, q , C 2 , . . . sont des t e r m e s d 'une 
série abso lument conve rgen te e t Ies quan t i t é s ao, a j , a 2 , . . . 
coiistituent 1 'ensemble condensé dans tou te pa r t i e d 'un interval le 
donné, pa r e x e m p l e (0 1). 

On suppose ensu i t e que ces quan t i t é s a v sont d i f fé ren tes en t r e 
elles et qu 'on r e m p l a c e Ie p r o d u i t 

par s a l imite zéro, lo rsque x = a , . 
7 
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Cela étant la série considérée sera un i formément convergente 
e t , puisqu'elle se compose de te rmes continues, la fonetion f(x) 
sera e l l e -même cont inue . 

Posant , pour ab rége r , 

CY IX— a , ) J s i n =<py («) , 
x — a , 

nous aurons 

f ( x ) = 2 *.(*) 
V = O 

d 'ou 

f [ x + h) — f ( x ) * <p, (x + h) — <pv(a;) 

T v - 0 h 

d 'ou nous allons conclure que Ie premier m e m b r e s'approche 
d 'une limite fmie et dé te rminée lorsque h tend vers zéro. 

J 'observe à cet effet que Ia fonetion çv (x) a une dérivé finie 
et toujours dé terminée . Car celle-ci est donnée par la formule 

(1) ©'»(#) = 2Ci (x — a,) s i n — TCC, cos w w x—a, x—av 

en supposant que x diffère de a , ; mais lorsque <r = a» cette dé-
r ivée sera, par definition, 

<p, (a , + h) — <p, (a , ) . * 
Iim — —— = c v hm A s i n - = O; 

4 = 0 « ft=0 h 

elle sera donnée encore par la formule (1) si 1'on convient de 

p r end re cos ^ = 0, ce que je ferai dans ce qui suit . 

D ' ap rè s un théorème fondamental de Ia théor ie des fonctions 
d 'une var iable réelle, démontré sous sa forme Ia plus général par 
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M. Dini dans son oeuvre sur Ies fonctions, chaque intervalle 
(x... x + h) cont ient une quant i té ÍC, telle que 

(2) 

<pv (x + h) 9» (#) = <p', ( « , ) , 

ce qui donne 

f ( x + h) — f ( x ) 

h = £ ?'»(as.) = 
v = 0 

2 V c, (®v — a, ) sin ic 2 c, cos 
\ V = O Xf Ay K = O Xt — a . 

En supposant maintenant que x ne coincide avec aucune des 
quantités a, je dis qu'on a 

iim 
A = O 

f ( x + h ) - f ( x ) 

h 

(3) 
TT TT 

I= 2 ^ c, ( x — a,) sin * 2 c» cos 
v=0 x — a . 

V = O a; — a . 

En représentant par A Ia valeur du second m e m b r e , j 'aurai en 
effet 

f l p . h h ) - f ( x ) . 

= " 2 V c J (xy — a,) sin — — ( x — a , ) sin — - — 
Co L x—a, J 

— It 2 c» ( c o s 
»=0 \ ; 

cos 
X t — a . — ) • x — a v / 
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E t a n t donné une quan t i t é positive £ aussi pe t i te que l'on veut 
on peut dé te rminer un nombre ent ier p tel que la sér ie 

| c p l + | c p + 1 | + | c p + 2 | + . • • 

soit infér ieure á de sorte que Ia valeur absolue du reste 

R p = 2 2 Cv [x-, — a , ) sin —— ( x —• a , ) sin — — 
v _ p L xi—ai x — av J 

/ * * \ « X c» ( c o s COS 1 

V = P V
 x-—a- X — a J 

sera moindre que 

4 * + 2 * J = ( 4 + 2 « ) * . 

Mais on a 

f ( x + h ) - f ( x ) 

i p Z l r , , » • * i = 2 V f , (ar, — a,) sin Ix — a,) sin 
| L *v—a, x—a,J 

V~X [ « TC \ I i n / \ — tx Y c, ( cos cos > + R p (X) 
A \ ^v-Ov X-OtJi PW 

et on peut év idemment dé t e rmine r une quant i té ho telle que Tin-
tervalle (a; — ho. . . x + ho) ne contient aucun des points ao, «i» 
a 2 , . . . a p _ t , desor te que Ia parenthèse j j sera une fonction 
cont inue dans cet intervalle. 

On pourra donc t rouver une quant i té h \ , moindre que hy, telle 
que Ia dite parenthèse sera infér ieure en valeur absolue à á pour 



IOi 

chaque valeur de h sa t i s fa i san t à 1 ' inégali té \ h\<h\. On aura 
donc pour | h | < A1, 1 ' inégalité 

f ( x + h ) - f ( x ) 
— A < ( 5 + 2 « ) 4, 

ce qui s ' e x p r i m e par Ia fo rmule 

A=O h 

de sor te que l ' équa t ion (3) es t d é m o n t r é e . 
Supposons en second Iieu que x = an. Dans ce cas nous avons 

f ( x + h) — f ( x ) _ <pn (a,t + h) — 9„ (an) " , <p, (a; + A) — (a;) 

h ~ h ± 0 h 

oíi la sér ie 1' ne cont ient pas Ie t e r m e v = n. Pu i sque a„ d i f fère 
de tous Ies au t r e s a , on voit c o m m e p r é c é d e m m e n t q u e 

Iim + 
A=O , = 0 

et comme 

i 
| j m <pn(a„ + h) — 9 n ( a n ) ^ _ 0 

A=O 

la dérivée 

y m f ( x + h ) - f ( x ) 

h 

sera donnée c o m m e p r é c é d e m m e n t pa r la fo rmule (3 ) . 
L a fonction f ( x ) a , pa r conséquent , t ou jou r s une dér ivée f i n i e 
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et dé te rminée , qu 'on peut représenter par la formule 

(3 bis) f'(x) = 2 y. c, (x — a v ) sin * 2 c » c o s . 

TZ , . 

avec la convention de prendre cos Q" — ®. ^ a i s o n * 0 l t i m m ^ -

dia tement que cet te fonetion f'(») est discontinue dans chaque 
point a , et par conséquent dans chaque par t ie de Tintervalle 
( 0 / . . 1) . 
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SOBRE A S FUNCÇÕES D U P L A M E N T E P E R I Ó D I C A S 
D E S E G U N D A E S P E C I E 

P O R 

JOSÉ PEDRO TEIXEIRA 

As ser ies 

2« cosec (« _ * - 2 w K ) : 

q in 

K' 

JnI cosec (x - Z — 2» ' tK') = 

= £ 
e K { — (fin> 

^ ( - 1)«'cosec 2n ' /K ' ) : 
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K K' 
—ir-. 

onde q\ e q r ep resen tam as exponenciaes e e sào abso-
lutamente convergentes em ambos os sentidos, excepto para os 
valores de x e z que sat isfazem á equação 

(1 ) x — z = 2 n K + 2nVK'. 

As funcções 

(2) . . ? (x, z) = ~ 2„ cosec ^7 (x - z - 2nK) , 

(3) . . «pj (x, z) = 2n c o s e c ^ (x-z-2niK'), 

(4) . . (x, z ) = ^ 2 „ ( - 1)" cosec ~ [ x - z - 2n iK ' ) 

considerando x como constante e z como variavel, tôm, no inte-
r ior do para l le logrammo dos periodos, como mostra a equação 
(1) , o infinito x, ao qual corresponde o residuo — 1, e gosam 
das propr iedades 

(5) 

(6) 

(7) 

í<p (x, z + 2 K ) = <p (x, z), 

[ ? (x, z + 2i"K') = — o (x, z), 

(91 { x , Z + 2 K ) = — <pi (x, z), 

I f 1 (x, z + 2 Í K ' = <pi (a?, 2 ) , 

i <p2 (íc, Z + 2K) = — <p2 (x, Z } , 

I <pj (ÍC, 2 + 2 I K ' ) •= — 9 2 (x, z) 

que lhes permi t tem servir de elementos simples na decomposição 
das funcções duplamente periódicas cujos multiplicadores são 
+ 1 , - 1 ; - 1 , + 1 ; - 1 , - 1 . 
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Seja F(z ) uma funcçâo uniforme, que satisfaça a (5), e tome-se 
o produeto F (z) 9 (x, z) Es te produeto é evidentemente uma 
funcçâo duplamente periódica ord inar ia , e por isso é nulla a 
somma dos resíduos relativos aos infinitos que elle possue no in-
terior do paral le logrammo dos períodos. 

Sendo [3t, 3s» • • • » o s infinitos de F (2 ) , dentro do paral lelo-
grammo, aquelle produeto tem alem d'estes infinitos, o infinito x, 
ao qual corresponde o residuo — F (®). Os residuos correspon-
dentes aos 3 deduzem-se de 

AW 9 (x, fo), 
fazendo j = 1, 2 , . . . , m. 

Temos então 
m 

(8) F ( a ) - 2 , - A W 

Se os infinitos P forem múltiplos, e pi,p%,. . .,pm seus graus de 
multiplicidade, en tão os residuos correspondentes deduzem-se de 

Vi kqti) da-1 9 (x, 3 o) 

{g^íy. dw-1 ' 

fazendo t a m b é m j = 1 , 2 , . . ., m, e a formula de decomposição 
será 

(Q/v p / , N " . ¾ AgCiI d9-y<f(x, Py 
( 8 ) = d ^ • 

Devemos advert i r que nesta formula deve tomar-se a unidade 
pelo denominador nullo. 

Se F ( a ) satisfazer a (6) ou (7 ) , as formulas de decomposição 
ainda são as mesmas, mudando 9 em 91 ou em 93. 

II 

Appliquemos esta theoria á decomposição e desenvolvimento 
em serie das funcçôes ellipticas. 
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A funcção dnx satisfaz a (5) e t em o polo 2¾', ao qual cor-
i 6 ' i 

responde o res íduo — — - 7 , sendo 9 e / as quantidades 8 (0) e 
OjY) 

H (0) ; t e remos então 

A 7 T 0 V I I V dnx = — ; r In OIfA. . . / " 

OU 

2 K ' 6 ' « 
' s e n ~ ( a ; - Í K ' - 2 n K ) 

2,t K 

« 6 Til 1 

2 K Qin " * , „ T rv 
c o s 2 ^ / ( ® - 2 n K ) 

snx satisfaz a (6) e tem t ambém o infinito iK ' , com o residuo 
601 
— , ; por isso temos 
M V 

itO0i 1 
s n x = ^ F T T / 2 " 2Kr l l 7i W r 

sen — ( a — ( 2 n + l ) m ' J 
2 K 

CÍUB satisfaz a (7) e t ambém t em o infinito iK', com o residuo 
l 69i 

—; por isso temos 
Tiií) 

wiOOi 
cnx — — - 2n 

2 Ryijr, w 
s e n ^ r ® - ( 2 n + l ) » R ' l 2 K L 

Estas formulas dif ferem apenas p»la notação d'aquellas a que 
chegaram Briot e Bouquet seguindo o seu methodo (*). 

Agrupando os te rmos dous a dous, os que correspondem a 
valores de n eguaes e de signaes contrár ios em (9) e a valores 

(#) Théorie des functions ell iptiques, pag. 293 e 296. 
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de 2 n + l t ambém eguaes e de signaes contrários em (10) e 
(11), chegamos a 

* * = r - ~ + 4 c o s ™ i „ ^ i 

2 r 6 9 i » d + ^ + 1 ) - g 
SlUJC = —— — In 

K / , l V 1 1 - 2 ^ - + 1 cos — + ¢5"+2 

K 

ItX 
2 . 0 0 , / * - ^ ( l - ^ ) e o s ^ 

cnx = -——— Sn 

7 1 1 c o s — + 
K 

As egualdades 

l + qn 

= 1 + (1 + ^ ( - 1)1* cos h * ) , 
1 + 2 ^ 0 0 8 3 + 9 2 " I 1 v i 

I - O n OO OO »» 1 + 1 ) m < r + 1 ) m + , < r m - ^ + W 

que facilmente se demons t ram empregando o processo de divisão, 
permittem-nos d a r âquellas funcções os seguintes desenvolvi-
mentos 

dnx •• 
2K ôjvi 

\ itx IÍX oo r oo / ao u.~a1) 
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2 * 0 0 , Vy^sin 
KX 

2 K < 
SllX = • >' On Í + I n q ' » ( 2 » + 1 ) ( ' 1 + L c o s * 

zx 

\ 1 R 

2JC00| v o c o s — 
1 H 2 K 

K ^ V 
CllX = 

2n qn [ 1 + fm ( - 1 D + Im (- 1 )«"+l gmíSn+l) ^ (_ 1 )(.+1 c o s Ç 

A funcção dnx a inda é susceptível d 'ou t ro desenvolvimento 
que não vem complicado com imaginar ios , como o desenvolvi-
m e n t o p r e c e d e n t e ; p o r q u e 

dnx •• 
t J i h i e * P x ~ i K \ 

' K W 

q\n 

2n < 

A TC® 

K 'OV " 
i+q^eV 

e como 

será 
K Oii i 
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SUR LA T R A N S F O R M A T I O N I S O G O N A L DE W. R O B E R T S 

PAK 

M. M. D'OCAGNE 

La transformation isogonale de W- Rober ts consiste, comme 
on sait, à fa ire correspondre au point M dont Ies coordonnés 
polaires sont p et u, Ie point Mm dont Ies coordonnés pm et wm 

sont données pa r 

Pm = Zf pm. tom = mw, 

ou, en d 'aut res te rmes , au point dont 1'affixe est z celui dont 
1'affixe est kzm. 

Dans un petit Mémoire consacré à cet te t ransformat ion (*), 
j'ai démontré que si n est la normale polaire au point M (c 'es t -
à-dire la portion de Ia normale à la courbe que décri t Ie point 
M, comprise en t re ce point et Ia perpendiculaire élevée par Ie 
pôle O à OM) r Ie rayon de courbure correspondant , nm et rm 

Ies mèmes éléments pour Ie point M m , on a 

ti\ nm n , ( l j m = m — 1 . 
rm r 

Je vais ici faire connai tre une interprétat ion géomét r ique de 
cette formule qui pe rmet de dédui re três aisément du centre de 
courbure en un point d 'une courbe Ie centre de courbure au 
point correspondant de sa t ransformée . 

(») Jornal de Seieneias Mathematicas, 1885. 
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Remarquons d ' abord que la formule (1) peut s 'écr i re 

, n—r rm 
. = m, 

r nm rm 

ou, en appelant C et Cm Ies centres de courbure répondant aux 
points M et M m , 

CN C m M m 

CM ' C m N 1 

= m. 

Des points C et Cm abaissons sur OM et sur OM m Ies perpen-
diculaires CD et C m D m . Nous avons 

D O D m M m 

( 2 ) D M - D ^ r = m -

Soit II Ie point ou la droi te I )D m coupe MM m . Le théorème 
des transversales, appliqué au tr iangle OMiMm, donne 

D O . D m M m . I IM 

DM D m O . H M m 

ou en tenant compte de (2), 

H M 1 

1, 

H Mm m 

Telle est la relat ion géomét r ique que nous voulions obtenir. 
Elle donne Iieu à 1'énoncé suivant : 

La droite qui joint Ies projections des centres de courbure C et 
Cm respectivement sur Ies veeteurs OM et OM m divise la droite MiMm, 
au point H, dans un rapport constant. Les distances du point II 
à M et à Mm sont proportionnelles à 1 et à m. 

En part iculier , pour m = — 1, auquel cas Ies courbes (M) et 
(Mm) sont (à la symétr ie prés par rappor t à OÍC) inverses l'une 
de 1'autre, Ie point II est Ie milieu de MM m . 
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NOVA D E M O N S T R A Ç Ã O DE UMA F O R M U L A DE K I R C H K O F F ( * ) 
( E x t r a c t o de u m a c a r t a d i r ig ida a A. G u t z m e r ) 

M. LERCH 

. . A formula de Kirchkoff que se r e f e r e á ser ie (**) 

OO Mct 

R (x, y,z) = 2 -T-^-— 
a=0 1 — XZ* 

da qual deu ha pouco uma demons t r ação , ( * * * ) fundada na 
serie de He ine , pode ser deduzida da manei ra s e g u i n t e : 

Tomando na serie anter ior os valores absolutos de x, y e z 
menores do que a un idade , vem ev iden temente 

= (a, p = 0 , 1 , 2 , . . .) 

Divida-se agora os t e r m o s d 'esta ser ie absolu tamente conver-
gente em dois grupos , o pr imei ro comprehendendo aquelles em 
que « ^ . p , e o segundo aquel les em que a < | 3 . No p r ime i ro 
pode-se por tanto pôr « < ( A + V, FJ = p., e no segundo A = [A, 
3 = ft + v + l , onde (A e v represen tam quant idades quaesquer 
não negativas. Temos 

R (x, 1/, js) = J ^ f i + ' z(fi+v>l'J-

+ 2 ^ + ' + 1 yV- Zu- (f4 + » + ! ) 

(#) O artigo que segue é traduzido do volume do Zeitsckrift fúr Mathe-
rntik und Physik (Dresde) correspondente a 1888. (G. T.) 

(*#) Sitzungsberichte der Kõnigl. Acudemie d. Wissensehaften zu Bertin, 
1885, pag. 1007-1013. 

(###) Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronómicas publicado pelo 
Dr- F. Gomes Teixeira, vol. vm, pag. 81-88 . 
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OU 
OO X^rjV-Zl l i oo + I w P z K f + l ) 

d ' o n d e s e t i r a f i n a l m e n t e a f o r m u l a d e K i r c h k o f f : 

OO 1 — XVZ^ Ia 

R ( ¢ , * ) = 2 T I r ^ — — - T & y * z l i > 

q u e q u e r í a m o s d e d u z i r ( * ) . 

P r a g a , 1 5 d e m a i o d e 1 8 8 8 . 

(*) O methodo empregado é tirado de unia carta do sr. Hermite ao 
sr. Fuchs (Sur Ies valeurs usymptotiques de quelques fonelions numériques; 
Journal fiir die reine und augewandle Mathematikj t. 99). (M. L.) 
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SOBRE 0 IN TEGR AL J ^ c o t (a - a) dx 

POR 

F . GOMES TEIXEIRA 

cot (x—a.)dx tem uma importancia considerável 
o 

na theoria da integração das funcções racionaes de seno; e c o s a , 
coroo fez vêr o sr. He rmi t e no seu Cours d'Analyse (pag. 3 4 2 e 
seguintes), onde determinou es te integral por um methodo e n g e -
nhoso, e em seguida n 'um art igo publicado no tom. II d 'es te 
jornal, onde o determinou por um methodo mais e l emen ta r . Aqui 
vamos apresen ta r um meio t a m b é m elementar para ob te r o 
mesmo integral , fazendo-o depender do integral 

O integral J 

r* f (x) dx 

J0 TTyWi' 
Seja a = a + bi, o que dá 

í c o t ( x - a - b i ) = f C ° S ( X - a - b ^ X 

J J sen (a — a — bi) 

/"cos (x — a) cos ib + sen (x — a) sen ib ̂  
J sen (a — a) cos ib — cos (a—a) sen bi 

8 
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ou, por ser 
, e~b + eb 

cos ib -

sen ib •-

2 

e-b _ eb 

2 i 

/

/ te—6 + eb) cos (ar— a) — i (er~b — eb) sen (as—a) , 

cot (x - a) = -—r ^ - '- —r J dx. 
J (e~b + el) sen (as — a) + i[e~b — eb) cos ( a s - a ) 

Mult ipl iquemos agora o numerador e denominador da ultima 
fracção por 

(er~b + eb) sen (as — a) — i (e~b — eb) cos (as — a), 

o que dã 

2 sen ( x — a)dx J cot (as — a) das =J-

-iJ 
e-2 b + e2 6 _ cos 2 ( x - a ) 

e - M - e ^ d x 

(«—6 + sen2 (as — a) + (e—b — e6)2 cos2 (x—a) 

= 4 l o S t 6 - 2 6 + c26 - 2 cos 2 (as - a)J 

rf x 
{e-b + ei>)(eb-e~b) 

cos2 (as — a) 
(e-b _ e^)2 + (e-i- + eí-)2 tang 2 (<r - a) 

= 4 Iog [e""26 + e-b-2 cos 2 (as — o] 

r H d » 

— Í 

t a n S ( * - " ) ] 

, f e - 6 + ^ ~ T i 
" f L e = W t a n g ^ _ a ) J 

2 ' 
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Mas por ser 
e - 2 b 4. e2b > 2 ) 

a funcçâo 

Iog [e-9-b + e26 - 2 cos 2 (a - a)] 

tem um ramo real com valores iguaes no ponto x = 0 e x = 
Logo te remos 

d —: T tans p—b—pb ng (x — o) J 

cot Ix — a) dx = — ! I r— ; 3> V ; I I H + Í 1 , / I 2 

—; r tang [x —a) 

O integral que entra no segundo membro é da forma 

Cr- f'[x)dx 

J 0 t + [ f ( x ) Y ' 

e vamos por isso appl icar- lhe o t heo rema 

Cn f' (x) dx 
J 0 / + ( / ( a , ) ] » = A r ° t a " g / - ( l t ) _ A r C ^ ^ f ( 0 > + ( " ~ "*) * » 

onde n r epresen ta o numero de vezes em que a funcçâo f [ x ) 
passa pelo infinito indo do positivo para o negativo, em o numero 
de vezes que f ( x ) passa pelo infinito indo do negativo para o 
positivo. Pondo 

A * ) = ^ ¾ t a n S ( * - « ) ' 

e notando: l.° que , quando x varia desde 0 até TC, tang (a? — a) 
passa uma só vez pelo infinito indo do positivo para o negativo; 
2.° que a f racção 

e~b+'ef> 

e-b—eb 
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é positiva ou negativa segundo 6 é menor ou maior do que zero, 
conclue-se que f ( x ) passa uma só vez pelo infinito, indo de posi-
tiva para negativa quando 6 < O, e de negativa para positiva 
quando é 6 > 0. 

Temos pois 

quando 6 > O, e 

quando 6 < 0. 
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BIBLIOGR APHIA 

Annaes do Observalorio Astronomico do Iiio de Janeiro, t. m, 1 8 8 8 . 

O assumpto do tomo ni dos Annaes do Observatório Astronó-
mico do Rio de Janeiro é a passagem de Venus que teve logar 
em 6 de dezembro de 1 8 8 2 . Sabe-se que entre os methodos 
empregados para de te rminar a distancia da T e r r a ao Sol nenhum 
ha que possa competir com o methodo fundado nas observações 
das passagens de Venus pelo disco solar. Desde que este methodo 
foi apresentado por Halley em 1 6 7 7 , qua t ro foram as passagens 
que tiveram logar, e duran te todas ellas se fizeram as observações 
necessarias para deduzir aquelle elemento fundamental da As t ro -
nomia. 

Ent re os paizes que mandaram expedições observar a passa-
gem de 1 8 8 2 occupa logar importante o Brasil, que mandou t res 
expedições observar este phenomeno, es tabelecendo-se uma na 
ilha de S. Thomaz (Antilhas), outra em Puenta Arenas , no estreito 
de Magalhães , outra em Pernambuco . 

O tomo IH dos .-Innacs do Observatório contém os relatorios 
destas missões, escriptos em lingua portugueza e f ranceza. 

O primeiro Helatorio é da missão de S. Thomaz e foi escripto 
pelo sr. Barão de Teffé , chefe da expedição, director dos t r a b a -
lhos hvdrographicos do Brasil. Segue-se o Ilelatorio da commis-
são de Pernambuco, cujo chefe foi o sr. J. de Oliveira Lacail le, 
astronomo do Observatór io do Rio de Janeiro. F ina lmente vem 
o Relatorio do sr . Cruls , o i l lustre d i rec tor do Observatório do 
Kio de Janei ro , que dirigiu a commissão de Puenta Arenas . 

O methodo empregado ,pelos astronomos brazileiros para de-
terminar a paral laxe solar Ioi o methodo dos contactos obtidos 
por projecção, e o methodo fundado na medida da distancia dos 
centros do Sol e de Venus obtida por um processo devido ao 
antigo director do Observatório sr. E. Liais. Cada Relatorio traz 
as observações que r fes te sentido se fizeram e as observações 



1 1 8 JORNAL DF, SCIENCIAS 

astronómicas e metereologicas que se fizeram para determinar 
outros elementos necessários para a resolução do problema pro-
posto, taes como determinação das coordenadas do logar, estudo 
da marcha dos chronometros , etc. 

Além d'isso o Relator io do sr. Barão de TeíTé contém informa-
ções interessantes relat ivas ao paiz em que teve logar a observa-
ção, á viagem effectuada para Ift chegar , e t c . ; c o Relatório do 
sr . CruIs é acompanhado por umas interessantes Notas de viagem 
em que o sr . L. F. de Saldanha da Gama descreve as regiões 
visinhas do Es t r e i to de Magalhães. 

O volume publicado pelo Observatór io astronomico do Iiio de 
Jane i ro a respei to da ultima passagem de Venus dá a maior 
honra a este impor tante estabelecimento, e é de natureza a oc-
cupar um logar dos mais distinctos entre as publicações relativas 
a este phenomeno. 

Te rmina remos por dizer que a edição é primorosa e mostra 
quanto no Brasil está adiantada a ar te typographica . 

G. de Longehamps. — Algèbre, 2.e edition. — Paris, ISSO. 
Supplément. — Paris, 1890. 

Na pag. 1 0 9 do t . vm d'este Jornal publicámos já uma noti-
cia sobre a pr imeira edição da Álgebra do sr. Longehamps. A 
respei to da nova edição d 'este livro excellente só temos hoje a 
dizer que o auctor fez n'elle algumas modificações para o tornar 
conforme aos p rogrammas para a admissão na Escola PoIyte-
chnica de Par is , e o aperfeiçoou em alguns pontos. Assim a nova 
edição contém, além das doutr inas que entravam na primeira, 
uma theor ia da convergência das series, noções sobre os infinita-
mente pequenos e sobre as differenciaes, alguns princípios de 
calculo integral , o theorema de Maclaurin para o desenvolvimento 
das funcções em serie e sua applicação ás funcções (1 + x)m e1, 
s e n a , c o s a , l o g ( l + íc), os primeiros princípios do calculo das 
differenças, etc. Cada capitulo da obra é seguido por uma lista 
de exercícios muito bem escolhidos. 

Do SuppJemento foi t ambém jft dada uma noticia rapida na 
pag. 111 do t. v i u d 'este jornal. A nova edição contém, como 
a antiga, a theoria da convergência das series, os princípios da 
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Analyse infinitesimal, a theor ia das differenças, etc. Na nova ed i -
ção desenvolveu porém mais o auctor a par le relativa á Geome-
tria infinitesimal, e introduziu tres novas lições, uma relativa ás 
coordenadas t r i l ineares, outra relativa ás coordenadas tangenciaes 
e uma terce i ra relativa á intersecção das curvas do 2 . ° g ráo . 

G. de Longchamps. — Les fonctions pseudo et hyper-Bernoullien-
nes ele. (Mémoires couronnés de !'Academie R. de Belgique, 
t. LIl). 

Principia o auctor a sua bella memor ia pelo estudo da lei de 
recorrencia 

A n ? ( n ) = A 1 A „ _ i + A 2 A „ _ 2 + . . . + A„_-i A 1 

(A1, A 2 , etc. representando uma serie composta de um numero 
infinito de números e 9 (n) uma funcçâo dada de ») , e por fazer 
vêr que, por meio d'esta re lação, se pôde expr imi r a lei de r e -
correncia d 'a lgumas series impor tantes , taes como as series que 
representam os desenvolvimentos de sen a1, cosa;, etc. 

Em seguida estuda o auctor o caso em que <p (ra) representa a 
funcçâo an + b, a e b r epresen tando números constantes . N 'es te 
caso a relação anter iormente considerada representa a lei de r e -
correncia dos desenvolvimentos em serie de tanga; , T h x , x c o t x , 
etc., e de um integral part icular da equação de Ricca t i : 

y1 + AyI = Bxm. 

Este ul t imo resul tado é pr incipalmente impor tan te , porque só 
se conhecia até aqui o integral d 'es ta equação debaixo da fórma 
de quociente de dois integraes definidos ou de duas series . 

G. Peano. — / principii di Geometria logicamente esposli. — 
Torino, 1889. 

Nas pr imeiras linhas do prefacio do seu importante opusculo 
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expõe o auctor c laramente qual o objecto que tem em vista. Diz 
com effeito, o sr . Peano : 

«Quaes são as entidades geometr icas que se podem definir, e 
quaes as que se devem acceitar sem def inição? E ent re as pro-
pr iedades , exper imenta lmente verdadeiras , quaes é necessário 
acceitar sem demonst racção e quaes se podem deduzir como con-
sequência. 

«A analyse d 'es tas questões, per tencentes ao mesmo tempo á 
Lógica e a Geometr ia , são o objecto dYste livro.» 

A questão de que se occupa o illustre geometra de Turim é 
a mais diflicil de todas as questões de geometr ia e t em sido obje-
cto de t rabalhos importantes . 

Como no opusculo de que se deu noticia 11a pag. 5 4 , os ter-
mos, per tencentes á Lógica e á Geomet r ia , para o enunciado das 
proposições são subst i tuídos por signaes, o que permit te enun-
ciar estas proposições de um modo r igoroso c que não dá 
logar a ambiguidades . No principio do livro vem uma lista destes 
signaes. 

O pr imeiro paragrapho do opusculo contém os signaes das en-
t idades geometr icas que se não podem definir. 

O pa ragrapho segundo contém todas as definições de que se 
faz uso. 

Os paragraphos seguintes contêm 16 axiomas e os theoremas 
que dependem d 'estes axiomas. Cada axioma é immediatamente 
seguido dos theoremas que dependem d'elle e dos anteriores. 

Termina o livro uma serie de notas muito interessantes con-
tendo explicações relativas ao assumpto principal. 

G. W. Johnson. — Trazado de curvas dadas em coordenadas car-
tesianas (traduzido do inglez para hespanhol por V. Balbin). 
— Buenos Ayres, 1889. 

O principal objecto d'este livro é a determinação da forma das 
curvas quando são dadas as suas equações em coordenadas car-
tesianas. O auctor, para tornar o seu livro accessWel a maior 
numero de leitores, emprega sómente methodos algébricos. A im-
portância do assumpto , a clareza com que está escripto, e a boa 
escolha das doutrinas levaram o sr. V. Balbin a traduzil-os em 



MATIIEMATICAS E ASTRONÓMICAS 1 2 1 

Iingua hespanhola para servir de tex to aos alumnos da cadeira 
de Calculo graphico na Universidade de Buenos Ayres . 

J. A. Serrasqueiro. — Tratado de Álgebra Elementar. — Coimbra, 
1890. 

Veja-se o que se disse na pag. 46 do t. v i u e na pag. 1 2 2 
do t. v a respei to d'esta obra . 

G. Lalbalettrier. — Trigonometrie rectiligne suivie des príncipes de 
la tiouvelle Géometrie du Iriangle. — Paris, 1889 (lithogra-
p liado). 

Consta esta obra de duas par tes . A pr imeira contém a T r i g o -
nometria rectilínea. N 'es ta par te expõe o auctor as doutrinas que 
se encontram habi tualmente nos livros que se occupam d 'este 
ramo da Geometr ia . 

Na segunda par te vem uma exposição clara e bas tan te com-
pleta dos princípios da nova geometr ia do tr iangnlo. E a par te 
verdadeiramente interessante do livro de que estamos dando no -
ticia, e que merece ser lida por aquelles que querem te r conhe-
cimento das bellas questões per tencentes a este ramo moderno 
de geometr ia . 

Termina o livro por uma collecção de exercicios relativos a 
todos os assumptos de que o auctor se occupa tanto na pr imei ra 
como na segunda pa r t e . 

H. J. Clasen. —Sur une nouvelle méthode de résolution des équations 
Unéaires et sur I application de cette méthode au calcul des déter-
minants. — Paris, 1889. 

Para fazer conhecer o methodo a que se r e f e re o opúsculo de 
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que queremos dar noticia, appl iquemol-o ao caso de três equações 
a t res incógnitas 

a x + b y + c z = d 

a' x + b' y + C1 Z = d1 

a"x 4- b"y + c"z = d". 

Por meio d 'estas equações fórma o sr. Clasen duas novas 
equações taes que numa d'ellas não entre x e na outra não entre 
y, e taes que x e y t enham o mesmo coefficiente. 

Es tas novas equações são 

(<ab1 - ba')x + [cb1 - bc') 2 + bd1 - tfò' = 0 

(<ab' - 6a') y + (,ac' - ca') z + da1 - ad' = 0. 

Depois o auctor multiplica a pr imei ra d 'estas equações por 
— a" , a segunda por —b" e somma os resul tados com a terceira 
das equações propostas para t e r a equação que dá z. 

Como se vê o methodo tem analogia com o methodo de re-
dução ao mesmo coefficiente, do qual differe todavia em alguns 
pontos essericiaos. 

No seu in teressante opusculo o sr. Clasen expõe com toda a 
genera l idade o novo methodo e Iaz vêr quaes são as suas van-
tagens . Mostra , com effeito, que , ao contrar io do que acontece 
com os outros methodos , o novo methodo indica e faz desap-
parecer os factores communs que se int roduzem durante o cal-
culo; que o numero das operações a executar é menor ; final-
mente que faz conhecer , logo que en t ram em calculo, as equações 
incompatives com as usadas an te r io rmente . 

Inauguradon de Ia nouveile Sorbonne. — Paris, 1889. 

Contém este opusculo os discursos pronunciados pelos srs. 
Gréa rd , l l e r m i t e , Chautemps e Fall ières no dia 5 de agosto de 
1 8 8 9 , pela occasião da inauguração da nova Sorbonne. 

No seu magnifico discurso o sr. He rmi t e traça a historia bri-
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Iliante do ensino das mathemat icas neste es tabelecimento de 
instrucção. 

Foi em 1809 que as ma themat i cas tomaram logar en t re os 
assumptos ensinados na Sorbonne, e desde então até hoje foram 
elles ensinados por homens eminentes como Lacro ix , Poisson, 
Biot, F rancoeur , Hache t t e , S tu rm, Poncelet , Delaunay, Le Ver r ie r , 
Lamé, Liouvil le , Se r r e t , D u h a m e l , Chasles, Cauchy, Puiseux, 
Briot, Bouquet e outros que ac tua lmente ainda continuam a obra 
de tão g randes mest res . 

O sr . H e r m i t e r e f e r e - s e a todos estes geómet ras mostrando o 
papel que cada um d'e!les representou nas sciencias mathemat icas 
e physicas, e quaes os principaes t rabalhos e descobertas com 
que concorreram para o progresso d 'estas sciencias. 

M. Lerch. — Inlroduction à une théorie élémentaire des intégrales 
elliptiques (Annales scienlifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 
3." sér ie , t . v i , 1 8 8 9 ) . 

Deve-se ao sr. H e r m i t e o ter mostrado pela pr imeira vez o 
papel impor tante que represen tam cer tas linhas em que uma 
expressão analytica se torna discontinua (coupures) no estudo 
das funcçôes definidas por in tegraes imaginarios . Approve i tando 
esta doutr ina, o sr. Lerch expõe os principios da theoria das 
funcçôes ellipticas sem a consideração dos integraes curvilíneos. 
Parte para isso o auctor do in tegral 

onde x r epresen ta uma variavel real ou imaginar ia , e mostra 
que este integral define uma funcçâo analytica de x com qua t ro 
pontos criticos. 

Em seguida estuda o auctor a influencia do caminho seguido 
pela variavel x sobre o valor da funcçâo precedente para mos t ra r 
que a funcçâo é duplamente periódica. 

Estudado o integral precedente , passa o sr. Lerch ao estudo 
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da funcção inversa da funcção definida por este integral estu-
dando para isso, como Briot e Bouquet, a equação diflerencial 

S = ^ ( T - S i ) ( I - M ) . 

Deve-se observar que em todo o seu bello trabalho o illustre 
geometra de Praga não emprega outras considerações que as que 
são relativas aos integraes das funcções imaginarias de variaveis 
reaes e ôs series, e que o novo methodo de t ractar dos funda-
mentos da theoria das funcções ellipticas tôm uma superioridade 
considerável, sob o ponto de vista da clareza, sobre o methodo 
fundado na consideração dos integraes curvilíneos. 

M. Lereh. — Sur certains développemenls en séries Irigonome-
Iriques. 

O principal objecto d'esta memoria é o desenvolvimento em 
serie tr igonométrica da funcção definida pela serie 

OO J 

m = _ 2 r , 

que contém como caso particular uma outra serie anteriormente 
estudada pelo sr. Appell . 

P. Appell. — Sur Ies invariants de quelques équations di/feren-
tielles (Journal des Mathematiques, 4' série, t. v j . 

Nesta importante memoria occupa-se o eminente geometra 
francez do estudo dos invariantes e dos casos de integrabilidade: 
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I.0 das equações differenciaes da lo rma 

ao + aty+ . . . +anyn 

y = - [p < n) 

que conservam a mesma fórma quando se toma uma nova variavel 
dependente n e uma nova variavel independente Ç ligadas com x 
e y pelas relações 

dZ, 
y = /, u (x) + v (x), — = *i (x); 

2.° das equações differenciaes homogeneas re la t ivamente a j e 
suas derivadas que conservam a mesma forma quando se faz 

, s dl 
y = nu(x), ju = T i(a). 

•/. Ptaszycki.— Sur la réduction de certaines intégrales abéliennes 
à la forme normale (Mathematisehe Annalen, t. xxxmj. 

N'esta Nota importante estende o sr. Ptaszycki aos in tegraes 
que dependem de uma raiz qualquer de um polynomio inteiro um 
theorema demonst rado pelo sr. He rmi t e para o caso dos in te-
graes hvperellipticos, segundo o qual a reducção d 'es tes integraes 
á fórma normal pôde ser effectuada por meio de operações a lgé -
bricas. 

J- Ptaszycki.— Sur Vintégration algébrique des differenlielles algé-
briques (Acta Mathematica, t. xi). 

N'este ar t igo appresenta o illustre geomet ra russo um t h e o -
rema importante que lhe permit te resolver de um modo novo o 



1 2 6 JOl tNAL DE SCIENCIAS 

problema que consiste em expr imi r o integral ydx (y estando 

ligado a x por uma equação algébrica) por meio de uma funcçâo 
algébrica de x, ou a mos t ra r que este integral não é algébrico. 

S. Pincherle.— Alcuni teoremi sidle frazioni continue (Rendiconti 
delle R. Accademia dei Lincei, 1889). 

O auctor appresenta alguns cri tér ios impor tantes para decidir 
da convergência de a lgumas fracções continuas. 

Gino Loria. — Rassegna di aleuni scritti sui poligoni di Poncelet 
(Bibliotheca Mathematica de G. Enestrõm, 1889). 

G. Enestrõm.—Meddelande om Svedenborgs matemaliska arbeten 
(Ofversigt af K. Vetenskaps Akademiens Fórhandlingar, 1889). 

Uidrag till de matematiska studiernas historia i Svenge une 
der femtonhundratalet (Stein). 

Eduard Weyr. — O theorii forem bilinearnych. — Praze, 1889. 

Notice sur Ies travaux scienlifiques et littéraires de Aristide Marre. 
— Rome, 1889. 

G. B. Guccia. — Su una proprietà delle superfície algebriche 
dotate di singolarità qualunque (Rendiconti delia R. Accadertua 
dei Lyncei, 1889. 
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Sulla intersezione di tre superfície algebriche in un punto 
singolare, ele. (Item). 

Nuuvi teoremi sulle superfície algebriche dotale di singola-
rilà qualunque. (Item). 

Sopra un recente lavoro concernente la reduzione dei sislemi 
lineari di curve algebriche piane (Rendiconti dei Circolo Matemá-
tico di Palermo, t. m). 

Sulla singularità composte delle curve algebriche piane. (Item). 

P. S. Schoute. — Sur un théorème relatif à lhessienne d'une 
forme binaire (Rendiconti dei Circolo malhematico di Palermo, 
t . m ) . 

G. IIumbert. — Théorèmes concernant une classe de sur faces algé-
briques (Rendiconti dei Circolo Matematico di Palermo, t. III). 

II. G. Zeuthen. — Note sur Ies huit points d'intersection de trois 
surfaces du seconde ordre (Acta Mathemalica, t. x n ) . 

E. de Longchamps. — Sur Ies égalités à deux degrés (Journal des 
Mathématiques élémentaires, 1889). 

Sur Ie cercle de Joachimstal (Mathesis, t. XII). 

f. Engel. — Zur invariantentheorie der Systeme von P f a f f s schen 
Gleichungen (Rericlilen der Kõnigl. Sachs Gesellschaft der Wis-
senschaften, 1889). 

M. Lerch. — Sur un théorème fondamental dans la théorie des 
équations di/ferenlielles (Comptes rendus des séances de la Societé 
royale des Sciences de Rohême, 1889), 
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S. Pincherle. — Di unestensione deli'algoritmo delle frazione con-
tinua (Rendiconti dei R. Istituto Lombardo, ser ie 2.", vol. xxn) . 

C. Pdz. — Herr Kúpper und der PoMke' sche Beweis der Satres 
von Pohlke, Graz, 1889. 

E. Cesaro. — Contribution à la théorie des limites (Bulletin des 
Sciences Mathématiques, t . x m ) . 

L. Burmester. — Kinematische Untersuchung der Mechanismen mil 
Bandtrieb (Civil-ingenieur, t. x x x v ) . 

G. T. 
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DUAS F O R M U L A S D E A N A L Y S E 

POR 

JOSÉ BRUNO DE CABEDO 

(Professor na Univers idade de Coimbra) 

Sejam F (a;), Fj (x) expressões finitas e de terminadas , e f (z), 
f i (z) funcçôes que gozam da mesma propr iedade no intervallo 
de x a x + h. 

Se, além d'isto, a equação Fj (a;) + / t /"j(z) = 0 não tem raiz 
alguma dent ro do intervallo considerado, t e r - s e -ha 

F (a) + f\x + h ) - f [ x ) _ F (g) + Hf [x + Hh) 

Fj [x) + /', [x + h ) - /-J (x) ~ F , («) + hj\ [x + 0 h)' 

designando por 0 uma quant idade comprehendida en t re zero e a 
unidade. 

Com effeito, fazendo 

F (x) + f ( x + k ) - f ( x ) 

a consideração da funcçâo 

>1- (z) = F ( r ) + f (z + h) - f (z) - A [ F , (x) + fx(z + h)~ f{ (z)] 

= F (x ) - A F 1 (x) + f ( z + h) - A ft (z + h) - f ( z ) + A f i (z) 

= F (x) - A F 1 [x) + h [f ( « + QA) - A f'i (z 4- U)] 
9 
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dá, pondo z = a e notando que é <j/ (a) = 0, 

A = 
F (x) + h f ' ( x + oh) 

F 1 (a) + k f t ( x + b h)' 

A proposição correspondente no calculo integral enuncia-se da 
manei ra seguin te : 

Sejam F (a), F1 (a) expressões finitas e de terminadas e f(z), 
f\ (z) funcções que gozam da mesma propr iedade no intervallo de 
x a ar + h. 

Se, além d'isto, a equação F1 (a) + h f\ (z) = 0 não tem raiz 
alguma dentro do intervallo considerado, t e r - se -ha 

designando por Q uma quant idade comprehendida entre zero e a 
unidade. 

Para dar uma applicação da formula que acabamos de dedu-
zir, consideremos as equações 

. . ( 1 ) 

f ( x ) = f ( x 0 ) + ( x - x 0 ) f ' ( x 0 ) + . . . 

(x —' 1 ."X 
+ ^ J y r r - 1 W + T j y - o - r w * 

• (2) 

F (x) = F (a0) + (a - x 0 ) F ' (T0) + . . . 

(x ^n1Im—* I Cx 

i T 7 r F m — 1 (a0) + 7 — (x - í)™-1 Fm (í! dl 
( m - l j ! (m — 1)! J Xo 
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das quaes se tira 

F (x) - F ( x 0 ) - . . . - { x ~ * 9 ) h F s (X0) 

' M ^ - 1 W 4 . , , ^ , (a?—iro) 
( H l ) ! 

(X Xn)m—' I I^x 

(m—1)! ( W - I ) U l o
1 

ou 

F ( X ) - F ( X 0 ) - . . . _ f c ^ F * ( x 0 ) 

M i + 1 

" F j ) T ; ' ^ ( « — ! ) ! ' " ^ ' H j i 

[I-Xni'''+' It (r Wim 

H i y r ^ f t + 1 • • + ^ ^ Z T y i - " f " 1 - ' (irO) + | [ (^ — 9 ) m _ 1 F m [x 0 +6(x—xo) ] 

Verificadas as condições q u e pe rmi t t em fazer uso das e q u a -
ções (1) , (2) , acha- se assim demons t rada a notável formula d e s -
coberta pelo il lustre r e d a c t o r d 'es te jornal ( * ) . 

(*) Nourelles Annales de Mathcmatiques, Xa serie, tomo v. 



1 3 2 JOltNAL DE SCIENCIAS 

SOBRE A S FUNCÇÕES E L U P T I C A S 

POR 

JOSÉ PEDHO T E I X E I R A 

I 

As funcções duplamente periódicas ordinarias 

, 9 (x, z) = 1 „ cosec (x — z — 2 ni K') 1 1 K K 

( 1 ) 2 iti ~ (x-z) s 72" 
i11 z 

(2) . . . 

K " S ) 

+ O R ' Z) = - ^ F T C O S E C ~TFI — 2 — 2 N KJ 
t K i Jv 

_ 2 « 91a" 

" R " 

K/ _ 
Ondeg r = C K , < / j = e K ' , considerando z como variavel, têm, 
no inter ior do para l le logrammo dos periodos, a primeira os in-
finitos x, x + K, e a segunda x, x -f t 'K', aos quaes correspon-
dem, n 'uma e n 'outra , os resíduos — 1, + 1. 

Seja F (z) uma funcçâo duplamente periódica, e tomem-se os 
productos F (z) 9 [x, z), F (z) ^ [x, z) que têm evidentemente a 
mesma propr iedade . 
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Suppondo que são |3|, j3a» • • •< Pm os infinitos de F (z), no in-
terior do para l le logrammo acima considerado, e p\, . . pm 

seus graus de multiplicidade, o theorema de Liouville, applicado 
áquelles productos, dá immedia tamen te 

»1 Vi AnO') 
(3) . .. F (x) - F (x + K) = j - ^ j r j d t f - 1 ¥ (* ' 

i i ( 9 ~ 1 J 1 

m pj A (/) 
(4) . . . F (x) - F (x + t'K') = I j - ^ r 1 * (*. ?>])• 

1 i (</— 1 J ! 

As propr iedades indicadas pelas equações que acabamos de 
achar per tencem a todas as funcções duplamente periódicas de 
primeira especie . 

Em par t icular , se F (x) satisfizer a 

(5 ) F ( a + K ) = - F ( x ) , 

a equação (3) torna-se em 

i m pj A (j) 
( 6 ) = 

se satisfizer a 

(7 ) F (x + iK ' ) = — F (x), 

a equação (4) to rna - se em 

1 m Vi A JJ) 
( 8 ) F (X) = ¥ 2 , ¾ ^ ^ ' H ^ W ; 

e se satisfizer a 

F ( x + K ) = ± - 1 - , 
v ' r (x) 

F (x + iK ' ) = + v r (x) 
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as equações (3) e (4) dão 

1 m w A0O') 
( 1 0 ) . . . F (x) = - % Ig - ^ t t ^ / - l [9 (x, 3;) MJ • 

Encont ram-se mui tas funcçôes duplamente periódicas perten-
centes ás t res classes caracter isadas pelas equações (5), (7) e (9), 
as quaes poderão , conseguintemente , ser desenvolvidas em series 
t r igonométr icas de senos e cosenos, ou em series de exponenciaes 
pelas formulas que apresen tamos . 

11 

T o m e m o s para exemplos as t res luncções 

dnx „ , „ snx , v cnx .. , , 

snx cnx cnx dnx ' snx dnx 

Estas funcçôes sat isfazem respect ivamente ás equações (S), (7) 
e (9). A primeira tem os infinitos o, K, aos quaes correspondem 

k 8 6 k 0 b 
os residuos , r; a segunda tem os infinitos K, K + JK' 

Tl1Yl' 7)7/ 

e os residuos , 1 a terceira tem os infinitos o, K + ÍK' 
Vbr,1 k19 ' 

e os residuos — (*). As formulas (6), (8) e (10) dão 
S 1 V G1 ' 

A;O1Qtc (" 1 1 
= 2» 2 n , V K 

s e n J ( x - 2 N I K ' ) s e n ~ ( x - K - 2 n i K ' ) ' 
K K 

( " ) F W - í ^ i 
T l 1 V K " TC 

s e n — [x—2ntK) 
K 

(#) kè o modulo; Ic1 o modulo complementar; e 6,d r ep re sen tam 0 (o), H (o). 
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Fi (x) • 
QlM TC 

' k'W K ' . (ar—K) j , ^ ( i - K - . K ' ) 
q\>ne^' - 1 g t

4 » e K ' 

{ 1 2 ) F l ( a ; ) = F 6 V K ' 2 " 2 ira; ' 

F2(X) = 
"I1 6 TC 

Se 1 H 1 K 
2n-

1 
• + 

1 

•Trn J sen ~ ( x — 2 n £ K ' ) sen J | x - ( 2 n + l ) í K ' ] 
K ' K 

+ Vll 1 T̂C 

O 1 VK' 
2 n 

KX 

I-KX 
e K ^ ^ i n - 1 

2n 
e K ' Ç l 2n+1 

2 ira; 

( 1 3 ) . . F 2 ( x ) a ^ L y n
 1 

' 2 (^ V K Tc Q 1 VK' 2 n 

sen — ( x — n i K ) 
K 

YI1QTC E K ' Q \ N 

HlCX 
1 - C - K r

i l
2 " 

Empregando as operações conhecidas , faci lmente de ( 1 1 ) d e -
duziríamos 

AQ1QTC 1 TCX 
F(*} = ^ P s e o T + 

i c K X X a 
+ 4 sen — J n q2 n 

& 1 

. , J , m 2 a I C X 
1 +2 , , ,¾ ' "" 1 1 + 2 * cos -^j-— 

i Iv 
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As formulas (12 ) e (13 ) podem também escrever-se dos se-
guintes modos : 

2 Ú » (2m+l)*a 

F 2 ( X ) = 
V) I Q "7C 

• r K X X 

+ 4 sen — In qn 

Jv 1 

Vi1 & TT 

2 G V K 

1 + 
i 

(2ro+1)itx 

TkX 
cosec — + 

K 

2m 7 ( f 1 1 cos — — J 

T j p In Im e K' q[*m+1)„. 
OlYl K. o 

i 
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A P P L I C A Ç Õ E S DE UMA F O R M U L A Q U E DA AS D E R I V A D A S 
D E O R D E M Q U A L Q U E R DAS F U N C Ç Ô E S D E F U N C Ç Ô E S 

POR 

F . GOMES T E I X E I R A 

Sejam dadas as funcçôes 

y = f{u), u = <f(x). 

A formula que vamos npplicar é a seguin te : 

n! -pr (u')a iU")6 . . . («(»))' 

(1) » w = 2 — — - -
W y a ! 6 ! . . . Il (21)" . . . (»!)' 

onde o sommator io se r e f e r e ás soluções inteiras positivas da 
equação 

a + 2b + 3c+ . . . + n/ = n, 
e onde é 

,- = 0 + 6 + . . . + / . 

N'um ar t igo publicado no tom. vi l (pag. 150) d 'es te jornal 
mostrámos como se podiam deduzir d 'esta formula a lgumas for -
mulas conhecidas de analvse, que é costume obter por processos 
diversos. Aqui vamos junc ta r a estas applicaçôes as duas s e -
guintes. 
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Formula de Waring 

Seja 

U = A o x m + A 1 X m - 1 + . . . + A m ^ x + A m = O 

uma equação dada e sejam x\, . . ., xm as m raizes d'esta 
equação. 

Por ser 

U = Ao (x — x , ) (x - x 2 ) . . . (x — x m ) 

temos 
m 

Iog U = Iog A 0 + 2 Iog (x — x w ) , 

e por tanto , der ivando esta egualdade n vezes relat ivamente a x, 

dn Ioe U „ , m 1 
, S = - I ) " " 1 ( n - 1 ) ! 2 

dx" v ; v Z j (x — x«) n 

o que dá 
m 1 (— 1)" ' d» Iog U 

i (x — xM )" ~~ (n — 1)! ' dx" 

D'es ta egualdade deduziu o sr. M. d 'Ocagne, empregando uma 
das expressões conhecidas que dão a derivada de ordem n de uma 
funcçâo de funcçâo (* ) . uma formula que dá a somma das poten-
cias semelhantes das raizes da equação proposta em funcçâo dos 
coeíiicientes da equação . Empregando para o mesmo fim a for-
mula (1) ob tem-se a formula de War ing , como vamos ver. 

Por ser 

U(m+1) = 0, U( m + 2 ) = 0, etc. , 

(*) Jornal de sciencias mathematicas e astronómicas, tomo VII, pag- 133-
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a derivada de ordem n de IogU é dada pela formula 

( /" IogU " * ( « ' - 1)! U ~ * U ' a • . . U W 
2 ' ' n\h\ 1\ (9.r\b . Cm!v ' dx« y a ! ò! . . . H ( 2 ! ) 6 . . . ( m ! / 

e portanto temos 

1 ( t— 1)! U ~ 1 U'"U' / f t . . • 
2 ( « - « . ) • ~ 1 ) n n 2 ( ~ " 1 ) 1 ' a ! 6! . . . / ! (2!)> . . . ( « . ! ) ' ' 

e, pondo X = O, 

1 ( t - 1 ) ! U 0 - i W a . . . U 0 W 
2 x n - - H 2 ( 1 ) 1 o ! 6 ! . . . / ! ( 2 ! ) » . . . ( m ! ) ' ' 

Temos porém 

U 0 = A m , U 0 ' = A m _ i , U 0 " = 2 ! A m _ 2 , 

Uo'" = 3 ! A m _3 , . . . , D 0 O - m ! A 0 . 

Logo 

2 1 } -VibTTTTTi ' 

AppIicando agora esta formula á equação 

Aw xm + A m _i<r m — 1 + . . . 4 A1 x + A 0 = O, 

cujas raizes são reciprocas das raizes da equação p r ime i ramen te 
considerada, temos a formula de Waring 

" . , . ( J - - I ) I A 0 - i A 1 " . . . A m
! 
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onde a, b, I sâo as soluções inteiras positivas da equação 

a + 2 6 + . . . -f ml = n, 
e onde é 

i = a + b+ . . . + / . 

H 
Desenvolvimento de sen «çp segundo as potencias 

de cos 9 

Consideremos a funcçâo 

y = are tang x. 

Der ivando-a uma vez vem 

y i+x4 

Derivando agora n — 1 vezes y' por meio da formula (1), onde 
se deve pôr 

y = u~M= 1 +x2, 

vem 

y'n)=2 ( - • a l b T — — 

onde o sommator io se r e f e re ás soluções inteiras e positivas da 
equação 

a + 2 6 = » — 1, 
e onde é 

1 = a + b; 
e por tan to 

«(«) = ( - l ) « - i ( n - 1)! 2 ( - 1)» ( " - 1 - 2 ) ' 

x ( 2 í c j " - 1 - 2 B ( l + í c s ) B - » , 



MATIIEMATICAS E ASTKONOMICAS 1 4 1 

OU 

j , W l ) - i ( „ _ 1 ) 1 2 ( - 1 ) ' ' 

x ( 2 x ) « - i - 2 3 (1 + a ; * ) ^ » , 

onde o sommator io se r e fe re a todos os valores inteiros positivos 

de 3 desde zero a té ao maior inteiro contido em — - — , se n é 
n — 1 

par, e a té ———s se n é impar . 
Jt 

Por outra pa r t e , pondo 

x = cot ç 

temos 
do 
- = - s e n * < p , 

e portanto 
1 

- sen2 <p, 
1 + cot2 9 

y" = 2 sen 9 cos <p ~~ = — sen 2<j, sen 2 <p, 
GiCC 

d ii 
y"1 = — 2 sen <p (cos2 <p sen »p + sen 2<p cos <p) —— 

GiCC 

= — 2 sen 3 ip sen 3 ip. 

Continuando as derivações acha-se , por inducção, a lei s e g u i n t e : 

y(») = (— 1)" ' ( n— 1)! sen" <p sen u<p. 

Para a demons t ra r derivemos outra vez, o que dá 

y("+l) = 1 )n—1 I j j n ( s en»- 1 <p cos ç sen n<j> + sen" <p cos n<p) 

= (— I )" n! sen"+ 1 ip sen (» + 1) <p. 
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Logo se a lei é verdadeira para a der ivada de ordem n, tam-
bém é verdadeira para a der ivada de o rdem n+ 1. Como se viu, 
porém, d i rec tamente que é verdadeira para as t res pr imeiras deri-
vadas, segue-se que é ge ra l . 

Comparando agora as duas expressões de y,n\ que vimos de 
achar , temos a egualdade 

sen Mf = sen 9 2 (— 1 (2cos<p) , ) — i - s p , 

que pre tendíamos achar . 
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C O N G R E S S O I N T E R N A C I O N A L D E BIBLIOGRAPHfA 
DAS SCIENCIAS M A T H E M A T I C A S 

Nos dias 16, 17, 18 e 19 de julho de 1 8 8 9 reuniu-se em 
Paris um Congresso internacional de Bibliographia das sciencias 
mathemat icas , com o fim de discutir um projecto de publicação 
de um repor tor io bibl iographico d 'es tas sciencias. Uma commis-
são, presidida pelo sr . Poincaré, m e m b r o do Inst i tu to , tinha an te -
cipadamente preparado o projecto de classificação a seguir no r e -
portorio bibl iographico. Es te projecto Ioi discutido no Congresso 
nos dias 16, 17 e 1 8 ; e no dia 19 foram tomadas as resoluções 
seguintes : 

Resoluções votadas pelo Congresso 

O Congresso internacional de Bibl iograpbia das sciencias ma the -
maticas, reunido em Paris a 19 de julho de 1 8 8 9 , toma as r e -
soluções segu in tes : 

1." Convém publicar um reper tor io b ibl iographico das scien-
cias mathemat icas , dest inado a poupar aos estudiosos longas e 
penosas indagações. Este r epe r to r io deverá conter os títulos das 
memorias relativas ás mathemat icas puras e applicadas, publicadas 
desde 1 8 0 0 até 1 8 8 9 inclusivamente, assim como dos trabalhos 
relativos á historia das mathemat icas desde 1 6 0 0 até 1 8 8 9 in-
clusivamente. Estes titulos serão classificados não pelos nomes dos 
auctores, mas pela ordem lógica das matér ias . 

2.° Se rão publicados successivamente supplementos a este r e -
pertor io; o pr imei ro será consagrado aos t rabalhos publicados 
desde 1 8 8 9 exclusivamente até 1 8 9 9 inclusivamente, e os sup-
plementos seguintes aos períodos de dez annos que se segui rão . 
Em cada supplemento , as omissões descobertas no reper tor io ou 
nos supplementos precedentes serão reparadas . 

3 . a São excluídas do reper tor io as obras classicas que não con-
tiverem resultados or iginaes e dest inadas aos aluinuos dos di-
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versos estabelecimentos de instrucção e aos candidatos aos diversos 
exames . Serão egualmente excluídas as memorias publicadas nas 
collecçôes scientifieas especialmente dest inadas a estes candidatos. 
Todavia, como diversas collecçôes scientifieas apresentam um cara-
cter mix to e contêem, ao lado de numerosos exercícios que não 
podem ser úteis senão aos estudantes , alguns t rabalhos originaes, 
estes últimos trabalhos serão mencionados no reper to r io depois 
de a escolha ter sido feita pela administração d estas collecçôes 
e a commissão permanente instituid;; pela decima resolução ter 
dado parecer favoravel. 

4.° Os t rabalhos relativos ás mathemathicas applicadas não 
deverão ser mencionadas no reper tor io , excepto quando elles in-
teressem os progressos das mathemat icas puras . Os t rabalhos rela-
tivos á as t ronomia, já mencionados na Ilibliographia de IIouzeau 
e Lancas te r , são excluídos do reper tor io . 

5." O Congresso adopta para o reper tor io a classificação pro-
posta pela sua commissão de organisação, com as modificações 
votadas nas sessões de 17 e 18 de julho de 1 8 8 9 . Os diversos 
titulos mencionados serão repar t idos em um cer to numero de 
classes, subdivididas em subclasses, divisões, secções e subsecções. 
As classes serão designadas por uma letra maiuscula : ellas po-
derão ser subdivididas em subclasses designadas por uma Iettra 
maiuscula affectada de um expoente . As classes ou subclasses 
subdividem-se em divisões designadas por um algarismo arabe, 
e estas em secções designadas por uma lettra minuscula latina, 
as quaes poderão ainda ser divididas em subsecções representadas 
por uma let tra minuscula g rega . Assim, a subsecção a da secção 6, 
fazendo par te da divisão 3 da subclasse L 1 , será notada assim 

L 1 3 b a 1 . 

6.° Os titulos dos t rabalhos escriptos n W r a s Iinguas que não 
sejam a al lemã. a ingleza, a i taliana, a hespanhola e a latina serão 
seguidos da sua t raducção Iranceza. 

7." At tendendo a que poderá acontecer que por uma razão 
qualquer um sábio entenda dever adoptar um modo differente de 
classificação, o Congresso faz votos para que este sábio empregue 
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uma notação que não possa ser confundida com a descripta na 
quinta resolução, e evite em todo o caso o emprego do rectângulo 
figurado acima. 

8." At tendendo a que o t rabalho do reper tor io levará ainda 
muitos annos, e que importa fornecer aos indagadores novos in-
strumentos no mais curto praso possível, o Congresso faz votos 
para que as diversas publicações periódicas consagradas ás m a t h e -
maticas publ iquem uma taboa geral das matér ias contidas nos 
seus volumes, conformando-se com a cjassificação adoptada acima. 
O Congresso será muito agradecido aos adminis t radores d 'estas 
publicações se p res t a rem, quanto poderem, o seu concurso, para 
esta classificação, á Commissão permanente . 

9." Para facili tar o es tabelec imento dos supplementos con-
sagrados aos t rabalhos poster iores a 1 8 8 9 , o Congresso faz votos 
para que cada auctor faça segui r o t i tulo da sua memoria da nota-
ção definida na quinta resolução; que se o auctor deixou de o 
fazer, os adminis t radores das diversas publicações periódicas, ou, 
quando estes o não fizerem, os redactores das publicações analy-
ticas que de rem noticia d estes t rabalhos, que i ram encar regar - se 
d'este cuidado. 

10." E instituída uma Commissão permanente para velar pela 
execução das resoluções precedentes . Ella é composta dos m e m -
bros f rancezes: srs. Poincaré, Désiré André , H u m b e r t , d 'Ocagne, 
Charles H e n r v ; e dos membros ex t range i ros : srs. Catalan, Bierens 
de Haan, Glaisher, Gomes Te ixe i ra , I lo ls t , Valentin, Emi le W e y r , 
Guccia, Enes t rom, Gram, Liguine, Stephanos. A séde da Com-
missão permanente é em Par i s , onde deverão residir o presidente 
e o secretario. Se se derem vagaturas n'esta Commissão, deve 
ella completar-se escolhendo novos m e m b r o s ; ella é egualmente 
auctorisada a aggregar novos membros em numero qualquer . Es ta 
Commissão resolverá a respeito das addições á classificação ado-
ptada que os progressos da sciencia poderão tornar necessários 
e a respeito das difficuldades a que der origem a interpretação das 
resoluções precedentes . No caso de, por uma razão qualquer , lhe 
parecer necessaria uma nova conferencia entre os mathematicos 
dos diversos paizes, a Commissão organisará um novo Con-
gresso internacional, ou em Paris, ou n 'outra qualquer cidade da 
Europa. 

11." O Congresso faz votos para que tanto em França como 
no ext rangeiro os diversos jornaes mathemat icos dêem a maior 

IO 
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publicidade ás precedentes resoluções e ás decisões futuras da 
Commissão pe rmanen te . 

Um re sumo das actas do Congresso, contendo as resoluções 
precedentes e a classificação das questões do dominio das scien-
cias mathemat icas approvada pelo Congresso, vem de ser publi-
cado em um opusculo. 
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B I B L i O G B A P H I A 

G. de Longehamps.— Essai sur la Géomelrie de la règle et de 
1'équerre. — Paris, 1890. 

O objecto que o auctor t em em vista n 'esta obra é resolver, 
usando só da régoa ou da régoa e do esquadro , muitos problemas 
pertencentes à Geometria practica. 

Comprehendo-se faci lmente a vantagem que ha em estudar os 
methodos de resolver certos problemas de Geometr ia por meio de 
determinados instrumentos. Nas applicaçôes d 'esta sciencia tem, 
com effeito, de se a t tender aos ins t rumentos de que se dispõe 
para esta resolução, visto que, em cer tas circumstancias mater iaes , 
se é obr igado a resolver os problemas geometr icos que appa re -
cem usando só dos instrumentos de que se dispõe ou que são 
applicaveis n 'essas circumstancias. 

A obra consta de duas par tes . Na pr imeira o auctor apresenta 
os princípios theoricos de que tem necessidade. Na segunda t racta 
da applicação d 'estes princípios a muitos problemas de a g r i m e n -
sura e a r t e da g u e r r a . 

A pr imeira pa r te abre por uma introducção histórica, em que 
o sr. Longehamps dá noticia dos t rabalhos de Geometr ia , publ i -
cados an ter iormente , que têem relação com o assumpto de que 
se occupa, re fe r indo-se mais desenvolvidamente ás Solutions peu 
connues de dijférents problèmes de geometrie pratique, de Servois, 
livro que, como o auctor diz, mais se approxima do seu. Em se -
guida vem uma sórie de theoremas relativos á theoria das t r ans -
versaes, muitos dos quaes são objectos de generalisações e des -
envolvimentos novos da par te do sr . Longehamps, e que fazem 
objecto dos capitulos l . ° e 2 . ° 

Nos capitulos seguintes t racta o auctor dos problemas funda -
mentaes na geomet r ia da régoa e do esquadro ; t racta dos m e t h o -
dos para dividir uma recta em par tes eguaes ; t racta do t raçado 
das cónicas e das tangentes e das normaes a estas curvas; do t r a -
çado de a lgumas cubicas (cissoide, es t rophoide, t r icetr iz de M a -
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claurin, folium de Descar tes , serpent ina , t r iden te de Newton, 
cubica de Agnesi , cubicas parabólicas e Iiyperboticas, e tc . ) ; tracta 
das curvas do quar to grào unicursaes, e, em part icular , do folium 
duplo, do caracol de Pascal, da lemniscata, do trifolium recto, do 
folium simples, etc. (capítulos 3 . ° a 12.°). 

Na segunda par te tracta p r ime i ramen te o sr. Longehamps dos 
problemas de agr imensura , occupando-se do problema que tem 
por fim de te rmina r a largura d 'um rio, do problema que tem por 
fim prolongar uma recta além d 'um obstáculo, do problema que 
tem por fim de te rminar a distancia de um ponto accessivel a um 
ponto inaccessivel, do problema que tem por (im achar a distancia 
de dois pontos inaccessiveis, e de vários problemas relativos a 
pontos, rectas e figuras inaccessiveis. 

De todos estes problemas apresenta o auctor mais do que uma 
solução, visto que, como elle bem diz, quando se opéra sobre o 
te r reno , as condições mater iaes que são exigidas a uma solução 
podem tornal-a comple tamente illusoria. 

As applicaçòes precedentes são t rac tadas nos capítulos 1.° a 8.° 
Os capítulos seguintes (9.° a 10.°) são destinados a problemas 
de ar l i lher ia , a diversos problemas relativos a um ponto inacces-
sivel no espaço, etc. 

L imi ta r -nos -hemos a estas rap idas indicações sobre o bello 
livro do sr. Longehamps, cuja lei tura é das mais attrahentes e 
proveitosas. 

Memoria sobre a determinação das coordenadas geograpliicas do 
Observalorio do Castello dcS. Jorge, em Lisboa.—Lisboa, 1890. 

O Observatório do Castello de S. Jo rge , em Lisboa, é o ponto 
d o n d e se observou o pr imeiro ar imuth da t r iangulação portugueza, 
e por isso t em-se procurado de te rmina r com a maior exactidão 
possível as suas coordenadas geographicas . Estas coordenadas 
foram determinadas pr imei ramente por meio de observações di-
rec tas pelo dr . Ciera no Iim do século passado, e depois pelo 
general Folque em 1 8 3 7 ; e mais t a rde foram determinadas in-
di rec tamente , deduzindo-as das coordenadas do Observatório da 
Marinha e do Observatór io astronomico de Lisboa, com os quaes 
se ligou o Observatório do Castello de S. J o r g e por meio de pe-
quenas tr iangulações. Tendo-se encontrado algumas discordâncias 
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nos valores obtidos para a la t i tude d 'este Observatório pelos meios 
que vimos de mencionar , resolveram os geodesicos portuguezes 
determinar de novo por meio de observações directas as coorde-
nadas d 'este ponto geodesico impor tante . A presente Memoria 
contém os resul tados d 'estas observações, que foram feitas nos 
intervallos de 10 de maio de 1 8 8 6 a 14 de junho do mesmo anno, 
e de maio de 1 8 8 8 a maio de 1889 pelos srs. Brito Limpo, F e r -
nando Costa e A. J. d 'Avila. 

Abre a Memor ia uma noticia histórica sobre as determinações 
anteriores das coordenadas que se pre tendem achar . Vem depois 
a descripçâo e de te rminação das constantes do instrumento e m -
pregado nas novas observações feitas em 1 8 8 6 e 1 8 8 8 a 1 8 8 9 , 
que foi um theodoli to de Kcpsold; a descripçâo e apreciação dos 
methodos empregados para de te rminar a lati tude, que foram o 
methodo das distancias zeni thaes e o das passagens pelo pr imeiro 
vertical; as taboas das observações, etc. Segue-se uma serie de 
taboas contendo o valor da la t i tude correspondente a cada observa-
ção e as medias correspondentes As observações feitas no mesmo 
dia com a mesma estrella. Finalmente vem a discussão de todas 
estas observações que levou a tomar para valor da lat i tude pedida 
o numero 3 0 ° . 4 2 ' . 43 ' , 6 3 1 ± O ' ' , 036 . 

O res to da Memoria re fe re - se ao azimuth do Observatór io do 
CasteUo de S. Jorge — Serres, c contém a descr ipçâo do methodo 
empregado para o de t e rmina r (methodo das digressões da polar) 
e uma serie de taboas contendo as observações que para esse fim 
se fizeram; re fe re - se á de terminação da differença das longitudes 
entre este Observatór io e o Observatór io astronomico de Lisboa ; 
e finalmente re fe re - se rap idamente à de te rminação da alt i tude do 
Observatório do Castello. 

J. Neuberg. — Algunos sistemas de barras articuladas; trazado me-
cânico de las Uneas (traduzido do francez para hespanhol por 
V. Balbin), Buenos Aires, 1890. 

A serie dos t rabalhos impor tan tes que o sr. V. Balbin tem t r a -
duzido para hespanhol, com o intuito de ser util aos aluinnos da 
Universidade de Buenos-Ayres , temos hoje de accrescentar aquelle 
cujo titulo vimos de enunciar . 
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» 
Contém o presente opuseulo uma conferencia feita pelo illustre 

professor da Universidade de Liège , sr . Neube rg , na ^ssocmfão 
dos alumnos das escholas especiaes, annexas â Universidade de 
L iège , em que o auctor se occupa dos mais impor tan tes systemas 
de ba r ras ar t iculadas e do t raçado mecânico das curvas. Eis os 
pontos es tudados : pantographos, inversores, apparelhos de Kempe, 
el l ipsographos, conicographos, pedal de circumferencia, pedal de 
parabola , pedal de cónica com centro, e compasso analagmatico. 

Ch. Hermite. — Sur Ies polynômes de Legendre (Rendiconti dei 
Circolo Matematico de Palermo, tom. i v ) . 

N 'e s t e ar t igo apresenta o g rande geometra francez uma demon-
s t ração muito elegante das relações 

r + 1 r + 1 „ 2 
XmX„dx = 0, / Xn* d:t , 

J - 1 J - 1 2n + l 
par t indo do integral 

C xPdx 

-1 \ / i - 2 a x + a i 

Depois mostra que as relações de Laplace e Jacobi 

• x n = ± r J L z , 
W J 0 (x + ^ x t — 1 cos <p)B 

1 r* 
(x+ SZxi- 1 cos $.)"(/?, 

J O 

podem ser deduzidas muito facilmente da formula 

dt tiis í J X A/* + B í + C v B Í Z Ã C 

demonstrada no seu Cours d'Analyse (pag. 2 8 9 e 2 9 0 ) . 
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G. Enestrõm. — Programme d'un Cours Universilaire d'liisloire 
des malhématiques (Bibliotheea mathemalica, 1890). 

O auctor , depois de expor algumas considerações relat ivas ás 
vantagens de introduzir nos cursos universitários a historia das 
mathemat icas , e alguns conselhos sobre a or ientação a dar a estes 
cursos para serem proveitosos, expõe uin p rogramma de um curso 
da historia das mathemat icas em trinta lições. 

Depois vem uma lista das obras e memor ias mais importantes 
que se devem consultar para a redacção de cada lição. 

P. H. Sehoute. — Sur Ies quadruples équianharmoniques ou har-
moniques (Association française pour I avaneemenl des sciences, 
Paris, 1889). 

N'esta memoria impor tante o illustre professor da Universidade 
de Groningen ex tende alguns theoremas relativos aos quádruplos 
harmonicos e equianharmonicos a systemas de pontos e de curvas 
de ordem mais elevada do que as an te r io rmente consideradas . 
Assim, p r imei ramente procura a equação que de te rmina os poios, 
cujos systemas polares biquadrat icos re la t ivamente a um systema 
de pontos dados formam um quádruplo harmonico ou equ i anha r -
monico. Depois procura a relação que liga os poios cujos systemas 
polares cúbicos re la t ivamente a um systema de pontos dados, com-
binados com o ultimo ponto polar de um out ro polo relat ivamente 
a outro sy stema de pontos dados, fo rmam um quádruplo harmonico 
ou equianharmonico. Continuando com questões analogas, combina 
depois dois systemas polares quadrat icos re la t ivamente a um sys-
tema de pontos com outro systema polar quadra t ico re la t ivamente 
a outro systema de pontos; um systema polar quadrativo re la t iva-
mente a um systema de pontos com os dois últ imos pontos po-
lares de dois systemas polares quadrat icos re la t ivamente a dois 
systemas de pontos; e tc . Cada theorema demonst rado é seguido 
de um problema interessante de Geometr ia , que se resolve por 
meio d'el!e. 
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/ / . Hentabal y Ureta. — Introduecion al estúdio dei Cálculo infini-
tesimal. — Madrid, 1890. 

Occupa-se o auctor n 'este opusculo das definições e dos prin-
cípios geraes (pie servem de base á analyse infinitesimal, con-
s iderando nos capítulos l . ° e 3.° a noção de numero e suas dif-
ferentes especies, no capitulo 2." a noção de l imite, no capitulo 4.° 
a noção de funcção e a classificação das funcções, finalmente no 
capitulo 5.° os l imites das funcções e os princípios do methodo 
infinitesimal. 

Gaston Tarry.— Géométrie générale (Association pour lavance-
ment des sciences, Paris, 1889). 

Na Geometr ia analvtica ha elementos visíveis correspondentes 
ás soluções reaes das equações, e elementos invisíveis correspon-
dentes ás soluções imaginarias . O objecto que o sr . Tar ry tem 
em vista na sua interessante memoria é constituir uma sciencia 
que permit ta represen ta r por symbolos visíveis os elementos visí-
veis e invisíveis de uma figura, e é a esta sciencia que chama 
Geometria geral. Pa ra isso define as principaes entidades geo-
métr icas (ponto, linha recta , etc.) de modo (pie tanto as equações 
com coeflicientes r eaes como as equações com coefiicientes imagi-
narias tenham represen tação geometr ica . 

G. Peano. — Sull' integrabilità delle equazioni di/ferenziali di primo 
ordine (Alti delia R. Accademia delle Scienze di Torino, t. xxi). 

N 'es te t rabalho apresenta o auctor uma demonstração muito 
simples e elegante do theorema relativo á existencia dos integraes 
da equação y' = f(oc,y), collocando-se n u m ponto de vista mais 
geral do que os geómet ras que an te r io rmente se t inham occupado 
d 'es te theorema , pois que impõe á funcção f[pe.y) unicamente a 
condição de ser continua. 
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Geminiano Pirondini. — Di due superfície rigate che si presenlano 
nello studin delle curve (Giornale de fíaltaglini, t. XXVIII). 

As superfícies r eg radas cons ideradas são a superfície que 6 o 
logar geometr ico das rectas que junc tam os pontos de uma curva 
de dupla curvatura com os centros correspondentes das espheras 
osculadoras, o a superfície que é o logar geomet r i co das normaes 
principaes da mesma curva. O auctor apresenta uma serie de t h e o -
remas impor tantes , relativos pr incipalmente ô deformação das 
superfícies e das linhas, em que f iguram pr incipalmente estas su -
perfícies. 

Emile Vigarié. — Esquisse Iuslorique sur la marche du développe-
ment de la Géométrie du Iriangle (Association française pour 
Vavaneemenl des sciences, 1 8 8 9 ) . 

Contém es te ar t igo um r e sumo muito in te ressante da historia 
do moderno ramo da Geomet r i a , conhecido pelo nome de Geo-
metria do triangulo, que tem sido objecto, nos últimos annos, de 
tantos t raba lhos impor tan tes . 

O auctor occupa-se p r im e i r amen te dos t rabalhos anter iores a 
1873 , dando noticia dos pr incipaes e lementos do plano do trian-
gulo até essa occasião considerados. 

Depois considera o auc tor os t rabalhos poster iores a 1 8 7 3 , 
epocha a que, como elle diz, é necessário r emonta r para encon-
trar o ge rmen de estudos seguidos c o cuidado de a junctar e fazer 
concordar os resul tados que se r e f e r e m aos elementos notáveis 
do plano do t r iangulo . 

F ina lmente apresenta o sr . Vigar ié um supplemento á noticia 
bibliographica das publicações relativas à Geometr ia do tr iangulo, 
publicada pelo sr . Lemoine em 1 8 8 5 . 

II. Burkhardt.— Uebereine hyperelliptische Multiplicatorgleichung 
(Nachrichten von der Kiiniglichen Gesellschaft der Wissenschaften, 
ele., 1889). 
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P. H. Schoule. — Zum Normalen problem der KegelschniUe (Sitzun-
gsberichten der K. Akademie d. Wissenschaften in Wien, 1889). 

G. Peano. — Sulla definizione deli' area d una superfície (Rendi-
conti delia R. Academia dei Lincei, 1890). 

Integrazione per serie delle equazioni differenziali lineari 
(Alti delia R. Academia delle Scienze di Torino, t. x x n ) . 

Sur une courbe, qui remplit toute une aire plane (Mathe-
matische Annalen, t. x x x v i ) . 

Teoremi su massimi e minimi geometriche, e su normali a 
curve e superfície (Rendiconti dei Circolo Matematico di Paler-
mo, t . I I ) . 

Sur Ies Wronskiens (Mathesis, t. i x ) . 

G. Enestrõm. — Note historique sur la somme des valeurs inverses 
des nombres carrés (Bibliotheca mathematica, 1890). 

G. T. 
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E X T R A C T O S DAS P U B L I C A Ç Õ E S R E C E N i E S 

I 

Resto da formula de Taylor 

Se UmafuncgaoZ -(X) admit te der ivadas de ordem 1 , 2 , . . . , n— 1, 
para todos os valores de x comprehendidos ent re xo e xo + h, e 
admitte uma derivada de ordem n para x = xo, t emos 

hn hn 

( 1 ) / - ( X 0 + h) = / - ( X 0 ) + hf> (*o) + . . . + — f * ( X 0 ) + ^ F £ 

onde 

(2) . _ / » - • + Ô/i 

O < 6 < 1 ; 

e a quant idade e tende para zero quando n tende para o infinito. 
Esta proposição, na qual não se suppõe nem a continuidade 

nem a existencia da derivada de o rdem n da funcçâo f ( x ) na 
vizinhança do ponto x = xo, é devida ao sr. Peano, professor na 
Universidade de Tur in , que a achou notando que a fracção 

Iin 

f(xQ-rh)—f (xo) — . . . fn (xo) 

n ! 
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é a razão de duas funcções de Ii que se annullam, assim como as 
suas derivadas de ordem !, 2, . . n — 2, para h = 0; e por-
tanto que a é egual á razão das derivadas de ordem n — í, para 
um valor de Ii comprehendido en t re 0 e h. Obteve assim a for-
mula (2), a qual mostra que e tende para zero quando li tende 
para zero. 

[G. Peano: Une nouvelle formule du reste dans la formule de 
Taylor (.Malhesis, t. ix)] . 

II 

Sobre o desenvolvimento das funcções em serie 

Seja 

f (;x) = «o + U1 + . . . + « „ _ ] + R n 

uma relação verdadeira para todo o valor de n. T e r - s e - h a também 

f [ x ) = MO + ML + . . . + MN—1 + M„ + M „ + P _ L + Rn+P-

Supponhamos que é 

Iim ( R n + p - R n ) = 0 , n=ao 

qualquer que seja o valor inteiro que se dê a p. Não resultará 
d 'aqui necessar iamente 

Iim R n = 0 , 
n=oo 

e portanto não se pôde escrever 

f ( x ) = mo + Mi + .. . + Un—i + etc . 

em serie infinita. 
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_ í 
EXEMPLO. Se é 9 (x) = e temos, como se sabe, 

xn-\ 
e* + 9 ( a ) = l + x + . . . + - ^ + Rk 

(n — 1 ) ! 

xn , , , _ xn+P 

JnTp) l 
R „ = — e « * + 9 ( x ) , R n + p = ? — — — ^ i * + ç (a ) , 

0 e 9] represen tando dois números comprehendidos entre zero e 
a unidade. Deduz-se d a q u i 

xn+P A __ Xn 

( n + p P . 1 R n + p - R n = — — - e M e»x 

Iim ( R n + p - R n ) = 0 . 
M=oo 

Mas é Iim Rn = 9 (x), e por tanto nào se pôde escrever , em 
n=x 

serie infinita, 

«* + , ( * ) = l + ^ + ^ + e tc . 
1 1! 

A nota precedente nào differe da de Cauchy re la t ivamente á 
funcçâo 9 (x), mas a fórma é talvez nova. 

[d. Bruno de Cabedo: Sur Ie déveluppemenl des fonctions en série 
(.Mathesis, t. x ) ] . 

III 

Rectificação approximada de um arco de ciroulo 

Seja AM um arco de circulo menor do que um quadran te , cujo 
centro seja O; prolongue-se o raio AO de um compr imento OC 
«gual ao d i âme t ro , de modo que seja AC = 3 R , R represen tando 
o raio do circulo, e t race-se a rec ta CM. 
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Seja M' o ponto de intersecção d 'esta recta com a tangente no 
ponto A. A recta AM' é sensivelmente egual ao arco AM. 

Des igne-se por a a medida do arco AM em par tes do raio R; 
t e remos 

A M = 3 s e " f l R . 
2 + cos a 

Represen te -se por eR a differença are AM — A M ' ; temos 

3 sen a 
s = a — — , 

2 + cos a 

e, derivando e relat ivamente a a, 

, (í — c o s a ) 4 

( 2 + cos a ) 4 

Como esta der ivada é sempre positiva, & augmenta quando a 

varia desde 0 até 

P a r a a = J , e = ~ - 1 , 5 < 0 , 0 7 0 8 . 
A 2 

P 8 r a a = J , - J - ^ 7 I t t < 0 , 0 0 3 2 2 < ^ 

Tm 7T 3 1 
P a r a a = ^ - , t = ~ — t n < 0 , 0 0 0 2 3 < 

6 6 4 + v / 3 4 0 0 0 

A differença en t re AM' e are AM poderá desprezar-se , no ponto 
r. 

de vista do desenho, quando R< l m , se a é menor do que —; 



MATIIEMATICAS E ASTKONOMICAS 1 5 9 

jm 
se R < a differença pôde despreza r - se , se a é menor do 

TC 
que j . 

[/. E. Pellet: Rectifieation approximative de 1'arc de cercle (Jour-
nal de Mathématiques spéciales, 1 8 9 0 ) . 

IV 

Sobre um theorema de Cauoliy 

Para que uma successão de valores a\, a%, . . . tenda para 
um limite finito e de terminado, é necessário e su f i c i en te que dado 
o numero positivo e, a rb i t r a r i amente pequeno, se possa de te rminar 
um cer to indice v a par t i r do qual se t enha 

(1) | an/ — anii | < e 

para todos os valores de n' e n" não infer iores a v. 
Póde-se demons t ra r do modo seguinte que a condição p r e c e -

dente é sufficiente. 
Os números a j , a%, e tc . podem ser represen tados por 

segmentos de uma rec ta . T e m - s e , pois, um grupo de pontos que 
admit tem um numero finito ou infinito de grupos derivados, cada 
um dos quaes pôde ser constituido por um numero finito ou in -
finito de pontos l imites. D ' e s t e modo a successão a^, <13, .. . 
é decomponivel em um numero finito ou não de successões que 
tendem para um limite. 

Considerem-se duas quaesquer d 'estas successões: 

&l» 62, 63, . . . 

Cl, C2, C3, . . . 

que t endem respect ivamente para os limites b e c. 
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Em vir tude de (1) t e r - se -ha 

| bni — CnH j < s; e Iim (b„i — e„/) = 0; 
(1=00 

mas 

Iim bn = b, logo Iim c„ = 6. 

Logo todas as successões de números em que se pôde decompôr 
a successào a\, . . . t endem para o mesmo limite. 

[Alberto La Maeslra: Sopra uri teorema di Cauchy (Giornale 
di Matematiehe, t. x x v i u ) ] . 
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S U R L E D É V E L O P P E M E N T D E s i n n<p E T D E cos n ? 

S U I U f l N T L E S P U I S S f l N C E S D E cos ? 

(Extrait d'une lettre adressée & M. F. Gomes Teixeira) 

P A B 

M. M. D'OCAGNE 

. . . La seconde par t ie de 1'intéressant art icle que vous venez 
de faire paral t re dans votre Journal m'a fait penser à vous com-
inuniquer une méthode tout é lémentaire dont je me suis servi 
pour obtenir Ie développement de sin n<p et de cos nip suivant 
Ies puissances de cos <p. 

Posons 

U„ = ansinn<p. 

Nous avons 

Un + + q<Un_2 = a n — 2 sin n<f [ a 2 + xp cos 9 + q cos 2<p] 

— a n — 2 cos TOf sin <p + q sin 2<p]. 

Déterminons a et <p par la double condition que 

a 4 + ap cos <p + q cos 2 <p = O, 

a p sin 9 + 5 sin 2<p = 0 . 

Nous en t irons 

P I cos <f = a = q z . 

2 q* 
11 
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Dès Iors, si nous posons 

( 4 q - p * ) * 

un — " j - U n , 

nous voyons que 

M O = O , « I — L , 

U n + P un—1 + q « n - 2 = 0. 

P a r suite, d 'après une formule connue [voyez Nouvelles Anna-
les, 1 8 8 4 , p. 6 9 , formule (8)] 

Un = ( - l ) " - 1 2 ( - i y q\ 

Et conséquemment , 

U n 1 ( Z q - P i Y 1 

sin n® = •—- = — - . un 
«» » 2 

</2 

2 g 2 \ g 2 / 

= sin 9 2 (- 1){ Cln—i—í (2 cos 9 ) " - 1 - ¾ . 

Le mème méthode s app l ique aussi heureusement pour cos n<p. 
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N O T E SUR L ' I N T É G W I O N D E S É Q U A T I O N S 
AUX D É R I V É E S P A R T I E L L E S DU SEC N D E O R D R E (*) 

PAK 

F . G O M E S T E I X E I R A 

1. Je vais considérer 1'équation aux dérivées part iel les du se -
conde o rd re 

(1) H r + 2 K s + L i + M + N (rí — s2) = O, 

ou H, K, L, M, N représen ten t des fonctions de x, y, z, p, q, 
et ou 1'on pose, suivant l 'usage 

dz dz diz d*z d?z 

^ dx' ^ dy' f dx%' S dxdy' dy2' 

M. Imschenetesky a fait voir, dans son Elude sur Ies méthodes 
d'intégration des équalions aux dérivées partielles du seeond ordre 
(pages 130 et 131 de la t raduct ion par M. J. HoUel), que cette 
équation peut ê t re t ransformée dans une équation l inéaire , quand 
on connait une intégrale primitive part icul ière avec trois constan-
tes arb i t ra i res . 

Ensuite, en se basant sur Ies importants recherches sur la t héo -
rie des intégrales des équations aux dérivées partielles, publiées 
par Ampère dans Ies cahiers X V I I et X V I I I du Journal de 1'Éeole 
Polytechnique, il fait voir que ce t te équation se simplifie consi-

(#) Este artigo foi ih;:' nós publicado no Bulletin de la Société mathéma-
lique de Franee (tomo xvn, pagina 123). 
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dérab lement quand cette intégrale satisfait à un ou aux deux sys-
tèmes d 'équations de la caracteristique, auxquels Monge et Am-
père ramènent Ie problème de 1'intégration de (1). 

Comme la théorie de Ampère , qui ne se prê te pas aisément 
à une exposit ion succinte, ne se trouve pas dans Ies Trai tés sys-
témat iques de Calcul intégral , je crois qu'il ne sera pas inutile 
de voir comme on obtient Ies mêmes résul tats par des considóra-
tions directes . C e s t Ie but que nous nous proposons dans cette 
No te . 

¢. Soit 

(2) z = w (x, y, a , p, r,) 

une inrégrale part icul ier de ( ! ) avec trois constantes arbitraires 
a, (3, ri. Nous avons 1'identité 

(3) 
„ d-u , „„ diu> , (Z2W , .. 
H , - ™ - + 2 K , — — + L 1 T T + M , 

Clxi dx dy dy1 

+ N rd*» d*W / d2M \ 2 , 
1I dx2 dy2 \dxdy/ 

ou H j , K i , L i , M j , Ni représentent des fonctions de &>, x, y, 
d (ú dio 

dx ' dy 
M. Imschenetsky considère ensuite a, j3, vi comme variables et 

introduit en (1), au Iieu de la variable dépendante z, la variable 
•/i dé te rminée par (2) et, au Iieu des variables indépendantes x 
et y, Ies variables a et dé terminées par Ies équations 

( 4 ) 

dia d(a dn ^ 

(Zoe dn dx 

d(» (Zw dii 
+ = 0 . 

d]i dii d$ 



W 
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Pour obtenir 1'équation dans Iaquelle se t r ans fo rme de cet te 
manière 1'équation proposée, 011 t i re de (2) 

d ta du 

^ dx' ^ dy 

d2o» p /dp ^ dp dr, \ dx ^ /dp ^ d p dn\ dí 

dx2 \dx dti da. / dx \d[3 dii d]> / dx 

d2w ^ /dp dp dr, \ dx /dp ^dp dii\ d{J 

dxdy \dx du dx J dy \d$ di d$/ dy 

d2to Zdq dq dr,\ dx /dq dq dn\ dfi 

'= dy*+\d* f d7 H) dy \ # d^ d?) dy ' 

ensuite on subst i tue dans Ies expressions précédentes de r, s, t 

i i , d x d l d i d i „ . , , . • , 
Ies valeurs d e — , — — , — que 1 o n t ire des équat ions d u 

dx dx dy dy 
premier dégré qui résul tent de Ia différentiat ion des deux é q u a -
tions (4) par r appor t à x et à y; et enfin on subst i tue Ies valeurs 
qui résul tent pour r, s, t dans 1'équation (1). On trouve de cet te 
manière, ayant égard à (3), 1'équation suivante: 

dn d'n 
ou R, S, T, U sont des fonctions de a, 3» » — données par 

dx d 3 
Ies formules suivantes: 

- R = ( H - H N i 1 ) + v u \ d p dn d}/ 

+ 2 ( K - N s 1 ) + C 1 ^ + ^ — ) v ; \ d i dn dfi J \ di dn d f i ) 

4 ídq\ dq\ d« \ 4 
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S = (H + N í j ) ( d ^ f ( d p I + t ) 
^ ' \ d a dii d z / \ d $ d-n dfi/ 

+ ( K - K s A ( ^ + d E l d I ) ( ^ + d J i d I ) 
V d-n daJ \d$ di\ d$J 

+ (dpi + dpx d l \ í d q i + dqx d'" \ 
\d$ d-n djV \da d;j d x ) 

+ (L + Nnl / ^ I + d í l \ / r f ^ + d ^ d A l 
+ ( L + N R , ) W T * Ã T Ã T A 

\ d a dvi d a / 

+ 2 ( K - N . , ) + 
\ d « d-n d a / \ d a d/j d a / 

dvi L\ da dn d a / \ d p d* d$) 

_ + dy\ d-n\ /dgi </7, dviXl8 

\ dvi d,5 / \ da d-/1 d a / _ 

+ R [ d*6> d2u) Zd 2 

da2" da d i d ^ 

+ 2 S [ d 2 < o , J 2 C O ¢/-/1 ^ ( / 2 W (/•/) ( / 2 C d (•/•/] Í/y) 

d a d p d a d T i d ^ " d v i t / p d a 

T d 2 W d 2 < o d v i d 2 t i > / d v j \ 

L d f * 2 " + ' d M ' 1 dvi2 \ d § / 
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ou je pose, pour ab rege r , 

átó diú d* W d* a d2<o 

3. Cela posé, j*entre dans Ie sujet de cet te Note , c ' e s t -à -d i re , 
je vais considérer Ie cas ou 1'on obtient 1'intégrale (2) au moyen 
d'une ou de deux intégrales in termédiai res particulières de (1), 
avec une constante arbi t ra i re chacune. 

Soit 
f{x,y,z,p,q) = ct 

une intégrale in termédia i re de (1) avec une constante a rb i t ra i re a. 
On sait que la fonetion f(x,y,z,p,q) sat isfait aux équations qui 
résultent de rél iminat ion de deux des quant i tés r, s, t ent re (1) 
et Ies équat ions suivantes: 

m 

dx dz dp dq 

dy + dz ^ ^ dp + dq 

e que ces équations sont 

^ ^ Oy ^ d z ) dq dp (dx P dz 

^ (dy + ^ d z ) dq ^ ( d x ^ ^ d z ) dp 
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Soit maintenant ! 'équation (2) une intégrale part icul ière de (6) 
que l'on peut obteni r , comme on sait, par Ia métbode de La-
grange et Cbarpi t . La valeur qu'i! donne pour z satisfait aux 
équations précédentes , et par conséquent satisfait aussi à 1'équa-
tion suivante : 

+ ( L + N r ) ( | ) S . 0 , 

qui résulte de 1'élimination de 

dx dz' dy ^ dz 

dans la seconde au moyen des équations (7). 
Mais , en différentiant (6) par r appor t à p et considérant z, p, q 

comme des fonctions de P déterminées par (2), on t rouve 

ÉL -+ ̂ L d ' n \ -f ( d p i + d y i \ 
í f o \ d p IhdpJ d p 7 \ d p ~ ~d*d$) 

dlf_ Zdq1 dq^ dn \ _ 

dqx V d p dn d p / 

ou, en vertu des équations (4) 

df /dpi + dp\ dn\ df Zdgx dgx dn \ Q 

dpi \ di dn dp / dq\ \ d i dn di J 

En subs t i tuan t maintenant dans 1'expression de R la quantité 
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par sa valeur donnée par cet te équation, on t rouve 

- R - ^ . 
( / dqi ( dqi du \ 2 

df Y1 
(Hi + Ni íj) 

d r 

dqx 

— 2 ( K - N i S j ) 

dp\ ) 

d f _ d l _ 
dp{ dqx ( L ' + N ' n > ( ^ ) ! } 

Donc, en ver tu de la formule (8), nous avons R = O, et 1'équa-
tion (5) prend la forme simplifiée su ivante : 

2 S - z — r r - + T - ¾ - + U = O. 
dctdp 

4. Soient main tenan t 

(9) 

f (x, y, z, p,q) = « 

F (x, y, z, p,q) = $ 

deux intégrales in termédia i res de (1) avec deux constantes a rb i -
traires a et 3- Si chacune delles satisfait à un des deux systèmes 
d'équations différentielles ordinaires , aux quels la me thode de 
Monge ramène Ie problòme de 1'intégration de 1'équation (1), ou 
à un des deux systèmes d 'équat ions aux dérivées part iel les du 
premier o rdre , aux quels Ia methode de Boole ramène Ie méme 
problème, on sait que Ies valeurs de p et q données par Ies é q u a -
tions (9) r enden t 

dz = p dx + q dy 

intégrable. De ce t t e intégration résul te l 'équation (2). 
Dans ce cas, on voit, comme dans Ie cas an tér ieur , que R = O. 

Ensuite, en é léminant dans 1'expression de T Ia quant i t é 

dPi + dpi d-ti 

dx dt[ dx 
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au moyen de 1'équation 

— ( d I L + ÈL^OL ) + ^ L (dcLL + - \ - 0 
dp\ \ da. dii da J dq\ \ da. dr, da. J 

et ayant égard à 1'équation qui résulte du ehangement dans (8) 
de / ' e n F, on voit aussi que T = O. 

L 'équat ion (5) prend donc la forme suivante : 

2 S - ^ L + U = 0 . 
da. d i 

o . Soit maintenant 

K 2 — H L + M N = 0 , 

ce qui arr ive quand Ies deux systèmes d 'équat ions de la caraclé-
ristique coíncident, et soit encore 

f(x,y,z,p,q) = ct, 

une intégrale part icul ière de (1) avec une constante a rb i t ra i re a. 
En di t térentiant cet te équation par r appor t à a et à i , consi-

dérant z, p, q comme des fonctions de x et fi dé terminées par (2), 
et ayant égard à (4), on trouve 

d/ Zdpt dpt dn \ df Zdqx + dqx d-ti \ 

dp\ \ di d-n dfi J dq\ \ dfi dii di J 

df /dpi dpi dn \ df Zdqx dg{ d-ti \ 

dpi \ da d~n da. J dq\ \ dx d-n dx J 
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En subst i tuant ensuite dans 1'expression de S Ies valeurs que 
ces équations donnent pour 

dp\ dn 

dpi dpi d-n 

da dn dx 

on trouve 

S = 

dqi dqi dn \ f dq\ í dq\ dn 

da. dn dz / \ di dn dp 

^ry " 
dpi/ 

x [ ( H 1 + N , í , ) (SX 
dq\/ 

dg i , dgi dn \ 

í/3 dn di J f /¥T , xr . x df 

df_\* 

d p j 

[ - ( H . + N V O ^ + Í K . - N , » , ) ^ } 

et par eonséquent , en vertu de (8), 

S = 

dq\ + dg\ dn 
d p dn "dp 

VeJ 
( H , + N 1 , , + • , ) £ ] . 
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Mais ! 'équation (8) donne 

df _ K - N« ± • (K - N«)« - (H + N t) (L + N r ) df 

dq 11 + N i ' d p 

K — N s ± y / K 2 — H L + M N df 

H + N i dp 

K - N s df 

H + N i dp 

Donc nous avons S = O, et 1'équation (S) p rend la forme 

T - 4 + U = O . 
d Pt 
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SUR T R O I S F O R M U L E S D E Lfl T H É 0 R 1 E 
D E S FONCTIONS É L L I P T I Q U E S ( * ) 

PAE 

J. A. MARTINS DA SILVA 

Dans Ies Acta Matliematica, t. i, p. 3 6 8 , M. Hermi te a fait 
usage des formules qui donnent Ia décomposit ion en éléments 
simples, des trois quant i tés 

s n a s . sn(íc + a) , en x . en (x + a), d n a ; . dn (x f a ) , 

pour démont re r une re la t ion r emarquab le dans la théorie des fon-
ctions él l ipt iques. 

D 'une manière analogue je démont re faci lement au moyen de 
ces formules Ies t rois relat ions suivantes. Supposons Ies qua t r e 
quantités u, v, r, s assujet t ies à Ia condition 

ka sn u sn v . cn r cn s — 

A i cn u cn t ) . sn r sn s — 

dn u . dn v + dn r . dn s = O, 

on aura 

(1) 

(*) Este artigo foi publicado por Martins da Silva, pouco tempo antes de 
morrer, no Bulletin des sciences mathématiques (tom. x da 2." série, pag. 78). 
Veja-se Jornal de scieneias mathematicos e astronómicas, tom. vi, pag. 19 i . 
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Wi sn u sn v — A'2 sn r sn s + 

( H ) + d n u d n u . c n r c n í — 

' — c n w c n t ? . d n r d n s = 0, 

I snusnv . d n r d n s — 

— d n w d n r . s n r s n s + 

+ cn r cn s — cn u cn v = 0. 

Ces relat ions, dédui tes par M. Smith dans Ies Proceedings of 
London mathematical society, vol. x, p. 9 1 , sont symetriques par 
r appo r t aux deux couples de quant i tés u, v, r, s, et aux deux 
a rgument s des mêmes couples. 

— dn x d n (a;-H a) + d n r d n s = 0; 

mais Ies formules du savant géomèt re M. I I e rmi t e sont 

sn x sn (x + a) = U, 

Posons 

( 1 ) 

la relat ion (I) devient 

( 4 ) cn x cn (x + a) = cn a — dn a . U, 

dn x dn (x f a) — dn a — A2 cn a . U, 
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en supposant 

ÍT 
A2 sn a 

(T)(X) ' 

appliquées dans la relat ion (2) donnent 

— A 2 . U . cn r cn s — 

— A2 (cn a — dn a . U) sn r sn s — 

— (dn a — Zc2 cn a . U) + dn r dn s = 0, 

IA2 . U (— cn r cn s + sn r sn s dn o + cn a) — 

— (A2 sn r sn s cn a + dn a — dn r dn s) = 0 . 

Il faut alors démon t r e r Ies formules 

— cn r cn s + sn r sn s dn a + cn a = 0, 

A2 sn r sn s cn a + dn a — dn r dn s = 0. . 

ou 

(4) 

Il suffit d ' in t rodui re Ies conditions (1) dans Ies formules (3), en 
attendant 1'égalité 

a = — (u + v); 

ou en obtient Ies formules (4), qui démont ren t Ia relat ion (I). 
Considérons maintenant la relation (II); il vient par un calcul 

semblable la relat ion 

- A'2 . U - A ' 2 sn r sn s + 

+ (dn a — A2 cn a . U) cn r cn s — 

— (cn a — dn a . U) dn r dn s = 0 
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OU 

í U (— /í'2 — k* cn a cn r cn s + dn a dn r dn s) — 

( — (A-'2 sn r sn s — dn a cn r cn s + cn a dn r dn s) = 0 . 

On connait déjà Ies formules 

I— A'2 — A2 cn a cn r cn s + dn a dn r dn s = O, 

Zi'2 sn r sn s — dn a cn r cn s + cn a dn r dn s = O; 

ce sont Ies équations dont M. H e r m i t e s 'est servi pour obtenir la 
relat ion de M. Cayley (loc. cit .) et qui déterminent aussi Ia rela-
tion (II). 

La relation (III) donne 

í — U . dn r dn s — (dn a — A2 cn a . U) sn r sn s + 

í + c n r c n s — ( e n a — d n a . U ) = 0 . 

ou bien 

( U (— dn r dn s + A2 cn a sn r sn s + dn a) — 

! — dn a sn r sn s — cn r cn s + cn a) = O; 

Ies parenthèses comprendent Ies formules (4) qui demontrent 
not re quést ion. 
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B I B L I O G R A P H I A 

R. R. de Sousa Pinto.— Continuação dos estudos instrumen-
taes.— Coimbra, 1890. 

No tomo v i u (pagina 132 ) d 'es te jornal deu - se noticia de um 
opusculo em que o sr . Sousa Pinto se occupa do es tudo do c i r -
culo meridiano de Repsold que possue o Observatór io astronomico 
de Coimbra. No presente opusculo continua o auctor este estudo, 
occupando-se do e r ro de collimação, da reducção de passagens 
pelos fios Iateraes á passagem pelo fio do meio, do uso do chrono-
grapho nas passagens observadas pelos fios do retículo, etc. 

Coordenadas geographieas dos pontos geodesieos de primeira ordem. 
— Lisboa, 1889. 

Este opusculo, publicado pela Di recção geral dos t raba lhos 
geodesieos, contém as coordenadas geographieas dos pontos de 
primeira ordem da t r iangulação por tugueza. As longitudes são 
referidas ao meridiano do Observa tór io do Castello de S. Jo rge 
em Lisboa, e as alt i tudes são re fe r idas ao nivel médio das aguas 
do Tejo, def ronte de Lisboa. Depois das tabellas que contêem as 
latitudes, longitudes e al t i tudes vem uma descripçâo rapida de 
cada um dos signaes geodesieos. 

Gino Loria. — Il periodo áureo delia Geometria greca (Memorie 
delia R. Accademia dei Scienze di Torino, série II, t. XL, 1 8 9 0 ) . 

Já por varias vezes temos dado noticia de t rabalhos impor tantes 
relativos á historia das mathemat icas , devidos ao sr . Gino Lor ia . 
Na presente Memor ia o sábio professor da Univers idade de G e -

12 
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nova estuda o periodo mais importante da Geometr ia grega, isto é, 
o periodo grego-a lexandr ino , para dar noticia dos geómetras mais 
eminentes que n 'este periodo floreceram, e dos resultados mais 
impor tantes e dos methodos mais engenhosos que lhes são de-
vidos. 

O geomet ra de que pr imeiro o auctor se occupa é Euclides. 
Na noticia relativa a este geometra considera em primeiro logar 
os Elementos de Geometria, analysando as differentes partes d'esta 
obra celebre , e discutindo a authent ic idade e originalidade de 
cada uma d'ellas, e tc . ; considera depois a obra intitulada Dados, 
em que Euclides apresenta uma serie de proposições em que se 
afíirma que uma ou muitas cousas de que se lala são consequên-
cia das hypotheses feitas sem todavia as de t e rmina r completa-
m e n t e ; considera em terceiro logar a obra intitulada Da divisão 
das figuras, em que o g rande geomet ra tracta de dividir figuras 
l imitadas por linhas rectas ou círculos por meio de uma 011 mais 
rectas em parles tendo en t re si razões dadas ; considera f inal-
mente as obras que se conhecem apenas pelas referencias que a 
ellas fazem os escriptores antigos, lJorismas, Logares superficiaes, 
Cónicas, e tc . , dando noticia do que a respei to d 'es tas obras se 
sabe ou se conjectura . 

Depois de se occupar de Eucl ides passa o sr. Gino Loria a 
occupar-se de Arch imedes , abr indo por uma comparação destes 
dois g randes homens. Diz, com efteito, o auctor : «Quem Iaz um 
exame comparat ivo dos modos como os homens de sciencia con-
t r i buem para o progresso do saber , não tarda a reconhecer que 
taes modos são de duas especies : uns propondo-se resolver que-
stões isoladas, que elles ju lgam dignas de estudo, e procurando 
methodos or iginaes applicaveis a um problema particular ou a 
uma classe inteira de ques tões ; outros, compulsando os materiaes 
scientificos exis tentes sobre um determinado argumento , pro-
põem-se distr ibuil-os harmonicamente e encher as lacunas exi-
s tentes en t re elles com o fim de compor um todo orgânico. Se 
n'esta ultima cathegoria de homens de sciencia se deve sem du-
vida collocar Euclides, á pr imeira per tence sem contestação Archi-
medes .» 

A respei to de Archimedes o sr . Gino Lor ia expõe o que se 
sabe a respei to da vida do grande geometra syracusano, e em se-
guida dá noticia das suas ob ra s : Equilíbrio dos planos I, Quadra-
tura da par abola, Equilibrio dos planos 11, Esphera e cylindro, 
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Spiraes, Conoides e Espheroides, Medida do circulo, e tc . , analv-
sando cada uma d'ellas, apreciando os methodos empregados , com-
parando estes methodos com os methodos modernos , e tc . 

O terceiro geometra de quem o sr. Gino Loria se occupa é 
Eratostene, o geomet ra que pr imeiro tentou a medida da t e r r a . 
Dâ noticia do seu ins t rumento para inserir duas medias p r o p o r -
cionaes entre duas rectas dadas, do seu methodo para formar uma 
táboa de números primos e das conjecturas que têm sido feitas 
a respeito dos outros t rabalhos que Pappo a t t r ibue a este geo -
metra. 

Segue-se Apollonio, o geometra celebre, de quem Leibnitz 
dizia: Quem comprehende Archimedes e Apollonio, pouco se admi-
rará das descobertas dos homens eminentes recentes. O sr. Lor ia 
examina principalmente a obra immortal d este g rande geometra , 
intitulada Tractado das secções cónicas, dando noticia dos a s sum-
ptos contidos em cada um dos livros em que se divide, dis t in-
guindo as proposições que se podem a t t r ibu i r a Apollonio das 
que eram já conhecidas pelos geómetras anter iores , comparando 
os methodos d 'este auctor com o methodo cartesiano, para fazer 
vêr que mui tas vezes o methodo empregado por Apollonio é uma 
traducção geometr ica do methodo cartesiano, etc. 

Vêem depois noticias sobre Ipsicles, a quem se a t t r ibuem os 
dois capítulos xm e x i v contidos nas ant igas edições dos E l e -
mentos de Euclides, aos quaes se dá o nome de Livros de Jpswles 
de Alexandria sobre os corpos regulares; sobre Nicomedes e D io -
cles, que es tudaram respect ivamente as curvas conhecidas pelos 
nomes de concholde, cissoíde; sobre Perseo, que estudou as curvas 
que resultam de cor tar o toro por planos parallelos ao eixo de 
rotação; e finalmente sobre Zenodoro, auctor de um t rabalho sobre 
os isoperimetros. 

Terminaremos esta rapida noticia sobre a bella Memoria do 
sr. Gino Lor ia , aconselhando vivamente a sua leitura como das 
mais proveitosas e das mais interessantes. Por meio d'ella póde-se , 
cum pequeno t rabalho, tomar um conhecimento bas tante extenso 
de uma das epocbas mais br i lhantes da Geometr ia . 
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S. Pincherle. — Saggio di una generalizzazione delle frazioni con-
tinue algebriclie (Memorie delia Reale Accademia delle Scienze 
deli' Istituto di Rologna, 1890). 

N'esta Memor ia importante o auctor general isa a theoria das 
fracções cont inuas algébricas. Suppondo dadas as funcções analy-
t icas co. ffi, • • •, 1, de g ráo 0, — 1, — 2, . . ., —[p—l), 
mostra como se pôde formar uma serie de funcções analyticas 

(70, C l , • . ., <7p, <7p+l, • . ., Op-j-n, • • • 

de gráo sempre decrescente (a differença dos gráos de duas con-
secutivas sendo em geral egual á unidade e podendo ser maior) 
que sat isfaçam á re lação linear r ecor ren te 

<7n + a\)V. (7„^_i + CtilJi Gn+2 + • • • + ap—1,n c n+p—1 = 

onde ai> n , . . . , a^—i,n são polynomios ordenados segundo as po-
tencias de x. 

As fracções continuas algébricas ordinar ias correspondem ao 
caso de ser n = 2. 

Para mos t r a r a importancia das novas fracções continuas mostra 
o sr . P incher le que, por meio d'ellas, se pôde de te rminar p fun-
cções inteiras Ao, A i , . . . , A p _ i taes que as funcções co, ci> •••> 
dp—i estejam ligadas pela relação linear 

AO <JO + AI CI + . . . + A F _ I GP—I = O 

com a maior approximação possível, para um gráo dado dos A. 

B. d!Engelhardt.— Observations astronomiques (deuxième partie). 
— Dresde, 1890. 

No tomo v i u (pagina 26) d e s t e jornal foi por nós publicada 
uma noticia sobre a primeira par te d 'esta publicação importante. 
A segunda par te é em tudo digna da pr imei ra . N'e!la continua 
o sr. l i . d E n g e l h a r d t a expôr os resul tados das observações por 
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elle feitas no seu Observatór io par t icular , installado em D r e s d e , 
e contém: 

1.° Uma serie de observações micrometr icas dos satellites de 
Saturno, feitas em 1 8 8 7 e 1 8 8 8 . 

2.° Muitas observações de cometas (cometa de 1 8 8 2 II, co -
meta de 1 8 8 5 V, cometas de 1 8 8 6 I , II , III, V, VII , VIII , I X , 
cometas de 1 8 8 7 IV, V, cometas de 1 8 8 8 I , III, V, cometa de 
1889 1). 

3.° Algumas observações dos planetas Diana, Sapho e D r e s d a . 
4.° Algumas observações para verificar o movimento proprio 

de duas estrellas. 
5.° Uma ser ie de observações de 8 2 9 estrellas do catalogo de 

Bradley, executadas pelo auctor por proposta do sr . O. Struve, e 
feitas no intervallo de 1 8 8 6 a 1 8 8 9 . 

6.° Uma serie de medidas micromet r icas de estrellas duplas, 
contidas n u m a lista fornecida pelo sr . O. Struve e feitas por p e -
dido d 'este illustre as t ronomo. 

7 .° Observações de algumas estrellas de comparação , feitas 
por pedido do sr . W. Schur . 

8.° Uma longa lista de observações de nebulosas, feitas no in-
tervallo de 1 8 8 5 a 1 8 8 8 . 

A obra , de que o sr . B. d 'Enge lha rd t vem de publicar a se -
gunda par te , parece-nos des t inada a figurar dis t inctamenie en t r e 
as publicações dos principaes observatorios . Por ella se vê, com 
admiração, a que a l tura este illustre as t ronomo elevou o seu 
observatorio par t icular , dando assim um exemplo br i lhante de 
dedicação á sciencia. 

R. Marcolongo. — Sulle geodetiehe tracciate sulle quadriche prive 
di centro (Rendiconti delia R. Accademia dei Lincei, 1890). 

N'esta Nota impor tan te occupa-se o sr . Marcolongo das l inhas 
geodésicas t raçadas sobre os paraboloides. In tegra as equações 
diííerenciaes das linhas geodesicas que pa r t em dos pontos umbi -
licaes, por meio de funcções exponenciaes , e exp r ime as coo rde -
nadas de um ponto qualquer por meio de funcções exponenciaes 
dependentes de um único pa ramet ro . Depois ex tende ao p a r a -
boloide alguns dos theoremas que têem logar no caso das s u p e r -
f ícies de segunda ordem com centro. F ina lmente integra as e q u a -
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çôes diíferenciaes das linhas geodesicas que partem de um ponto 
não umbilical, por meio das funcçôes teta de Jacobi . 

R. Marcolmgo. — Teorema di Meccanica (Rendiconti dei Circolo 
matematico di Palermo, t. 11). 

O theorema demonstrado é o seguin te : 
Todo o problema de Mecanica, no qual a posição geometrica 

do systema depende só de tres quantidades e no qual subsistem o 
integral das forças vivas, um dos integraes das áreas e um dos 
integraes do centro de gravidade relativo a um dos eixos do plano 
sobre o qual tem logar o theorema das áreas, é reductivel a qua-
dra turas . 

R. Marcolongo. — Alcuni teoremi sulle funzioni cilindriche di pri-
ma specie (Rendiconti delia R. Accademia de Napoli, 1889). 

N'esta Nota apresenta o auctor algumas relações importantes 
relativas ás funcçôes cylindricas de l . a especie Y n ( x ) . Taes são 
as relações 

f 1 Y n (ax) Y n _ i (ax) a 
J 0 * -dx = - Y „ _ i (a) Y n + i (a), 

r' dYn (ax) dYn (bx) d x + r' Yn (ax). Y n jbx) ^ _ Q 

J0 dx ' dx J0 x 

/ x*Yn-i(ax)Yn(bx)dx+ xs Yn_(-i (ax) Yn (bx) dx = 0, 
Jo J 0 

onde a e b representam duas raizes differentes de Yn(x) = 0; e 

f1 (d Yn (ax)\* . , T 1 Y M ^ K a* 
J 0 * H H + n - J 0

 i i ^ T M. 

C i C1 n 

J X i Y n _ i (ax) Yn (ax) dx + J X i Y„_|_i (ax) Yn (ax) dx=^Yi
n+! (a)» 
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onde a r epresen ta uma raiz de Yn (x) = 0 cujo g ráo de mul t ip l i -
cidade é egual ou super ior a 2. 

G. Vivanti. — Sulle funzioni definita da un exprezione algebrico-
di/ferenziale dei primo ordine (Annali di Matcmatica pura ed 
applieata, 4888). 

Sulle equazioni algebrico-differenziali dei l.° ordine (Ren-
dieonti dei Circolo matematico di Palermo, t. iv) . 

Sulle equazioni algebrico-differenziali dei L0 ordine (Nota II) 
(Item). 

A equação considerada n'estes t res bellos t rabalhos é a s e -
guinte: 

( duo \ m /dw \ m—1 

— \ + / • , (to,«) í — j + . . . + / « ( » , * ) — 0 , 

onde /o, f\, /¾, e tc . , r epresen tam funcções racionaes inteiras de 
w e z. Resolvendo esta equação ob tem-se as m raizes 

dw dw 
— = <p,(to,z), — - 9 » ( t e , a ) , 

que, in tegrando, dão 

tc = F j (z), Wj = F 2 ( z ) , w = F m (a). 

O auctor apresenta uma serie de theoremas impor tantes r e l a -
tivos ao modo como a natureza d'estas funcções depende da fórma 
dos coeíficientes da proposta . 

G. Vivanti. — Fondamenti delia teoria dei tipi ordinati (Annali di 
Matematica pura ed applieata, 1889). 

Um aggregado de elementos, ma te r i aes ou não, dispostos em 
n sentidos differentes formam um typo ordenado. A theor ia dos 
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typos ordenados é devida a G. Cantor , e é d 'esta theoria que o 
sr . Vivanti se occupa na sua excellente Memoria . 

Nos paragraphos I e Il vôem algumas definições e princípios 
ge raes . No paragrapho I I l vem a theoria das operações sobre 
typos ordenados. No paragrapho IV vem o es tudo desenvolvido 
do problema que tem por fim, dado o numero de elementos de 
um typo, achar o numero correspondente de typos. Finalmente 
no pa ragrapho V vem o estudo de alguns typos de natureza par-
ticular. 

G. Vivanli.— Sulle equazioni a derivate parziali dei I.0 ordine 
(Rendieonti dei Circolo matematico di Palermo, t. 11). 

O auctor demonst ra o theorema segu in te : 
Pa ra que a equação 

H (x\, x<i, . . . , xn, ——, . . . , ——^ = h 
\ dx i dxn/ 

t enha um integral da fórma 

z = fx (X1) + fo (Xi) + . . . + f n (xn) 

é necessário e sufficiente que II satisfaça a uma equação da fórma 

G. T. 
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E X T R A C T O S O A S P U B L I C A Ç Õ E S R E C E N T E S 

I 

Sobre a inversão das derivações parciaes 

N'uma Nota publicada no Mathesis, o sr. Peano enuncia e d e -
monstra o theorema relativo á inversão das derivações do modo 
seguinte: 

Se í"xy ( x , y) existe na vizinhança de x = x o , y = y o » e e continua 
para x = xo e y = y o . e se C y ( x , y) existe na vizinhança de x = x o , 
a derivada F1

yx ( x . y ) existe lambem, e é C1
xy ( x o , y o ) = f " ( x o > y o ) -

Seja e uma quantidade positiva tão pequena quanto se quei ra . 
Ponhamos 

f % (x0 + h,y0 + k) = f" (x0, j/„) + «• (1) 

Pois que f"xy{x,y) é contínua para x = xq e t/ = y 0 , póde-se 
determinar uma quantidade positiva p tal que, se | / i | ^ p , \k | S p > 
se tenha | a | 5 e . Integremos (1) relativamente a k, de 0 a k; 
teremos 

fx [xo + h,yo + k) — fx(xo + h,yo) = hf"xy (ar0, yo) + k «! ( 2 ) 

onde a ' , um dos valores de a, não será , em valor absoluto, supe-
rior a t, isto é, | a' | g. e. 

Integremos (2) relativamente a h, de 0 a h; teremos a fórmula 
bem conhecida 

f(xo + h, yo + k) — f(xQ, yo + k) — f (ar0 + h, y0) + f (®o. Vo) 

= hkf"xy (xo, yo) + hkd'1, 
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e, por ser «" um dos valores de a ' , | a" | = s- Deduz-se pois 

f (x0 + h,yo + k) — f(x0 + h, yp) f(x0, y0 + k) - f ( x 0 , y0) 

k k 

= hf"xy{x0y0) + hu". (4) 

Passemos ao l imite , para A = 0. Pois que f'y(x,yo) existe 
temos 

Iim / > o + M o + * ) - / > o + M o ) _ f l y { x q + h y Q ) 

k= o k 

Vmn*0,y» + k ) - f ( x 0 , y 0 ) = r 

fc=0 « 

Logo a.1' terá t a m b é m um limite a '" , em valor absoluto, egual 
ou infer ior a e. T e m - s e pois 

f'y (ar0 + h, «/o) - f'y («o, yo) = hf"xy (x0, j/0) + W (5) 

ou 

^ o + M o ) - / V * o . y o ) _ f„xy ^ y o ) + ( 6 ) 

e para todos os valores de A eguaes ou inferiores a p, em valor 
absoluto, a ' " é, em valor absoluto, egual ou infer ior a e. Logo, 
pela definição dos limites, t e m - s e 

A=O H 

Está pois provado que fyx (XO, J/O) existe , e que o seu valor é 
egual a f"xy (xQ,yo). 

| G. Peano: Sur Yinversion des dérivations partielles (Mathesis, 
t . x ) ] . 
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II 

Sobre o caso duvidoso relativo a certos caracteres 
de convergência das series 

N'um ar t igo muito interessante , publicado nos NouvelIes Anna-
les, vem de demonst rar o sr. Fou re t que se a applieaçâo do cri-
tério de convergência da serie 

LI] + W 2 + . . . + M , , + . . . 

(onde Iim Mn = O) baseado na consideração da expressão Vun não 
n=x 

leva a conclusão alguma, o mesmo acontece com o critério fundado 

na consideração de . 
un 

Eis a demonstração dada pelo sr. Foure t . 
Como os te rmos da serie tendem para zero, póde-se sempre 

achar um numero inteiro r tão g rande que ur e os t e rmos s e -
guintes sejam todos inferiores ã unidade. O mesmo acontece p o r -
tanto á expressão Vun, visto que as raizes de indice qua lquer 
d'um numero inferior á unidade são menores do que a unidade. 
Logo, se a expressão Zwn não fornece indicação alguma re la t iva-
mente à convergência ou divergencia da ser ie , provém isto da i m -
possibilidade de assignar um numero menor do que a un idade , 
ao qual V7un seja infer ior , para os valores sufficientemente g randes 
de n. 

Posto isto, não se pôde demons t ra r a divergencia da serie ( 1 ) 
Il | • 

pelo theorema baseado n a consideração d e — — C o m effeito, 
Un 

não é possível achar um inteiro q tal que, para todos os valores 

de n eguaes ou super iores a q, ""^1 seja maior do que a uni-

dade; visto que, quando isto tem Iogar, os te rmos uq, e tc . 

crescem, o que é contrar io ã hvpothese. 

Também se não pôde demonst rar a convergência da serie pelo 
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cr i tér io baseado na consideração de " " + 1 . Com effeito, se, para 
Un 

valores de n eguaes ou super iores a um certo inteiro p, ^ H Í I 
Un 

fosse cons tan temente inferior a um cer to numero l < 1, de modo 
que se tivesse 

Up «p+1 up+k—1 

t e r - se -h ia 

Up+k < Up \k 

e por tanto 

Dois casos ha agora a distinguir. Suppondo primeiramente 

< 1 , - t e r - se -h ia , qua lquer que seja k, 

v W = 
e portanto 

H-y 
VUp+k < X. 

Suppondo pelo contrar io ^ - > 1 e representando por p . um 

numero tomado arb i t ra r iamente en t re X e 1, poder - se -h ia sempre 
achar um numero inteiro tão g rande que 

-TA" 
XP 

e a fortiori 
p+v _ 

para todos os valores de k eguaes ou super iores a este inteiro. 
Logo n u m e n 'outro caso poder -se -h ia de te rmina r , para o in-

teiro n, um valor tal que, para todos os valores superiores a este, 
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Vun fosse inferior a um numero de te rminado menor do que a 
unidade, o que é contrar io á hypothese. 

[G. Fouret: Remarque sur Ie cas douleux relatif à certains cara-
cteres de convergence des séries (Novelles Annales de Malhémaliques, 
1890)]. 

III 

Trisectriz de Maolaurin 

N ' u m art igo publicado no tomo vi (pag. 13) d 'este jornal , con-
siderou o sr . Joiio d 'Almeida Lima uma curva que serve para 
dividir um angulo em t res par tes eguaes. O sr . Longchamps , r e -
ferindo-se no seu Cours de Malhémaliques spéciales (Supplément, 
1 8 9 0 , pag . 114) a esta curva, diz que ella coincide com a t r i -
sectriz de Maclaurin (Tra i té des fluxions, 1 7 4 9 , pag. 198) e e x -
põe um modo de g e r a ç ã o d'esta curva dif ferente do que e m p r e -
gou o sr . Almeida L ima . 

Eis este meio de geração . 
Imaginemos sobre uma rec ta pontos equidistantes 

O 1 O 2 = O 2 O 3 = O 3 O 4 = O 4 O 5 = a; 

tracemos por O (*) uma transversal a rb i t r a r i a O 1 M , depois aba i -
xemos OgM perpendicu la rmente a esta r ec t a ; seja O 2 I parallela 
a O 1 M e seja MI perpendicular a O 1 O g . O logar geometr ico de I 
é a t r isectr iz de Maclaur in . 

Para mos t ra r que esta curva serve a dividir os ângulos em tres 
partes eguaes , emprega o sr. Longchamps o seguinte processo: 

T i rando por O2 uma perpendicular a O 1 O g e chamando A o 
ponto em que esta perpendicular encontra a recta O i M , e r e p r e -
sentando respec t ivamente por w e <p os ângulos I O 2 O g , I O 4 O g , 
temos 

a 
p = O 2 I = A M = O 1 M — O 1 A = 4 a cos «o — 
r COS (d 

(#) É faeil de construir a figura com as indicações dadas. 
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e 

O 2 I _ 2 a 

sen 9 sen (9 — w ) 

Os ângulos 9 e (0 verificam pois, para todos os pontos da curva 
considerada, a re lação 

2 sen 9 cos w = (4 cos4 to — 1) sen (9 — &>). 

Es ta egualdade pôde ser escripta do modo seguin te : 

sen 9 cos u (3 — 4 cos2 to) = sen w cos 9 ( 1 — 4 cos2 to), 

ou ainda 
4 sen 3 to — 3 sen w 

t a n g = -õ í 
O COS W — 4 COS" to 

ou finalmente 
tang 9 = tang 3 to. 

Logo o angulo I O 2 O g é a terça par te do angulo I O j O g . 
No seu importante livro intitulado — Essai sur la Géométrie 

de la règle et de lequerre (Paris , 1 8 9 0 ) torna o sr . Longchamps 
a occupar-se d'esta curva, que define como cubica circular , pos-
suindo um nó onde as tangentes fazem com o eixo da curva ân-
gulos eguaes a GO0 e 120° . 

E n t r e os t rabalhos relativos a esta curva pôde ainda vêr-se 
um do sr. Schoute , que se occupou d elia nos Arehives Néerlan-
daises ( t o m o x x , 1 8 8 5 ) , outro do sr. l í ab ich , que se occupou d'ella 
na Gaeeta Cientifica ( 1 8 8 5 ) , e dois do sr . Longchamps , publicados 
um no Journal de malhemaliques spéciales ( 1 8 8 5 ) , e outro no 
Annuaire de VAssociation française ( 1 8 8 5 ) . 

FIM DO VOtCME IX. 
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