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IV. Biblioteca 

O equipamento absolutamente insuficiente da biblioteca repre-

sentava sem dúvida a falta mais poderosa que se opunha à 

investigação f rut í fera , e a mais difícil de superar . Fa l tavam 

quási completamente as mais importantes revistas científicas (ou 

existiam só em séries incompletas), fal tava uma suficiente colec-

ção de separatas , fal tavam até os mais importantes compêndios 

ou monografias científicas. Já os anter iores chefes do Museu e 

Labora tó r io Zoológico e os seus colaboradores tinham reconhe-

cido êste lamentável estado de coisas e haviam tentado corrigi lo 

dontro dos limites restr i tos do orçamento. E isto em dois sen-

tidos. Compraram-se ou assinaram se em primeiro lugar com-

pêndios (por exemplo o «Hundbuch der Zoologie», a «Faune de 

France» , os «Grenera Insectorum»), iniciou-se em segundo lugar 

um largo serviço de troca com sociedades científicas, Museus o 

grémios es t rangeiros , com o resul tado de que a nossa biblioteca 

recebe actualmente cerca de 400 revistas e out ras publicações. 

O principal méri to no aperfeiçoamento deste serviço de trocas, 

iniciado em 1924, cabo ao Sr . Dr . A. F. de Seabra . Mas como 

imodiatamente vê qualquer especialista, trata-se, na maioria dês-

tes jornais , de publicações que não podom sor consideradas rigo-

rosamente científicas ou nas quais se não reflecte, pelo monos, 

o trabalho de investigação do nosso tempo. 

Pa ra de certa maneira preencher as fal tas existentes, nos 

limites das possibilidades actuais, atribuiu-se da quantia total 

disponível pa ra a nova instalação do laboratór io nada menos do 

que um quar to , a saber a quantia de 43.059->85, para a biblioteca. 

Também aqui pus mais uma vez as exigências do ensino em pri-

meiro lugar , empregando quási metade da quantia citada na com-

pra de compêndios, monografias e separa tas de valor especial. 

Não se tomaram em consideração exclusivamente livros que 

se referem à Zoologia g e r a l ; esforcei-me, pelo contrário, por 

tomar em consideração todos os ramos da Zoologia, também 

aqueles que actualmente podem não ser designados como em 

moda. Adquiriu-se sobretudo um número notável de ostudos 

sôbre a sistemática e a distribuição geográfica dos Inver tebra-

dos, que pareciam indispensáveis para o t rabalho científico do 

Museu. 
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Aumentar também o número do revistas de ca rác t n r r igoro-

samente cientifico, isto ó de revistas independentes e não publi-

cadas por Musous, Sociedades etc., até ao grau desejável o 

necessário, adquirir sobretudo séries completas de revistas que 

se publicam já desde há muitos d e c é n i o s — c l a r o que isto não 

era possível com os meios à minha disposição. Neste campo só 

pouco a pouco se poderá alcançar resul tado satisfatório, e só 

com a larga ajuda do Ministério da Educação Nacional ou do 

Inst i tuto pa ra a Alta Cul tura . Tomei por consequência como 

objectivo complementar em primeiro lugar aquelas revistas de 

importância que existiam já na nossa biblioteca em colecções 

t runcadas . Pa ra êste fim gastou-se a verba parcial relativa-

mente elevada de 10.5005 pouco mais ou menos. Renunciei, 

porém, por princípio, à substituição de revistas já oxistentes em 

assinatura por out ras que me interessariam talvez mais. Pois 

que nada me parece mais prejudicial a uma biblioteca do que 

submeter a escolha do revistas às inclinações e interesses variá-

veis dos sucessivos directores. P o r consequência, o número das 

revistas cuja assinatura se podia iniciar, ao lado das já existen-

tes, tornou-se pequeno : t rata-se de 5 revistas que me pareciam 

as mais desejáveis, aumentando assim o número total do revistas 

em assinatura de 10 pa ra 15. 

V. Aquisições várias 

De aquisições que se não podem rubr icar nos capítulos ante-

r iores desejo enumerar as seguintes : 

a) A q u á r i o s . — A qualquer laboratór io zoológico per tence 

pròpr iamente um aquário, instalado em aposentos especiais, 

visto um tal aquário ser indispensável pa ra determinadas inves-

tigações fisiológicas e possibilitar além disso aos estudantes a 

observação de animais vivos, tão impressionante e valiosa. 

P a r a satisfazer a êste objectivo, pelo monos em parte, insta-

lou se uma série de aquários, colocados nos quar tos do t rabalho 

do laboratór io. As despesas foram pequenas, pois já existia 

um certo número de aquários velhos que apenas precisavam de 

consêrto. Pa ra os aquários marinhos comprou-se um aparelho 

oléctrico de compressão de ar, sistema «Elu», e um filtro de 
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carvão. Ês tes dois dispositivos deram o melhor resultado : 

temos animais marinhos que vivem já há um ano nestes aquá-

rios e que até se reproduziram neles. Tenho a intenção de 

colocar alguns aquários, dotados sobretudo de animais da costa 

por tuguesa , também no Museu, para prazer e ensinamento dos 

seus numerosos visitantes. 

b) E x c u r s õ e s . — Pa ra as excursões à costa e às se r ras do 

p a í s — p u d e levar a efeito 13 excursões mais la rgas — ar ran ja -

ram-se as necessárias caixas, latas e f rascos de t ranspor te , uma 

rede de plancton e um bom alt ímetro. 

VI. Melhoramentos do edifício 

Pela Direcção Geral dos Edifícios e Monumentos Nacionais 

realizaram-se nestes dois anos os melhoramentos seguintes : 

1) Receberam iluminação eléctrica a sala de aulas, a biblio-

teca, mais dois quar tos do Labora tó r io e tôdas as divisões do 

Museu. Em outros dois gabinetes de trabalho instalou-se água 

cor ren te . 

2) Na sala de aulas substituiu-se o quadro de pedra insufi-

ciente por t rês grandes pedras móveis, que deixam ver, puxadas 

para baixo, uma superfície de pro jecção . 

3) Efectuou-se em vários gabinetes a instalação necessária 

para a ligação dos novos aparelhos, sobretudo para os apare lhos 

de projecção na sala de aulas. 

VII. Objectivos ainda não alcançados 

Lancemos primeiro um olhar ao que se pôde alcançar. 

Ju lgo poder af i rmar que o Labora tór io Zoológico possui hoje 

uma instalação que corresponde a tôdas as exigências do ensino 

moderno e que permite realizar, dentro de certos limites, tam-

bém investigações f ru t í feras . Estou igualmente persuadido de 

que o orçamento do Museu e Labora tór io , sobretudo se fôr 

aumentado segundo a minha proposta para o ano económico 

de 1940, garan te um bom funcionamento e florescimento do 

Labora tó r io . P o r isto me sinto muito obrigado a Sua Excelên-
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cia o Senhor Ministro da Educação Nacional o ao Senhor Direc-

tor Geral do Ensino Superior , que l iberalmente concederam as 

verbas necessárias. Emquan to o orçamento (despesas com o 

mater ia l ) importava no ano de 1936 em 53.480á00, temos para 

o ano de 1939 um orçamento de 105.980?>00. 

Contudo, é evidente que existe ainda uma série de objectivos 

maiores ou menores a alcançar. O mais urgente, em minha opi-

nião, é o seguinte : 

1) Começando com as exigências de construção, seria muito 

urgente, em primeiro lugar , o conserto ou renovação do telhado 

de algumas divisões do laboratór io . Tenciono instalar numa dos-

tas divisões o laboratór io fotográfico, reunindo nela todos os 

novos aparelhos para micro- e macrofotograf ia e pa ra amplia-

ção. Não posso real izar êste projecto , visto nesta e nas out ras 

divisões citadas a água das chuvas cor re r pelas paredes abaixo 

ou, gotejando do tecto, fo rmar grandes charcos no soalho. I s to 

parece-me ser um estado efectivamente indigno dum laboratór io 

científico. E claro que em tais condições os valiosos aparelhos 

se es t ragar iam dentro de poucos meses . 

Seria desejável além disso instalar na sala de aulas um dis-

positivo para escurecimento de funcionamento eléctrico. Sem 

um tal dispositivo vemo-nos forçados a fechar e abr i r continua-

mente as janelas , o que é incómodo para o ensino, ou a fazer 

tôda a aula de janelas fechadas e com luz artificial. Igual dis-

positivo seria conveniente também para a sala de aulas prát icas . 

Precisa-se além disso de instalação de água corrente naque-

les gabinetes de t rabalho onde ainda a não há . Agua corrente 

não representa neste caso comodidade ou luxo, mas grande 

necessidade para determinados t raba lhos científicos. 

Muito agradecido ficaria a V. E x . a se se dignasse a judar-me 

nas minhas aspirações, enviando à repar t ição competente um 

requerimento quanto às necessidades do edifício, sobretudo 

quanto à renovação o mais rápida possível do telhado. 

2) Agora as necessidades de equipamento do laboratór io . 

Aqui é sobretudo desejável o segu in te : 

a) Aumento do número de microscópios. Es tado ac tua l : 

28 lugares de trabalho, 20 microscópios utilizáveis. Fa l tam 

pois 8 microscópios para o pleno aprovei tamento da sala. Os 

meios do orçamento ordinário permit i rão a compra de 1-2 micros-

cópios po r ano. 
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b) Um aparelho de projecção para a sala de aulas prát icas . 

Torna-se preciso só depois da instalação do dispositivo de escure-

cimento na respectiva sala. A vantagem de projecções pa ra as 

aulas prát icas é incontestável : o professor pode explicar tudo o 

que se observa na respectiva p reparação microscópica antes de 

o estudante a examinar e desenhar . 

c) Uma câmara de filmar, para filmes de 16 mm. O filme 

torna se cada vez mais est imado e valioso para a investigação 

zoológica, sobretudo no campo da fisiologia dos sentidos e da 

psicologia animal. Além disso, a posse duma tal câmara torna-

ria muito menos dispendiosa a organização duma colecção de 

filmes para o ensino. Es t e desejo só será realizável por meio 

dum subsídio ext raordinár io . 

d) Aperfeiçoamento da aparelhagem fisiológica. Tra ta-se de 

apare lhos mais pequenos, adquirlveis pelos meios do orçamento 

ordinár io . 

e) Alargamento da biblioteca. Uma solução ideal não pode 

atingir-se só com as própr ias fôrças dum laboratór io isolado. 

O que se pode alcançar é o seguin te : 

Tomando como base a verba actual para «aquisições de uti-

lização permanente» (36.900&00) e atendendo ao facto de a ins-

talação nova do laboratór io es ta r agora essencialmente pronta , 

pode o quinhão do leão da verba citada, digamos 24.000$00, 

ser atribuído à biblioteca. Desta quantia cabem actualmente 

cerca de 10.000^00 às revistas e compêndios de assinatura, 

4.000í>00 são reservados à compra de livros e separatas , de 

maneira que ficam disponíveis pa ra outros fins ÍO.OOOíiOO. Es t a 

quantia empregar-se-ia nos primeiros anos pa ra completar as 

revistas já existentes em colecções t runcadas até fechar as últi-

mas lacunas, a par t i r dum ano determinado, digamos o ano 

de 1900. Serão precisos pa ra êste f im 80.000^00 pouco mais 

ou menos. Chega-se pois ao fim dentro de dez anos. A par t i r 

de então os citados 10.000:500 podem ser utilizados para a assi-

natura de mais revistas. Calculo que o número das revistas 

assinadas poderá ser assim aumentado de 15 pa ra 25. 

Assim ficariam abrangidas, não todas as revistas de carác ter 

predominantemente zoológico, mas em todo o caso as mais impor-

tantes . Se o orçamento para o ano 1940 fôr aumentado de 

20.000^00, segundo a minha propos ta , então o preenchimento 

destas lacunas será alcançado já dentro de três anos e o número 
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do novas assinaturas poderá elevar-se consideràvelmento, ou 

poderá utilizar-se uma par te maior da verba para a compra de 

l ivros e separatas , ou para o apetrechamento aperfeiçoado do 

Labora tó r io e Museu. 

3) P o r fim um só desejo relativo ao pessoal do museu e 

laboratór io , mas desejo êste que tenho de designar como muito 

urgente . A minha chegada a Coimbra o Labora tó r io Zoológico 

tinha um assistente jovem na pessoa do D r . A. Xavie r da Cunha. 

Visto o D r . Xavie r da Cunha ter ascendido ent re tanto a profes-

sor auxiliar e visto o lugar assim livre ter sido ocupado por um 

Assistente de Antropologia , ficou o Museu e Labora tó r io Zooló-

gico sem qualquer auxiliar de quem possa espera r e exigir ser-

viços como cabem a um assistente jovem. Es ta falta foi em pa r t e 

resolvida pela circunstância feliz de o D r . Hell ing te r pôsto à 

disposição do laboratór io todo o seu tempo livre e tôda a sua 

boa vontade de t rabalho, e is to durante os pr imeiros dois anos 

sem qualquer grat if icação. O Ins t i tu to pa ra a Alta Cultura pos-

sibilitou-lhe, a seguir, a continuação do seu estágio em Por tuga l 

e com isto a dos seus t rabalhos, tanto de organização como cien-

tíficos, por mais um ano, concedendo-lhe um subsídio de inves-

t igação. Conseguiu-se obter um tal estipêndio também para os 

últimos cinco meses do ano cor ren te . Mas o Inst i tu to para a 

Alta Cultura fez notar nesta al tura, e, parece-me, com tôda a 

just iça, que não era das suas atribuições mas sim das da Uni-

versidade de Coimbra, cuidar da gratif icação de um auxiliar, 

quando falte a um laboratór io da Universidade. Já não podendo 

contar , po r consequência, com o auxílio do Ins t i tu to pa ra a 

Al ta Cul tura , peço a V. E x . a se digne dedicar o seu melhor 

interesse a êste assunto, requerendo da repart ição competente a 

verba necessária para a gratificação dum assistente do Museu e 

Labora tó r io Zoológico para o ano económico de 1940. É evi-

dente que um labora tór io que se encontra em reorganização 

não pode dispensar a a juda de um assistente jovem. Abstraindo 

mesmo da sua falta para a p reparação das aulas teóricas e das 

projecções, queria mencionar só a colecção das preparações 

microscópicas que carece dum aumento notável quanto à Ana-

tomia comparada dos Ver tebrados — trata-se de 1000 prepa-

rações pouco mais ou monos —, a colecção das p reparações 

anatómicas só agora iniciada e a dos diapositivos. Acaba de 

surgir mais uma tarefa, penosa e morosa, mas que não pode 
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prote lar s e : a organização dum ca tá logo gera l da biblioteca, 

abrangendo livros, revistas e folhetos . Não chega pa ra este fim 

um empregado que saiba preencher as fichas, precisam-se tam-

bém auxiliares com os convenientes conhecimentos científicos. 

Acresce também a circunstância de o infatigável auxiliar de 

natural is ta do Museu, S r . Rogério Nogueira de Carvalho, que, 

graças ao seu conhecimento íntimo da nossa biblioteca e ao real 

interesse que o liga desde há 35 anos ao destino do nosso Ins-

tituto, nos poderia ser neste caso do maior valor , se encontrar 

ocupado temporàr iamente nos Serviços de Contabilidade da 

Universidade. 

P o r fim, desejaria exprimir a V. E x . a e a todos os meus 

colaboradores que me a judaram nestes três anos, os meus mais 

sinceros agradecimentos, esperando que me concedam também 

no fu tu ro o seu valioso auxílio, de maneira que ao acabar a 

minha actividade em Coimbra se possa d i ze r : fez-se bom traba-

lho e não se deitou o dinheiro pela j ane la . E êste o meu objec-

tivo único. 

Coimbra, Museu e Laboratório Zoológ-ico 
da Universidade de Coimbra, 
em 25 de Novembro de 1939. 



Contribuição para o estudo da teoria das funções 
( C O N T I N U A Ç Ã O ) 

CAPITULO YIII 
C O N C E I T O D E F U N Ç Ã O 

I 

T E O R E M A S G E R A I S 

84. Vizinhança dum conjunto. — Sejam A e B conjuntos liga-

dos entre si. Damos o nome de vizinhança de B relativamente a A , 

definida por um número j)ositivo i, ao conjunto U dos elementos U 

de A tais que seja U B < s . Cada elemento de U é um elemento de A 

que se caracteriza por lhe cor responder um elemento de [B] cuja 

distância ao primeiro não excede o número £ [v . iv, p. 89, l. 24]. 

O conjunto U é a soma dos produtos de A pelos esferóides de 

centros nos diversos elementos de [Bj e do raios iguais a e. 

Verifica-se evidentemente a relação U B < s . A vizinhança U 

ainda pode definir-se como sendo o maior subconjunto de A cujo 

desvio a B não excede o número £. 

Em part icular , vizinhança dum elemento b de [A] relativa-

mente a A, definida pelo número positivo s, é o produto de A 

pelo esferóide de centro b e raio £. 

Entendemos por vizinhança dum conjunto S definida por um 

número positivo £, sem mais indicação, a vizinhança de B rela-

t ivamente ao espaçóide de que t ra tamos e definida por £, ou 

seja a soma dos esferóides de centros nos elementos de [B] e 

de raios iguais a e. 

Qualquer vizinhança de B em relação a A é um conjunto limi-

tado quando B é limitado [v. iv, p. 95, l. 29], e é um conjunto 

fechado, totalmente ou não, ao mesmo tempo que o conjunto A. 

São manifestamente as mesmas as vizinhanças relat ivas a A 
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de conjuntos jux tapos tos a B quando definidas por um mesmo 

número s [u. iv, p. 89, l. 1]. * 

Dada uma vizinhança U de B em relação a K, os termos de 

qualquer sucessão de subconjuntos de A (ou de elementos, em par-

ticular) 

(1) Xi, X2 ,Xi, ... 

para a qual seja Iim X/ B = 0 pertencem a U a partir da ordem em 

que temos X, B < U B . Quando B é limitado, os termos da sucessão 

precedente, a partir de certa ordem, constituem, pois, um conjunto 

limitado. 

Concluímos também que, se o limite integral duma sucessão 

de subconjuntos de A , de soma limitada, pertence a [B], os termos 

da mesma sucessão pertencem a U a partir de certa ordem \y. iv, 

p. 123, l. 17]. 

ft Il e Il' são as vizinhanças de B em relação a A definidas 

respectivamente pelos números ses' (s<s'), o conjunto U' contém 

a vizinhança de U em relação a A definida pelo número s' — s. 

Na verdade, se U é um elemento desta vizinhança de U , temos 

U U <£ ' — £, e, como UB< e , vem líB<uU + UB<s' [v. iv, 

J T 9 9 , (6)]. 

Seja U a vizinhança de B em relação a A definida pelo 

número s. A vizinhança (V), definida pelo mesmo número s, do 

conjunto dos subconjuntos limitados de B em relação ao conjunto 

dos subconjuntos limitados de A é o conjunto (U ) dos subconjun-

tos limitados U de U. Com efeito, da relação U B < e conclui-se 

que a um subconjunto U' de U cor responde sempre um sub-

conjunto B' de TB] tal que U 1B 7 ^ s [ f . iv, p. 110, l. 24] e por 

isso U' per tence à vizinhança (V) [?;. v, p. 136, l. 35]. Mas a 

cada conjunto V de (V) corresponde um subconjunto B' de ÍB] tal 

que V B ' < e , sendo pois V B = V [B] < V B < s , donde V B < s , razão 

porque V é um subconjunto de U . Dá-se pois a coincidên-

cia (U') I (V). 

Consideremos o caso part icular de B ser um subconjunto 

de [A]. A vizinhança U de B relat ivamente a A, definida pelo 

número positivo s, é tal que U B < £ , pois temos agora BU = O. 

A vizinhança U pode então definir-se como sendo o maior sub-

conjunto de A que satisfaz àquela condição. 
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Neste caso os conjuntos U e B ou são ambos limitados ou 

ambos ilimitados [v. iv, p. 102, L 10]. 

Quando é B < A], converge para B qualquer sucessão de vizi-

nhanças deste conjunto relativas a Ae definidas por números 

positivos que tendam, para zero. 

Seja § a desconexão do conjunto B . Quando é B < [A], a vizi-

nhança U de B relativa a Ae definida por s tem uma desconexão 

que não excede o maior dos números d e s. Com efeito, os con-

jun tos U B e U são nesse caso juxtapos tos entre si, tendo po r 

isso a mesma desconexão [». vi, p. 318, l. 5], e é evidente que 

a do primeiro não excede o maior dos números d o e . Em par-

ticular, quando B é conexo, a desconexão de U não excede =.. 

Seja A um conjunto qualquer (um elemento, em particular). 

Seja C um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos 

pertençam a um contínuo limitado contido em C . Suponhamos 

que existe o produto [A] X G e que o conjunto C não é um sub-

conjunto de [AJ . Cada vizinhança V de A relativa a C contém 

um continuo ligado a A mas não contido neste conjunto. 

Tomemos dois elementos x e x de C, sendo o primeiro um 

elemento de [Aj e o segundo es t ranho a êste conjunto. Seja K 

um contínuo limitado contido em C a que pertençam os elemen-

tos X e X. Unamos estes elementos por uma sucessão de ele-

mentos de K, em número finito, tais que as distâncias entre 

cada um e o seguinte sejam inferiores ao número . Desi-

gnemos p o r X; o conjunto dos elementos desta sucessão conti-

dos na vizinhança considerada V mas que sejam consecutivos a 

par t i r de x . Ponhamos i = 1 , 2 , . . . e designemos por X um 

limite fechado, contido em K, da sucessão 

X1, X2, . . . , h , . . . 

O conjunto X é um contínuo [v. p. 319, l. 3]. Ês t e con-

tínuo, manifestamente ligado a A , per tence a V; contém o ele-

mento X e alguns elementos de K distintos dos de ;A] . 

Seja C um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos 

pertençam a um contínuo limitado contido em C. Consideremos 

uma colecção constituída por alguns desses contínuos. Suponha-
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mos que um contínuo limitado qualquer contido em C que sejux-

taponha a uma soma de contínuos da colecção pertence à mesma 

colecção (1). Admitamos também que um qualquer dos contínuos 

da colecção determina uma vizinhança V em relação a C tal que os 

contínuos contidos em V ainda pertencem à mesma colecção. Nes-

tas condições a soma dos contínuos da colecção ê o conjunto C-

Demonstremos que um elemento qualquer c de C pertence 

a um dos contínuos da colecção a que se refere o enunciado. 

Seja Ki um destes contínuos. Se nenhum elemento de Ki se 

jux tapõe a C (no caso afirmativo o elemento C pertenceria ao 

contínuo C -f- Ki da colecção), unamos C a um elemento de Ki 

por meio dum contínuo limitado K contido em C . Efec tuemos 

a soma de todos os contínuos da colecção contidos em Ki+K 
mas que admitam Ki por subconjunto. Ta l soma, por ser um 

conjunto conexo, admite por lugar um contínuo. Ês te jux ta -

põe-se elemento a elemento a um contínuo K' contido em Ki f K 

e que contém aquela soma. P o r hipótese K' ó um contínuo da 

co lecção; é o maior contido em Ki-f K e que contém Ki-

Terminamos a demonstração provando que é K I > K, e que 

por conseguinte o elemento C pertence ao contínuo K da colec-

ção. Consideremos pa ra isso uma vizinhança V de K' relativa 

a K tal que os contínuos nela contidos pertençam à colecção. 

Se o contínuo K não fôsse um subconjunto de K'. a vizinhança V 
conteria um contínuo K ligado a K' mas não contido neste con-

jun to (como resul tar ia da proposição precedente pondo nela 

A i K e C I K). Exist ir ia pois um contínao K + K" da colecção 

contido em Ki + K e maior do que K'. 

85. Demonstração dum lema. — Consideremos uma sucessão 

de conjuntos 

(2 ) A 1 , A 2 , • . , A1 , • . • , 

um conjunto limitado B ( 2 ) , uma família de conjuntos F e um 

número não negativo a. Representemos em geral por 

(3) X, , Xs. . . . , X u , . . . 

(1) Resulta desta condição que uma soma dum número finito de contínuos da 
colecção ligados entre si é ainda um contínuo da colecção. 

(2) Dispensa-se a hipótese da Iimitabilidade de B quando a soma dos con-
juntos (2) e limitada. 
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qualquer sucessão de elementos extraída duma subsucessão da (2) (1), 
mas que seja limitada e cujo derivado (2) seja um subconjunto 

de [B] de diâmetro não superior a «. Suponhamos que existe uma 

ordem para cada sucessão (3) a partir da qual os seus elementos 

pertençam a um dos conjuntos F. 

E possível determinar uma vizinhança U de B , um número (3 

superior a x e uma ordem i tais que: elementos de U em número 

finito, que determinem um diâmetro inferior a (3 (3), extraídos de 

tei~mos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i, perten-

çam sempre a um dos conjuntos da família. 

Se a família dos conjuntos F é finita ou numerável, podemos 

determinar uma vizinhança U1 de B , um número (3' superior a a e 

uma ordem i' tais que: um subconjunto de U', de diâmetro infe-

rior a (3', contido na soma Ai + Ar + i + • • • , pertença sempre a 

um dos conjuntos da família. 

Admitamos, com efeito, que não é possível determinar ama 

vizinhança de B , um número superior a a e uma ordem que 

verifiquem a primeira par te do enunciado. Exis te em tal caso 

uma sucessão 

(4) Xi, X2, . • , X1, • . . 

de conjuntos que fazem ZmX jB = 0, cujos diâmetros têm um 

limite máximo não superior a a, sendo cada um Xi- constituído 

por elementos em número finito, não contidos num mesmo con-

jun to F, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de ordens 

crescentes com i ^4). 

A sucessão (4) é limitada [p. 103, l. 8 ] ; seja 

(5) Xri Xj, . . . , X t t, . . . 

uma das suas subsucessões convergentes [v. ív, p. 140, l. 10], 

e representemos por X o respectivo limite totalmente fechado. 

Mas X é um subconjunto de [Bj, porque temos IimXu B
r =O 

(1) Recordem-se as definições dadas no v. ív, p. 112, n. 33. 
(2) Chamamos derivado duma sucessão de elementos ao respectivo limite inte-

gral, isto é, ao conjunto dos seus elementos limites [e. iv, p. 17, n. 6]. 
(3) É claro que nos referimos ao diâmetro do conjunto desses elementos. 
(4) Isto é, tôlas superiores a cada uma das ordens dos termos da (2) que deram 

origem ao conjunto X ^ 1 . 
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\y. v, p. 296, l. 12], e o seu diâmetro não excede a [v. v, p. 134, 

l. 17]. Logo a sucessão que resulta de numerarmos conve-

nientemente a totalidade dos elementos dos te rmos da suces-

são (5), além de ser limitada e extraída duma subsucessão 

da (2), tem por derivado o subconjunto X de [B] cujo diâme-

tro não excede x, e no entanto não há ordem alguma a par t i r 

da qual os seus elementos per tençam a um mesmo conjunto da 

família. 

Semelhantemente reconhecemos que, se não ó possível deter-

minar uma vizinhança de B , um número super ior a a e uma 

ordem que satisfaçam à segunda pa r t e do lema, existe uma 

sucessão de conjuntos de soma limitada 

(6) x ; , x ; , . . . , x „ , . . . 

que tende para um subconjunto X' de [B] de diâmetro não supe-

r ior a x, sendo cada um Xm um subconjunto duma soma de 

termos da sucessão (2) nos quais a ordem mínima cresce com w, 

e não pertencendo cada um deles a nenhum dos conjuntos F. 

Depois de numerarmos os conjuntos F, determinemos uma 

sucessão de elementos 

I i 
(0 xr,, xs,, • • •, xM., . • • 

extraída duma subsucessão da (6) mas de maneira que tais ele-

mentos não pertençam aos conjuntos F cujas ordens são dadas 

respect ivamente pelos números 1, 2, 1, 2, 3, 1, 2, 3, 4, 1, .. . (1) 

elementos esses que sejam extraídos de termos da sucessão (2) 

de ordens sucessivamente crescentes . 

A sucessão (7) assim extraída duma subsucessão da (2) é 

limitada, o seu derivado (contido em X') é um subconjunto 

de [B] do diâmetro não superior a x, mas não existe uma ordem 

a par t i r da qual todos os seus elementos per tençam a um mesmo 

conjunto da família. 

(1) Quando os conjuntos F são em número finito n, suprimimos nesta suces-

são os números superiores a n. 
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Observações. — i) A família dos conjuntos F pode ser consti-

tuída, em particular, pelos conjuntos dos elementos das diversas 

sucessões (3) tomadas a partir de certas ordens. 

n) Se a partir de certa ordem para cada sucessão (3), quais-

quer dos seus elementos em número finito [JU apenas em número k, 

para um determinado k], e não necessariamente todos, pertencem 

a um dos conjuntos F, é possível deterninar uma vizinhança U de B . 

um número (3 superior a a. e uma ordem i tais que: elementos de U 

em número finito [ou apenas em número lc\, que determinem um 

diâmetro inferior a (3, extraídos de termos distintos da sucessão (2) 
de ordens superiores a i pertençam sempre a um dos conjuntos da 

família. Efect ivamente, considerando a família dos conjuntos F 

dos elementos de cada sucessão (3) a par t i r da ordem em que 

se dá a propr iedade expressa neste enunciado, diz a pr imeira 

pa r t e do lema, aplicada à nova família de conjuntos F', que é 

possível determinar uma vizinhança U de B , um número (3 supe-

r ior a a e uma ordem i tais que : elementos de U em número 

finito [ou apenas em número k], que determinem um diâmetro 

inferior a [3, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de 

ordens super iores a i per tençam sempre a um dos conjuntos F , 

e p o r isso a um dos conjuntos F. 

III) Quando a soma dos termos da sucessão (2) è limitada e 

quando o limite integral pertence a [B], podemos simplificar o enun-

ciado do lema, pois não é necessário nele aludir às vizinhanças U 

e U'. Em tal caso, com efeito, existem ordens a par t i r das quais 

os termos da sucessão (2) pertencem àquelas vizinhanças dt B 

[p. 103, l. 11]. 

iv) Quando o produto de [B] pelo limite integral da suces-

são (2) pertence ao limite comum da mesma (1), basta fazer figu-

rar no enunciado do lema sucessões de elementos extraídas da 

sucessão (2) em vez de sucessões (3) extraídas das diversas sub-

sucessões da (2). Consideremos, com efeito, uma qualquer das 

sucessões (3). Um elemento do seu derivado ó agora limite 

duma sucessão de elementos 

/ / ' 

(') 0 que sucede em particular quando a sucessão é convergente ou quando 
B pertence ao limite comum. 
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extraída da (2). Subst i tuamos nesta sucessão os elementos de 

ordens r , s , . . . respectivamente por Xr, Xs,. • . . A nova suces-

são assim extraída da (2), que representamos po r 

ó l imitada, e o seu derivado (o mesmo que o da (3)) tem o diâ-

met ro não super ior a a . Logo , se existe, como estamos a supor , 

uma ordem a par t i r da qual os termos da sucessão (8) per ten-

çam a um dos conjuntos F, o mesmo podemos dizer relativamento 

à sucessão (3) donde par t imos . 

v) E duma grande general idade o lema de que nos temos 

ocupado. O b t ê m - s e casos part iculares sucessivos, que mais 

directamente intervêm em certas proposições, introduzindo uma 

ou mais das simplificações seguintes: a = 0; x igual ao diâmetro 

de B ; A = I ; existência de Um A8 I i A; B < [ A j ; Aj A ( t = 1 , 2 , . . . ) ; 
A ; P (espaçóide de que t r a tamos) ; família constituída por um só 

con jun to ; conjunto B reduzido a um só e lemento; etc. 

No caso de a = 0, as sucessões de elementos (3) são as que, 

sendo extraídas das diversas subsucessões da (2), convergem 

para elementos de [Bj . No caso de a igual ao diâmetro de B , 
as sucessões (3) são as extraídas das subsucessões da (2) e tais 

que seja Iim Xu B = O. 
Eis alguns dêsses casos par t iculares , todos relativos à hipó 

tese X = O: 

Consideremos uma sucessão convergente (2) de conjuntos de 

soma limitada e uma família de conjuntos F. Se os elementos de 

qualquer sucessão convergente, extraída da (2), pertencem a par-

tir de certa ordem a um dos conjuntos F, è possível determinar 

um número positivo e e uma ordem i tais que: elementos em 

número finito, que determinem um diâmetro inferior a e, extraí-

dos de termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i, 

pertençam sempre a um dos conjuntos da família. 

Se além disso a família dos conjuntos F é finita ou numerá-

vel, podemos determinar um número positivo s e uma ordem i' 

tais que um conjunto de diâmetro inferior a i contido na soma 

A j / + A j ' - ) - i + • • , pertença sempre a um dos conjuntos da família. 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um subconjunto B 
limitado e fechado do limite comum da mesma e um conjunto F. 
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Se, qualquer que seja a sucessão de elementos que tenda para um 

elemento de B , extraída da sucessão (2). êsses elementos perten-

cem a F a partir de certa ordem, é possível determinar uma 

ordem i e uma vizinhança U de B tais que o produto de U pela 

soma Ai- + A; + i + • • • pertença a F. 

Consideremos uma sucessão convergente (2) de conjuntos de 

soma limitada e um conjunto F. Se os elementos de qualquer 

sucessão convergente, extraída da (2), pertencem a partir de 

certa ordem ao conjunto F, os termos da sucessão (2) pertencem 

a F a partir de certa ordem. 

Consideremos dois conjuntos AeB ligados entre si, sendo êste 

fechado e um deles limitado. Consideremos ainda uma família de 

conjuntos F e um número inteiro positivo k. Se, qualquer que 

seja a sucessão de elementos de A que tenda para um elemento 

de B , quaisquer Ie desses elementos pertencem, a partir de certa 

ordem, a um dos conjuntos F ( 1 ) , é possível determinar um número 

positivo í e uma vizinhança U de B relativa a A tais que um con-

junto de Ic elementos de U , de diâmetro inferior a s, pertença 

sempre a um dos conjuntos F ( 2 J . 

Se os termos de qualquer sucessão de elementos de A que tenda 

para um de B pertencem a um dos conjuntos F a partir de certa 

ordem e se a família destes conjuntos é finita ou numerável, pode-

mos determinar um número positivo e' e uma vizinhança U' de B 
relativa a A tais que um subconjunto de U' de diâmetro inferior 

a s pertença sempre a um dos conjuntos F ( 3 ) . 

(•) Esta condição exige que o produto A X B 1 quando existe, seja coberto 
pelos conjuntos F. 

(2) Não é necessário aludir ao número = quando B se reduz a um só elemento. 
(3) Também não é necessário aludir a -J quando B se reduz a um único ele-

mento. Se ainda neste caso A se converte no espaçóide de que tratamos, vem a 
proposição : 

Dados um elemento b e uma família finita ou numerável de conjuntos F, 
se os elementos de qualquer sucessão que tenda para b pertencem a um dos con-
juntos F a partir de certa ordem, existe um esferóide de centro b contido num 
desses conjuntos. 

Notemos que o presente enunciado pode deixar de ser verdadeiro para uma 
infinidade não numerável de conjuntos F, afirmação esta que se transmite ao enun-
ciado da segunda parte do lema. É fácil citar exemplos neste sentido. 
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A cada sucessão convergente de elementos dum dado conjunto 

limitado A façamos corresponder o conjunto F dos elementos da 

mesma sucessão tomados a partir de certa ordem. Existe um 

número positivo s tal que: elementos quaisquer de A , em número 

finito, de distâncias dois a dois inferiores a s pertencem a um dos 

conjuntos F. 

Sejam AeB conjuntos ligados entre si, sendo êste fechado e 

um dêles limitado. Seja F um conjunto qualquer. Se os termos 

de cada sucessão de elementos de A que tenda para um elemento 

de B pertencem a F a partir de certa ordem, existe uma vizi-

nhança de B relativa a A contida em F. 

Seja b um elemento limite dum dado conjunto A. A cada suces-

são de elementos de A que tenda para b façamos corresponder o con-

junto F dos elementos da mesma tomados a partir de certa ordem. 

Existe uma vizinhança U de b relativa a A tal que: elementos quais-

quer de U, em número finito, pertencem a um dos conjuntos F. 

Consideremos um conjunto qualquer A e um subconjunto B 

de [A] limitado e fechado. Associemos a cada elemento de B uma 

vizinhança deste elemento relativa a A . Existem uma vizinhança 

U de B relativa a A e um número positivo e tais que um subcon-

junto qualquer de U de diâmetro inferior a e pertence a uma des-

sas vizinhanças. 

Cada elemento de B é, com efeito, centro dum esferóide cujo 

p roduto por A constitui a vizinhança dêsse elemento. Mas como 

o conjnnto B é coberto interiormente com uma infinidade nume-

rável dos mesmos esferóides [lema de LindelõfJ, segue-se que 

os termos de qualquer sucessão de elementos de A que tenda 

para um elemento de B pertencem, a par t i r de certa ordem, a 

um dos esforóides dessa infinidade numerável . Exis tem pois 

uma vizinhança U de B relativa a A e um número positivo e tais 

que um subconjunto qualquer de U de diâmetro inferior a z 

per tence a um desses esferóides, e por tan to a uma das vizi-

nhanças consideradas (1). 

(') Também serve de justificação a mesma da proposição do v. VJ, p. 526, l. 10, 
convenientemente adaptada ao presente caso. 
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Logo o conjunto U decompõe-se num número finito de partes 

cada uma das quais pertence a uma das vizinhanças dadas, isto é. 

o conjunto U cobre se apenas com um número finito das mesmas 

vizinhanças. 

Quando o conjunto A coincido com o espaçóide que es tamos 

considerando vem o enunciado seguinte : 

Associemos a cada elemento dum conjunto limitado e fechado B 
um esferóide de centro no mesmo elemento. Existem uma vizi-

nhança U de B e um número positivo £ tais que um subconjunto 

qualquer de U de diâmetro inferior a z seja interior a um dêsses 

esferóides. 

A vizinhança U é pois coberta inter iormente apenas com um 

número finito dos esferóides considerados (1). 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um conjunto B e 

uma família de conjuntos F. Seja em geral (3) qualquer sucessão 

de elementos extraída duma subsucessão da (2) e tal que se tenha 

Iim X11B = 0. Suponhamos que existe uma ordem para cada suces-

são (3) a partir da qual os seus elementos pertençam a um dos 

conjuntos F. 

E possível determinar uma vizinhança U de B e uma ordem i 

tais que: elementos quaisquer de U , em número finito, extraídos 

de termos distintos da sucessão (2) de ordens superiores a i per-

tençam a um dos conjuntos da família. 

Se a família dos conjuntos F é finita ou numerável, podemos 

determinar uma vizinhança U de B e uma ordem i' tais que o pro-

duto de U' pela soma Ac + Aj +i + • • • pertença a um dos conjun-

tos da família. 

Quando o conjunto B é limitado, esta proposição dednz-se 

do lema, introduzindo nêle a condição de z represen ta r o diâ-

metro de B- Mas a mesma proposição estende-se para o caso 

de B ser ilimitado, e por conseguinte de a. se to rna r infinito. 

A demonstração é mais simples quo a do lema, e dela se obtém 

suprimindo as passagens que resul tam das hipóteses das limita-

bilidades de B e do conjunto dos diâmetros dos der ivados das 

diversas sucessões (3). 

(') Esta proposição completa o lema de BOREL enunciado no v. vi, p. 528, l. 19. 
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Limitamo-nos a enunciar só dois casos pa r t i cu la res : 

Sejam AeB conjuntos ligados entre si. A cada sucessão 

Xi, Xi, • • •, Xi, • • • de elementos de A para a qual seja Iimxl B = O 

façamos corresponder o conjunto F de todos os elementos da 

mesma sucessão mas tomados a partir de certa ordem. Existe 

uma vizinhança U de B relativa a A tal que: elementos quaisquer 

de U em número finito pertencem a um dos conjuntos F. 

Sejam A l B e F conjuntos quaisquer, sendo os dois primeiros liga-

dos entre si. Se os termos de qualquer sucessão Xi, Xi, . . . ,Xi, . . . 

de elementos de A, tal que Iim Xi B = O, pertencem a F a partir de 

certa ordem, existe uma vizinhança de B relativa a A contida em F. 

Uma outra classe de proposições que se deduz ainda do 

mesmo lema é a que resulta de supormos que os elementos 

dos conjuntos A i , B e F nele f i g u r a d o s são subconjuntos limi-

tados de elementos dum dado espaçóide [v. ív, p. 134, n. 44]. 

São verdadeiras por exemplo as seguintes propos ições : 

Consideremos uma sucessão de conjuntos (2), um conjunto limi-

tado B e uma família de conjuntos F. Se, qualquer que seja a 

sucessão de subconjuntos limitados dos termos correspondentes duma 

subsucessão da (2), que tenda para um subconjunto limitado de [BJ , 
existe uma ordem a partir da qual esses conjuntos pertencem a 

um dos conjuntos F, é possível determinar uma vizinhança U de B, 

um número positivo e e uma ordem i tais que: subconjuntos quais-

quer de U, em número finito, de distâncias dois a dois inferiores 

a s, extraídos de termos distintos da sucessão (2) de ordens supe-

riores a i pertençam a um dos conjuntos da família \_p. 103, l. 21]. 

Consideremos uma sucessão convergente de conjuntos (2) de 

soma limitada e uma família de conjuntos F. Se, qualquer que 

seja a sucessão de subconjuntos dos termos correspondentes da (2), 

que tenda para um elemento, cada um destes subconjuntos per-

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, é possível 

determinar um número positivo s e uma ordem i tais que um 

subconjunto de diâmetro inferior a i dum termo da sucessão de 

ordem superior a i pertença sempre a um dos conjuntos da 

família. 
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Consideremos uma infinidade de conjuntos A e um conjunto 

limitado B . A cada sucessão desses conjuntos A, de soma limi-

tada, que tenda para B ( 1 ) façamos corresponder urna ordem. 

Existe um número positivo e que satisfaz à seguinte condição: 

quaisquer dos conjuntos A , em número finito, cujas distâncias 

a B sejam inferiores a e são termos duma das referidas sucessões 

tomados a partir da correspondente ordem (2). 

Sejam AeB conjuntos ligados entre si, sendo êste fechado e 

um deles limitado. Consideremos uma família de conjuntos F. 

Se cada um dos termos de qualquer sucessão de subconjuntos 

de A de soma limitada, que tenda para um elemento de B , per-

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, existem uma 

vizinhança U de B relativa a Ae um número s tais que um sub-

conjunto de U de diâmetro inferior a e pertença sempre a um dos 

conjuntos da família. 

O lema de BOREL, há pouco demons t rado com o auxílio do 

de LINDELOF, apresenta-se também como uma aplicação directa 

da p ropos ição agora enunciada. Efect ivamente , se cada ele-

mento dum conjunto l imitado e fechado B ó cent ro dum esfe-

róide duma dada família, os t e rmos de qua lquer sucessão de 

con jun tos de soma limitada que tenda p a r a um elemento de B 
per tencem a um dêsses esferóides a pa r t i r de certa ordem 

[u. vr, p. 482, l. lõ ] , e p o r isso existem uma vizinhança U de B 
e um número posit ivo e tais que um subconjun to de U de diâme-

t ro infer ior a s per tença sempre a um dos mesmos esferóides . 

Pe r t ence pois a um dos esferóides da família, em par t i cu la r , 

qua lque r subconjun to de B do d iâmet ro infer ior a e. 

86. Definição de função. — Sejam P e Q dois espaçóides 

qua isquer , dist intos ou não. Dado um subconjunto A de P, 
façamos co r r e sponde r a cada um dos seus elementos x um e um 

só elemento Z de Q . A uma tal cor respondência dá-se o nome 

de função, e dizemos que z ó função de X no conjunto A. 

(') Supomos que existem tais sucessões. 

(2) B claro que a proposição generaliza-se para o caso de B ser ilimitado, 

mas devemos supor que as sucessões A1 , A2 , . . . A1-, . . . de conjuntos A que ten-

dam para B satisfazem à condição Iim A( B - (). 
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Pelo símbolo f(x), no qual a le tra f pode substituir-se por 

qualquer outra , convencionamos represen ta r então o elemento z 

correspondente a X, ou elemento da função f no elemento X. 

Podemos pois escrever Z | / ( X ) pa ra indicar que a variável z , 

ou variável dependente, é função de X, também chamada variá-

vel independente (1). 

Diremos que a função / (X) ó definida no conjunto A e em 

cada um dos seus elementos. 

A própr ia função faz cor responder a cada subconjunto X de 

A o conjunto Z dos elementos de f(x) nos diversos elementos 

do X . A função de conjuntos assim definida será representada 

por Z | / ( X ) (com a mesma l e t r a / ) . Em virtude desta notação, 

o conjunto dos elementos de / ( x ) em todos os elementos de A 
pode representar -se p o r / ( A ) ( 2 ) . 

A correspondência unívoca que estabelece a função Z | f (x) 

pode ser também biunívoca, isto é, recíproca, o que sucede 

quando cada elemento /(X) de f(A) corresponde a um só ele-

mento x de A . Em tal caso a função determinada por essa 

correspondência recíproca chama-se inversa da pr imeira . 

Seja çp(z) uma segunda função mas definida no conjunto f ( A ) . 

A função cp (f(X)), que faz corresponder a cada elemento X de A 
o elomento 9 (z) correspondente a z | /(X), damos o nome de 

função de função. A Z chama-se então variável intermédia. 

Dadas n funções 

fi (X), /2 (X), ...,/„ (X) 

(1) Recordemos que, relativamente às estruturas dos espaçóides P e Q , cada 
um deles pode considerar-se simples ou composto, ou constituído pelos subconjun-
tos limitados de certo espaçóide, e pode considerar-se mixto [v. iv, p. 136, n. 45]. 

A exposição que vamos desenvolver aplica-se em particular às funções que 
relacionam elementos de dois espaçóides numéricos [v. iv, p. 138, l. 3]; tais são as 
que põem em correspondência pontos de dois espaços ordinários, com o mesmo ou 
diferente número de dimensões, de coordenadas todas reais ou não, e as fun-
ções que fazem corresponder a subconjuntos limitados de um desses espaços sub-
conjuntos limitados dum outro. 

(2) Quando fôr necessário supor que f (X) estabeleça correspondência entre 
elementos de dois espaçóides, teremos de considerar apenas os subconjuntos limi-
tados X de A e de supor que os correspondentes conjuntos Z também são limita-
dos [v. v, p. 141, l. 13]. 
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definidas nnm mesmo conjunto A, considera-se muitas vezes a 

função 

(9) ( f l (x) , /2 (X) , . . . , / „ (X)), 

ainda definida no con jun to A, e que faz co r r e sponde r a cada 

elemento X de A o elemento compos to r ep resen tado em (9) 

[•v. ív, p. 28, n. 11]. Dizemos que tal função é composta, e 

as funções dadas chamam-se então componentes (1). 

Se uma função 9 (Zi, Z2, • • •, Z„) é definida no conjunto dos 

elementos da função (9), a função 

? ( f i ( X ) , f 2 ( X ) , . . . , / „ ( X ) ) , 

definida em A e denominada ord inar iamente função compos ta , 

se rá considerada como função de função, sendo a r ep resen tada 

em (9) a i n t e rméd ia ; é uma função do elemento compos to 

(Zi, Z2, • • - , Zn) qne p o r sua vez é função de X em A. 

Di remos que duas funções f (x ) e j (x), definidas respect iva-

mente nos con jun tos A e A1, são juxtapostas en t re si quando 

fo rem j u x t a p o s t o s os con jun tos dos e lementos de segunda 

ordem (x , f ( x j ) e ( x , j ( x ) ) co r responden tes aos diversos ele-

mentos X de A e de A' respect ivamente . Ta is funções caracte-

(1) Se as funções dadas, distintas ou não, são definidas em conjuntos quais-
quer 

A A A " l ! " 2 ' ' ' ' ' n < 

distintos ou não, pertencentes ou não ao mesmo espaçóide, a função 

(1) ( / ! (X 1 ) 1 Z2(X2)1 •• 4 ( x n ) ) , 

definida no conjunto composto [v. ív, p. 29, l. 19] 

(2) (A 1 1 A 2 , . . , A n ) 

e que faz corresponder a cada elemento (X1, X 9 , . . . , xB) deste conjunto o ele-
mento composto (1), tem uma construção que não é distinta da precedente; na 
verdade, podemos considerar tôdas as funções fL (x) como sendo definidas no mesmo 
conjunto composto (2). 

Note-se que o conjunto dos elementos da função (1) assim obtida resulta da 
composição dos conjuntos dos elementos das funções dadas, isto é, pode designar-se 
por (A1(A1)1Z2(A2)1 . . . , Z n ( A J ) . 
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rizam-se pela seguinte propr iedade: dado um número positivo ò, 
a cada elemento X de A corresponde um elemento X1 de A' que 
faz xx'<<5 e f(X) f ( x ' ) < â ; a cada elemento x' de A' corres-
ponde um x do A que verifica as mesmas desigualdades. 

Duas funções juxtapostas a uma terceira são juxtapos tas 
entre si. 

Se f (x) e j ( x ) , definidas em A e A', são juxtapostas entre 
si, verificam-se as seguintes juxtaposições : 

AIIA' e / ( A ) 11/(A') [v. v,p. 138, l. 12J. 

87. Funções limitadas. — A função f (X), definida em A, 
diz-se limitada num subconjunto X de A , por definição, quando 
ó limitado o c o n j u n t o / ( X ) . Sempre que falarmos em função 
limitada f (X), sem mais designação, entenderemos q u e / ( x ) é 
limitada no conjunto A onde a definimos. 

Duas funções juxtapostas entre si ou são ambas limitadas 
ou ambas ilimitadas. 

Facilmente se reconhece que, dado um subconjunto B de [A] , 
se f(x) é ilimitada nas diversas vizinhanças de B em relação a A, 
existe uma sucessão Xi, X2, . . . , Xi, . . . de elementos de A que 
faz ZimXi B = O e ao longo da qual os elementos de f(X) divergem 
para infinito [u. v, p. 144, l. 24]. Em particular, se f (x) é ili-
mitada nas vizinhanças dum elemento b de [A] , existe uma suces-
são de elementos de A que tende para b ao longo da qual os 
elementos de f (X) divergem para infinito. 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Se f ( x ) é 

limitada numa vizinhança de cada elemento de B, existe uma vizi-

nhança de B onde f'(x) é igualmente limitada (1). 

Existe, com efeito, uma vizinhança U de B em relação a A 
que é coberta apenas com um número finito das vizinhanças a 
que se refere o presente enunciado [p. 112, l. 1], Logo f (x) 
ó limitada em U. 

P o r conseguinte, se / (X) é ilimitada nas vizinhanças dum sub-

conjunto B de [ A ] . limitado e fechado, existe um elemento de B nas 

vizinhanças do qual / (X) é ilimitada. 

( 1 ) É claro que estas vizinhanças referem-se ao conjunto A. 
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E m par t i cu la r : 

Urna função f ( x ) definida num conjunto limitado A é limitada 

neste conjunto sempre que o seja numa vizinhança de cada ele-

mento de [ A ] . 

Sejam f ( X ) e j (X) f unções juxtapostas entre si definidas nos 

conjuntos A e A' . Consideremos um subconjunto B de [ A ] . S e f ( X ) 

é ilimitada nas vizinhanças de B relativas a A , o mesmo sucede 

a j (X) nas vizinhanças de B relativas a A ' . 
Suponhamos, com efeito, que f (X) é ilimitada em qualquer vizi-

nhança de B. Existe nesse caso uma sucessão Xi, X2, . . . X», 

de elementos de A que faz ///HXiB = O e ao longo da qual os ele-

mentos de f (X) divergem para infinito. Mas a cada elemento X1 

corresponde um elemento X i de A' que verifica as desigualdades 

X?: X i < - 4 - e / ( X t ) j ( X ^ X - I l . Temos ainda Iimxi B = O1 como 

most ra a relação X tB^X iX t + XiB [v. iv, p. 90, (1)]. Os ele-

mentos de j (X) ao longo da sucessão X1, X1, • •. , Xt-, . . . diver-

gem para infinito. L o g o j ( X ) também é ilimitada em qualquer 

vizinhança de B. 

Se em particular f (X) é ilimitada nas vizinhanças dum ele-

mento b de [A! relativas a Aj também j (X) é ilimitada nas vizi-

nhanças de b em relação a A ' . 

88. Limites de funções. — S e j a / ( X ) uma função definida em 

certo conjunto A. Designemos em gera l por 

(10) Xi, X2, • • • , Xi, . . . 

uma sucessão de elementos de A . Consideremos a correspon-

dente sucessão 

(11) / ( X i ) , / ( X 2 ) , . . . , f(Xi) , . . 

Chamamos elemento limite de f ( x ) num elemento y do lugar [A] 
a qualquer limite duma sucessão (11) correspondente a uma suces-

são (10) que tenda para y. O conjunto de todos os elementos 

limites de / (X) no elemento y toma o nome de conjunto limite 

em y de f (X) e é representado por Xiy), ou por Iimy f ( x ) . Tal 

conjunto existirá tôdas as vezes que a função fôr limitada numa 

vizinhança de y . 
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O conjnnto X(y) ó o mesmo que em qualquer elemento jux -

taposto a y ( 1 ) . 

Mais geralmente, conjunto limite de f ( x ) num subconjunto Y 

de [A] ó o conjunto dos elementos limites de tôdas as suces-

sões (11) correspondentes às diversas sucessões (10) pa ra as 

quais seja Iim Xj Y = O . Tal conjunto limite será designado por 

X(Y), ou por Iimxf(X), e exist irá sempre q u e / ( X ) fôr limitada 

numa vizinhança de Y. 

Consideremos uma classe de sucessões 

(12) X,,X2 x ; . , . . . 

para cada uma das quais seja ZmXi Y = O. Admitamos que, dada 

uma sucessão qualquer (10) tal que Iim Xi Y=0, dela podemos 

sempre extrair uma sucessão da classe. O conjunto X(Y) é consti-

tuído pelos limites das sucessões 

(13) / ( x ' t ) , / ( X 2 ) , . • • , f (X1
i) 

correspondentes às diversas sucessões da classe. 

Com efeito, os limites das diversas sucessões (13) per tencem 

a X(Y); por out ro lado, qualquer elemento Z de X(Y) ó limite 

duma sucessão convergente (11) cor respondente a uma sucessão 

(10) tal que ZmXjY = O, e, como da (10) podemos extra i r uma 

sucessão (12) da classe, o mesmo elemento z é também limite 

da correspondente sucessão (13). 

Na definição de X(Y) basta pois considerar as sucessões da 

referida classe (2). 

( ' ) 0 elemento y, quando pertence a A, pode figurar na sucessão (10). Neste 
caso o elemento correspondente f(y) e os que lhe são juxtapostos consideram-se 
limites de f(x) em y. 

Observemos também que, na definição de lirriyf (x), interessa principalmente 
o caso de y ser elemento limite de A. Não sendo assim, y juxtapõe-se a um ele-
mento de A, no qual o elemento correspondente para a função e os juxtapostos a 
êste constituem o conjunto Iim Y / " ( X ) . 

(2) Se por exemplo a variável independente é constituída por números ou 
por pontos, de coordenadas todas reais ou não, basta considerar, para o cálculo de 
X (F) , as sucéssões monótonas XI, X2, . . . , XÍ , . . . tais que Iim XÍ Y= 0 (dizemos 
que uma sucessão de números imaginários é monótona quando são monótonas as 
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E m p a r t i c u l a r : 

Seja f í x ) limitada numa vizinhança de Y. Para que 1 (Y) se 

reduza a elementos juxtapostos a um certo elemento Z, é necessário 

e suficiente que tendam para Z tôdas as sucessões (13) correspon-

dentes às diversas sucessões da classe. 

Em virtude da definição de X(Y)1 qualquer dos seus elemen-

tos Z caracteriza-se pela propr iedade seguin te : a cada número 

positivo â cor responde um elemento x de A tal que x Y < 3 e 

m * < 9 . -

É claro que [f(A)J l> X(Y) e [f(A)] 1 >.(A). 

Se U é uma vizinhança de Y em relação a A, temos 

[f(U)] 1 > X (Y), porque os elementos de qualquer sucessão (10) 

que faça Iim Xi Y = O pertencem a U a par t i r de certa ordem. 

Se X é nm subconjunto de A, vem 1 (X) l > [ / ( X ) ] . 

Se Y e Y' são subconjuntos de [A] jux tapos tos entre si, temos 

X (Y) I > (Y'). Mais ge ra lmente : 

São os mesmos os conjuntos limites em conjuntos juxtapostos 

de duas funções juxtapostas entre si (1). 

Consideremos duas funções jux tapos tas ent re s i , / ( x ) e j ( x ) , 

definidas nos conjuntos A e A'. Basta demonst ra r que são os 

mesmos os conjuntos limites destas funções num dado subcon-

junto Y de [A]. Designemos estes conjuntos limites por Z e 

sucessões das partes reais e das partes imaginárias dos termos; dizemos que uma 
sucessão de pontos é monótona quando são monótonas as sucessões das primeiras 
coordenadas, das segundas, etc. As sucessões monótonas de números reais, ou de 
imaginários puros, são as nunca crescentes e as nunca decrescentes). 

(1) A deíinição já apresentada de funções juxtapostas pode enunciar-se agora 
do seguinte modo: duas funções /(X) e / ( x ) , definidas respectivamente nos con-
juntos A e A', são justapostas entre si quando, seja qual fôr o elemento x' de 
qualquer dos conjuntos A ou A', o elemento correspondente f(x') ou ;'(x') é um dos 
limites em x' de / (x) ou de /"(x) [v. v, p. 138, l. 17]. 

Com o fim de citarmos um exemplo de funções juxtapostas, consideremos 
uma função f x) definida num conjunto A não totalmente fechado. Seja B um 
conjunto de elementos de [A] estranhos a A, como por exemplo o conjunto 
BI [ A ] - A . Designemos por j(x) uma função definida em A + B , que em A 
coincida com f(x) e que faça corresponder a cada elemento de B um dos limites 
de /(x) no mesmo elemento, limite êste que supomos existir. As funções f(x) 
e /(x)i a segunda das quais resultou de prolongarmos a primeira para o conjunto 
B , juxtapõem se entre si. 
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por T. Qoalquor elemento Z de Z caracteriza-se pela condição 

de a cada número positivo § lhe cor responder um elemento x 

de A tal que xY<<5 e / ( x ) Z < 3 . Mas como o elemento f ( x ) ó 

um dos limites em x de j(x), vem da mesma maneira , pa r a um 

cer to x' de A', X7X<<3 e j(x')fix)<à. Temos pois xMT<2<3 e 

/ (X' ) Z < 2 d , isto é, o elemento Z per tence a Z . 

Pe las mesmas razões um elemento qualquer de Z' também é 

elemento de Z . 

Se um dos conjuntos limites é desprovido de elementos, o 

mesmo sucede ao out ro . 

O conjunto limite X (Y) é totalmente fechado. 

Seja z' um e l tmento limite do conjunto / ( Y ) . Dado um 

número positivo ò, existe um elemento Z deste conjunto tal que 

Z Z ' < 3 , e a Z cor responde um elemento x de A tál que x Y < 5 

e / ( X ) Z<<3. Temos pois x Y < á e / ( x ) z'<2<3, quere dizer, z ' 

é um elemento de X (Y). 

O conjunto / (Y) contém os conjuntos limites de f (x) nos diver-

sos elementos de [Y] • Quando Y ê limitado, o primeiro conjunto 

limite coincide com a soma dos segundos. 

E evidente que X(Y) contém os conjuntos limites de / ( X ) nos 

diversos elementos de EYJ. Suponhamos que Y é limitado. Um 

elemento Z de /(Y) é limite duma sucessão (11) cor respondente 

a uma sucessão ( 1 0 ) tal que Iimxi;Y=0. Mas a ( 1 0 ) é limitada 

[p. 1 0 3 , l . 8 ] , e qualquer dos seus elemontos limites y per tence 

a IYJ [v. iv, p. 1 2 2 , l. 6 ] . Logo z ó elemento do conjunto X(y). 

A função X(Y) é aditiva para um número finito de parcelas, 

e ainda para uma infinidade de parcelas quando a soma destas 

é um conjunto fechado. 

A propr iedade aditiva, expressa por 

X ( Y 1 + Y 2 + - . . ) 1 ¾ ( V 1 ) + X ( Y 2 ) + . . . , 

é evidentemente verdadeira para qualquer número finito de par-

celas. A propr iedade aditiva general izada pa ra uma infinidade de 

parce las verifica-se quando a soma destas é limitada e fechada, 

como resul ta da proposição precedente . Pode porém deixar de 

ser verdadeira quando tal soma não é limitada e fechada. 
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Se / '(x) é limitada e se Y e Y' são subconjuntos de [AJ ligados 

entre si, os conjuntos X (Y) e X (Y') possuem um elemento comum. 

Na verdade, se Y e Y' sâo subconjuntos de [A] ligados um ao 

outro, podemos determinar uma sucessão (10) de elementos de 

A tal que seja ZimxlY = O e Zimx8Y
1 = O. Os limites da corres-

pondente sucessão (11) são elementos comuns a X(Y) e a X (Y'). 

P o r conseguinte, se diversos subconjuntos Y de [A], em 

número finito, são ligados entre si, o mesmo sucede aos corres-

pondentes conjuntos X(Y), que se podem dispor po r uma certa 

ordem, com repetições se fôr necessário, de tal maneira que 

dois conjuntos consecutivos quaisquer possuam um elemento 

comum [v. vi, p. 303, l. 32]. 

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessões 

de vizinhanças de B que tendam para B , 

sendo as primeiras relativas a A e as segundas a [A]. As sucessões 

convergem para X ( B ) ( 1 ) . 
Suponhamos que existe o conjunto X(B). A sucessão (16) 

é então quási-limitada, pois temos [ / ( U 8 ) ] ! > X ( B ) [p . 120, l. 11], 

e é convergente porquanto cada um dos seus te rmos contém os 

termos seguintes a par t i r de certa ordem v, p. 291, l. 6]. 

O seu limite totalmente fechado Z satisfaz à condição Z !> X ( B ) 1 

e como po r outro lado qualquer elemento de Z pertence eviden-

temente a X(B), dá-se a coincidência Z I X(B). 

Tomemos um têrmo qualquer Ut da sucessão (14). A pa r t i r 

da ordem em quo os valores de i fazem U/t>U8 , o têrmo Ut con-

(1) Notemos que, em todo êste assunto, os conjuntos B, X, Y1 X', Y', X8 e Y8 

podem converter-se em simples elementos. Assim, na proposição que acabamos 
de enunciar podemos supor que B se reduz a um elemento b de [A]. 

(14) 

(15) 

U i , U2 U 8 , . . . 
V i . V 2 , . . . , V 1 , . . . , 

(16) 
(17) 
(18) 

/ ( U i ) , / ( U 2 ) / ( U 8 ) , 
X ( U i ) , X1U2), . . . , X(Ui), •• 
X ( V i ) , X ( V 2 ) , . . , X (V8) , . . 
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tém uma vizinhança de cada têrmo Ut- [p. 103, Z. 15], sendo po r 

isso [f (Ui)] >X (U t). A par t i r da mesma ordem também temos 

W I M A U i ) ] [p. 120, Z. 14]. O lugar de cada têrmo de qual-

quer das sucessões (IG) ou (17) contém pois os termos da out ra 

a pa r t i r de certa ordem, razão porquo a (17) tende para o 

mesmo limite X(B) que a (16) [u. v, p. 297, l. 27]. 

Demonst remos que a sucessão (18) também converge pa ra 

X(B). Consideremos para isso uma função j(x) j ux tapos ta a 

/ ( x ) que resul te de prolongarmos / ( x ) para o conjunto [A]—A. 

Os conjuntos X ( B ) e X ( V t ) relativos a f ( x ) nâo se al teram quando 

esta função se substitui por j(x) [p. 120, l. 17]. Logo a suces-

são (18) — que se encontra relat ivamente a j (x) nas mesmas 

condições que a (17) a respeito de f ( x ) — tende ainda para X(B). 

Se X (B) é desprovido de elementos, facilmente se reconhece 

que a sucessão (16) não é quási-limitada, e que por isso diverge 

pa ra infinito [u. v, p. 291, l. 15]. Nesse caso as sucessões (17) 

e (18) também divergem para infinito. 

Quando f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, existe X(B). e 

temos 

Iim f ( U i ) XtBy = Iim X(U1) X(B) = Iim X(V1) X( B) = 0 . 

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessões 

Xi, X2, • • • , X1, . . . Yi, Y2, . • . , Y1, . . . 

de subconjuntos de A e de [A] respectivamente tais que seja 

Iim X1B = Iim Y1B = O . O conjunto X(B) contém os limites inte-

grais das sucessões 

(19) / ( X i ) , / ( X 2 ) , . . . , / ( X 1 ) , . . . 
(20) X(Yi), X(Y2), . . . , X(Yf), . . . 

Quando f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, temos 

(21) Iim /(XzfX(B) = O e ZmX(Y1)-X(B) = O. 

Podemos considerar, com efeito, os termos das sucessões (19) 

e (20) como sendo subconjuntos dos correspondentes termos de 

sucessões construídas como a (16) e a (18) da proposição pre-

cedente. 
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Quando as somas dos termos das (19) e (20) são limitadas 

verificam-se os limites (21) \y. ív, p. 123, l. 17]. 

Em par t icular : se Xi, Xt. . . . . Xí, . . . é uma sucessão de ele-

mentos de A tais que IimXiB = 0, temos também Iimf (Xi) X ( B ) = O. 

Suponhamos que f (x é limitada numa vizinhança de B. A 

cada número positivo ò corresponde um número positivo e de 

maneira que se verificam as desigualdades 

/ ( U ) x ( B ) < 5 , X ( U ) X ( B ) < a , X (V ) x ( B ) < a 
/ ( U j / ( U ' ) < a , X(U) x ( U ' ) < a , X(V) X ( V ' ) < a 

para quaisquer vizinhanças U1 U , V e V, de B, sendo as duas pri-

meiras relativas a A e as outras a [ A ] , que distem de B menos de s. 

Consideremos a infinidade das vizinhanças U de B relat ivas 

a A. Dado um número positivo d, a cada sucessão (14) de vizi-

nhanças U que tenda para B corresponde uma ordem a par t i r 

da qual é / ( U < ) X ( B ) < 5 . Logo existe um número positivo z 

tal que seja f (U ) X ( B ) < 3 sempre que se tenha UB <e 

[p. 114, l. 1]. 

Da mesma maneira se justificam as outras desigualdades que 

figuram no enunciado. 

Se f ( x ) é limitada numa vizinhança de B, a cada número posi-

tivo ô corresponde um número z de maneira que se verificam as 

desigualdades 

/ (XfX (B) <3 e X ( Y ) I ( B ) < a 

para quaisquer subconjuntos X e Y de A e de [A] tais que X B < z 

e Y B < e . 
E um corolário da proposição precedente. Em part icular : 
Se f(X) é limitada numa vizinhança de B, a cada ò corres 

ponde um z de maneira que seja f • X) X ( B ) sempre que se tenha 

xBCs. 

Para que seja Z Il X ( B ) , sendo f(x) qualquer, é suficiente que a 

todo o número positivo á corresponda um positivo z de maneira que 

se verifique uma das desigualdades 

/-'(U) Z<(5 , X(U) Kò , X(V) l<5 
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para quaisquer vizinhanças U e V de B relativas a A e a [A] tais 
que 0<e e V¥<e. 

Uma qualquer destas condições é, com efeito, suficiente para 
que uma das sucessões (16), (17) ou (18) tenda para Z [t>. v, 
p. 290, l. 11]. 

Para que exista o conjunto / ( B ) duma função qualquer /'(X) è 

sujiciente que a todo o número positivo 5 se oponha um positivo • 

de maneira que seja 

/ ( U ) / ( U ' ) < 3 

para tôdas as vizinhanças U e U 'de B tais que U B < £ e U B < £ . 
Esta condição é na verdade suficiente para que se dê a 

convergência da sucessão (16). 

Para que duas funções limitadas f ( x ) e g ( x i , definidas no 

conjunto A, admitam o mesmo conjunto limite em B é necessário e 

sujiciente que a todo o número positivo § corresponda um positivo 

£ de maneira que se verifique a desigualdade 

fWlWx* 
para quaisquer vizinhanças U e U' de B tais que U B < £ e U ' B < £ . 
Se f ( x ) e g ( x ) são ilimitadas, a condição é suficiente para que 

existam e sejam os mesmos os limites em B dessas funções. 

Se as funções l i m i t a d a s / ( x ) e g (X) admitem em B o mesmo 
conjunto limite, a sucessão (16) e a correspondente a g(x) con-
vergem para os mesmos limites. Temos por isso, a par t i r de 
certa ordem, 

/ - ( U i ) g (U i-) <5 [». IV, p . 2 0 , / . 22]. 

A primeira par te da proposição pode pois justifícar-se apli-
cando o já citado lema [p. 114, l. 1] à infinidade das vizinhan-
ças U , ao conjunto B e à família dos conjuntos dos termos de 
cada sucessão (14) a part ir da ordem em que se verifica a desi-
gualdade precedente. 

A condição é suficiente, embora f (x) e g (X) possam repre-
sentar funções ilimitadas nas vizinhanças de B . Considerando, 
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com efeito, uma sucessão (14) de vizinhanças de U que tenda 

p a r a B, temos, p o r fôrça da re fe r ida condição, 

Iimf(Iii) g (Ui' ) =0 . 

L o g o exis tem e são os m e s m o s os limites [lim f (Ui)] e 

[Um S(Ui)] (1)-

Para que as funções f ( x ) e g Cx), definidas no conjunto A, 

admitam o mesmo conjunto limite em B é suficiente que a todo o 

número positivo ò se oponha um positivo s de maneira que seja 

J ( U ) T i U X ^ 

para qualquer vizinhança U de B tal que UB<Cc. Se uma das 

funções não admite conjunto limite em B, o mesmo sucede à outra. 

Efec t ivamente , cons iderando a sucessão (16) e a c o r r e s p o n -

den te p a r a g (x), t emos 

Umf(Ui) S-(Oi) = O, 

o as duas sucessões, quando convergentes , tendem pa ra o mesmo 

limite to ta lmente fechado X(B); quando uma das sucessões d iverge 

p a r a infinito, o mesmo acontece à ou t ra [v. v, p. 295, l. 26]. 

(1J Baseamo-nos na seguinte proposição: 
Para que duas sucessões de conjuntos quaisquer 

A1, A2, . . . A , - , . . . 
B1, B2, . . . B i , . . . 

convirjam para os mesmos limites ê suficiente que se verifique a condição 
/!HiAiBiV = O. 

Na verdade, esta mesma condição dá em particular lim Ai Bi = 0, e por isso 
também temos 

lim Ai Ai' < lim (A; Bi' + Ai/ Bi') = 0 . 

A primeira das sucessões dadas é pois convergente, e, em virtude da condi-
ção /ZmAi B i = O , a segunda converge para o mesmo limite totalmente fechado 
que a primeira \v. v, p. 295, l. 19]. 
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Dado um subconjunto B de [A] , suponhamos que existe uma 

sucessão de subconjuntos conexos de A, 

Ci , C 2 , . • . , C1 

cada um dos quais contenha uma vizinhança de B e tais que seja 

Iim Cj B = O . Se / ( x ) é uma função limitada, definida em A , que 

faça corresponder aos conjuntos conexos Ci novos conjuntos cone-

xos / ( C 1 ) , o conjunto X ( B ) é um contínuo (1). 

Efect ivamente, po r ser ZtjnCi B = O, os termos da sucessão 

(22) / ( C i ) , / ( C 2 ) / ( C i ) , . . . 

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes 

duma sucessão do tipo (16), e como por outro lado cada um dos 

conjuntos C i contém uma vizinhança de B , existe também uma 

sucessão do tipo (16) cujos termos são subconjuntos dos termos 

correspondentes da (22). Logo temos 

Iim / ' (C i ) X(B) = O [>. v, p. 295, l. 6], 

e por isso o conjunto fechado X(B) é um contínuo [v. vi, p. 324, 

l. 7] (*). 

Em p a r t i c u l a r : se a função limitada f ( x ) , definida em A, faz 

corresponder a conjuntos conexos novos conjuntos conexos, e se as 

diversas vizinhanças do subconjunto B de [A] , em relação a A, 

são conjuntos conexos, o conjunto X ( B ) é um contínuo. 

Suponhamos que o subconjunto B de [A] verifica a seguinte 

propriedade : seja qual fôr a sucessão Xi, X2, • • • , X i, . . . de 

elementos de A que faça Iim Xi B=O, há uma ordem a partir da 

qual dois elementos quaisquer Xi e Xi pertencem a um subconjunto 

conexo C d e A de tal modo que se tenha Iim C l j i-/ B = O . Se / ( x ) 
é uma função limitada, definida em A , que faça corresponder aos 

(1) Êste contínuo pode degenerar num só elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. 

(z) Nas condições do enunciado o conjunto B é conexo, pois temos Iim Ci B = 0 . 
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conjuntos conexos C j , i ' novos conjuntos conexos / ( C j j i - ' ) , o con-

junto 1 ( B ) é um contínuo. 

A c a d a n ú m e r o f a ç a m o s c o r r e s p o n d e r u m a v i z i n h a n ç a 

Uj de B r e l a t i v a a A de m a n e i r a q u e do i s e l e m e n t o s q u a i s q u e r 

de U j p e r t e n ç a m a um s u b c o n j u n t o c o n e x o C de A t a l q u e 

-» i 
C B < - [p. 113 , l . 2|]. A s o m a C j d e t o d o s o s c o n j u n t o s C 

c o r r e s p o n d e n t e s a o s d i v e r s o s p a r e s d e e l e m e n t o s d e U j é m a n i -

f e s t a m e n t e u m c o n j u n t o c o n e x o a q u e p e r t e n c e U j . V e r i f í c a - s e 

a r e l a ç ã o Cj B <P —.- . A s u c e s s ã o 
i 

C i , C 2 , • • • , C j , • . • , 

q u e r e s u l t a d e p o r m o s 1 = 1 , 2 , . . . , s a t i s f a z a o e n u n c i a d o d a 

p r o p o s i ç ã o p r e c e d e n t e , r a z ã o p o r q u e X ( B ) é u m c o n t í n u o . Ê s t e 

p o d e r e d u z i r - s e a um e l e m e n t o a p e n a s , ou a e l e m e n t o s j u x t a -

p o s t o s e n t r e s i ( 1 ) . 

í1) Demonstrámos de passagem a seguinte proprosição : 
É conexo um subconjunto B de [A] que verifique a seguinte propriedade: a 

qualquer sucessão X| , X2 , .... Xj , . . , de elementos de A que faça Iim Xj B = 0 
corresponde uma ordem a purtir da qual dois elementos Xj e Xii unem-se sempre 
por um subconjunto conexo Cj,j' de A de maneira que seja Iim C j / B = O. 

Transformando esta proposição por meio do lema já citado a p. 113, l. 2, 
damos-lhe o seguinte enunciado: 

É conexo um subconjunto B de LAj que verifique a seguinte propriedade: a 
qualquer vizinhança U efe B relativa a A corresponde uma outra U' tal que : 
dois elementos de U' unem-se sempre por um subconjunto conexo de U. 

Facilmente reconhecemos que a mesma proposição também pode deduzir-se 
como um carolário da seguinte: 

É conexo um conjunto B que satisfaça à seguinte propriedade: a cada par 
dos seus elementos b e b' corresponde uma sucessão de conjuntos conexos 
C 1 , C2 , . . . , C j , . . . tal que 

Iim Ci b =. Iim Cj b' = Iim C i
7B = 0 . 

Por outras palavras, é conexo um conjunto B que satisfaça à seguinte con-
dição : a cada par dos seus elementos b e b' e a cada número positivo i corres-
ponde um conjunto conexo C tal que 

C b < s , C b ' < £ , C B C s . 

Basta notar que a soma S de todos os conjuntos conexos C que verificam as 
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O b s e r v a ç ã o . — Quando os elementos da função / ( X ) conside-

rada nas duas proposições precedentes são números reais, dis 

pensa-se a hipótese da limitabilidade da mesma função. 

D e f a c t o , o l i m i t e f e c h a d o d u m a s u c e s s ã o c o n v e r g e n t e d e 

c o n j u n t o s c o n e x o s d e n ú m e r o s r e a i s é s e m p r e u m i n t e r v a l o 1 

p o r q u e o l u g a r d u m c o n j u n t o c o n e x o l i n e a r é um i n t e r v a l o e o 

l i m i t e f e c h a d o d u m a s u c e s s ã o c o n v e r g e n t e d e i n t e r v a l o s é a i n d a 

u m i n t e r v a l o . N o c a s o d e o s t e r m o s d a s u c e s s ã o (22) s e r e m 

c o n s t i t u í d o s p o r n ú m e r o s r e a i s , o l i m i t e f e c h a d o , q u a n d o e x i s t e , 

é p o i s um i n t e r v a l o 2 . 

( Continua). 

L u í s B E D A N E T O . 

desigualdades anteriores para os diversos pares de elementos b e b' de B é um 
conjunto cuja desconexão não excede 2a e tal que S B < í [ p . 208, l. 3]. 

E conexo, em particular, um conjunto B que satisfaça à seguinte condição: 

dados um número positivo s e dois dos seus elementos, estes pertencem a um con-

junto conexo C tal que C B < c. 
Observemos que a última proposição desta nota dá-nos uma condição não só 

suficiente mas também necessária para que B seja conexo. A primeira dá-nos 
uma condição que pode deixar de ser necessária; é fácil imaginar um exemplo 
dum espaçóide cujos subconjuntos conexos não obedeçam todos a tal condição. 

1 Chamamos intervalo, em geral, a qualquer contínuo linear. Pode redu-
zir-se a um só ponto, e as suas extremidades podem ser ambas finitas ou não. 

2 Seja por exemplo f (z ) uma função real de variável real, definida nos 
pontos dum intervalo (a, 3), de centro a, à excepção possível deste ponto. Supo-
nhamos que f (x ) faz corresponder a qualquer intervalo 1 interior ao primeiro 
(excluindo em I o ponto a quando f(x) não é nêle definida) um conjunto conexo 
f ( I ) (como sucede com uma função derivada em (a, (5); recorde-se para isso o teo-
rema de DARBOOX sobre funções derivadas, por exemplo nas Lições de Cálculo e 
Geometria de J . VICESTE GONÇALVES, p. 2 0 9 ) . O conjunto X(a), quando existe, é 
um intervalo. Os conjuntos limites de f(x) à esquerda e à direita de o também 
são intervalos. 



Determinações quantitativas de Yitamina A, Ergosterol, 
Yitamina B2 (Iactoflavina) e Yitamina C 

por Métodos Fisico-Químicos 

E s t u d o do V i n h o T i n t o da B a i r r a d a 

por 

K A R L S C H Õ N 

Laboratório do Química Biológica o Fisico-Química da Faculdade de Medicina 

o 

A . J . A . D E G O U V E I A E F . P I N T O C O E L H O 

Laboratório Quimico da Universidade de Coimbra 

I N T R O D U Ç Ã O 

O presente t rabalho é continuação do estudo, que preten-

demos fazer, de vitaminas em alimentos (1). Fo i sugerido pelo 

saudoso P ro fes so r Dou to r E g a s F . Pinto Basto, então Director 

do Labora tór io Químico da Universidade, que nos permitiu a 

aquisição do material necessário, e, com os seus conselhos sem-

p r e judiciosos, muito contribuiu para que se levasse a bom fim. 

A memória deste Professor mais uma vez pres tamos a merecida 

homenagem. 

Espe ramos , em breve, ampliar estes estudos a outros t ipos 

principais de vinhos por tugueses , pois, a-pesar-de as concentra-

ções vitamínicas no vinho tinto da Bai r rada não serem elevadas, 

são suficientemente importantes para just if icar a necessidade de 

um estudo comparat ivo. 

Como era de esperar , as quantidades de vitaminas lipo-solu-

veis, no vinho, são muito pequenas, e por esta razão tivemos de 

recor re r a métodos especiais, desenvolvidos nos últimos anos. 

Pa r t imos de volumes elevados de vinho que por sucessivos tra-
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tamentos nos conduziram a pequenas quantidades de substâncias 

concentradas em vitaminas. 

Nas determinações de vitaminas podem ser utilizados méto-

dos biológicos e fisico-químicos. Seguimos os métodos fisico-

•químico8 por serem os adequados aos nossos Labora tó r ios e 

por darem resul tados concordantes com os métodos biológicos. 

As determinações da vitamina A e do ergos terol fizeram-se 

pelo método espectrofotométr ico (1), na f racção insaponificável, 

do ext rac to etéreo do vinho, depois de submetida a separação 

cromatográf ica . O ergosterol foi prèviamente separado por 

precipitação com digitonina. Os carotenoides fo r am determi-

nados pelo método colorimétrico de Ivuhn e Brockmann (2). 

A vitamina B2 (Iactoflavina) separou se do vinho por adsor-

ção com terra de Ful ler , em seguida foi eluída com piridina, e 

a determinação quantitativa fez se por t r ans fo rmação em Iumi-

lactoflavina segundo Kuhn, W a g n e r - J a u r e g g o Kal tschmit t (3). 

A vitamina C foi doseada pelo método de Til lmans (4) po r 

redução de 2,6-diclorofenolindofenol, em solução ácida. 

Parte Exper imenta l 

Vitaminas lipo-solúveis 

1." Ensaio. Extracção de 12 litros de Vinho. — 12 litros de 

vinho tinto, diluídos com cêrca de 10 litros de água, fo ram 

extraídos 3 vezes com 9 litros de é ter . O extracto apresenta-

va-se l igeiramente amarelo. Fo i lavado uma vez com água, 

depois repetidas vezes com uma solução aquosa de carbonato 

de sódio a 10° o, até esta não se apresentar corada, e final-

mente com água para eliminar o alcali. A solução etérea, agora 

incolor, foi concentrada no vazio, à t empera tura de 20-25", numa 

corrente de gás carbónico, até não destilar mais. Ficou, como 

resíduo, um óleo ligeiramente amarelo e alguma água. O óleo 

solidificou, parcialmente, por arrefecimento, e tinha um cheiro 

agradável , característ ico do vinho (bouque t ) . O resíduo foi 

então agitado com éter de petróleo (p . e. inferior a 50") que 

dissolveu o óleo deixando na água as essências com cheiro 

característ ico. A solução de éter de petróleo, l igeiramente 
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amarela , foi evaporada à secura, no vazio. Ficou um resíduo 

de 1,5 g ramas que foi dissolvido em 10 ml. de éter . A solução 

jun ta ram-se 40 ml. duma solução concentrada de potassa cáus-

tica em metanol absoluto, recentemente destilado sôbre hidró-

xido de potássio. A mistura guardou-se num frasco, bem cheio, 

durante dia e meio, à t empera tura ambiente. Jun ta ram-se então 

5 ml. de água e extraiu-se a mis tura 2 vezes com 50 ml. de 

é ter de pe t ró leo . Es t a solução foi lavada com água até à remo-

ção total do alcali, filtrada por filtro seco, e evaporada no vazio. 

I . Obteve-se um resíduo I, l igeiramente amarelo, com o 

pêso de 0 ,275 g r a m a . 

I I . A solução aquosa, alcalina, proveniente da saponifica-

ção, foi acidulada com HCl 2N 0 extraída com éter que dissol-

veu os ácidos orgânicos. Obteve-se ama solução I I , amarela , 

que foi lavada com ágaa, seca e evaporada . O resíduo é ama-

relo-escuro e de cheiro caracter ís t ico. 

I I I . A água do primeiro concentrado do éter (antes da 

saponificação) depois de ser extraída com éter de petróleo, 

ainda contem substâncias de cheiro característ ico de bouquet de 

vinho. Fo i extraída com éter, obtendo-se uma solução ligeira-

mente amarela . Lavou-se com uma solução de soda cáustica 

a I0
1O, que tirou o corante , ficando a solação incolor. Lavou-se 

depois com água e evaporou-se o éter, no vazio, ficando um 

pequeno resídao I I I , oleoso e l igeiramente amare lado. 

Resíduo I (parte insaponificável). — Foi estudado o espectro 

de absorção no visível e no ultra-violete, deste resíduo em solu-

ção alcoólica (F ig . 1) . 

0 ,250 g rama deste resídao foi submetido a adsorção cro-

matográfica, em óxido de alumínio activado (pur iss . , Iigeiriss., 

E iede l ) . P a r a este fim dissolveu-se a substância em éter 

de petróleo, passou-se a t ravés da coluna e lavou-se esta com 

mais solvente. F o r m a r a m se 4 zonas, de espessuras diferentes 

como most ra a F ig . 2. As zonas, depois de separadas , foram 

extraídas com éter de petróleo contendo l° /o de metanol , e as 

soluções obtidas foram evaporadas à secura, no vazio. Obtive-

ram-se as seguintes f racções : 

Zona a) Sólido, cerca de 40 miligramas ; solução em clo-

rofórmio l igeiramente a m a r e l a ; reacção com tr icoloreto de 

ant imónio: azul. 
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Zona b) Sólido, cerca de 50 mi l igramas; pouco c o r a d o ; 
com tricloreto de antimónio não dá c ô r ; precipita com digito-
nina. 

F i o . 1 

Espectro de absorção do resíduo I, em álcool absoluto. 

Zona c) Sólido, cerca de 50 mi l igramas; dá solução muito 

a m a r e l a ; com tr icloreto de antimónio dá coloração intensa verde 

escuro-azul. 

Zona d) Óleo com alguns cristais, cérca de 5 mi l ig ramas ; 

com tr icloreto de antimónio dá côr azul f raca que intensifica com 
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o t e m p o ; foi investigado o espectro de absorção na região ultra-

violete ( F i g . 3) . 

F i l t rado e) Líquido, cerca de 100 mi l igramas; não dá côr 

com tr icloreto de antimónio. 

2.° Ensaio. Extracção de 30 litros de vinho. — A extrac-

ção com éter e o t ra tamento da solução etérea fizeram-se 

segundo o método descrito anter iormente . A solução etérea 

foi depois evaporada no vazio, ficando um resíduo oleoso e 

água. Extra iu-se com éter de petróleo, e êste extracto foi sapo-

nificado durante dois dias com potassa cáustica em 

metanol absoluto, tornando a mistura homogénea por 

a adição de álcool etílico absoluto. Juntou-se depois 

(, água que extraiu uma substância amarela , lavou-se 
c bem a solução de é ter de petróleo, secou-se com sul-

fato de sódio anidro, e procedeu-se a uma separação 

cromatográf ica com carbonato de cálcio. Observámos 

o seguinte : A maior par te da substância amarela 

fíxou-se na par te super ior da coluna, passando atra-

vés da coluna um filtrado incolor que foi recolhido. 

Lavando a coluna com mais éter de petróleo sepa-

V
rou-se do anel superior um outro anel amarelo que 

mais rapidamente atravessou a coluna. Obtivémos 

assim as seguintes fracções : 

Fm. 2 i) Substância retida na coluna (xantofila) que foi 

separada e extra ída com éter de petróleo e á lcool ; 

esta solução designá-la-emos por solução 1; 

ii) F i l t r ado corado por ca ro t eno ; 

i i i ) F i l t rado incolor que designaremos por solução 5. 

No f i l t rado i i ) determinou-se colorimètricamente o «caro-

teno», segundo Kuhn e Brockmann (2) . Em 30 litros de vinho 

há 0 ,15 mil igrama de « caro teno» o que corresponde a 5 7 por 

l i t ro. Se realmente esta substância é caroteno corresponde a 

8 U. I. de vitamina A po r litro de vinho. Ês t e caroteno, porém, 

não mos t ra bandas de absorção bem definidas na região visível; 

a absorção aumenta considerávelmente pa ra o violete. 

A solução ii) foi passada então através duma coluna de 

óxido de alumínio activado. Formou-se um anel nítido, amarelo, 

na pa r t e superior da coluna ( so lução 2 ) ; no res to da coluna 

ficaram substâncias incolores (solução 3) e o filtrado forma a 
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solução 4. Temos, pois, 110 total, cinco soluções diferentes e pro-

venientes das duas separações cromatográf icas , f icando numera-

F I G . 3 

Espectro de absorção da substancia isolada na zona d, em alcol absoluto. 

das segundo a facilidade de adsorçâo, a mais for temente adsor-

vida N. 0 I e a mais f raca N.0 5 . 

As soluções 1 e 2 são amarelas , devido a conterem, respec-

tivamente, xantofila e caroteno ; as out ras são incolores. 

Solução 1. A solução alcoólica juntou se uma solução alcoó-
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lica de digitonina; formou-se no decurso de um dia um precipitado 

de cerca de 1 miligrama. Depois de centr i fugado, o líquido foi 

decantado, o resíduo dissolvido em 0 ,3 ml. de piridina e junta-

ram-se 15 ml. de é t e r ; a digitonina precipitou, foi logo filtrada 
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F I G . 4 

Espectro de absorção, em álcool absoluto, dos esterois separados 
da solução 1 por precipitação com digitonina. 

e lavou-se o filtro com mais é ter . A solução etérea que contem 

os esteróis foi então evaporada no vazio, o residuo dissolvido em 

éter. a so lução.out ra vez filtrada e evaporada no vazio; o resíduo 

foi dissolvido em álcool puríss imo; esta solução serviu para deter-

minação do espectro de absorção no ultraviólete (F ig . 4 ) . 
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Solução 2. Es t a solução foi igualmente t ra tada com digi-

tonina. Prec ip i ta ram cêrca de 2-3 mil igramas. O precipi tado 

foi t ra tado como o anter ior , sendo igualmente t i rado um espe-

ctro de absorção no ultraviolete (F ig . 5) . 

F I G . 5 

Espectro de absorção, em álcool absoluto, dos esterois separados 
da solução 2 por precipitação com digitonina. 

Solução 3. A solução tem pouca substância. Com tri-

cloreto de antimónio dá uma reacção azul semelhante à da 

vitamina A. 

Solução 4. A reacção com tricloreto de antimónio dá côr 
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violeta-vermelho menos semelhante à da vitamina A. Mais subs-

tancia do que em 3, mas ainda muito pouca. 

Solução 5. Reacção com tricloreto de antimónio positiva 

mas muito f raca . 

Há cêrca de 0,8 g r ama de substância. 

Vitaminas hidro-solúveis 

Lactofiavina (Vitamina Bi). — A 14 litros de vinho tinto 

jun támos 1,5 litros de ácido clorídrico concentrado, comerc ia l ; 

adicionámos então 112 g ramas de torra de Ful le r e agitámos 

durante uma hora e meia. A te r ra , depois de ter sedimentado, 

foi separada do líquido por decantação e filtração, e foi cinco 

vezes lavada com 2 litros de água de cada vez. A te r ra foi 

então t ra tada com uma mistura de 120 g ramas de piridina, 

120 g ramas de metanol e 480 g r amas de água, agitada durante 

2 horas e centr i fugada. O líquido obtido foi concentrado no 

vazio até 20 ml. aproximadamente . Adicionámos então 80 ml . 

de metanol para precipi tar a t e r ra presente , filtrámos e con-

centrámos novamente até 10 ml. O concentrado contem g rande 

quantidade de antocianina. 

O líquido foi acidulado com ácido sulfúrico diluído e t ra tado 

a frio com permanganato de potássio segundo Koschara ( 3 ) , 

pa ra oxidar a antocianina. Juntou-se um ligeiro excesso de 

permanganato , até persist ir a côr do último. O excesso de per-

manganato foi depois reduzido com sulfito de sódio e à solução 

jun ta ram-se 250 ml. de acetona que precipitou grande quanti-

dade de substâncias incolores. Centr ifugou-se o precipitado, o 

líquido foi neutral izado e então concentrado no vazio até 10 ml. 

aproximadamente . 

A solução concentrada foi extra ída três vezes com éter e 

t rês vezes com clorofórmio ; depois foi acidulada com ácido sul-

fúrico diluído e novamente extraída três vezes com clorofórmio. 

A solução aquosa ainda contem grande quantidade de corantes 

amarelos . Juntou-se N a O H 2N, suficiente pa ra to rnar a solução 

f inal , normal em NaOH. Es t a solução foi então irradiada numa 

cápsula de porcelana branca, com uma lâmpada Nitra de 75 vátios, 

durante quatro horas , a uma distância de 20 centímetros. 

Depois da irradiação, a solução foi acidulada com ácido acé-

tico e a lumilactoflavina, formada, foi extraída três vezes com 
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clorofórmio. Obtevo-so um volume total de 60 ml. de solução em 

clorofórmio, que mostra a fluorescência verde característ ica da 

lumilactoflavina. A solução foi sêca com sulfato de sódio anidro o 

a quantidade de lumilactoflavina presente determinada segundo o 

método colorimétrico de Kuhn , W a g n e r - J a u r e g g e Kal tschmit t ( 3 ) . 

A solução contem 0,70 miligrama de lumilactoflavina o que 

cor responde a 0 ,05 miligrama em cada litro de vinho. Segundo 

Kuhn e colaboradores , a quantidade de vitamina B2 obtem-se 

multiplicando êste valor por 1,5. Exis tem pois em cada l i tro 

de vinho 0 ,075 miligrama de lactoflavina (vitamina B 2 ) . Ê s t e 

v a l o r — c o m o demonst raram os refer idos autores — ó um valor 

mínimo, sendo, segundo o método de determinação aplicado, 

provável que a quantidade verdadeira seja 2 ou 3 vezes mais 

elevada. O valor obtido está em boa concordância com os resul-

tados obtidos por Kuhn e colaboradores (3) em vinho branco. 

Vitamina C (Acido Ascórbico-l). — As determinações da 

vitamina C, no vinho tinto da Bai r rada , fizeram-se segundo 

Til lmans (4), com 2,6-diclorofenolindofenol. A solução do corante 

foi titulada com uma solução de ácido ascórbico-l cu jo título foi 

pròviamente fixado com uma solução de iodo N 200. 1 ml. da 

solução de 2,6-diclorofenolindofenol equivale a 0,099 miligrama 

de ácido ascórbico-l. 

Com o fim de eliminar as proteínas, corantes , e possíveis 

vestígios de gás sulfuroso, submetemos o vinho ao seguinte tra-

tamento : a 10 ml. de vinho adicionámos 2 ,5 ml. duma solução de 

acetato mercúrico a 2 0 ° o- O líquido foi centr i fugado, decantado 

e sa turado por gás sulfídrico. Separou-se, por centr i fugação, o 

sulfureto de mercúrio precipitado, e o líquido foi novamente 

sa turado por gás sulfídrico. O tempo decorrido entre a adição 

do acetato de mercúrio e a saturação pelo gás sulfídrico não 

deve exceder 10 minutos. Mantem-se a solução, sa turada pelo 

sulfídrico, durante 24 horas , e em seguida expulsa-se completa-

mente o sulfídrico com uma corrente de gás carbónico até não dar 

reacção com o papel de acetato de chumbo. 5 ml. desta solução 

foram doseados com a solução de 2,6-diclorofenolindofenol. 

Simultaneamente, fizemos o t ra tamento acima descrito, nou-

tro volume de vinho, porém, antes da precipi tação pelo sulfí-

drico destruímos a vitamina C com duas gotas duma solução de 

sulfato de cobre a l ° /o e duas gotas de potassa cáustica 
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a 40 "/o (6). No fim de 10 a 15 minutos a destruição da vita-

mina ó comple ta ; variando o tempo de oxidação de 15 minutos 

a 24 horas , o volume da solução de 2,6-diclorofenolindofenol, 

consumido na dosagem é precisamente o mesmo. 

Os resul tados obtidos estão resumidos no seguinte quadro : 

TABELA I 

Volumes da solução de 2,6-diclorofenolindofeuol 
equivalentes a 1 ml. de vinho. 

Sem destruição da vitamina C Com destruição da vitamina C 

1.° Ensaio 0,4 ml. 
2.» » 0,4 ml. 
3.» » 0,43 ml. 
4.» » 0,47 ml. 
õ.» » 0,41 ml. 

3.° e 4.° Ensaios 0,24 ml. 

5.° Ensaio 0,22 ml. 

O exame da Tabela I mos t r a que, depois do t ra tamento pelo 

sulfídrico, no caso dos vinhos, o volume de 2,6-diclorofenolindo-

fenol é maior do que o cor respondente ao utilizado na oxida-

ção da vitamina C. Há por tanto necessidade de fazer em cada 

determinação dois ensaios, um sem destruição e out ro com des-

truição da vitamina O, sendo as dosagens feitas nas mesmas 

condições ( tempo, intensidade de côr, e tc . ) . O volume de 

2,6 diclorofenolindofenol cor respondente à vitamina C será pois 

a diferença dos volumes obtidos nos dois ensaios . 

A concentração da vitamina C no vinho tinto da Bai r rada , 

segundo as determinações realizadas, é de 18 mil igramas po r 

l i tro ou sejam 360 Unidades Internacionais ou cerca de 2 ,4 

Unidades Sherman . 

DISCUSSÃO 

I Itaminas lipo-solúveis 

A análise cromatográf ica , em coluna de óxido de alumínio, 

da solução do resíduo insaponificável I, permitiu-nos a separa-

ção de 5 f racções : zona a), amarela clara, reacção com SbCl3, 



Determinações quantitativas cie Vitamina A1 etc. 141 

a z u l ; zona b), quási incolor, ensaio negativo com SbCl3, preci-

pita com digitonina; zona c), amarela intensa, reacção com SbCl 3 
verde azul, intenso ; zona d) incolor, reacção com S b G b azul 

f raca ; filtrado e) reacção negativa com SbCl3. 

O espectro de absorção do resíduo I, ora solução alcoólica, 

apresenta uma inflexão entre 476-468 mp (região de absorção 

selectiva de carotenóides e xantofilas), inflexão entre 379,5-

-364,6 inflexão entre 310-330 mu, (região de absorção selec-

tiva da vitamina A) , uma banda estreita na vizinhança de 

280 mfj. (máximo principal da absorção selectiva do ergos tero l ) , 

banda entre 255-260 mp (região de absorção selectiva de vários 

es te ró i s ) ; há ainda indicação duma banda de absorção entre 

230-220 m\i. 

Neste estudo preliminar, investigámos ainda o espectro de 

absorção da f racção cromatográf ica d) obtida do resíduo I . 

Nesta f racção torna-se mais nítida a absorção na vizinhança de 

320 mp, aparecendo uma banda pouco persis tente em 320-330 m\j.\ 

em 260-290 mp existe uma banda de g rande intensidade, sem 

e s t ru tu r a . 

Comparando os resul tados obtidos na análise cromatográ-

fica, ensaios com SbCl3, precipitação com digitonina e espect ros 

de absorção, é possível concluir neste estudo prel iminar que 

provàvelmente a f racção a) é constituída po r xantofila, na frac-

ção b) existe ergosterol , na zona c) carotenóides, e temos evi-

dência de que na zona d) há vitamina A, acompanhada de 

esteróis. 

No 2.° ensaio feito sôbre a f racção insaponificável, dissol-

vida em éter de petróleo, do ext rac to de 30 litros do vinho, 

determinámos a quantidade de carotenóides que referida a caro-

teno cor responde a 5y por litro de vinho. 

A adsorção cromatográf ica , em colunas do carbonato de cál-

cio e óxido de alumínio activado, permitiu-nos a separação de 

cinco fracções. 

Ergosterol. — Nas fracções 1 e 2, separámos o e rgos tero l 

por precipitação com digitonina. A fracção 1, por precipitação 

com digitonina, deu um precipitado de cêrca de 1 miligrama 

que, por determinação espectrofotométr ica, verificámos corres-

ponder a 0 ,28 miligrama de ergosterol . A f racção 2 forneceu 

cêrca do 2-3 miligramas de digitonido que por determinação 

espectrofotométr ica verificámos cor responder a 0 ,56 miligrama 
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de e r g o s t e r o l . 0 tota l c o r r e s p o n d e a 27 y de e rgos t e ro l p o r 

l i t ro de vinho. 

A obse rvação das figuras 4 e 5 m o s t r a que o e rgos t e ro l 

isolado na zona 1 (fig. 4) é mui to mais p u r o do que o ergos-

te ro l da zona 2 (fig. 5). 

E conhecido que, ge ra lmen te , o e r g o s t e r o l encont ra -se nas 

p l an ta s e nos animais, em pe rcen t agem muito pequena em rela-

ção aos es te ró is to ta is . O e rgos t e ro l , devido à sua e s t r u t u r a 

química, que tem como carac te r í s t ica duas dup las l igações con-

j u g a d a s no núcleo cíclico e ou t ra na cadeia l a t e ra l , d i fere bas-

tan te dos ou t ro s es te ró is na tu ra i s que em ge ra l têm no núcleo 

uma só ou nenhuma dupla l igação. P o r es ta razão pode ser 

s e p a r a d o com relat iva facil idade, dos ou t ros es teróis , po r c r o m a -

togra f ia . Exp l ica - se assim o fac to de t e r m o s obtido na zona 1 

uma f racção de e rgos t e ro l de e levado grau de pureza , como 

mos t r a o e spec t ro de abso rção . A zona 2 já contem o e rgos -

te ro l mis tu rado com ou t ros es te ró is . 

Como a Unidade In t e rnac iona l de vi tamina D c o r r e s p o n d e 

a O, Iy de e rgos t e ro l i r radiado, um li tro de vinho pode f o r n e c e r 

270 U . I . de vi tamina D . 

TABELA II 

Concentrações das vitaminas A , B; , C e D nalguns alimentos 

Alimentos 

Miligramas de vitamina 
por 100 gramas de alimento 

Alimentos 

Vilamina A Vitamina Il2 Vilamina C Vitamina Il 

Vinho da Bairrada (tinto) 0,0005 0,0075 1,8 0,0027 (ergosterol) 

Uvas 0,021 0,006 2-5 
Tomate 1,2-1,6 0,050 15 — 

Laranja 0,055 0,009 50-100 — 

Limão — — 50-100 — • 

Maçã 0,067 0,005 2-15 — 

Leite 0,2-0,8 0,04-0,1 0,5-1 0,0002-0,0004 

Manteiga 2-20 — — 0,0004-0,020 
Queijo 1,6-32 — . — — 

Gema de ovo 4-20 0,2-0,55 — 0,020 
Óleo de fígado de bacalhau 4-200 - — — 0,04-0,4 

Fígado de vaca — 2 — 0,0012 
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Vitamina A—A presença da vitamina A é indicada pela 

reacção de Car r -Pr ice na solução 3. A solução 3 é incolor e 

por tan to não contem carotenóides. O espectro de absorção 

desta solução apresenta uma inflexão nítida na região 320-

-330 vi[j. que contudo não nos permite a determinação quanti-

tativa desta vitamina. 

E interessante verificar a presença da vitamina A no vinho, 

embora em muito pequena quantidade, visto que, até hoje, não foi 

encontrada em produtos vegetais. Pensamos que a vitamina deter-

minada ó p roduto de metabolismo das bactérias de fermentação. 

Como a quantidade de vitamina A no vinho é ínfima, interessa-

-nos, pa ra a avaliação da sua actividade vitamínica, o conteúdo em 

pró-vitamina A, o caroteno. Verif icámos que a quantidade de 

caroteno é de 5 y por l i tro. Na hipótese de êste caroteno ter a 

mesma actividade do (B-caroteno, cada litro de vinho teria 8 U. I. 

ITitaminas hidro-solúreis 

Vitamina B2 (lactofavina). — Verificámos que cada litro de 

vinho contem o mínimo de 0 ,075 miligrama de lactofiavina ou 

sejam 35 U. de Sherman Bourghin. Verifica-se, po r compa-

ração com a tabela I I , que o vinho contem, aproximadamente , 

a mesma quantidade desta vitamina do que a maior par te dos 

f ru tos . 

Vitamina C (ácido ascórbico 1). —A concentração de vita-

mina C no vinho tinto é l igeiramente inferior ao mínimo de vita-

mina C determinado nas ovas, como se verifica na tabela I I . 

Embora a vitamina C seja fàcilmente oxidável, o pH baixo, 

dos vinhos, e possivelmente outros factores evitam a oxidação 

irreversível total durante os fenómenos da fermentação e con-

servação dos vinhos. 

NOTA 

Obtenção dum Hidrocarboneto e Ver i f icação da Presença duma Substância 

com Fluorescência Azul, a partir do Vinho Tinto da Bairrada 

No decurso das extracções, com éter, do vinho tinto da Bai-

rada, para a separação das vitaminas lipo-solúveis, verificámos 

que o éter apresentava fluorescência azul intensa por irradiação 
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c o m l u z u l t r a - v i o l e t e . O e s p e c t r o d e a b s o r ç ã o d o r e s í d u o d o 

e x t r a c t o e t é r e o d e p o i s d e s u b m e t i d o a a d s o r ç ã o c r o m a t o g r á f í c a 

( f ig . 6 , c u r v a i ) a p r e s e n t a d u a s b a n d a s b e m d e f i n i d a s c o m m á x i -

m o s em 3 3 6 e 2 7 8 mu. e m í n i m o s em 3 1 3 e 2 5 0 mp. 
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Espectros de absorção, em álcool absoluto, de fracções que contêm a substância 
com fluorescência azul: Curva i. Substância previamente obtida por adsorção 
cromatográfíca. Curva 11. Destilado, p. e., a 12 mm, 85° a 115°. Curvam. 
Destilado, p. e., a 12 mm, 120° a 160°. (A. curva i não está expressa nas uni-

dades indicadas no gráfico; desconhecemos a concentração da solução). 
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Numa tentativa para o esclarecimento desta questão proce 

demos aos seguintes ensaios : 

45 litros de vinho tinto fo ram extraídos em porções de 15 

litros, com éter, num aparelho de extracção contínua. O éter foi 

substituído todos os dias, e a extracção continuada até que o 

éter deixou de apresentar fluorescência azul. A solução etérea 

contem muitas substâncias coradas, carotenóides, f lavonas, anto-

cianinas e ainda os lipóidos do vinho. 

Verificámos que, àe entre vários adsorventes , o hidróxido 

de cálcio era o melhor pa ra a eliminação das substâncias cora-

das, assim como dos esteróis, não sendo adsorvida a substância 

com fluorescência azul. 

A solução foi então passada através de colunas de hidróxido 

de cálcio tendo o cuidado de que a zona castanho-escura que se 

formou não ul t rapassasse metade de cada co luna ; as colunas 

foram lavadas com mais é ter . As soluções etéreas obtidas, 

agora incolores, fo ram concentradas até pequeno volume. 

Depois de o éter ter sido removido quási completamente, sepa-

rou-se uma substância incolor que depois de ser duas vezes 

cristalizada apresentou-se em forma de pequenas agulhas finas 

com brilho argenteo. O ponto de fusão desta substância é 

52 o -54° (não c o r r . ) . 

A análise elementar deu os seguintes resu l t ados : 

Encontrado: O: 84,92<>/0 H: 13,99% 
85,0% 14,3% 

Ca lcu l adopa raC 3 5 H 7 0 , C: 85,6%. H: 14 ,4% 
C3 5H7 2 . C: 85,25%. H: 14,75% 

Pêso molecular médio, encontrado 484. Calculado para 

C35 H 7 0 490,6, pa ra C35 H 7 2 492,6. 

A substância isolada é por tanto um hidrocarbonato em C35 , 

sa turado ou com uma ligação dupla. 

A solução concentrada, que contem álcool e muitas substân-

cias de carác ter terpénico, além da substância com fluorescência 

azul, foi então t ra tada com vapor de água, que ar ras tou pa r t e 

dos óleos voláteis. O resíduo foi evaporado no vazio a uma 

tempera tura que não excedeu 50°. 

Ficou um óleo ligeiramente corado e de cheiro agradáve l . 

Ês t e óleo foi submetido a uma destilação à pressão de 12 mm, 

10 
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obtendo-se as seguintes f r acções : 1) ponto de ebulição até 8 5 " ; 

2) p. e. 85° a 1 1 5 ° ; 3) p. e . 120 J a 160° . 

Ficou um resíduo que foi desti lado a I O m m de pressão , a tem-

pera tu ra super ior a 200°; o destilado apresenta-se muito escuro . 

A f racção 1, incolor, é bas tante t r ansparen te no ultra-vio-

Ie te ; o espect ro de absorção da solução, a 1,082 °/o em álcool, 

numa espessura de 1 cm., apresenta uma ligeira inflexão 

en t re 275-280 ma. A segunda f racção , l igeiramente amarela , 

apresenta uma absorção mais in tensa ; o espectro de absorção 

ultra-violete apresenta uma banda com o máximo em 257 

uma banda mal definida com o máximo em 277 mp, e out ra 

também mal definida na região 310-340mp.. ( F i g . 6 , curva n ) . 

A terceira f racção de côr amare la apresenta um espectro de 

absorção com duas bandas persis tentes, com máximos em 278mu. 

e 337 mp (Fig. 6, curva i n ) ; estes máximos cor respondem aos 

da substância prèviamente obtida. 

E s p e r a m o s poder isolar esta substância no estado puro , pa ra 

sua completa identificação. 

SUMÁRIO 

1) Fizemos determinações quanti tat ivas de vitamina A, carote-

nóides, e rgos terol , vitamina B2 ( Iactoflavina) e vitamina C, 

no vinho tinto da Ba i r r ada . 

2) As concentrações de carotenoides e vitamina A são muito 

pequenas . Não foi possível de terminar se os carotenóides 

presentes são activos. 

3) A concentração de vitamina B2 é da ordem de grandeza das 

concentrações desta vi tamina, em vários f r u t o s . 

4) A concentração de vitamina C é infer ior à de muitos f ru tos 

e l igeiramente infer ior ao mínimo de vitamina C que se 

encontra nas uvas, 

5 ) Separámos um hidrocarboneto de fórmula molecular C 3 5 H 7 0 

ou C 3 5 H j 2 . 

6) Conseguimos f racções concentradas e o espectro de absor-

ção duma substância que po r i r radiação com luz ultra-violete 

apresenta fluorescência azul muito intensa. 

Apresen tamos os nossos agradecimentos ao P r o f e s s o r Dou-

tor A. de Morais Sarmento e ao P ro fes so r Dou to r R. Couceiro 
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da Costa pelas facilidades concedidas na execução deste t ra -

balho. A Es tação Viti-Yinicola da Beira L i to ra l agradecemos 

a ofer ta do vinho utilizado nos diferentes ensaios. 

Muitas determinações feitas neste t rabalho foram executadas 

com aparelhos adquiridos po r subsídios do Inst i tu to para a Alta 

Cul tura e do Fundo Sá Pinto . 

Uma bôlsa que foi concedida a F. P in to Coelho, pelo I . A. 

C. contribuiu pa ra a realização deste t rabalho . 
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