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IV. Biblioteca

O equipamento absolutamente insnficiente da biblioteca repre-
sentava sem ddvida a falta mais poderosa que se opunha a
investigaciio frutifera, e a mais dificil de saperar. Faltavam
qudsi completamente as mais importantes revistas cientificas (oun
existiam 86 em séries incompletas), faltava uma suficiente colec-
¢iio de separatas, faltavam até os mais importantes eompéndios
ou monografias cientificas. J4 os anteriores chefes do Museu e
Laboratorio Zoologico e os seus colaboradores tinham reconhe-
cido dste lamentdvel estado de coisas e haviam tentado corrigi-lo
dentro dos limites restritos do orgamento. I isto em dois sen-
tidos. Compraram-se on assinaram-se em primeiro lugar com-
péndios (por exemplo o «Handbuch der Zoologie», a «Faune de
France», os «Genera Insectorumn»), iniciou-se em segundo lugar
um largo servigo de troca com sociedades cientificas, Museus o
grémios estrangeiros, com o resultado de que a nossa biblioteca
recebe actualmente cérea de 400 revistas e ountras publicagdes.
O prioeipal mérito no aperfeicoamento déste servigo de trocas,
iniciado em 1924 eabe ao Sr. Dr. A. F. de Seabra. Mas como
imediatamente vé qualquer especiulista, trata-se, na maioria dés-
tes jornais, de publicaciies que nio podem ser consideradas rigo-
rosamente cientificas ou nas quais se ndo reflecte, pelo menos,
v trabalho de investigaciio do nosso tempo.

Para de corta maneira preencher as faltas existentes, nos
limites das possibilidades actuais, atribuin-se da quantia total
disponivel para a nova instalagio do laboratério nada menos do
que um quarto, a saber a quantia de 43.059485, para a biblioteca.
Também aqui pus mais uma vez as exigéneias do ensino em pri-
meiro logar, empregando qudsi metade da quantia citada na com-
pra de compéndios, monografias e separatas de valor espeeial.

Nio se tomaram em consideragiio exclusivamente livros que
se referem & Zoologia geral; esforcei-me, pelo contririo, por
‘tomar em consideracio fodos os ramos da Zoologia, também
aqueles que asctualmente podem nido ser designados como em
moda. Adquiriu-se sobretudo wm néimero notivel de estados
sObre a sistemdtica e a distribuicio geogrifica dos Invertebra-
dos, que pareciam indispensiveis para o trabalbo cientifico do
Museu.
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Aumentar também o nimero de revistas de cardeter rigoro-
samente cientifico, isto & de revistas independentes e ndo publi-
cadas por Musocus, Sociedades ete., até ao gran desejivel o
necessirio, adquirir sobretudo séries completas de revistas que
se publicam ji desde hd muitos deeénios — claro que isto nlio
era possivel com os meios 4 minha disposicio. Neste campo sé
pouco a pouco se poderd aleangar resultado satisfatéirio, e s6
com a larga ajuda do Ministério da Educagio Nacional ou do
Instituto para a Alta Cultura. Tomei por conseqiiéneia eomo
objectivo eomplementar em primeiro lugar aquelas revistas de
importineia que existiam ji4 na nossa biblioteca em coleegdos
truncadas. Para éste fim gastou-se a verba parcial relativa-
mente elevada de 10.5005 pouco mais ou menos. Renunciei,
porém, por prinefpio, & substituigio de revistas ji existentes em
assinatura por outras que me interessariam talvez mais. Pois
que vada me parece mais prejudicial a uma biblioteca do que
submeter a escolha de revistas iis inclinagiias e interdsses varid-
veis dos sucessivos directores. Por conseqiiéneia, o niimero das
revistas cuja assinatura se podia iniciar, ao lado das jd existen-
tes, tornou-se pequeno: trata-se de D revistas que me pareciam
as mais desejdveis, aumentando assim o namero total de revistas
em assinatara de 10 para 15.

V. Aquisigdes virias

De aquisi¢des que se niio podem rubricar nos capftulos ante-
riores desejo enumerar as seguintes :

a) Aquérios. — A qualquer laboratério zoolbgico pertence
propriamente um aqudrio, instalado em aposentos especiais,
visto um tal aqudrio ser indispensdvel para determinadas inves-
tigagdos fisiolégicas e possibilitar além disso aos estadantes a
observacio de animais vives, tio impressionante e valiosa.
Para satisfazer a @ste objectivo, pelo menos em parte, insta-
lou se uma série de aqudirios, colocados nos quartos de trabalho
do laboratério. As despesas foram pequenas, pois ji existia
um certo namero de aqudrios velhos que apenas precisavam de
consérto. Para os aqudrios marinhos comprou-se um aparelho
eléctrico de compressiio de ar, sistema «Elus, e am filtro de
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carviio. [stes dois dispositivos deram o melhor resaltado :
temos animais marinhos que vivem ji hd um ano nestes aqud-
rios e que até se reprodoziram neles. Tenho a intengdo de
colocar alguns aquirios, dotados sobretudo de animais da costa

portuguesa, também no Museu, para prazer e ensinamento dos
seus nuomerosos visitantes.

b) Excursdes. — Para as excursdes i costa e is serras do
pais — pude levar a efeito 13 excursdes mais largas — arranja-
ram-se as necessirias caixas, latas e frascos de transporte, uma
rede de planecton e um bom altimetro.

VI. Melhoramentos do edificio

TPela Direecio Geral dos Edificios ¢ Monumentos Nacionais
realizaram-se nestes dois anos os melhoramentos seguintes :

1) Receberam iluminagio eléctrica a sala de aulas, a biblio-
teca, mais dois quartos do Laboratério e t0das as divisdes do
Museu. Em outros dois gabinetes de trabalho instaloa-se dgua
corrente.

2) Na sala de aulas substituin-se o quadro de pedra insufi-
ciente por trés grandes pedras modveis, que deixam ver, puxadas
para baixo, uma superficie de projeccio.

3) Efectuou-se em virios gabinetes a instalacio necessiria
para a ligagio dos novos aparelhos, sobretudo para os aparelhos
de projecciio na sala de aulas.

VIIL. Objectivos ainda ndo alcangados

Lancemos primeiro um olhar ao que se podde alcancar.
Julgo poder afirmar que o Laboratério Zoolbgico possii hoje
uma instalagdo que corresponde a tddas as exigéneias do ensino
moderno e que permite realizar, dentro de certos limites, tam-
bém investigacbes fratiferas. Kstou igualmente persuadide de
que o orgamento do Musen e Laboratorio, sobretado se for
anmentado segundo a minha propostu para o ano econdmico
de 1940, garante um hom funcionamento e floreseimento do
Laboratério. Por isto me sinto muito obrigado a Sua Excelén-
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cia 0 Senhor Ministro da Edueagio Nucional o ao Senhor Diree-
tor Geral do Ensino Superior, que liberalmente concederam as
verbas necessirias. Emquanto o orgamento (despésas com o
material ) importava no ano de 1936 em 53.480500, temos para
0 ano de 1939 um orcamento de 105.980500.

Contudo, & evidente que existe ainda uma série de objectivos
maiores on menores a alcancar. () mais urgente, em minha opi-
nido, é o seguinte:

1) Comec¢ando com as exigéneias de construciio, seria muito
urgente, em primeiro lugar, o consérto on renovacio do telhado
de algomas divisdes do laboratério. Tenciono instalar noma des-
tas divisdes o laboratério fotogrdfico, reiinindo nela todos os
novos aparelhos para miero- e maecrofotografia e para amplia-
¢io. Nio posso realizar éste projecto, visto nesta e nas outras
divisdes citadas a dgaa das chuvas correr pelas paredes abaixo
ou, gotejando do tecto, formar grandes charcos no soalho. Isto
parece-me ser um estado efectivamente indigno dum laboratério
cientifico. E elaro que em tais condigdes os valiosos aparelhos
se estragariam dentro de poucos meses.

Seria desejivel além disso instalar na sala de aunlas um dis-
positivo para escurecimento de funcionamento eléetrico. Sem
um tal dispositivo vemo-nos forgados a fechar e abrir continua-
mente as janelas, o que & incoOmodo para o ensino, on a fazer
toda a aula de janelas fechadas e com luz artificial. Igual dis-
positivo seria conveniente tamhém para a sala de aulas pritieas.

Precisa-se além disso de instalaciio de dgua corrente nague-
les gabinetes de trabalho onde ainda a nfio hd. Agua corrente
niio representa néste caso comodidade oun loxo, mas grande
necessidade para determinados trabalhos cientificos.

Muito agradecido ficaria a V. Ex.* se se dignasse ajudar-me
nas minhas aspiracies, enviando &4 reparticio compotente um
requerimento quanto As necessidades do edificio, sobretudo
quanto & renovacio o mais rdpida possivel do telhado.

2) Agora as necessidades de equipamento do laboratério.
Aqui é sobretudo desejdivel o seguinte:

a) Auvmento do nimero de mieroscopios. Estado actual:
28 lugares de trabalho, 20 microscépios utilizdveis. Faltam
pois 8 microsc6pios para o pleno aproveitamento da sala. Os
meios do orgamento ordindrio permitirdo a compra de 1-2 mieros-
ebpios por ano.
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b) Um aparelho de projecglio para a sala de anlas praticas.
Torna-se preciso s depois da instalagdo do dispositive de escure-
cimento na respectiva sala. A vantagem de projecgdes para as
aulas priticas é incontestdvel: o professor pode explicar tudo o
que se observa na respectiva preparacio microscopica antes de
o estudante a examinar e desenhar.

¢) Uma camara de filmar, para filmes de 16™". O filme
torna-se cada vez mais estimado e valioso para a investigagdo
zoolégica, sobretudo no campo da fisiologia dos sentidos e da
psicologia animal. Além disso, a posse duma tal cimara torna-
ria moito menos dispendiosa a organizagio duma coleccio de
filmes para o ensino. Este desejo s6 serd realizivel por meio
dum subsidio extraordindrio.

d) Aperfeioamento da aparelhagem fisiologica. Trata-se de
aparelhos mais pequenos, adquirfveis pelos meios do orgamento
ordindrio.

e) Alargamento da biblioteca. Uma solugiio ideal nio pode
atingir-se s6 com as proprias forgas dum laboratoério isolado.
O que se pode aleangar é o seguinte:

Tomando como base a verba actual para «aquisicdes de ut1—
lizagio permanente» (36.900500) e atendendo ao facto de a ins-
talacio nova do laboratério estar agora essencialmente pronta,
pode o quinhdo do ledio da verba citada, digamos 24.000500,
ser atribuido A biblioteca. Desta quantia cabem actualmente
eérea de 10.000500 is revistas e compdndios de assinatura,
4.000500 siio reservados 4 compra de livros e separatas, de
maneira que ficam disponiveis para oatros fins 10.000500. Esta
quantia empregar-se-ia nos primeiros anos para completar as
revistas ji existentes em colecgdes truncadas até fechar as dlti-
mas lacunas, a partir dum ano determinado, digamos o ano
de 1900. Seriio precisos para éste fim 80.000500 pouco mais
ou menos. Chega-se pois ao fim dentro de dez anos. A partir
de entio os citados 10.000500 podem ser atilizados para a assi-
natara de mais revistas. Calealo que o nimero das revistas
" assinadas poderd ser assim aumentado de 15 para 25.

Assim ficariam abrangidas, ndo todas as revistas de cardcter
predominantemente zoologico, mas em todo o caso as mais impor-
tantes. Se o orgamento para o ano 1940 for aumentado de
20.000500, segundo a minha proposta, entiio o preenchimento
destas lacunas serd aleangado jd dentro de trés anos e o nimero
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de novas assinaturas poderd elevar-se considerivelmento, ou
poderd utilizar-se uma parte maior da verba para a compra de
livros e separatas, ou para o apetrechamento aperfeigoadov do
Laboratério e Musen. '
3) Por fim um 86 desejo relativo ao pessoal do museu e
laboratério, mas desejo éste que tenho de designar como muito
urgente. A minha chegada a Coimbra o Laboratério Zoolégico
tinha om assistente jovem na pessoa do Dr. A. Xavier da Cunha.
Visto o Dr. Xavier da Cauha ter ascendido entretanto a profes-
sor auxiliar e visto o lugar assim livre ter sido oeupado por um
Assistente de Antropologia, ficon o Museu e Laboratério Zoolé-
gico sem qualquer aoxiliar de quem possa esperar e exigir ser-
vigos como eabem a um assistente jovem. HEsta falta foi em parte
resolvida pela circanstancia feliz de o Dr. Helling ter pdsto &
disposiciio do laboratério todo o sen tempo livre e toda a sua
boa vontade de trabalho, e isto durante os primeiros dois anos
sem qualquer gratificacio. O Instituto para a Alta Cultora pos-
sibilitou-lhe, a seguir, a continuagio do seu estigio em Portogal
e com isto a dos seus trabalhos, tanto de organizaciio como cien-
tificos, por mais um ano, concedendo-lhe am subsidio de inves-
tigagiio. Conseguin-se obter um tal estipéndio também para os
altimos cinco meses do ano corrente. Mas o Instituto para a
Alta Cuoltura fez notar nesta altura, e, parece-me, com tdda a
justiga, que ndio era das suas atribuigdes mas sim das da Uni-
versidade de Coimbra, cuidar da gratificacio de um auxiliar,
quando falte a um laboratorio da Universidade. Ja nio podendo
contar, por conseqiiéncia, com o auxilio do Institato para a
Alta Cultura, peco a V. Ex.* se digne dedicar o seu melhor
interdsse a &ste assunto, requerendo da reparti¢io competente a
verba necessdria para a gratificagio dum assistente do Museu e
Laboratério Zoolégico para o ano econémico de 1940. E evi-
dente que um laboratério que se encontra em reorganizacio
ndo pode dispensar a sjuda de um assistente jovem. Abstraindo
mesmo da sua falta para a preparaciio das aulas tedricas e das
projecgdes, queria mencionar s6 a coleccdo das preparacdes
microscpicas que carece dum aumento notivel quanto & Ana-
tomia comparada dos Vertebrados — trata-se de 1000 prepa-
ragbes pouco mais on menos —, a coleegio das preparagdes
anatémicas s6 agora iniciada e a dos diapositives. Acuba de
surgir «mais uma tarefa, penosa e morosa, mas que niio pode
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protelar se: a organizacio dum ecatdlogo gerai da biblioteca,
abrangendo livros, revistas e folhetos. Nio chega para éste fim
um empregado que saiba preencher as fichas, precisam-se tam-
bém auxiliares com os convenientes conhecimentos cientificos.
Acresce também a circunstincia de o infatigdvel anxiliar de
naturalista do Musea, Sr. Rogério Nogueira de Carvalho, que,
gragas ao seu conhecimento intimo da nossa biblioteca e ao real
interdsse que o liga desde hd 35 anos ao destino do nosso Ins-
tituto, nos poderia ser neste caso do maior valor, se encontrar
ocupado tempoririamente nos Servigos de Contabilidade da
Universidade.

Por fim, desejaria exprimir a V. Ex.* e a todos os meus
colaboradores que me ajudaram nestes trés anos, os meus mais
sinceros agradecimentos, esperando que me concedam também
no futuro o seu valioso anxilio, de maneira que ao acabar a
minha actividade em Coimbra se possa dizer: fez-se bom traba-
lho e niio se deitou o dinheiro pela janela. E &ste o mea objec-
tivo dnico.

Coimbra, Musen e Laboratirio Zoologico
da Universidade de Coimbra,
em 25 de Novembro de 1939.
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( coNTiINUAGRO)

CAPITULO VIII

CONCEITO DE FUNGAO

I
TEOREMAS GERAIS

84. Vizinhanga dum conjunto. — Sejam A e B conjuntos liga-
dos entre si. Damos o nome de vizinhanga de B relativamente a A,
definida por um nimero positivo =, ao conjunto U dos elementos u
de A tais que seja UB<:. Cada elemento de U é um elemento de A
que se caracteriza pur lhe corresponder um elemento de [B] cuja
distdncia ao primeiro nio excede o nimero ¢ [v.1v, p. 89, l. 24].
O conjunto U é a soma dos produtos de A pelos esferdides de
centros nos diversos elementos de [B) e de raios iguais a ¢,

Verifica-se evidentemente a relaciio l.rﬂiis . A vizinhanca U
ainda pode definir-se como sendo o maior subconjunto de A cujo
desvio a B nio excede o nimero ¢.

Em particalar, vizinhanga dum elemento b de [A] relativa-
mente a A, definida pelo niimero positivo ¢, é o prodato de A
pelo esferbide de centro b e raio .

Entendemos por vizinhanga dum conjunto 3 definida por um
nfimero positivo e, sem mais indicagio, a vizinhanca de B rela-
tivamente ao espagOide de que tratamos e definida por £, oun
seja a soma dos esferdides de centros nos elementos de [B] e
de raios iguais a ¢.

Qualquner vizinhanca de B em relacdo a A é um conjunto limi-
tado quando B é limitado [v. 1v, p. 95, L. 29], @ é um conjunto
fechado, totalmente ou nfiv, a0 mesmo tempo que o cunjunto A.

Sio manifestamente as mesmas as vizinhancas relativas a A
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de conjuntos juxtapostos a B quando definidas por om nasmo
niimero ¢ [v. 1v, p. 89, L. 1].

Dada uma vizinhanga U de B em relagdo a A, o3 termos de
qualquer sucessido de subconjuntos de A (ou de elementos, em par-
tiewlar)

(1) Ki . s ansorg Ky i

para a qual seja lim X:B — 0 pertencem a U a partir da ordem em
que temos X B=UB. Quando B ¢ limitado, os termos da sucessdlo
precedente, a partir de certa ordem, constituem, pois, um conjunto
limitado.

Conclufmos também que, se o limite integral duma sucessdo
de subeonjuntos de A, de soma limitada, pertence a (B, os termos
da mesma sucessdo pertencem a U a partir de certa ordem [v. 1v,
p. 123, 1. 17].

Se U e U' sdo as vizinhangas de B em relagdo a A definidas
respectivamente pelos nimeros = e £ (:<¢), o conjunto U' contém
a vizinkanga de U em relagio a A definida pelo mimero ¢’ —c¢.
Na verdade, se u 6 um elemento desta vizinhanca de U, temos
ul<:s—e, o, como UB=:, vem uB<ul -+ UB=+ [v. 1v,
p- 99, (6))

Seja U a vizinhanga de B em relagdo a A definida pelo
nimero ¢. A vizinhanga (W), definida pelo mesmo numero ¢, do
conjunto dos subconjuntos limitados de B em relagdlo ao conjunto
dos subconjuntos limitados de A é o conjunto (U) dos subconjun-
tos limitados U de U. Com efeito, da relacio UB=: conclui-se
que a um subconjunto U' de U corresponde sempre um sub-
conjunto B' de [B] tal que U'B'<¢ [v. 1v, p. 110, L. 24] e por
isso U' pertence i vizinhanga (V) [v. v, p. 136, I. 35]. Mas a
eada conjunto V de (V) cormspuude um sabeonjunto B B' de [B] tal
que VB <¢, sendo pois VB-VBI=VB =:, donde VB=¢, razio
porque ¥V & um sabeconjunto de U. Di-se pois a coincidén-
cia (U) 1 (W).

Consideremos o caso particalar de B ser am subeconjanto
de [Al. A vizinhan¢a U de B relativamente a A, definida pelo
niimero positivo ¢, é tal que UB<e, pois temos agora BU-o0.
A vizinhanga U pode entdo definir-se como sendo o maior sab-
conjunto de A que satisfaz iquela condiciio.
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Neste caso os conjuntos U e B ou siio ambos limitados on
athbos ilimitados [v. v, p. 192, L. 10].

Quando ¢ B <A, converge para B qualquer sucessdo de vizi-
nhangas déste conjunto relativas a A e definidas por nimeros
positives que tendam para zero.

Seja & a desconexdo do conjuntv B. Quando é B<<IA, a vizi-
nhanga U de B relativa a A e definida por ¢ tem uma desconexdo
que ndo excede o maior dos nimeros 3 e :¢. Com efeito, os con-
juntos U 4B e U sio nesse caso juxtapostos entre si, tendo por
isso a mesma desconexido [v. vi, p. 318, L. D], e & evidente que
a do primeiro nflo excede o maior dos niimeros J e :. Em par-
ticular, quando B ¢ conexo, a desconexdo de U ndo excede <.

Seja A um conjunto qualquer (um elemento, em particular).
Seja G um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos
pertengam a wm continuo limitado contido em G. Suponhamos
que existe o produto (A)>< G e que o conjunto G ndo é um sub-
conjunto de [Al. Cada vizinhanga V de A relativa a G contém
um continuo ligado a A mas ndo contido neste conjunto.

Tomemos dois elementus X' e x de €, sendo o primeiro um
elemento de (Al e o segundo estranho a éste conjunto. Seja K
um continuo limitado contido em G a que pertengam os elemen-
tos X' @ X. Unamos estes elementos por ama sucessio de ele-
mentos de K, em nimero finito, tais que as distdncias entre

. ! st i 1 -
cada um e o seguinte sejam inferiores ao nimero R Desi-

gnemos por X; o conjunto dos elementos desta sucessiio conti-
dos na vizinhang¢a considerada V mas que sejam consecutivos a
partir de x'. Ponhamos i=1, 2, ... e designemos por X um
limite fechado, contido em K, da socessio

a - l
Ii|x,.|- .5 ¥ "

O conjunto X é um continuo [v. v1, p. 319, I. 3]. Este con-
tinno, manifestamente ligado a A, pertence a V; contém o ele-
mento X' e alguns elementos de K distintos dos de [A].

Seja © um conjunto tal que dois quaisquer dos seus elementos
pertencam a um continuo limitado contido em G. Consideremos
uma colecgdo constituida por alguns désses continuos. Suponha-
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mos que um continuo limitado qualquer contido em G que se jux-
taponha a uma soma de continuos da colecgdo pertence & mesma
colecglto (). Admitamos também que um qualquer dos continuos
da colecgdv determina wma vizinhanga V em relagdo a G tal que os
continuos contidos em V ainda pertencem & mesma colecgdo. Nes-
tas condigbes a soma dos continuos da coleegdo ¢ o conjunto C.

Demonstremos que um elemento qualquer ¢ de C pertence
a um dos continuos da coleegio a que se refere o enunciado.
Seja K um déstes continuos. Se nenhum elemento de K; se
juxtapde a ¢ (no caso afirmativo o elemento ¢ pertenceria ao
continuo ¢ - K; da colecgio), unamos ¢ a um elemento de K;
por meio dum continuo limitado K contido em §. Efectuemos
a soma de todos os continuos da coleccio contidos em K-+ K
mas que admitam K, por subconjunto. Tal soma, por ser om
conjunto conexo, admite por lugar um continuo. Este juxta-
pbe-se elemento a elemento a um continuo K' contido em K; - K
e que contém aquela soma. Por hip6tese K' & um continuo da
colecglio ; é o maior contido em K; K e que contém K, .

Terminamos a demonstra¢lio provando que é K' | > K, e que
por conseguinte o elemento ¢ pertence ao continno K' da colee-
¢lo. Consideremos para isso uma vizinhanga V de K' relativa
a K tal que os continuos nela contidos pertencam & coleegfio.
Se o continuo K ndo fosse um subconjunto de K'. a vizinhanca ¥
conteria um continuo K" ligado a K' mas ndio contido neste con-
junto (como resonltaria da proposigio precedente pondo nela
AIK e C|K). Existiria pois um continuo K + K' da eoleegio
contido em K; -+ K e maior do que K.

85. Demonstragdo dum lema. — Consideremos uma sucessdo
de conjuntos

(2) R B rivlligob sun

um conjunto limitado B (?), uma familia de conjuntos F e um
nimero ndo megativo «. [epresentemos em geral por

(3) lr1 ls.--'|xﬂ.

(1) Resulta desta condigiio que uma soma dum nimero finito de continuos da
colecgio ligados entre si é ainda um continuo da colecgfo.

(2) Dispensa-se a hipilese da limitabilidade de B quando a soma dos eon-
junios (2) é limitada.
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qualquer sucessdo de elementos extraida duma subsucessdo da (2) ('),
mas que seja limitada e cujo derivado (*) seja um subconjunto
de [B] de diametro ndo superior a «. Suponhamos que eriste uma
ordem para cada sucessdo (3) a partir da qual os seus elementos
pertengam a um dos conjuntos F.

E possivel determinar uma vizinhanga U de B, um nimero
superior a @ e uma ordem i tais que: elementos de U em mimero
finito, que determinem um diametro inferior a f (%), extraidos de
termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i, perten-
gam sempre a um dos conjuntos da familia.

Se a familia dos conjuntos F é finita ou numerdvel, podemos
determinar uma vizinkanga U' de B, um néimero ' superior a « e
uma ordem i' tais que: um subconjunto de U', de didmetro infe-
rior a [, contido na soma Ay + BAi11+ ..., perienca sempre a
um dos conjuntos da familia.

Admitamos, eom efeito, que ndo & possivel determinar uma
vizinhanca de B, um némero superior a = e uma ordem que
verifiquem a primeira parte do enunciado. Existe em tal caso
uma sucessio

(4} x!.l!,---'l:i'-..

de conjontos que fazem Et'ml—f.ﬂ:[], cujos diftmetros tém um
limite méximo ndo superior a «, sendo cada um X; constituido
por elementos em ndmero finito, niio contidos num mesmo con-
junto F, extraidos de termos distintos da sucessio (2) de ordens
crescentes com i ().

A sucessiio (4) é limitada [p. 103, I. 8]; seja

() Koo Koy ooy Kuy o

ama das suas subsucessdes convergentes [v. 1v, p. 140, [. 10],
e representemos por X o respectivo limite totalmente fechado.

Mas X & um subconjunto de (Bl, porque temos lim Xy B —0

(1) Recordem-se as definicdes dadas no v. v, p. 112, n. 33.

(3) Chamamos derivado duma sucessio de elementos ao respectivo limite inte-
gral, isto &, ao conjunto dos seus elementos limites [v. 1v, p. 17, n. 6].

(%) E claro que nos referimos ao diimetro do conjunto désses elementos.

(1) Isto &, tidas superiores a cada uma das ordens dos termos da (2) que deram
origem ao conjunto X;_,.
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[v. v, p. 296, 1. 12], e o seu diimetro nio excede = [v. v, p. 134,
l. 17]. Logo a sucessiio que resulta de numerarmos conve-
nientemente a totalidade dos elementos dos termos da suces-
siio (D), além de ser limitada e extraida duma subsucessllo
da (2), tem por derivado o subconjunto X de [B] cujo didme-
tro ndo excede «, e no entanto ndo hid ordem algama a partir
da qual os seus elementos pertengam a um mesmo conjunto da
familia.

Semelhantemente reconhecemos quoe, se nido & possivel deter-
minar uma vizinhanga de B, um nimero superior a «z e uma
ordem que satisfacam & segunda parte do lema, existe uma
sucessdo de conjuntos de soma limitada

) ;
X vy

g = u

(6) X,
que tende para um subconjunto X' de [(B] de didimetro nido supe-
rior a «, sendo cada wm K; um subeonjonto duma soma de
termos da sucessiio (2) nos quais a ordem minima cresce com u,
e niio pertencendo cada um déles a nenhum dos conjuntos F.

Depois de numerarmos os conjuntos F, determinemos uma
sucessio de elementos

(7) | P PRI A
extraida duma subsucessio da (6) mas de maneira que tuis ele-
mentos ndo pertencam aos conjuntos F cnjas ordens sio dadas
respectivamente pelos nimeros 1, 2, 1, 2, 3, 1,2,3,4, 1, ... (Y
elementos ésses que sejam extraidos de termos da sucessio (2)
de ordens sucessivamente crescentes.

A sucessiio (7) assim extrafida duma subsocessio da (2) é
limitada, o sen derivado (contido em X') & um subconjunto
de (Bl do diimetro ndo superior a x, mas niio existe uma ordem
a partir da qual todos os seus elementos pertengam a um mesmo

‘econjunto da familia.

() Quando os conjuntos F sio em nimero finito n, suprimimos nesta suces-
80 08 plmeros superiores a n.
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Observagdes. —1) A familia dos conjuntos F pode ser consti-
tuida, em particular, pelos conjuntos dos elementos das diversas
sucessies (3) tomadas a partir de certas ordens.

i) Se a partir de certa ordem para cada sucessdo (3), quais-
quer dos seus elementos em nimero finito [u apenas em nimero k,
para um determinado k], e nio necessariamente todos, pertencem
a um dos conjuntos F, é possivel deterninar uma vizinhanga U de B .
um nimero B superior a « ¢ uma ordem i tais que: elementos de Ul
em nimero finito [ou apenas em nimero k), que determinem wm
diametro inferior a B, extraidos de termos distintos da sucessdo (2)
de ordens superiores a i pertengam sempre a um dos conjuntos da
familia. Ifectivamente, considerando a familia dos conjuntos F
dos elementos de cada sucessdio (3) a partir da ordem em que
se di a propriedade expressa neste enunciado, diz a primeira
parte do lema, aplicada & nova familia de conjuntos F, que é
possivel determinar uma vizinhanga U de B, um néimero [ supe-
rior a « @ uma ordem ¢ tais que: elementos de U em nimero
finito [ou apenas em nimero k], que determinem um didimetro
inferior a (5, extraidos de termos distintos da sucessio (2) de
ordens superiores a i pertengam sempre a am dos conjuntos F,
e por isso a um dos conjuntos F.

m) Quando a soma dos termos da sucessdo (2) é limitada e
quando o limite integral pertence a [B|, podemos simplificar o enun-
ciado do lema, pois ndo é necessirio néle aludir as vizinhangas U
e U'. Em tal caso, com efeito, existem ordens a partir das quais
os termos da sucessdio (2) pertencem iquelas vizinhangas de B
(p. 103, L. 11].

1v) Quando o produto de (B] pelo limite integral da suces-
8do (2) pertence ao limite comum da mesma (1), basta fazer figu-
rar no enunciado do lema sucessies de elementos extraidas da
sucessdo (2) em vez de sucessdes (3) extraidas das diversas sub-
sucessdes da (2). Consideremos, com efeito, uma qualquer das
sucessdes (3). Um elemento do seu derivado é agora limite
doma sucessiio de elementos

¢ i I

g o Ry Bl

L}

(') O que sucede em particular quando a sucessdio & convergente on quando
B pertence ao limite comum.

e R
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extraida da (2). Suobstituamos nesta socessio os elementos de
ordens r, s, ... respectivamente por X,, X;,.-.. A nova suces-
sfio assim extraida da (2), que representamos por

L M )

(8) K o Ry viw i Bmnmag

é limitada, e o seu derivado (o mesmo que o da (3)) tem o dia-
metro néio superior a &. Logo, se existe, como estamos a supor,
oma ordem a partir da qual os termos da sucessiio (8) perten-
cam a um dos conjuntos F, 0 mesmo podemos dizer relativamente
4 sncessiio (3) donde partimos.

v) E doma grande generalidade o lema de que nos temos
ocupado. Obtém-se casos particulares sucessivos, que mais
directamente intervém em certas proposicbes, introduzindo uma
ou mais das simplificacdes seguintes: x— 0; « igual ao didimetro
de B; k=1: existéncia de limA; | A; B <[Al; A; A (i=1,2,...);
AP (espacodide de que tratamos); familia constitaida por um s
conjunto; conjunto B reduzido a um s6 elemento; etc.

No caso de =0, as sucessdes de elementos (3) sio as gue,
sendo extraidas das diversas subsucessdes da (2), convergem
para elementos de [B] . No caso de z igual ao diimetro de B,
as sucessdes (3) sdo as extraidas das subsocessdes da (2) e tais
que seja lim X, B=0.

Eis alguns désses casos particalares, todos relativos & hipd-
tese x=0:

Consideremos uma sucessdo convergente (2) de conjuntos de
soma limitada e uma familia de conjuntos F. Se os elementos de
qualquer sucessdo convergente, extraida da (2), pertencem a par-
tir de certa ordem a um dos conjuntos F, é possivel determinar
um nimero positivo ¢ e wma ordem i tais que: elementos em
nimero finito, que determinem um diametro inferior a ¢, ertrai-
dos de termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i,
pertengam sempre a um dos conjuntos da familia.
~ Se além disso a familia dos conjuntos F é finita ou numerd-
vel, podemos determinar um nimero positivo £ e uma ordem v'
tais que um conjunto de didmetro inferior a ¢ contido na soma
Aii+ i1+ .. , pertenga sempre a um dos conjuntos da familia.

Consideremos uma sucessido de conjuntos (2), um subconjunto B
limitado e fechado do limite comum da mesma e um conjunto F.
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Se, qualgquer que seja a sucessdo de elementos que tenda para um
elemento de B, extraida da sucessdo (2). esses elementos perten-
cem a F a partir de certa ordem, ¢ possivel determinar uma
ordem i e wma vizinhanga U de B tais que o produto de U pela
soma A; + Aiy1+ ... pertenga a F.

Consideremos wma sucessdo convergente (2) de comjuntos de
soma limitada e um conjunto F. Se os elementos de qualquer
sucessdo convergente, extraida da (2), pertencem a partir de
certa ordem ao conjunto F, os termos da sucessdo (2) pertencem
a F a partir de certa ordem.

Consideremos dois conjuntos A e B ligados entre si, sendo éste
fechado e um déles limitado. Consideremos ainda uma familia de
conjuntos F e wm nimero inteiro positivo &:. Se, qualquer que
seja a sucessdo de elementos de A que tenda para wm elemento
de B, quaisquer I désses elementos pertencem, a partir de certa
ordem, a um dos conjuntos F (1), é possivel determinar um nimero
positivo ¢ ¢ uma vizinhanga U de B relativa a A tais que um con-
junto de k elementos de U, de diametro inferior a ¢, pertenca
sempre a um dos conjuntos F(2).

Se os termos de qualquer sucessdo de elementos de A que tenda
para um de B pertencem a um dos conjuntos F a partir de certa
ordem e se a familia déstes conjuntos ¢ finita ou numerdvel, pode-
mos delerminar um nimerv positive ¢ e uma vizinhanga U' de B
relativa a A tais que um subconjunto de U' de diametro infericr
a ¢ pertenca sempre a um dos conjuntos F (*).

(') Esta condicio exige que o produto A><B, quando existe, seja coberto
pelos conjuntos F.

(*) Nio é necessirio aludir a0 nimero : quando B se reduz a um si elemento.

(3) Também ndo é necessirio aludir a «' quando B se reduz a um tnico ele-
mento. Se ainda neste caso A se converte no espagdide de que tratamos, vem a
proposigiio :

Dados um elemenlo b e wna familia finila ou numerdrvel de conjunios F,
se o8 elemenios de qualquer sucessdo que fenda para b pertencem a um dos eon-
juntos F a partir de certa ordem, existe um esferiide de eenlro b contido num
désses conjuntos.

Notemos que o presente enunciado pode deixar de ser verdadeiro para uma
infinidade nfio numerivel de conjuntos F, afirmacfio esta que se transmite ao enun-
ciado da segunda parte do lema. E ficil citar exemplos neste sentido.
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A cada sucessdo convergente de elementos dum dado conjunto
limitado A fagamos corresponder o conjunto F dos elementos da
mesma sucessdo tomados a partir de certa ordem. Existe um
niimero positivo ¢ tal que: elementos quaisquer de A, em nimero
finito, de distancias dois a dois inferiores a ¢ pertencem a um dos
eonjuntos F.

Sejam A e B conjuntos ligados entre si, sendo éste fechado e
vm déles limitado. Seja F um conjunto qualquer. Se os termos
de cada sucessdo de elementos de A que tenda para um elemento
de B pertencem a F a partir de certa ordem, existe uma vizi-
nhanca de B relativa a A contida em F.

Seja b um elemento limite dum dado conjunto A. A cada suces-
sio de elementos de A que tenda para b fagamos corresponder o con-
junto F dos elementos da mesma tomados a partir de certa ordem.
Existe uma vizinhanga U de b relativa a A tal que: elementos quais-
quer de U, em nimero finito, pertencem a um dos conjuntos F.

Consideremos um conjunto qualquer A e um subconjunto B
de (A limitado e fechado. ssociemos a cada elemento de B uma
vizinhanga déste elemento relativa a A. Existem wma vizinhanga
U de B relativa a A e um nitmero positivo ¢ tais que um subcon-
junto qualquer de U de didmetro inferior a ¢ pertence a uma des-
sas vizinhangas.

Cada elemento de B 6, com efeito, centro dum esferdide eujo
produto por A constitui a vizinhan¢a désse elemento. Mas como
o conjunto B é coberto interiormente com uma infinidade nume-
riavel dos mesmos esferdides [lema de LixpELOF], segue-se que
os termos de qualquer sucessio de elementos de A que tenda
para um elemento de B pertencem, a partir de certa ordem, a
am dos esforbides dessa infinidlade numerivel. Existem pois
uma vizinhanca U de B relativa a A e um nfimero positivo ¢ tais
que um subconjunto qualquer de U de didimetro inferior a ¢
‘pertence a um désses esferdides, e portanto a uma das vizi-
nhancas consideradas (1).

(1) Também serve de justificaciio a mesma da proposigio do e, v, p. 526, L. 10,
convenientemente adaptada ao presente caso.
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Logo o conjunto U decompde-se num nimero finito de partes
cada uma das quais pertence a uma das vizinhangas dadas, isto é,
o conjunto U cobre se apenas com um nimero finito das mesmas
vizinhangas.

Quando o conjunto A coincido com o espachide que estamos
considerando vem o enunciado seguinte:

Associemos a cada elemento dum conjunto limitado e fechado B
um esferdide de centro mo mesmo elemento. Existem uma vizi-
nhanga U de B e um nidmero positivo ¢ tais que um subeonjunto
qualquer de U de diametro inferior a = seja interior a um désses
esferdides.

A vizinhanca U & pois coberta interiormente apenas com um
namero finito dos esferdides considerados (1).

Consideremos wma sucessdo de conjuntos (2), um conjunto B e
uma familia de conjuntos F. Seja em geral (3) qualquer sucessdo
de elementos extraida duma subsucessdo da (2) e tal que se tenha

limx,B—=0. Suponkamos que exriste uma ordem para eada suces-
sdo (3) a partir da qual os seus elementos pertengam a um dos
conjuntos F.

E possivel determinar uma vizinharga U de B e uma ordem i
tais que: elementos quaisquer de U, em nimero finito, extraidos
de termos distintos da sucessdo (2) de ordens superiores a i per-
tengam a um dos conjuntos da familia.

Se a familia dos conjuntos F é finita ou numerdvel, podemos
determinar uma vizinhanga U' de B e uma ordem i' tais que o pro-
duto de U' pela soma Ay - A 11 -+ ... pertenga a um dos conjun-
tes da familia.

Quando o conjonto B é limitado, esta proposicio deduz-se
do lema, introduzindo néle a condigio de = representar o dif-
metro . de B. Mas a mesma proposiclio estende-se para o caso
de B ser ilimitado, e por conseguinte de = se tornar infinito.
A demonstraciio 6 mais simples que a do lema, e dela se obtém
suprimindo as passagens que resultam das hipGteses das limita-
bilidades de B e do conjunto dos didmetros dos derivados das
diversas sucessdes (3).

('} Esta proposigio completa o lema de Borev enunciado no ». vi, p. 528, [. 19.

R
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Limitamo-nos a enunciar 6 dois casos particulares:

Sejam A e B conjuntos ligados entre si. A cada sucessdo
Xi, X2y < -+, Xi» - .. de elementos de A para a qual seja limx,B=0
fagamos corresponder o conjunto F de todos os elementos da
mesma sucessdo mas tomados a partir de certa ordem. Existe
uma vizinhanga U de B relativa a R tal que: elementos quaisquer
de U em nimero finito pertencem a um dos comjuntos F.

Sejam A, B e F conjuntos quaisquer, sendo os dois primeiros liga-
dos entre si. Se os termos de qualquer sucessdo Xy, Xz, « - ., Xi, « - -
de elementos de A, tal que lim¥; B =0, pertencem a F a partir de
certa ordem, existe uma vizinhanga de B relativa a A contida em F.

Uma outra classe de proposigdes que se deduz ainda do
mesmo lema & a que resulta de supormos que os elementos
dos conjuntos A;, B e F néle figurados sdo subeonjuntos limi-
tados de elementos dum dado espagdide [v. 1v, p. 134, n. 44].

Sio verdadeiras por exemplo as seguintes proposicdes:

Consideremos uma sucessdo de conjuntos (2), um conjunto limi-
tado B e uma familia de conjuntos F. Se, qualquer que seja a
sucessdo de subconjuntos limitados dos termos correspondentes duma
subsucessdo da (2), que tenda para um subconjunto limitado de [B] ,
existe uma ordem a partir da qual é3ses conjunios pertencem a
um dos conjuntos F, ¢ possivel determinar uma vizinhanga U de B,
wm nimero positivo ¢ ¢ uma ordem i tais que: subconjuntos quais-
quer de U, em nimero finito, de distincias dois a dois inferiores
a ¢, ertraidos de termos distintos da sucessdo (2) de ordens supe-
riores a i pertengam a um dos conjuntos da familia [p. 103, 1. 21].

Consideremos uma sucessdo convergente de eomjuntos (2) de
soma limitada e uma familia de conjuntos F. Se, qualquer que
seja a sucessdo de subcowjuntos dos termos corresponientes da (2),

tence a um dos conjuntos F a partir de certa ordem, é possivel
determinar um mnimero positivo ¢ e wma ordem i tais que um
subconjunto de diametro inferior a ¢ dum térmo da sucessdo de
ordem superior a i pertenga sempre a wm dos conjuntos da
familia.

L]
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Consideremos uma infinidade de conjuntos R e um conjunto
limitado B. A ecada sucessdio désses conjuntos A, de soma limi-
tada, que tenda para B () fagamos corresponder wma ordem.
Eziste um mnimero positive ¢ que satisfaz a segquinte condigdo:
quaisquer dos conjuntos R, em niimero finito, cujas distancias
a B sejam inferiores a ¢ sdo termos duma das referidas sucessdes
tomados a partir da correspondente ordem (2).

Sejam R e B conjuntos ligados entre si, sendo éste fechado e
um déles limitado. Consideremos uma familia de conjuntos F.
Se cada um dos termos de qualquer sucessdo de subconjuntos
de A de soma limitada, que tenda para wm elemento de B, per-
tence a wm dos conjuntos F a partir de certa ordem, existem uma
vizinhanga U de B relativa a A ¢ wm ndmero ¢ tais que um sub-
conjunto de U de diametro inferior a ¢ pertenga sempre a win dos
conjuntos da familia.

O lema de Borer, hd pouec demonstrado com o aoxilio do
de LinpeL(F, apresenta-se também como uma aplicacio directa
da proposicio agora enunciada. Efectivamente, se cada ele-
mento dum conjonto limitado e fechado B & centro dum esfe-
roide duma dada familia, os termos de qualquer sucessio de
conjuntos de soma limitada que tenda para um elemento de B
pertencem a um désses esferdides a partir de certa ordem
[v. vi, p. 482, I. 15], e por isso existem uma vizinhanca U de B
e um nimero positivo ¢ tais que um subeonjunto de U de didime-
tro inferior a ¢ pertenga sempre a um dos mesmos esferdides.
Pertence pois a nm dos esferdides da familia, em particular,
qualquer subconjunto de B de diimetro inferior a «.

86. Definicio de fungdo. — Sejam P e Q dois espacdides
quaisquer, distintos ou ndo. Dado um subconjunto A de P,
facamos eorresponder a cada um dos sens elementos X um e um
g6 elemento zZ de §. A uma tal correspondéncia dd-se o nome
de fungde, e dizemos que z é funclo de X no conjunto A.

{!) Sopomos que existem tais sucessdes.
(& E claro que a proposigfio generaliza-se para o caso de B ser ilimitado,
mas devemos supor que as sucessdes A, , Ay, ... A;, ... de conjuntos A que ten-
dam para B satisfazem A condiciio lim A; B=0.
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Pelo simbolo f(X), no qual a letra f pode substituir-se por
qualquer ountra, convencionamos representar entio o elemento z
correspondente a X, ou elemento da fungdo f no elemento X.
Podemos pois escrever z|f(X) para indicar que a varidvel z,
ou variivel dependente, é fungdo de x, também chamada varid-
vel independente (!).

Diremos que a fungio f(X) é definida no conjunto A e em
cada nm dos seus elementos.

A prépria funciio faz corresponder a cada subconjunto X de
A o conjunto Z dos elementos de f(x) nos diversos elementos
de X. A funcio de conjuntos assim definida serd representada
por Z| f(X) (com a mesma letra f). Em virtude desta notacio,
o conjunto dos elementos de f(x) em todos os elementos de A
pode representar-se por f(A) (%). _

A correspondéncia unfvoea que estabelece a fungdo z|f(x)
pode ser também biunivoca, isto &, reciproeca, o que sucede
quando cada elemento f(X) de f(A) corresponde a um s6 ele-
mento X de A. Em tal caso a fungio determinada por essa
correspondéncia reciproca chama-se inversa da primeira.

Seja 9(z) uma segunda fangfio mas definida no conjunto f(A).
A fungio ¢ (f{x]}. que faz corresponder a cada elemento X de A
o elomento ¢(z) correspondente a z|f(X), damos o nome de
fungdo de fungdo. A 2 chama-se entdo varidvel intermédia.

Dadas n fungdes

,fl'xjifi(:.]l "'!Jt."(l.:'

(1) Recordemos que, relativamente is estraturas dos espacdides P e Q, cada
um déles pode considerar-se simples on composto, ou constituido pelos subconjun-
tos limitados de certo espagide, e pode considerar-se mixto [». 1v, p. 136, n. 45].

A exposigio que vamos desenvolver aplica-se em particular is fun¢des que
relacionam elementos de dois espagbides numericos [e. 1v, p. 138, . 3]; tais sdo as
que pdem em correspondéncia pontos de dois espagos ordindrios, com 0 mesmo ou

" diferente niimero de dimensdes, de coordenadas todas reais ou niio, e as fun-

¢des que fazem corresponder a subconjuntos limitados de um désses espagos sub-
conjuntos limitados dum outro.

) Quando fdr necessirio supor que f(X) estabeleca correspondéncia entre
elementos de dois espagdides, teremos de considerar apenas os subconjuntos limi-
tados X de A e de supor que os correspondentes conjuntos Z também silo limita-

dos [p. v, p. 141, L. 13].
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definidas num mesmo conjunto A, considera-se muitas vezes a
funciio

(9) (@), o), - ovs fu(®),

ainda definida no conjunto A, e que faz corresponder a cada
elemento X de A o elemento composto representado em (9)
[v. w, p. 28, n. 11]. Dizemos que tal func¢iio & composta, e
as fongdes dadas chamam-se entdo componentes ().

Se uma funcdo ¢ (2, 22, ..., Z,) 6 definida no conjunto dos
elementos da funcio (9), a funcio

o (AM), f2(X), - - s fa(X)),

definida em A e denominada ordiniriamente fun¢fio ecomposta,
serd considerada como fungiio de fungdo, sendo a representada
em (Y) a intermédia; & oma fungiio do elemento composto
(2, 22, -+ -, Zs) que por sua vez & fungdo de X em A.

Diremos que duas fungbes f(X) e j(x), definidas respectiva-
mente nos conjuntos A e A, sdo juxtapostas entre si quando
forem juxtapostos os conjuntos dos elementos de segunda
ordem (X, f(x)) e (X.j(x)) correspondentes aos diversos ele-
mentos X de A e de A' respectivamente. Tais fungdes caracte-

(1) Be as fungles dadas, distintas ou ndo, sfio definidas em conjuntos quais-
quer
AL Ay, .., A

distintos on ndo, pertencentes ou nfio a0 mesmo espagéide, a fungio

{l:l l:"‘-].':’I[].}' rﬁmﬂ)ﬂl"wfn (xnjjr

definida no conjunto composto [v. 1v, p. 29, L 19]

@) (A Agy <oy AY)

e que faz corresponder a cada elemento (X;, X5,..., X,) déste conjunto o ele-
mento composto (1), tem uma construgiio que ndo é distinta da precedente; na
verdade, podemos considerar todas as funGes f; (x) como sendo definidas no mesmo
conjunto composto (2).

Note-se que o conjunto dos elementos da fun¢fio (1) assim obtida resulta da
composigho dos conjuntos dos elementos das fun¢des dadas, isto &, pode designar-se
por (L (Ay), fa(Rg), - ooy Fn(Ay))-
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rizam-se pela seguinte propriedade: dado um niwmero positivo J,
a cada elemento X de A corresponde um elemento x' de A’ que
faz XX’ <3 e f(x)j(X)<\3; a cada elemento X' de A' corres-
ponde um X de A que verifica as mesmas desigualdades.

Duas fungdes juxtapostas a uma terceira sllo juxtapostas
entre si.

Se f(x) e j(x), definidas em A e A', sdio jaxtapostas entre
si, verificam-se as seguintes juxtaposigdes:

AN o FA)IFN) [v. v, p. 138, L. 12].

87. Fungbes limitadas. — A funcdo f(X), definida em A,
diz-se limitada num subconjunto X de A, por defini¢io, quando
6 limitado o eonjunto f(X). Sempre que falarmos em fangio
limitada f(X), sem mais designagiio, entenderemos que f(X) 6
limitada no eonjunto A onde a definimos.

Duas fangdes juxtapostas entre si ou sio ambas limitadas
ou ambas ilimitadas. X

Fiacilmente se reconhece que, dado um subconjunto B de [A],
se f(X) & ilimitada nas diversas vizinhangas de B em relaciio a A,
existe uma sucessiio Xy, Xz, ..., X;, ... de elementos de A gue
faz limX;B=0 e ao longo da qual os elementos de f(x) divergem
para infinite [v. v, p. 144, L. 24]. Em particular, se f (x) 6 ili-
mitada nas vizinhancas dum elemento b de (A}, existe uma soces-
sio de elementos de A que tende para b ao longo da qual os
elementos de f (x) divergem para infinito.

Seja B um subconjunto de [N limitado e fechado. Se fx)é
limitada numa vizinhanga de cada elemento de B, existe uma viz-
nhanga de B onde f(X) ¢ igualmente limitada (1).

Existe, com efeito, uma vizinhanca U de B em relacio a A
que & coberta apenas com um nGmero finito das vizinhancas a
que se refere o presente enunciado [p. 112, I. 1]. Logo f(x)
& limitada em U.

Por conseguinte, se f(X) ¢ ilimitada nas vizinhancas dum sub-
conjunto B de [Al, limitado e fechado, existe um elemento de B nas
vizinhangas do qual f(X) é idimitada.

(1) E claro que estas vizinhangas refersm-se ao conjunto A.
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Em particolar:

Uma funcdo f(X) definida num conjunto bimitado R é limitada
neste conjunto sempre que o s¢ja numa vizinhanga de cada ele-
mento de [A] .

Sejam f(X) e j(X) fungdes juxtapostas entre si definidas nos
conjuntos A e N'. Consideremos um subconjunto B de [R]. Se f(x)
é ilumitada nas vizinhancas de B relativas a R, o mesmo sucede
a j (X) nas vizinhangas de B relativas a K.

Suponhamos, com efeito, que f(X) & ilimitada em qualquer vizi-
nhanca de B. Existe nesse caso numa sucessio Xg, Xa, ... X;, -
de elementos de A que faz /imx,B =0 e ao longo da qual os ele-
mentos de f(X) divergem para infinitc. Mas a cada elemento X;
corresponde um elemento X, de A’ que verifica as desigualdades
5 l}{% e fiX)Jj(x)< 34 . Temos ainda h’mx;._ll— 0, como

mostra a relacio IJ.IB <X, + X8 [v. v, p. 90, (1)]. Os ele-

mentos de j(X) ao longo da sucessio 1;, x;, e g [", ... diver-
gem para infinito. Logo j(X) também §é ilimitada em qualquer
vizinhanca de B.

Se em particular f(X) ¢ ilimitada nas vizinhangas dum ele-
mento b de (Al relativas a R, também j(X) é ilimitada nas vizi-
nhangas de b em velagdo a N'.

88. Limites de fungdes. — Seja fiX) uma fun¢flo definida em
certo conjunto A. Designemos em geral por

(10) xl;lz,---,lh--

uma sucessio de elementos de A. Consideremos a correspon-
dente sacessiio

(11) fx), f(x2), .., fix), -

Chamamos elemento limite de f(X) num elemento y do lagar [A]
a qualquer limite duma sucessio (11) correspondente a uma suces-
sdo (10) que tenda para y. O conjunto de todos os elementos
limites de f(X) no elemento y toma o nome de conjunto limite
em Y de fX) e é representado por A(y), ou por limy f(x). Tal
conjunto existird todas as vezes que a funglo for limitada noma
vizinhanca de y.
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O econjunto A(y) 6 o mesmo que em gqualquer elemento jux-
taposto a y (1).

Mais geralmente, conjunto limite de f(X) num subconjunto Y
de [Al & o conjunto dos elementos limites de todas as suces-
sdes (11) correspondentes is diversas sucessdes (10) para as
quais seja limX; Y =0. Tal conjunto limite serd designado por
A(Y). ou por limyf(X), @ existiri sempre que f(x) for limitada
numa vizinhanca de Y.

Consideremos uma classe de sucessies

(12) il ok Ko

para cada uma das quais seja limx;Y=0. Admitamos que, dada
uma sucessdo qualquer (10) tal que limx;Y =0, dela podemos
sempre extrair uma sucessdo da classe. O conjunto A(Y) é consti-
tuido pelos limites das sucessdes

(13) SO FOG) s o ee s FOX)y o

correspondentes as diversas sucessdes da classe.

Com efeito, os limites das diversas sucessdes (13) pertencem
a A(Y); por outro lado, qualquer elemento z de A(Y) é limite
duma sucessiio convergente (11) correspondente a nma sucessio
(10) tal que imx;Y=0, e, como da (10) podemos extrair uma
sucessiio (12) da classe, 0 mesmo elemento z é também limite
da correspondente sacessio (13).

Na definigdo de 2(Y) basta pois considerar as sacessdes da
referida classe (2).

(') O elemento y, quando pertence a A, pode figurar na sucessio (10). Neste
caso o elemento correspondente f(y) e os que lhe sdo juxtapostos consideram-se
limites de f(x) em y.

Observemos também que, na definigio de Iim! f(x), interessa principalmente
o caso de y ser elemento limite de A. Nio sendo assim, y juxtapde-se a um ele-
mento de A, no qual o elemento correspondente para a fungiio e 08 juxtapostos a
éste constituem o conjunto lim ¥ f(x).

{?) Se por exemplo a varidvel independente & constitnida por mimeros ou
por pontos, de coordenadas todas reais ou ndo, basta considerar, para o cdloulo de
1Y), a8 sucéssies mondtonas %y, s, ... , @i, ... tais que limz; ¥= 0 (dizemos
que uma sucessio de nimeros imagindrios & monétona quando sdo mondtonas as
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Em particalar:

Seja f(x) limitada numa vizinhanga de Y. Para que )(Y) se
reduza a elementos jurtapostos a um certo elemento 1, ¢ necessirio
e suficiente que tendam para 2 todas as sucessdes (13) correspon-
dentes as diversas sucessdes da classe,

Em virtude da defini¢io de A(Y), qualquer dos sens elemen-

tos 2 caracteriza-se pela propriedade seguinte: a cada nfimero
positivo 4 corresponde um elemento x de A tal que xY<<J e
Fx) z<3. *

E claro que [f(A)] 1> 1(Y) e [F(A)] | % (A).

Se U é ama vizinhanca de Y em relacio a A, temos
[f(U)]!>2(Y), porque os elementos de qualquer sucessio (10)
que faca limX;Y =0 pertencem a U a partir de certa ordem.

Se X é um subeonjunto de A, vem X(X)|>[f(X)].

Se Y e Y' siio subconjuntos de [A] juxtapostos entre si, temos
A(Y)[2(Y). Mais geralmente:

Sdo os mesmos os corjuntos limites em conjuntos juxtapostos
de duas fungdes juxrtapostas entre si ().

Consideremos duas fungdes juxtapostas entre si, f(x) e j(x),
definidas nos conjuntos A e A'. Basta demonstrar que sio os
mesmos o8 conjuntos limites destas funcdes num dado subecon-
jonto Y de [A]. Designemos estes conjuntos limites por Z e

sucessfes das partes reais e das partes imaginirias dos termos ; dizemos que uma
sucessio de pontos & mondtona quando sio mondGtonas as sucessdes das primeiras
coordenadas, das segundas, ete. As sucessdes mondtonas de nameros reais, ou de
imagindarios puros, sio as nunca crescentes e as nunca decrescentes).

(1) A definigiio ji apresentada de funcles juxtapostas pode enunciar-se agora
do seguinte modo: duas fun¢des f(x) e j(x), definidas respectivamente nos con-
juntos A e A’, sio juxtapostas entre si quando, seja qual fir o elemento x’ de
qualquer dos conjuntos A ou A’, 0 elemento correspondente f(x’) ou j(x’) & um dos
limites em x’ de j(x) ou de f(x) [e. v, p. 138, L 17].

Com o fim de citarmos um exemplo de fungdes juxtapostas, consideremos
uma fonglo f x) definida num conjunto A nfo totalmente fechado. Beja B um
conjunto de elementos de [A] estranhos a A, como por exemplo o conjunto
BI[Al-A. Designemos por j(x) uma fun¢io definida em A+ B, que em A
coincida com f{(x) e que faga corresponder a cada elemento de B um dos limites
de 7(x) no mesmo elemento, limite &ste que supomos existir. As funcdes [(x)
e 7(x), a segunda das quais resultou de prelongarmos a primeira para o conjunto
B, juxtapiem se entre si.
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por Z'. Qualquer elemento z de Z caracteriza-se pela condiciio
de a cada nimero positivo J lhe corresponder um elemento x
de A tal que xY<d e f(x)2<<d. Mas como o elemento f(x) é
um dos limites em x de j(x), vem da mesma maneira, para am
certo x' de A', xX'x<3J e j(x) fix)<<3. Temos pois x'Y<<23 e
j(x)z2<23, isto é, o elemento z pertence a Z..

Pelas mesmas razdes um elemento qualquer de Z' tamhém &
elemento de Z .

Se um dos conjuntos limites é desprovido de elementos, o

mesmo sucede ao outro.

O conjunto limite ) (Y) é totalmente fechado.

Seja ' um elemento limite do conjunto A(Y). Dado um
nimero positivo d, existe um elemento z déste conjunto tal que
22'<<3, e a z corresponde um elemento x de A tal que x¥ <3
e f(x) 2<3. Temos pois xY <3 e f(x) 2<<23, quere dizer, 2
é um elemento de 2 (Y).

O conjunto )(Y) contém os conjuntos limites de f (x) nos diver-
sos elementos de Y. Quando Y ¢é limitado, o primeiro conjunto
limite coincide com a soma dos sequndos.

L evidente que 2(Y) contém os conjuntos limites de f(x) nos
diversos elementos de [Y]. Suponhamos que Y é limitado. Um
elemento z de 2(Y) é limite duma sucessdio (11) correspondente
a uma sucessiio (10) tal que limx;Y=0. Mas a (10) é limitada
[p. 103, I. 8], e qualquer dos seus elemontos limites y pertence
a Y] [v.1v, p. 122, 1. 6]. Logo 2 é elemento do conjunto 2 (y).

A fungdo 1Y) ¢ aditiva para wm numero finito de parcelas,
e ainda para wma infinidade de parcelas quando a soma destas
é um conjunto fechado.

A propriedade aditiva, expressa por

ANi+Ye+ o)) +32Y) + -0,

é evidentemente verdadeira para qualquer nimero finito de par-
celas. A propriedade aditiva generalizada para uma infinidade de
parcelas verifica-se quando a soma destas é limitada e fechada,
como resulta da proposicio precedente. Pode porém deixar de
ser verdadeira quando tal soma nido é limitada e fechada.
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Se f(x) é limitada e se Y e Y' sdo subconjuntos de [A| ligados
entre si, os conjuntos A (Y) e 1 (Y') possuem um elemento comum.

Na verdade, se Y e Y' sio subconjuntos de [A] ligados um ao
outro, podemos determinar uma sucessio (10) de elementos de
A tal que seja limx;Y=0 e limx;Y'=0. Os limites da corres-
pondente sucessiio (11) sdo elementos comuns a A(Y) e a A(Y).

Por conseguinte, se diversos subconjuntos Y de [Al, em
nimero finito, sio ligados entre si, o mesmo sucede aos corres-
pondentes conjuntos 4(Y), que se podem dispor por uma certa
ordem, com repeticdes se for necessdrio, de tal maneira que
dois conjuntos consecutivos quaisquer possuam um elemento
comum [v. vi, p. 303, L. 32].

Seja B um subconjunto de [A]. Consideremos duas sucessdes
de vizinhangas de B que tendam para B,

(14) Bl B ok
(15) Wio Waooais Weivins,

sendo as primeiras relativas a A e as sequndas a [A]. As sucessdes

(16) Fl), fl, ..., Fl), ...
(17) L), Ay, ..., A0, ...
(18) AV, AV, .. AW, ...

convergem para .(B) (1).

Suponhamos que existe o conjunto A(B). A sucessio (16)
é entlo qudsi-limitada, pois temos [f(U)]|>2(B) [p. 120, L 11],
e & convergente porquanto cada um dos seus termos contém os
termos seguintes a partir de certa ordem [v. v, p. 291, I 6].
O seu limite totalmente fechado Z satisfaz & condiciio Z/>>1(B),
e como por ontro lado qualquer elemento de Z pertence eviden-
temente a A(B), dd-se a coincidéncia Z | 1(B).

Tomemos om térmo qualquer Uy da sucessiio (14). A partir
da ordem em quo os valores de i fazem U;>U;, o térmo U, con-

(') Notemos que, em todo éste assunto, os conjuntos B, X, ¥, X', ¥, Xie ¥
podem converter-se em simples elementos. Assim, na proposigio que acabamos
de ennnciar podemos supor que B se reduz a um elemento b de [Al.

L]
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tém uma vizinhanca de cada térmo U, [p. 103, L. 15], sendo por
isso [f(Ue)]/>>%(U;). A partir da mesma ordem também temos
AU 1 >[f (U] [p. 120, 1. 14]. O lugar de cada térmo de qual-
quer das sacessdes (16) on (17) contém pois os termos da ontra
a partir de certa ordem, raziio porque a (17) tende para o
mesmo limite A (B) que a (16) [v. v, p. 297, L. 27].

Demonstremos que a sucessdo (18) também converge para
2 (B). Consideremos para isso uma funglio j(x) juxtaposta a
f(x) que resulte de prolongarmos f(x) para o conjunto [A] —A.
Os conjuntos 2(B) e 4(V;) relativos a f(x) nflo se alteram quando
esta fungiio se substitui por j(x) [p. 120, l. 17]. Logo a suces-
sio (18) — que se encontra relativamente a j(x) nas mesmas
condigdes que a (17) a respeito de f(x) — tende ainda para A(B).

Se 2 (B) é desprovido de elementos, ficilmente se reconhece
que a sucessfio (16) nio é qudsi-limitada, e que por isso diverge
para infinito [v. v, p. 291, I. 15]. Nesse caso as sucessdes (17)
e (18) também divergem para infinito.

Quando f(x) é limitada noma vizinhanga de B, existe 1(B) e
temus

limf (U 2(B)=UlmalU,) L (B)=lmdV;) 2(B)=0.

Seja B um subconjunto de [Al. Consideremos duas sucessies

ll: x:l“'r Ij,--.
(U CUENSRPRNE IO

de subconjuntos de A e de [A] respectivamente tais que seja
limX;B=1UimY;B=0. O conjunto )(B) contém os limites inte-
grais das sucessies

(19) S}, f(Xe), .o XD, -
(20) YD, A(Ys), .« V), - ..

Quando f(x) ¢ limitada numa vizinkanga de B, temos

-

@1 limf(X)2(B)=0 e lmA(Y) A(B)=0.

Podemos considerar, com efeito, os termos das sucessdes (19)
e (20) como sendo subconjuntos dos correspondentes termos de
sucessdes construidas como a (16) e a (18) da proposicio pre-
cedente.
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Quando as somas dos termos das (19) e (20) sdo limitadas
verificam-se os limites (21) [v. v, p. 123, 1. 1T].

Em particular: se Xy, X2, ... . Xi, .. ¢é uma sucessdo de ele-
mentos de A tais que limX;B=0, temos também lim f (x;) 2 (B)=0.

Suponhamos que f(X ¢é limitada numa vizinkanga de B. A
cada mimero positivo d corresponde um nimero positivo ¢ de
maneira que se verificam as desigualdades

f)1®)<e , ahaiB)<3d , A V) iB)<s
FUOFUN<3 , TW U< , TWHAV<?

para quaisquer vizinkangas U, U', V e V', de B, sendo as duas pri-
meiras relativas a A e as outras a (A, que distem de B menos de <.

Consideremos a infinidade das vizinhancas U de B relativas
a A. Dado um nimero positivo J, a cada sucessiio (14) de vizi-
nhangas U que tenda para B corresponde uma ordem a partir
da qual & f(Uy) 2(B)<<d. Logo existe um niimero positivo ¢
tal que seja f(U) 2(B)<J sempre que se tenha UB <:
[p. 114, L. 1].

Da mesma maneira se justificam as outras desigualdades que
figuram no enunciado.

Se f(x) ¢ limitada numa vizinhanga de B, a cada nimero posi-
tivo d corresponde um nimero : de maneira que se verificam as
desiqualdades

TRABI<E o AN 2A(B)<3

para quaisquer subconjuntos X e Y de A e de [A] tais que XB<:
eYB <.

E um eorolirio da proposicio precedente. Em particalar :

Se fx) é limitada numa vizinhanca de B, a cada 3 corres-
ponde um ¢ de maneira que seja fix 1 (B)<<J sempre que se tenha
xB<e. p

Para que seja L15.(B), sendo f(X) qualquer, é suficiente que a
todo o nimero positivo J corresponda um positivo ¢ de maneira que
se verifiqgue uma das desigualdades

. AW T<3

fHZ<s , WUI<

(=5
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para quaisquer vizinhancas U e V de B relativas a A e a [A] tais
que UB<<: e VB<e.

Uma qualquer destas condigdes 6, com efeito, soficiente para
que uma das sucessdes (16), (17) ou (18) tenda para I [v. v,
p. 290, 1. 11].

Para que exista o conjunto A(B) duma fun¢do qualquer f(X) é
suficiente que a todo o miimero positive J se oponha um positive ¢
de maneira que s¢ja

Jl) fF) <3

para tddas as vizinhangas U e U' de B tais que UB<<c e U'B<:.
Esta condigio é na verdade suficiente para que se dé a
convergéncia da sucessdio (16).

Para que duas fungbes limitadas f(X) e g (X), definidas no
conjunto A, admitam o mesmo conjunto limite em B é necessdrio e
suficiente que a todo o mimers positivo  corresponda um positive
¢ de maneira que se verifique a desigualdade

fi) gU)<s

para quaisquer vizinhangas U e U de B tais que UB<<: e UB<:.
Se f(x) e g(x) sdo ilimitadas. a condi¢cdo é suficiente para que
existam e sejam o3 mesmos os limites em B dessas fungdes.

Se as fungdes limitadas f(X) e g (X) admitem em B 0o mesmo
conjunto limite, a sucessfio (16) e a correspondente a g (X) con-
vergem para vs mesmos limites. Temos por isso, a partir de
certa ordem,

) gU)<3 [v.1v, p. 20, L 22].

A primeira parte da proposiciio pode pois justificar-se apli-
cando o jd citado lema [p. 114, L. 1] & infinidade das vizinhan-
cas U, ao conjunto B e & familia dos conjuntos dos termos de
cada sucessiio (14) a partir da ordem em que se verifiea a desi-
gualdade precedente.

A condigiio é suficiente, embora f(X) e g(X) possam repre-
sentar fungdes ilimitadas nas vizinhancas de B. Considerando,
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com efeito, uma sucessio (14) de vizinhangas de U que tenda
para B, temos, por forca da referida condigio,

lim f(U) g (U:)=0.

Logo existem e sio os mesmos os limites [lim f(U;)] e

[lim g (U] (4).

Para que as fungdes f(x) e g(x), definidas no conjunto A,
admitam o mesmo conjunto limite em B ¢é suficiente que a todo o
niimero positivo J se oponha um positive ¢ de maneira que seja

F) g)<3

para qualquer vizinkanga U de B tal que UB<:. Se uma das
fungdes ndo admite conjunto limite em B, o mesmo sucede & outra.

Efectivamente, considerando a sucessiio (16) e a correspon-
dente para g(X), temos

lim f(U;) g(U)=0,

e as duas sucessdes, quando convergentes, tendem para o mesmo
limite totalmente fechado 2 (B); quando uma das sucessdes diverge
para infinito, 0 mesmo acontece i outra [v. v, p. 205, L. 26].

(') Baseamo-nos na seguinte proposigho :
Fura que duas sueessdes de eonjuntos quatsquer

A|‘ “z, g Ai"r‘--
Bl! Bz.‘, Fo Bf' e

convirjam para os mesmos limiles & suficienle que se verifiquse a condipdo
lim AiBir =0.
Na verdade, esta mesma condigio di em particular lim Ai Bi = 0, e por isso
também temos
lim Ai Ay = lim (Ai Bis + Ai Bit) = 0.

A primeira das sucessles dadas & pois convergente, e, em virtude da condi-
¢lio lim Aj Bi =0, a segunda converge para o mesmo limite totalmente fechado
que a primeira [v. v, p. 205, L 19].
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Dado um subconjunto B de [A] , suponhamos que existe uma
sucessdo de subconjuntos conmeros de A,

S - PRSI

cada um dos quais contenha uma vizinhanga de B e tais que seja

limCGB=0. Se J(x) é uma funcdo limitada, definida em A, que
Jaga corresponder aos conjuntos conexos C; novos conjuntos cone-
xos f(B;), o conjunto 2(B) é um continuo (1).

Efectivamente, por ser lim G?B =0, os termos da sncessio

22) F@), f(Cs), -.., F(B), ...

podem considerar-se subconjuntos dos termos correspondentes
duma sucessiio do tipo (16), e como por outro lado eada um dos
conjuntos G; contém uma vizinhanga de B, existe também uma
sucessdo do tipo (16) cujos termos sio subconjuntos dos termos
correspondentes da (22). Logo temos :

lim £G;) 2(B)=0 [v. v, p. 205, L 6],

e por isso o conjunto fechado 2 (B) é um contfnao [v. v, p. 324,
I 7).

Em particular: se a fungdo limitada f(x), definida em A, faz
corresponder a conjuntos conexos novos conjuntos comeros, e se as
diversas vizinhangas do subconjunto B de (Al , em relagio a A,
sdo conjuntos conexos, o conjunto )(B) é um continuo.

Suponhamos que o subconjunto B de [A] verifica a seguinte
propriedade : seja qual for a sucessdo Xy, Xz, ..., Xi, ... de
elementos de A que faga lim x;B =0, kd uma ordem a partir da
qual dois elementos quaisquer X; e X; psr!encem a um subconjunto

conexo C;; de A de tal modo que se tenha lim I:.,y B=0. Sef(x)
¢ uma fungdo limitada, definida em K, que faca corresponder aos

() Este continuo pode degenerar num sb elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. T
(*) Nas condi¢des do enunciado o conjunto B é conexo, pois temos im C; B = 0.
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conjuntos conexos B;; novos comjuntos comeros f(Biy), o con-
junto 2 (B) é um continuo.

A cada nimero —— fagamos corresponder uma vizinhanga
i

U; de B relativa a A de maneira que dois elementos quaisquer
de U; pertencam a nm subconjanto conexo G de A tal que

CB< 1— [p. 113. 1. 2]. A soma G; de todos os conjuntos C

correspondentes aos diversos pares de elementos de U; é mani-
festamente um conjunto conexo a que pertence U;. Verifica-se

a relacio ﬂ?ﬂz-%—. A sucessio

cll c!) '--pcl'l “ew oy

que resulta de pormos i=1, 2, ..., satisfaz ao enunciado da
proposicio precedente, razio porque (B) é um continno. Este
pode reduzir-se a um elemento apenas, on a elementos juxta-
postos entre si (1).

(1) Demonstrimos de passagem a seguinte proprosigdo :

E eonexo um subconjunto B de [A] que verifique a sequinte propriedade : a
qualquer sucessio Xy, X5, ..., Xi, .., de elemenios de A que faga lim % B=10
corresponde uma ordem a purtir da qual dois elementos X;i e X1 unem-se sempre

por um subconiunto conexo Cjir de A de maneira que seja lim C:‘,n_'.ﬂ =0. F

Transfurmando esta proposicBo por meio do lema ji citado a p. 113, I 2,
damos-lhe o segninte enunciado:

E conexo um subconjunto B de (A] que verifique a sequinte propriedade : a
qualquer vizinhanga U dz B relativa a A corresponde uma outra U’ tal que:
dois elementos de U' unem-se sempre por um subconjunto conexro de U.

Ficilmente reconhecemos que a mesma proposicio também pode deduzir-se
como um carolirio da seguinte:

E conexo um comjunio B que satisfapa o seguinte propriedade : a eada par
dos seus elemenlos b e b’ corresponde wma sucessiio de eonjunios conexos
Ciy Cay vnay Ciy o Tal gue

lim Cib = lim Ci b = lim C{ B =0.

Por oulras palavras, & conexo um conjunto B que salisfapa & seguinte con-
digio : a eada par dos seus elementos b e b’ e a cada mimero positivo « corres-
ponde um conjunto conexo C tal que

Cb<: , Cb <« , CB<:.

Basta notar que a soma S de todos os conjuntos conexos C que verificam as
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Observagdo. — QQuando os elementos da fungdo f(X) conmside-
rada nas duas proposicies precedentes sdo mimeros reais, dis
pensa-se a hipdtese da limitabilidade da mesma fungdo.

De fucto, o limite fechado duma sucessio convergente de
conjuntos conexos de nimeros reais é sempre um intervalo !
porqae o lugar dum econjunto conexo linear & um intervalo e o
limite fechado duma sucessfio convergente de intervalos é ainda
um intervalo. No caso de os termos da sucessiio (22) serem
constitaidos por nimeros reais, o limite fechado, quando existe,

é pois um intervalo 2,

( Confinua).
Luis Bepa NETO.

conjunto cuja desconexfio ndio excede 2: e tal que § B <« [p. 208, L 3].

E conexo, em particular, um conjunto B que satisfaga 4 seguinte condighio:
dados nm niimero positivo ¢ e dois dos seus elementos, estes pertencem a um con-
junto conexo C tal que CB<:.

Observemos que a iltima proposicio desta nota dd-nos uma condigiio niio s6
suficiente mas também necessiria para que B seja conexo. A primeira di-nog
uma condicio que pode deixar de ser necesséria; é ficil imaginar um exemplo
dum espagbide cnjos subconjuntos conexos niio obedegam todos a tal condigiio.

! Chamamos intervalo, em geral, a qualquer contfnuo linear. Pode redu-
gir-se a um s6 ponto, e as suas extremidades podem ser ambas finitas ou ndo.

2 Beja por exemplo f(r) uma funglo real de variivel real, definida nos
pontos dum intervalo (=, 8), de centro @, & excepedio possivel déste ponto. Supo-
nhamos que f(x) faz corresponder a qualquer intervalo I interior ao primeiro
{excluindo em I o ponto @ quando f(z) ndo é néle definida) um conjunto conexo
f(I) (como sucede com uma fungdo derivada em (z, B); recorde-se para isso o teo-
rema de Darmoux sdbre funcdes derivadas, por exemplo nas Lipdes de Cdleulo &
Geomelria de J. Viceste Goxgaives, p. 209). O conjunto 2 (a), quando existe, &
um intervalo, Os conjuntos limites de f(x) & esquerda e i direita de a também
silo intervalos.
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INTRODUGAO

O presente trabalho é continnagio do estudo, que preten-
demos fazer, de vitaminas em alimentos (). Foi sugerido pelo
saudoso Professor Doutor Egas F. Pinto Basto, entiio Director
do Laboratério Quimico da Universidade, que nos permitin a
aquisiciio do material necessdrio, e, com os seas conselhos sem-
pre judiciosos, muito contribuiu para que se levasse a bom fim.
A meméria déste Professor mais uma vez prestamos a merecida
homenagem.

Esperamos, em breve, ampliar estes estudos a outros tipos
principais de vinhos portugueses, pois, a-pesar-de as concentra-
cies vitaminicas no vinho tinto da Bairrada ndo serem elevadas,
siio suficientemente importantes para justificar a necessidade de
om estado eomparativo.

Como era de esperar, ss quantidades de vitaminas lipo-sola-
veis, no vinho, sfio muito pequenas, e por esta razio tivemos de
recorrer a métodos especiais, desenvolvidos nos altimos anos.
Partimos de volames elevados de vinho que por sucessivos tra-
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tamentos nos conduziram a pequenas quantidades de substancias
concentradas em vitaminas.

Nas determinacdes de vitaminas podem ser utilizados méto-
dos biolégicos e fisico-quimicos. Segunimos os métodos fisico-
-quimicos por serem os adequados aos nossos Laboratirios e
por darem resultados concordantes com os métodos biolbgicos.

As determinagies da vitamina A e do ergosterol fizeram-se
pelo método espectrofotométrico (1), na fracgio insaponifiedvel,
do extracto etéreo do vinho, depois de submetida a separacio
cromatografica. O ergosterol foi prbviamente separado por
precipitagio com digitonina. Os carotencides foram determi-
nados pelo método colorimétrico de Kuhn e Brockmann ().

A vitamina By (lactoflavina) separou se do vinho por adsor-
3 ciio eom terra de Fuller, em seguida foi eluida com piridina, e
a determinaciio quantitativa fez-se por transformacgio em lumi-
lactoflavina segundo Kuhn, Wagner-Jauregg o Kaltschmitt (3).

A vitamina C foi doseada pelo método de Tillmans (*) por
redacio de 2,6-diclorofenolindofencl, em solugio dcida.

Parte Experimental
Vitaminas lipo-soliveis

1.2 Ensaio. Extraccdo de 12 litros de Vinko.— 12 litros de
vinho tinto, diluidos com cérea de 10 litros de dgua, foram
extraidos 3 vezes com 9 litros de éter. () extracto apresenta-
va-se ligeiramente amarelo. Foi lavado uma vez com dgua,
depois repetidas vezes com uma solugio uquosa de carbonato
de sédio a 109}, até esta nio se apresentar corada, e final-
mente com fgua para eliminar o aleali. A solugio etérea, agora
incolor, foi concentrada no vazio, i temperatara de 20-25°, numa
corrente de gis carbonico, até nio destilar mais. Ficon, como
" residuo, um 6leo ligeiramente amarelo e alguma dgaa. O dleo
solidificou, parcialmente, por arrefecimento, e tinha um cheiro
agraddvel, caracteristico do vinho (bouquet). O residuo foi
entio agitado com éter de petroleo (p. e. inferior a 50°) que
dissolven o o6leo deixando na dgua as esséncias com cheiro
caracteristico. A solugio de éter de petréleo, ligeiramente
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amarela, foi evaporada &4 secura, no vazio. Ficon um residuo
de 1,5 gramas que foi dissolvido em 10 ml. de éter. A solugio
jontaram-se 40 ml. doma solugio concentrada de potassa cdus-
tica em metanol ahsoluto, recentemente destilado sébre hidro-
xido de potdssio. A mistura guardou-se num frasco, bem cheio,
durante dia e meio, 4 temperatura ambiente. Juntaram-se entiio
5 ml. de dgua e extrain-se a mistara 2 vezes com H0 ml. de
éter de petroleo. Esta solugio foi lavada com dgua até i remo-
¢dio total do aleali, filtrada por filtro séco, e evaporada no vazio.

I. Obteve-se um residuo I, ligeiramente amarelo, com o
péso de 0,275 grama.

II. A solugio aquosa, alealina, proveniente da saponifica-
ciio, foi acidulada com HCl 2N e extraida com éter que dissol-
veu os #dcidos orginicos. Obteve-se uma solucdo II, amarela,
que foi lavada com dgua, séca e evaporada. O residuo é ama-
relo-escaro e de cheiro caracteristico.

III. A dgua do primeiro concentrado do éter (antes da
saponificagiio) depois de ser extrafda com éter de petrileo,
ainda contem substincias de cheiro caracteristico de bouguet de
vinho. Foi extraida com éter, obtendo-se uma solugio ligeira-
mente amarela. Lavoo-se com ama solugcdio de soda cdustica
a 1%, que tirou o corante, ficando a solagio incolor. Lavou-se
depois com dgoa e evaporoa-se o éter, no vazio, ficando um
pequeno residao III, oleoso e ligeiramente amarelado.

Residuo I (parte insaponificivel ). — Foi estudado o espectro
de absorcfio no visivel e no ultra-violete, déste resfduo em solu-
¢do aleodlica (Fig. 1).

0,250 grama déste residuo foi submetido a adsorciio ero-
matogrifica, em 6xido de aluminio activado (puriss., ligeiriss.,
Riedel). Para @&ste fim dissolveu-se a sobstincia em éter
de petrdleo, passou-se através da coluna e lavou-se esta com
mais solvente. Formaram se 4 zonas, de espessuras diferentes
como mostra a Fig. 2. As zonas, depois de separadas, foram
extrafdas com éter de petréleo contendo 1% de metanol, e as
solucies obtidas foram evaporadas & secura, no vazio. Obtive-
ram-se as seguintes fracgdes :

Zona a) Soélido, cérea de 40 miligramas ; soluciio em clo-
roférmio ligeiramente amarela; reacgio com tricoloreto de
antiménio : azal.
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Zona b) 8Soélido, cérea de DO miligramas; pouco ecorado;
com tricloreto de antim6nio ndo d4 cor; precipita com digito-
nina.

125

75

®

o

00 B e

210 0 300 350 400™ M
Fia. 1
Espectro de absorgiio do residuo I, em alcool absoluto.

Zona ¢) Solido, cérea de 50 miligramas; dd soluglio muito
amarela; com tricloreto de antiménio d4 coloragio intensa verde

escaro-azul.
Zona d) Oleo com algans eristais, eérea de 5 miligramas ;
com tricloreto de antiménio dd cor azul fraca que intensifica com
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o tempo; foi investigado o espectro de absorgiio na regiio ultra-
violete (Fig. 3).

Filtrado ¢) Liquido, cérea de 100 miligramas; nio dd cor
com tricloreto de antiménio.

2° Eunsaio. Extracgdo de 30 litros de vinho. — A extrac-
cio com éter e o tratamento da soluciio etérea fizeram-se
segundo o método descrito anteriormente. A soluglo etérea
foi depois evaporada no vazio, ficando um residuo oleoso e
dgua. Extraiu-se com éter de petréleo, e éste extracto foi sapo-
nificado dorante dois dias com potassa cdustica em
metanol absoluto, tornando a mistura homogénea por
adiciio de alcool etilico absoluto. Juntou-se depois
dgua que extrafu wma sobstincia amarela, lavoun-se
bem a solucio de éter de petrbleo, secou-se com sul-
fato de sédio anidro, e proceden-se a uma separagio
cromatogrifica com ecarbonato de cdleio. Observimos
o seguinte: A maior parte da substincia amarela
fixon-se na parte superior da coluna, passando atra-
vés da coluna um filtrado ineolor que foi recolhido.
Lavando a coluna com mais éter de petréleo sepa-
\K rou-se do anel superior um outro anel amarelo que

mais ripidamente atravessou a coluna. Obtivémos
assim as seguintes fracgdes:
Fia. 2 i) Sabstincia retida na coluna (xantofila) que foi
separada e extraida com éter de petréleo e alecool;
esta solucdio designi-la-emos por solugiio 1;

i7) Filtrado corado por caroteno;

i) Filtrado incolor que designaremos por solugio 5.

No filtrado ii¢) determinou-se colorimdtricamente o «caro-
teno», segundo Kohn e Brockmann (). Em 30 litros de vinho
hé 0,15 miligrama de « caroteno» o que corresponde a D 7 por
litro. Se realmente esta substinecia é caroteno corresponde a
8 U. I. de vitamina A por litro de vinho. Kste caroteno, porém,
ndo mostra bandas de absorgio bem definidas na regido visivel;
a absorclio aumenta considerdvelmente para o violete.

A solugiio ¢¢) foi passada entio através duma coluna de
oxido de aluminio activado. Formou-se um anel nitido, amarelo,
na parte superior da coluna (solugio 2); no resto da coluna
ficaram substincias incolores (solugio 3) e o filtrado forma a
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solugiio 4. Temos, pois, no total, cinco solucdes diferentes e pro-
venientes das duas separagdes cromatograficas, ficando numera-

1300

- ik

200 250 300 350 400
Fia. 3
Espectro de absorciio da substiincia isolada na zona d, em aleol absoluto.

das segundo a facilidade de adsorgdio, a mais fortemente adsor-
vida N.° 1 e a mais fraca N.° O.
As solucdes 1 e 2 silo amarelas, devido a conterem, respec-
tivamente, xantofila e caroteno; as outras siio incolores.
Solucio 1. A soluciio aleodliea juntou-se uma solugio aleod-
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lica de digitonina; formou-se no decurso de um dia um precipitado
de cérea de 1 miligrama. Depois de centrifugado, o liquido foi
decantado, o residuo dissolvido em 0,3 ml. de piridina e junta-
ram-se 10 ml. de éter; a digitonina precipitou, foi logo filtrada

4 |

'.-

™~

200 250 300 350 400™p

Fie. 4

Espectro de absorcdio, em alcool absoluto, dos estercis separados
da solugio 1 por precipitagio com digitonina.

e lavou-se o filtro com mais éter. A solugiio etérea que contem
os esterois foi entio evaporada no vazio, o residuo dissolvido em
éter, a solugio ontra vez filtrada e evaporada no vazio; o residuo
foi dissolvido em alcool purissimo; esta solugio servia para deter-
minaciio do espectro de absor¢io no ultraviolete (Fig. 4).
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Solugiio 2. Esta solagio foi igualmente tratada com digi-
tonina. Precipitaram cérea de 2-3 miligramas. O precipitado
foi tratado como o anterior, sendo igualmente tirado um espe-
ctro de absorgio no ultraviolete (Fig. 5).

1%
Ee-

"‘*:——.n-——--—-

\ |

¢ 200 250 300 350 400™M

Fia. 5

Espectro de absorciio, em alcool absoluto, dos esterois separados
da soluglio 2 por precipitagio com digitonina.

Solacio 3. A solucio tem pouca substincia. Com tri-
cloreto de antiménio di wma reacclio azanl semelhanta & da

vitamina A.
Solugiio 4. A reaccio com tricloreto de antiménio dd cor
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violeta-vermelho menos semelhante & da vitamina A. Mais subs-
tancia do que em 3, mas ainda muito pouca.

Solughio 5. Reacgio com tricloreto de antiménio positiva
mas muito fraca.

Hi cérea de 0,8 grama de substincia.

Vitaminas hidro-soltiveis

Lactoflavina (Vitamina Bs). — A 14 litros de vinho tinto
juntdmos 1,5 litros de dcido cloridrico concentrado, comercial ;
adiciondmos entio 112 gramas de terra de Fuller e agitimos
durante uma hora e meia. A terra, depois de ter sedimentado,
foi separada do liquido por decantaclio e filtragio, e foi cinco
vezes lavada com 2 litros de dgua de cada vez. A terra foi
entdo tratada com uma mistara de 120 gramas de piridina,
120 gramas de metanol e 480 gramas de dgua, agitadu durante
2 horas e centrifugada. O liquido obtido foi concentrado no
vazio até 20 ml. aproximadamente. Adicionimos entio 80 ml.
de metanol para precipitar a terra presente, filirimos e con-
centrimos novamente até 10 ml. O concentrado contem grande
quantidade de antocianina.

O liquido foi acidulado com dcido sulfirico diluido e tratado
a frio com permanganato de potissio segundo Koschara (%),
para oxidar a antocianina. Juntou-se aum ligeiro excesso de
permanganato, até persistir a eor do iltimo. O excesso de per-
manganato foi depois reduzido com sulfito de sodio e i solugdo
juntaram-se 250 ml. de acetona que precipitou grande quanti-
dade de substincias incolores. Centrifugou-se o precipitado, o
liquido foi neutralizado e entdo concentrado no vazio até 10 ml.
aproximadamente.

A solugio concentrada foi extralda trés vezes com éter e
trés vezes com cloroférmio ; depois foi acidulada com deido sul-
firico diluido e novamente extraida trés vezes com cloroférmio.
A soluciio aquosa ainda contem grande quantidade de corantes
amarelos. Juntou-se NaOH 2N, suficiente para tornar a solugiio
final, normal em NaOH. Esta solugio foi entio irradiada numa
cdpsula de porcelana branca, com uma limpada Nitra de 75 vitios,
darante quatro horas, a uma distincia de 20 centimetros.

Depois da irradiagio, a solugdo foi acidulada com dcido acé-
tico @ a lumilactoflavina, formada, foi extraida trés vezes com
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eloroférmio. Obteve-se um volume total de 60 wl. de solagéio em
cloroformio, que mostra a fluorescéncia verde caracteristica da
lomilactoflavina. A solucfio foi séea eom sulfato de sédio anidro o
a quantidade de lumilactoflavina presente determinada segundo o
método colorimétrico de Kuhn, Wagner-Jauregg e Kaltschmitt(?).

A soluciio contem 0,70 miligrama de lumilactoflavina o que
corresponde a 0,05 miligrama em cada litro de vinho. Segundo
Kuohn e colaboradores, a quantidade de vitamina Bj obtem-se
maltiplicando éste valor por 1,5. Existem pois em cada litro
de vinho 0,075 miligrama de lactoflavina (vitamina Bs). Fste
valor — como demonstraram os referidos antores — é am valor
minimo, sendo, segundo o método de determinaciio aplicado,
provivel que a quantidade verdadeira seja 2 ou 3 vezes mais
elevada. O valor obtido estd em boa concorddncia eom os resal-
tados obtidos por Kuhn e colaboradores (°) em vinho branco.

Vitamina €' (Aeido Asedrbico-1). — As determinagdes da
vitamina C, no vinho tinto da Bairrada, fizeram-se segundo
Tillmans (*), com 2,6-diclorofenolindofenol. A solagiio do corante
foi titulada com uma solugiio de dcido ascorbico-l cujo titulo foi
préviamente fixado com uma solugio de iodo N/200. 1 ml. da
solugio de 2,6-diclorofenolindofenol equivale a 0,099 miligrama
de dcido asedrbico-l.

Com o fim de eliminar as protefnas, corantes, e possiveis
vestigios de gds sulfuroso, submetemos o vinho ao seguinte tra-
tamento: a 10 ml. de vinho adiciondmos 2,5 ml. duma solucdo de
acetato mercirico a 20°,. O liguido foi centrifugado, decantado
e satarado por gds sulfidrico. Separou-se, por centrifugacio, o
sulfureto de mercirio precipitado, e o liquido foi novamente
satarado por gis sulfidrico. O tempo decorrido entre a adigdio
do acetato de merefirio e a sataraclo pelo gds salfidrico ndo
deve exceder 10 minutos. Mantem-se a soluglio, saturada pelo
sulfidrico, darante 24 horas, e em seguida expulsa-se completa-
mente o sulfidrico com uma corrente de gds carbénico até nio dar
‘reacciio com o papel de acetato de chumbo, b ml. desta solugio
foram doseados com a solucio de 2,6-diclorofenolindofenol.

Simultineamente, fizemos o tratamento acima deserito, noun-
tro volume de vinho, porém, antes da precipitagilo pelo sulfi-
drico destruimos a vitamina C com daas gotas duma solaciv de
sulfato de cobre a 1°, e duas gotas de potassa caiustica
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a 409, (%. No fim de 10 a 15 minutos a destruigio da vita-
mina é completa; variando o tempo de oxidagio de 15 minatos
a 24 horas, o volame da solugiio de 2,6-diclorofenolindofenol,
consumido na dosagem é precisamente o mesmo.

Os resnltados obtidos estiio resumidos no seguinte quadro:

TABELA I

| Volumes da solugio de 2,6- dlc!urofarnolmdoieucl
equivalentes a 1 ml. de vinho.

Bem destml;.lo da vitamina C Com destruigiio da vitamina C |.

1. Ensaio 0,4 ml
2, 04 ml
8- » 0,43 ml. 3* e 4.° Ensaios 0,24ml
4 3 0,47 ml.
b.e > 041 mlL 5.2 Ensaio 0,22 ml.

O exame da Tabela I mostra que, depois do tratamento pelo
sulfidrico, no caso dos vinhos, o volume de 2,6-diclorofenolindo-
fenol & maior do que o correspondente av ut:l:zado na oxida-
¢do da vitamina C. Hd portanto necessidade de fazer em cada
determinagdo dois ensaios, um sem destrui¢do e ontro com des-
troigio da vitamina C, sendo as dosagens feitas nas mesmas
condigiies (tempo, intensidade de cOr, etc.). O volome de
2,6 diclorofenolindofenol correspondente & vitamina C serd pois
a diferenca dos volumes obtidos nos dois ensaios.

A concentracio da vitamina C no vinho tinto da Bairrada,
segundo as determinagdes realizadas, & de 18 miligramas por
litro on sejam 3060 Unidades Internacionais ou cérea de 2,4
Unidades Sherman.

DISCUSSAO

Vitaminas lipo-soltiveis

A andlise cromatogrifica, em coluna de éxido de aluminio,
da soluogdo do residuo insaponificivel I, permitiu-nos a separa-
clio de D fraeghes: zona «a), amarela clara, reacgio com ShCls,
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azul; zona &), qudsi incolor, ensaio negative com SbCls, preci-
pita com digitonina; zona ¢), amarela intensa, reacciio com SbCl;
verde azul, intenso; zona ) incolor, reaccio com ShCls azul
fraca ; filtrado e) reacciio negativa com SbCl;.

O espectro de absor¢io do residuo I, em solugdo aleodlica,
apresenta uma inflexio entre 476-468 my (regifio de absoreio
selectiva de carotendides e xantofilas), inflexio entre 379,5-
-364,6 my, inflexdo entre 310-330 my, (regifio de absorgio selec-
tiva da vitamina A), uma banda estreita na vizinhanga de
280 mp (mdximo principal da absorglio selectiva do ergosterol),
banda entre 255-260 my (regido de absor¢fio selectiva de vérios
esterdis); hd ainda indicacio duma banda de absor¢dio entre
230-220 myp.

Neste estudo preliminar, investigdmos ainda o espeetro de
absor¢do da fraccllo cromatogrifica 4) obtida do residuo I.
Nesta fracciio torna-se mais nitida a absor¢lio na vizinhanca de
320 my, aparecendo uma banda pouco persistente em 320-330 mp;
em 260-290 mu existe uma banda de grande intensidade, sem
estrutura. ]

Comparando os resultados obtidos na andlise eromatogri-
fica, ensaios com SbCl;, precipitagio com digitonina e espectros
de absorcio, & possivel concluir neste estudo preliminar que
provavelmente a fracgfio @) é constitufda por xantofila, na frae-
¢iio b) existe ergosterol, na zona ¢) carotendides, e temos evi-
déncia de que na zona d) hd vitamina A, acompanhada de
esterdis.

No 2.° ensaio feito sobre a fraecfio insaponificdvel, dissol-
vida em éter de petrbleo, do extracto de 30 litros de vinho,
determindmos a quantidade de carotendides que referida a caro-
teno corresponde a 5y por litro de vinho.

A adsorcido cromatogrifica, em colunas do carbonato de cdl-
cio e 6xido de aluminio activado, permitin-nos a separagio de
cineo fracgies.

Ergosterol. — Nas fracgbes 1 e 2, separdmos o ergosterol
por precipitagio com digitonina, A fracglio 1, por precipitacio
com digitonina, deu um precipitado de cérea de 1 miligrama
que, por determinagllo espectrofotométrica, verificimos corres-
ponder a 0,28 miligrama de ergosterol. A frae¢dio 2 fornecen
céreca de 2-3 miligramas de digitonido que por determinacdo
espectrofotométrica verificimos corresponder a 0,56 miligrama
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de ergosterol. O total corresponde a 27y de ergosterol por
litro de vinho.

A observacio das figaras 4 e 5 mostra que o ergosterol
isolado na zona 1 (fig. 4) 6 maito mais puro do que o ergos-
terol da zona 2 (fig. D).

i conhecido que, geralmente, o ergosterol encontra-se nas
plantas e nos animais, em percentsgem muito pequena em rela-
¢io aos esterdis totais. O ergosterol, devido i sua estratara
quimica, que tem como caracteristica duas duplas ligagdes eon-
jogadas no nicleo ciclico @ outra na cadeia lateral, difere bas-
tante dos outros esteréis naturais que em geral tém no nicleo
uma s6 ou nenhuma dupla ligagio. Por esta razio pode ser
separado com relativa facilidade, dos outros esterdis, por ecroma-
tografia, Bxplica-se assim o facto de termos obtido na zona 1
uma fracgio de ergosterol de elevado gran de pureza, como
mostra o espectro de absorcio. A zona 2 jd contem o ergos-
terol misturado com outros esterdis.

Como a Unidade Internacional de vitamina D corresponde
a 0,17 de ergosterol irradiado, am litro de vinho pode fornecer
270 U. I. de vitamina D.

TABELA 1I

Concentragdes das vitaminas A, Bz, C e D nalguns alimentos

.'ditig-ramas de vitamina

| por 100 gramas de alimento ;
Alimentos — —

I‘ Vitamina A | Vitamina B3 | Vilamina C Vitamina I I

F| Vinho da Bairrada (tinto) | 0,0005 | 0,0075 1,8 | 0,0027 (ergosterol)

| Uvas 0,021 | 0,006 2-5 -— ,
| Tomate 1,2-1,6 | 0,050 15 - '

I Laranja 0,055 | 0,009 50-100 - ‘l
| Limfio - — | 50-100 - |
Magd | 0,067 | 0,005 2.15 - .
| Leite 0,2-0,8 | 0,04-0,1| 0,5-1 0,0002 -0,0004

| Manteiga 2-20 — — 0,0004-0,020 |
| Queijo 1,6-32 - — — |
Gema de ovo 4-20 (02055 — | 0020 ||
| Oleo de figado do bacalban |  4-200] — — | o00t-04

|i Figado de vaca — 2 — 0,0012 |

e

| .
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FVitamina A —— A presenga da vitamina A é indicada pela
reacclio de Carr-Price na solugdo 3. A solugio 3 é incolor e
portanto ndio contem carotendides. O espectro de absorcio
desta solugiio apresenta uma inflexiio nitida na regido 320-
-330 my. que contndo nio nos permite a determinagio quanti-
tativa desta vitamina.

I interessante verificar a presenga da vitamina A no vinho,
embora em muito pequena quantidade, visto que, até hoje, nio foi
encontrada em produtos vegetais. Pensamos que a vitumina deter-
minada é prodato de metabolismo das bactérias de fermentagdo.

Como a quantidade de vitamina A no vinho 6 infima, interessa-
-nos, para a avaliagiio da sua actividade vitaminica, o conteido em
pro-vitamina A, o caroteno. Verificimos que a quantidade de
caroteno & de Dy por litro. Na hipotese de éste caroteno ter a
mesma actividade do f-caroteno, eada litro de vinho teria 8 U. I.

Vitaminas lidro-soliiveis

Vitamia Ba (lactoflavina ). — Verificimos que cada litro -de
vinho contem o minimo de 0,075 miligrama de lactoflavina ou
sejam 3D U. de Sherman Bourghin. Verifica-se, por compa-
racio com a tabela II, que o vinho eontem, aproximadamente,
a mesma quantidade desta vitamina do que a maior parte dos
frutos.

Vitamina €' (dcido ascérbicol). — A concentraciio de vita-
mina C no vinho tinto & ligeiramente inferior ao minimo de vita-
mina C determinado nas vvas, como se verifiea na tabela IT.

Embora a vitamina C seja facilmente oxiddvel, o pH baixo,
dos vinhos, e possivelmente outros factores evitam a oxidaciio
irreversivel total durante os fenémenos da fermentaciio e con-
servacido dos vinhos.

NOTA

.Obfengﬁn dum Hidrocarboneto e Verificagéo da Presenga duma Substéncia

com Fluorescéncia Azul, a partir do Vinho Tinto da Bairrada

No decarso das extracc¢des, com éter, do vinho tinto da Bai-
rada, para a separaciio das vitaminas lipo-soliiveis, verificimos
que o éter apresentava fluorescéncia azul intensa por irradiacio
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com luoz ultra-violete. O espectro de absorciio do residuo do

extracto etéreo depois de submetido a adsor¢io cromatogrifica
(fig. 6, carva 1) apresenta duas bandas bem definidas com mdxi-
mos em 336 e 278 myp e minimos em 313 e 250 my.
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Espectros de absorgio, em alcool absoluto, de fracgdes que contém a substincia

com flnorescéncia azul: Curva 1. Substincia préviamente obtida por adsor¢do
cromatogrifica. Curva m. Destilado, p. e., a 12 mm, 85° a 115°. Carva .

Destilado, p. e., a 12 mm, 120° a 160°. (A curva I nilo esti expressa nas uni-
dades indicadas no grifico; desconhecemos a concentragiio da solugdio).

—
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Numa tentativa para o esclarecimento desta questio proce
demos aos seguintes ensaios:

45 litros de vinho tinto foram extraidos em porgdes de 15
litros, com éter, num aparelho de extracgio continua, O éter foi
substituido todos os dias, e a extraccio continuada até que o
éter deixou de apresentar fluorescéncia azul. A solagiio etérea
contem muitas substincias coradas, carotendides, flavonas, anto-
cianinas e ainda os lipéides do vinho.

Verifickmos que, de entre virios adsorventes, o hidroxido
de cileio era o melhor para a eliminacio das substincias cora-
das, assim como dos estertis, nio sendo adsorvida a substancia
com fluorescéneia azal.

A soluclo foi entlio passada através de colunas de hidréxido
de céleio tendo o cuidado de que a zona castanho-escura que se
formou nio ultrapassasse metade de cada coluna; as colanas
foram lavadas com mais éter. As solugbes etéreas obtidas,
agora incolores, foram concentradas até pequeno volume.
Depois de o éter ter sido removido qudsi completamente, sepa-
rou-se uma substineia incolor que depois de ser duas vezes
cristalizada apresentou-se em forma de pequenas agulhas finas
com brilho argenteo. O ponto de fusio desta substincia &
52°.54° (nilo corr.).

A andlise elementar deu os seguintes resultados:

Encontrado: C: 84920/, H: 13,999,
85,00/, 14,39,
Caleulado para Cy; Ha, C: 85,69, H: 1449,

C.s Hyp,  C: B5250,  H: 14,759,

Péso molecular médio, encontrado 484. Calculado para
Css Hyp 490,6, para Css Hra 492,6.

A substinecia isolada 6 portanto um hidrocarbonato em Css,
saturado ou com uma ligagio dupla.

A solugiio concentrada, que contem aleool e muitas substdn-
cias de cardcter terpénico, além da substincia com fluorescéncia
azul, foi entio tratada com vapor de dgua, que arrastou parte
dos 6leos voliteis. O residuo foi evaporado no vazio a uma
temperatara que nio exceden 50”.

Ficou um oleo ligeiramente corado e de cheiro agradivel.
Tiste 6leo foi submetido a uma destilagiio & pressdo de 12 mm,

10
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obtendo-se as seguintes fraccdes: 1) ponto de ebnlicio até 8b°;
2) p. e. 85° a 115°; 3) p. e. 120 a 160°.

Ficou um resfduo que foi destilado a 10 mm de pressio, a tem-
peratura superior a 200°; o destilado apresenta-se muito escuro.

A fraegio 1, incolor, é bastante transparente no ultra-vio-
lete; o espectro de absorgiv da solucio, a 1,0820/y em aleool,
noma espessura de 1 cm., apresenta uma ligeira inflexdo
entre 275-280 mp. A segunda fraccdio, ligeiramente amarela.
apresenta uma absorcio mais intensa; o espectro de absorcio
ultra-violete apresenta uma banda com o méximo em 257 mg,
uma. banda mal definida com o mdximo em 277 myu, e outra
também mal definida na regido 310-340 mu. (Fig. 6, carva ).
A terceira fracgio de cOr amarela apresenta um espectro de
absorgdio com duas bandas persistentes, com maAximos em 218 mp
e 337 mp (Fig. 6, curva 1m); estes maximos correspondem aos
da substancia préviamente obtida.

Esperamos poder isolar esta substincia no estado puro, para
sua completa identificacio.

SUMARIO

1) Fizemos determinacdes quantitativas de vitamina A, earote-
nbides, ergosterol, vitamina B (lactoflavina) e vitamina C,
no vinho tinto da Bairrada.

2) As concentragdes de carotenocides e vitamina A sdo muito
pequenas. Nio foi possivel determinar se os carotendides
presentes siio activos,

3) A concentragiio de vitamina By & da ordem de grandeza das
concentracdes desta vitamina, em vdrios frutos.

4) A concentragio de vitamina C é inferior & de muitos frutos
e ligeiramente inferior ao minimo de vitamina C que se
encontra nas uvas,

D) Separdmos um hidrocarboneto de formnla molecular Css Hyy
on CaﬁH;:.

6) Conseguimos fraccdes concentradas e o espectro de absor-
¢ilo duma substancia que por irradia¢io com luz ultra-violete
apresenta fluorescéncia azul muito intensa.

Apresentamos 0s nossos agradecimentos ao Professor Dou-
tor A. de Morais Sarmento e ao Professor Doutor R. Couceiro
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da Costa pelas facilidades concedidas na execucio ddste tra-
balho. A Estagiio Viti-Vinicola da Beira Litoral agradecemos
a oferta do vinho utilizado nos diferentes ensaios.

Muitas determinactes feitas neste trabalho foram executadas
com aparelhos adquiridos por subsidios do Instituto para a Alta
Cultura @ do Fundo S4 Pinto.

Uma bolsa que foi concedida a F. Pinto Coelho, pelo I. A.
C. contribain para a realizacdio déste trabalho.
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