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A actividade científica dos primeiros directores 
do Gabinete de Física que a reforma 
pombalina criou em Coimbra, em 1772 

A DESCOBERTA, FEITA EM COIMBRA, 
DA LEI DAS ACÇÕES MAGNÉTICAS 

Entre os vários aspectos inovadores da reforma pombalina 
de 1772, existe um que não tem sido focado com o interesse que 
merece. E o que se refere às condições, largamente criadas pela 
reforma, para a realização da investigação científica entre nós. Há, 
na verdade, que reconhecer que o reformador soube produzir as 
condições materiais necessárias para a sua realização efectiva, e 
disto é prova suficiente o magnífico conjunto de trabalhos que, 
embora esquecidos ou ignorados, foram realizados pelos primeiros 
professores do Gabinete de Física da nossa Universidade. 

Tivesse sido acarinhado e mantido o impulso inicial, tivesse 
sido outro o ambiente social do país, e teríamos tido, em Coimbra, 
larga produção científica, da qual, hoje, nos poderíamos certamente 
orgulhar. A valorizar, logo de princípio, esse magnifico conjunto 
de trabalhos, não faltou sequer a descoberta sensacional de uma 
lei fundamental da Física: a lei das acções magnéticas. 

Como foi possível tal descoberta, e como se compreende que 
ela tenha sido esquecida a ponto de, universalmente, ser atribuída 
a Coulomb ? 

Pelo que se refere à primeira interrogação, é o próprio autor 
que nos explica as razões do sucesso do seu trabalho. Diz êle: 

«Confiado em possuir neste Régio Gabinete de Física experi-
mental (por mercê da liberalidade do Augustíssimo Rei o Senhor 
Dom José I, sempre de gloriosa memória) um pedaço de Iman, 
que na proporção da sua grandeza é pela sua força um dos mais 
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estimáveis, que eu jámais vi, ou de que ouvi falar: confiado, digo, 
que este Iman experimentado por diferentes modos poderia dar 
alguma luz mais clara sôbie a lei, de que falo, me abalancei 
intrepidamente à obra no princípio de Março do ano passado, 
esperando-se por meio da minha fraca indústria (n qual eu con-
feço inferior a de tantos homens célebres, que. antes de mim tra-
balharam tão sabiamente nêste ponto) não conseguisse o meu fim; 
ao menos uma copiosa colecção de experiências feitas com o refe-
rido Iman (além de poder merecer uma benigna aprovação da minha 
empreza) serviria talvez algum dia de matéria para exercitar o 
espírito, e talento mais penetrante de algum outro Iulôsofo.n 

Sobre a origem dòste Iman, logo a seguir, no mesmo escrito, 
acrescenta o autor : 

«Pelo que soube de algumas relações que se me fizeram, este 
famoso Iman foi um presente feito pelo Imperador da China, ao 
grande, e magnífico monarcha de Portugal, o senhor D. João V.». 

Dêstes passos se infere claramente, em prova do que afirmámos, 
que foi a riqueza material do Gabinete de Física pombalino que 
tornou possível a descoberta, em Coimbra, da lei fundamental das 
acções magnéticas. 

Pelo que respeita à segunda interrogação, forçoso é confessar 
que foram a inércia do nosso meio social, o isolamento do país, a 
incompreensão de certos dirigentes, os principais responsáveis pelo 
esquecimento desastroso a que foi votado o trabalho coimbrão. 

Já pela sua importância, já porque foi realmente o primeiro 
trabalho sério de investigação científica feito a seguir à reforma 
pombalina — primeiro resultado encorajante do esforço dispendido 
pelo reformador — merece êle que nos detenhamos um pouco sobre 
alguns pormenores da sua realização. Acresce a isto a circunstân-
cia, como mostraremos adiante, de existirem ainda os principais 
materiais dêsse trabalho, integrados, hoje, no Museu pombalino há 
pouco constituído. 

Foi o professor João António dalla Bella, o autor do referido 
trabalho. Natural de Pádua, sabe-se que veio para Portugal a con-
vite do Marquês de Pombal. Tive ocasião já de me ocupar das cir-
cunstâncias que o trouxeram para Coimbra e da sua acção como 
primeiro director do Gabinete de Física, no trabalho que comecei, 
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em 1937, sobre a reconstituição e restauração deste famoso Gabi-
nete. Foi este trabalho, concluído em 1938, conforme comunicação 
que apresentei em Junho deste mesmo ano, à Academia das Ciên-
cias de Lisboa, que me levou a ocupar-me da actividade do profes-
sor dalla Bella . Informado de que havia sido sócio desta mesma 
Academia, e até o primeiro sócio efectivo da minha especialidade, 
tive interêsse em folhear as Memórias publicadas por esta Acade-
mia, no intuito evidente de estudar os trabalhos que êle não pode-
ria ter deixado de ali apresentar. Tive logo a grande surpreza de 
encontrar, nas primeiras páginas do primeiro volume das Memórias, 
de págs. 85 a 199, o trabalho importante da descoberta da lei fun-
damental das acções magnéticas. Trata-se de um trabalho cons-
ciencioso que revela as magníficas qualidades de investigador do 
seu autor. Tudo é descrito com a maior precisão: observações fei-
tas, cuidados havidos e resultados obtidos. 

Algumas passagens são muito curiosas ; entre muitas, cito o 
comentário que dalla Bella escreve a propósito dos cuidados que 
julgou dever tomar durante todas as suas experiências. Diz ê le : 

uNão estranheis, respeitáveis Académicos, a relação de tantas 
escrupulosas advertências minhas; porque certamente em tais 
experiências nunca há deligências supérfluas. E absolutamente 
necessário que aquelas, das quais se intenta tirar alguma decisão, 
sejam feitas com escrupulosa exactidão, que as faz ser trabalhosas; 
mas sem a qual elas perdem todo o seu merecimento. » 

São numerosas as experiências que dalla Bella descreve, mas logo 
das primeiras que considera, conclue : 

a.Confrontando os números do cálculo com os da experiência, 
se conhece que as fôrças magnéticas dos dois Imans que serviram 
para esta experiência, mostram seguir muito proximamente a 
razão inversa dos quadrados das distâncias, até à de duas pole-
gadas.d 

Êste trabalho é de 1782 ; ora, só em 1785 é que Coulomb 
publicou o seu, com o enunciado da mesma lei. A prioridade da 
descoberta pertence portanto a dalla Bella. Mas, como já referimos, 
ela foi, infelizmente, esquecida a favor de Coulomb que tem sido, 
até agora, considerado como seu único autor. 
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Sem querer, por agora, pormenorizar tôdas as causas dêste 
lamentável esquecimento, devo referir uma que desde logo se me 
apresentou : foi a da data da publicação do primeiro tomo das 
Memórias da Academia. Com efeito, esta publicação só se fez 
em 1797. Quere dizer: dalla Bella faz o seu trabalho em 1782, 
apresenta-o à Academia no mesmo ano, e os dirigentes desta agre-
miação científica cometem o lamentável desleixo de o conservar 
esquecido durante 15 anos nos seus arquivos! 

Não teria feito contudo dalla Bella outra publicação do seu tra-
balho ou, por outro lado, lido e apresentado o trabalho na Acade-
mia das Ciências, em 1782, não teria sido dada notícia dêle para 
outras Academias ou para outros jornais científicos da época? Se 
tal tivesse acontecido, não seria ainda possível, com toda a justiça, 
passar a designar-se, daqui em deante, pelo nome de dalla Bella, a 
lei das acções magnéticas? 

Propuz-me fazer, nêste sentido, as necessárias investigações. Foi, 
durante estas, que eu tive o prazer de receber um trabalho do 
professor e meu eminente colega Giovanni Costanzo, dando conta 
igualmente da descoberta de dalla Bella, e referindo — o que eu 
desconhecia — que, em Itália, já o professor Mário Gliozzi se havia 
ocupado em 1937 do mesmo assunto num livro publicado sôbre a 
história da Electricidade: L'Elettrologia fino al Volta. 

Pelo que escrevem estes dois professores, não pensam êles que 
haja outra publicação de dalla Bella diferente da que se encontra 
nas Memórias da Academia das Ciências de Lisboa. Na verdade, 
não encontrei até agora, nas pesquizas a que já procedi, qualquer 
referência. Percorri já toda a colecção do Journal des Sçavants, 
as Memórias das Academias de Paris, de Berlim e de Itália, e nada 
me foi possível encontrar. 

Seja porém como fôr, quer seja possível encontrar ainda alguma 
referência ao trabalho de dalla Bella, quer não, é incontestável que 
foi no Gabinete de Física pombalino, e com o seu material cienti-
fico, que foi descoberta, em 1782, a lei das acções magnéticas 
Ao averiguar facto tão importante, desde logo procurei saber se 
teriam sido conservados, no Gabinete, os materiais de que se serviu 
dalla Bella nas suas investigações, sobretudo a parte mais impor-
tante, o famoso Iman que *na proporção da sua grandeza» foi 
tpela sua força um dos mais estimáveis» que o eminente físico 
jámais viu ou de que ouviu falar, como êle afirma na parte que 
atrás transcrevi da sua memória. 
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Eoi fácil a identificação do famoso I m a n ; o catálogo dos instru-
mentos da época — o Index Instrumentorum — descreve-o, com o 
número 43, nos seguintes termos: 

oMagnes Sinicus figura; irregularis eleganter armatus. Lapis 
nudus est 605 unciarum pondo, ac pondus 3271 uneiarum usque 
sustulit. Sustinetur Magnes a stylubate ligneo, cui insistunt columnce 
bince cum epystilo, et ope manubrii per troclileas occultas, ac fvni-
culos columnis, et epystilo interclusos tenditur atque laxatur. 
M. IV. d. 43.» 

Trata-se de um grande bloco de iman natural, felizmente con-
servado até agora no Laboratório, como eu tive ocasião já de indi-
car na publicação (') que fiz sobre a reconstituição do Museu 
pombalino, referindo até que ó o único exemplar que se vê na 
fig. 5 dêste trabalho, e na qual se mostra o aspecto da sala pombalina 
antes da reconstituição. 

Reproduzo aqui, na fig. I, a fotografia do Iman com o seu 
suporte, sem a cobertura que é constituída por uma coroa real ; 
na fig. 2, vê-se uma fotografia com esta coroa. 

O iman foi encontrado em bom estado, mas o suporte muito 
danificado (2). 

Além deste iman, utilizou dalla Bella um outro, também, feliz-
mente, conservado no Laboratório, e que é descrito no Index Ins-
trumentorum com o número 4 4 : 

«Magnes alter figurae sphaericae diâmetro linearum 19. pon-
dere unciarum 6 . IIic armatus est laminis cliabjbeis, quae ope 

(1) Um novo Museu em Coimbra: O Museu Pombalino de Física da Facul-
dade de Ciências da Universidade, págs. 8. 

(2) Já depois de feita a composição tipográfica dêste artigo — durante a revisão 
das 2." provas — apareceu um complemento curioso do Iman qne fomos encontrar 
em casa do mestre de obras, senhor António Pedro: o pêso que o Iman normal-
mente sustentava, no tempo do dalla Bella, quando montado no seu suporte. Èste 
pêso tem aproximadamente sessenta quilos; é de chumbo, com um revestimento 
metálico dourado. Comprámo-lo agora por 350$00; tal foi o valor arbitrado por 
aquele senhor que não quis limitar-se ao valor em chumbo que o pêso tem. Con-
tudo, dado o seu interêsse, não hesitámos em o comprar. A fig. 7 mostra a sua 
fotografia, por baixo do Iman que o sustenta. Se compararmos esta fotografia com 
a da fig. 2, verifica-se quo o conjunto ganhou em harmonia. 
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quarundam zonarum ex Argento cum Magnete arcte eonjunguntur. 
Sustulit pondus unciarum 174. Suspenditur a columna ex ori-
chalco super basim ligneam stabili. M IV.». 

Reproduzo a fotografia deste iraan na fig. 3. 

* 

* * 

No trabalho citado que recebi do meu colega Giovanni Cos-
tanzo, lamenta êste professor que todos os autores que se têm 
ocupado de dalla Bella, entre os quais apenas cita Silvestre Ribeiro, 
Teófilo Braga, Simões de Carvalho e Inocêncio da Silva, tenham 
esquecido a memória sobre a força magnética, e tenham apenas 
citado os trabalhos: 

Memória sobre o modo de aperfeiçoar a manufactura do azeite. 

Memória sôbre a cultura das oliveiras em Portugal. 

Xoticias históricas e práticas acerca do modo de defender os 
edificios dos estragos dos raios. 

Tratado de física em latim, em três volumes: Physices Ele-
mento usui Academiae Conimbricensis accommodata. 

A estes trabalhos, junta Giovanni Costanzo a indicação de mais 
um que encontrou, manuscrito, na Academia das Ciências de Lis-
boa, com o título: 

Discwsos preliminares aos elementos de agricultura, acêrca 
dos modos mais convenientes para animar esta nobilíssima arte 
em Portugal. 

A estes devo eu agora juntar mais os seguintes, que nunca 
foram considerados, certamente porque a única referência que 
dalla Bella lhes faz, é a que se encontra no Catálogo dos instru-
mentos do Gabinete; — são, na verdade, aparelhos da invenção de 
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dalla Bella, incluídos, por esta circunstância, no Inventário do 
referido Gabinete: 

«iV.° 299. Nova Machinula a me inventa, qua faeiliori modo 
ostenditur ex chalybe filiei alliso in vácuo non excituri scintil-
Ias nec pulverem pyrium, vel escam incendi. Componitur liaec 
Machina ex lamina aenea ad latus perforata, cui insistit capsula 
quatuor veluti pedunculis sussulta. Huic capsulae adnexa est 
catapulta illi similis, quae adhibetur in sclopetis. Super laminam 
sub capsulae fulcris datur regula dentata mobilis, quae ad extrema 
capita duos habet veluti vectes erectos, quorum ope catapulta otie-
ratur et exoneratur ad libitum, prout regula dextrorsum aut sinis-
torsum movetur. Cochlea Jirmatur machinula super orbem Antliae 
Pneumaticae, et operitur Campana vitrea utrimque aperta. Oper-
culum Campanae, quocl est ex orichalco, habet virgam aeneam 
oblongam satis crassam, quae permeat operculum, et inferius deú-
nit in laternam dentatum. Lnternae dentes congruunt cum regulae 
dentibus, ita ut virgam in orbem volvendo, ipsa regula motu ad 
Hnitorem parallelo facile moveatur. IIoc modo, si exoneretur 
catapulta antequam aer extrahatur, conspiciuntur scintillae, quae 
r.on apparent, quando Campana est aere vacua. O. lV.y> 

«N.0 209. Machina, quam egomet inveni, ad explorandas vires 
funium. Constat haec ex plano ligneo 4 ped. ablongo ad hori-
zontem parallelo. Ad alterum ejus caput extremum erigitur tabella 
quadrilatera, Hrma prope médium aperta, quam permeat funis, ibique 
claviculo retinetur. Ad alterum extremum duabus parastatis sus-
tinetur rota circum axem volubilis ex duobus cylindris diâmetro 
inaequalibus composita. Circum minorem Cylindrum circumvolvi-
tur funis, eujus resistentiae vim scire cupimus, alterum cylindrum 
circumvolvit funis a trochlea extra basim Machinae directus, cui 
varia pondtra appenduntur, donec funis explorandus dirumpatur. 
IIic cylindrus altero maior est, ut appensorum ponderum momenta 
angeantur, uti evenit in Machina Funicularia. M. VI.» 

Destes dois aparelhos, só existe o primeiro cuja fotografia repro-
duzimos na fig. 4. 0 segundo, feito naturalmente em boa madeira 
do Brasil, dere ter sido vendido no leilão a que me referi no meu 
citado trabalho sobre o Museu. 

A descrição que faz dalla Bella dos seus aparelhos é suficiente-
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mente clara para que nos dispensemos de lhes fazer uma mais larga 
referência. 

Encontra-se ainda descrita no Catálogo, com o n.° 505, a seguinte 
máquina : 

«A*" õOõ. Machina nova, quarn fieri curavi, Ut ipsi apta-
rentur duae cliordae musicae sibi parallelae, quae chordae ad 
varias longitudines reduci possent. Constat Machina ex lignea 
basi oblonga 4. pedes, ad cujus alterum extremum surgit paras-
tata firma, cui adhaeret uncus geminatus ferreus: super basim 
autem moventur duae veluti columnae ligneae, quae cochlearum 
ope ad quamlibet distantiam Hrmantur. Utrique columnae adnec-
titur trochlea, quae Hdem sustinet, et ita dirigit, ut pondera, quae 
fidibus tendendis apponuntur, extra basim pendeant. IIaec Machina 
explorantur Toni, qui oriuntur a varia longitudine, crassitudine, 
et tensione chordarum. S. VI». 

Trata-se de uma máquina, não de singular invenção, mas man-
dada construir por dalla Bella segundo indicações suas. Embora 
em mau estado e incompleta, a máquina encontra-se ainda no Labo-
ratório, e será reparada dentro de pouco tempo. 

* 

* * 

Pelo exposto, verifica-se que dalla Bella soube, pelo menos em 
parte, aproveitar as condições de trabalho postas à sua disposição 
pela reforma pombalina, embora haja que estranhar a dispersão da 
sua actividade por assuntos muito diferentes uns dos outros, e uma 
produção científica de qualidade muito desigual. Deve contudo 
acentuar-se que não só procurou investigar, como também soube 
transmitir a outros o interesse pela investigação. Tivessem tido os 
sucessores de dalla Bella recursos materiais tão apropriados à época 
em que trabalharam, como aqueles de que dispoz este professor em 
relação à sua, e teríamos tido no domínio da Física, e em Coimbra, 
como comecei por acentuar, larga produção científica durante todo 
o século xix, até nossos dias. Infelizmente, assim não aconteceu, e 
o resultado foi que, a seguir a dalla Bella, rapidamente se extin-
guiu tôda a actividade ligada à investigação científica. 
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Na verdade, por força da desarticulação que com o tempo cada 
vez mais se acentuou entre as necessidades desta investigação o os 
recursos materiais do Gabinete de Física, poucos foram, entre os 
sucessores de dalla Bella, os que puderam ainda ligar à sua fun-
ção docente, uma razoável e satisfatória actividade de investigador. 
Entre êsses poucos, um único merece aqui referência especial, e 
ôste foi o imediato sucessor de dalla Bella na direcção do Gabinete, 
o dr. Constantino Botelho de Lacerda Lobo. 

Publica Inocêncio da Silva, no seu conhecido Dicionário Biblio-
gráfico, uma longa lista de trabalhos de Lacerda Lobo, sobre os mais 
variados assuntos. É curioso que não indique um, que tem para 
nós algum interêsse. Talvez que o título dêste trabalho tivesse 
levado Inocêncio a ocultá-lo, considerando-o possivelmente ridículo; 
trata-se do trabalho: Memoria sobre o magnetismo da lata, e van-
tagens que se seguem de serem feitas dela as agulhas de Marear. 

O interêsse que esta memória nos pode merecer, não ê propria-
mente a descoberta do magnetismo da lata, a que Lacerda Lobo 
parece ter ligado importância excessiva, mas a indicação que êle 
nos dá de ter colaborado com dalla Bella nas experiências sôbre a 
descoberta da lei das acções magnéticas, mostrando todo o inte-
rêsse que estas lhe mereceram. 

Diz, com efeito, Lacerda Lobo, logo no princípio da sua memória: 

nEm todas as ocasiões, em que meu Mestre de Phisica Expe-
rimental, o senhor João Antonio dalla Bella fazia as experiencias 
do Magnetismo via eu que o fluida magnético passava atravez do 
vidro, do mármore e de qualquer sólido de madeira, e que fazia 
mover a limagem de ferro, que se tinha lançado em o plano oposto 
àquele tm que se aproximava o magnete. 

Depois que o Príncipe Regente N. S. me fez a graça de 
nomear me Lente de Phisica Fxperimental muitos anos repeti as 
experiências de meu Mestre, sem nada adiantar, até que no ano 
de 1807 me lembrou averiguar se o fluido magnético atravessava 
outros corpos alem dos referidosn. 

Além desta memória esquecida, como disse, por Inocêncio, deve-
mos indicar mais as cinco seguintes que dizem respeito à Física: 

Memoria sobre a diversa densidade da agua em diferentes altu-
ras, publicada no Jornal de Coimbra, vol. i, págs. 170. 
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Memoria sobre os pesos de que se faz uso no nosso comercio, 
publicada no Jornal de Coimbra, vol. m, págs. 173. 

Memoria sobre um novo pyrometro de comparação, publicada no 
Jornal de Coimbra, vol. n, págs. 31. 

Memória sôbre os defeitos que têem os nossos carros de 
transportes militares, publicada no Jornal de Coimbra, vol. i, 
págs. 329. 

Memoria sôbre um novo modo de aplicar ao movimento das 
Machinas, a fôrça do vapor d'água fervendo, publicada no Jornal 
de Coimbra, vol. i, págs. 255. 

Estas duas últimas memórias são os mais importantes. 
A primeira diz respeito à substituição, nos eixos dos carros, do 

atrito de 1." espécie pelo de 2." espécie, quere dizer, do atrito de 
escorregamento pelo de rolamento : Lacerda Lobo propõe que os 
eixos dos carros assentem sôbre cilindros móveis. É a mesma 
ideia do rolamento sôbre esferas, hoje tanto em voga. Existe no 
actual Laboratório de Física, na sua sala do século xix, também há 
pouco organizada, como a do século xvm, um modêlo de carro que 
exemplifica a ideia de Licerda Lobo. Êste modêlo pertence à 
colecção do Catálogo redigido pelo Dr. José Homem de Figueiredo 
Freire, sucessor de Lacerda Lobo na direcção do Laboratório de 
Física, que o descreve nos seguintes termos : 

Outro carro como o de Boulard, só com a diferença de seu 
eixo gyrar sobre trez cylindros moveis, para que o attrito seja de 
segunda espécie. E*ta addicção é do Sr. Constantino Botelho de 
Lacerda Lobo. 

Reproduzimos a fotografia deste modêlo na fig. 5. 
A segunda memória, ou seja a última que citámos, foi a que 

deu mais renome ao seu autor. 
O Visconde de Villarinho de S. Romão, na sua História resumida 

da invenção e melhoramento das machinas de vapor, faz-lhe larga 
referência, e diz que o seu autor foi um homem distinto e de 
grande génio, reconhecendo contudo que a máquina inventada não 
corresponde a uma ideia inteiramente nova. Também existe no 
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Laboratório um modelo desta máquina, descrito, pelo Catálogo da 
ópoca, nos seguintes termos: 

«JV.° 74. Maquina rotatoria que se põe em movimento pela 
fôrça dos vapores da água. Iem em cima um carreto que comu-
nica com uma roda dentada, para mostrar o modo como se poderia 
aplicar a acção dos vapores, como fôrça mechanica. Esta aplica-
ção è do Sr. Constantino Botelho de Lacerda L^obo.» 

Reproduzo a fotografia desta máquina na fig. 6. 
Afirma Lacerda Lobo, num dos seus escritos, que a ideia da 

máquina Ibe foi roubada por um francês, Verzi, que conseguiu, 
segundo também refere o Visconde de Villarinho, realizá-la em 
França em ponto grande, obtendo para isso do Estado francês os 
meios necessários. 

Em outros dominios, e sobre diversos assuntos, desenvolveu 
Lacerda Lobo considerável actividade. Podemos indicar mais os 
seguintes trabalhos, (também referidos por Inocêncio): 

Memoria sobre a historia das marinhas em Portugal. 

Memoria sobre a cultura das vinhas em Portugal. 

Memoria sobre a decadencia da pescaria de Monte-Gordo. 

Memoria sobre o estabelecimento da cultura do chenopodio mar i-
timo. 

Analyse do sal comum das marinhas de Portugal. 

Memoria sobre a preparação do peixe salgado. 

Memoria sobre a decadencia das Pescarias em Portugal. 

Memoria sobre as pescarias na costa do Algarve. 

Memoria sobre a agricultura do Algarve. 

Memoria sobre a agricultura da provinda d'Entre Douro e 
Minho. 
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* 

* * 

Embora poucos, e alguns, de interesse limitado, provam estes 
trabalhos que alguma coisa se fez nos primeiros tempos da reforma 
pombalina. Temos assim a indicação segura de que a investigação 
científica aparece sempre que haja condições próprias para a rea-
lizar. Se esta actividade quási desapareceu, depois de Lacerda 
Lobo, a culpa não foi dos professores que tiveram nas suas mãos 
a direcção do Gabinete. Muitos dôles foram espíritos cultos e bri-
lhantes, professores cujas lições ainda hoje são recordadas com 
admiração. Citemos Sanches Goulão, Santos Viegas, Teixeira Bas-
tos. Não tiveram contudo estes professores — convém afirmá-lo 
bem claro — condições materiais próprias que lhes permitissem rea-
lizar qualquer trabalho de investigação científica, nem chegou até 
eles o impulso dado inicialmente pela reforma de 1772. 

Pressentem-se, hoje, rumores de um recomeço de actividade 
Simples rumores contudo, pois está ainda por fazer, neste meiado do 
século xx em que nos encontramos, a reforma que esteja para o 
nosso tempo, como a de 1772 esteve para a época em que foi pro-
mulgada. 

D R . MÁRIO AUGUSTO DA SILVA 



Estúdios cualitativos sobre algunas reacciones 
de los sulfuros orgânicos y en especial 

dei de etilo pp1 diclorado 

POR 

I . R I B A S , A . C A S O y A . S . CONTRA 

Laboratorio de Química Orgânica de la TJnivcrsidiid dc Salamanca 

Resuraen: Se describe una reación más sensible que la de Ober-
miller para poner de manifiesto la presencia de sulfuro de etilo (3(5' 
diclorado en el agua o en el aire. Consiste en un enturbiaraiento 
lechoso coloidal fluorescente que se produce cuando trazas de aquel 
cuerpo se ponen en contacto con una disoluciòn acuosa de un hete-
ropoliácido, por ejemplo, ácido fosfowolfrámico al uno por ciento, 
adicionada de unas gotas de disoluciòn acuosa de cloruro de oro al 
uno por mil. 

Mediante dicha reacción, se puede reconocer la presencia de 
aquel cuerpo aun diluyendo en cuatro litros de agua una gota dei 
mismo que corresponde aproximadamente a 1 en 200.000. 

Esta reacción se ha mostrado específica en la investigación de 
dicho cuerpo en el aire. 

Se ha demonstrado que el cloruro de oro transforma Ios sulfu-
ros orgânicos en sales de sulfonio y óstas dan la reacción con los 
heteropoliácidos y precipitan tambión con todos los reactivos gene-
rales de alcalóides. 

Se demuestra que el producto de adición dei cloruro de oro al 
sulfuro de etilo (3 (3' diclorado debe ser considerado como complejo 
de Werner de indice de coordinación seis, en el que el oro ocupa-
ria el centro dei octaedro y el sulfuro de etilo [3(3' diclorado inter-
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vendría en três posiciones de coordinación, dos de ellas, en vértices 
opuestos, con sus dos átomos de cloro y la otra con el azufre 

La estructura dipolar cerrada de esta molécula seria la causa 
de su extraordinária solubilidad en todas las substancias orgânicas. 
Sin embargo, hemos podido encontrar que el papel de celofán es 
totalmente impermeable para dicho cuerpo. 

Simultaneamente, Martha Obermiller y Gustav-Adolf Schrõter 
publicaron en Angw. Chem, 49, 162 y 164. 1936 dos trabajos muy 
interesantes describiendo el mejor método actualmente conocido para 
el reconocimiento dei sulfuro de etilo (3 [5' diclorado. 

Su fundamento consiste en utilizar la reacción de precipitación, 
enturbiamiento o coloración amarilla producida cuando trazas de 
aquel cuerpo se ponen en contacto de una disolución acuosa de 
cloruro de oro al uno por mil. Asf se puede obtener reacción 
positiva, en unos cuatro minutos, con Ia pequeíia concentración de 
diez milígramos de aquel cuerpo por metro cúbico de aire, concen-
tración diez veces mas pequeíia que la que se puede poner de 
nianifiesto, en iguales condiciones experimentales, con el reactivo 
de Grignard, Rivat y Scatchard (Ann. Chim. (9). 15. 5. 1921). Ver 
sobre este punto Izquierdo Croselles, Manual dei Arma Química. 
Espasa-Calpe. 1940. pag. 385 y L. Blas, Química de Guerra. 

Por el cargo de Vocal de la Jun ta de Defensa de la Población 
Civil de Salamanca que desempeíia uno de nosotros (I. R.) está-
bamos interesados en el estúdio de la reacción anterior y además 
también porque su autor en el trabajo mencionado, deja planteado 
el problema de su mecanismo químico. 

Martha Obermiller es la que ha dado a conocer el reactivo clo-
ruro de oro. Nosotros a fines de 1936 y princípios de 1937 nos 
propusimos, tomando como punto de partida su interesante trabajo, 
investigar Ia posibilidad de existencia de otros reactivos todavia 
mas sensibles. 

CH2 — CH2 Cl 
Cl . • • 

CH2 — CH2 Cl 
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Por causas ajenas a nuestra voluntad los trabajos no pudieron 
ser publicados. 

Considerando, como tambión lo admite su autor, que por lo 
menos en una primera fase, la reacción consiste en la adición dei 
cloruro de oro al átomo de azufre, con formación de un producto 
insoluble, y que la atención de la investigadora alemana se fijó 
solamente en los cloruros metálicos siguientes: 

Y, teniendo presente que la producción de compuestos metá-
licos, con los sulfuros orgânicos, puede tener lugar con otras sales, 
además de las halogenadas, como sucede en el caso dei nitrato de 
plata tan bien estudiado por los químicos indios P. C. Rây 
(C. I. 934. 1932) cuyo trabajo al parecer no conoció Obermiller, 
pues no aparece citado entre los que figuran en su bibliografia, 
emprendimos la tarea empírica, pero sistemática, de ensayar la 
acción dei sulfuro de etilo (3 (3' diclorado con las sales de todos los 
ácidos de los metales a nuestro alcance. 

El 5 de Febrero de 1937, al ensayar, en caliente, la acción 
dei molibdato amónico obtuvimos fuerte reacción. Seguidamente 
ensayamos los ácidos fosfowolfrámico, fosfomolíbdico, silicowolfrá-
mico, cuyas disoluciones, tal com se usan como reactivos de alca-
lóides, producen abundante enturbiamiento y precipitado, calentadas 
en presencia de una gota de sulfuro de etilo (3(3' diclorado. 

En experiencias comparativas, las reaccioneo producidas por los 
mencionados heteropoliácidos se mostraros más sensibles que la dei 
cloruro de oro. Para fines prácticos, tenían la desventaja de no 
producirse expontaneamente a temperatura ambiente, siendo nece-
sario calentar. Entonces intuímos, que el efecto dei calor, seria 
activar la molécula dei sulfuro, para producir con los heteropoliá-
cidos sal de sulfónio insoluble, de manera análoga a como los alca-
lóides dan sal de amonio tambión insoluble. Si nuestra hipótesis 
era correcta, se podia buscar una activación análoga de la molé-
cula dei sulfuro, mediante la adición de alguna substancia que 
uniéndose al sulfuro produjera un complejo. Este es el mecanismo 
usado por la naturaleza on sus procesos más fundamentales y la 

Cl2 Cu Cl2 Cd 
Cl2 Cu2 Cl2 Hg 
Cl3 Au 

C l i T i C l 3 F e 
Cl4 Sn Cl2 Pd 
Cl2 Sn CU Pt 
Br i Sn 
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teoria de la activación molecular mediante la producción de com-
plejos ha sido desarrollada también por Meerwein y figura ya en 
libros elementales, por ejemplo Scklenk-Bergmann. Lehrbuch d. 
Org. Chem. I. 187. 1932. Entonces pensamos podia tener dicho 
carácter el producto de adición que se produce con el cloruro de 
oro y adicionamos unas gotas de la disolución al uno por mil, 
produciéndose la reacción en frio y rapidamente. 

Para buscar trazas de sulfuro de etilo (3 (3' diclorado se proce-
derá de la siguiente manera. En un tubo de ensayo se pondrán de 
10 a 20 cc. dei agua problema se aíladirán unos cc. de disolución 
acuosa de un heteropoliácido al uno por ciento, por ejemplo de 
ácido fosfowolfrámico y se adicionará después unas gotas de diso-
lución acuosa de cloruro de oro al uno por mil; en caso positivo 
aparecerá una opalescencia lechosa y al mismo tiempo una fluores-
cência azulada. El orden de los reactivos no puede variarse. 

La sensibilidad de la reacción anterior resulta ser, para perso-
nas experimentadas, de 10 a 20 veces superior a la de Obermiller. 
Para personas acostumbradas a percibir la fluorescência es aun 
mucho mayor. 

Asi se puede apreciar bién una gota de sulfuro de etilo (3 [31 

diclorado disuelta en dos litros de agua lo que teniendo en cuenta 
el peso de dicha gota, (0,018 gr.), supone una dilución de uno en 
110.000. También se aprecia una gota en cuatro litros de agua. 

Si el sulfuro de etilo (3 [i1 diclorado se presenta en abundancia, 
se produce una reacción análoga a la que producen los alcalóides, 
llegándose a separar precipitado. 

Para investigar sulfuro de etilo (3 [3' diclorado en el aire, se 
hace burbujear óste a través de la disolución dei heteropoliácido 
al uno por ciento adicionada de uno diez por ciento de otra de 
cloruro de oro al uno por mil. 

En la investigación de dicho cuerpo en el aire dicha reacción 
se ha mostrado altamente específica. Aire conteniendo vapores de 
los siguientes cuerpos: oxol, sulfuro de etilo, vapores de disolven 
tes orgânicos, cloruro de azufre, cloruro de arsénico, cloruro de 
carbonilo, clorovinildicloroarsina, diclorovinilcloroarsina, difenilami-
nacloroarsinfi, cloropicrina, cloroacetofenona, sulfuro de vinilo y a a' 
diclorosulfuro de dietilo, no ha dado la reacción, ni su presencia 
la ha estorbado. 

Para analizar el producto de reacción, se tomo 0,2 gr. de sul-
furo de etilo [3 (3' diclorado y se agitó en un frasco mecanicamente 
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con 50, cc. de disoluciòn de ácido fosfowolfrámico al uno por 
ciento, agregando 5 cc. de disoluciòn de cloruro de oro. Termi-
nada la reacción se separo por centrifugación el precipitado y lavó 
con agua varias veces y luego otras con alcohol, centrifugando 
después de cada lavado. Después de seco pesó 0,55 gr. Fué inso-
luble, y por tanto incristalizable, en todos los disolventes ensayados. 
Está tambión desprovisto de las propriedades fisiológicas dei sul-
furo de etilo |3 (3' diclorado, lo que no deja de ser interesante. Su 
composición parece ser variable dentro de ciertos limites. Analoga-
mente ocurre con el precipitado de los alcalóides. 

El análisis elemental cualitativo de dicho precipitado ha demos-
trado la presencia de todos los elementos de las dos moléculas 
reaccionantes, carbono, cloro, azufre, wolfram, fósforo. El cuanti-
tativo, dió maios números que además no nos decian nada y fué 
abandonado. Ejemplo : Cl % hallado, 7,68. 7,89. 6,84. S°/o hal-
lado, 5,39. 4,98. 

Para establecer, todavia más, la analogia entra esta reacción y 
la que producen los alcalóides hemos hecho el siguiente experi-
mento : 

Con efedrina, alcalóide de peso molecular bajo y soluble en 
agua, hemos preparado una disoluciòn diluida y aiiadiéndole unas 
gotas de disoluciòn al uno por cien de ácido fosfowolfrámico se 
produce la opalinidad lechosa y la fluorescência azulada caracte-
rística de la reacción. 

En cuanto a su mecanismo químico creemos que los datos 
experimentales expuestos y los que expondremos mas adelante nos 
autorizan a admitir que el sulfuro de etilo [3 (í' diclorado se trans-
forma, en una primera fase, en derivado de sulfonio y éste produce 
después la reacción con los heteropoliácidos, que consiste en la 
formación de la sal de sulfonio. 

Que nosotros sepamos, la precipitación de las sales de sulfonio 
con los heteropoliácidos no ha sido seílalada, así como tampoco se 
ha indicado su precipitación por los reactivos generales de los 
alcalóides. No hemos visto la menor alusión a ello en los trabajos 
que, al hacer la bibliografia, hemos leido ni tampoco se encuentra 
indicada en libros de Química Orgânica, antiguos ni modernos, por 
ejemplo, Meyer-Jacobson, Richter-Anschiitz, Schlenk-Bergmann, 
Karrer, etc. Si hemos visto caracterizar sales de sulfonio mediante 
su cloroplatinato, cloro aurato, picrato, etc. 

De nuestros ensayos resulta que la precipitación de las sales 
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de sulfonio por los reactivos generales de los alcalóides parece ser 
general y convendrá por tanto indicarlo al estudiar dichos reactivos 
asi como se indica que también precipitan con ellos proteínas, 
aminoácidos, aminas y ciertos glucósidos, hecho que a nuestro 
juicio puede tener interés en algunos casos. 

El fenómeno que queda ahora por aclarar es el paso dei sulfuro 
a sulfonio. 

La bibliografia nos ensena la facilidad con que un sulfuro 
orgânico se transforma en sal de sulfonio por la acción de un deri-
vado halogenado en presencia de un disolvente orgânico según Ia 
reacción 

+ -. X R > S + R X = | J > S — R 
R 

También ha sido descrita, principalmente por P. C. Rây y Cola-
boradores (C. 1932. I. 2569) la producción de complejos, conte-
niendo un catión sulfónico por la acción de un sulfuro, un derivado 
halogenado y una sal metálica según la reacción siguiente 

K > S + R X + X 2 M e 
R R 

(Me = Hg, Cd, Zn, etc.). 

R > S - R I . [ M e X 3 ] " 

También Balfe, Kenyon y Philips (J. Chem. Soe. Lond. 1930.2554) 
han demostrado la constitución sulfonica de productos obtenidos en 
virtud de la reacción anterior. 

Y por último P. C. Rây y Colaboradores (C. 1932. I. 931) han 
encontrado que el tricloruro de antimonio se disuelve en los sul-
furos orgânicos líquidos sin reaccionar, pero calentando en tubo 
cerrado entre 120° y 190° reaccionan obteniéndose la sal de sul-
fonio 

R -
R 

> S + Cl3 Sb = J^CI2 Sb — S ^ \ 
+ -Cl 

En nuestro caso el sulfuro de etilo (3 fi' diclorado pasaría a 
derivado dei sulfonio por la acción dei calor y por la dei cloruro 
do oro. 

Estudiemos por separado estos dos casos. 
Acción dei calor: Hemos visto que calentando una gota de 

otros sulfuros (de etilo, propilo, alilo, etc.) con disolución al uno por 
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cien de ácido fosfowolfrámico no se producía la reacción descrita 
para el sulfuro de etilo (3 (3' diclorado, luego el paso a sulfonio de 
este último cuerpo, hay que buscarlo en su estado molecular espe-
cial, que hace que el azufre, con sus dos pares de electrones no 
ligados, tenga una mayor tendencia que la normal en los sulfuros, 
a captar un protón, en este caso dei agua, transformándose así en 
catión sulfonico. El calor no haría más que acelerar este fenómeno 

Cl CH2 — CH 2 + — — 
> S + H + OH = HO + 

Cl CH2 — CH 2 

+ 
C l C H 2 - C H 2 . . H 

> S 
C l C H 2 - C H 2 •• 

El estado electrónico de la molécula dei sulfuro de etilo (3 (3' 
diclorado es conocido gracias a los hermosos trabajos de Bennett 
y Colaboradores (J. Chem. Soe. Lond. 1927. 479. 1803) que lo for-
mulan así 

cT— CH 2 - C h T - S — CH 2 — CH 2 -~C1 
- + - + - +- -

De cuya fórmula se deduce la tendencia dei azufre a pasar a 
catión sulfonico favorecida por el carácter electronegativo de los 
átomos de cloro y por su especial posición beta dentro de la 
molécula. 

Acción dei cloruro de oro : Ya Martba Obermiller sefiala en 
su importante trabajo, que la primera acción tiene que ser la 
adición dei metal al átomo de azufre porque los thioéteres produ-
cen reacción, mientras los sulfóxidos y sulfonas no. 

Nosotros hemos estudiado la acción dei reactivo cloruro de oro 
al uno por mil sobre los vários sulfuros antes mencionados y todos 
ellos dan reacción aunque se diferencia de la producida por el 
de etilo p [3' diclorado, fundamentalmente, en que el precipitado o 
enturbiamiento coloidal amarillo-rojizo es mucho mas fugaz para 
aquellos cuerpos que para éste. 

Si sobre 5 cc. de reactivo cloruro de oro se afiade por ejemplo 
una gota de sulfuro de etilo y se agita, aparece la reacción bien 
característica, que es general para todos los sulfuros orgânicos 
ensayados, que se manifiesta por un enturbiamiento coloidal ama-
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rillo-rojizo que desaparece a los poços segundos quedando un líquido 
totalmente claro e incoloro. 

También la reacción que produce el sulfuro de etilo [3 (3' diclo-
rado es pasajera, como ya seílaló su descubridora, pero tarda mucho 
más en desaparecer y en opinión de la misma, es debido a que la 
hidrólisis transforma el sulfuro de dicloro etilo, según es bien sabido, 
en oxol y el producto de adición de este cuerpo con el cloruro de 
oro es soluble por efecto de sus dos grupos oxhidrilos. Ya se verá 
más adelante que esta explicación es solo parcialmente cierta. 

Analizando el líquido claro e incoloro resultante de la reacción 
antes mencionada, nos bemos encontrado con la sorpresa de que 
el sulfuro se encuentra en forma de sal de sulfonio formando un 
catión complejo juntamente con el oro y una parte dei cloro dei 
cloruro de oro, la otra parte de dicho cloro forma el anión, pues 
dicho líquido no da las reacciones dei oro con ácido oxálico, sul-
fato ferroso y cloruro estannoso; y precipitándolo por ácido fos-
fowolfrámico se obtiene un abundante precipitado blanco que 
filtrado lavado y analizado contiene, además de los elementos dei 
ácido fosfowolfrámico, carbono, azufre, oro y cloro. 

Por otra parte el líquido en cuestión acidulado con ácido 
nítrico precipita por adición de nitrato de plata cloruro de plata, 
reacción que no puede ser atribuída al cloruro de oro que even-
tualmente pudiera suponerse sin reaccionar, porque dicho cloruro 
de oro no da precipitado. 

Por tanto la reacción entre el cloruro de oro al uno por mil 
y el sulfuro debe ser formulada asi 

R 
Cl Cl Cl 

> S - f - Au — Cl 
R ^ ci CI 

A u S ^ r 
x R 

R 

R 
> s ; . Cl 

Au Cl2 

Se produce en su primera fase el complejo de adición coordinado 
coloreado e insoluble que se transforma rápidamente en el cloruro 
de sulfonio, más estable e incoloro o mucho menos cobreado. 

En virtud de un proceso químico análogo, transforma el cloruro 
de oro en sal de sulfonio, la molécula dei sulfuro de etilo [3 (3' 
diclorado, pero su comportamiento, algo diferente, demuestra una 
intervención de los átomos de cloro. 
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En priraer lugar, la persistência mucho mayor de la priraera 
fase de la reacción, nos indica una mayor estabilidad dei complejo 
de oro coordinado producido. 

En segundo lugar, hay que admitir la intervención de los 
átomos de cloro dei sulfuro de etilo (3(3' diclorado en dicha coordi-
nación, porque mediante el siguiente experimento se prueba que 
están activados y por eso poseen una mayor velocidad de hidrólisis. 

Se toman dos porciones de una misma disoluciòn reciente de 
sulfuro de etilo (3(3' diclorado en agua destilada y se dejan una al 
lado de otra para conservarias a la misma temperatura ambiente; 
a una de ellas se aííade disoluciòn de cloruro de oro suficiente 
para producir el complejo y a la otra no se aíiade nada. Al cabo 
de algún tiempo desaparece la reacción producida por el cloruro 
de oro, por haberse hidrolizado en este líquido todo el sulfuro de 
etilo (3(3' diclorado y transformado en oxol que da rápidamente la 
sal de sulfonio incolora y soluble; este líquido ya no da más las 
reacciones de aquel cuerpo, ni por adición de más cloruro de oro, 
ni por ácido fosfowolfrámico seguido de adición de cloruro de oro, 
según nuestra reacción. Por el contrario, la otra porción de líquido 
a la que no se adiciono cloruro de oro continua dando las reaccio-
nes dei sulfuro de etilo (3(3' diclorado. 

En tercer lugar, el siguiente experimento prueba tambión la 
intervención de los átomos de cloro en la formación dei compuesto 
de coordinación coloreado con el cloruro de oro. 

Se agita una gota de sulfuro de etilo (3 (3' diclorado con diez cc. 
dei reactivo cloruro de oro durante unos segundos e inmediatamente 
se filtra, recogiendo el filtrado sobre disoluciòn de nitrato de plata 
previamente acidulada con ácido nítrico observándo-se que inme-
diatamente no se produce precipitado de cloruro de plata, sino que, 
éste va apareciendo progresivamente en la medida que se va 
decolorando el producto de adición. 

Por tanto formularemos la priraera fase de la reacción dei 
cloruro de oro con el sulfuro de etilo (3 (31 diclorado mediante un 
complejo coordinado dei oro con índice seis así 

C H 2 - C H 2 C l 
/ C l 

S - . . . A u : . c i 

\ ci'" ' • - . 
C H 2 - C H 2 C l 
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El átomo de oro acuparía el centro dei octaedro de Werner y 
la molécula dei sulfuro de etilo (3 |3' diclorado intervendría en tres 
posiciones de coordinación ocupando el azufre una y los dos cloros 
otra cada uno en vértices opuestos dei octaedro. Mediante la cons-
trucción de un modêlo estereoquímico se aprecia perfectamente la 
posibilidad de dicha distribución espacial. Adernás no está en 
desacuerdo con la configuración estereoquímica de la molécula dei 
sulfuro de etilo [í [3' diclorado que exigen Zahn y Mohles (C. 1939. 
I 3530) como resultado de sus medidas de su momento dipolar. 

Esta estructura dipolar cerrada nos explicaria el extraordinário 
poder disolvente de esta molécula sobre Ias restantes orgânicas y 
la dificultad de encontrar substancias impermeables a dicho cuerpo. 
Nosotros en 1937 investigamos, con auxilio de nuestro reactivo, 
este problema y solo encontramos totalmente impermeable, el papel 
de celofán. 

El hecho de precipitar el sulfuro de etilo j3(3' diclorado por 
algunos de los reactivos generales de alcalóides era conocido ya 
desde 1920 en que, según la bibliografia que figura en el trabajo 
ya citado de Schrõter, F. Martin (J. Pharm. Chim. (7). 22. 161) 
cuyo original no hemos podido leer, propuso como reactivos de 
dicho cuerpo el de Bouchardat (iodo en ioduro potásico y el de 
Dragendorff (ioduro bismútico potásico). 

Modernamente Burianà (C. 1937. II. 2300) ha propuesto el 
iodo mercuriato sódico para su determinación cuantitativa reco-
giendo el precipitado obtenido y J. Hokl y V. Karhànek (C. 1938. 
I. 239) han vuelto a proponer el reactivo de alcalóides según Dra-
gendorff y además el de Mayer (iodo mercuriato potásico) indi-
cando que estos reactivos son menos sensibles que el de Grignard. 

Ahora comprendemos porquê solamente los reactivos de alca-
lóides anteriores precipitan al sulfuro de etilo (3 (3' diclorado (por 
tener iodo o halogenuro metálico que produce la transformación en 
sal de sulfonio, que es la que precipita) y porquê en los hetero-
poliácides no había sido descubierta dicha precipitación. 

Salamanca a 16 de Diciembre de 1910. Laboratorio de Quí-
mica orgânica de la Universidad. 



Sur quelques théorèmes classiques 

PAR 

J . V I C E N T E GONÇALVES ( 1 ) 

(à Coimbra) 

La preraière partie de ce travail contient 1'extension des théo-
rèmes de Darboux, Rolle et Lagrange à une classe de fonctions 
dérivables — Ies fonctions g (a?) — comprenant des fonctions discon-
t inues; dans la seconde partie je m'occupe des fonctions qui ne 
passent pas d 'une valeur a une autre sans prendre toutes Ies 
valeurs intermédiaires ( fonc t ions remplissantes); et dans la troi-
sième et derniòre partie je fais en quelque sorte 1'inversion locale 
du théorème des accroissements finis. 

I - LE THÉORÈME DE DARBOUX 

1. Dans ce qui va suivre, g (x) designe toujours une fonction 
qui vérifie dans (a, b) Ies trois conditions suivantes: 

«) Elle y est la dérivóe (finie) d 'une fonction [que nous repré-
sen te rons pa r G (a?)]; 

(í) Elle y adraet, au moins aux points intérieurs, une dérivée 
finie ou infinie; 

y) Si elle n'est pas continue, ses points de discontinuité for-
ment un ensemble réductible. 

Toute fonction jouissant de ces mêmes propriótés dans un certain 
intervalle (a, [3) sera pour nous une fonction g (ou au type g) dans 
cet intervalle. 

(1) Boursier de VInstituto para a Alta Cultura. 
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Une fonction continue est óvidemment une fonction g dans tout 
intervalle ou elle possède une dérivée (finie ou infinie). 

1. g (x) n'a jamais cies points de discontinuitè de premiere 
espéce. 

En effet, d'aprò3 Ie thóoròme des accroisseraents finis, 

G (c + li) - G (c) 
h 

la limite de g (#) pour x = e, lorsqu'elle existe, est donc toujours 
G' (c), c'est-à-dire g (c). 

La fonction 

f (x) = sen — , / (o) = o, 

discontinue pour x — o, nous offre un exemple trós simple d 'une 
fonction g à un seul point de discontinuitè. 

Lorsque / (a?) est une fonction g dans (a -f e, b), quelque petit 
que soit Ie nombre positif e, on dit qu'elle est une fonction g 
dans (a -J- o, b). I! existe alors, évidemment, une fonction F (x) 
ayant f (x) pour dérivée pour toute valeur de x vérifiant la condi-
tion a < x < 6 . 

On entendra de même Ies fonctions qui sont au type g dans 
(a, b — o) ou dans (a -f o, b — o). 

Soit f (x) une fonction qui est au type g dans (a -}- o, b) et qui 
admet pour x — a une limite finie lc. f (x) reste donc bornóe au 
voisinage de a et, d'apròs Ie thóoròme des accroissements finis, 

F (,x") - F (x1') = (x" - x1) f (y) (a<x'<t,< x"), 

sa primitive F (x) admet elle aussi une limite finie K pour x = a 
Dès lors, si nous faisons 

çp (a?) =/ (x ) , (x) = F (a-) pour a •< x < b 
et 

(p (_r) = /í , (x) = K pour x = a, 
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«I» (o?) sera continue dans (a, b) et, d'aprcs la relation 

$ (a + It) - $ (a) 
h ? (a + e/0 (o<e< 1), 

aura pour x = a une derivée ógale à 9 (a). La fonction <p (x) sera 
donc une fonction g dans toute 1'extension de 1'intervalle (a, b). 

De ces fonctions 9 (a-) et <1> (x) nous dirons qu'elles sont 
Ies prolongements naturels de f (x) et F (a"), respectivement, 
pour x = a. 

Nous pouvons alors écrire: 

2. Lorsqu'une fonction est au type g dans un intervalle ouvert 
et y admet un prolongement naturel, ce prolongement est encore une 
fonction g dans 1'intervalle fermé. 

2. Cela posó, revenons à notre fonction g (as). D'après la con-
dition |3), g (-z) admet, au moins à 1'intérieur de (a, b), une derivée 
finie ou infinie g' (a;). Nous désignerons par k et K Ies bornes 
de cette dérivóe pour a < ^ x < ^ b et nous allons montrer que 

1. g' (x) prend à 1'intérieur de (a, b) toute valeur 1 comprise 
entre k et K. 

Dire que g' (x) prend la valeur l c'est dire que la dérivée 
de g {x) —x prend la valeur zéro, e t réciproquement. Nous pou-
vons donc supposer 1 = o et par suite k < ^ o , K ^ > o . 

D'apròs la définition même de ces limites, il existe à 1'in-
térieur de (a, b) deux points a. et |3 tels que g' (a) <_' o 

d' (P) et on peut déterminer un nombre positif ò de 
maniòre à avoir 

g (x+h)-g (a) g (Ç> + h)-g ((3) 
< 0 , t > 0 h 

pour toute valeur (positive) de h plus petite que ò. 
Or, la fonction 

? .<1 (x-\-h)-g (x) 
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ayant dans (a, (B) une primitive continue, la double condition 
<p ( « ) - < o , 9 (p) >» o implique, d'après Ie théorôme de Darboux, 
9 (Çj == o, c'est-à-dire 

1) + = ( « < £ < P ) . 

Nous voyons donc que 1'hypothòse k < ^ o , K ^ > o entraíne 
Pexistence de deux points \ (h) et \ (A) + A — A étant aussi petit 
qu'on Ie veut — pour lesquels g (x) prend des valeurs égales. 

Supposons viaintenant que g' ( x j ne soit jamais nulle à 
Vintérieur de (cr, b) et construisons une succession An tendant vers 
zéro et telle que la correspondante succession In tende vers quel-
que limite X [nécessairement contenue dans (a, p), donc intérieure 
& (a. 6)]. 

Ni In ni + hn ne peuvent rester fixes pour une infinité de 
valeurs de n : il serait alors In = X ou En + An = X (pour de 
telles valeurs de n) et il s'en suivrait g' ( X ) = oà cause de 1); 
il n'est pas possible, non plus, que X demeure intérieur à 
(5», In + An), car, pour A assez petit, Ies deux conditions 

9' ( X ) <0 ) ^n n + An 

entraineraient 

9 &n)>9 C->n-ràn). 

A partir d 'un certain ordre, X est donc en dehors de (ln, S n + A„) 
et Ies relations 

Iim In = Hm (In -1- hn) = X 

assurent 1'existence d'une infinité d'intervalles (£, \ -f * o u s ^is-
joints, pour lesquels X est un point limite. 

Soit (a,-, bi) un de ces intervalles. Que f (a;) y soit continue ou 
non, on ne peut avoir toujours g' (x)^>o (ou g' (x)<^o) depuis 
a, jusqu'à òj, car g (a,) = g (bi) (1). On peut donc trouver dans 
(ai, bi) deux points — a,- et Pi — pour lesquels g' (x) prend des 

(') Ainsi qu'il este bien connu, il n'est pas nácessaire d'avoir recours au 
théorème des acroissements finis pour établir qu'une fonction dont Ia dérivée est 
positive dans tous Ies points d'un intervalle est croissante dans cet intervaile. 
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valeurs (finies ou non) de signes opposés, et 011 en déduit corame 
ci-dessus qu'il existe dans (a,, j3<) un point X i , limite d'intervalles 
disjoints (a,y, bij), dont Ies extremes donnent des valeurs égales 
pour Ia fonction g (x). Et ainsi de suite. 

S'il y avait un intervalle (dij . . .m , bij,. ,„) dans lequel g (x) fút 
continue, nous aurions certainement g' (x') = o pour quelque point 
intérieur x'; mais, par hypothèse, c'est toujours g' (x)=ho: il est 
donc nécessaire qu'il y ait au moins un point u de discontinuitó 
pour g (x) dans chacun de ces intervalles. 

Or, Ies points u appartenant à (a,-, bj) ont au nioins un point 
limite — A"; Ies u appartenant aux (a,j, btJ) ont au moins un point 
limite Xi dans ( a b , ) et, par conséquent, il y aura au moins un 
point — X — dans leur second dérivé; et ainsi successivement. 
Si c'était g' (x) < o partout à 1'intérieur de (a, b), Ies points de dis-
continuitó de g (x) formeraient donc un ensemble ayant des dérivés 
de tout ordre fini, et ceci n'est pas possible d'aprés la définition 
même de g (x). 

Nous avons ainsi étendu aux fonctions g (x) Ie théoròme de 
Darboux pour Ies fonctions continues. 

Il convient de remarquei' que 

2. g ' (x) admet dans (a, bj Ies mêmes bornes qu'à 1 ' i n t é r i e u r . 

Occupons-nous, par exemple, des bornes inférieurs Ic et k\ 
celle-ci se rapportant à 1'intervalle ferroó. 

Si c'était HcCk ' , Ies bornes correspondantes pour la dórivée de 

T ( x ) = o G1') — yx ( k ' C y C i c ) 

seraient k1 — yC0 e^ k — */^>o. U suffit donc de prouver qu'on 
ne peut avoir Ic1 C0 et k o. 

Ic ótant positive, g (x) croit avec x à 1'intérieur de (a, b), et il 
vient g (a -f o) C O (x) C g f i — ; °r, k' C o entraine g' (a)Co ou 
g' (b)C°, c'est-à-dire g (a)J>jr(a + o) ou g (b)Cg (b—o); g (x) aurait 
alors au moins un point de discontinuitó de premiòre espòce, et nous 
savons que cela n'est pas possible (1. 1). 

3. On peut maintenant gónóraliser sans peine Ies thóoròmes 
classiques de Rolle, Lagrange et Cauchy, Ies rendant applicables aux 
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fonctions g (a;), et cela sans rien supposer de 1'existence de g' (x) 
aux points extrêmes. 

Par exemple, 

1. Si g (a) = g (b) , g' (x) s'annule entre a et b. 

Il suffit de montrer que g1 (a?) prend des valeurs de signes 
opposés à 1'intérieur de (a, b). Or, si l'on avait toujours g' (x) o 
pour a < ^ x < ^ b , on aurait aussi, pour ces mêmes valeurs de x, 
g (a o) <Z,g (x) <^g (b — o) et ce seraient g (a + o) et g (b — o) 
et non pas g (a) et g (b) Ies valeurs de G' (x) = g (a?) pour x = a 
et x = b (1. 1). 

Les théorômes de Lagrange et de Cauchy se déduisent comme 
d'habitude du thóoròme de Rolle. 

Remarquons seulement que la premiòre de ces propositions, 

nous assure que la limite de g' ( t ) pour t=x, lorsqu'elIe existo 
(finie ou non), est la valeur mêrne de g' (t) pour l=x. 

En particulier, 

2. g' (x) n'a jamais des points de discontinuitè de premiere 
espece et est par suite une fonction continue dans tout intervalle 
ou elle est monotone. 

4. Les fonctions g (a,) ne sont pourtant pas Ies seules auxquel-
Ies on puisse appliquer ces propositions fondamentales. En voici un 
exemple, dont nous aurons à nous servir plus tard. 

Soit / (a;) une fonction au type g pour a < ^ x < b , mais ayant 
au point x = a une discontinuitè de premiòre espèce. 

Nous savons (1. 2) que cette fonction admet un prolongement 
naturel <p (a?), qui, lui, est une fonction g dans tout 1'intervalle (a, b). 
Nous avons donc Ie droit d'écrire 

g (x + h) — g (•>•) 
h 

= ^ + 0 h ) ( o < 0 < l) , 

9 (a + h) — y (a) 
h (o < -fl < I), 
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c'est-à-dire 

De là 

1) 

en posant 

On a d'ailleurs /' (a) = + oo selon que A < o. 
Faisons maintenant l'hyppothòse que / ' (a;) puisse converger 

v e r s / ' ( o ) Ie Iong d'une succession xn ayant a pour limite, et choi-
sissons Xp en sorte que f (xp) soit comprise entre f (a) et Ie 
second membre de 1). Ce second membre sera alors Iui même 
compris entre f (.vp) et f (a -J- n h) et il y aura (2. 1) entre xr 

et a + r) Ii un point a -J- 0 h tel que 

/ ' (a + * h) + 4 =/" (« + 6
 hh 

Ce sera donc 

2 ) f ( a + h l - W = f ( a + Ok) ( o < 0 < 1), 

pour toute valeur positive de Ii < b — a. 
Il est à remarquer que, réciproquement, cette relation 2) entraine 

pour f (a?) Ia possibilité de converger vers /' (a) Ie Iong d 'une suc-
cession ayant a pour limite. La condition est donc, en même temps, 
nécessaire et suffisante. 

f ( a + h ) - f ( a + o ) 
h = / ' (« + 'I h). 

f í a + h ) - f ( a ) , , . , , . A 
= / (a-{-nh) + T , 

A = f ( a + o ) - f ( a ) . 

I I - L E S FONCTIONS REMPLISSANTES 

5. Soit f (x) une fonction réelle quelconque et soient l (c, e) 
et L (c, e) ses bornes pour 1'intervalle (c, c -J- e). Nous ferons 

/ (c -J- o) = Iim l (c, e) , L (c -J- o) = Iim L (c, e) (a < c b) 
£—0 S = O 

et nous dirons que l (c -J- o) et L (c -J- o) sont Ie minimum et Ie 
maximum de / (x) pour x = c -J -o. Ces limites (finies ou infinies) 
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et toutes Ies valeurs intermôdiaires seront pour nous Ies valeurs 
possibles de f (x) pour x=c -f o. 

Toute valeur 1 (nécessaireraent finie) prise par f (x) dans 
(c, c -f- e), quelque petit que soit s, sera une valeur réalisable à 
c -f- o. 

Évidemment, seules Ies valeurs possibles à c - f o peuvent y être 
réalisables. 

Ces conveutions s'étendent d'elles mêmes à c — o, c 'es t -à-dire 
au coté gaúche de c. 

La plus petite des limites l (c -f- o) et l (c — o) est Ie mini-
mum Z(c) de / (x) pour x = c; la plus grande des limites L(c-\-o) 
et L (c — o) est Ie maximum L (c) de f (a?) pour x = c. 

D'ailleurs, comme on a 

l (c + o) < L (c — o) , l (c — o) < L (e -j- o), 

l (c), L (C) et toute valeur intermédiaire sont des valeurs possibles 
de f (x) pour x = a — soit à gaúche (x = c — o), soit à droite 
(x = c -f- o). 

Nous dirons que f (x) est remplissante dans (a, b) lorsque cette 
fonction ne peut passer de f ( a ) à sans prendre dans (a, fi) 
toutes Ies valeurs intermédiaires, et cela quels que soient « e fí 
dans (a, b). 

Les dérivóes à primitive continue et, plus généralement, Ies déri-
vóes des fonctions cj (a?) jouissent de cette propriété; il y a pourtant 
des fonctions remplissantes qui sont partout discontinues. 

Une fonction remplissante dans (a, h) prend à Vintérieur de 
cet intervalle toute valeur comprise entre ses bornes pour ce même 
intervalle. 

Soient l et L Ies bornes de f ( x ) pour (o, b) Si l'on a 
on peut déterminer x > a et [3 <; b en sorte qu'il soit encore 
/ ( a ) < < X - < f ( ( 3 ) , et alors f ( x ) prendra la valeur X à 1'intérieur 
de (a, p). 

Il est d'ailleurs évident que f ( x ) a Ies mêmes bornes dans («, b), 
que 1'intervalle soit ouvert ou fermó. 

6. / (x) sera dite remplissante à c - f o lorsque toutes ses 
valeurs possibles pour x = c -f- o y sont réalisables, sauf, peut-être, 
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celles qui sont des bornes de la fonction pour quelque intervalle 
(c, c + e). Hême définition pour x = c— o. Et nous dirons que 
f (x) est remplissante à c lorsque cette fonction sera remplissante 
à c — c e t à c - f o (1). 

Une fonction remplissante dans (,a, h) l'est aussi a tout point 
de cet intervalle. 

En effet, étant remplissante dans (a, b), f ( x ) prend dans (c, c - f s) 
toute valeur comprise entre l (c, e) et L (c, c); elle y prend donc 
toute valeur comprise entre I ( c - f o et L (c -f- o), et cela quelque 
petit que soit e. Elle y prendra même la valeur l ( c - f o), par exem-
ple, si toutefois cette valeur, supposée finie, n'est la borne de f (x) 
pour aucun intervalle (c, c + 5). Toutes ces valeurs sont bien réa-
lisables pour x = c -f o, et il en serait de même pour Ie cotó gaú-
che de c. 

Remarquons encore que /Ca ; ) prend effectivement dans (c — e, 
c -f- e) toute valeur comprise entre l (c) et L (c). Parmi Ies valeurs 
possibles à c i I y a donc deux, tout au plus, qui ny sont pas réa-
lisables. 

La fonction 

f (x) — 2 x (1 -f- sen — - f Iog a;2) — cos — (f (o) = o), 
CC 1OC 

ayant partout une primitive continue, est remplissante en tout 
point. Pour x = o, nous avons 

/ ( { o ) = l ( - o ) = — 1 , L (-f 6=L ( - o ) = l ; 

Ies deux limites sont bien réalisables à gaúche, mais Ie premier 
seul est róalisable à droite. On voit que L ( - f o) = 1 est la borne 
supórieure de f (x) pour des intervalles (o, 5). 

Réciproquement, 

Une fonction remplissante à chaque point de (a, b) est aussi 
remplissante dans (a, hj. 

(1; Bien entendu, pour c -— a ou c =6 oa ne considero nu'uu coté de c. 
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Nous prenons X plus grand que f (a) et plus petit que / (|3) et 
nous allons montrer qu'il se trouve dans (a, (3) un point \ pour 
lequel f (x) égale X. 

Il en est bien ainsi s'il y a à 1'intórieur de («, (3) un point 
l tel que 

l ($)<!<L (í). 

Admettons donc que cela n'ait jamais Iieu et choisissons à 
1'intórieur de cet intervalle un point c tel que L (c) < X. (II suffit 
pour cela que l (c) <; X). 

Si f (x) prend des valeurs plus grandes que X en tout intervalle 
(c, c -f- s), nous avons L ( c - f o) = X et X n'est alors la borne supê-
rieure de / (x) pour aucun de ces intervalles, — pas plus que la 
borne inférieure si f (c) <1X. Uans ce cas-ci, donc, X est atteint 
en c, à droite. D'ailleurs, lorsqu'on n'a pas / ( c ) < [ X , Ies relations 

f(c)<L ( C f o ) = X 

donnent / (c) = X, et la proposition est bien dómontróe. 
S'il y a des intervalles (c, c -f e) ou jamais f ( x ) ne surpasse X, soit 

y Ie borne supórieure de leurs extremes c -(- e. Évidemment, y<(3-
On ne peut avoir L (y)<CX, car cela entrainerait y -<(3 et il y 

aurait alors un intervalle (y, y -f- s) ou nous aurions encore 

f ( x ) < L (y)-f Ò<X. 

Si L (y) = X. il vient aussi y •< (3; et, comrae / (x) prend dans 
(y, y -f í) des valeurs plus grandes que X, nous retombons dans Ie 
prómier cas (y = c). 

Enfin, si L (y)^>\ nous avons f ( y ) > X , donc L (c — o)^>X, 
et en même temps l (c — o) < X (car / ( a ; ) < X à gaúche de y). 
X est donc possible en y, à gaúche, et y est aussi réalisable, car 
elle n'est ni la borne supórieure ni la borne inférieure de f (x) pour 
un intervalle (y — s, -/), sauf, pour la derniòre, si f (x) demeure tou-
jours égale a X au voisinage gaúche de y. En tous Ies cas, donc, 
f (x) prend la valeur X à 1'intórieur de (a, (3). 

Pour une fonction g (x), il y a tout au plus un ensemble réduc-
tible de discontinuités et, pour tout point de cet espòce, tout au 
plus deux valeures qui n 'y sont pas róalisables. Donc, 
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Pour une fonction g (x), Ies valeurs non réalisables là ou elles 
sont possibles forment, tout au plus, un ensemble dénombvable. 

I I I —INVERSION LOCALE DU THÉORÈME 
DE LAGRANGE 

7. Le théorème de Darboux (2 . 1) admet une interprótation 
góométrique bien s imple : 

Tout nombre compris entre Ies bornes k' et K' de g' (x) pour 
1'intervalle (a, b) est Ie coefficient angulaire de la tangente à la 
courbe y = g ( x ) à un point intérieur de l'are correspondant à 
cet intervalle. 

On pourrait y ajouter, en renversant en quelque sorte 1'inter-
prétation géomótrique du thóoròme des accroissements finis, 

Le point de contact appartient à des ares dont la corde est 
par allele à la susdite tangente. 

En effet, choisissons (3 et 5 de maniòre à avoir 

h 

pour toute valeur (positive) de h plus petite que La fonction 

1 
? ( * ) - J1 

g (x -f h)—g (o-) 

étant la derivée d'une fonction continue, il existe à 1'intérieur 
de (a, (3) un point \ tel que 9 (S) = X , c'est-à dire, d'apròs Ie théo-
rème de Lagrange, 

JL ^ £ + h)-g (Ç)] =I = g' + ô h) ( o < 0 < 1). 

1 est donc, en même temps, Ie coefficient angulaire de Ia tangente 
au point d'abcisse £ 0 /i et Ie coefficient angulaire de la corde de 
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l 'arc correspondant à 1'intervalle (E, Z -f h), au quel cette abcisse 
est intérieure. 

En dirainuant li et en augmentant E, on peut faire en sorte 
que E + 0 li reste constante (sans variation de 0), et on obtient 
alors une infinité d'arcs ayant la propriété dont il s'agit. 

La proposition est d'ailleurs géométriquement intuitivo: Si en 
M0 [x°, g (a*0)] aboutissent deux ares de y=g (x) — l 'un pour 
l 'autre pour x y > x ° — et si ces ares sont placés du même coté de la 
tangente M0 T, en conduisant par un point voisin il/ [a?, g (x)] une 
parallòle à cette droite on aura une corde dans Ies conditions désiróes. 

Par conséquent, 

La tangente oblique aux eordes de tous Ies ares contenant à 
1'intérieur son point de contact est une tangente d'inflexion; et la 
valeur correspondante de g' (x) est une des bornes k' ou K' de cette 
dérivée pour 1'intervalle de la courbe. 

Si M0 est un point d'inflexion, tout are assez petit ayant ce 
point à 1'intérieur possòde une corde oblique à la tangente M0 J 
ou confondue avec celle-ci. 

8. Cette question de parallòlisme parmi cordes et des tangentes 
présente un aspect local d'un certain interêt. 

Soit AH la répresentation góométrique (continue ou non) de la 
fonction ?/ =/ (x) — a < ÍT <6 — dans Ie plan des axes rectangu-
laires OX et OY, ce dernier étant censé vertical: 

Dans quelles conditions AB contient-il une partie AH dont la 
tangente intérieure MT — lorsqu'elle n'est pas verticale — soit paral-
Vele à la corde d'un are AN, plus grand que ASl et ayant la même 
origine A ? 

Nous allons étudier cette question en supposant qu'à tout point 
M correspond un seul are ^lAr et que cet are s 'annule en même 
temps que AM (1). Nous admettrons en outre que / (x) est une 
fonction g à 1'intérieur de (a, bJ. 

(1) C'est à-dire que N tond vers la droite x = a en même temps que M. Ce 
n'est pas toujours Ie cas si f(x) est discontinue pour x — a. 
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Analytiqueraent, en faisant pour abréger a = f(a) = o, il s'agit 
de chercher dans quelles conditions il existe un nombre positif a 
tel qu'à tout x de (o, a) on puisse faire correspondre un et un 
seul y x tendant vers zéro avec x et vérifiant 1'égalité 

4) T ^ f ^ 

partout ou f (x) est finie. 
Nous ne ferons aucune bypothèse sur la nature de / (x) pour 

x = o; mais, cette fonction étant du type g à 1'intérieur de (o, ò), 
il en sera évidemment de même de la fonction ç (x) = f (a?): x, qui 
y est continue et dórivable en même temps que f ( x ) et admet 
aussi une primitive continue. 

En supposant que a existe et jouisse des susdites propriétés, 
choisissons dans (o, a) un point \ ou f (x) ait une valeur finie. 
A x = l correspond par hypothòse un y = n et nous aurons 

5 ) r ( ¾ = ^ - = ? 

Tout d'abord, cp (x) est continue pour x=n 
En effet, s'il en était autrement, on aurait, par exemple, 

f (•/)) = çp1 ( / ) ) = - | - o o et, p et q étant Ie mInimum et Ie maximum 
de <p (x) pour x = n, il viendrait ç (r,) = p. Or, soit l un nom-
bre compris entre 

P= f (D et q < f (n) = -t- oo 

et soit u un point de (5, /i) ou f (x) = X Nous savons que dans 
tout intervalle (n - s, vj -j- e) il se trouve une infinité de points v 
ou 9 (x) prend cette valeur /. Alors, pour x — u il y aurait non 
pas un, mais une infinité de points correspondants y = v. 

Donc, cp (x) est bien continue pour x = r,. 

En second lieu, 9' (n) a une valeur finie. 
Si l'on avait, par exemple, 9' (n) = + 00 , ce serait aussi 

f (•/)) = + 00 et on pourrait construire une succession croissante 
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vin -* "fl, telle que f (n„) -f- oo (1). Soit S Ia limite des S„ qui cor-
respondent aux -/)„. Comme 9 (Sn) —• 4- oo , on ne peut avoir S = ri; 
et alors Ies conditions v ) n < S n , v)n -••/) donnent S > v ) . 

Or, 9 (Sn) peut approcher -f- oo , mais on n'a pas 

Iim 9 (x) = + oo , 
x = 3 

car, si celà était, la primitive de 9 (x) aurait à S une dérivée infinie 
et non pas égale à 9 (S). Donc, 9 (z) peut tendre aussi vers une autre 
limite A quand x tend vers S. Mais ceci n'est pas moins impossi-
ble, car, étant remplissante à S, 9 (x) devrait prendre, au voisinage 
de ce point, une infinité de fois toute valeur finie prise par 
f (x) au voisinage de n. 

Enfin, pour v í O , 9 ' (yj)^to. 
En effet, Ies deux conditions v)<Ca, ('i) os assurent à x = y> 

un correspondant y = S. Nous avons donc 

W l ) = 9 1-/1) , J 1 ( I i ) = 9 (S) 

et 1'hypothcse 9' (n) = o, c'est-à-dire 9 (n) = / ' (n), entrainerait 
l'existence de deux correspondants pour E: savoir n et S. 

9. Ces remarques faites, nous allons maintenant démontrer que 

1. Si a existe, 9 (x) est monotone à 1'intérieur de (o, b). 

D'abord, il existo certainement un nombre ò tel que f' (x) ne 
change pas de signe en (o, car, s'il en était autrement, f (x) 
s'annulerait à des points xn convergeant vers x = o, points dont 
Ies correspondants convergeraient eux-mêmes vers zéro, et alors, 

(') f (x) étant une fonction g à 1'intérieur de (o, b), pour tout point c qu'on 
y prenne ce sera (3) 

f ( . ± H - f M ^ f l ( 9 ± t k ) ( 0 < 6 < 1 ) 

Il est donc possible de construire une successions (même monotone) 
Xn = c + On hn tendant vers c et telle que f' (Xn) -*• t! (")• 
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en prenant f (Xi ) < o et f ( X i ) o, tout xn aurait encore un 
correspondant entre Ies correspondants Yi et Yi de Xi et Xil vu 
que 9 (T 1 ) < o et 9 (Y2) > o. 

Supposons donc f (x) positive à 1'intérieur de (o, ò). f (x) y est 
alors une fonction croissante et nous pouvons même admettre (en 
remplaçant au besoin ò par un nombre plus petit) qu'elle y est 
toujours positive (à cause de 4). Lorsque x tend vers zéro, f (x) 
décroít donc vers une limite f i n i e / ' ( + ° ) et, s'il arrive q u e / ( + o ) 
diffòre de f (o), 4) nous assure que f (x) peut converger vers f (o) 
Ie Iong d'une succession ayant zéro comme limite, f (x) étant une 
fonction g pour ce sera alors (4) , pour toutes ces valeurs 
de X1 

6 ; I M - = f (u) ( o < « < « ) . Jb 

Or, si l'on avait 

en faisant 

on aurait également 

V(Ul) = V(Ui) ( 0 < Z 7 i < C / 2 < i ) , 

f(Ui) 
U i 

f1 («i\ 

/' («i) = T (Ui) = 9 (Ui) 

et à x= ui correspondraient y = Ui et y= L\ ce qui est impos-
sible par hypothèse. Donc, 9 (x) est bien une fonction monotone. 

Le fait que, d'après 6), tout x est aussi un y, nous montre que 
9' (a?) est toujours finie à 1'intérieur de (o, 6); il en est de même, 
donc, de /' (a?) et par suite f ( x ) est une fonction continue pour 
toutes ces valeurs de x. 

9 (x) étant monotone, f' (o), d'apròs sa définition même, existe 
toujours (finie ou non), et on voit à 4) que 

7) Iim f (x)= f (o). 
X=O 

D'ailleurs, on a partout 9' ( ® ) < o ou 9' ( a ? ) > o ; mais, puisque 
tout x est aussi un y, seules Ies inégalités sont possibles. Donc, 
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Si a. existe, f (x) vérifie la relation 7), ainsi que Vune ou Vautre 
des conditions 

8 ) X f ( X ) -/(•?•)<o , x f ( x ) - f ( x ) > o (o<x<b). 

Kéciproquement, la premiòre des conditions 8), par exemple, 

étant vérifiée, 9 (a?) croit avec — et il vient 
X 

? (6) < ? ( * ) < / " (o). 

Or, f (x), qui est plus petite que 9 (x) d'apròs 8), tend vers f (o) 
lorsque x tend vers zóro. On peut donc determiner a en sorte que 

9) 9 (b) C f (x) <' 9 (a?) pour o •< x < a. 

et, 9 («) étant remplissante dans (,r, il y aura à 1'intérieur de cet 
intervalle un y tel que 

<P (.'/) = f (•>")• 

Naturellement, il n 'y en a pas d'autres à cause de 8); et y tend 
vers zéro en même temps que x, car, plus x est petit, plus petit 
aussi será de nombre (3 qu'on pourra mettre en 9) à la place de b. 

En nous débarrassant des hypothèses faites pour abréger 1'écri-
ture, nous pouvons donc di re : 

2. f ( x ) étant une fonction g pour a x <; b, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il existe un nombre positif « tel 
qu'à tout k « corresponde un et un seul h k vêrifiant la rela-
tion 

f ( a + h ) - f ( a ) = h f ( a + k ) 

et tendant vers zéro en même temps que k est que f (x) elle même 
vérifie Vune ou Vautre des inégalités 

10) { , v _ a ) f ' { x ) > f ( x ) - f [ a ) 

pour toutes Ies valeurs de x considerées et qu'on ait en outre 

11) hm f (x) = / ' (a), 
,r = a 
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Les conditions 10) et 11) sont certainement vórifiées au voisi-
nage de a; —a lorsque f" (a) existe et a une valeur finie et diffé-
rente de zéro. 

En effet, nous avons alors, d'après la formule de Taylor-Peano, 

/ ( * ) - / ( a ) = (x - a) f * (a) 4- [ / " (a) + « | ( » « e = 

et la définition même de dérivée nous donne en même temps 

f (x) = f (a) + (a?—a) [ f (a) 4 - « ' ] ^ / = ° ) . 

Ce sera donc 

12) ( x - a ) f { x ) - { f ( x ) - f ( a ) ) J ^ [ f ' ( a n e ' ' ] (^e"=0), 

ainsi que 1'exige 10). La condition 11) est évidemment satisfaite. 

S i / " (a) n'existe pas ou a une valeur nulle ou infinie, m a i s / " (x) 
demeure toujours diffórente de zéro au voisinage de a et f (x) y 
est une fonction r/, Ies deux conditions 10) et 11) sont encore verifiées. 

En effet, /" (a?) ne pouvant alors changer de signe, Ie preraier 
membre de 12', dont la dérivée est (x — a) f" (x), reste toujours 
positif ou topjours négatif pour Ies petites valeurs de x — a. Et 
d'autre part f (x) est une fonction monotone. On suppose, bien 
entendu, / (x) bornée au voisinage de a, autrement f (« + o) pour-
rait ne pas exister. 



PARECER 
acerca da fiscalização e condicionamento 

de venda das especialidades 
farmacêuticas 

Dignou-se o Sindicato Nacional dos Farmacêuticos de convidar 
a Faculdade de Ciências da Universidade de Coimbra a pronunciar-se 
sôbre a doutrina do ante-projecto de um decreto-lei e respectivo 
Regulamento, cuja promulgação vai solicitar do Govêrno da Nação 
Esse ante-projecto, respeitante à fiscalização e condicionamento de 
venda das especialidades farmacêuticas, sugere as seguintes consi-
derações que se afiguram da mais alta importância. 

No art. I.0, alínea 3.a, estabelece-se que de quaisquer especiali-
dades farmacêuticas que se pretenda introduzir no mercado se for-
neçam « as amostras necessárias para as análises e experiências a 
que a nova especialidade deve ser submetida>; e na alínea 4.a 

determina-se que, depois de feitas as análises e experiências em 
questão, o requerente se tem de apresentar a um júri de que fazem 
parte vários membros e entre êles um professor catedrático da 
Faculdade de Ciências. 

Parece mais razoável que em vez dum exame, o requerente 
objecte por escrito a quai;quer alegações que as entidades oficiais 
encarregadas das análises e apreciação do valor terapêutico das 
especialidades, no seu relatório, contra elas apresentem. Mais razoá-
vel e mais seguro. 

Onde o ante-projecto, que estamos analisando, se afigura porém 
de importância transcendental para a vida das Universidades, é nos 
seus arts. 5.° e 6 °. Pelo art. 5° cria-se o Laboratório Nacional de 
Verificação Científica; reconhece-se-lhe carácter de Instituto de 
investigação científica; e pelo art. 6.° coloca-se, como Estabeleci-
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mento de alta cultura, na dependência do Ministério da Educação 
Nacional. Mas, não obstante todas essas características, o referido 
Laboratório e Instituto de investigação ó criado, não junto das 
Faculdades universitárias que são naturalmente os organismos 
nacionais encarregados da ftmção cultural, mas junto do Sindicato 
Nacional dos Farmacêuticos que não passa dum organismo de coor-
denação económica dependente do Ministério da Economia. 

Isto não está certo! 
Se o Sindicato Nacional dos Farmacêuticos, para exercer as 

suas acções coordenadora e orientadora das actividades profissionais 
dos seus membros, necessita da cooperação das Universidades e 
outras Escolas Superiores, é evidente que se devem estabelecer as 
condições legais indispensáveis para eficazmente se assegurar essa 
colaboração. As Universidades têm nisso todo o interesse, e estou 
certo de que se porão com a maior boa vontade à disposição do 
Govêrno. 

Com o que, porém, as Universidades não podem nem devem 
concordar é com a criação de Institutos de alta cultura e de 
investigação cientifica fora do âmbito da sua jurisdição adminis-
trativa, técnica e cultural, quando, como se verifica, toda a activi-
dade científica e cultural dêsses organismos mais não é do que 
uma extensão da laboriosidade científica universitária. Tem-se nos 
últimos tempos assistido, — com alegria o notamos — a uma solici-
tação constante e intensa da parte dos organismos económicos de 
colaboração universitária nas tentativas de solução de numerosos 
e vários problemas científicos de interesse imediato à vida e pros-
peridade da Nação. Mas não podemos deixar de discordar da forma 
como essa colaboração se tem estabelecido, ou pretendido estabe-
lecer, por ser altamente prejudicial aos interesses universitários, em 
última análise aos da Nação. Refiro-me à deslocação do pessoal 
técnico dos laboratórios universitários para institutos criados fora 
das Universidades, ou nomeados para comissões de serviços doutros 
Ministérios, por tempo que obriga ao abandono completo dos seus 
encargos técnicos normais. 

Novos problemas envolvem despesas e pessoal técnico suple-
mentar; não ó indispensável criar mais laboratórios e institutos 
do que os existentes; basta supri-los de meios pecuniários e agen-
tes técnicos em correspondência com o excesso de actividade que 
se lhes demanda. 

É mais económico e, para um país pequeno, sem grandes recur-
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sos quer de dinheiro quer de pessoal técnico, mais útil sob o ponto 
de vista do desenvolvimento cultural da Nação. Yalem mais pou-
cos laboratórios bem instalados e apetrechados, com direcção 
técnica superior e competente, do que muitos todos eles pobre-
mente organizados nos seus vários aspectos. Melhorem-se os exis-
tentes, habilitando-os a bem desempenhar todas as suas funções — 
actuais e futuras — mas não se vá aumentar mais uma unidade à 
legião dos indigentes! 

Isto quanto ao interêsse universitário geral do ante-projecto. 
Mas se analisarmos devidamente as disposições dos seus art.os 9.° 
e I l . 0 não será difícil concluir que a sua aprovação vem a cons-
tituir a sentença de morte do ensino da Farmácia nas Universi-
dades de Coimbra e Porto. 

Na realidade a direcção técnica do Laboratório Nacional de 
Verificação Científica viria exclusivamente a competir (art.° 9.°.) 
ao Director da Escola Superior de Farmácia de Lisboa, e como o 
conselho técnico do referido Laboratório (art.° 11.°.) fica com com-
petência para organizar cursos de aperfeiçoamento, regidos por 
especialistas estrangeiros de reconhecida competência, para isso 
contratados, (art.° I l . 0 . ) , não será fantasia suspeitar que, na base 
de quaisquer preferências legais, fáceis de conseguir, se venha de 
futuro a dar preferência nas colocações aos farmacêuticos que 
tiverem seguido com proveito tais cursos de aperfeiçoamento. Natu-
ral será pois concluir que, num futuro relativamente próximo, a fre-
quência da Escola e Faculdade de Farmácia de Coimbra e do Porto 
se achem reduzidas a um número tal que não justifique a sua exis-
tência. 

Mas há ainda outros aspectos que, sob o ponto de vista nacio-
nalista, merecem devida ponderação, e mostram o paradoxo da 
maior parte das iniciativas nesta curva da evolução política nacio-
nal em que afortunadamente nos encontramos. 

Tudo custa dinheiro! Não há melhoria possível no estado da 
insuficiência geral que manifestam as actividades nacionais sem 
que os respectivos organismos disponham de recursos financeiros 
suficientes e técnicos competentes. Material bom e pessoal ades-
trado são necessidades caras. 

A mentira da nossa producção científica ó a resultante lógica 
da falta do correspondência que existe entre as aspirações legais 
introduzidas no articulado dos diplomas dos respectivos organismos 
e a misória dos recursos postos à sua disposição (material e tócnicos). 
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No ante-projecto em discussão encara-se este aspecto do assunto 
(art.0 7.°.), autorizando-se o Sindicato Nacional dos Farmacêuticos 
«a contrair um empréstimo na Caixa Geral dos Depósitos, Crédito 
e Previdência, até à quantia de 1.000 contos, amortizável em cinco 
anos, destinado à instalação e montagem do Laboratório Nacional 
de Verificação Científica»; estipulando se no § único, que a refe-
rida instalação «deve fazer-se por ampliação da séde do Sindicato 
Nacional dos Farmacêuticos, a que será acrescido um andar desti-
nado exclusivamente ao fim para que é construído, podendo também 
aproveitar-se para o mesmo fim a cave e o terreno circundante». 

Ficar-se-ia com mais um laboratóriozinho ! A verba ó mani-
festamente insuficiente, mesmo que se destine exclusivamente à 
aparelhagem do laboratório 

Por outro lado não é de aprovar o processo consignado no 
art.0 8.° de angariação de receita pela aposição de um sêlo de $20 
em cada receita médica aviada nas farmácias, para fazer face ao 
acréscimo de despeza que inevitavelmente resultará da criação de 
tal laboratório. 

As despezas públicas de interesso geral devem ser satisfeitas 
pelo rendimento das contribuições e impostos, e se há serviços que 
interessam à comunidade nacional estão em primeira linha os que 
se referem à cultura geral e à investigação científica, sejam quais 
forem os problemas que os estabelecimentos científicos em parti-
cular tenham a seu cargo. O Estado reconhece ou não reconhece 
as vantagens ou conveniências da instalação dos novos serviços e 
correlativamente inscreverá, ou não, nos seus orçamentos as verbas 
necessárias. A criação de um imposto, que outro nome não pode 
ter, especial de 820 por receita aviada nas farmácias para ocorrer 
às necessidades dum laboratório de investigação científica não se 
pode defender. Tal imposto iria afectar sensivelmente apenas certas 
classes sociais, proletários e classe média, que bem precisam de 
alívio em matéria de contribuições e impostos. 

Finalmente, não se justificam as disposições dos arts. 12.° e 13.°, 
(criação de laboratórios, sob a direcção de químicos-farmacêuticos, 
nos estabelecimentos de revenda de produtos químicos destinados à 
farmácia, para análise dêsses produtos). 

A não ser que com tais medidas se queira arranjar logares para 
os químicos-farmacêuticos, não se compreende bem para que é pre-
ciso haver laboratórios de análise nos estabelecimentos de revenda 
de produtos químicos destinados à farmácia. E preferível res-
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tringir a produção de farmacêuticos aos limites das exigências da 
sua actividade profissional a entrar pelo caminho de criar receitas 
especiais, para acudir a prováveis crises de desemprego por super-
p rodução de diplomados, à custa de certas classes da população 
(art. 14.° — adicional de 57o sôbre os preços dos produtos químicos 
destinados às farmácias). 

A análise dêsses produtos químicos pode ser feita nos labora-
tórios universitários, e a sua venda condicionada pela apresentação 
dos respectivos boletins de análise. 

O Relator: 

( A ) D R . E O S É B I O TAMAGNINI 

Aprovado, por unanimidade, pelo Conselho 
Escolar da Faculdade de Ciências da Univer-
sidade de Coimbra, em congregação de 15 de 
Janeiro de 1941. 

O Director: 

( o ) JOÃO PEREIRA DIAS 



Determinações quantitativas de vitamina G 
em bananas (Musa nana) provenientes 

da Ilha da Madeira * 

POR 

A. J. A. DE GOUVEIA J F. PINTO COELHO** e J. ANACHORETA CORREIA 

Laboratório Químico da Universidado de Coimbra 

INTRODUÇÃO 

Na publicação do Dr. Vicente de Gouveia «A Banana» (Fun-
chal 1939) Ii

1), apresentam-se algumas dúvidas sobre a existência 
da vitamina C no fruto da «Musa nana», resultantes dos trabalhos 
do Professor Geraldo Paula Sousa do Instituto de Higiene de 
S. Paulo. 

Considerando a grande importância dêste fruto na economia da 
Ilha da Madeira e o seu valor como alimento, por instigação do 
Dr. Vicente de Gouveia e em virtude do grande interesse mostrado 
pelo Grémio dos Exportadores de Frutos e Produtos Hortícolas 
da Madeira, resolvemos fazer alguns ensaios com o fim de resolver 
êste problema. 

* * 

Na determinação quantitativa da vitamina C, além dos métodos 
biológicos, têm sido utilizados métodos volumétricos de oxidação-
-redução e espectrofotomótricos. 

* Alguns resultados indicados neste trabalho fo iam apresentados no xv i Con-
gresso da Associação Espanhola para o Progresso das Ciências (Saragoça-Dezem-
bro de 1940). 

** Bolseiro do Instituto para a Alta Cultura. 
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Métodos volumétricos. — O reagente que mais se emprega nos 
mótodos de oxidação-redução é o 2,6-diclorofenol-indofenol proposto 
por Tillmans e colaboradores (2): na presença de certos compostos, 
como o glutatião, cisteína, ergotioneína, tiosulfatos e outros com-
postos sulfurados o reagente de Tillmans não é específico ; estes 
compostos são oxidados e além de se obterem resultados elevados 
desaparece a nitidez do termo de reacção. 

Várias modificações foram introduzidas no método de Tillmans 
com o fim de eliminar êste inconveniente; a de Emmerie e van 
Eekulen (3) ó a que melhores resultados tem dado. Num estudo 
crítico de Manceau, Policard e Ferrand (4), o método de Emmerie 
e van Eekelen, aplicado à urina, mostra vantagens sôbre outros 
métodos, tais como o de Tillmans e o de acetato de chumbo (5). 

Métodos espectrofotométricôs. — A vitamina C apresenta uma 
banda de absorção bem definida e intensa no ultravioleta médio 
com máximo em 265 mu. (log £ 3,97) em soluções aquosas 
de pH > 4 (6). 

A-pesar da elevada intensidade desta banda de absorção, a apli-
cação da espectrofotometria nas determinações do ácido ascórbico-1. 
em substâncias pouco ricas nesta vitamina, apresenta dificuldades 
em virtude de concomitantemente existirem outras substâncias que 
absorvem na mesma região. 

Van Eekelen e Emmerie (7) fizeram determinações espectrofo-
tométricas directas no líquido cérebro-espinal, nos humores do 
globo ocular e em extractos do cristalino, obtendo uma banda 
semelhante à da vitamina C. 

J. A. Loureiro (8) determinou, espectrofotomètricamente, a vita-
mina C em extractos de tecidos animais; eliminou pròviamente as 
substâncias que, além da vitamina C, absorvem no ultravioleta 
médio, por tratamento com álcool ou acetona, ácido fosfotungstico 
e acetato mercúrico. 

Chevalier e Choron (9) na determinação da vitamina C em 
extractos de tecidos animais, obtém espectrofotogramas destes, 
antes e depois de irradiados com tubo de hidrogénio; determinam 
a concentração de ácido ascórbico pelas diferenças de intensidade 
de absorção em 265 m\>.. 

Na determinação da vitamina C, nos vinhos tintos da Bairrada, 
por precipitação com acetato mercúrico e saturação com sulfídrico, 
Schon, Gouveia e Pinto Coelho (1") verificaram que, na dosagem 
com 2,6-diclorofenol-indofenol, depois da eliminação completa do 
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ácido sulfídrico, a redução do corante é inicialmente nítida, tornan-
do-se depois difícil. 0 volume de corante gasto nestas condições 
excede consideravelmente a espectativa; os autores verificaram que 
na dosagem do ácido ascórbico nos vinhos, havia necessidade de 
fazer dois ensaios, um sem destruição, outro com destruição da 
vitamina C, sendo as dosagens feitas simultaneamente e nas mes-
mas condições; a concentração da vitamina C é obtida por dife-
rença dos resultados encontrados nos dois ensaios. 

O método anterior funda-se na destruição irreversível da vita-
mina C em meio alcalino, na presença de cupri-ião I u ) , em con-
tacto com o a r ; não deve haver modificação sensível de outras 
substâncias que por tratamento pelo sulfrídrico dão origem a com-
postos redutores do corante. 

Com o fim de demonstrar a existência da vitamina C nas bana-
nas provenientes da Ilba da Madeira, associámos o método volumé-
trico aplicado aos vinhos (1()) com o método espectrofotométrico 
convenientemente adaptado ao caso presente. 

Para provar a legitimidade e generalidade do método exten-
demos êste estudo a outros frutos com concentrações de vitamina C 
muito diferentes. 

Os métodos são independentes e além disto a destruição da 
vitamina C fez-se não só por oxidação em meio alcalino, catalisada 
por cupri-iões, mas também por irradiação prolongada em meio 
ácido, com formação de ácido dehidroascórbico e seus produtos de 
destruição (12). 

No método espectrofotométrico obtivemos a concentração do 
ácido ascórbico por diferença dos valores dos coeficientes de extin-
ção em 26õ mp, nas soluções antes e depois da destruição da vita-
mina C. Esta destruição foi sempre feita por irradiação. 

Sabe-se que a absorção em meio ácido do produto de oxidação 
do ácido ascórbico obtido em meio alcalino apresenta absorção 
selectiva para maiores comprimentos de onda (6). 

PARTE EXPERIMENTAL 

Material. — Utilizámos nas dosagens niicroburetas e micropi-
petas graduadas en centésimos de mililitro. 

Usámos, nas irradiações, uma lâmpada de quartzo, com mer-
cúrio. 
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Os espectrogramas foram obtidos com um espectrógrafo Hilger 
E 316, associado a um fotómetro Spekker. 

0 ácido ascórbico-1 e o 2,6-dicloro-indofenol foram fornecidos 
por F. Hoffmann-La Roche (Basileia, Suiça). 

Resultados experimentais. — Acido ascórbico-1 (vitamina C). — 
Preparámos uma solução de ácido ascórbico-1 em tampão de ace-
tato M/5, pH = 5, na presença de cianeto de potássio (0 ,0002%). 
A concentração da solução, 0 ,0021%, foi determinada por pesagem 
e dosagem com 2,6-diclorofenol-indofenol. 

O espectrograma obtido com esta solução, com a espessura 
de 1 cm. apresenta uma banda com o máximo em 265 m\í 
(Iog I 0 / I = 1,2) ou seja o coeficiente de extinção e = 104 (figs. 1 
e 2), resultado que concorda com as determinações por pesagem e 
volumétricas. 

Á solução, depois de irradiada num tubo de ensaio de vidro 
de parede fina, com uma lâmpada de quartzo, com mercúrio, à 
distância de cêrca de 18 cm., durante 7 horas, ó, nas condições 
anteriores, transparente à luz ultravioleta e não reduz o 2,6-diclo-
rofenol-indofenol. 

A mesma solução, tratada com uma gota de uma solução 
aquosa do sulfato de cobre a 1 %, e com uma solução aquosa de 
hidróxido de sódio a 40 %, até à reacção alcalina, durante cêrca 
de 2 horas, depois de acidulada e tratada pelo ácido sulfídrico, não 
reduz o 2,6-diclorofenol-indofenol. 

Banana proveniente da Ilha da Madeira (Musa na?ia). 
Determinação volumétrica. — A solução de 2,6-diclorofenol-

indofenol foi titulada com uma solução de ácido ascórbico-1 cujo 
título foi prõviamente fixado com uma solução de iodo N/200. 
Em determinações posteriores, fixámos o título do corante com o 
iodeto de potássio em meio sulfúrico e solução titulada de tiosul-
fato de sódio (13). A 5 mis. da solução do corante juntámoj 
0,5 ml. de solução de iodeto de potássio a 1 0 % , 1 ml. de ácido 
sulfúrico diluído (1 :4) e, depois da agitação, doseamos o iodo liber-
tado com Na 2 S2 O3 N/100. 

Preparação da solução para a dosagem. — 1 0 gramas de banana 
foram triturados com areia e seguidamente extraídos com uma 
solução aquosa de ácido tricloroacético a 3 %. 

A solução ó neutralizada com carbonato de cálcio; centrifuga-se 
e lava-se o resíduo ; a solução obtida ó tratada com cêrca de 2 cc. 
duma solução de acetato mercúrico a 2 0 % . Determina-se o 
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260 285 m / u 

Fio. 1 

Espectros de absorção: I — Ácido ascórbico-1; Ii — Extracto de banana; 
I I I —Extracto de banana depois de irradiado; IV — Extracto de ananás; 

V — Extracto de ananás depois de irradiado. 



TABELA ! — B a n a n a s 

l»esultados volumétricos expressos em miligramas 
de vitamina C por 100 gramas de bananas 

Resultados espectrofotométricos expressos em mili-
gramas de vitamina C por 100 gramas de bananas 

Sem 
destruição 

Com destruição 
[Cu (II2O)4] ! + 

Concentração de 
vitamina C obti-
da por diferença 

Sem 
destruição 

Com destruição 
por irradiação 

Concentração de 
vitamina C obti-
da por diferença 

BANANAS 

CCI3 COOII + 
Hg (AcO)2 

9.0 2,4 7,2 

— — — 

BANANAS 

CCI3 COOII + 
Hg (AcO)2 11,6 4,7 6,9 

— — — 

BANANAS 

(Na2SO.!, extraída com 
tampão 4- álcool) 

— — — 33,6 26,2 7,4 
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volume total e divide se em duas partes iguais; uma delas é satu-
rada com gás sulfídrico para eliminação do mercuri-ião; separámos 
o sulfureto de mercúrio por centrifugação e a solução foi nova-
mente saturada com gás sulfídrico e conservada às escuras durante 
21 horas. Removemos o gás sulfídrico com uma corrente de gás 
carbónico ou azote e procedemos à dosagem em presença de ácido 
tricloroacético. O tempo decorrido entre a adição de acetato mer-
cúrico e a primeira saturação pelo sulfídrico não deve exceder 
10 minutos. 

A outra parte da solução adicionámos 2 gotas de soda cáustica 
a 40 o/0 e 2 gotas de sulfato de cobre a 1 %. Esta solução é dei-
xada em contacto com o ar durante 3 horas; neutraliza-se a soda 
e procede-se como na outra parte da solução. 

Na preparação da solução para as determinações espectrofoto-
mótricas, macerámos a polpa de banana com sulfato de sódio ani-
dro, extraímos com tampão de acetato M / 5 (pH = 5), contendo 
0,0002 '/o de cianeto de potássio; em seguida adicionámos cêrca 
de 1/5 de volume de álcool etílico. Estudámos o espectro de 
absorção desta solução, antes e depois de irradiada. 

Os resultados obtidos vão resumidos no quadro I e nas curvas 
da fig. 1. 

Limão. — O sumo de limão foi doseado directamente na pre-
sença de ácido tricloroacético com a solução titulada de 2,6-diclo-
rofenol-indofenol. Estudámos os espectros de absorção do sumo de 
limão, em tampão de acetato, antes e depois de 7 horas de irradia-
ção, nas condições atrás referidas (fig 2 ) ; esta solução foi também 
titulada com o corante. 

Tratámos o sumo de limão segundo o método de Emmerie e 
Van Eekelen (3.,; noutro ensaio seguimos o mesmo método mas 
destruímos a vitamina C com sulfato de cobre em meio alcalino, 
levamos o pH ao valor inicial com ácido tricloroacético, reduzimos 
pelo sulfídrico e fizemos as dosagens pela maneira usual. Espectro-
fotografámos a primeira solução antes e depois de irradiada durante 
7 horas (fig. 3). 

Numa outra determinação procedemos de maneira semelhante 
sem contudo adicionarmos o ácido tricloroacétido (fig. 4) . 

Os resultados estão resumidos no quadro II. 
Ananás. — Na dosagem volumétrica procedemos como no caso 

da banana. Obtivemos o espectro de absorção da solução sem e 
com destruição da vitamina C por irradiação. 
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Fio. 2 

Espectros de absorção, em tampão de acetato: I — Ácido ascórbico-1; 
I I— Sumo de limão; I l I - Sumo de limão depois de irradiado. 



Determinações quantitativas de vitamina C em bananas, etc. 57 

Espectros de absorção, em tampão de acetato: I — Sumo de limão depois 
de tratado com acetato mercúrico e ácido tricloroacético; II — Solução ante-

rior depois de irradada. 



58 Itcvista da Faculdade de Ciências da Universidade de Coimbra 

Os resultados obtidos estão resumidos no quadro III e curvas 
da fig. 1. 

Fio. 4 

Espectros de absorção, em tampão de acetato: I — Sumo de limão depois de 
tratamento com acetato mercúrico; Il — Solução anterior depois de irradiada 

Prssego. — Os ensaios foram idênticos aos anteriores. Doseamos 
ainda a solução que continha a vitamina C, depois de irradiada. 

Os resultados encontram se no quadro IV". Os espectros de 
absorção são semelhantes aos do ananás (fig. 1). 



TABELA I I - S u m o d e L imSo 

Resultados volumétricos expressos em miligramas 
de vitamina C por 100 gramas de sumo de limão 

Resultados espectrofotométricos expressos em 
miligramas de vitamina C por 100 gramas de 

sumo de limão 

Sem 
destruição 

Com destruição por: 
I 

[CmH 2 0 ) 4 ] + + irradiação 

Concentração de 
vitamina C obti-
da por diferença 

Sem 
destruição 

Com destruição 
por irradiação 

Concentração de 
vitamina C obti-
da por diferença 

SUMO DE LIMÃO 2T.8 — 0,8 27,0 — ' — — 

SUMO DE LIMÃO 29,7 — L O 28,7 65 26,7 28,3 

SUMO DE LIMÃO 

CCI 3 COOH+ 
Hg (AcO)2 

26,2 

2,1 

1,3 24,9 

24,1 

37,7 11,2 26,5 

SUMO DE LIMÃO 

IIg (AcO1
2 27,9 

1,9 

1,7 26,2 

26 

29,8 4,2 25,6 



T A B E F A I I F — Ananás 

Resultados volumétricos expressos em miligramas 
de vitamina C por 100 gramas de ananás 

Resultados espeetrofotométricos expressos em 
miligramas de vitamina C por 100 gramas de 

ananás 

Sem 
destruição 

Com destrui 

[ C u ( H 2 O ) J + + 

ção por: 

irradiação 

Concentração de 
vitamina C obti-
da por diferença 

Sem 
destruição 

Com destruição 
por irradiação 

Concentração de 
vitamina C obti-
da por Jiferença 

ANANÁS 

CCl;, COUII + 
Hg(AcO)2 

7 , 1 3 , 5 3 , 6 9 , 9 6 , 7 3 , 2 

TABELA I V - P ê s s e g o 

PKSSKGO 

CCI3 COOH + 
Hg(AcO)2 

7 , 2 

3 . 9 

4 , 8 2 , 4 

3 , 3 

9,1 6 , 3 2 , 8 
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DISCUSSÃO E CONCLUSÕES 

0 exame dos resultados experimentais conduz-nos à conclusão 
de que no caso dos frutos e derivados (vinho) ( i0) o método de 
determinação da vitamina C por tratamento com ácido tricloroa-
cético, carbonato de cálcio e acetato mercúrico, seguido de trata-
mento pelo sulfídrico, dá resultados, em alguns casos, muito eleva-
dos; formam-se possivelmente, compostos sulfurados (caracterizados 
pelo cheiro), que não são arrastados pela corrente de gás carbónico 
ou azote. 

As tabelas I, II, III, e IV mostram-nos uma boa concordância 
entre os resultados volumétricos e espectrofotométricos quando se 
toma a diferença dos valores obtidos antes e depois da destruição 
do ácido ascórbico-1. 

As discordâncias entre estes métodos são relativamente maiores 
nos frutos em que há menor concentração de vitamina C. O método 
espectrofotométrico não é aplicável ao vinho nas condições atrás 
descritas, pois verificámos que a absorção da solução aumentava 
por irradiação. 

A concordância satisfatória entre os resultados volumétricos e 
espectrofotométricos e ainda entre os resultados volumétricos com 
destruição em meio alcalino e a destruição por irradiação demons-
tra que o ensaio com destruição afecta, entre as substâncias que 
reduzem o corante, somente o ácido ascórbico-1. 

Os volumes de corante gastos, correspondentes às substâncias 
rtdutoras. com oxcepção do ácido ascórbico, dependem não só das 
condições em que as operações são executadas, mas também da 
natureza do fruto. Os ensaios devem, portanto, ser realizados nas 
mesmas condições. 

As percentagens de vitamina C determinadas são, em geral, ligei-
ramente inferiores aos resultados apresentados por Van Eekelen ( u ) . 

No caso do vinho é inconveniente o tratamento com o ácido 
tricloroacético, pois o corante não ó totalmente eliminado. 

Os resultados obtidos no caso do limão, com ácido tricloroacé-
tico e sem este ácido, apresentam diferenças que estão dentro dos 
erros do método. 

A destruição da vitamina C por irradiação com lâmpada de 
vapor de mercúrio, com a solução em tubo de ensaio de parede 
fina, só fica completa no fim de cêrca de 6 horas. A utilização de 
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vazos de quartzo torna esta destruição mais rápida (60 minutos, 
segundo Zilva) (12). 

As soluções de sumo de limão, as soluções obtidas a partir do 
sumo de limão por tratamento com ácido tricloroacético e acetato 
mercúrico, e as obtidas só com acetato mercúrico, apresentam uma 
banda bem definida com máximo em 265 m\s. A persistência da 
banda ó maior na solução que foi tratada com acetato mercúrico e 
o valor de E "' 265 mu. é menor do que nos outros casos. Demons-] cru. • * 
tra-se assim que a eliminação de substâncias que interferem nos 
ensaios ê feita pelo acetato mercúrico nas melhores condições. Nos 
produtos destruídos mantém-se uma inflexão ligeiramente deslocada 
para maiores comprimentos de onda. 

O espectro de absorção do extracto de banana apresenta uma 
inflexão nítida na região 250 270 ma. 

No ananás e pêssego, obtivemos espectros de absorção com 
características análogas. 

Estabelecida a legitimidade dos métodos atrás descritos, a con-
cordância dos resultados volumétricos e espectrofotométricos obtidos 
nas determinações feitas nas bananas demonstra a existência de 
ácido ascórbico-1 neste fruto. 

As concentrações de vitamina C na banana anã da Ilha da 
Madeira são da ordem de grandeza dos resultados obtidos por R. 
M. Leverton em determinações em bananas (13). 

SUMÁRIO 

1) As dosagens da vitamina C em alguns frutos e derivados 
que contém percentagens baixas desta vitamina, dão, em geral, 
resultados demasiadamente elevados quando se faz o tratamento 
pelo acetato mercúrico em meio tricloroacético. 

2) Chegámos a estes resultados por métodos volumétricos e 
espectrofotométricos destruindo a vitamina C por oxidação era meio 
alcalino e por irradiação. 

3 ) A dosagem da vitamina C deve fazer-se por diferença des-
truindo a vitamina, num dos ensaios, quer por oxidação era meio 
alcalino quer por irradiação. 

4) Fizemos as dosagens, por êstes métodos, em banana, limão, 
ananás e pêssego. 

5) Os resultados obtidos pelos métodos volumétricos e espectro-
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fotométricos são concordantes, excepto no caso do vinho em que (> 
método espectrofotométrico não pode ser aplicado nas condições em 
que operámos. 

6) Demonstrámos a existência de vitamina C nas bananas 
(Musa nana) da Ilha da Madeira (cêrca de 7 miligramas por 100 
gramas) por dois métodos independentes, volumétrico e espectro-
fotométrico. 

Êste trabalho foi subsidiado pelo Grémio dos Exportadores de 
Frutas e Produtos Hortícolas da Ilha da Madeira e faz parte do 
plano do Centro de Estudos de Química anexo pelo Instituto para 
a Alta Cultura ao Laboratório Químico da Universidade de Coimbra. 

Ao Grémio dos Exportadores de Frutas e Produtos Hortícolas 
da Ilha da Madeira e aos Ex.raos Senhores Dr. Fernando Tolentino 
da Costa e Engenheiro F. Teixeira de Sousa apresentamos os nos-
sos agradecimentos pelo interesse mostrado neste trabalho e subsí-
dio que facilitou a sua execução. Ao Dr. Vicente H. de Gouveia 
que sugeriu e tanto animou êste trabalho, e ainda ao Dr. João de 
Almada exprimimos o nosso reconhecimento. Apresentamos os 
nossos agradecimentos ao Professor Dr. Rui G. Couceiro da Costa 
pelas facilidades concedidas e interesse mostrado na execução dêste 
trabalho. 
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Sur la primitive des diíFérentielles totales 

On fait dans cette Note un exposó tout-à-fait élémentaire du 
problème de 1'intógration d'une diffórentielle totale, ce qui permet 
de traiter cette questions dans Ies cours d'Algèbre à la suite des 
problòmes concernant Ies primitives ordinaires. 

1. Si F (x, y) est une primitive de 

1) 9 (x, y) dx + | (x, y) dy, 

c'est-à-dire, si 

2) d F = 9 dx + ^ fry, 

9 admet par rapport à x une primitive H (x, y), dérivable par 
rapport à y et telle que 

3) 4- - H ; 

ne dépend pas de x. On peut prendre, par exemple, H = F, car 
on a, d'après 2), 

K=t . 

Réciproquement, si 9 admet par rapport à x une primitive H rem-
plissant ces deux conditions, la fonction 

4) F = H + Py (4« - H^) 

est bien une primitive de 1). 

(i) On entend par Py ZJune fonction K d e s mêmes variables de U et véri-
fiant la condition Vu — Tj. 
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Donc, 

La condition nécessaire et suffisante pour que 1) soit une diffé-
rentielle exacte est que <p possede par rapport à x une primitive H 
rendant Vexpression ^ — Hy indépendante de x; 1) est alors la 
différentielle de 4) ( '). 

Cette condition est certainement véiifióe par toute primitive í> 
de 9, lorsque <j>y e existent et sont des fonctions continues véri-
fiant la condition 

' 1' 
V = +«• 

Dans ce cas là, en effet, ¢ = ¾ ' est une fonction continue, donc tf 3V It 
égale à 9 , et on peut alors écrire 

— (d, — $ ) = Ji — $ = c p — O = 0 . 
9x ^r V' x 'Jx r,J X'J 

2. De même, 

La condition nécessaire et suffisante pour que 

1') ? y, z) (,x + I ( x , !/, z) (,!J + T- (•''•• <J, z) dZ 

soit une différentielle exacte est que 

5) 9 d.v 4- 'I d ij 

possede une primitive H (x, y, z) rendant r. — H^ indépendante de x 

et de j; 1') est alors la différentielle de 

Cette condition est certainement vérifiée par toute primitive A de 5), 
lorsque 

/ . / / / 

?z > 'h > 7tZ et 7tJI 

(1) Naturellement, ou peut ioterchanger x et y, <p et ty. 
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existent et sont des fonctions continues verifiant Ies conditions 

/ i , i / 
CP ^ = TT , 0 1 = Tt . • z x ' ~ z y 

3. Mais il est préfórable de rapporter aux fonctions 9, <]/ et 7t 
elles-mêmes la condition d'exactitude. 

Pour cela, reraarquons que, si 1') est la différentielle de F (x,y,z), 
9 admet par rapport a x une primitive ¢, deriváble par rapport à y et 
à z et rendant 

Í = (|/— et C = T T - ¢ ^ , 

indépendantes de x; et que ^ admet par rapport à y une primitive 

dérivable par rapport à z et rendant 

indépendante de x et de y. On peut prendre (J) = 1F = F, auquol cas 
on a b = c = d = o. 

Réciproquement, s'il est possible de prendre $ telle que b et c 
ne dépendent pas de x et de prendre 1F telle que d ne dépende ni 
de x ni de ;/, nous aurons 

9 dx + <|/ dy - F T: dz — d ¢ = — ¢^) dy + (« — ¢^) dz 

= b dy c dz 

et, en prenant H = 1F — 4» pour primitive de b par rapport à y, il 
viendra 

Dans ce cas, b dy + c dz admet la primitive 

K = H + P , ( c - H ; ) 

et nous avons 
9 dx + ^ dy + T t dz = d (4> + K ) ; 

1') est donc la différentielle de 

F = <I> + K 

6 ) =W+ V z ( n - W z ) . 
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Par conséquent, 

La condition nécessaire et suffisante pour que 1') soit une diffié-
rentielle exacte est que <f possede par rapport à x une primitive $ 
rendant 

ii — et T t - <!>' T y z 

indépendantes de x et que ^ possede par rapport à y une primi-
tive xF rendant 

T T - T ' z 

indépendante de x et de y; 1') est alors la différentielle de 6). 

Il est à peine besoin de dire que toute primitive *F peut servir 
dans 6) lorsque Ies six dérivées 

i I , i . i i i 

1 ' f z > V x > 1 7^x , Ty 

existent et sont des fonctions continues vórifiant Ies conditions 
I 1 I ! I . ' I 

V9 = Ifx ' Tz = 7tX • 'K = V 

Tout ceci se géneralise sans aucune difficulté. 

J . VJCENTE GONÇALVES 



Contribuição para o estudo da teoria das funções 

capítulo viii 
C O N C E I T O D E F U N Ç Ã O 

(CONTINUAÇÃO) 

89. Oscilação duma função. — Seja f ( x ) uma função definida 
no conjunto A . Cliamamos oscilação de / ( x ) num dado subcon-
jun to X de A ao difimetro do cor respondente con jun to f(X), e 
se rá represen tada po r w(X). P a r a qualquer elemento x de A 
vem, em par t icular , &>(x) = 0. A oscilação d e / ( x ) em X tor-
na-se infinita quando / ( X ) ó ilimitado. 

Consideremos agora um subconjunto Y de [A] (um ele-
mento y, em part icular) . Quando f (x) é limitada numa vizi-
nhança de Y, damos o nome de oscilação limite de f(x) no 
conjunto Y ao diâmetro do respect ivo conjunto limite X(Y). 
A oscilação de / ( x ) em Y será designada por tí (Y), e d i remos 
que é infinita quando f (x) fôr ilimitada nas vizinhanças de Y . 

A função £2(y), definida em todos os elementos de [A] , 
excepto naqueles em que a oscilação limite se to rna infinita, 
chamaremos oscilação elementar limite de /*(x)-

E evidente a relação &i(X)<12(X), pois também temos 
AX) I O ( X ) . 

A oscilação O(Y) tem o mesmo valor que em qualquer con-
jun to j ux t apos to a Y [V . V I I I , p. 120, l. 15J. Mais g e r a l m e n t e : 

São as mesmas as oscilações limites em conjuntos juxtapostos 
de funções juxtapostas entre si. 
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São de facto os mesmos os conjuntos limites em conjuntos 
j ux t apos to s de duas funções j u x t a p o s t a s ent re si \y. viu, p. 120, 
l. 17J. Quando nas vizinhanças de um dos conjuntos a cor-
respondente função é ilimitada, o mesmo sucede relat ivamente 
à outra [u. viu, p. 118, l. 5 ] ; as oscilações limites são nesse 
caso infinitas. 

Seja B um subconjunto de [A]. Se 

U1, U2, . . . , U i l . . . 

e 

Vi, V2, • . . , V1, . . . 

são duas sucessões de vizinhanças de B, sendo as primeiras 
relativas a A e as segundas a [A], tais que seja Iim U1B = 
= Iim V, B = 0 , temos 

Iim co (U1) = Iim O (Ui) = Iim Q (Vi) = Q (B). 

E uma consequência da proposição do v. VIII, p. 122, l. 13. 
Com efeito, quando f(x) é limitada numa vizinhança de B, os 
diâmetros dos termos d& s sucessões (16), (17) e (18) tendem 
pa ra o d iâmet ro do respect ivo limite 1 (B) [v. v, p. 134, l. 17J; 
quando / ( x ) é ilimitada nas vizinhanças de B, também são ili-
mitados os diversos termos das mesmas sucessões, e os res-
pectivos d iâmetros são infinitos. 

P o r conseguinte, a um dado número a super ior a Q(B) cor-
respondem sempre vizinhanças U e V de B relat ivas a A e a [A] 
pa ra as quais ó w ( U ) < a , D ( U ) O e D ( V ) O i 1 ) -

A cada sucessão Xi, Xs, . • • , Xi, . . . de elementos de A que 
faça ZiVnXi B = O cor responde pois uma ordem a par t i r da qual 

temos /'(X1) / ( X i ) O . 

(') É claro que da terceira destas desigualdades se deduzem as duas pri-
meiras quando as vizinhanças U e V são definidas por um mesmo número 
positivo. 
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Se as funções fj (X) e /2 (X), definidas no mesmo conjunto A, 
satisfazem à condição f\(Xi /2 (X) < (3 para um certo número (3 
e para qualquer elemento X de A, as suas oscilações Mi(X) e Mj(X) 
e as suas oscilações limites Oi(Y) e O2(Y) satisfazem às condições 

( 2 3 ) I W1(X) - M 2 ( X ) I < 2 ( 3 

e 

(24) I O1(Y) - O 2 ( Y ) I <2 (3. 

Dada a h ipótese fi (Xi /2 (X) < |3 , t emos ev iden temente 
Zi(X) / 2 ( X ) < [ 3 , donde se deduz a ro lação (23) [v. iv, p. 105, (3)]. 
Quando uma das oscilações W1(X) ou co2(X) so t o rna infinita, o 
mesmo acontece à ou t ra [u. iv, p. 102, l. 10]. 

Tondo em vista a p ropos ição p receden te , da re lação (23) 
deduz-se a (24), sendo t ambém as oscilações O1(Y) e O2(Y) ou 
ambas f ini tas ou ambas infinitas. 

Suponhamos que num dado subconjunto B de [A] é 0 ( B ) < a . 
Se a sttcessâo de subconjuntos de [A] 

Y1 , Y2 , . . . , Y , , . . . 

— • 

é tal que Iim Yi B = 0 , temos a partir de certa ordem O (Yj) < a . 
De t e rminemos uma vizinhança V de B re la t iva a [A] na qual 

se ja O(V) < « . A p a r t i r da o rdem em que é Y j K V tomos 
O (Yj) < a . 

Se em pa r t i cu la r é 0 ( b ) < a num dado e lemento b de [A! e se 
a sucessão y i , y2 y*, . . . de e lementos de [A] tende p a r a b , 
vem a p a r t i r de ce r ta o rdem 0 ( y , ) < a ( 1 ) . 

(') Exprimimos esta propriedade dizendo que fi (y, é uma função semicontí-
nua superiormente. 
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Seja B um subconjunto fechado de [A]. Efechado o conjunto 
dos subconjuntos limitados Y efe B onde D(Y) iguala ou excede um 
dado número y. 

Consideremos uma sucessão convergente 

Yi, Ya, . . . ,Xi, . . . 

de subconjuntos de B, de soma limitada, tais que 12(Y,)>y. 
Seja Y um limite da mesma sucessão mas contido em B [v. v, 
p. 137, l. 18]. Dado um número positivo <3, verifíca-se a desi-
gualdade D (Y1) < D (Y) + ia par t i r de certa ordem [p. 71, l. 15], 
sendo por conseguinte y < D ( Y ) + á. Temos pois y< ; D (Yj)1 o 
que demonstra a proposição. 

Notemos que a oscilação D(Y) pode ser infinita (1). 
Em part icular : 
Se B é um subconjunto fechado de [A!, também é fechado o conjunto 

dos elementos y de B onde D (y) iguala ou excede um dado número y. 

Seja B um subconjunto de IA] limitado e fechado. Se / (X) è 
limitada numa vizinhança de B, a função D (y) atinge um valor 
máximo em B; se / ( x ) é ilimitada nas vizinhanças de B, existe um 
elemento deste conjunto onde D (y) se torna infinita. E fechado 
o conjunto dos elementos de B onde D (y) atinge o seu valor 
máximo ou onde se torna infinita. 

Suponhamos, primeiro, que / (X) é limitada numa vizinhança 
de B. Seja 12 o limite superior da oscilação D(y) nos diversos 
elementos de B . Em virtude da proposição anterior é fechado 
o conjunto Y1 dos elementos y, de B onde temos 

Q ( y i ) > D - i - . 

Mas existe e ó fechado o produto dos conjuntos Y1 ( t = l , 
2, . . . ) , produto êste que é constituído pelos elementos y de B, 
um pelo menos, onde se verifica a igualdade D(y) — D. 

(') De idêntica maneira reconhecemos que, se B ó totalmente fechado, o 
mesmo acontece ao conjunto dos subconjuntos limitados Y de B que fazem 
n (Y) > T [v. v, p. 137, I. 30;. 
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É pois fechado super iormente o conjunto dos valores da 
função i2(y) nos diversos elementos de B (1). 

Se f(x) é ilimitada nas vizinhanças de B, existe um ele-
mento deste conjunto onde a oscilação limite de f (x) se to rna 
infinita [u. V I I I , p. 117, l. 32J. O conjunto de todos estes ele-
mentos de B é fechado. 

Seja B um subconjunto limitado e fechado do lugar do con-
junto A onde se entende definida a função f ( x ) . Se esta função 
é limitada numa vizinhança de B , a cada número a superior ao 
máximo de O (y) em B coi respondem vizinhanças U e V de B, 
relativas a A e a IAI, e um número positivo z tais que seja 

W ( X ) < « e í ! ( Y ) < « 

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diâmetros 
sejam inferiores a z. 

Dada a hipótese £ 2 ( y ) < « em B, a cada elemento y dêste 
conjunto cor responde uma vizinhança de y relativa a [A] na qual 
a oscilação limite de f ( x ) é inferior a a [p. 70, /. 22]. Mas 
podemos determinar uma vizinhança V de B em relação a [Al e 
um número positivo s tais que um subconjunto Y de V de diâ-
metro inferior a í per tença sempre a uma dessas vizinhanças 
[ r . viii, p. 111, l. 17]. Qualquer dos mesmos subconjuntos Y 
satisfaz pois a desigualdade i ! ( Y ) < a . 

Verifica-se em particular a desigualdade Q ( y ) < « em qual-
quer elemento y da vizinhança V. 

Consideremos agora a vizinhança U de B relativa a A definida 
pelo mesmo número que define V. Temos U K V, e, pa ra qual-
quer subconjunto X de U de diâmetro inferior ao já determinado 
númeio s, vem í i(X)<Ca e por tan to w ( X ) < « . 

A vizinhança V divide-se num número finito de partes em cada 
uma das quais a oscilação limite de f (X) é inferior a x. 

Podemos af i rmar, nas condições do enunciado, que existem 
uma vizinhança V de B relativa a [Al e um número positivo e tais 

(1) Em geral: uma função de elementos numéricos e reais, semicontínua 
superiormente, definida num conjunto limitado e fechado, admite um ralor 
máximo. 



74 Itc vista da Faculdade de Ciências da Universidade de Coimbra 

que se mantém inferior a ol a distância entre dois elementos limi-
tes quaisquer de / ( x ) tomados em elementos de V cuja distância 
seja inferior a e. 

Como corolár io evidente deduz-se o seguinte teorema de 
B A I R E : 

Seja / ( X ) uma função definida num conjunto limitado A. 
A cada número a. superior ao máximo de íí (y) em [A] corresponde 
um número positivo e tal que seja « (X) < « para qualquer subcon-
junto X de A de diâmetro inferior a e (1). 

Verif ica-se pois a d e s i g u a l d a d e / ( X ) / ( X 1 ) < « pa ra e lementos 
qua i squer X o X 1 de A tais que seja X X ' < e ( 2 ) . 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Se f ( x ) é 
limitada numa vizinhança de B, a cada número « superior ao 
máximo de Q (y) em B correspondem vizinhanças U e V de B, 
relativas a A e a [Al, e um número positivo s de maneira que seja 

(25) f ( X ) f {t)<* e X(Y) H Y 1 K « 

para subconjuntos quaisquer X , X ' , Y e Y ' , os dois primeiros de U 
e os outros de V, tais que se tenha X X ' <E E Y Y ' < E . 

Consideremos , com efeito, a vizinhança U o o n ú m e r o posi-
t ivo c dados pela p ropos ição a p. 73, l . 7. Se jam X e X ' 
dois subconjun tos de U que façam X X ' < e . A cada e lemento 
de qua lque r dôstes subconjun tos co r r e sponde um elemento do 
ou t ro a uma distância do pr imeiro infer ior e. L o g o a cada 
e lemento / ( X ) de f (X) co r r e sponde um elemento f ( X ' ) de f{X') 
tal que / ( X ) / ( X 1 ) <a e inversamente . Verif ica-se pois a re la-
ção f ( X ) f (X 7) < « . 

Analogamente se demons t r a a segunda das des igualda-
des (25). 

(1) No enunciado do teorema de BAIRE supõe-se que A é um conjunto fechado. 
(2; Também podemos deduzir directamente o teorema de BAIRE do lema exposto 

no v. viu, p. 111, 1.1. Suponhamos que é í ! ( y ) < a em [ A ] . A cada sucessão con-
vergente de elementos de A corresponde uma ordem a partir da qual dois elementos 
quaisquer têm por correspondentes para f(x) elementos a uma distância um do 
outro inferior a a [p. 70, l. 25]. Existe pois um número positivo e ta! que seja 
f(X) / ( x ' ) < x sempre que se tenha x x ' < i . 
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Resul ta p o r evidência que, se X o X' são subcon jun tos de 
B , contidos em A , j u x t a p o s t o s en t r e si, a distância / ( X ) / ( X ) 
não excede o máximo de £2 (y) em B. 

Seja B um subconjunto de [A] limitado e fechado. Suponha-
mos que / ( x ) é limitada numa vizinhança de B e designemos 
por O o valor máximo de 0 ty) em B . A cada número positivo ò, 
correspondem vizinhanças U e V de B, relativas a A e a [ A l , e 
um número positivo s de maneira que seja 

(26) , W ( X ) - O ( X 1 ) I < 2 0 + a 

e 

(27) O ( Y ) - O ( V ) [ < 2 0 + 3 

para quaisquer subconjuntos X, X ' , Y e Y , os dois primeiros de U 
e os outros de V. tais que se tenha XX'<£ e YY'<s. 

P o n h a m o s a = 0 + —. Ver i f i cam-se as hipóteses que 

deram origem à propos ição a p. 74, l. 12, donde, p o r inter-
médio da re lação 

| W (X) - W (X') 1 < 2 (X) / (X'j [v. I V , p. 105, (3)J, 

so deduz a des igualdade (26) para todos os pâros de subcon-
j u n t o s X e X ' de U tais que X X < s . 

De modo análogo se demons t ra a desigualdado (27). 

Seja K um contínuo limitado contido em [ A ] . Se f(X) é limi-
tada numa vizinhança de K, a desconexão do conjunto 1 (Kl não 
excede o máximo O de 0 ( y ) em K. 

Consideremos, com efeito, um número « supe r io r a O. 
Decomponhamos K num número finito de pa r t e s Y que façam 
O (Y) < a [p. 73, l. 29]. Os con jun tos Y são l igados e n t r e 
si [v. vt, p. 323, l. 17]. O mesmo sucede aos respect ivos 
con jun tos limites l (Y) [T>. V I I I , p. 122, /. 7], que consti-
tuem uma decomposição de l (K) em pa r t e s \y. V I I I , p. 121, 
l . 26] de d iâmetros infer iores a a. A desconexão de / ( K ) 
é pois infer ior a a [?;. vi, p. 315, /. 26], e por conseguinte 
não excede O . 
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Se f(t) é definida num conjunto C perfeitamente conexo (1), 
a desconexão de / ( C ) não excede o limite superior de íl (X) 
em C (2). 

Demons t remos que, seja qual fôr o modo de divisão de f (C) 
em duas par tes Z e Z ' , a distância reduzida Z Z ' não excede 
o limite super ior O, que supomos finito, de Í2(x) em C [». vi, 
p. 314, l. 26]. 

Os maiores subconjuntos X e X de C que fazem Z j f ( X ) e 
Z ' /"(X') consti tuem uma divisão de C em duas par tes . Mas 
existe um elemento X1 de um desses subconjuntos, suponhamos 
de X 1 , que é limite duma sucessão Xi, X2, • • • , Xt-, . . . de ele-
mentos do out ro . A cada número positivo <5 co r responde um 
elemento Xi- da mesma sucessão tal que f(t!) f (ti) KQ.+ 5 
[p. 70, l. 25], sendo por conseguinte Z Z ' < í í + á. Verifica-se 
pois a condição Z Z ' < i l que desejávamos demons t ra r . 

Da presente proposição se conclui que, dado um número x 
super ior a ií e dados dois subconjuntos limitados de f ( C ) , 
podemos unir estes por uma sucessão dum número finito do 
subconjuntos de /'(C) tais que as distâncias ent re conjuntos con-
secutivos sejam inferiores a a [?;. vi. p. 321, l. 10]. 

Se f (X) é definida num conjunto conexo C tal que, para 
qualquer divisão dêste em duas partes X e X' , exista o pro-
duto [X] X [X 'J, a desconexão de / ( C ) não excede o limite supe-
rior de Q (y) em [C] . 

S e j a j ( X ) uma função jux tapos t a a / (X) que resulte de prolon-
ga rmos / ( x ) para o conjunto [Cl — G - Po r s e r / ( C ) H,;(MM) vur, 
p. 117, l. 7], a desconexão de / ' (C) ó a mesma de / ( [CI ) [ r . vi, 
p. 318, l. 5], e esta, em vir tude da proposição precedente, não 
excede o limite super ior de i i (y) em [Cl . 

(') Dizemos que o conjunto C ó perfeitamente conexo quando, seja qual fòr 
a maneira de o dividirmos em duas partes X e X', o produto C X [ X J X [ X ' ] seja 
provido de um el amento pelo menos, isto é, quando exista um elemento duma das 
partes que seja limite de elementos da outra. Pertencem à classe dos conjuntos 
perfeitamente conexos os contínuos limitados, os domínios elementares [v. vi, 
p. 490, l. 17] e qualquer conjunto no qual dois elementos arbitrários se unam 
sempre por meio dum contínuo limitado nêle contido. 

(2) Quando o limite superior de n (x) é infinito, a desconexão de /"(C) pode 
tornar-se também infinita. 
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E m p a r t i c u l a r : 

Se uma função limitada f(x) é definida num conjunto C limi-
tado e conexo, a desconexão de / ( C ) não excede o máximo de 12 (y) 
em [ C l . 

Ta l p ropos i ção também pode deduzir -se da enunciada a p. 75, 
l. 21 , pondo A I C e K I [ C l . Como é en tão / ( K ) I X(C) I [ / ( C ) ] , con-
cluímos que a desconexão do [ / ( C ) ] , ou se ja a d e / ( C > , não excede 
o v a l o r m á x i m o de i í ( y ) em [ C l . 

A mesma p ropos i ção ainda pode jus t i f icar -se r e c o r r e n d o ao 
j á d e m o n s t r a d o t eo rema de B A I R E , e admito o segu in te caso pa r -
t icular : 

Se a função limitada f (X) è definida num contínuo limitado K, 
a desconexão de f (K) não excede o máximo de Q (X) em K. 

Seja K um contínuo limitado contido em [ A l . Se / ( x ) è limi-
tada muna vizinhança de K, a cada número a superior ao máximo 
de íí iy) em K corresponde um número positivo e tal que, para 
quaisquer vizinhanças U e V de K, relativas a A e a [ A l , que dis-
tem de K menos de z, as desconexões dos conjuntos f ( U ) . X(U) e 
X (V) sejam inferiores a x. 

Cons ide remos a infinidade das viz inhanças U de K re la t ivas 
a A. Em v i r tude da p ropos i ção do v. v iu , p. 122, l. 13, a 
cada sucessão (14) de vizinhanças U que tenda para K cor-
r e sponde uma o rdem a p a r t i r da qua l as desconexões dos 
t e r m o s / ( U F ) da c o r r e s p o n d e n t e sucessão ( l ô ) são infer iores 
à desconexão de X (K) [tf. vi, p. 319, l. 13], e p o r t a n t o infe-
r io res a a . L o g o é poss ível de t e rmina r um n ú m e r o posi-
tivo s tal que, p a r a q u a l q u e r dos con jun tos U que diste de K 
menos de £, a desconexão de / ( U ) se ja infer ior a a [v. v m , 
p. 114, l. 1]. 

Da mesma mane i r a se d e m o n s t r a m as pa r t e s da p ropos ição 
re la t ivas aos c o n j u n t o s X(U) e X(V). 

90. Noção de cont inuidade . — S e j a / ( x ) uma função definida 
no con jun to A e cons ideremos um e lemento y de [ A l . D izemos 
q u e / ( X ) é contínua no e lemento y q u a n d o a respec t iva osci lação 
l imite i2 ( y ) se reduz a ze ro . A função ó nosso caso l imitada 
numa vizinhança de y , e o con jun to limite X ( y ) compõe-se de 
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elomentos j u s t a p o s t o s uns aos outros entre os quais f igura/ ( y ) 
quando y per tence a A ( 1 ) . 

A função 6 contínua orn todos os elomentos jux tapos tos a y 
uma vez que seja contínua neste elemento [v. V I I I , p. 295, l . 8J. 

Elementos da função correspondentes a elementos de continui-
dade jux tapos tos entro si são também jux tapos tos uns aos ou t ros . 

Uma função não contínua num elemento chama-se descontí-
nua no mesmo elemento (2). 

Dizemos que / ( X ) ó contínua num dado subconjunto de [Al 
quando é contínua em todos os elementos dêsso subconjun to . 
Quando fa la rmos em função contínua, sem mais referência, 
entenderemos que a mesma ó contínua no conjunto A onde a 
supomos definida. 

Se / ( X ) é contínua num subconjunto X de A, limitado e 
fechado, os conjuntos X(X) e / ' ( X ) jux tapõem-se elemento a ele-
mento [u. v in , p. 121, l. 18]. 

Dada a continuidade d o / ( X ) em y, é convergen te qualquer 
sucessão / ( X t ) , f ( t t ) • • , / ( X ; ) , • • • que resul te duma sucessão 
de elementos do A que tenda pa ra y [». ív, p. 18, l. 8], e reci-
procamente . Podemos então escrever Iim f (ti) Il 1 ( y ) , e, quando 

/ ( X ) é definida em y, Iim/(X1-) I l / (y ) , seja qual fOr a suces-

(') Na definição habitual de continuidade supõe-se que a função 6 definida 
no elemento y e que êste é elemento limite de A. 

(2; Um caso simples de descontinuidade de /"(X) num elemento x de A é o 
que se apresenta quando a função se torna contínua pela supressão de x do con-
junto A (para simplificar a exposição desta nota admitimos que dois elementos 
distintos de A nunca são juxtapostos um ao outro). A descontinuidade chama-se 
então artificial. 

Se a função só admite em [ A ] descontinuidades que sejam artificiais, o con-
junto dos elementos (necessariamente de A) onde tal facto se verifica é finito ou 
numerável, como vamos ver. 

Consideremos primeiro o caso de A ser limitado. Basta demonstrar que é 
finito o conjunto dos elementos x de A onde n ^x) excede um dado número posi-
tivo £. Se tal não acontecesse, o conjunto desses elemeutos x de A admitiria um 
elemento !imite x', no qual seria í ! i x ' ) > s mesmo depois de suprimirmos o ele-
mento x' ao conjunto A \p 71, l. 22]. A descontinuidade em x' não seria pois 
artificial. 

Se A é ilimitado, consideramos uma sucessão de esferóides concêntricos cujos 
raios cresçam para infinito e notamos que os elementos de A onde f ( x ) se torna 
descontínua, situados em cada um desses esferóides, são em número finito ou for-
mam uma infinidade numerável. 
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são Xi, X2, . . . , Xt, . . . de elementos de A que tenda para y. Qualquer 
destas condições exprime a continuidade d e / ( x ) no elemento y . 

S e / ( X ) ó limitada numa vizinhança de y, para que se dê a 
continuidade neste elemento é suficiente que exista uma suces-
são Xi, X2, Xi, • • • que faça Iimf(Xi) Xfy) = 0, pois em tal 
caso X(y) r«duz so a elementos juxtapostos entre si. 

P a r a que / ( x ) seja contínua no conjunto [A] é necessário e 
suficiente que a qualquer sucessão convergente Xi, X2, • • •, Xi-,. .. 
de elementos de A corresponda uma sucessão também conver-
gente / (Xi ) , / (X 2 ) , • • • , / (Xi) , . . . de elementos de / ( A ) . 

Consideremos uma classe de sucessões de elementos de A 

/ / 1 
X1» X,, • • X^1.>. 

cjue tendam para um mesmo elemento y. Suponhamos que, dada 
uma sucessão qualquer de elementos de A que tenda para y, dela 
podemos sempre extrair uma sucessão da classe. Para que f(X), 
definida em A, seja contínua em y é suficiente que tôdas as suces-
sões 

f(x[). f(X1
2), ..., f(x'i),... 

correspondentes às diversas sucessões da classe tendam para limi-
tes juxtapostos entre si [v. viii , p. 119, l. 9] (1). 

Seja f(x) continua em y. Consideremos um elemento C do 
espaçóide a que pertence / ( A ) . Dados dois números que com-
preendam. a distância A (y) C, existe uma vizinhança de y relativa 
a A tal que em todos os seus elementos x a distância /'(X)C se 
encontra entre os mesmos números. 

Efectivamento, se Xi, X2, • • X11 .. é uma sucessão de ele-
mentos de A que tenda y, tomos Iim f(Xi) c = X (y) C, e por isso 
existe uma ordem a par t i r da qual a distância /'(X1)C se encon-
tra entre os números dados. Podemos pois determinar uma vizi-

(1) Se por exemplo A é constituído por números ou por pontos, para que f (x), 
definida em A, s j ja contínua num ponto x' dèste conjunto é suficiente que tendam 
para f(x') tolas as sucessões de elementos de fix) correspondentes às sucessões 
monótonas do pontos de A que tendam para x'. 
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nhança de y em re lação a A tal que em todos os seus e lementos X 
a distância f (x) C se encon t re en t re os mesmos números [». v iu , 
p. 111, L 12] (»). 

Se f(X) é contínua no elemento y, o mesmo sucede a qualquer 
função juxtaposta à primeira \_p. 69, l. 24]. 

L o g o , q u a n d o / ( X ) é contínua num elemento y de [A] que não 
per tença a A, a definição de f (X) nesse e lemento confo rme dis-
semos a p. 120, nota, mantém a continuidade em y. T a l prolon-
gamento de Zf(X) p a r a um ou mais e lementos do con jun to [ A l - A 
não in t roduz pois descont inuidades. 

Se / ( X ) , definida em A mas não em todos os e lementos 
de [ A i , é cont ínua no con jun to [ A ] , qua lquer função j (X) que 
resu l te do prolongarmos a pr imei ra pa ra o con jun to [ A l - A ó 
ainda contínua. L o g o a uma função definida em A e cont ínua 
em [A] co r r e sponde s e m p r e uma função definida e contínua 
em [Al e que em A coincide com f ( x ) . 

Se Z'(X) é contínua em [ A l , uma função j u x t a p o s t a à pr imei ra 
e definida em [Al é qua lquer função que resul te de a t r ibu i rmos 
um só e lemento à função limite 1 (yj em cada elemento do [ A l . 

Se dois e lementos dist intos de [ / ( A ) ] nunca são j u x t a p o s t o s 
en t r e si, exis te uma única função definida om [Al o j u x t a p o s t a 
a / ( x ) : é a função X(y) que se obtém prolongando f(x) pa ra o 
con jun to [Al — A ( 2 ) . 

(') Para dar uma aplicação simples admitamos que f (A) é uumérico e que 
/"(xi é diferente de zero e contínua num elemento x' de A. A um dado número 
positivo t inferior à distância de f (x') ao ponto zero, isto é, ao módulo de f(x'), 
corresponde um esferóide de centro x' tal que em todos os seus elementos x se 
mantém a mesma relação £ < , f (X) . 

(2) Como exemplos de funções contínuas recordemos os seguintes casos: 
A distância x X1 entre dois elementos dum dado espaçóide P é uma função 

continua do elemento (x, x') definida no espaçóide composto V P , P) [». iv, p. 20, 
l. IGJ. As projecções dum elemento composto são funções contínuas dêsse ele-
mento [r. ív, p. 38, l. 12]. A distância reduzida entre um elemento e um con-
junto é uma função continua dêsse elemento [v. ív, p. 93, l. 20| . O diâmetro 
dum conjunto é uma função contínua do mesmo conjunto [». v, p. 134, l. 23]. 
A distância reduzida A B, o desvio A B e a distância A B entre conjuntos limi-
tados são funções contínuas do elemento composto ( A , B) [v. v, p. 135, I. 14 e 17]. 
As projecções dum conjunto limitado de ordem n são funções contínuas do mesmo 
conjunto [v. v, p. 136, l. 17]. As separações máxima e mínima de n conjuntos 
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Seja y um elemento de continuidade da função / ( x ) . Se 

X L , X 2 , • • , X J , . • • 
e 

Yi, Y2 , • . • , Yi, 

são sucessões de subconjuntos respectivamente de A e de [Ai tais 
que Z i T n X i y = Z m Y j y = O, temos [w. v iu , p. 123, l. 29] . 

Iim / ' ( X i ) X (y) = Um X (Yi) X (y) =0 
e 

Zi'?n w ( X i ) = Iim 12 (Yi) = 0 . 

P o r conseguinte , se f<x) é cont inua em y, a cada númoro 
posi t ivo ò c o r r e s p o n d e m vizinhanças I) e If de y re la t ivas a A 
e a [A] tais que se ja m (U)<<3 e £2 (V) <<3. Rec ip rocamente , 
uma qua lque r des tas condições ba s t a p a r a a cont inuidade de 
Z7(X) em y, po is em v i r tude dela é conve rgen te qua lque r suces-
são de e lementos de / ( X ) que resu l te duma sucessão de e lemen-
tos de A que tenda p a r a y. 

Se f t x ) é continua em y, a cada número positivo 3 corres-
ponde um número positivo s de maneira que se verifiquem as desi-
gualdades 

/'(X) Xiyi <<5 , /-(X) / ' ( X ' ) < < J 
e 

X(Y) X ( y ) < 3 , X(Y) X 1 Y ' ) < 3 

para quaisquer subconjuntos X, X ' , Y, Y', os dois primeiros de A e 
os outros de [Al, que distem de y menos de t [D. viu, p. 124, l. 20]. 

T e m o s em pa r t i cu l a r 

/ ( X ) X t y K S e / '(X) A * ' ) < 5 

s e m p r e que seja x y < s e x ' y < e . 

A j , A 2 , . . . , A i I são funções contínuas do elemento composto ( A 1 , A 2 , . . , A i i ) 
[JJ. vi, p. 300, l 9, e p. 302, l. ] l j . A desconexão dum conjunto é uma função con-
tínua do mesmo conjunto [r. vi, p. 319, l. 3]. 
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Qua lque r des tas condições t ambém é suficiente de continui-
dade em y , po rque , dada uma sucessão de e lementos do A que 
tenda p a r a y , da p r imei ra se conclui que a sucessão dos ele-
mentos co r r e sponden te s de f(x) tende pa ra ( y ) , e da segunda 
resul ta t ambém a convergência da mesma sucessão. 

Seja y um elemento de continuidade de f ( X ) . Se a função 
® ( Z ) , definida no conjunto f(A), é contínua no conjunto ^iy) 
relativo a / ( X ) , a função de função 9 ( / ( X ) ) é contínua em y . 

Efec t ivamente , dada uma sucessão X i , X 2 , . . . , X t , . . . d e 
e l ementos de A que tenda para y, temos Umf(Xi) Ii ^ (y) > e p o r 
isso exis te 9 ( f ( X j > ) . 

Se as funções j\ ( X ) , f t ( X ) , • •• , f « ( X ) , definidas no mesmo 
conjunto A, são contínuas no elemento y de [ A l , a função com-
posta \y. V I I I , p. 115, l 24] 

( 2 8 ) ( . A i x ) , Z 1 2 ( X ) , . . . , Z ' « ( x ) ) 

também é contínua em y e reciprocamente. 
Na verdade , se, qua lque r que seja a frucessão de e lementos 

de A quo tenda pa ra y , as co r r e sponden te s sucessões dos ele-
mentos das funções dadas são convergentes , o mesmo sucede 
à sucessão dos e lementos da função compos ta e rec ip rocamente 
[v. ív p. 37, l. 29]. 

Seja 9 ( Z i , Z 2 , . • • , Z „ ) uma função definida no conjunto dos 
elementos da função composta (28). Se as funções componentes 
são contínuas em y e se a função dada 9 é contínua num elemento 
limite da (28) em y, a função 

9 ( A ( X ) , Z 1 2 ( X ) , Z » ( x ) ) 

é contínua no mesmo elemento y. 
T r a t a - s e efect ivamente duma função 9 cont ínua no con jun to 

X ( y ) re la t ivo a uma função (28) cont ínua em y . 

Seja X um subconjunto limitado de A. Se / ( X ) è contínua 
em [ X I , temos 1 (X) I [ Z ( X ) ] . 

Com efeito, sendo X l imitado o t r a t ando-se duma função con-
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tínua em [X) , o conjunto X(X) não se a l tera quando se considera 
a função definida exclusivamente sôbre X, pois X(X) é a soma 
dos limites Xiy) relativos aos diversos elementos y de [XI - L o g o 
vem X(X) I [ f (X)] [w. v iu , p. 120, l. 10]. 

São juxtapostos os conjuntos dos elementos duma função con-
tínua em conjuntos juxtapostos. 

Sejam X e X ' subconjuntos de A jux tapos tos entre si. Se 
/ (X) é contínua em X e em X', cada elemento dum qualquer dos 
conjuntos f(X) e / ( X ) é limite duma sucessão de elementos do 
outro , e por isso também t e m o s / ( X ) l l / (X' ) . 

Numa função contínua a conjuntos j ux t apos to s correspon-
dem pois conjuntos j u x t a p o s t o s (1). 

Se a função f ( x ) , deiinida em A , é continua em [A], a con-
juntos limitados e ligados correspondem para a função conjuntos 
ligados. 

Em geral , se X e X' são subconjuntos do A cujos lugares 
possuam um elemento comum e se f ( x ) é contínua nesse ele-
mento, os c o n j u n t o s / ( X ) e f(X') são l igados ent re si. 

Se /(X) ê contínua num subconjunto Y de [A], limitado e 
fechado, existe uma vizinhança de Y relativa a A onde f(x) é 
limitada. 

Basta no ta r que a função é l imitada numa vizinhança de 
cada elemento de Y [tf. V I I I , p. 117, l. 25]. 

E m pa r t i cu l a r : 
Se f(X) é contínua no lugar [XI dum subconjunto limitado X 

de A, o conjunto f(%) é limitado. 

(1) Por êste motivo são juxtapostos por exemplo: correspondentes projec-
ções de conjuntos juxtapostos de ordem n\ o conjunto das distâncias entre as coor-
denadas de cada elemento dum conjunto de segunda ordem e o conjunto que se 
obtém da mesma maneira a partir dum conjunto juxtaposto ao primeiro; o con-
junto das distâncias entre cada elemento de A e cada elemento de B e o que se 
obtém da mesma maneira a partir de conjuntos juxtapostos aos primeiros; o con-
junto das distâncias entre os elementos de A o o das distâncias entre os elementos 
dum conjunto juxtaposto ao primeiro. 

Note-se que estas afirmações já tinham sido demonstradas directamente no 
r . ív, [p. 40, l. 23; p. 43, l. 5; p. 44, l. 25; p. 45, l. 21J. 
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L o g o , se f ( x ) é cont ínua em [A], a c o n j u n t o s l imitados cor -
respondem p a r a a função con jun tos l imi tados . 
f ., -I 

S e f ( X ) é contínua no co" junto fechado A, o conjunto de todos 
os elementos de segunda ordem ( X , / ( X ) ) é igualmente fechado. 

Cons ide rando , com efei to, uma sucessão conve rgen te 

(29) ( x i , f(Xi)), ( x i , / ( x i ) ) , ( X j , / ( X j ) ) , . . . 

de e lementos dêsse con jun to de segunda o rdem, são t ambém 
convergen tes a sucessão das pr imei ras coordenadas e a das 
segundas dos m e s m o s e lementos . A pr imeira tende p a r a um 
e lemento a de A , e , em vi r tude da cont inuidade, a segunda 
tende pa ra f( a ) . L o g o a sucessão (29) tende p a r a ( a . / a ) ) 
\v. ív, p. 38 , l. 8], que é um e lemento do re fer ido con jun to de 
segunda o rdem. 

Deduz-se como coro lá r io a p ropos ição segu in te : 

E fechado o conjunto dos elementos duma função contínua num 
conjunto A limitado e fechado. 

O con jnn to / ( A ) ó l imitado. O con jun to dos e lementos 
( x , / ( x ) ) é pois l imitado e fechado, o p o r i s s o / ( A ) t ambém ó 
fechado [v. ív, p. 41 , l. 10]. 

T a m b é m reconhecemos que / : A ) é f echado no tando que 
os c o n j u n t o s / ( A ) e A(A) jux t apõem-so e lemento a e lemento 
quando A é l imitado e fechado [p. 78, l. 14]. 

D a d o o caso de / t A ) ser numér ico o real , a função a t inge 
pois um va lor máximo e um va lor mínimo quando é cont ínua 
no c o n j u n t o l imitado e fechado A (1). 

(') Mais uma vez reconhecemos as seguintes proposições [v. ív, p. 47, l. 29]: 
É limitado e fechado o conjunto das dislâncias entre as coordenadas de cada 

elemento dum conjunto limitado e fechado de segunda ordem (supomos, é claro, 
que as projecções dêsse conjunto fazem parte dum mesmo espaçóide). 

É limitado e fechado o conjunto das distâncias entre cada elemento de /y e 
cada elemento de B quando estes conjuntos são limitados e fechados, pois tal dis-
tância é uma função contínua no conjunto limitado e fechado (A, Bj [p. ív, p. 42, 
/ . 3 ] . A distância reduzida A B é nesse caso a distância entre um elemento de A 
e um elemento de B convenientemente determinados. O diâmetro dum conjunto 
limitado e fechado é a distância entre dois determinados dos seus elementos. 

É limitado o fechado o conjunto das distâncias reduzidas a B entre cada 
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É condição suficiente de continuidade em ÍA] duma função f (X) 
limitada em A que o conjunto ( X f ( X ) \ seja fechado (1) (supõe-se 
que a elementos juxtapostos de A correspondem elementos juxta-
postos de / ( A ) ) . 

Basta demonst ra r que dada uma sucessão convergente 
Xi, Xi, ••., Xi, . . . de e lementos de A a cor respondente suces-
são 
( 3 0 ) / ( X i ) 1 / , X 2 ) , . . . , / ( X 1 ) , . . . 

também é convergente [p. 79, l. 8]. Consideremos um limite 
y da pr imeira sucessão, o dois limites Z e Z1 da segunda. Os ele-
mentos de segunda ordem Cy, z) e (y , z ') são limites da sucessão 

( X i , / ( X i ) ) , ( X 2 , / ( X 2 ) ) , • . . , X i , / ( X i ) ) 

e, como o conjunto dos elementos ( x , / ( x i ) é fechado, existem 
elementos ( a , / ( a ) ) e ( a 1 , / ( a ' i ) jux tapos tos a ( y , Z ) o i y , z ' ) . 
Temos pois a Ii a' e, por h i p ó t e s e , / i a ) H / ( a ' ) . Logo Z Il z ' . Todos 
os limitos da sucessão limitada (30; são j ux t apos to s entre si, 
razão porque a mesma ó convergente [v. iv, p. 18, l. 8]. 

Podemos afirmar, po r conseguinte , que : 

E condição necessária e suficiente de continuidade duma função 
limitada f iX) num conjunto fechado que o correspondente conjunto 
(x , / ( X ) ) seja fechado (supõe-se que a elementos juxtapostos de A 
correspondem elementos juxtapostos de /( A)). 

Como corolár io evidente vem a seguinte proposição, também 
fácil do jus t i f icar d i r ec t amen te : 

A função inversa duma função contínua nnm conjunto limi-
tado e fechado, quando existe, ê contínua (supomos que elementos 
juxtapostos de / ( A ) são correspondentes a elementos juxtapostos 
de A). 

elemento a dum conjunto limitado e fechado A e um conjunto B. Logo o desvio 
A B representa a distância reduzida entre um determinado elemento de A e o 
conjunto B . 

(1) Em tais condições o conjunto A é necessariamente fechado. Em geral: 
E fechada uma projecção dum conjunto fechado de ordem n sempre que a pro-

jecção complementar seja limitada. 
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Se / ( x ) é continua e se A e / ( A ) são totalmente fechados, 
temos [/ '(X)] I / ( [ X ] ) para qualquer subconjunto limitado X de A 
(supomos que elementos juxtapostos de / ( A ) são correspondentes 
a elementos juxtapostos de A). 

P o r ou t ras palavras , se Z é cor respondente a X, também !Zl é 
cor respondente a [X]. Na verdade, os conjuntos / ( X ) e / ( l X j ) 
são jux tapos tos [/; 83, l. 11], e como/ ( IXl ) é totalmente fechado, 
temos [ / . X ) ] 1/(1X1). 

A s operações represen tadas pelos símbolos N e / ' são per-
mutáveis dadas as condições do enunciado (1). 

Seia / ( X ) uma função definida e contínuá num conjunto 
fechado A. Dado um subconjunto Z de / ( A ) , façamos-lhe cor-
responder o maior subconjunto X' de A tal que Z L!/(X') (2). Se 

( 3 1 ) Z I , Z 2 , . . . , Z T , . . . 

é uma sucessão que tenda para Z de vizinhanças de Z relativas 
a f ( k ) , a correspondente sucessão 

(32) X 1 , X 2 , • . . , X I , • • • 
tende para X 1 . 

E claro que X' é um subconjunto de qualquer dos conjun-
tos X'Í . Bas ta pois demonst ra r que o limite integral X' da 

(1) Como aplicação deduzimos as seguintes proposições, já directamente jus-
tificadas no v. ív, p. 40, n.° 16 e segs., e resumidamente enunciadas no mesmo 
v. ív, p. 47, l. 31: 

O lugar duma projecção dum conjunto limitado de orlem » é a correspon-
dente projecção do lugar do mesmo conjunto. O lugar do conjunto das distâncias 
entre as coordenadas de cada elemento dum conjunto limitado de segunda ordem 
é o conjunto das distâncias entre as coordenadas de cada elemento do lugar do 
mesmo conjunto. Em particular, o lugar do conjunto das distâncias entre cada 
elemento dum conjunto limitado A e cada elemento dum conjunto limitado B é o 
conjunto que se obtém da mesma maneira a partir de I A ] e de [ B L O lugar do 
conjunto das distâncias entre os elementos de A é o conjunto das distâncias entre 
os elementos de [ A ] . [veja-se v. ív, p. 48, l. 3]. 

(2) O conjunto X' é constituído pelos elementos de A quo têm por corres-
pondentes para f (x ) elementos de Z . 

A subconjuntos juxtapostos de / ( A ) correspondem assim para A subconjuntos 
também juxtapostos. 
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sucessão (32) pertence a [X'J \y. v, p. 143, l. 28]. Cada elemento 
de X' juxtapõe-se a um elemento a de A e é limite duma suces-
são Xr, Xs, •• , Xu, . . . ext ra ída duma subsucessão da (32). 
P o r continuidade vem IimfiXu) H / ( a ) , e, como a sucessão (31) 
tende para Z, o elemento / ( a ) per tence a [ZJ. Logo a per-
tence a X' . 

Qualquer elemento de X ' j ux t apõe - se a um elemento de X', e 
por isso X' pertence a !X'] . 

Seja f ( x ) uma função definida e contínua num conjunto 
fechado A . Dado um subconjunto Z de / ( A ) , é fechado o maior 
subconjunto X' de A tal que ZH/ (X ' ) • 

E fechado, com efeito, o conjunto X' que figura na demons-
t ração precedente, e acabámos de ver que X' e X' se jux tapõem 
elemento a elemento. 

P o r conseguinte, a um subconjunto fechado Z d e / ( A ) no 
qual figurem todos os elementos de / ( A ) que se jux tapõem a 
elementos de Z (como sucede por exemplo quando Z ó total-
mente fechado) cor responde sempre um conjunto fechado X tul 
q u e Z I / ( X ) . 

Dado em par t icular um elemento Z de / ( A ) , ó fnchado o 
conjunto de todos os elementos de A que têm por correspon-
dentes p a r a / ( x ) elementos j ux t apos to s a z . 

Seja f tx) uma função definida e contínua num conjunto 
fechado A. Dado um subconjunto Z de f (A), designemos por X' 
o maior subconjunto de A tal que Z / ( X ' ) . Se o limite integral 
da sucessão 

/ ( X i ) , / ( X 2 ) , . . . , / ( X i ) , . . . 

pertence a [Z], também o limite integral da sucessão 

X i , X 2 , • . • , X i , 

pertence a [X1] . 
Tal qual como se procedeu há pouco, demonstra-se que um 

elemento qualquer do limite integral X da sucessão precedente 
juxtapõe-se a um elemento de X1. 

Quando a soma dos termos da mesma sucessão ó l imitada, 

podemos escrever Iim X i X' = 0. 
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Se em par t icular a sucessão limitada Xi, Xj , •• • , X t, . . . é 
tal que Iim f (x() Z = O , também temos Iim X i X =O ( ') . 

Se a função f (X), definida em A , é continua no subconjunto B 
de [ A l , limitado e fechado, a cada número positivo 3 correspon-
dem vizinhanças U e V de B relativas a A e a [A] e um número 
positivo í tais que seia 

o» (X) < 3 e O (Y) < 3 

para subconjuntos quaisquer X e Y de U e de V cujos diâmetros 
sejam inferiores a e [p. 73, l. 7, e p. 83. /. 21]. 

Podemos pois dividir a vizinhança V num número finito de 
par tes em cada uma das quais a oscilação limite de / ( x ) seja 
infer ior a 3. 

As desigualdades 

/ ( X ) / ' ( x ' ) < 3 e X(yj Xiy') < 3 

verificam-se sempre que os elementos x e x' de U e os elemen-
tos y e y' de V satisfaçam às condições XX1 <e e y y ' < e . 

Supondo que é B I [ A ! , vem a proposição seguin te : 

Se f ( X ) , definida no conjunto limitado A, é contínua em [ A ] , 
a cada número positivo 3 corresponde um número positivo s tal 
que seja c . > ( X ) < 3 para qualquer subconjunto X de A de diâmetro 
inferior a e [ C A N T O R ] . 

Temos pois / ( X ) / ' ( X ' ) < 3 sempre que seja x x ' < e ( iJ. 

(') Como corolário encontramos mais uma vez a proposição que diz: 
A função inversa duma função contínua num conjunto limitado e fechado, 

quando existe, ê contínua (supomos que elementos juxtapostos de/(A) só podem 
resultar de elementos juxtapostos de A). 

Efectivamente, considerando uma sucessão f (X1), f (X2), .. , f (Xi), ... que 
tenda para um dado elemento f ( a ) de f ( A ) , a sucessão X1, X 2 , . . . , X f . . . tende 
para a . 

(2) Se f(x) é contínua num conjunto A limitado e fechado, a possibilidade da 
divisão de A num número finito de partes X em cada uma das quais seja u (X) < s 
não traduz o teorema de CASTOR nem sequer é característica das funções contínuas. 
Qualquer função limitada f(x) definida num conjunto limitado A satisfaz a tal con-
dição. Efectivamente, uma divisão do conjunto de todos os elementos (x , /(X)) 
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Se f ( x ) é continua no subconjunto B de [ A l , limitado e fechado, 
a cada número positivo S correspondem vizinhanças U e V de B , 
relativas a A e a [ A ] , e um número positivo s de maneira que 
seja 

f(X) f(X')<3 e X(Y) A ( V ) <3 

para subconjuntos quaisquer X 1 X ' , Ye Y' , os dois primeiros de U 
e os outros de V, tais que se tenha X X ' " O e Y Y ' < e [ p . 74, l. 12]. 

Como corolár io af i rmamos que : 

Se f(x) é continua no subconiunto B de [ A l , limitado e fechado, 
as funções f ( X ) e / ( Y ) sendo a primeira definida nos subconjuntos 
limitados X de A e a segunda nos subconiuntos limitados Y de [ A 1 , 
são continuas no coniunto B e em todos os seus subconjuntos [ r . v, 
p. 1 3 7 , l . 1 ] . 

P o r conseguinte, dado um subconjunto limitado X de A , se 
/(X) é contínua em [XI e se a sucessão X i , X 2 , • • • , Xi , • • . de 
subconjuntos de A , de soma limitada, tende pa ra X , a corres-
pondente sucessão / ( X i ) , / ( X 2 ) . . • , / ( X 1 ) , • . . tende pa ra / ( X ) . 

Quando em par t icular f ( x ) ó definida e contínna em todo 
o espaçóide a que per tence a variável X, a cor respondente fun-
ção / ( X ) ó contínua em qua lquer conjunto limitado X ( J ) . 

— * 

Se X i , X 2 , • • • , X i , . . . satisfaz apenas à condição Um Xi- X = 0 , — 
também temos Iimf(Hi) / ( X ) = O quando X ó limitado e / ( x ) con-
tinua em [X] . Na verdade, os te rmos da sucessão precedente 

num número finito de partes de diâmetros inferiores a um dado número positivo S 
determina uma divisão de A no mesmo número de partes, sendo manifesto que em 
cada uma delas a oscilação de f (X) é inferior a <$. No caso geral duma função 
qualquer definida num conjunto qualquer, podemos dividir êste numa infinidade 
numerável de partes em cada uma das quais a oscilação da função seja inferior a 5. 

(1) Os limites superior e inferior dum conjunto limitado de números reais 
são manifestamente funções contínuas dêsse conjunto. Por conseguinte, se a fun-
ção /"(x), definida em A, é contínua num dado subconjunto B de [A], limitado e 
fechado, e se /(A) ó numérico e real, os limites superior e inferior do conjunto/"(X), 
quando limitado, são funções contínuas no conjunto B e nos seus diversos subcon-
juntos [p. 82, l. 6]. 

Por exemplo, como a distância reduzida xY é uma função contínua de x, 
concluímos qne a distância reduzida XY e o desvio XY (respectivamente o limite 
inferior e o superior do conjunto das distâncias xY correspondentes aos diversos 
elementos x de X) são funções contínuas do conjunto limitado X. 
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podem considerar-se subcon jun tos dos te rmos cor responden tes 
duma sucessão de subconjuntos do A, de soma limitada, que 
tenda pa ra X . 

Se em par t icu lar a sucessão X i , X 2 , • • •, X1-, • . . de e lementos 
d e A ó t a l q u e Iim X i X = 0 , v e m Iim f ( X l ) / ( X ) = O , s u p o n d o 

ainda que f ( x ) é contínua no conjunto limitado [X]. 

Se f(x) é contínua no subconjunto B de [Al, limitado e fechado, 
a cada número positivo 3 correspondem vizinhanças U e V de B 
relativas a A e a Âl e um número positivo s de maneira que seja 

J w ( X j - O ) ( X ' ) < 3 e ( Y ) - Q ( Y ' ) i < 5 

para subconjuntos quaisquer X, X1
1 Y e Y', os dois primeiros de U 

e os outros de V tais que se tenha X X K s e Y Y' <C £ [p. 75, l. 4]. 
L o g o , s e / ( x ) ó contínua no subconjunto B de [A], l imitado 

e fechado, as oscilações w(X) e Q(Y) 1 a pr imei ra das quais é 
definida nos subconjuntos l imitados de A e a segunda nos 
de [Al, são cont ínuas no conjunto B e nos seus diversos subcon-
j u n t o s (1). A função Q ( y ) , em par t icular , ó cont ínua nos ele-
mentos y de continuidade d e / ( x ) . 

Seja Z l / ( X ) uma função contínua num conjunto limitado e 
fechado A. Consideremos uma função 9 (z) definida no con-
junto / ( A ) . Dado um elemento z' de / ( A ) , designemos por X' 
o maior subconjunto de A tal que seja Z r I I / ( X ' ) . E condição 
necessária e suficiente de continuidade da função de função 
9 ( A x ) ) no conjunto X' que 9 (z) seja contínua no elemento Z1 

(supomos que a elementos juxtapostos a Z1 correspondem para 
9 (z) elementos juxtapostos a 9 ( z ' ) . 

Demons t remos que a condição ó necessár ia . S e n d o / ( x ) con-
tínua no conjunto fechado A, dada qua lquer sucessão de e lementos 
d e / ( A ) 

Z i I Z 7 ( X i ) , Z 2 I / ( X 2 ) , . . . , Z i I Z ( X i ) , . . . 

(') Ao mesmo resultado também podemos chegar notando que <0 (X) e O(Y) 
são funções contínuas de /(X) e de X (Y) [». v, p. 134, l. 23] e que estas últimas 
são contínuas em B e nos seus diversos subconjuntos, como atrás dissemos. 
É uma aplicação do teorema da continuidade da fuução de função. 
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qne tenda para o limite z', temos Iim XiX1 = O [p. 88, l. 1]. Se 
9 ( / ( X i ) à contínua no conjunto X ' , que é limitado e fechado 
[p. 87. I. 9], temos também 

Um <f (f (Xi)) ? ( V ( X 1 ) ) = O [p. 9 0 , l . 4 ] , 

ou Iim 9( Z j ) <p(z') = 0. A função 9 (z) é pois contínua em z'. 
A condição ó suficiente como atrás se demonstrou [p. 82, l. 6]. 
P o r conseguinte af i rmamos que : 

Sendo f ( t ) definida e contínua num conjunto limitado e 
fechado A, é condição necessária e suficiente de continuidade 
da função de função 9 ( / ' ( X ) ) em A que 9 ( Z ) seja contínua em 

/ ( A ) (supomos que a elementos de f(A) juxtapostos entre si corres-
pondem para 9 (Z) elementos também juxtapostos) (1). 

Seja K um contínuo limitado contido em [ A ] . Se f ( t ) , definida 
em A, é continua em K, o conjunto limite X(K) é um contínuo [p. 75, 
l- 21] (2). 

Como corolár io deduzimos que : 

Se / ( X ) é definida e contínua num contínuo limitado K1 o con-
junto / ( K ) também é um contínuo [ C A U C H Y ] . 

Se f ( t ) é contínua num conjunto C tal que dois quaisquer dos 
seus elementos se unam por um contínuo limitado nele contido, o 
conjunto f( C) satisfaz à mesma condição (3). 

(') Outro modo de provar a condição necessária consiste em demonstrar que 
é fechado o conjunto dos elementos de segunda ordem (z , 9 (Zj) \p. 85, l. 19] 
(recordemos que o conjunto A, e por conseguinte os conjuntos /"(A) e <p ( A ^ l ) , 
são limitados e fechados). Basta para isso notar que é fechado o conjunto dos 
elementos de terceira ordem ( x , / ( x ) , ç ( / ( X i ) í p . 85, no/o], o que se torna 
evidente em virtude da suposta continuidade das funções / (X) e <s(/(X)) no con-
junto limitado e fechado A. 

(2) Êste contínuo pode degenerar num só elemento ou em elementos juxta-
postos entre si. 

(3) Do teorema de CAUCIIY e da proposição a p. 76, l. 1, deduz-se a seguinte: 
É contínua a função inversa, caso exista, duma função de elementos numé-

ricos reais definida e contínua num conjunto tal que dois quaisquer dos elementos 
se unam por um contínuo limitado nele contido. 

Seja z 1 A X ) a função considerada, definida em A. O conjunto f(A) é um 
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Se a função f (X) é definida e continua num conjunto C perfei-
tamente conexo [p. 7 6 , LA nota], o conjunto / ( C ) também é perfei-
tamente conexo (1). 

Cons ideremos , com efeito, uma divisão de / (C ) em duas p a r -
tes Z e Z'. S e j a m X o X' os ma io res s u b c o n j u n t o s de C que 
f açam Z l / ( X ) e Z ' I / ( X ' ) . Ex i s t e po r h ipó tese um e lemento C 
do p r o d u t o C x [XIxtX'] , e , como / ( X ) é cont ínua e u C 1 o ele-
men to c o r r e s p o n d e n t e / ( c ) pe r t ence a [Z] e a [Z'l. O p ro -
duto / ( C ) X IZl X [Z'J é po r conseguinte p rov ido de e lementos . 

De idêntica mane i ra se d e m o n s t r a a seguinte p r o p o s i ç ã o : 

Seja / ( X ) uma função definida num conjunto C tal que, 
para qualquer divisão deste em duas partes X e X , exista o 
produto IX] X I X ' ] . Se / ( X ) é continua em [C], o conjunto / ( C j 
satisfaz a mesma condição: seja qual fôr a maneira de o divi-
dirmos em duas partes Z e Z ' , existe o produto [Z] x [Z']. 

Em p a r t i c u l a r : 

Se / ( X ) , definida num conjunto limitado e conexo C. é contí-
nua em [Cl, o conjunto / (C) ê conexo. 

S u p o n d o fechado o con jun to C que f igura nes ta p ropos i ção , 
ob temos mais uma vez o t eorema de C A U C H Y acima enunciado . 

Seja K um contínuo limitado contido em [ A ] . S e / ( X ) , defi-
nida em A , è contínua em K , a cada número positivo ò corres-
ponde um positivo e tal que, para quaisquer vizinhanças UeV 
de K, relativas a A e a [A], que distem de K menos de s, as des-
conexões dos coniuntos f ( U ) , X (Uj e X(V) seiam inferiores a <3 
[p., 7 7 L 1 4 ] . 

intervalo porque dois quaisquer dos seus elementos unem-se por meio dum inter-
valo contido em f (A). Tomemos um elemento Zo I /(Xo) e consideremos um inter-
valo de centro Z0 tal que a parte contida em / (A) seja um intervalo fechado I. 
Sejam /(X') e /(X") os extremos de I. Os elementos X' e x' ' unem-se por meio 
dum contínuo limitado K contido em A . O conjunto / (K) é um intervalo; a êle 
pertence I. Ficamos assim reduzidos ao caso já considerado duma função contínua 
sôbre um conjunto limitado e fechado K. Logo a uma sucessão de elementos 
de f A) que tenda para Z0 corresponde uma sucessão de elementos de A que tende 
para X0 • 

(1) Da proposição a p. 76, l. 1, conclui-se imediatamente que / ( C ) é um 
conjunto conexo. 
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Seja / ( X ) uma função definida, limitada e continua num con-
junto A. Consideremos um subconjunto conexo C de [A]. Se 
existe uma sucessão de subconjuntos de A perfeitamente conexos 

Ci, Ci, • • •, Ci, 

cada um dos quais contenha uma vizinhança de C e tais que seja 
Iim Ci C = O, o conjunto limite X(C) é um contínuo (1). 

Na verdade, demonst rámos há pouco que os conjuntos / ( C i ) 
são conexos [p. 127, l. 1] (2). 

(') Dispensa-se a hipótese da límitabilidade de / x) quando o conjunto / ( A ) 
é numérico e real [v vm, p. 129, oôs.]. 

(2) Considerando, por exemplo, uma função definida, limitada e contínua, 
num intervalo aberto, o conjunto limite numa das extremidades é um contínuo. 

Se uma função f (x), definida num intervalo incluindo uma das extremida-
des x', é contínua nos pontos interiores, o conjunto limite em x', caso exista, 
da razão 

/(.Xl f(x'J 
x — x' 

é um intervalo \v. vm, p. 129, nota (1)]. 
Se uma função / p) do ponto p dum espaço ordinário de mais de uma dimen-

são é limitada e contínua nos pontos duma esfera de centro p\ à excepção deste 
ponto onde não a definimos, o respectivo conjunto limite em p' é um contínuo 

Supondo esta função definida em p', o conjunto limite da razão 

f(P .f'p') 
p p< 

quando existe, ó um intervalo, mesmo que / ( p ) não seja limitada na referida 
esfera. 

Seja f \ x ) uma função de variável imaginária % definida no conjunto A dos 
pontos de certo círculo do qual excluímos o centro t ' e a circunferência C que o 
limita. Se f (x) é limitada e contínua em A, os respectivos conjuntos limites X (%') 
e X(C) são contínuos. 

Se / ( * ) é contínua em %' e sc a razão incremental ' 

/ ( * ) - * ( * ' ) 

se mantém limitada em A, o conjunto limite em da mesma razão é um 
contínuo. 
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Seja f(%) uma função definida, limitada e contínua no con-
junto A ( 1 ) . Suponhamos que o subconjunto C de [A] verifica a 
seguinte propriedade : seja qual fôr a sucessão X i , X2 , • • • , X1-, 
de elementos de A que faça Iim X, C = O, há uma ordem a partir 
da qual dois elementos quaisquer Xi e Xi pertencem a um con-
junto ferfeitamente conexo C c o n t i d o em A de tal modo que se 
tenha Iim C i jI' C = O. Nestas condições o conjunto limite ), (C) 
é um contínuo [v, viu, p. 127, l. 22J. 

Seja / ( x ) uma função definida e contínua num conjunto C no 
qual dois quaisquer dos elementos pertençam a um contínuo limi-
tado contido em C. Admitamos que, para um certo elemento z 
de f (X) , existem em C contínuos K que façam f (K) il Z . Secada 
elemento de qualquer desses contínuos determina uma vizinhança U 
do mesmo elemento relativa a C que faça ainda / ( U ) Il Z, temos 
também / ( C ) Il Z . 

Consideremos a colecção dos contínuos K a que se refere o 
enunciado. P o r ser / ( x ) uma função contínua em C , qua lquer 
contínuo contido em C que se juxtapoul ia a uma soma do contínuos 
da colecção é um contínuo da mesma colecção. Além disso, 
por fôrça das condições impostas no enunciado, soja qual fôr 
a suct ssão X1, X2, • • • 1 X i , . . . de elementos de C que tenda 
pa ra um elemento de um desses contínuos, temos, a par t i r 
do cer ta ordem, f (Xi) Il Z. Por êste motivo, cada contínuo limi-
tado da colecção determina uma visinhança V relativa a C na 
qual é f (V) Il Z [v. VIII , p. 1 1 1 , l. 7 ] . Qualquer contínuo contido 
om V é pois um dos da colecção considerada. A proposição 
enunciada no v. V I I I , p. 104, l. 33, diz então que a soma dos 
contínuos limitados da colecção é o conjunto C, sendo por 
isso / ( C ) Il Z (2) 

Sejam h (x) e k (x) funções definidas e continuas num con-
junto C no qual dois quaisquer dos elementos pertençam a um 

(') Primeira nota da página precedente. 
(2) Se por exemplo uma função numérica de variável independente imaginária, 

holomorfa num domínio elementar aberto, é constante sobre um contínuo nêle con-
tido (basta para isso que se mantenha constante sobre um conjunto que admita um 
derivado de ordem <o contido nesse domínio) a mesma função é constante em todo 
o domínio. 
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continuo limitado contido em C. Admitamos que existem em C 
contínuos K tais que seja h (X) Il k (X) em cada um dos seus ele-
mentos X. Se qualquer dêstes elementos determina uma vizinhança 
relativa a C em cujos elementos tenha ainda lugar a mesma juxta-
posição, esta verifica-se em todos os elementos de C. 

Efec t ivamente , a função h(X) k(x) encont ra -se nas condições 
da f u n ç ã o / ( X ) cons iderada na propos ição an te r io r . 

(Continua) 
Luís B E D A N E T O 



Sôbre a determinação do índice orbitário 
e a assimetria da órbita (1) 

POR 

L P . CANÈDO DE MORAIS e J . A . SERRA ( J ) 

Fhc. do Ciências da Univ. do Coimbra 

O índice orbitário tem sido determinado de diferentes maneiras, 
conforme os pontos em que terminam a altura e a largura da 
órbita. No que respeita à largura, pode ser tomada a partir do 
dakryon (ponto de encontro da sutura lacrimomaxilar com a sutura 
frontomaxilar), ou a partir do lacrimale (ponto na crista lacrimal 
sôbre a sutura frontolacrimal), e ainda a partir do maxilofrontale 
(ponto de encontro do bordo interno da órbita com a sutura fron-
tomaxilar). Enquanto que o Congresso de Mónaco de 1906 preco-
nizava o dakryon, Martin (3) prefere o maxilofrontale; na verdade, 
êste último ponto parece morfologicamente mais aconselhável, pois 
que, por definição, está situado no bordo da órbita e naturalmente 
a largura orbitária deve ser medida na entrada da órbita, ao passo 
que o dakryon ou o lacrimale estão situados interiormente. Para 
terminação da largura da órbita toma-se quási sempre o ektokon-
chion, ou seja, o ponto sôbre o bordo externo onde termina o eixo 
mediano da órbita paralelo aos bordos superior e infer ior; também 
se pode empregar um eixo da órbita paralelo ao plano horizontal e 
tirar a largura segundo êste eixo. 

A altura da órbita ó habitualmente definida como a distância 

(') Uin resumo desta comunicação foi apresentado no Congresso para o Pro-
gresso das Ciências, em Saragoça — 1940. 

(J) Bolseiro do «Instituto para a Alta Cultura». 
(3) R. Martin — Lehrbuch der Anthropologie. Jena, 1928. 
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do bordo superior ao inferior da órbita, perpendicular à largura, e 
que divide a órbita era duas partes aproximadamente iguais. 

Para a morfologia da órbita 6 importante não só o índice orbi-
tário, mas também a inclinação do eixo da órbita, a forma geral 
da entrada e o desenvolvimento das regiões circundantes, particu-
larmente da região supraciliar, assim como a conformação das 
paredes interiores O índice orbitário ó, contudo, o que mais se 
presta a comparações entre várias populações e tem por isso sido 
bastante estudado. Verifica-se, porém, que os dados dos vários 
autores não são comparáveis entre si, dada a diversidade das 
técnicas empregadas. Para os Portugueses há várias determinações 
do índice orbitário (1) feitas segundo métodos diferentes e forne-
cendo resultados diferentes; enquanto que Macedo e Oliveira segui-
ram o método de Broca, determinando a largura desde o dakryon 
até o ponto onde se encontra o diâmetro máximo sobre o bordo 
externo da órbita, Ataíde e Temido seguiram as instruções de 
Mónaco. Não existiam determinações feitas segundo as indicações 
de Martin, em que a largura orbitária se toma a partir do maxi-
lofrontale. Para comparações raciais pode ter interesse a existên-
cia de dados segundo as novas técnicas. Êste trabalho apresenta 
tais dados (2) e, além dêste fim, visa principalmente a servir como 
uma verificação da técnica usada o a tratar da questão interessante 
que é a assimetria da face. 

MATERIAL E MÉTODO 

As determinações foram efectuadas na colecção do Instituto de 
Antropologia de Coimbra de que se serviu A. A. Temido. Trata-se 
de 375 crânios masculinos e 239 femininos, identificados, em que 
se conhece o sexo, naturalidade, idade à data do falecimento, etc. 
Como as mensurações incidem sobre os mesmos crânios que as de 

(') Cf. — F. Macedo—Crime et criminei. Lisboa, 1892; V. N. Oliveira 
— 1902 — Sobre o índice orbitário dos Portugueses. Trab. Univ. Coimbra, 7, 247; 
A. Ataíde — 1922—Sobre algumas correlações faciais. Trab. Soe. Port. Antr. 
Etnol., 1, 197-215; A. A. Temido — 1931 — O índice orbitário nos Portugueses. 
Contr. para o estudo da Antr Port. — Rev. Fac. C. Univ. Coimbra, 12, n.° 1. 

I2J No final do trabaibo vão os valores individuais obtidos, juntamente com 
os dados referentes à «identidade» dos esqueletos. 
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A. A. Temido, é interessante verificar as diferenças ocasionadas na 
mensuração da altura orbitária (o único diâmetro que foi tomado 
da mesma maneira) devidas a causas puramente pessoais. Medimos 
a altura e a largura orbitarias como recomenda Martin — largura 
a partir do maxilofrontale. As medições foram efectuadas não só 
do lado esquerdo como também do direito, de forma a poder-se 
determinar a diferença existente de um para outro lado e, portanto, 
a assimetria dos dois diâmetros orbitários. A aproximação das 
medidas foi levada até meio milímetro, como é usual para as medi-
das pequenas. 

RESULTADOS 

Tratamos separadamente as duas séries, masculina e feminina, 
pois que há diferenças significativas. Na tabela I estão resumi-
dos os resultados a que chegamos quanto às medições. As medi-
das são expressas em milímetros. 

TABELA 1 

de 
casos 

Homens 
de 

casos 

Mulheres 
de 

casos Media Desvio-padrâo 
de 

casos Média Desvio-padrão 

Altura ( e s I u e -
orbi-
t á r i a (d i re i ta 

375 3 3 , 2 1 + 0 , 1 0 3 1.99 + 0,073 239 

238 

32,96 + 0 ; i23 1 , 9 0 + 0,087 Al tu ra ( e s I u e -
orbi-
t á r i a (d i re i ta 372 33,04 + 0,107 2,07 + 0,070 

239 

238 32 ,82+0 ,134 2 , 0 7 + 0 , 0 9 5 

L a r g . í e s I u c -
orbi - < 
t á r i a | d i r e i t a 

375 

372 

41,37 + 0,093 1,81 + 0,006 239 40 ,04+0 ,094 1 , 4 5 + 0 , 0 6 6 L a r g . í e s I u c -
orbi - < 
t á r i a | d i r e i t a 

375 

372 4 2 , 0 4 + 0 , 0 9 4 1,82 + 0 , 0 6 7 238 40,62 + 0,114 1 , 7 5 + 0 , 0 8 0 

Pode desde já verificar-se a assimetria entre as duas órbitas. 
Para as alturas (1) a diferença é insignificante, mas para as largu-
ras obtém-se uma diferença de 0,67 ± 0 . 1 3 2 no sexo masculino e 

(1) Diferenças de 0,17 + 0,148 para os homens e 0,14 + 0,182 para as 
mulheres. 
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de 0,58 + 0,14-8 no feminino. Ambas as diferenças são estatistica-
mente significativas, pois que são respectivamente maiores cêrca de 
5 e de 4 vezes os correspondentes êrros médios (probabilidade de 
ocorrência fortúita de um tal valor, menos de 0,0001"/o e 0,01%) (1). 
Tanto no sexo masculino como no feminino a órbita direita é mais 
larga que a esquerda. 

Xo que respeita às diferenças sexuais, verifica-se que as altu-
ras não têm diferenças significativas entre as médias dos dois 
sexos (embora lévemente maiores no sexo masculino, a dife-
rença de 0,25 + 0,160 à direita e 0,22 + 0,172 à esquerda, é no 
melhor dos casos igual a cêrca de 1,56 vezes o respectivo êrro-
-médio — probabilidade cêrca de 12 °/o — e, portanto, não ó signifi-
cativa). 

A largura apresenta uma diferença de 1,33 + 0.132 à esquerda 
e de 1,42 + 0,148 à direita, sendo a largura do sexo masculino a 
maior: as diferenças são estatisticamente significativas, evidente-
mente. 

Considerando as médias que nós obtivemos e as de A. A. 
Temido sobre o mesmo material, vê-se que as diferenças para a 
largura (à esquerda) são de 2.37 + 0,126 no sexo masculino e 
de 2,01 + 0,139 no sexo feminino. Wagner (2) dá para diferenças 
entre a largura orbitária medida pelos dois processos nos Caledó-
nios 2,1 no sexo masculino e feminino; nos habitantes da ilha da 
Lealdade (papuas) 2,3 e 2,4, respectivamente no sexo masculino e 
no feminino. O mesmo autor calculou dos dados de Poch (3) 2,4 
para os dois sexos, nos Australianos. Verifica-se que estas diferen-
ças são muito aproximadas das que nós obtivemos. 

A partir dos diâmetros orbitários foi determinado o índice orbi-
tário, estando as médias e desvios-padrões e os respectivos erros 
médios expostos na tabela II. 

(1) Por exemplo em E. Fisher-Statistical methods for researeh workers. 
London, 1932. 

(2) K. AVagner— The craniology of the oceanic races. Oslo, 1937. 
(3) Cf. pág. 8S de K Wagner, loo. oit.. Tôias as diferenças são dadas em 

milímetros. 



100 Itcvista da Faculdade de Ciências da Universidade de Coimbra 

A assimetria nos diâmetros orbitários evidencia-se ainda mais 
no índice. No sexo masculino há uma diferença entre as médias 
do índice nas órbitas esquerda e direita de 1,66 + 0,354, e no sexo 
feminino a diferença ó de 1,49 + 0,446; tanto num caso como noutro, 
as diferenças são estatisticamente significativas e indicam a existên-
cia de uma real assimetria não só nas dimensões (diâmetros), como 
também nas proporções da entrada da órbita. 

T A B E L A I I 

N.° 
de 

casos 

Homens N.0 

.Ie 
casos 

Mulheres N.° 
de 

casos Média Desvio-padrão 

N.0 

.Ie 
casos Média Desvio-padrão 

índice ( e s I u e -
orbi- < 
t á r i o (d i re i to 

375 8 0 , 3 8 + 0 , 2 4 8 4 , 8 0 + 0 , 1 7 5 239 82 .41+0 ,294 4 , 5 5 + 0 , 2 0 8 índice ( e s I u e -
orbi- < 
t á r i o (d i re i to 372 78,72 + 0.253 4 , 8 8 + 0 , 1 7 9 238 80 , ' i 2+0 ,335 5 , 1 6 + 0 , 2 3 7 

As diferenças sexuais são também nítidas, o que está de acordo 
com os resultados dos diferentes autores que determinaram o índice 
orbitário; para a órbita esquerda a diferença é de 2,03 + 0,384 e 
para a direita é de 2,20 + 0,420. As diferenças são estatistica-
mente significativas e a favor do sexo masculino. Temido (1) nas 
mesmas séries encontrou uma diferença de 1,42 + 0,406, menor que 
a nossa; parece, portanto, que o índice determinado com a largura 
a partir do maxilo-frontale diferencia melhor os dois sexos. 

Quanto à diferença entre o índice com a largura a partir do 
maxilofrontale e o índice com a largura do dakryon, verificamos 
nas nossas séries que é do 5,11 ± 0 , 3 5 3 para o sexo masculino e 
de 4.50 + 0,434 no sexo feminino (do lado esquerdo). No índice a 
diferença de técnica é muito mais notória que nas medidas, como 
era de esperar. Esta diferença só numa parte mínima ó devida a 
influências pessoais na maneira de medir, como se prova pelas dife-
renças entre as alturas medidas por nós e por A. A. Temido, dife-

(') O índice orbitário nos Portugueses, loc. cit. . Os erros médios que nós 
apresentamos foram calculados a partir dos erros prováveis de A. A. Temido. 
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renças que são muito pequenas (aproximadamente 0,10 no sexo 
masculino e 0,09 no feminino). 

DISC USSxVO 

Tratemos em primeiro lugar da assimetria da órbita. É sabido 
que há duas espécies de assimetrias: uma normal, que diz respeito 
principalmente aos órgãos internos e que seguramente deve ter bases 
hereditárias, e uma outra assimetria que se pode classificar de aci-
dental e que se manifesta nos órgãos ou membros pares ou nas duas 
metades do corpo (1). Poder-se-ia chamar ao segundo grupo assi-
metrias «paratípicas», pois que segundo os actuais conhecimentos 
sobre o assunto elas não são hereditárias. Mesmo a dextria e a 
sinistria (a propriedade de usar predominantemente a mão esquerda) 
parece que não são hereditárias, como o demonstram investigações 
em famílias (2) e em gémeos (3). Contrariamente a alguns autores 
anteriores, as histórias familiares de Busse provam que não se 
podem interpretar os dados para as várias assimetrias como se estas 
fossem causadas por um factor mendeliano ou por mais que um 
factor, mas antes, aparentemente são de natureza paratípica. Igual-
mente se verifica nos gémeos idênticos (uniovolares) que em muitos 
casos um dos gémeos é dextro e o outro esquerdo; embora os dados 
sejam a êste respeito um pouco contraditórios (4) verifica-se no 
entanto que se pode considerar como certo que é mais frequente 
nos gémeos idênticos ser um dextro e outro esquerdo do que nos 
gémeos fraternos (biovulares). E de notar que nos gémeos frater-
nos há muito mais esquerdos do que na população geral. Todos 
êstes factos indicam que a assimetria dos braços é de ordem para-
típica e pode adiantar-se que as causas que influem na assimetria 
se começam a fazer sentir muito cedo no desenvolvimento embrio-

(1) E. Fischer; em Baur-Fischer-Lenz — Menscliehe Erblehre. Munchen, 1930, 
págs. 223-225. 

(2) H. Busse, 1930, Úber normale Asymetrien des Gesiehts und im Kurperbau 
des Menschen. Z Morph. Anthr., 35, 412-445. 

(3) O. Verschuer, 1930; Zur Frage der Asimetrie des menschlichen Korpers. 
Z Morph. Anthr., 27, 171-178. 

(') H. New man, F. N. Freeman o K. J. Holzinger-Twins. A study of heredity 
and environment. Chicago, 1937. Cf. pág. 39 e seg. 
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nário. Spemann, Falkenberg e Ruud (1) viram que cortando ao meio 
larvas de tritões podiam provir dois animais mais ou menos simé-
tricos ou assimétricos, sendo a assimetria tanto maior quanto mais 
tarde eram separados: no estado de quatro células, por exemplo, 
provinham dois animais ambos simétricos ou com leves assimetrias, 
ao passo que separados no princípio da gastrulação já resultavam 
animais com forte assimetria, como era de esperar. Pode dar-se 
igual caso com os gémeos idênticos, que se supõe serem derivados 
de um único ovo que se cinde mais ou menos cêdo; uma das 
metades do corpo resultaria assim cora assimetria oposta à da 
outra. 

Quanto à assimetria na região da órbita, sabe-se que no vivo se 
observam cora facilidade assimetrias na altura das pálpebras, na 
inclinação da fenda palpebral, etc. Em gémeos idênticos (2) encon-
trara-se diferenças na conformação destas particularidades que deno-
tam influências paratípicas. Yemos agora que igualmente as assi-
metrias são evidentes no esqueleto da órbita e se podem demonstrar 
determinando os diâmetros orbitários. A diferença das médias da 
largura orbitária ó evidentemente devida a assimetria; contudo, 
para uma melhor apreciação achamos as diferenças entre a largura 
à direita e à esquerda, fazendo o mesmo para a altura orbitária. Os 
resultados estão expressos nos números da tabela IlL 

Yerifica-se que a largura orbitária é maior à esquerda que à 
direita apenas em cêrca de 1 5 % dos casos, ao passo que ó maior 
à direita que à esquerda em cêrca de 60 % dos crânios. Com a 
altura orbitária dá-se o inverso: ê maior à esquerda que à direita 
em cêrca de 42°/o dos casos, e é maior à direita em quási 2 7 % . 
As diferenças das percentagens nos dois sexos são de pequena 
importância e sem significado estatístico (a não ser a diferença 
entre as percentagens para a largura orbitária em que dir. = esq., 
mas não se poderá atribuir qualquer significado a êste facto). 
Enquanto que a diferença entre as médias da altura orbitária 
direita e esquerda não permitem tirar conclusões a respeito da 
assimetria dêste diâmetro, a consideração das diferenças individuais 
demonstra que de facto há uma diferença ou assimetria entre a 

(1) Cit. em Versehuer (cf. nota 3 da pág. auterior). 
(2) J. Weninger, 1932, Úber die Weichteile der Augengegend bei erbgleichen 

Zwillingen. — Anthrop. Anz , 9, 57-07. 



Subre a determinação do índice orbitário, etc. 103 

altura à direita e à esquerda e 6 mais f requente ser o diâmetro 
esquerdo o maior, do que o inverso. 

TABELA IIl 

L i B G U R A O R B I T A R I A 

dir. esq. dir . = esq. esq. dir. 

N.0 do 
casos 7. N.0 de 

casos 7. N.° de 
casos 7. 

Homens 234 02,90 + 2,504 75 20,10 + 2.080 63 16,94 + 1,945 

Mulheres 139 58,05 + 3,215 65 27,43 + 2,898 33 13,92 + 2,248 

A L T U R A O R B I T A R I A 

dir. ]> esq. dir . = esq. esq. dir. 

N. 0 do 
casos 7. N.°de 

casos 7. N. 'do 
casos 7. 

Homens 98 26,34 + 2,284 118 31,72 + 2,413 156 41,94 + 2,558 

Mulheres 67 28,27 + 2,925 68 28,69 + 2,938 102 43,04 + 3,216 

A técnica de determinação dos diâmetros orbitários implica um 
erro de pelo menos 0,5 m m . ; parece, portanto, que as diferenças 
de 0,5 entre os diâmetros à direita e à esquerda se não poderão 
rigorosamente considerar como comprovando assimetria. Os núme-
ros da tabela 3 entram mesmo com as diferenças de 0,5 mm., mas 
se tomarmos em conta apenas as diferenças maiores que 0.5 mm. 
os resultados mantêm-se na sua essência : continua a altura orbi-
tária a ser mais frequentemente maior à esquerda (20,43 + 2,090 '/0 

nos $ e 18,57 + 2 , 5 2 6 % nas ç) do que à direita ( 9 , 9 5 + 1 , 5 5 2 % 
nos $ e 12,24 + 2,129 °/0 nas ç) ; para a largura passa-se o inverso, 
com mais nitidez, sendo maior a largura à direita em 43,54 + 
+ 2,571°/o dos casos nos S e 40,93 + 3 , 1 9 4 % nas ç, e a largura 
ó maior à esquerda em 5,92 + 1,224 0

;'o dos casos nos S e 5,06 + 
+ l,424o/a n a s 

Sôbre as causas desta assimetria, porque é que a órbita esquerda 
é em média mais alta e menos larga que a direita, pouco se pode 
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dizer. A melhor estudada das assimetrias é a das extremidades 
superiores e no entanto as respectivas causas são apenas ainda 
conjecturadas. O braço direito e a perna esquerda são em média 
os mais longos. A assimetria existe já a partir dos primeiros anos 
de vida extrauter ina ou mesmo ainda durante a últ ima parte da 
vida fetal ; não é, portanto, o uso mais f requente dum dos membros 
que causa a assimetria. Pode supôr-se que a causa ó um desigual 
desenvolvimento dos hemisférios cerebrais, originado por sua vez 
por uma desigual distribuição das ar tér ias ; ou então pode imputar-se 
a assimetria a uma desigual incurvação do embrião na vida ute-
r ina (1). É provável que haja uma compensação entre as assime-
trias de um e de outro lado. Esta compensação deve dar-se em 
regiões limitadas como a órbita, mas já ó mais duvidosa para o 
caso de regiões afastadas. 

Consideremos agora as diferenças sexuais. O índice orbitário 
ó maior nas mulheres que nos homens em virtude de a órbita 
masculina ser em média mais larga que a feminina, embora a 
diferença média entre as alturas seja insignificante, resultado êste 
a que também já tinham chegado outros autores. O índice da 
órbita esquerda distribui-se pelas três classes de Martin em per-
centagem : 

nos homens 17,33 + 1 ,950% chamaekonchios, 66,93 + 2,429 
mesokonchios e 15,74 + 1 , 8 8 0 % hypsikonchios; 

e nas mulheres 8,78 + 1 , 5 9 7 % chamaekonchios, 62,76 + 3,127^/0 
mesokonchios e 28,46 + 2 , 9 1 8 % hypsikonchios. 

A distribuição pelas três classes apresenta diferenças. Em ambos 
os sexos predomina fortemente a mesoconquia, mas as mulheres são 
mais hipsiconquias e menos cameconquias que os homens, e as dife-
renças entre as duas classes extremas nos dois sexos são significa-
tivas. Pode dizer-se que os Portugueses são mesoconquios e que 
no sexo feminino há ainda um pouco de tendência para a hipsicon-
quia. 

(1) Cf. R. Martin — Lehrbuch der Ánthropologie, 2." edição, Jena, 1928, 
pág. 439 e seg. 
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As três espécies de classificações usadas para o índice orbitário 
(conforme se toma o maxilofrontale, ou o dakryon, ou o lacrimale) 
não tem correspondência entre si. Nós verificamos numa mesma 
série que a diferença entre a largura orbitária determinada a partir 
do maxilofrontale e a partir do dakryon é em média de cêrca de 5 
unidades (4,5 para o sexo feminino e 5,1 para o masculino). Para 
as classes do índice se corresponderem num e noutro caso deviam 
ser diferentes. Já expusemos as razões porque preferimos a deter-
minação da largura a partir do maxilofrontale: êste ponto está, por 
definição, no bordo interno da órbita, ao passo que os outros estão 
dentro da órbita. É sempre fácil determinar o maxilofrontale usando 
o processo de avivar o bordo da órbita com um lápis, como é cos-
tume em osteometria. O índice orbitário tomado desta forma apre-
senta uma diferença sexual mais nítida do que o índice que entra 
com o dakryon, o que é certamente mais uma vantagem a favor 
da técnica descrita por Martin. 

No que respeita a comparações raciais, sabe-se que há popula-
ções caracterizadas por possuírem um índice orbitário baixo, parti-
cularmente os Tasmanianos, Australianos e Novocaledónios; contudo, 
no caso dos Australianos (') conforme as regiões consideradas assim 
são cameconquios ou mesoconquios e as médias diferem considera-
velmente, o que provavelmente depende do acaso da constituição 
das séries, que são sempre pequenas. 

As médias do índice orbitário nos Portugueses são muito aproxi-
madas das dos Noruegueses (2) e dos Lapões determinados por Schrei-
ner pela técnica de Martin. As conclusões, aqui como em tantos outros 
capítulos da antropometria comparada, necessitam de cuidada revisão. 
A maior parte das populações são mesoconquias, tal como os Portu-
gueses. Apenas os Mongolóides e poucos mais se inclinam para a 
hipsiconquia, parecendo que as diferenças raciais ou não existem ou 
são em regra pequenas. 

RESUMO 

Foi determinado o índice orbitário em 375 crânios masculinos 
e 239 femininos, Portugueses, adultos, de sexo e identidade conhe-

(') Cf. K. Wagner, Craniology of the oceanie races, pág. 80. 
(2) K. E. Schreiner, Zur Osteologie der Lappen. Oslo, 1935 (pág. 103). 
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cida. A técnica adoptada foi a de Martin, em que a largura orbi-
tária parte do maxilofrontale. Como já estava determinado o índice 
orbitário com a largura a partir do dakryon nas mesmas séries, 
pudemos comparar directamente as duas técnicas. As principais 
conclusões são: 

1." A técnica de Martin é morfologicamente mais aconselhável 
e as diferenças sexuais são mais nítidas do que com a técnica do 
congresso de Mónaco. 

2." As médias da largura orbitária obtidas com a técnica de 
Martin são maiores em cêrca de 2,4m m no sexo masculino e 2,0m m 

no feminino, do que as médias obtidas com a largura orbitária a 
partir do dakryon. Entre o índice orbitário tomado pelas duas 
técnicas há uma diferença média de 5 1 unidades no sexo mas-
culino e de 4,5 no feminino. 

3." A diferença sexual ó de aproximadamente 2 unidades para 
o índice orbitário, o que ó devido principalmente à largura, maior 
no sexo masculino. 

4." Há uma assimetria nítida das proporções da órbita, sendo o 
índice orbitário à esquerda maior que à direita; a diferença é nos 
dois sexos de cêrca de 1,5 e ó devida principalmente à diferença 
das larguras. 

5." Os Portugueses são predominantemente mesoconquios (apro-
ximadamente 65'Yo dos crânios), havendo no sexo feminino uma certa 
tendência para a hipsiconquia. 



CRÂNIOS MASCULINOS 

N a t u r a l i d a d e 
(Dis t r i tos ) 

Idade 
(Anos) 

O r b i t a E s q . índ ice 
o rb i -
t á r io 

Ó r b i t a D i r . 
N a t u r a l i d a d e 

(Dis t r i tos ) 
Idade 

(Anos) Largara 
orbitária 

Altura 
orbitária 

índ ice 
o rb i -
t á r io Largura ! Altura 

orbitáriaj orbitária 

B r a g a 3 7 4 1 3 4 8 2 , 9 3 4 3 3 3 
L e i r i a 4 8 4 0 3 0 , 5 7 6 , 2 5 4 1 , 5 3 1 
Por to 6 9 4 3 3 0 6 9 , 7 7 4 2 3 0 

Coimbra 5 7 4 1 3 5 8 5 , 3 6 4 5 3 5 
L e i r i a 2 5 4 0 , 5 3 5 , 5 8 7 , 6 5 4 5 3 3 , 5 

S a n t a r é m 5 6 4 2 3 5 8 3 , 3 3 4 3 , 5 3 5 
Castelo Branco 2 6 4 0 3 4 , 5 8 6 , 2 5 4 0 , 5 3 5 

F a r o 6 4 4 0 , 5 3 3 8 1 , 4 8 4 1 3 3 
Coimbra 2 5 3 9 , 5 3 3 8 3 , 5 4 4 0 , 5 3 0 
Lisboa 6 8 3 9 , 5 3 0 7 5 , 9 5 — — 

G u a r d a 2 5 4 0 3 0 7 5 4 1 3 0 , 5 
Viana do Caste lo 3 0 4 2 , 5 3 4 8 0 4 5 3 4 , 5 

Coimbra 4 1 4 1 3 6 8 7 , 8 0 4 0 , 5 3 7 ; 5 
L i s b o a 3 9 3 9 , 5 3 2 8 1 , 0 1 4 0 3 1 
Viseu 2 1 4 3 3 3 , 5 7 7 , 9 0 4 4 3 3 , 5 

Viana do Caste lo 3 6 4 1 3 3 , 5 8 1 , 7 1 4 2 3 2 , 5 
L i s b o a 2 3 4 1 , 5 3 2 ' 7 1 , 1 1 4 2 3 1 , 5 

Coimbra 4 8 3 7 , 5 3 0 8 0 3 8 , 5 3 0 
Lisboa 2 8 3 8 , 5 3 1 , 5 8 1 , 8 2 3 9 3 1 , 5 

Viana do Caste lo 5 2 4 3 , 5 3 5 , 5 8 1 , 6 1 4 3 3 5 
U 4 2 4 4 , 5 3 7 ' 8 3 . 1 5 4 2 , 5 3 7 

Coimbra 5 5 4 2 3 3 7 8 , 5 7 4 2 , 5 3 2 
É v o r a 5 6 4 3 , 5 3 6 , 5 8 3 , 9 1 — — 

Lisboa 2 3 4 0 3 2 , 5 8 1 , 2 5 4 0 3 2 , 5 
» 5 7 4 0 3 1 , 5 7 8 , 7 5 4 2 , 5 3 2 

Coimbra 7 8 4 3 3 0 , 5 7 0 , 9 3 4 2 , 5 3 1 
L i s b o a 6 7 3 9 , 5 3 0 , 5 7 7 ^ 2 2 3 9 , 5 3 0 , 5 

Castelo b ranco 4 4 3 9 , 5 3 1 , 5 7 9 , 7 5 3 9 , 5 3 1 
Vila KeaI 3 0 4 3 , 5 3 3 , 5 7 7 , 0 1 4 3 3 3 

Lisboa 5 2 4 3 ' 3 1 , 5 7 3 , 2 5 4 1 , 5 3 0 , 5 
» 2 6 3 9 , 5 3 2 , 5 8 2 . 2 8 4 1 , 5 3 1 , 5 
» 2 8 4 3 , 5 3 3 , 5 7 7 JOI 4 5 3 3 
» 3 5 4 1 3 2 , 5 7 9 , 2 7 4 4 3 3 

E v o r a 5 4 4 2 , 5 3 5 ' 8 2 , 3 5 4 3 , 5 3 4 
Coimbra 4 4 4 1 . 5 3 3 7 9 , 5 2 4 2 , 5 3 2 , 5 

Viseu 4 5 4O;S 3 1 7 6 , 5 4 4 2 3 1 
L e i r i a 5 6 4 2 3 7 , 5 8 9 , 2 9 4 2 3 6 
L i s b o a 21 4 1 3 4 8 2 , 9 3 4 2 3 3 

» 2 7 4 3 3 4 , 5 8 0 , 2 3 4 4 3 4 
San ta rém 3 5 4 1 3 5 8 5 , 3 7 4 0 , 5 3 6 
Coimbra 4 5 4 1 3 4 , 5 8 4 , 1 5 4 1 3 3 
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Natu ra l i dade 
(Distr i tos) 

Idade 
(Anos) 

Órbi ta Esq. 

Largara [ Altura 
orbitária orbitaria 

índice 
orbi-
tár io 

Orbi ta Dir . 

Largura Altnra 
orbitária orbitária 

índice 
orbi-
tár io 

Coimbra 
Lisboa » 

Aveiro 
Viseu 

Lisboa 

G u a r d a 
Coimbra 

Por to 
Coimbra 

Viseu 
E v o r a 

Coimbra 

Aveiro 
Coimbra 

Lisboa 
Coimbra 

Le i r ia 
Viseu 
Le i r ia 

» 

Coimbra 
Braga 
Por to 

Vila Real 
Por to 

» 

Viseu 
Vi la Real 

B r a g a 
Viseu 
Por to 
Aveiro 
Viseu 
Por to 

Viana do Castelo 
Viseu » 

Por to 

5 7 
60 
60 
8 7 
60 
7 6 
60 
4 5 
2 7 
4 5 
4 8 
2 4 
2 3 
4 5 
? 
28 
7 7 
2 5 
5 5 
3 2 
3 0 
2 3 
5 0 
22 
80 
3 1 
4 7 
5 0 
4 0 
5 0 
3 6 
22 
4 7 
4 2 
2 7 
28 
4 6 
4 6 
4 5 
4 4 
5 4 
4 8 
3 2 
3 0 
4 8 
90 
6 9 
3 7 
4 9 
4 6 
22 
3 0 

4 3 
4 0 
3 8 
4 0 , 5 
4 0 
4 0 
4 2 , 5 
4 0 . 5 
40;5 
4 0 
3 9 . 5 
40^5 
4 3 ' 
4 0 . 5 
4 1 , 5 
4 2 
4 1 
3 8 , 5 
4 4 
4 0 , 5 
4 3 . 5 
3 8 ' 
4 0 
4 1 
4 0 
3 9 , 5 
4 4 
4 4 
4 0 , 5 
4 3 
4 0 
4 0 
4 4 . 5 
4 1 , 5 
4 0 , 5 
4 2 
4 5 
4 5 
4 1 , 5 
4 0 , 5 
4 2 
4 0 
4 0 
4 3 
3 9 , 5 
3 8 J 5 
4 1 , 5 
4 0 
3 8 
4 1 , 5 
4 0 
4 2 

3 3 
3 5 , 5 
3 2 , 5 
3 2 , 5 
3 5 , 5 
3 2 
3 1 
3 5 
3 1 , 5 
3 4 
3 1 
3 1 , 5 
3 3 
3 6 
2 9 , 5 
3 2 , 5 
3 2 ! 5 
3 1 
3 3 
3 2 . 5 
3 2 
3 0 
3 3 . 5 
3 3 , 5 
3 3 , 5 
3 0 
3 3 
3 5 
3 0 
3 3 , 5 
3 4 
3 3 
3 2 , 5 
3 1 
3 4 
3 6 
3 3 , 5 
3 2 , 5 
3 6 
3 4 
3 2 . 5 
3 4 , 5 
3 1 , 5 
35:5 
3 3 
3 3 , 5 
3 3 

3 1 
3 2 
2 8 , 5 
3 0 , 5 
3 3 , 5 

7 6 . 7 4 
8 8 . 7 5 
8 5 ^ 5 3 
8 0 , 2 4 
8 8 , 7 5 
80 
7 2 . 9 4 
86^42 
7 7 , 7 7 
8 5 
7 8 , 4 8 
7 7 , 7 7 
7 6 . 7 4 
8 8 . 8 9 
7 1 , 0 8 
7 7 . 3 8 
7 9 , 2 7 
8 0 , 5 2 
7 5 
8 0 . 2 4 
7 3 , 5 6 
7 8 J 9 5 
8 3 . 7 5 
8 1 ^ 7 1 
8 3 , 7 5 
7 9 . 9 5 
7 5 ' 
7 5 . 9 5 
8 8 Í 8 9 
7 7 . 9 0 
8 5 
8 2 . 5 0 
73:03 
7 4 J 0 
8 3 ^ 9 5 
8 5 . 7 1 
74^44 
7 2 2 2 
8 Õ ' 7 5 
8 3 ^ 9 5 
7 7 , 3 8 

8 0 . 2 5 
7 8 . 7 5 
7 7 , 9 0 
8 3 , 5 4 
8 7 ! 0 1 
7 9 , 5 2 
7 7 , 5 0 
8 4 , 2 1 
6 8 , 6 7 
7 6 , 2 5 
7 9 . 7 6 

4 2 , 5 
4 0 
3 9 
4 0 , 5 
4 1 , 5 
4 1 
4 3 , 5 
4 1 . 5 
4 0 , 5 
4 1 , 5 
39Í5 
4 0 , 5 
4 2 , 5 
4 1 
4 2 
4 3 
4 1 , 5 
3 8 
4 3 
4 0 , 5 
4 3 
3 8 , 5 
4 2 
4 1 , 5 
4 1 
4 0 , 5 
4 4 
4 4 
4 2 
4 2 , 5 
4 2 
3 9 
4 6 
4 1 , 5 
4 2 
4 3 
4 3 
4 4 
4 1 
4 2 , 5 
4 4 
4 0 
4 0 , 5 
4 4 , 5 
4 0 
3 8 , 5 
4 1 , 5 
4 1 , 5 
3 8 . 5 
4 1 , 5 
3 9 , 5 
4 2 , 5 

3 2 
3 3 
3 2 
3 2 
3 4 , 5 
3 2 , 5 
3 0 ' 
3 4 
3 0 
3 4 
3 1 
3 0 
3 3 
3 6 , 5 
2 9 
3 2 
3 3 , 5 
3 1 
3 3 
3 3 
3 1 , 5 
3 0 
3 2 
3 2 
3 3 , 5 
2 9 
3 2 
3 8 
3 5 
3 3 
3 3 
3 2 
3 4 
3 0 
3 3 
3 6 
3 3 
3 1 
3 5 , 5 
3 6 
3 2 , 5 
3 5 
3 1 , 5 
3 5 
3 3 
3 3 
3 3 
3 1 , 5 
3 1 , 5 
2 9 
3 0 , 5 
3 3 , 5 
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Na tu ra l idade 
(Dis t r i tos) 

Idade 
(Anos) 

Órbi ta Esq . 

Largura 
orbitária 

Altura 
orbitária 

índice 
orbi-
tár io 

Orbi ta Dir. 

Largura Altura 
orbitária orbitari 

índice 
orbi-
tár io 

Por to 
» 

Vila Real 
G u a r d a 
Coimbra 

Por to 

Viseu 
Viana do Castelo 

Por to 
» 

Viseu 
Aveiro 
Por to 

G u a r d a 
Viana do Castelo 

Por to 
Coimbra 

Por to 
»> 

Viseu 
Por to 
Viseu 
B r a g a 

Coimbra 

Le i r i a 
L isboa 

Coimbra 

Viseu 
Coimbra 

Viseu 
Coimbra 

Le i r ia 
Viseu 

Coimbra 

5 0 
GO ? 

8 4 
7 0 
5 8 
08 
6 7 
5 5 
4 5 
3 9 
7 0 
4 2 
7 0 
3 2 
4 0 
4 0 
2 3 
7 2 
2 3 
5 0 
28 
4 2 
3 4 
5 0 
5 8 
4 2 
5 0 
5 0 
6 5 
3 7 
4 8 
2 9 
4 4 
3 0 
3 5 
0 5 
7 8 
6 9 
7 0 
7 0 
2 9 
3 4 
3 5 
4 8 
7 0 
66 
3 0 
22 

5 3 
3 7 

4 4 
4 2 
4 0 , 5 
3 9 , 5 
4 L 5 
4 1 , 5 
4 0 
4 2 . 5 
4 0 ' 
3 9 , 5 
3 9 . 5 
4 0 ' 
4 0 , 5 
3 9 
3 8 , 5 
3 9 
4 0 
3 9 , 5 
4 1 , 5 
3 9 
4 3 , 5 
3 7 , 5 
4 2 , 5 
4 2 , 5 
3 9 
4 4 , 5 
4 1 , 5 
4 2 , 5 

4 2 
3 9 
4 4 
4 0 , 5 
4 1 
4 2 
4 3 
4 1 . 5 
4 5 ' 
3 8 , 5 
3 9 
3 9 , 5 
4 0 ' 
4 1 , 5 
4 2 , 5 
4 1 
4 3 
4 0 
3 9 , 5 
3 9 , 5 
4 3 

4 4 
4 2 

3 4 
3 1 , 5 
3 4 , 5 
3 0 
3 1 , 5 
3 4 , 5 
3 6 , 5 
3 3 
3 2 , 5 
3 3 
3 5 . 5 
3 2 
3 2 , 5 
3 3 
3 2 , 5 
3 2 
3 2 , 5 
3 4 
3 4 
3 3 
3 2 
3 5 , 5 
3 3 , 5 
3 4 
3 3 , 5 
3 2 , 5 
3 4 
2 9 , 5 
3 2 , 5 
3 2 
3 4 
3 2 . 5 
3 1 , 5 
3 5 , 5 
3 3 
3 4 . 5 
3 5 Í 5 
2 7 Í 5 
3 0 ' 
30 
3 1 
3 1 
3 4 , 5 
3 3 ' 
3 5 , 5 
3 3 
3 2 
3 1 , 5 
3 3 , 5 

3 2 , 5 
3 2 

7 7 , 2 7 
7 5 
8 5 . 1 8 
7 5 , 9 5 
7 5 , 9 0 
8 3 . 9 3 
9 L 2 5 
7 7 , 6 5 
8 1 , 2 5 
8 3 . 5 4 
8 9 ^ 8 8 
80 
8 0 . 2 4 
8 4 . 6 2 
8 4 ^ 4 2 
8 2 , 0 5 
8 1 . 2 5 
86.08 
8i;93 
8 4 , 6 2 
7 3 , 5 0 
9 4 . 0 0 
8 3 , 5 3 
80 
8 5 , 9 0 
7 3 , 0 3 
8 1 , 9 3 
0 9 . 4 2 
77^38 
8 2 , 0 5 
7 7 , 2 7 
8 0 , 2 3 
7 0 . 8 3 
8 4 ^ 5 2 
7 0 . 7 4 
8 2 , 5 9 
7 8 . 8 9 
7 1 . 4 3 
7 0 , 9 2 
75^95 
7 7 , 5 0 
7 4 , 7 0 
8i;i8 
8 0 . 4 9 
8 2 . 5 0 
8 0 , 4 9 
81.01 
7 9 . 7 5 
7 7 . 9 0 

7 3 , 8 7 
7 0 . 1 9 

4 5 
4 2 , 5 
4 1 , 5 
3 9 , 5 
4 1 , 5 
4 2 
4 2 
4 1 , 5 
4 2 , 5 
4 1 ; 5 
4 0 
3 8 , 5 
4 2 
3 9 , 5 
3 9 
3 9 
4 2 
4 1 
4 1 , 5 
4 0 , 5 
4 4 
3 8 . 5 
4 3 ' 
4 2 , 5 
3 8 . 5 
45!5 
4 2 ' 
4 1 , 5 
4 3 , 5 

4 0 
4 4 , 5 
4 0 , 5 
4 0 . 5 
4 4 , 5 
4 2 . 5 
4 3 , 5 
46;5 
3 8 
4 1 
4 0 , 5 
3 9 , 5 
4 0 
4 4 
4 2 , 5 
4 3 , 5 
4 2 
4 2 , 5 
10 ,5 
4 5 

4 4 
4 2 

3 5 
3 1 
3 2 , 5 
3 1 
3 1 , 5 
3 4 
3 6 
3 2 
3 2 , 5 
3 2 
3 5 , 5 
3 2 
3 1 
3 3 
3 2 , 5 
3 2 
3 2 , 5 
3 3 
3 3 
3 3 
3 2 , 5 
3 5 
3 2 , 5 
3 3 . 5 
3 3 
3 1 
3 4 
3 0 
3 1 
3 1 , 5 
3 3 , 5 
3 2 
2 9 , 5 
3 7 
3 3 
3 4 , 5 
3 4 , 5 
2 8 , 5 
2 8 . 5 
3 0 
3 1 
3 2 
3 4 
3 1 
3 4 . 5 
3 2 , 5 
3 2 , 5 
3 2 
3 1 

3 2 
3 2 
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Natu ra l i dade 
(Distr i tos) 

Idade 
(Anos) 

Órbi ta Esq . 

Largura | Altura 
orbitária orbitária 

índice 
orbi-
tár io 

Orbi ta Dir . 

Largura 
orbitária 

Altura 
orbitária 

Coimbra 
Lisboa 

Castido Branco 
Santari>m 

Lisboa 
Castelo Branco » 

G u a r d a 
San ta rém 

Lisboa ? 

Lisboa 
» 

Viana do Castelo 
Coimbra 

Le i r ia 
B r a g a 
Lisboa 

Gua rda 
Lisl>oa 

F a r o 
A veiro 
L isboa 
Le i r i a 
Lisboa 

Viana do Castelo 
Viseu 
Lisboa 
G u a r d a ? 

Lisboa 
Viana do Castelo 

San ta rém 
Por to 

Por t a l eg re 
? 

Viseu 
Lisboa 

Vila Real ? 

Lisboa 
(Juan la 
É v o r a 
Lislioa 

62 
06 
59 
49 
50 
41 
40 
20 
50 
40 
50 
;-io 
25 
70 
40 
59 
45 
69 
53 
43 
49 
90 
38 
70 
43 
72 
54 
51 
40 
50 
50 
66 
45 
50 
23 
30 
42 
50 
37 
41 
22 
50 
00 
? 

29 
42 
32 
55 
50 
40 
42 
01 

38 
45 
40.5 
38' 
43,5 
43 
43 
40.5 
43 
37.5 
40 
43,5 
44:5 
42' 
42 
39.5 
44' 
36,5 
41.5 
42:5 
43.5 
40!5 
40' 
39.5 
40,5 
40 
42,5 
41 
44 
39 
39.5 
44 
40 
43 
37,5 
40,5 
42,5 
42 
41 
42 
37.5 
44,5 
41' 
42 
40 
39 
43 
41,5 
42 
41 
42 
43,5 

32 
36 
31,5 
31,5 
33:5 
35' 
34 
32,5 
32' 
31 
31 
34,5 
34 
31,5 
33,5 
33,5 
35,5 
31' 
33.5 
33.5 
34,5 
33 ' 
31 
35 
31 5 
31,5 
37 
30,5 
34 
32 
31,5 
38 
32 
33 
29,5 
37,5 
35,5 
32' 
34 
34.5 
28,5 
33,5 
30 
31,5 
33 
29 
37 
33 
35,5 
36 
36 
32,5 

84.21 
80 ' 
77,77 
82,90 
77,01 
81,40 
79.07 
80Í24 
74^42 
82,07 
77.50 
79;31 
76,40 
75 
79.70 
84!81 
80X9 
84:93 
80>2 
78^83 
79,31 
81.48 
77,50 
88.01 
77.77 
78,75 
87.06 
74^39 
77.27 
82,05 
79,75 
80,36 
80 
76,74 
78,66 
92,59 
83,53 
76.19 
82.93 
82^14 
70' 
75.28 
73,17 
75 
82,50 
74,36 
86,05 
79,52 
84,52 
87,80 
85.71 
74,71 

38,5 
40 
41,5 
38.5 
43:5 
41' 
43 
40,5 
43.5 
39 
41,5 
43 
43 
42 
41,5 
41,5 
44 
40,5 
41,5 
43.5 
40' 
40.5 
39' 
39.5 
41 ,5 
43 

41.5 
44,5 
39.5 
39,5 
45 
40,5 
42,5 
39 
40 
44,5 
42,5 
42' 
43,5 
39 
44 
42 
42 
39 
40,5 
43,5 
41,5 
44.5 
4 L5 
41,5 
44,5 

32 
87 
31.5 
30,5 
33,5 
35 
34 
32 
33 
30,5 
31,5 
35 
34.5 
31,5 
34 
.33 
35,5 
30' 
32.5 
34,5 
30 
33 
32 
37 
32 
31,5 

31 
34 
32 
30.5 
30;5 
32' 
32.5 
29,5 
37,5 
36 
30,5 
34,5 
33' 
29,5 
35' 
29,5 
31,5 
33,5 
31 
36,5 
34 
35,5 
34,5 
36,5 
32 
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Natura l idade 
(Distr i tos) 

Idade 
(Anos) 

Órb i t a Esq . índice 
orbi-
tár io 

Orbi ta Di r . Iniliee 
orbi-
tár io 

Na tu ra l idade 
(Distr i tos) 

Idade 
(Anos) 

Largura 
orbitária 

Altura 
orbitária 

índice 
orbi-
tár io Largura 

orbitária 
' ltura 

orbitária 

Iniliee 
orbi-
tár io 

315 Lisboa 23 41,5 37 89,16 43 37 86,05 
346 Be ja 70 43 35 81.40 43,5 34,5 79.31 
347 Lisboa 46 38 29 76Í32 39 29' 74,36 
350 ? 80 42 38 90^48 42 38 90,48 
351 Coimbra 42 41,5 30 72,29 41,5 30 72,29 
352 Lislioa 66 45 36 80 46 36 78.26 
355 » 64 43.5 35,5 81,61 43,5 35 80.46 
356 » 55 41 31 75.61 41 31.5 76,83 
357 B r a g a 61 38,5 35 90,91 40 35 87.50 
359 Viseu 40 41 32 78,05 40,5 32 79,01 
361 F a r o 34 40,5 36 88^89 43 35 81,40 
364 » 34 42,5 34 80 42.5 33.5 78,83 
365 Lisboa 72 40,5 33,5 82,71 40' 32 80' 
366 62 42,5 32,5 76,47 43 32,5 75,58 
367 Santarém 39 42,5 35,5 83,53 43 35' 81.40 
368 Lisboa 52 43 33,5 77,90 43,5 34.5 79.31 
369 Santarém 54 43 35 81.40 44,5 35 78.65 
372 Lisboa 45 46,5 35 75,27 46 36 78.26 
373 » 43 43' 35 81.40 44 34 77.27 
374 •p 40 40,5 32 79,01 43 30.5 70.93 
376 Coimbra 24 39' 32.5 83,33 39.5 31' 78,48 
377 Aveiro 29 38 30' 78.95 39,5 29,5 74,68 
382 Coimbra 70 41.5 33 79,52 40,5 33' 81,48 
385 Viseu 42 42 35 83.33 42Í5 33,5 76.47 
386 Cuarda 41 41,5 34,5 83,13 43.5 35 80,46 
387 < 'oimbra 68 41,5 28,5 68j67 43,5 29 66,67 
388 ? 60 42,5 33 77,65 43' 33,5 77.90 
389 Lei r ia 47 43 31 72,09 45 31.5 70 
390 ? ? 37,5 29 77.33 36,5 28,5 78.08 
391 Viseu 44 40 29,5 73^75 40,5 30.5 75.30 
392 Lei ria •? 43.5 30.5 70.12 44 30' 68,18 
393 •? 45 43 35 81,40 44,5 33,5 77.24 
394 ? ? 44 33,5 76,14 45 34 75,56 
398 Lisboa 75 43.5 35 80,46 43.5 34.5 79:31 
399 Évora 73 41 29,5 71,95 4 L 5 28 67.47 
400 (-oimbra 65 41,5 36,5 87.95 42,5 37 87.06 
403 Lisboa 56 42,5 35,5 83:.53 42' 35 83,33 
406 Santarém 73 41,5 35 84,34 41,5 35 84.34 
408 Coimbra 61 42 35 83.33 44,5" 35,5 79,77 
410 Lisboa 50 43,5 32 73.56 45 32 71.11 
411 Leiria 50 41,5 34 81.93 43,5 34,5 79.31 
412 Lislioa 60 41,5 34,5 83,13 41.5 33 79,52 
413 '? 65 39,5 34,5 87,35 40,5 35 86,42 
415 Aveiro 26 40,5 34 83,95 41,5 33,5 80,72 
416 Santarém ? 42,5 30,5 71,77 43,5 31 71,26 
421 Le i r i a 36 41,5 34 81,93 42 33,5 79,76 
422 Por to 55 43,5 32,5 71.71 43 32 74,42 
424 Lisboa 48 40,5 35,5 87,65 42,5 35,5 83,53 
426 Coimbra 78 43,5 31 71,26 44 31,5 71,59 
427 » 50 37 34,5 93.24 40 34,5 86,25 
428 Lisboa 76 41 34,5 84,15 42 33 78,57 
429 Coimbra 44 44.5 34' 76.40 45 34 75:56 



112 Itc vista da Faculdade de Ciências da Universidade de Coimbra 

N o s Natu ra l idade Idade 
Órbi ta Esq. índice 

orbi-
tár io 

Orbi ta Dir . índice 
orbi-
tár io 

N o s 

(Distri tos) (Anos) 
Largura 
orbitária 

Altura 
orbiiária 

índice 
orbi-
tár io Largura 

orbitária 
Aitura 

orbitária 

índice 
orbi-
tár io 

430 Lei r ia 60 43,5 33 75.86 43 34.5 80,23 
431 D 55 40 34 85' 42,5 35 77,65 
432 F a r o 60 40 36 90 42 36 85,71 
433 Lisboa 67 45 34,5 70,66 45,5 34,5 75,83 
435 » 52 38 31 81,58 39:5 30,5 77,22 
436 » 58 42 32 76.69 42 31,5 75 
437 É v o r a 35 39 32 82,05 38,5 31,5 81,82 
438 Lisboa 53 40.5 32 79,01 40;5 32 79,01 
439 » 48 40,5 32 79,01 40,5 • 32 79,01 
444 Be ja ? 38 30,5 80,27 38.5 30,5 79,22 
445 » 66 42 32 76,19 42 32 76,19 
440 Lisboa 60 40 33 82;50 40 30 75 
447 Coimbra ? 40 31,5 78,75 39.5 31,5 77,22 
448 Lislioa 30 39 33,5 85,90 41 33 80,49 
449 Coimbra ? 41,5 30 72,29 43 30 69,77 
450 G ua rda 70 41,5 33 79,52 42,5 30,5 7 1 J 7 
451 Lei r ia 70 38 31 81,58 40,5 31,5 77,77 
452 Coimbra 58 40.5 31,5 77.77 40,5 31,5 77:77 
453 37 42 33 78.57 43 33 7 6 J 4 
456 75 42,5 33 77,65 43.5 33 75,80 
457 >i 80 42 34 80;95 42.5 34 80 
459 » 41 40.5 34 83,95 41,5 34 81.93 
462 Lei r ia •? 40.5 36.5 

35 
90.12 43,5 35,5 81,61 

464 Coimbra 70 40 
36.5 
35 87,50 40.5 34.5 85,18 

467 Lei r ia 31 41,5 34,5 83,13 43,5 35 80,46 
469 Coimbra 70 42 31,5 75 41,5 3X5 73.49 
471 ¥ 80 41,5 33 79,52 43 31.5 77,90 
474 Coimbra 70 45' 36 80' 45.5 36 79.12 
475 D 00 41 31.5 70.83 42' 33 78.57 
476 » 70 41,5 33 79.52 43 32.5 75.58 
480 Aveiro 40 40 33.5 82J50 42,5 33 77.65 
482 Le i r i a 40 44,5 36,5 82,02 43 30 8 3 J 2 
483 Coimbra 38 39 31,5 80,77 40,5 30 7L07 
484 Le i r i a 60 40 32 80 41 31.5 76.83 
485 Coimbra 80 42.5 35,5 83,53 43,5 35 80,46 
487 » 70 40,5 28.5 70,37 40,5 25 69,14 
488 Le i r i a 30 42 31' 73,81 48' 31 72,09 
490 Viseu 47 43 34 79J07 43.5 32,5 74.71 
491 Coimbra 47 40,5 35,5 82,71 41,5 34 81,93 
494 » 25 40,5 34 83.95 39.5 33.5 84.81 
495 Aveiro 42 41 33 75' 43,5 3 ! ' 75,80 
497 G u a r d a 23 40 37 92.50 40 37 92,50 
498 Santarém 00 39,5 31 7848 39,5 30 75,95 
501 G u a r d a 70 42 30 71,43 43,5 30 68,97 
502 Lisboa 74 42,5 33 77,65 44 33 75 
503 j) 50 44 36 81,82 43.5 35,5 81,61 
505 » 44 43 34,5 80,23 43,5 34,5 79,31 
500 Viseu 59 42 32 76,19 42 31,5 75 
508 Lisboa 40 40,5 32,5 80,24 41,5 33 79,52 
509 Coimbra 41 44' 35,5 80,69 43,5 30 82,76 
513 Lisboa 01 41.5 33,5 80.72 42.5 33.5 77.83 
514 Santarém 49 42,5 31,5 81.18 41,5 35,5 85,54 



N os 

5 1 6 
517 
518 
519 
520 
522 
523 
524 
526 
528 
529 
530 
531 
532 
533 
534 
539 
540 
546 
547 
5 . 9 
550 
553 
554 
555 
556 
559 
561 
562 
563 
564 
566 
5 6 8 
569 
570 
571 
572 
573 
574 
575 
576 
577 
578 
580 
584 
1 -a 
3-a 
4-a 
8 -a 

11-a 
14-a 
18-a 
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Idade 
Órbi ta Esq índice 

orbi-
tár io 

Órbi ta Dir . Imlice 
Natura l i i lade Idade índice 

orbi-
tár io 

orbi-
tár io (Distr i tos) (Anos) 

Largura 
orbitária 

Altura 

índice 
orbi-
tár io Largura Altura 

orbi-
tário Largura 

orbitária orbitária orbitária^ orbitária 

SantariMii 26 40,5 33 81,48 40.5 31,5 77.77 
Be ja 52 40 36 90 41 36,5 89,02 

Lisboa 79 44,5 32 71,91 44.5 32 71,91 
81,61 » 60 43.5 35 80,46 43,5 35,5 
71,91 
81,61 

Viseu 57 42,5 34 81,18 43 34 79.07 
San ta rém 33 44,5 34 76,40 44,5 34,5 77,52 

86.75 Lisboa 41 41.5 33,5 
32,5 

80,72 41,5 36 
77,52 
86.75 

Coimlira 62 40 
33,5 
32,5 81,25 40 31.5 78,75 

San ta rém 53 43 34 79,07 45 34.5 76,66 
? 47 43 30,5 70,93 43,5 30 6S.97 

É v o r a 51 39.5 36,5 92,41 40 35,5 88.75 
Aveiro 55 43 35 81,40 43,5 35,5 81,61 
B r a g a 46 42.5 35,5 83,53 42:.5 35.5 83.53 
Lisboa 68 41.5 32,5 78,31 41 33 80,49 

» . 80 42' 35.5 84.52 42,5 35 82:35 
Viseu 55 37,5 29,5 78.66 38,5 29.5 76,62 
Le i r i a 49 42 35,5 84,52 42.5 34,5 81.18 
Lisboa 50 41.5 36 86,75 41,5 35,5 85:54 

» 36 41.5 36,5 87.95 41,5 36.5 87,95 
Castelo Branco 33 41,5 3 2 5 78.31 43.5 32 73.56 

74.69 Lisooa 73 39 30 76.92 39,5 29,5 
73.56 
74.69 

Aveiro 69 42 32 76.19 45 32 71,11 
83,91 Lisboa 50 42 37 s a i o 43,5 36,5 
71,11 
83,91 

Por t a l eg re 58 41,5 34 81,93 43 35,5 
34,5 

82,56 
Lisboa 58 43,5 33 75,86 42 

35,5 
34,5 82,14 

Coimbra 92 43 33 76,74 43 33 76,74 
Lisboa 50 40,5 31,5 77,77 42 32 76.19 

» 51 41,5 36 86,75 41.5 36 86.75 
» 78 42 34 80,95 43.5 34 78,16 

G u a r d a 37 40.5 33 81,48 42,5 33.5 78,83 
Be ja 49 43 35 81,40 42.5 34 80 
Fa ro 37 40,5 33 81,48 41,5 33,5 80.72 

Vi la Real 43 40.5 34 83.95 41' 34 82,93 
Lisboa 48 41,5 31.5 75,90 41 31 75,61 

Coimbra 50 41,5 33 79,52 41,5 33 79.52 
Viana do Castelo 55 44,5 34 76;40 47 33,5 71.27 

Lisboa 65 40 33,5 83,75 42 34,5 82.14 
Gua rda 62 45 36 80 45 36 80 
Lisboa 40 43,5 30 68,97 43 33 76.74 

? 58 42.5 32,5 76,47 42,5 32,5 76.47 
Lisboa 74 40 34,5 86,25 41 35 85,37 

» 62 43,5 3 2 5 74,71 44,5 33,5 75.28 
Évora 50 41,5 34 81.93 41,5 33.5 80.72 
Le i r ia 50 39 35 89,74 40 35 87.50 
Lisboa 72 42 35,5 84,52 42 35,5 81/)2 

Coimbra 67 45 39 86,67 45 40 88,89 
»> 60 40 33 82,50 41,5 34,5 83,13 
>» 25 38,5 32 83,12 40 32.5 81,25 
» 54 48,5 33 68,04 47 33 70,21 
» 64 40.5 33.5 82,71 42 32 76,19 

San ta rém 30 40 33 82,50 41 33 80.49 
Castelo Branco 49 44 38,5 87.50 44,5 38,5 86.51 
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Natura l idade Idade 
Orbi ta Esq. índice 

orbi-
tár io 

Órbi ta Dir . índice 
orbi-
tá r io 

N 09 
(Distr i tos) (Anos) 

Largura 
orbitária 

Altura 
orbitária 

índice 
orbi-
tár io Lareura 

orbitária 
Altura 

orbitaria 

índice 
orbi-
tá r io 

21-a Viseu G7 41,5 29 69,88 42,5 30 70,59 
24-a Coimbra GO 42 32,5 77,38 43,5 32 73,56 
28-a » 41 41,5 33,5 80,72 42,5 34 80 
31-a » 62 42,5 33 77,65 42 32,5 77.38 
34-a U 65 43 34 79.07 44,5 34,5 77,52 
35-a » 54 40,5 30,5 75,30 40,5 31 76.54 
37-a » 49 44 37" 84,09 44,5 36,5 82,02 
38-a » 39 41,5 34,5 83,13 42,5 34,5 81.18 
43-a » 42 40,5 32,5 80,24 42 32,5 77.38 
44-a » 46 41 35,5 86.59 

80 
41,5 35 8 4 3 4 

45-a M 21 42,5 34 
86.59 
80 45 34.5 76j67 

46-a » 38 40.5 33 81,48 41,5 33 79,52 
47-a » 23 42,5 33 77,65 43 32,5 75.58 
53-a » 42 39 33 84,62 40,5 34 83,95 
56-a » 65 43 38 88,37 43 37,5 87,21 
GO-a » 48 11 31 75.61 41,5 31 74.70 
61-a Viana do Castelo 55 40 35 87,50 41 35 85;37 
64-a Coimbra 45 42 33 78,57 41,5 33 79,52 
65-a » 64 43 34.5 80,23 43,5 34 78,16 
G8-a » 44 39 34j5 88,46 39,5 35 88,61 
70-a G u a r d a 53 42 33 78,57 42 33 78,57 
71-a Coimbra 49 42 32,5 77,38 43 32.5 75.58 
72-a Castelo I iraneo 76 42 34,5 82,14 42,5 33.5 78.83 



CRÂNIOS FEMININOS 

N.o s N a t u r a l i d a d e 
(Dis t r i tos ) 

Idade 
(Anos) 

Ó r b i t a E s q . índ ice 
o rb i -
t á r io 

Ó r b i t a D i r . ín-dice 
o rb i -
t á r io 

N.o s N a t u r a l i d a d e 
(Dis t r i tos ) 

Idade 
(Anos) Largura 

orbitária 
Altura 

orbitária 

índ ice 
o rb i -
t á r io Largura 

orbitária 
Altura 

orbitária 

ín-dice 
o rb i -
t á r io 

2 F a r o 40 38 36 97.74 40,5 36 88,89 
12 L i sboa 65 38 31 81.58 39 30 76,92 
19 P o r t o 40 39,5 32 81,01 41 31,5 76,83 
20 L i s b o a 28 39,5 35 88,61 41 35 85,37 
21 Coimbra 34 39,5 33,5 81.81 40,5 35 86,42 
25 L i sboa 70 40,5 28 69,14 42 27,5 65,48 
26 S a n t a r é m 46 43 36 83,72 43,5 37 85.06 
30 Coimbra 23 42 32,5 77,38 43 32 71.12 
31 L i sboa 27 40 30 75 40 33 82,50 
32 Coimbra 65 40 35 87,50 43 35 81,40 
34 L i sboa 84 42 33,5 79,76 43,5 33 75,86 
42 Coimbra 40 41,5 30,5 73,49 43,5 28,5 65,52 
44 L i sboa 80 — — _ 42,5 33 77,05 
48 » 77 41 31 75,61 42 30 71,43 
49 » 35 41 33.5 81.71 43,5 33 75,86 
52 » 67 38 32;5 85,53 39,5 32 81,01 
61 B r a g a n ç a 40 38,5 37 96,10 39 36 92,31 
66 L i sboa 65 42 34 80,95 43 33 76.74 
67 L e i r i a 70 41 29,5 71,95 42 29,5 70,24 
70 San t a r ém 66 37 33,5 90,54 37,5 32 85,33 
71 L i sboa 24 41 32 78,05 42 31 73,81 
73 » 90 38,5 30,5 79,22 39 29,5 75,64 
75 Viseu 26 40 35 87,50 39,5 35 88,61 
76 B e j a 21 37 31,5 85.13 38,5 31 80,52 
77 Lisboa 60 39 32,5 83,33 40 32 80' 
81 F a r o 50 40,5 33 81,48 41 33 80.49 
83 L i sboa 22 39 33,5 85Í90 39 34 87.18 
85 »> 34 40 33,5 83,75 42 32,5 77,38 
86 » 60 42 35 83,33 42 33,5 7 9 J 6 
88 » 45 38,5 35 90,91 39,5 34 86^08 
92 Coimbra 70 42 35 83.33 43 34 79,07 
96 » 23 39 31 79,49 40 32 80 
99 » 70 41,5 34,5 83,13 42 36 85,71 

101 Avei ro 40 40 31 77,50 40 31 77,50 
107 Coimbra 50 39 31,5 80,77 39 31,5 80,77 
109 L e i r i a 25 40 33,5 83,75 41 34 82,93 
111 Coimbra 45 37 29.5 79,73 36 30 83,33 
112 Vi l a Real 22 40 32^5 81,25 40 32,5 81,25 
114 Coimbra 29 38 32,5 85,53 40 33 82,50 
116 » 34 39,5 34 86,08 41,5 33,5 80,72 
147 » 33 36 32 88,89 36 33 9i;67 
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Idade 
Órbi ta Esq. índice Órbi ta Dir . índice 

Na tu ra l idade Idade orbi-
tár io 

orbi-
tár io 

N.°s 
(Distri tos) (Anos) 

Largara 
orbitária 

Altura 
orbitária 

orbi-
tário Largura 

orbitária 
Altnra 

orbitária 

orbi-
tário 

118 G u a r d a 22 39 30,5 78,20 40 29 72,50 
121 Lisboa 25 39 33 84,62 39 32,5 83,33 
122 Le i r i a 28 38 29,5 77J64 37 29 78.38 
127 »> 48 38 29 76,32 38 28 73,68 
129 Coimbra 38 40 30,5 76,25 41 30,5 74,39 
130 Aveiro 22 39 32 82,05 40.5 31 76,54 
132 Por to 78 42 30 71.43 

85,13 
42 29 69,05 

134 B r a g a 55 37 31,5 
71.43 
85,13 38 30,5 80,27 

138 I Jorto 68 39 33,5 85,90 — — — 

139 B r a g a 70 38,5 32 83,12 39 32,5 83.33 
140 Por to 45 39 32 82,05 39,5 32 81,01 
141 B r a g a 60 42 33 78.57 40.5 33,5 83.07 
143 Por to 40 39,5 33,5 84^81 40' 33' 82,50 
144 B r a g a 40 39,5 31 78,48 41,5 31 74,70 
148 Por to 33 40 31.5 78.75 39,5 32 81,01 
149 „ 35 41,5 3 L 5 75,90 41 30 73,17 
151 B r a g a 27 40 3 2 / ) 81,25 40 32 80 
155 Viseu 33 39,5 30 75,95 40 30 75 
159 B r a g a 60 38,5 34,5 89,61 40,5 34 83,95 
160 Por to 32 38 33 86,48 39 34 87,18 
165 ? 40 32 80' 40 32 80 
173 » 70 38,5 32,5 84,42 40 32 80 
174 Aveiro 40 41 37 90,24 41,5 37,5 90,36 
175 Por to 22 41,5 34,5 83,13 42 34 80,95 
176 „ 34 36 27,5 7(0i9 37 28 75.68 
177 >j 60 40,5 33 8L48 41,5 33,5 80,72 
178 „ 50 40,5 32 79.01 41,5 32 77,11 
179 d 28 39,5 30 75,95 39,5 29,5 74,69 
180 » 50 39,5 33 83,54 41,5 32.5 78:31 
181 Viseu 30 39,5 33,5 84,81 39,5 33/) 84.81 
185 B r a g a 56 40,5 31 76,54 40,5 30,5 75,30 
187 Por to C>4 39 33,5 85,90 39,5 33 83,54 
188 Viseu 61 40,5 37 91,36 40 37,5 93,75 
191 » 34 38 31 81,58 38 31 81,58 
192 Aveiro 50 39 31 79Í49 39 31 79,49 
196 » 45 39 33,5 85,90 39 32,5 83,33 
198 Por to 56 39,5 29,5 74.69 39 30 76,92 

81,23 199 » 47 43' 36 83,72 43 34,5 
76,92 
81,23 

200 » 89 40 35,5 88.75 39,5 35 88,61 
201 » 55 40.5 35 86,42 39' 35 89,74 
204 B r a g a n ç a 26 41 30 73,17 40,5 31 76,54 
206 Po r to ' 45 40 32,5 81,25 41 32,5 79,27 
208 Viseu 28 41.5 35 84,34 41,5 36 86,75 
209 Por to 45 41,5 39 93,98 42 39,5 94,05 
213 » 47 41 32 78,05 40 32,5 81,25 
214 D 29 37 31 83,78 37,5 31,5 84 
215 » 24 39 31,5 80,77 39,5 30,5 77,22 
218 A veiro 40 38 32.5 85,53 38' 33 86,84 
219 Por to 29 42 33.5 79,77 42 33,5 79.76 

82,50 220 „ 40 39 34,5 88,46 40 33 
79.76 
82,50 

224 » 70 40 34,5 86,25 40 34 85 
227 Coimbra 30 37.5 30 80' 37,5 30 80 
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Na tu ra l idade Idade 
Órbi ta Esq . índice 

orbi-
tár io 

Órbi ta Dir. índice 
orbi-
tár io (Distr i tos) (Anos) 

Largura 
orbitária 

Altura 
orbitária 

índice 
orbi-
tár io Largura 

orbitária 
Altura 

orbitária 

índice 
orbi-
tár io 

229 Coimbra 25 36,5 30 82,19 38,5 29,5 76,62 
230 Lisboa 31 39,5 30,5 77.22 39,5 30,5 77:22 
234 Coimbra 40 40,5 30,5 75,30 40' 31 77,50 
239 » 95 39' 30 92,31 38,5 34 88,31 
242 Avei ro 50 40,5 32,5 80,24 40,5 33,5 8 2 J 1 
243 Coimbra 65 43 34' 79,07 45 35 77^78 
249 » 42 42 34 80,95 42 : u ' 80,95 
259 » 90 40 34,5 86,25 40 34 85 
261 » 70 39 32,5 83,33 40 32,5 81,25 
263 » 58 42 33 78,57 42,5 33 77,65 
268 » 33 40 30,5 76.25 39,5 30,5 77,22 
272 Lisboa 60 38 33 86^84 38 34 89:47 
273 Be ja ? 42 46.5 36,5 78,50 45 36 80 
277 

Be ja ? 60 38,5 34 88,31 39.5 34 86.08 
282 Vila Real 28 37,5 29,5 78,66 39' 31,5 80,77 
286 Lisboa 66 39 33,5 87170 40,5 33 81.48 
287 » 66 40,5 31 76,54 41,5 31,5 75,90 
288 Beja 80 41,5 33,5 80.70 41,5 34,5 83,13 
291 Lisboa 50 41 35 85,37 41 32,5 79,27 
292 Por to 70 40 32 80' 40 32 80 
295 L i sboa 75 38 30 78,95 39 31 79,49 
299 » 50 41,5 34 81.93 41,5 33 79,52 
308 Coimbra 27 41,5 34,5 83,13 41,5 35 84,34 
311 Lisboa 70 46 34,5 75 45,5 34,5 75,83 
312 G u a r d a 49 

34,5 

318 Coimbra 56 44 33,5 76,14 42,5 34,5 81,18 
320 Gua rda 23 43,5 32 73,56 44 32 72,73 
323 Lisboa 33 38 32 84,21 38 32 84,21 
328 Lei r ia 60 37,5 34 90,07 39 34,5 88,46 
329 Lislioa 56 42 32,5 77::-18 42 31,5 75 
332 Castelo Branco 60 41 32,5 79,27 43 32 74,42 
340 Lei r ia 23 38 35 92 ; i l 39 35,5 91,02 
341 Lisboa 23 39,5 34,5 86,35 40,5 34 83,95 
348 Castelo Branco 24 39,5 30 79,95 39,5 29 73,42 
349 ? 35 40 34,5 86,25 40' 34,5 86,25 
358 G u a r d a 48 38.5 33' 85,71 40,5 32,5 80.24 
360 Lisboa 31 40 33,5 8 3 J 5 40;,5 33 81.48 
362 Viseu 21 41 36,5 89,02 42,5 36 84,71 
363 » 37 39 33,5 85,90 41 32,5 79,27 
370 L i sboa 40 38,5 29:5 76,62 38.5 30,5 79,22 
371 » ? 37 29,5 79,73 38' 30 79,95 
375 Coimbra 47 40,5 33,5 82,71 40,5 32,5 

33 
80.24 

378 » 35 39 33 84,62 39 
32,5 
33 84,62 

379 » 30 :-38 33,5 88.16 39,5 31,5 79,75 
380 Lisboa 40 39,5 30,5 77,22 41,5 30 72,29 
381 Coimbra 32 40,5 33,5 82,71 41.5 33 79.52 
383 » (il) 44,5 35,5 70.77 46 35,5 77.18 
384 Viseu C>8 38,5 30 77,92 39 30,5 78,20 
395 Lei r ia 59 40,5 32 79,01 40.5 30 74,07 
396 Lisboa 86 39 32 82,05 40,5 32 79,01 
397 ? 60 42,5 34 80 42,5 31 72,94 
401 v> 50 42,5 32 75,29 43,5 32 73,56 
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Idade 
Órb i t a Esq . In dice Órbi ta Dir . 

XT Natu ra l idade Idade orbi-
tár io 

111(-11.0" 
orbi-
tár io (Distr i tos) (Anos) 

Largura 
orbitária 

Altura 
orbitária 

orbi-
tár io Largura 

orbitária 
1 l t u r a 

orbitaria 

111(-11.0" 
orbi-
tár io 

402 ? 65 42,5 34 80 43 34 79.07 
404 Aveiro 66 42 36 85,71 44,5 36 80.90 
405 Lisboa 87 40 35 87.50 40,5 34,5 85,18 
407 » 80 41,5 33 79/)2 — — — 

409 » 00 41 35 85,37 40,5 35.5 87.05 
414 Fa ro 35 40,5 35,5 87,05 41,5 35¾ 85154 
417 Castelo Branco 25 40,5 32,5 80,24 40,5 32,5 80,24 
418 LisUea 55 39j5 31,5 79,75 40,5 31 76.54 
419 » 80 40,5 32 79,01 40 32 80 
423 » 55 38' 31,5 82,90 39 31.5 80,77 
425 V 69 39,5 34 86,08 39,5 

38 
34' 86,08 

434 Vila Real 28 36,5 32,5 89,04 
83,72 

39,5 
38 32,5 85.53 

442 ? 80 43 36 
89,04 
83,72 44,5 35 78.65 

443 F a r o 55 40,5 36 88,89 42' 35,5 84.52 
454 É v o r a 66 37,5 31 82,67 39 31,5 80.77 
455 Coimbra 60 38.5 30 77.92 

84.93 
39 31 79,49 

458 » 50 36,5 31 
77.92 
84.93 38,5 30.5 79.22 

460 » 60 41' 33 80,49 40,5 32^5 80.24 
461 Le i r i a 41 40,5 30,5 75,30 

75,29 
41¾ 30 72.29 

465 Coimbra 74 42.5 32 
75,30 
75,29 43 31,5 73,25 

468 »> 00 39,5 33,5 84,81 40 32 80 
470 » 63 42,5 32,5 70,47 

85,18 
43 33,5 77.90 

472 » 71 40,5 34.5 
70,47 
85,18 41 35,5 86.59 

473 Aveiro 40 41 33J5 81,71 41,5 33 79,52 
477 Leiria 70 38,5 31,5 81,82 39,5 31 78,48 
478 Coimbra 60 40 34 85 42,5 33,5 78,83 
479 » 72 43 37,5 87,21 42,5 36 5 85,89 
481 ? 75 41,5 33,5 80,72 

82.1)3 
42,5 33 77,65 

486 Coimbra 80 41 34 
80,72 
82.1)3 41,5 33,5 80,72 

489 Lei r ia 45 40,5 32 79,01 40,5 31.5 77.77 
492 Coimbra 44 38,5 30 77,92 41 30 73,17 
493 » 23 40,5 32 79,01 

70,19 
40,5 32 79,01 

78.57 496 M 32 42 32 
79,01 
70,19 42 33 

79,01 
78.57 

499 Lisboa 68 39 33 84.62 39,5 33,5 
36 

84.81 
500 Coimbra 64 43 33 76.74 44 

33,5 
36 81.82 

504 Lisboa 50 46 35 76.09 43,5 35,5 81,61 
507 É v o r a 01 40 36 90 41,5 36 86,75 
510 Lei r ia 32 40 33 82.50 40,5 33 «1.48 
511 Lisboa 91 40,5 34 83.95 40 33 82,50 
412 » 40 41,5 36 86,75 42 35,5 84.52 
515 » 25 38,5 32 83.12 39 32 82,05 
521 » 80 41 34,5 84J15 41,5 34,5 83.13 
525 Viseu 44 38 30,5 80.27 40 30,5 76,25 
527 Lisboa 40 39,5 35,5 89,88 

80.24 
40 35 87.50 

535 » 00 40,5 32,5 
89,88 
80.24 40,5 32,5 80,24 

536 » 50 41,5 32,5 78,31 40,5 31,5 77,77 
537 Leir ia 55 39,5 32,5 82,28 40,5 32 79,01 
538 Lisboa 51 41 34,5 84,15 42 35,5 84,52 
541 » 80 41,5 34,5 83,13 

84,62 
41,5 34,5 83.13 

542 » 50 39 33 
83,13 
84,62 40 33,5 83,75 

543 F a r o 90 42 33 78.57 41,5 33,5 «0.72 
84,15 544 Castelo Bra co 40 41 34 82,93 41' 34,5 
«0.72 
84,15 
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Na tu ra l idade Idade 
Órb i t a Esq . índice 

orbi-
tár io 

Órb i t a Dir . índice 
orbi-
tár io (Distr i tos) (Anos) 

Largura 
orbitaria 

Altura 
orbitária 

índice 
orbi-
tár io Largura 

orbitária 
Altura 

orbitaria 

índice 
orbi-
tár io 

545 Santarém 70 40,5 32,5 80,24 40 34 85 
548 L i sboa 87 39 32,5 83,33 40 33 82,50 
552 F a r o 64 39 29,5 75,64 42,5 30 70,59 
557 Lisboa 32 37,5 30 80' 37,5 28 74,67 
558 » 40 39 30,5 78,20 39,5 29 73,42 
562 U 82 41,5 31,5 75,90 41,5 31,5 75,90 
567 » 63 40,5 37 93,67 40,5 37,5 92,59 
579 Évora 58 42,5 35 82,35 43,5 35,5 81.61 
581 Lisboa 58 39,5 34 86,08 41,5 35 84,34 
582 » 60 40,5 33,5 82,71 40,5 35 86,42 
583 » 65 39 36,5 93,59 39 36 92,31 
585 » 73 39 32 82,05 39 32 82,05 
2-a Coiinlira 30 38,5 32,5 84,42 40,5 31,5 77,77 
7 - 3 Aveiro 62 40 32 80 41' 31,5 76,83 
9-a Por to 48 40 32 80 41 32,5 79,27 

10-a U 21 42 34 80,95 
85,33 

44 33^5 76,14 
13-a Coimbra 84 37,5 32 

80,95 
85,33 39 33' 84,62 

15-a » 78 41 32,5 79,27 43 32,5 75,58 
16-a » 40 38 34 89,47 38,5 34 88,31 
17-a » 52 40 31 77,50 43 31 72,09 
19-a Vila Real 62 41 33 80.49 41 32,5 79,27 
20-a Coimbra 75 39,5 38 96,20 41,5 39 93,"J8 
23-a » 55 39,5 35 88,61 39.5 35 88,61 
25-a Gua rda 37 39 35 89,74 38;5 33,5 87,01 
26-a Coimbra 80 42 35,5 84,52 42 35 83,33 
27-a » 80 41,5 37 89,16 43 37,5 87,21 
29-a » 80 41,5 34 81,93 42 33,5 79,76 
30-a » 35 42,5 33,5 78,83 42,5 33 77,65 
32-a » 77 45 34 75,56 44 33 75 
36-a Viseu 39 40,5 33 81,48 39 33 84,62 
39-a Coimbra 65 39 30 76.92 38 30 78,95 
40-a » 70 43 33,5 77^90 42 32,5 77,38 
41-a G u a r d a 60 38 31,5 82,90 39,5 31,5 78,65 
42-a » 25 37 32 86,49 37,5 32,5 86,66 
48-a Coimbra 74 41 34,5 84,15 41 33,5 81,71 
52-a Por to 38 38 34 89,47 38 34 89,47 
54-a Viseu 38 42 32,5 77.38 43,5 32,5 7 4 J 1 
55-a Coimbra 60 38,5 35 90,91 38,5 35 90^91 
57-a U 50 40 33 82,50 40,5 34 83,95 
58-a M 74 42 34 80,95 41,5 33 79,52 
62-a Lisboa 55 39 33,5 85:90 39,5 34 86,08 
66-a Coimbra 63 40 37' 92,50 40,5 36,5 90,12 
07-a » 21 41,5 33,5 80,72 41,5 33,5 80.72 
69-a » 30 37 33,5 90,54 37,5 33;5 8 9 3 3 
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