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limitado contido nesta mesma soma (e por conseguinte na soma
de todos os dominios dados) e a que pertencam os elementos a
ea. A soma dos dominios dados &, pois, elementar.

Para que uma soma de dominios abertos elementares com inte-
riores distintos seja elementar ¢ mecessdrio e suficiente que dois
quaisquer deles se unam por uma sucessdo dum nimero finito dos
mesmos dominios de tal modo que a estrema da soma de dois domi-
nios quaisquer consecutivos ndo seja a soma das suas estremas
[prop. pree. e p. 517, 1. 33].

Em particular, para que uma soma dom némero finito on
doma infinidade nomerdvel de dominios abertos elementares seja
também elementar & necessdirio e suoficiente que 08 mesmos
dominios se possam dispor por uma certa ordem de tal maneira
que, repetindo alguns se fOr necessirio, a estrema da soma de
dois dominios consecotivos quaisquer nio seja a soma das snas
estremas.

No caso contrdrio a soma é om conjunto aberto de seganda
ou de terceira espécie; éste conjunto é um dominio ou nio con-
forme as parcelas siio ligadas on nio.

E impossivel obter duas decomposicies distintas dum conjunto
aberto de segunda ou de terceira espécie em dominios abertos ele-
mentares ndo-penetrantes dois a dois.

Consideremos duas decomposi¢tes dum conjunto aberto de
segunda ou de terceira espécie em dominios elementares abertos
niio-penetrantes dois a dois. Designemos por E um dominio qual-
quer doma das decomposigcdes e por E' nm qualquer da outra.
Um dominio E 86 contém elementos dum dos dominios E'; efec-
tivamente, se assim niio fosse, os domfnios E' que contivessem
elementos de E seriam penetrantes [p. 517, . 1], e 0 mesmo
sucederia a dois deles. Da mesma maneira se reconhece que
um qualquer dos dominios E' s6 contém elementos dum dos
dominios E. Logo as duas decomposi¢des consideradas nilo sio
distintas.

Como coroldrio afirmamos o segninte:

Para que uma soma de i dominios abertos elementares se
decomponha em menos do que h dominios abertos elementares ¢
necessdrio e suficiente que dois désses dominios sejam penetrantes.
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Um conjunto aberto de sequnda ou de terceira espécie decom-
pie-se sempre e duma tnica maneira em dominios elementares
abertos ndo-penetrantes dois a dois. A estrema do coniunto dado
contém as estremas déstes dominios elementares,

Dado um conjunto aberto A de segunda ou de terceira espé-
cie, decomponhamo-lo de qualquer forma em dominios elementa-
res abertos E. Pode suceder que dois quaisquer déstes dominios
nio sejam penetrantes. No caso contrdrio os dominios E disyri-
buem-se em grupos tais que os dominios de cada grupo siio
penetrantes e dois quaisquer de grupos distintos niio sdio pene-
trantes (!). As somas dos dominios de cada grupo ddo origem
a uma decomposicio do conjunto A em novos dominios elemen-
tares abertos E [p. 518, [. 25], mas agora dois quaisquer dos
novos dominios ndio siio penetrantes [p. 515, L. 1].

Esta Gliima decomposiclio é inica como jd se demonstrou, @
adiante veremos [n.’ imediato] que os dominios elementares E'
que a constituem formam vma infinidade numerdvel quando nio
slio em nimero finito.

E sabido que a estrema de A contém a soma das estremas
dos domfnios E' [p. 518 1. 3]; para que se verifique a coincidén-
cia & manifestamente suficiente que dentro dum esferbide qual-
quer figurem elementos apenas dum nimero finito de dominios E'
ou de nenhum, o que sucede por exemplo quando os conjuntos E'
sio separados [p. 307, [. 23]. Em particular, quando A ¢ de
sequnda espécie, a sua estrema coincide com a soma das estremas
dos dominios elementares abertos ndo-penetrantes dois a dois em
que se decompie.

Suponhamos que um dado conjunto dominial D se decompoe
em dominios elementares E com interiores distintos de maneira que
a estrema de D contenha a suma das estremas dos dominios E. O
conjunto dominial D ¢ entdo de sequnda ou de terceira espécie con-
forme os dominios E sdo em nimero finito ou infinito. Uma tal
decomposigdo, mas em dominios E totalmente fechados, é tinica.

(') Seja E; um dos dominios E. O grupo a que pertence E; é constitnido
por todos os dominios E cada um dos quais se pode unir a E; por uma sucessio
dum piimero finito de dominios E de tal modo que os pares de dominios conse-
cutivos na sucessiio sejam penetrantes. Tal grupo- pode reduzir-se a dois dominios,
on apenas ao domfnio E;.
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Notemos primeiro que, se a estrema do conjunto proposto 0
contém a soma das estremas dos dominios E, o interior | de D &
a soma dos interiores |' dos mesmos dominios. Por eonsegointe
D nio pertence i quarta espéeie. Mas dois quaisquer dos domi-
nios E ndo sdo penetrantes [p 517, [. 29], e 0 mesmo sucede aos
respeetivos interiores |' [p. b14, . 7]. Logo os conjantos |' cons-
tituem a Gnica decomposicio possivel de | em dominios elemen-
tares abertos nilo-penetrantes dois a dois, @ por isso os dominios
E, quando totalmente fechados, também constituem a tinica decom-
posi¢io de D em dominios elementares totalmente fechados nas
condi¢des do enunciado.

O conjunto dominial D pertence & segunda ou & terceira espé-
cie conforme os dominios E sflo em nimero finito ou infinito.

Um conjunto dominial D de sequnda espécie decompde-se sem-
pre num nimero finito de dominios elementares, os quais podem
determinar-se de maneira que a soma das suas estremas coincida
com a do conjunto . Quando D ¢ totalmente fechado, a decom-
posigdo nestas condigdes, mas em dominios elementares totalmente
fechados, é tnica.

O interior do conjunto proposto D decompde-se num nimero
finito de dominios elementares abertos E' niio-penetrantes dois a
dois. Substituamos cada E' pelo dominio E' dos elementos de E'
contidos em D. Seja E o dominio elementar que resalta de adi-
- cionarmos a E' aqueles seus elementos extremos que estiio con-
tidos em D. Como os dominivs E sdo em namero finito, é evidente
que um elemento extremo qualquer de D contido néste conjunto
também pertence a um dos E. Os dominios E constituem pois
nma decomposiglio do conjunto D em dominios elementares.

Notemos que a estrema de D coincide com a soma das estre-
mas dos dominios E, de contririo um elemento extremo dum
déstes dominios seria interior a um ouotro e vs dois seriam pene-
trantes. Os interiores dos dominios E siio os correspondentes E,
sendo portanto distintos dois a dois. Logo oma soma de quaisquer
dominios E nunca é elementar [ p. 502, I. 5], e por isso dizemos
que a decomposigio nos dominios E elementares é irredutivel.

Quando D é totalmente fechado, o mesmo sucede por cons-
truclio a cada um dos dominios E. A decomposicio de D em
dominios elementares totalmente fechados nas condicdes do enun-
ciado ¢ entdo Gnica [prop. pree.].
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Um conjunto dominial D de terceira espécie decompie-se sempre
numa infinidade numerdvel de dominios elementares E e possivel-
mente num conjunto constituido por um ou mais elementos extremos
de D mas exteriores a ésses dominios. Podemos determinar a
decomposigdo de maneira que a estrema do conjunto D contenha
as estremas dos dominios E. A decomposicdo nestas condigdes
¢ unica qundo supomos que o conjunto D e os dominios E sdo total-
mente fechados.

Procedendo tal qual como na demonstragfio anterior obtemos
oma infinidade nomerdvel de dominios elementares E nio-pene-
trantes dois a dois e contidos em D. Qualquer elemento do
conjunto D que niio figure em nenhum dos dominios E, easo
exista, ¢ necessiriamente extremo de D e exterior a eada um
dos E.

Como dois quaisquer dos dominios E niio siio penetrantes, a
estrema de D contém a soma das estremas dos mesmos dominios
[p. 518, I. 3] Os interiores déstes sio distintos dois a dois.
Por conseguinte uma soma de quaisquer dominios entre os E
nanca é elementar.

Quando D & totalmente fechado o mesmo acontece a cada um
dos E. Neste easv uma segunda decomposicio do conjunto D
nas condicdes do enunciado mas que dé origem a dominios ele-
mentares totalmente fechados ndio é distinta da primeira, pois
no caso econtririo corresponder-lhe-ia uma nova decomposicio
do interior em dominios elementares abertos niio-penetrantes
dois a dois [p. 518, L. 3], o que & impossivel [p. 519, L. 19].

¥

SOBRE OS TEOREMAS DE LINDELOF,
BOREL-LEBESGUE E RIESZ-SIERPINSKI

83. Teoremas de Lindelof, Borel-Lebesgue e Riesz-Sierpinski.
— Demonstremos primeiro as segnintes proposigdes :

Podemos dividir qualquer eonjunto numa infinidade numerdvel
de subconjuntos cujos didmetros sejam menores do que wm numero
positivo préviamente dado.

Demonstremos ao mesmno tempo que ¢ possivel determinar
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tais subconjuntos de maneira que os diametros correspondentes
tendam para o limite zero.

Sejam A e ¢ o conjunto e o niimero positivo dados. Se A &
limitado, dividimo-lo num ndimero finito de partes de diimetros
inferiores a ¢, depois cada uma destas num namero finito de

partes de diimetros inferiores a -;;——, etc., e assim dividimos A

numa infinidade numerdvel de partes cujos diimetros sfo infe-
riores a ¢ @ tendem para o limite zero.

Se o conjunto A & ilimitado, comecemos por dividi-lo numa
infinidade nomerdvel de conjuntos limitados A, (i=1, 2, ...);
para isso podemos considerar uma sucessio de esferdides con-
céntricos cujos raios cresgam para infinito, e formar os produtos
do conjunto A por cada um désses esferdides. Basta agora divi-
dir A; num namero finito de subcovjuntos de diimetros inferiores

a — e considerar todos os que resultam de pormus i=1,2, ...
i
para obtermos uma divisio de A noma infinidade numerdvel de

subeonjuntos nas condicdes do enanciado (1).

Consideremos com centro em cada elemento dum dado conjunto
um esferdide de raio superior a eerto nimero positivo c. O mesmo
conjunto é coberto apenas com um mimero finito ou com uma

(1) Como aplicacio completemos a proposigio do ». v, p. 160, enunciando-a da
seguinte forma:

Uma sucessilo de eonjunios quaisquer que admila wum limile comum {uma
sucessdo convergente, em particular) pode considerar-se soma duma infinidade
numerdvel de sucessies convergenles, cada wma de conjuntos de soma limitada e
de didmelros {30 pequenos quanto quisermos. Podemos deferminar lais sucessies
e os respectivos limites de forma que a soma déstes seja um dado subconjunto
do limile comum da sucessdo proposta (éste limile comum, ou um dos seus ele-
menlos, em tenlar).

De facto, podemos determinar todos os conjuntos Ap,i e Bj,¢ que fignram na
demonstraglio da referida proposigiio do ». v de maneira que os respectivos diime-
tros sejam inferiores a um dado nimero positivo ¢. Para isso dividimos o con-
junto A’ considerado nessa proposigio em subconjuntos Bj de didmetros inferiores
a ; , @, como para cada uma das sucessdes (15) ha entio uma ordem a partir da
qual os diimetros dos termos sio inferiores a « [o. v, p. 134, L 17], podemos
determinar as mesmas sucessdes de maneira que os diimetros dos termos de cada
uma sejam inferiores a : .
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infinidade numerdvel désses esferdides conforme ¢ limitado ou
ilimitado,

Porque, se dividirmos o conjunto dado num nGmero finito on
numa infinidade numerdvel de partes de diimetros inferiores ao
nlimero ¢ e se considerarmos um dos esferdides dados com cen-
tro num elemento de cada uma das partes, o conjunto serd
coberto com estes altimos esferdides.

Se cada elemento dum dado conjunto A ¢ centro dum esferdide
tal que o produto por A pertenga & soma duma infinidade numerd-
vel de conjuntos duma dada familia ('), o mesmo conjunto A é
coberto apenas com uma infinidade numerdvel de conjuntos da
Sfamilia,

Dividamos A noma infinidade nomerdvel de subconjuntos A’

; i ] 1
de diimetros inferiores ao ntimero e A cada um dos subecon-

juntos A' que também seja subconjunto da soma duma infinidade
numerivel de conjuntos da familia fagamos corresponder estes
mesmos conjuntos. I numerdvel o grupo de todos os conjuntos
da familia correspondentes dos diversos sabconjuntos A': I name-
rivel ainda a totalidade dos conjuntos dos grupos que resultam
de considerarmos i—1, 2, ...

Esta Gltima infinidade numerivel de conjuntos da familia cobre
o conjunto A; efectivamente, um dado elemento a de A & centro
dum esferdide cujo produto por A pertence i soma duma infini-
dade numerdvel de conjuntos da familia, e por isso, quando divi-
dimos A em partes de diimetros inferiores ao raio désse esferdide,
a parte (ou uma das partes ) 4 que pertence o elemento 4 é um
subconjunto da soma da mesma infinidade nomerdvel de conjun-
tos ().

(1) E claro que, se &sse produto pertence a um conjunto ou i soma dum
nimero finito de conjuntos da familia (a qual se entende constituida por uma infi-
nidade de conjuntos), também pertence i soma duma infinidade numerivel dos
mesmos conjuntos,

(*) Oatro modo de expor a demonstracio consiste no seguinte :

Consideremos com centro em cada elemento de A um esferdide de raio infe-
rior 4 unidade tal que o produto por A pertenga it soma duma infinidade numeri-
vel de conjuntos da familia. A parte A; de A constitunida pelos elementos que siio

1
08 centros dos esferdides de raios superiores a mas niio superiores a A

41
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Como caso particular deduz-se a seguinte proposigiio:

Se uma dada familia de conjuntos cobre interiormente um con-
junto A (1), éste conjunto também é coberto interiormente com uma
infinidade numerdvel de conjuntos da familia ( LINDELOF).

Uma infinidade de conjuntos que possuam elementos interiores
mas sem elementos interiores comuns dois quaisquer deles, ¢ neces-
sariamente numerdvel.

Na verdade, como a familia dos interiores dos conjuntos
dados cobre interiormente a soma désses interivres, tal soma &
coberta com uma infinidade numerdvel dus mesmos interiores,
r que sfio todos éles porquanto dois quaisquer ndo contém ele-
mentos comuns. Os conjuntos dados constituem pois uma infi-
nidade numerdivel.

E numerdvel em particular uma infinidade de conjuntos com |
elementos interiores, mas ndo penetrantes dois quaisquer deles.

E pois numerdvel uma infinidade de conjuntos abertos ndo
L penetrantes dois quaisquer deles.

O interior dum conjunto ¢ necessariamente soma duma infini-
‘ - dade numerdvel de esferdides (2).
Cada elemento do interior | dum dado coujunto pode, com
efeito, considerar-se centro dum esferdide constituido apenas
por elementos de |I. O conjunto | é coberto interiormente com
tais esferdides, e portanto também & coberto com uma infinidade
nomerivel dos mesmos. Logo | é a soma desta infinidade nome- |
riavel de esferdides.
Na presente demonstracio nada se opde a que os esferdides

cobre-se com um ndmero finito on com uma infinidade numerivel dos mesmos
esferdides [p. 523, /. 18]. Pondo ¢=1, 2, ..., a totalidade dos esferbides assim
considerados constitnem uma infinidade numerivel e cobrem o conjunto A . Cada
um dos esferides pertence i soma duma infinidade numerivel de conjantos da
familia; logo A é coberto com uma infinidade numerivel désses conjuntos.

() Uma familia de conjuntos cobre interiormente um conjunto A quando éste
& coberto pelos interiores dos conjuntos da familia.

{2 E claro que falar no interior dam conjunto é o mesmo que falar num con-
junto aberto no qual figurem todos os elementos juxtapostos acs seus priprios
elementos,
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nela considerados sejam abertos (!). Por econseguinte também
podemos afirmar que o interior dum conjunto é qualquer soma
duma infinidade numerdvel de esferdides abertos.

Se cada elemento dum conjunto limitado e fechado A ¢ centro
dum esferdide cujo produto por A pertenga a um conjunto [& soma
dum nimero finito de conjuntos] duma dada familia, é possivel
determinar wm ndmero positivo ¢ tal que wm subconjunto qualquer
de A de diametro inferior a ¢ pertenga a um conjunto [ soma
dum niumero finito de conjuntos] da mesma familia.

Admitamos, com efeito, que ndo & possivel determinar um
nimero positivo ¢ nas condigdes do presente enunciado. Sendo
assim existe, por maior que seja o inteiro {, um sabconjunto A;

de A de difmetro inferior a % que ndio & subconjunto de nenham

conjunto [de nenhuma soma dum ndmero finito de conjuntos] da
familia considerada. Seja

{?:} ll!‘lr"'lli"'!

a sucessio de conjuntos que resulta de pormos i =1 e
Por se tratar duma sucessiio de conjuntos de soma limitada,

podemos dela extrair uma outra, mas que seja convergente [v. 1v,

p. 140, 1. 10]:

®) g Ryuv ey

Esta sucessfo tende para um elemento a do conjunto A porque
a sucessdio dos difimetros correspondentes tende para o limite
zero [v. v, p. 134, 1 17].

Mas existe por hipotese um esferdide F de centro a tal que
o produto por A pertence a um conjonto B [4 soma § dum
nimero finito de conjuntos] da familia, e por isso os ter-
mos de (8), a partir da ordem em que sdo subconjuntos de F
[p. 482, 1. 15], também sidio subconjuntos do conjanto B [da
somu §).

A contradigdo a que chegimos mostra que & possivel deter-
minar um nimero £ que satisfaca s condigdes do enunciado.

(1) Chamamos esferbide aberto de centro num elemento ¢ e de raio ¢ a0 con-
junto dos elementos f tais que fc <p.
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Da proposigio agora demonstrada resulta por evidéncia que,
dadas as condicdes do enunciado, é possivel dividir A num nimero
finito de partes eada uma das quais pertenga a um conjunto da
familia considerada.

Observagdo. — A cada subconjunto ' de A de diametro infe-
rior ao nimero ¢ dado pela proposigdo precedente eorresponde um
conjunto B (uma soma 8§ dum nimero finito de conjuntos) da fami-
lia e wm nimero positivo p tais que : seja qual for o esferdide de
raio ¢ e de centro num elemento de K', o seu produto por A per-
tence ao conjunto B [4 soma §].

Designemos, com efeito, por ¢ o didmetro de A' e considere-
mos um esferdide de centro em cada elemento de A', todos do
mesmo raio ¢ inferior a g—;i. Seja A" a soma dos produtos
déstes esferdides pelo conjunto A. O didmetro de A" ainda &
inferior a ¢, razio porque A" pertence a um conjunto B [a uma
soma § dom nimero finito de conjuntos] da familia. Logo cada
esferdide de centro num elemento de A' e de raio p é tal que o
produto por A pertence ao conjunto B [4 soma §].

Noutros termos :

Seja qual for o subconjunto A' de A de diametro inferior ao
mesmo numero ¢, é possivel determinar wm conjunto B [uma soma §
dum nimero finito de conjuntus| da familia e wm nimero positivo p
tais que um subconjunto qualquer de A cuja distancia a A' seja
inferior a ¢ pertenga ao conjunto B [& soma §).

Na verdade, ao subconjunto A’ corresponde um conjanto B
[oma soma § dum ndmero finito de conjuntos] da familia & um
nimero ¢ nas condigdes ji mencionadas. Mas se A’ é um sub-
conjunto de A cuja distineia a A' seja inferior ao niimero ¢, a
cada elemento @' de A" corresponde um de A’ a uma distincia
do primeiro inferior ao mesmo g. Logo a' pertence ao con-
junto B [4 soma §] e A" é um subconjunto de B [de §].

Eis ountra forma que pode tomar a presente observagio:

Seja qual for a sucessdo de subconjuntos de A que tenda para
um conjunto de diametro inferior ao referido nimero ¢, 0s termos
a partir duma determinada ordem pertencem a um certo conjunto
[@ soma dum nitmero finito de certos conjuntos] da familia.

Como A & fechado, a sucessiio considerada tende para um
subconjunto fechado A' de A [v. v, p. 302, 1. 30], e, se o con-
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junto B [a soma §] e ¢ sdo o conjunto [a soma do nimero finito
de conjuntos] da familia e o nimero positivo correspondentes
de A' conforme o enunciado precedente, podemos afirmar que
os termos daquela sucessiio periencem ao conjunto B [4 soma §]
a partir da ordem em que as distincias a A’ siio inferiores a ¢.

Se cada elemento dum conjunto limitado e fechado A é centro
dum esferdide tal que o produto por A pertenca a um conjunto [a
soma dum nimero finito de conjuntos] duma dada familia, o con-
junto A é coberto na mesma condi¢do apenas com wum numero
finito de conjuntos da familia.

Dividamos A nom nimero finito de partes de diimetros infe-
riores ao jd aludido nimero ¢ e facamos corresponder a cada
uma delas um conjunto [uma soma dum namero finito de con-
juntos] da famflia conforme a observagio atris exposta. Os
conjuntos da familia assim determinados sio em nimero finito
e cobrem A na mesma condi¢io que todos os da mesma familia.

Das duas dltimas proposigdes deduzem-se os segaintes casos
particulares :

Se uma dada familia de conjuntos cobre interiormente um con-
Junto limitado e fechado A, é possivel determinar um nimero posi-
tivo ¢ tal que wn subconjunto qualquer de A de didmetro inferior
a ¢ seja interior a um dos conjuntos da familia (1).

Podemos pois dividir A nom namero finito de partes cada
uma das quais seja interior a om conjunto da familia.

Se uma dada famélia de conjuntos cobre interiormente um con-
Junto limitade e fechado A, éste conjunto também ¢ coberto inte-
riormente apenas com um nimero finito de conjuntos da familia
(BoreL-LEBESGUE) ().

(') A cada subconjunto A’ de A de diimetro inferior a : corresponde mesmo
um conjunto B da familia e um ndmero positivo ; de tal maneira que, dado um
esferdide de raio ; e de centro num elemento de A, o seu produto por A seja sem-
pre interiora B. -

2y Como aplicagio do teorema de Boren-Lesesave ou da proposicho enun-
ciada na p. 523, I. 15, demonstremos que :

Dois elementos quaisquer interiores a um dado dominio elementar E unem-se
por wma sucessdo dum niimero finilo de esferdides, todos do mesmo raio e inle-
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Por conseguinte ¢ possivel determinar um nimero finito de
conjuntos da familia e um nimero positivo ¢ de maneira que um
subconjunto qualquer de A de didmetro inferior a : seja interior
a um désses conjuntos da familia [prop. pree.].

Se eriste o produto de qualquer infinidade numerdvel de
conjuntos escolhidos entre 03 conjuntos duma dada familia, todos
| totalmente fechados ou todos excepto um, também existe o produto
de todos estes conjuntos.

Provemos que, se nio existe o produto dos conjuntos da
familia, também nio existe o prodato de certa infinidade nume-
rivel dos mesmos conjuntos. Por hipitese entre os conjuntos A
da familia poderd haver um que nfio seja totalmente fechado :
designemo-lo por A'. Se forem todos totalmente fechados, A’
designard am deles. J .

Supor que ndio existe o prodato dos conjuntos A equivale a
supor que um elemento qualquer de A' & exterior a um dos con-
juntos da familia. O conjanto A’ é pois coberto pela familia dos
exteriores dos conjuntos dados, e portanto também é coberto ape-
nas com uma infinidade numerdvel dos mesmos exteriores [teor.
de LinpELir]. Logo ndo existe o produto de A' pela infinidade
nomerdvel dos conjuntos da familia que admitem estes exte-
riores.

Se ndo existe o produto dum conjunto limitado e fechado A
pelos lugares dos conjuntos duma dada familia, é possivel deter- |
minar um nidmero positivo ¢ de maneira que um subconjunto qual- |
quer de A de diametro inferior a ¢ seja exterior a um dos conjuntos
da familia.

riores a E, de maneira que dois esferdides quatsquer consecutivos possuam um
elemento inlerior comum.

Upamos dois elementos do dominio E por um continuno limitado K que lhe
seja interior. Babemos que & superior a certo nimero positivo ; a distincia redu-
zida entra K e o complementar de E [p. 451, I. 9]. Logo todos os esferdides de
raio p e de centros nos diversos elementos de K sio interiores a E. Ora, o
continuo K & coberto interiormente com um wnimero finito dos mesmos esfe-
riides, e estes, por serem penetrantes [p. 516, I 23], podem dispor-se por uma
ordem tal que dois esferbides consecutivos quaisquer possuam um elemento inte-
rior comum [p. 513, L 7].
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Efectivamente, nas condi¢des do enunciado qualquer elemento
de A 6 exterior a um dos conjuntos da familia, sendo por isso
coberto pela familia dos exteriores dos mesmos conjuntos.
I£ pois possivel determinar um niimero positivo ¢ de tal modo
que um subcounjunto qualquer de A de diametro inferior a ¢ saja
exterior a um dos conjuntos da familia dada [p. 528, 1. 19].

Sido coroldrios evidentes as duas proposicdes seguintes :

Se ndo existe o produto dum conjunto limitado e fechado A pelos
lugares dos conjuntos duma dada familia, é possivel dividir R num
nimero finito de partes cada uma das quais seja exterior a um
dos conjuntos da familia.

Dados um conjunto limitado e fechado A e uma familia de
conjuntos quaisquer, se existe o produto de A por quaisquer con-
juntos da familia em nimero finito, também existe o produto de A
pelos lugares de todos ésses conjuntos ().

Na verdade, se niio existisse o produto de A pelos lugares
dos conjuntos da famflia, seria possivel dividi-lo num nimero
finito de partes cada uma das. quais fosse exterior a am dos con-
juntos da familia [prop. prec.], e ndo existiria o produto de A
por estes Gltimos conjuntos em naimero finito (*).

Observagdo. — Numa nota do ». 1v, p. 4, afirmdmos que a
condi¢do de se dividir qualquer conjonto limitado num nimero
finito de partes de diimetrus inferiores a um nimero positivo
préviamente dado é equivalente ao enunciado de Boreln-Leses-

(!) Esta proposi¢do foi enunciada por Riesz para conjuntos de elementos dum
espago ordinirio, mas demonstrada pela primeira vez por SierpiNsk1 (consulte-se
Frecuer, Les Espaces Abstrails, p. 232). Encontra-se uma demonstragiio directa
da mesma proposigiio no v. 1v, p. 133.

{*) Notemos que o teorema de Borei-Leerseve pode considerar-se corolirio
do de Rigsz. Com efeito, dizer que uma dada familia de conjuntos cobre interior-
mente um conjunto limitado e fechado A é dizer que nfio existe elemento algam
de A que seja comum aos lugares dos complementares dos diversos conjuntos da
familia. Logo, recorrendo ao teorema de Riesz-Biereivski, podemos afirmar que
niio existe elemento algum de A que seja comum aos lugares de certos dos referi-
dos complementares em nimero finito. O conjunto A é pois coberto interior-
mente pelos conjuntos da familia que admitem estes complementares em nimero
finito.
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GUE ou ao de Riesz-SierpiNski. Efectivamente, tomemos para
hipotese ésse primeiro enunciado e consideremos cada elemento
do lugar [A] dam dado eonjunto limitado A como ecentro dum
esferbide de didmetro menor do que o nimero positivo dado .
A familia de esferdides assim obtidos cobre interiormente o
lugar [Al, o qual também & coberto apenas com alguns esfe-
roides da familia em nimero finito. Os produtos de cada um
dos altimos esferdides pelo conjunto A determinam nma divisio
déste nom nimero finito de partes de diimetros menores do que
o nimero ¢. lLogo, se admitirmos verdadeiro o enunciado de
Borer-LeBesauE, poderemos afirmar que é possivel dividir qual-
quer conjunto limitado num pémero finito de subconjuntos de
diimetros inferiores a um nimero positivo préviamente dado.

Do enunciado de Riesz deduz-se, como jd vimes, o de Boner-
-LEBESGUE ; aquéle enunciado também pode, por conseguinte,
substituir a hipOtese da divisdio dum conjunto limitado num
nimero finito de partes de diimetros tio pequenos quanto qui-
S6rmos.

(Continua).
Luis BEpa NETO.




Prof. Dr. Egas Pinto Basto

21-11-1881 = 4-VI1I- 1937

Confiou-me a Faculdade de Ciéncias o doloroso encargo de
escrever a noticia necrologica do Dr. Egas Ferreira Pinto
Basto.

Se para o coragiio do amigo e camarada de todos os dias é
grata a oportunidade de poder publicamente afirmar quiio grande
era o aprégo em que tinha as suas altas qualidades intelectuais
e morais ; se para o colega é desvanecedor reconhecer quiio noti-
vel, apesar dos tempos, era o timbre do seu espirito nniversiti-
rio ; se para o cidadio é reconfortante notar as altas qualidades
de cardcter e os distintos sentimentos de sociabilidade da sua
personalidade forte; com que infinita saiidade, contado, me vejo
forgado a escrever esta noticia que, a cada passagem, triste-
mente me recorda aquelas intimidades de vida, aquela comunhfo
de idéias, pensamentos e processos de acgdio, expressdes duma
amizade sincera, completa, sem meios termos, que durante mais -
de trinta anos cimentou uma camaradagem que jimais conheceu
o mais ténue empalidecimento, amuo oo enfado !.

E com as ligrimas nos olhos, com o coraciio a sangrar, que
escrevo estas linhas. Prouvera a Deus que lhe pudesse comau-
nicar aquela elogiiéncia que seria mistér & devida consagracio
de tdo alto espirito e caricter!. Entretanto seja-me desculpada
a insignificincia da forma pela grandeza da intencio.

O Dr. Egas Ferreira Pinto Basto, filho de Gustavo Ferreira
Pinto Basto e D). Maria José de Azevedo Ferrvira Pinto Basto,
era natural de Aveiro, onde nasceu a 21 de Fevereiro de 1881
¢ morreu a 4 de Agosto de 1937,

Fez os seus estudos secunddirios no Colégio Militar, donde
transitou para a Universidade de Coimbra, tendo-se matricalado
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em Outobro de 1897, no 1.° ano do Curso preparatirio para as
armas de artilharia e engenharia.

Foi um dos estudantes universitirios mais distintos do seu
tempo, e obteve nas virias eadeiras do curso as mais altas clas-
sificactes.

Matriculou-se em Outubro de 1900 no 1.° ano da Escola do
Exército, onde continuou a soa brilh:inte carreira académica,
sendo escolhido para a Arma de Engenharia.

Nio o seduzia, porém, a ecarreira das armas, e, assim, em
Ouatubro de 1906, volton para a Universidade de Coimbra pros-
seguir os seus estundos, que terminou em Jalho de 1907 com a
elevada classificaciio final de Muito bom, com 19 valores.

Nos Actos grandes continuou afirmando o seu grande valor
académico ; foi admitido ao Aecto de Licenciatura em 9 de Maio
de 1908 com a nota de Muito bom, com 19 valores, e aprovado
no Acto de Conclusoes Magnas que realizon a 11 de Julho do
mesmo ano, com igual classificagiio,

Doutorou-se a 19 de Julho de 1908 e, concorrendo 4 vaga
existente na Secgdo de Ciéncias Fisico-Quimicas da Faculdade
de Filosofia, foi aprovado por unanimidade com a nota de Muito
bom, com 19 valores (22 de Janeiro de 1909).

O seu primeiro despacho, para Lente substituto da Faculdade
de Filosofia, tem a data de 17 de Fevereiro de 1909, cargo de
que tomou posse em 11 de Margo do referido ano.

Com a FReforma universitdria de 1911 (Decreto-lei de 19 de
Abril), fui nomeado Professor extraordindrio da Faculdade de
Ciéneias, colocado no 2.° grapo e, mais tarde, transferido para
o 1.° grupo da segunda secc¢iio (Decreto de D de Dezembro
de 1914 ).

Com a publicaciio do FEstatuto universitirio (Decreto de 6
de Junho de 1918) foi nomeado Professor ordindrio da 2.* seccio
da Faculdade de Ciéneias, e transferido, por conveniéneia urgente
de servigo, do grupo de Fisica para o de Quimica (Decreto de 6
de Janeiro de 1919).

Esta transferéncia representon um sacrificio real da sua parte,
pois a sua predilecgiio pelos estudos de Fisica era notoria,

Com a sua nomeagio para Director do Laboratiério QQuimico
(Decreto de 29 de Ouatubro de 1926) fixaram-se definitivamente
as perspectivas docentes do Prof. Pinto Basto, criando-lhe o
minimo de condi¢des indispensiveis 4 manifestagio da sua acti-
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vidade cientifica. Nesta qualidade se afirmou organizador noti-
vel, animador entusiasta, investigador e eritico de elegante
aprumo profissional e rigor logico impecdvel.

O Prof. Pinto Basto foi um aniversitirio na verdadeira acep-
¢iio da palavra.

Quoando em 1911, com a publicagiio do Decreto-lei de 19 de
Abril, as Universidades entraram no regime de autonomia peda-
gdgica e administrativa, logo o Professor Pinto Basto, como
Secretdrio da Faculdade, e por conseguinte, vogal do Senado,
comegon colaborando na administracio universitdria.

A sona actonaclio, nesta qualidade, exerceu-se ininterrapta-
mente desde Ountubro de 1911 até Novembro de 1917. Voltou a
fazer parte do Senado, como Delegado da Faculdade, desde
Margo de 1919 até Julho de 1927, e, posteriormente, desde 29
de Novembro de 1934 a 18 de Novembro de 1935.

Como Director da Faculdade, foi ainda membro do Senado
universitirio desde 2 de Novembro de 1927 até 30 de Oatubro
de 1930. _

O que a sua influéneia, neste sector da vida universitiria,
teve de alevantado ¢ nobre estd bem vivo no espirito de todos
quantos tiveram o intenso prazer de com éle colaborar. Sem se
desviar uma linha na defesa intransigente das regalias universi-
tdrias e dos altos interesses do ensino e da Nagio, o Professor
Pinto Basto soubs sempre orientar as suas intervencdes na dis-
cussiio dos mais melindrosos assuntos eom um aprumo e correc-
cilo inexcediveis.

O interesse que sempre lhe mereceram as péssimas circuns-
tinciags em que se desenvolve a vida académica, a sna conviecllo
pessoal da necessidade imperiosa de promover os progressos da
educaciio fisica dos estadantes, constitdi um dos aspectos mais
interessantes a salientar em toda a sua intervengio como vogal
do Senado universitdrio.

Era o Professor Pinto Basto um desportista completo ; conhe-
cia por experiéneia propria as enormes vantagens que, tanto no
aspecto da cultura fisica, como no da educacfio moral, os exer-
cicios fisicos e as prdticas desportivas facaltam, e por isso
sempre pugnou pela sua conveniente organizacdo como parte
integrante indispensivel do programa escolar universitirio.-

Nesta orientagio apresenton na sessio do Senado universi-
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tirio, de 18 de Dezembro de 1915, a seguinte proposta que foi
aprovada:

sProponho que o Senado nomeie uma Comissdo encarregada
de estudar o local e mandar fazer um projecto e orgamento dum
campo de jogos compativel com as posses da Universidade, e se
comprometa a dar-lhe execugfio rdpida logo que seja aprovado, |
destinando-lhe desde j4 nma verbanr.

De harmonia ecom esta proposta deliberou o Senado que
apara fazer face is despésas de instalaglo dAsse campo se esta-
belecesse um rateio pelas Faculdades e Escolas universitirias
na razfio de 1,0° dos respectivos rendimentos e propinas a
partir do proximo més de Julho».

Na sesslio de 28 de Julho de 1916 o Senado universitirio
eAprovou mais o projecto para a construgio dum campo de
jogos apresentado pelo vogal Dr. Egas Pinto Basto e por 5. Ex.*
justificado com algumas consideragdes sdbre as muitas vantagens
dos exercicios fisicos e hdbitos sportivos na educaciio da moci-
dade académica ; resolvendo-se que o custeio dessa obra conti-
nuasse a ser contemplado nuv orgamento da Universidade de
1917-1918» .

Nio obstante toda a sua iniciativa, e a boa vontade do Senado,
os assuntos referentes i educacio fisiea dos estundantes da Uni-
versidade de Coimbra continnaram em preedrias circunstincias,
o que motivou nova intervengio do Professor Pinto Basto que,
em sessfio do Senado universitdario de 11 de Maio de 1935, apre-
senton a seguinte proposta, que foi aprovada:

«A educaciio fisica e artistica dos estudantes da Universidade
de Coimbra tem sido realizada, pode dizer-se, sbmente peor ini-
ciativa da academia. Pondo de parte a construgio do campo do
jogos de Santa Cruz, da iniciativa da Universidade, & certo que
esta niio tem podido fazer valer o seu interesse pela actividade
extra-escolar dos estudantes. O campo de jogos, ainda incom-
pleto, foi abandonado pela Universidade, por motivos que é ini-
til discutir, e, de facto entregue & Associacfio Académicar.

«l5 necessirio que éste estado de coisas termine, para bem
dos estudantes e para bem da Universidade. K necessirio que
entre os professores da Universidade e os seus estudantes se
estabelecam relacdes mais intimas, que passem além do dmbito
das aulas e dos luboratérios, e exergam na actividade extra-esco-
lar dos estudantes uma ac¢io que consideramos indispensdvel.

]
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Nio se trata duma totela, que, ndo seria aceite, e com razio,
por estudantes de cursos superiores, mas da ac¢iio orientadora
e auxflio de que carecem os que ainda niio tem o saber de expe-
riboeia feito. O campo de jogos estd agora, pode dizer-se, tio
incompleto como quando a Universidade o abandonou>.

«A maior parte da academia ndio o freqiienta. A actividade
da academia estd muito longe da que seria para desejar, apesar
dos louviveis esforcos de alguns estudantes apaixonados.»

«0 Orfedlo estd em decadéncia, muito embora alguns acadé-
micos fagam o que podem para o conservar e melhorar. A acti-
vidade artistica da academia ndo & a que a Universidade deve
ambicionar,»

«A sede da Associacio Académica, a casa dos estudantes,
estd num estado do pobreza que a impede de exercer a aecllo
educativa que em tfio alto grau pode exercer. Grande parte do
edificio estd desaproveitada por exigir reparagdes dispendiosas
com as quais a Associagio nllo pode, nem tem pessoal para
conservar o asseio indispensdvel, e a parte aproveitada niio ofe-
rece a elegineia e o conforto proprios do fim a que se destina
e da époea em que vivemos., A Associaclio ainda niio conseguin
montar o dispensdrio médico a que aspira e outros servigos de
tio grande utilidade sobretudo para os estudantes menos abas-
tados. Grande parte dos estadantes nio sdio s6cios da Associa-
¢io. O que a Associaciio tem feito merece todo o elogio, mas
& pouco. Abandonados, pouco mais os estudantes poderdo fuzers.

«l5 urgente que a Universidade interfira na vida extra-escolar
dos estudantes.»

«Professores e estudanies devem trabalhar conjuntamente,
oem bom entendimento, para elevar o nivel da vida académica.»

«No plano da Cidade Universitdiria procura resolver-se o pro-
klema pOsto. Até éste plano se reslizar passariio anos, e é urgente
fazer alguma coisa desde jd.»

«A proposta que vamos apresentar niio pretende resolver o
problema de forma definitiva. Dd uma soluglio provisoria que
satisfaz as necessidades urgentes, aproveitando o que jd existe,
sem prejuizo da soluglio definitiva que a Comissiio da Cidade
Universitdria venha a adoptar.»

sEsta proposta foi apresentada ao Presidente da Comissio
da Cidade Universitiria e 6ste nfo viu na sua realizaciio nada
que contrarie projectos futuros, e foi apresentada também &
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Direccio da Associagio Académica, merecendo a saa aprova-
¢ilo.»

«Na proposta que vamos fazer consideramos a Associagio
Académica como representante da Academia. Com éste fim,
entendemos que se deve trabalhar sempre, Universidade e esta-
dantes.»

«Propomos :

«1) A educaciio fisica e artistica e, dum modo geral, a acti-
vidade extra-escolar dos estudantes no seu aspecto edoecativo, &
dirigida por uma comissdio eomposta de trés professores, indica-
dos pelo Senado Universitirio, e trés estudantes, indicados pela
Associacio Académica.»

«2) A Universidade promoverd imediatamente o acabamento
do campo de jogos de Santa Cruz, a reparaciio do edificio da
Associagiio Académica e da antiga igreja de S. Pedro, cedida &
Universidade para os ensaios do orfedio. Trata-se de proprie-
dade do Estado na posse da Universidade de Coimbra. A Uni-
versidade solicitard do Ex.™ Ministro da Instrugio a aprovagio
desta proposta e instard seguidamente junto das instincias supe-
riores competentes pela sua rdpida realizagiio.»

«No eampo de jogos, além do seu acabamento, serd, na extre-
midade do nascente, construfdo um court de ténis, cimentado, que
sirva a0 mesmo tempo de ring para o hockey em patins. A pis-
cina existente devera ser alargada, coberta e munida das moder-
nas disposicbes que a Higiene aconselha. O pequeno pavilhio
existente deve ser adaptado a casa de repouso e reilnido. Serd
constraido um balnedrio e retretes. A possibilidade do que se
pede esti assegurada. A antiga igreja de S. Pedro serd apro-
veitada para a construgilo dum gindsio e respectivo balnedrio.»

«3) Pronto o campo de jogos e eonstrufido o gindsio, ele-
mentos materiais indispensdveis para se poder comecar a resol-
ver o problema da educagiio fisica, a Universidade pedird aato-
rizaciio e verba para contratar um professor estrangeiro que
ficard com a direcclo téenica da educaciio fisica dos estudantes
da Universidade de Coimbra.»

«4) A Universidade estabelecerd em seguida a obrigatorie-
dade da educaciio fisica.»

«D) Enquanto as instalacdes para-universitirias ndv se rea-
lizarem na Universidade de Coimbra como esti planeado na
futura Cidade Universitdria, as necessidades da Associagdio Aca-




538  Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

démica que estejam de harmonia com a sua presente instalacilo,
depois de melhorada como propomos, e cuja satisfacio nio seja
compativel com os seus recursos proprios, merecerio da Uni-
versidade a mesma atencio que as dos Servigos destinados &
instrucfio dos estudantes. A instruclio e a educagio merecerio
igual coidado.»

Demonstron igualmente o Prof. Pinto Basto um alto interesse
por tudo quanto so referia &s manifestagbes e avigoramento da
vida universitiria, como se reconhecen em varias oportunidades
e muito particularmente na sua tentativa para a criagio no Edi-
ficio central da Universidade duma «Sala para professores» que
fornecesse local e desse ocasifio & sua mais intima convivéncia,
condiglio basilar para a sustentagio daquele espirito de corpo
que & essencial ao prestigio de qualquer Institaicdo.

Os seus esforcos e iniciativas niio surtiram os efeitos dese-
jados; nem por isso a Universidade lhe ficard menos devedora
de sincero reconhecimento.

Como Director da Faculdade de Ciéneias, logar que desem-
penbou durante 3 anos, manifestou o Dr. Pinto Basto as mais
notiveis qualidades de inteligéncia, bom senso e cardeter.

Os relatorios que oportunamente publicou — Revista da Facul-
dade de Ciéncias —Vol. 1 — pag. 42 e seg. — encerram a confis-
8o clara da manifesta inferioridade em que as Faculdades de
Ciéncias se encontram quanto a um dos aspectos mais importan-
tes da sua razdio de ser —a investigagio cientifica—, com a
enumeragio das respectivas causas determinantes e um apélo ao
Govérno para que sejam criadas as condigbes materiais indis-
pensdveis para sairem dessa estagnagio.

Sdo suas as seguintes palavras «Importa confessar bem alto,
para que sejamos ouvidos por quem nos governa, a nossa insigni-
ficante produgiio cientifica, e, mostrando as razdes que a justifi-
cam, insistentemente pedir que se déem & Faculdade de Ciéncias
os recursos indispensiveis de que necessita para que possa ser
aproveitada a boa vontade do seu pessoal docenter.

Com a sua atitude desassombrada prestou o Prof. Pinto
Bastos um alto servigo i Faculdade de Ciéneias e & sua Uni-
versidade. Quandc um dia se fizer a histéria da evolugdo dos
estudos superiores em Portougal, se apreeciard devidamente o
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enorme alcance das suas propostas para o eficiente desenvolvi-
mento da investigagiio cientifica como factor essencial no processo
de rehabilitagio nacional a que o Estado Novo meteu ombros.

Como dissemos foi a partir de 1926 que se notabilizon a
actuagiio profissional do Dr. Pinto Basto.

Nomeuado Director do Laboratorio Qufmico, que recebeu em
estado de manifesta decadéncia, conseguina num espago de tempo
relativamente curto, mercé da sua persisténeia, bom senso e
elara visiio das possibilidades nacionais, transform4-lo nas suas
instalagbes materiais, e modernizd-lo tanto no que respeita i
orientagio pedagigica do ensino, como no que se refere aos
novos campos de actividade cientifica para onde orienton o tra-
balho de investigagiio dos seus assistentes e colaboradores.

No ponto de vista das instalacdes materiais, organizou as
salas de trabalhos de Quimica-Fisica, de Quimica orginica e de
Espectrografia que equipou com material e instramental moderno
para o que conseguiu verbas importantes.

Mercé da sua iniciativa, conseguiu do Instituto para a Alta
Cultura os recursos necessdrios para a especializagiio, em Espe-
trografia, na Universidade de Liverpool do seu assistente Dr. Gou-
veia, que prossegue em Coimbra os seus estudos neste campo.

Contratou o Prof. alemio K. Coper, especializado em Qui-
mica coloidal, iniciando a investigagiio cientifica neste capitulo
tio importante da Quimica moderna, investigacbes que prosse-
guem com bons resultados.

Modernizou a biblioteca, em livros e revistas da especialidade,
tornendo possivel o melhor rendimento do ensino e da investiga-
¢dlo cientifica.

Como Director do Laboratério Quimico animou sempre todas
as iniciativas de trabalho, procurando conseguir os meios indis-
pensdveis & sua realizagio e guiando os estudos com o valiosis-
simo auxilio do seu grande senso pritico e seguro critério cien-
tifico.

Profissionalmente, como Professor, a sua exemplar rectidio
e espirito de justiga, aliada is excelsas qualidades da mais refi-
nada educagiio e elevada caltura, impunham-no ao respeito e
consideragio de todos os colegas e alunos. Era um gentleman
na justa acepgiio da palavra, cujo convivio constituia fonte perene
da maior satisfagiio espiritual.
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Como investigador cientifico interessou-se muito pelos pro-
blemas de ordem pritica e valor econdémico, como revelam os
seus primeiros trabalhos :

Retrogradagdo do dcido fosférico nos adubos compostos.
Fatracgdo do dleo dos bagagos de azeitona.
Andlise duma rocha niquelifera.

Mas foi sobretado, apds a sua nomeagio para professor de
(Quimica analitica do Instituto de Climatologia e Hidrologia de
Coimbra — Decreto-lei n.° 18.568 de 1 de Agosto de 1930) que
o Dr. Pinto Basto se afirmon investigador e critico de notdvel
valor eientifico:

As suas contribuigdes para o estudo da composigdo quimica
das dguas minerais portuguesas sio disso a clara demonstracio.

Ultimamente, tinha empreendido o estudo da ridio-actividade
das nossas dgnas minerais; deixou estudada a zona compreen-
dida entre o Douro, o Mondego e o Tévora. Este estudo, efec-
tuado com novos critérios e téenicas rigorosas, conduzin a resul-
tados muito interessantes, que vieram modificar substancialmente
muitas das opinides correntes sdbre virias das nossas estincias
de dguas minerais.

istava o Professor Pinto Basto naquela altara da vida pro-
fissional em que eram de esperar os mais belos frutos da sua
vasta cultura cientifica, grande capacidade imaginativa e elevado
espirito eritico.

O Destino cruel nio lhe permitiu porém a conclusiio dos seus
projectos cientificos.

A sua ‘memoéria gentil estard sempre presente no coragio de
todos os sens colegas, cuja saiidade infinda é padriio imarcessi-
vel do alto preito que a Faculdade de Ciéncias de Coimbra devi-
damente presta i sua inconfundivel personalidade.

Nestas linhas sem relévo, mas com profunda emocio, aqui
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