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Stud ie s on the u l travio l f i t absorpt ion 
spec tra of p r o t e i n s 

I AMINOACIDS 

Introduction 

In lhe course of a study of mucoproteins from human gas-
tric juice, whicli will shortly be published (Bruno da Costa and 
Schõn), we carne to the problem of identifying the coraposition 
of small amounts of proteins. In recont times the spectropho-
tometric methods have boen used to an ever increasing degree 
for the qualitativo and quantitativo determination of organic 
substances, and for this reason we believed it useful to apply 
this method also to the problem of proteins. 

Amongst the known aminoacids, the aliphatic ones do not 
exhibit selectivo absorption in the visible or ultraviolet. In 
the extreme ultraviolet ali these acids show increasing general 
absorption. The aromatic and some of the heterocyclic ami-
noacids show, however, a marked and, for some of them, cha-
racteristic selectivo absorption. As most of recont research 
concerning these acids is only of a qualitativo nature, and 
amongst the older quantitativo determinations the results fre-
quently do not agree, we have decided to make an extensivo 
quantitativo research on the absorption spectra of these coni-
pounds. 

When we had almost concluded the work described in this 
paper, there was brought to our notice the publication of Holi-
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day (1936) regarding part of our work — tyrosine and trypto-
phan — to which we will refer later. 

Methods 

We liave used for our studies a Hilger Medinm Quartz spec-
trograph E 316 fitted with a Spekker photometer. As source 
of IigJit we have generally used a condensed spark between tun-
gsten-steel electrodes; for detecting the structure of the bands 
and the exact determination of the position of the maxima of 
narrow and definite bands we have also used as source of light 
a water cooled hydrogen tube with a quartz window, which 
gives a perfect continuous spectrum in the ultraviolet. The 
extinction coefficients, liowever, were always determined using 
the tungsten-steel spark plates. Quartz cells of 4 to 0.1 cm. 
were used compensated always with cells of the same thickness 
and filled with the same solvènts. The densities of light varied 
between 0.1 and 1.8, the corresponding times of exposure being 
from 6 secs. to 4 mins. 10 secs. The absorption intensities 
referred to in the tables were obtained with densities between 
0.8 and 1.5. 

For photography Ilford and Lumiòre plates were employed, 
which are quite sensiiive up to 230 In the plates ÍD which 
absorption maxima between 230 — 200 my. were observed, the 
plates were sonsibilisod with white vaseline. Reading of the 
plates was made visually, the points of equal density being 
carefully plotted. 

The absorption intensities recorded in the following cur-

ves and tables are expressed in s and loa e with e = ^0^ ^0 

c. d 
(c = molar concentration, and d = thickness of the cell in 
cm.). 

Tlie aminoacids and dipeptides were commercial products of 
the highest obtainable degree of purity. i-Tyrosine was pur-
chased from Dr. Fraonkel & Landau, Berlin, l histidine-mono-
•hydrochlorido from Merck, Darmstadt. and the other substances 
from Iloifmann-La Roche, Basileia. A sample of i-carnosine 
((3-alanyl-Z-histidine) (du Vigneaud and Hunt, 1936) was gene-
rously supplied to us by Professor V. du Vigneaud of the George 
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Washington University, Washington, to whom we express onr 
best thanks. 

Results 

The following aminoacids were investigated: Z-Phenylalanine, 
Z-tyrosine, 2-dioxyphenylalanine, l- tryptophan, Z-histidine. The 
absorption spectra of ali these acids were obtained in aqueons, 
N/10 HCl and N/10 KOH solutions. The results are summed 
up in the following tables and figures. 

/ - P H E N Y L A L A N I N E : 

TABLE I 

M o l e c u l a r e x t i n c t i o n c o e f f i c i e n t s o f m a x i m a a n d m í n i m a 
o f P h e n l l a l a n i n e i n w a t e r 

Maxima 

Wavelength mu. 267 263.1 257.5 251.3 247.0 213.0 

C 65 133 180 141 100 5000 

Minima 

^"avelength mu. 265.4 261.0 254.3 248.1 232.2 

62 116 125 96 20.8 

The absorption spectrum of phenylalanine is of the benze-
noid type. The resolution of the narrow bands in the region 
265 — 235 mp is still very good, although not so persistent as 
in benzene. All maxima are slightly displsced to longer wave-
lengths and the absorption coefficients are slightly lowered, 
with the exception of the first maximum (267 my.) which lies 
more towards the shorter wavelengths and the intensity of 
which is about 10 times higher than that of benzene. AVe 
believe that this efFect on the first band is due to the substi-
tuents of the benzenic ring. A similar increasing effect of the 
absorption coefficient of the first band was observed in naphtha-
Iene derivativos by Morton and Gouveia (1934). 
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F I G . 1 

I /-Phenylalanine. II /-tyrosine. I I I /-dioxyphenylalanine. 
IV Mryptophan1 in aqueous solutions. 

/-TYROSINE: 
TABLE II 

Molecul ir e x t l n c t l o n coefRclents of t y r o s i n e In a q u e o u s 
and N/IO KOH s o l u t i o n s 

Wavelength mu. 220 230 240 250 260 270 280 290 300 

Water e 7080 4870 138 88.5 350 796 796 77.4 

Alkali c 7640 10000 7450 1J30 727 1180 1660 1590 
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Uaxima Uinima 

In water 
mu. 

281.2 1060 

273.8 1190 

~ 268.0 932 

222.0 7080 

~ = inflection 

200 

In alkali 
mu. 

295.0 1860 

In water 
mu. 

278.2 

245.0 

885 

81.3 

•240.8 10090 

í fO 

In alkali 
mu. 

269.6 

4.0 

3.0 

10 

0.0 

Fio. 2 

I Myrosine in N / . O IIC1. II Myrosine in N / 1 0 KOII. 

727 

X 

l\ 
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The spectrum of tyrosine is similar to that of phenol as far 
as concerns tlie localisation of tlie first region of absorption. 
Ia the case of phenol in aqueous and alcoholic solutions ali tlie 
structure has been wiped out, showing only a broad well defi-
ned band with the maximum at 274 ni[x; tyrosine, however, 
shows in the same region a band with the principal maximum 
at 273.8 wífx, with two further submaxima at 281.2 and 268 mfx 
In this respect it preserves still a certain similarity to phenyla-
lanine and benzene. A second region of absorption shows a 
maximum at 222 m^. 

While phenylalanine has a practically identical absorption 
spectrum in aqueous, acid and alkaline solutions, this is not the 
case with tyrosine. Here the absorption in water and hydro-
chloric acid is practically the same, as was to be expected, 
because the phenolic group introduces an acid character into 
tlie molecule; bnt in alkaline solution the absorption bands are 
displaced to longer wavelengths due to the salt formation in the 
phenolic group. Besides the displacement, ali the structure of 
the first absorption region disappears in alkaline solution and 
there remains only a broad persistent band. 

Z- D I O X Y P H E N Y L A L A N I N E : 

TABLE I I l 

M o l e c u l a r e x t i n c t i o n c o e f f i c l e n t s o f d i o x y p h e n y l a l a n i n e 
in N/IO H C l a n d N / I O KOH s o l u t i o n s . 

"Wavelength mu. 220 230 240 250 260 270 280 290 3C0 310 

Acid £ 5320 5130 937 276 690 1620 2560 1080 

Alkali « 4690 3040 1660 2050 3010 3830 4020 3750 

Maxima Minima 

In acid In alkali £ In acid « In alkali £ 

mu. mu. mu. mu. 

279.8 2600 298.3 4020 250.0 276 262.7 1890 

224.5 6900 
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Fio. 3 

I /-Dioxyphenylalanine in N / 1 0 HCl, II /-Dioxyphenylalanine 
in J i /10 KOFL The dotted curve indicates the probable absorption 

of unaltered solutions. 

The absorption spectrum of dioxyphenylalanine is similar to 
that of pyrocateehine, the absorption maxima being slightly dis-
placed to longer wavelentghs. The absorption curve shows two 
regions of absorption. As we have already seen in the cases 
of phenylalanine and tyrosine, the furtker introduction of new 
substituents into the benzenic ring decreases the degree of reso-
lution of the lirst absorption region. The tendency continues in 
dioxyphenylalanine to sucli a degree, that ali resolution of the 
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first absorption region has totally disappeared. The absorption 
intensities of the first bands incroase steadily from phenylala-
nine towards dioxyphenylalanine, whereas the intensity of the 
second region remains approximately constant. 

Tlie spectra of dioxyphenylalanine in water and hydrochlo-
ric acid are identical. The alkaline solutions are very sensitive 
to oxygen, and even with ali precautions we were not able to 
exclude ali traces of air from the alkaline solutions, which 
immediately turned slightly yellow. The curves show, howe-
ver, a displacement of absorption bands to longer wavelengths, 
of the same order as in tyrosine, with increase of intensity and 
a considerable Ioss of persistency and definition. 

/ - T R Y P T O P H A N : 
TABLE IV 

M o l e c u l a r e x t i n c t l o n c o e f f i c i e n t s o f t r y p t o p h a n In N/IO HCI 
a n d N / IO KOH 

AVaveleDgth mu. 220 230 240 250 2G0 270 280 290 300 310 

Acid s 22000 4750 1430 1710 8420 4700 4500 1530 153 14.6 

Alkali í 5770 1G70 1750 2650 4440 4780 3160 

Maxima Mininia 

In acid t In alkali £ In acid S In alkali £ 

mu. mu. Viu. mu. 

286.8 3730 288.0 4020 248.1 3480 285.6 8840 

271.4 4750 280 0 4780 242.5 1430 244.2 1600 

216.2 24900 

The spectrum of tryptophan is similar to that of Índole 
(Friedli, 1925). It exhibits two regions of absorption, one 
with the maximum at 216.2 m[x and the other with the princi-
pal maximum at 271.4 mu. and a submaximum at 286.8 tnp in 
acid solution. In alkaline solution the absorption is slightly 



Studies on tlie nl traviole t absorption spectra of proleins 11 

displaced to longer wavelengths the general aspect of the curve 
being the same. The head of the main band in acid as well as in 
alkaline solutions is very flat and in some plates there is evidence 
of very ill defined resolution, similar to that of indole. 

/- HISTIDINE: 
TABLE V 

M o l e c u l a r e x t l n c t l o n c o e f f l c l e n t s o f h i s t l d l n e I n N/IO H C l 
a n d N / I O KOH 

Waveleugth mu. 210 220 230 240 250 260 270 280 290 300 810 820 

Acid c 4090 2910 227 4.86 0.435 0.360 0.435 0.822 0.227 

Alkaii e 8800 956 88.1 5.13 1.59 0.605 0.445 0.419 0.374 0.294 0.210 

Maxima Mínima 

In acid £ In acid £ 

mu. mu. 

~ 270 0.435 ~ 255 0 .340 

218.7 4350 

The absorption spectrum of histidine shows only a marked 
iuflection of Iow intensity at ca 270 mp, the region where the 
other investigated aminoacids show strong selective absorption. 
In the far nltraviolet it shows a marked band at 213.7 m[t. 
with nearly the same intensity as the corresponding bands of 
the other acids. 

Discussion 

There is a good agreement between our results and the qua-
litativo data of Ross (1934), Feraud & alieni (193Õ) and Lavin 
& Northrop (1935) as far as concerns the posilion of absor-
ption maxima of phenylalanine. The values obtained by the 
various authors and ours generally differ by Iess than 1 m[i. 
We were not able to detect the 2 maxima at 241.0 and 235.0 
indicated by Feraud & alieni and by Lavin & Northrop. As they 
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lie in a region of decreasing absorption very probably they are 
iiot more than small infiections, without great interest for the 
detection of this aminoacid. 

Our results regarding the absorption spectrum of tyrosine 
agree fairly well with the quantitativo measurements of Holiday 
(1936). Our extinction coefficients are slightly lower. The most 
marked differonce between our results and those of IIoliday con-
sists in the position of tlio first maximum, which we found to be 
at 281.2 mu., while Holiday found it at 278.5 mp. Working with 
the hydrogen tube as a ccntinuous source of light, we were able 
to detect a marked inflection at 2C8 mu. 

Feraud. & alieni give in their paper a large number of maxima 
for tyrosine, which afterwards they were not able to confirm 
(Feraud & alieni, 1936). We find that the position of the first 
three maxima are correct, whilst the other do not exist ; pro-
bably the authors dealt with a very impure product, as they 
indicate a concentration of 0.13°/o in aqueous solution, the actual 
solubility of tyrosine in water being only 0.04 °/o at 17° (Win-
terstein, 1933). In alkaline solution Ross found two maxima for 
tyrosine at 284.0 and 276.0 mp, which we cannot confirm, finding 
only — in agreement with the results of IIoliday — one broad unre-
solved band at 295 mfi. IIoliday does not give the exact num-
bers of the position of the maxima, and referring to his graphs 
we find a very slight displacement of the 295 ni[x band. 

As regards tryptophan our results are in full agreement with 
tlioso of Holiday, Feraud & alieni and Ross, the actual maximum 
of the main band being ditficult to determine, as the hoad of the 
band is very flat. 

Applications 

The problem of identifying the components of a protein has 
a twofold aspect: the qualitativo and the quantitativo. The 
presence of a number of marked, narrow bands in the region 
between 245 and 268 mp is a sure indication of the presence of 
phenylalaniue. But the Iow intensity of these bands makes the 
determination impossible even in the presence of relatively small 
amounts of the other aminoacids. Ross in his qualitativo study 
has found that phenylalanine in the presence of tyrosine up 
to 10-15°/o or of tryptophan up to 5o o may be detected. 

The presence of tyrosine may be detected by the resolution 
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of its absorbing region between 285 and 265 mu, but we must 
emphasize, that the structure of the band is rather poor, and 
the detection will be impossible in the presence of even relati-
vely small amounts of tryptophan and dioxyphenylalanine. 

More characteristical and important for the detection of 
tyrosine is the displacement of the absorption band in acid and 
alkaline solutions of 21 mu. This displacement is peculiar to 
tyrosine and facilitates its distinction from tryptophan. This 
fact has been useful for the detection of tyrosine in proteins, 
as will be shown in a further paper . Besides tyrosine, only 
dioxyphenylalanine shows a similar behaviour. 

Due to its high absorbing intensity, the qualitativo determi-
nation of tryptophan seems to be easier than that of the other 
aminoacids, by the structure of its main band at 286 8 m\>.. 

The quantitativo determination of the aminoacids in proteins 
or in their hydrolyzing products seems to be handicapped by 
the complexity of the material, as even the aliphatic aminoacids 
show a general weak but definite absorption in the spectral 
region under consideration. Even in the most favourable cases 
we think that the values obtained are only approximate. 



Il DIPEPTIDES 

The application of the spectrophotometric method to the 
detection of the components of proteins has as a condition, that 
the absorption of the aminoacids is not altered by peptidic Iin-
kages, the absorption spectrum of a protein being the sum of 
the absorptions of the single compounds. Although a great 
number of organic compounds fulfil this theoretical condition, 
there are some cases known in which small differences in the 
structure of related substances and even a different sterical 
arrangement of groups in the same compound give rise to 
important modifications in the absorption intensity and localisa-
tion of the bands. As an example we may remember here only 
the case of eis- and trans- stilbene (Smakula & Wassermann, 
1931), the absorption spectra of which are quite different with 
regard to the position and intensity of absorption maxima, and 
the general aspect of the curves, which seem to belong to quite 
different chromophores. As very little is known about the mole-
cular arrangement of proteins in solutions, great differences in 
the absorption spectrum may result from different positions of 
chromophoric groups. We have therefore investigated the absor-
ption spectra of some of the simplest dipeptides. 

G L Y C Y L - i - T Y R O S I N E : 
TABLE V I 

M o l e c u l a r e x t l n c t i o n c o e f f i c i e n t s o f g l y c y l - t y r o s l n e In N/IO HCl 
a n d N/IO KOH 

Wavelength mu. 220 230 240 250 260 270 280 290 SOO 

Acid E 6240 4050 333 171 448 952 962 

Alkali < 4050 6280 7620 6670 1350 724 1380 1980 1660 
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Maxima 

In acid 
mu. 

275 6 

223.2 

1070 

6710 

In alkali 

mu. 

291.4 

240.3 

1960 

7710 

Minima 

ID acid 
mu. 

248 2 

214.6 

14 0 

5620 

In alkali 
mu. 

269.3 

220.0 

686 

4050 

FIG . 4 

I /-tyrosine in N / 1 0 HCl. II / tyrosine in N / 1 0 KOH. 
I I I glycyl-Z-tyrosine in N / 1 0 HCl. IV glycyl-f-tyrosine 

in N / 1 0 KOH. 
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The absorption spectra of glycyl-tyrosine in acid and alka-
Iine solutions are practically the same as those of the parent 
aminoacid. In acid solution ali structure of the main band disap-
pears, but there is no appreciable displacement of the bands. 
These results agree with those of Abderhalden & Haas (1927). 

G L Y C Y L - Í - T R Y P T O P H AN : 

TABLE VII 

M o l e c u l a r e x t l n c t l o n c o e f f i c l e n t s o f g l y c y l l - t r y p t o p h a n 
In N / I O H C l a n d N / I O KOH 

Wavelegenth mu. 220 280 240 250 260 270 280 290 

Acid £ 27400 74°0 1250 1440 2700 4160 4160 0270 

AIkaIi a 26100 7110 1860 1310 2720 4080 4440 3550 

Maxima Minima 

In acid g In alkali t In acid S In alkali £ 

mu. mu. mu. mu. 

288.1 3740 288.2 8870 286.2 3580 285.8 3660 

276.4 4260 279.4 4500 246.4 1440 274.6 4180 

218.8 27560 272.2 4290 245.1 1040 

220.1 26100 

This dipeptide also shows the same absorption spectrum as 
the aminoacid. We note only a slight displacement of the 
maxima to longer wavelengths, in acid as well as in alkaline 
solutions. 
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Fio. 5 

/-tryptophan in N / 1 0 HCl . 

I-tryptophan in N / 1 0 KOH. 

g!ycyl-í-tryptophan in N / 1 0 HCl . 

glycyl - l - tryptophan in N / 1 0 KOH. 

J - C A R N O S I N E : 
TABLE V l l I 

M o l e c u l a r e x t l n c t i o n c o e f f i c i e n t s of 1 - c a r n o s i n e In N/IO HCl a n d N/IO KOH 

WaveIength mu. 220 230 240 250 260 270 280 290 300 310 320 

Acid s 4330 766 32 1 3.88 3.27 3.S8 3.04 2.42 1.97 1.74 1.86 

Alkali £ 5120 795 61.7 14.1 8.19 6.69 5.88 5.02 4.15 3.17 2.42 
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Maxima Minima 

In acid E In alkali e In acid C 

»lu. mu. mu. 

- 8 1 4 1.80 216 5990 - 806 1.63 

— 270 3 .38 — 258 3.26 

216 5180 

I Z-histidiue in N / 1 0 HCl. Il /-histidine in N / 1 0 KOH. 
I I I i-carnosine in N / 1 0 HCl. IV Z-carnosine in N / 1 0 KOH. 
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The differences of absorption, specially for wavelengths Ion-
ger than 250 mp, between this dipeptide and histidine are more 
pronounced than in the preceding cases. In this spectral region 
the absorption intensity of histidine is very low, and the intro-
duction into the molecule of the alanine group appreciably 
increases the absorption. The resulting absorption is of a diffe 
rent type and of lower intensity than that of the carbonyl 
group. The maximum in the region near 220 mp is, in the case 
of carnosine, slightly displaced to longer wavelengths, as in the 
case of glycyl-tryptophan. 

Conclusions 

The data of glycyl-tyrosine and glycyl-tryptophan confira 
the hypothesis that the peptidic linkage between a strongly 
absorbing and a transparent aminoacid does not aftect appre-
ciably the absorption of the molecule. But the case of carno-
sine shows us, that the association of two aminoacids may also 
give rise to a much stronger absorption than was to be expe-
cted theoretically. 

The few data presented hero do not allow of any final con-
clusion. But we think that a further more complete study of 
di-and polypeptides will bring interesting and perhaps surprising 
results, and only then can we compute the precision of spectro-
photometric methods as applied to the problem of proteins. 

Summary 

The ultraviolet absorption spectra of the aminoacids: 2-phe-
nylalanine, l-tyrosine, l- dioxyphenylalanine, Z-tryptophan and 
Z-histidine, and of the dipeptides: glycyl-Z-tyrosine, glycyl-
-Mryptoplian and Z-carnosine ((3-alanyl-1-histidine) are investi-
gated in aqueous, acid and alkaline solutions. The possible 
application of the spectrophotometric method to the determina-
tion of these aminoacids in proteins is discussed. 

The authors wish to express their sincerest thanks to Pro-
fessor Dr. A. de Morais-Sarmento and Professor Dr. E. Pinto 
Basto for their interest shown in the course of this work. 
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Estudos sobre o gerador assíncrono auto-excitado 

PREFÁCIO 

Ao publicar o presente trabalho, ó natural indicar as condi-
ções que tornaram possível a sua realização. 

No verão de 1932 terminei em Zurich o meu trabalho de 
doutoramento «Die Selbsterregung von Asynchrongeneratoren » 
que foi aceite pela Eidgenõssische Technische Hochschule — 
Ziirich. Êste trabalho ocupa-se do estudo dos fenómenos de 
auto-excitação da máquina assíncrona ligada a condensadores. 

Em Outubro do mesmo ano, a Faculdade de Ciências da 
Universidade de Coimbra encarregou-me da regência da cadeira 
de Electricidade e respectivos trabalhos práticos. Reconheci 
desde logo que, para tirar o melhor rendimento possível da 
minha actividade, se tornava necessária a criação de um labo-
ratório onde pudesse dar aulas práticas sôbre correntes alter-
nadas e realizar trabalhos sôbre os assuntos a que já me tinha 
dedicado na Escola de Zurich. 

Encontrei, da parte do Director do Laboratório de Física, 
o Professor Doutor Mário Silva, a melhor compreensão e inte-
resse pela realização dêste intento. Havia, porém, uma dificul-
dade : Obter os meios materiais indispensáveis para adquirir 
as máquinas, instrumentos de medida e aparelhagem necessária. 
A dotação do Laboratório já estava absorvida por outras des-
pesas e assim tivemos que esperar . 

No fim do ano lectivo 1932-33 surgiu uma possibilidade: 
O Senado Universitário doliberara auxiliar com o «Fundo Sá 
Pinto» trabalhos de investigação sôbre assuntos bem especifi-
cados. Indiquei, como trabalho a realizar, o estudo das oscila-
ções eléctricas no gerador assíncrono auto excitado. O Senado 
Universitário aceitou a minha proposta Cumpre-me agradecer 
a confiança com que me distinguiu. 
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Com a importância concedida no primeiro ano adquiri as má-
quinas, o oscilógrafo, os condensadores e alguma aparelhagem. 
Com a parte concedida no verão de 1934 a que ainda se juntou 
verba do Laboratório, obtive os instrumentos de medida. Só 
no ano lectivo de 1935-36 é que se terminou a instalação, tor-
nando-se possível realizar o trabalho que hoje publico. 

Os aparelhos eram entretanto aproveitados, tanto quanto 
possível, para o ensino da cadeira de Electricidade. 

Devo notar que as despesas foram muito reduzidas, graças 
ao cuidado que houve em aproveitar ao máximo os elementos 
de que o Laboratório já dispunha. Além disso, parte da apare-
lhagem foi construída nas oficinas do Laboratório. O Prepara-
dor Conservador Senhor António Ferreira auxiliou com interêsse 
digno de louvor os trabalhos para a instalação projectada. 

E para mim um dever agradável testemunhar neste logar a 
minha profunda gratidão ao Prof. Dr. Mário Silva pela eleva-
ção com que me concedeu tôdas as facilidades para a realização 
do presente trabalho. 

Laboratório de Física da Universidade de Coimbra, 1937. 

CARLOS F E R R E R MONCADA 



INTRODUÇÃO 

Os estudos que constituem o objecto deste trabalho perten-
cem a duas categorias: estudos teóricos e estudos experimentais. 

Os dois encontram-se, porém, intimamente ligados e teem o 
mesmo fim: esclarecer o funcionamento do «gerador assíncrono 
auto-excitado». Damos esta designação ao complexo — máquina 
assíncrona ligada a condensadores — de maneira a constituir um 
sistema oscilante susceptível de entrar num regímen de auto-
-excitação. 

Já nos ocapámos desta matéria num trabalho anterior — 
Die Selbsterregung von Asynchrongeneratoren (1) — cujo assunto 
nos foi sugerido pelo nosso Mestre o Prof . Dr . Engenheiro K. 
Ivuhlmann. Este trabalho teve por fim esclarecer o que havia 
de essencial no fenómeno de auto-excitação da máquina assín-
crona e só tratou do seu funcionamento em vasio e dos regí-
mens transitórios de excitação nascente e de perda de excitação. 

Os estudos que hoje apresentamos tentam dar um passo à 
frente, ocupando-se do funcionamento do gerador em regímen 
geral de carga. Partindo das equações fundamentais do electro-
magnetismo, devidas a Maxwell, começamos por estabelecer a 
teoria geral, passando depois a aplicações concretas. Esta nossa 
teoria visa o esclarecimento da essência dos fenómenos e for-
nece-nos indicações sôbre a natureza das experiências a fazer e 
das medidas eléctricas que será necessário efectuar para a sua 
verificação. Este assunto ocupa os dois primeiros capítulos, 
sendo os restantes destinados a estudos particulares. Assim, 
ocupa-se o capítulo m das pulsações da amplitude das oscila-

( 1 ) Èste trabalho — Die Selbsterregung vou Asyachrongeneratoren—cons-
tituiu â nossa dissertação de doutoramento apresentada em Junho de 1932 
Eidgenõssische Technische Hoehschule — Ziirich. 
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ções auto-excitadas emquanto que o capítulo ív estuda um regí-
men especial de funcionamento do gerador que lhe permite con-
servar uma frequência constante e independente da velocidado 
de rotação do rotor. Em qualquer destes dois capítulos estabe-
lece se uma teoria e procede-se à sua verificação por experiên-
cias e provas oscilográficas. 

O capítulo v ó finalmente dedicado ao curto-circuito trifásico 
instantâneo do gerador e apresenta os respectivos oscilogramas. 

Dos oscilogramas apresentados há qua t ro—os correspon-
dentes às figuras 19, 20, 29 e 30 — que foram tirados no Ins-
tituto de Electrotecnia da Escola Superior Técnica Federal de 
Zurich. 

Os doze restantes tiveram a sua origom no Laboratório de 
Física da Universidade de Coimbra, onde também foram reali-
zadas tôdas as experiências e medidas comunicadas neste tra-
balho. 

Como sistema de unidades adoptámos, no trabalho presente, 
o sistema prático electromagnético. Servimo-nos da notação 
simbólica para representar oscilações e designámos por letras 
góticas maiúsculas as amplitudes complexas. 

A literatura conhecida sôbre o gerador assíncrono auto-exci-
tado é escassa e possui, em geral, um carácter pouco científico. 
Numa página destinada á bibliografia indicamos algumas publi-
cações que conhecemos. 

I) Teoria do gerador assíncrono auto-excitado 
em regímen estacionário de carga 

A) Introdução 

A teoria que vamos estabelecer diz respeito à máquina assín-
crona simétrica com estator e rotor trifásico. O circuito de 
carga, também trifásico e simétrico, será ligado em derivação 
sôbre o circuito oscilante formado pelos condensadores e máquina 
assíncrona segundo o esquema teórico representado na fig. 3. 

Uma vez estabelecidas as oscilações auto excitadas entre a 
máquina assíncrona e os condensadores podemos passar ao 
regímen de carga ligando o respectivo circuito. A experiência 
mostra que, em certas circunstâncias, as oscilações se manteem 
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e o sistema fornece energia ao circuito de carga. Ultrapassados 
certos limites, as oscilações desaparecem e o gerador perde 
assim a sua excitação. 

O estado que se segue, tem por fim estabelecer nma teoria 
dos fenómenos que se passam, de maneira a tornar possível a 
construção dos diagramas fundamentais do gerador conhecendo 
sòmente as suas constantes. 

Eto 

FlG. 1 

Partindo das leis fundamentais do electromagnetismo come-
çaremos por estabelecer as equações diferenciais dos valores 
instantâneos. Admitimos em seguida o estabelocimente de osci-
lações com amplitude constante, sendo assim conduzidos a equa-
ções de valores máximos donde será possível determinar as 
grandezas que caracterizam o funcionamento do gerador em 
regímen auto-excitado. Como o que nos interessa é estudar o 
que há de essencial neste funcionamento, tomaremos sòmente 
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em linha de conta a harmónica fundamental das respectivas 
oscilações. 

Para a determinação da sua amplitude será necessário con-
siderar a variação dos coeficientes de indução com a saturação 
magnética do forro. Esta é posta em evidência pela curva expe-
rimental de magnetisaçâo do circuito magnético da máquina 
assíncrona (fig. 1) que representa, em valores eficazes, para a 
frequência f= 50 IIz a fôrça electromotriz E i o , induzida numa 
fase do estator, em função da corrente magnetisante I s . 

Desta curva obtém se outra (fig. 2) que representa a variação 
E 

do coeficiente de indução trifásica do estator L s s = em 
4 I s w 

função da referida fôrça electromotriz Ejq . 

Lss. 

ISO 

FI9-S 

Fio. 2 

Os coeficientes de indução, assim definidos, são independen-
tes dos valores instantâneos da corrente magnetisante e da 
respectiva fôrça electromotriz e dependem sòmente das suas 
amplitudes. 

No estudo que se segue, consideramos as oscilações auto-
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-excitadas do gerador assíncrono como fenómenos quási-estacio-
nários e não tomamos portanto em linha de conta a energia 
radiante. Além disso serão desprezadas as perdas de energia 
nos dieléctricos dos condensadores e no ferro do circuito magné-
tico da máquina assíncrona. 

B) As equações diferenciais dos valores instantâneos 
e a sua integração 

FIG. 3 

Notações gerais segundo o esquema da fig. 3: 

ri , , V3 resistência das fases do estator. 
ra ,rb , r resistência das fases do rotor, 
Lu , L j j , L33 coeficientes de auto-indução de cada uma 

das fases do estator. 
L a a , Li,b , L c c coeficientes de auto-indução de cada uma 

das fases do rotor. 
L12, coeficiente de indução mútua entre duas 

fases do estator. 
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Lfi6» coeficiente de indução mútua entre duas 
fases do rotor 

L i a , coeficiente de indução mútua entre uma 
fase do ostator e uma fase do rotor. 

L a i , coeficiente de indução mútua entre uma 
fase do rotor e uma fase do estator. 

Ci , Co , C3 capacidades ligadas em derivação sôbre 
cada uma das fases do estator. 

i'is , i»s 1 '3S valores instantâneos das correntes de 
cada uma das fases do estator. 

*ic > »2c > l3C valores instantâneos das correntes nas 
linhas do circuito das capacidades. 

í iB , t2B> '3B valores instantâneos das correntes nas 
linhas do circuito de carga. 

R l B j RJB , R 3 B . • . resistências , ) de cada ama das 
L l B , L 2 B , L 3 B • . > fases do circuito 

C l B . C 2 B , C3B ) de carga. 
ia , i>j, ic valores instantâneos das correntes de 

cada uma das fases do rotor . 
n número de voltas do rotor por minuto. 
p.. número de poios da máquina assíncrona. 

P . .. pulsação eléctrica de rotação. 

to = 2 7zf pulsação das oscilações eléctricas dos cir-
cuitos do estator. 

d ã) t valor instantâneo do produto escalar entre 
o vector campo eléctrico © e o vector 
caminho de circulação dg. 

(Sgdg) l valor instantâneo do produto escalar entre 
o vector campo magnético § e o vector 
caminho de circulação d&. 

( B n d f ) t valor instantâneo do f luxo elementar do 
vector indução magnética 33 através da 
superfície d f . 

(in d f ) t valor instantâneo do fluxo elementar do 
vector densidade de corrente t através 
da superfície d f. 

(D„ d f ) t valor instantâneo do fluxo elementar do 
vector doslocamento ® atravez da super-
fície d f . 

= 2 w — \ «n / 
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S t vector intensidade electromotriz devida a 
heterogeneidades do circuito. 

o- conductibilidade específica. 
p densidade cúbica eléctrica. 
t tempo. 
e base dos logaritmos naturais. 

i ^ + y / - 1 

Outras notações que se tornem necessárias serão esclareci-
das na devida altura. 

Para estabelecer a teoria dos fenómenos que pretendemos 
estudar tomamos como base as equações gerais do electroma-
gnetismo devidas a Maxwell: 

(J) ( S d a ) l = - - ^ - f f ^ V n d / h (1) 

8 F g 

div » = 0 

( f ) ( $ r f 8 ' , = 4 « f j \ i n d f ) l + - £ T f j \ D n d f ) l (2) 

g 8 8 

div ® = 4 -Rf 

i = cr (® + ®,)(») 

Estas equações do campo electromagnético simplificam se 
para o caso dos fenómenos quási-estacionários a cuja categoria 
pertencem as oscilações auto-excitadas quo são objecto do nosso 
estado. Assim é lícito desprezar o campo magnético originado 
pela variação do fluxo do vector deslocamento em relação ao 
campo magnético da corrente de condução e considerar êste 
como concentrado nas bobines de indnção formadas por Z 
espiras. Considerando num sistema de h circuitos de bobinas 
1, 2 . . . h o circuito k e designando por o fluxo de indução 
magnética ligado com ZIcm espiras da mesma bobina, podemos a 

(1) Na aplicação que a seguir vamos fazer desprezamos as forças electromo-
trizes devidas às heterogeneidades dos circuitos e consideramos portanto (Je = O. 
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partir da equação (1) escrever a circulação ao longo do cir-
cuito k sob a forma 

Cp (®dê)=- -^-mf(^m.Zlm) = - ^ (3) 
" m = I 

ik 

em que ^k representa o fluxo total de indução magnética ligado 
ao circuito k. Esta equação (3) é a expressão da lei de indução 
no caso dos fenómenos quási-estacionários. 

Com o desprezo do campo magnético originado pela varia-
ção em relação ao tempo do fluxo do vector deslocamento a 
equação (2) reduz-se a 

(J) ($d8)t = 4 r t f £ ( i n d f ) t (4) 

S F G 

Designando por t'i , i2 . . . i/, os valores instantâneos das cor-
rentes nos circuitos 1, 2 . . . h das h bobinas acima mencionadas 
e supondo a permeabilidade magnética independente destes valo-
res instantâneos das correntes, a equação (4) permite-nos obter 
a relação 

X=A 

X=! 

que exprime o fluxo total de indução magnética ligado ao 
circuito k, em função das correntes que lhe dão origem e dos 
coeficientes de indução. 

A aplicação da lei de indução (3) ao circuito oscilante for-
mado pela fase 1 do estator e pelo condensador Ci , (fig. 3) 
permite-nos estabelecer a respectiva equação dos valores ins-
tantâneos. A circulação é tomada ao longo do caminho fechado 
g l c = ( l D O c O s l ) e tem por expressão: 

(J) ( © * 8 i c ) = M s r , + (G) 

$ic 
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O segundo membro da equação (3) pode exprimir-se sob a 
forma 

+ (7) dt \ dt dt 

em que <]/|s ® ^iR representam os fluxos ligados à fase 1 que 
resultam respectivamente do estator e do rotor . A equação (5) 
permite-nos exprimir estes fluxos em função das correntes que 
lhe dão origem e dos coeficientes de indução. Atendendo a (5) 
obtém-se por tan to : 

X — 3 

S v i v l 
X==I 
X = 3 

+ . R = 2 V l V S 

X=I 

(8) 

Das equações (6), (7) e (8) resulta : 

M s r\ + - j j (»'t s L n + í'2s L2I + »3s L31) 

-^(ia L t t l + h Ux + ic Le i ) + =Q (9) 

Da mesma maneira obtêem-se para os outros dois circuitos 
oscilantes as equações seguintes : 

d. 
iis ri + ~ j j (h s L22 + »3 s L32 + »1 s L12) + 

+ - J i {ia L„2 + H L 6 2 + ic L c 2 ) + = 0 (10) 

d 
ií S rS + -JJ (Í3 S L33 + i\S L 1 3 + »2S L23) + 

+ 4 t (ia L a 3 + h L 6 3 + i c L c 3 ) + = 0 ( U ) 
at O 3 
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A aplicação da lei de indução aos circuitos de carga 
— • 

g I B = (L D OB Os 1) , ê2B e §3B dá logar às equações seguin-
tes : 

U p i T rfí'tB ,fi\v.dt \ 
J4 I + »IB » I B + J-. TT = U J a t (Jt b J 

I. , ; p I T d Í 2 B I IiMdt
 _ n \ /191 

J 2 + *2B » 2 B + -L«2B—J-J 1 r i =U / (L-S) 
a t O 2 b 1 

^ , • p , t <*«3B , Ihydt \ 
R 3 + «3 B IV3B + ^ 3 B — J - J 1 Õ =U 

at O3B / 

em que, por simplicidade, se representou a soma dos primeiros 
três termos das equações (9), (10) e (11) respectivamente por 
F 1 , F 2 e F 3 . 

Aplicando finalmente a lei de indução aos circuitos do rotor 
obtêem-se as equações: 

(13) 

As equações (9), (10), (11), (12) e (13) têem um carácter 
geral e constituem um sistema de nove equações diferenciais 
relativas às oscilações nos circuitos da máquina assíncrona 
ligada a condensadores e em regimen de carga. 

O estudo que pretendemos fazer limita-se ao caso de uma 
máquina com enrolamentos simétricos no estator e no rotor, 
ligada a circuitos também simétricos de condensadores e de 
carga. 

d 
i a

 ra + -^J ( « j L aa + H L6a + *e Lea) 

-J- —jj Hl LI „ + lo L 2 a + »3 L 3 a ) = O 

h + -^J (Ib Lftfi + ic LCb + ia Lai ) + 

+ (í I L|ft + I2 L2ft + t» L 3 6 ) = 0 

ic rC + (ic LCC + ' a L a c + Ift L 6 c ) + 

d 
+ (i | L | C + i2 L 2 c + i3 L 3 c ) = O 
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A expressão matemática das condições de simetria é a segainte: 

Es t a to r : 

r , = r 2 = r 3 = r s , L n = L 2 2 = L^33 = L s s » 

L12 = L2I = L23 = Lg; = L31 = L13 = LMS • 

R o t o r : 

va = rb = ve = vr , Laa = Lift = Lcc = LRR, 
L A 6 = L 6 0 = L 6 C = L C 6 = L C O = L O C = L M R . I 

> (14) 
Condensadores : 

C 1 = C 2 = C 3 = C. 

Circuito de c a r g a : 

R 1 R = R 2 B = R3 B = R B , 
L L B = L 2 B = L 3 B = L R , 

Ci b = C2B = C3R = CB i 

Da equação (4) resultam para os pontos de derivação de 
corrente Os , O c , OB e OR as relações seguintes : 

Í | S + »2 S + »38 = 0 , i\ c + »2C + «3C = O 

MB + «2B + '3B = 0 , i a - f i b - f i e = O 
(15) 

Atendendo às relações (14) e (15) as equações diferenciais 
(9), (10), (11), (12) e (13) tomam a f o r m a : 

»is»"s + (Lss — L M S ) ^S + 

= O + ~ (>« L 0 1 + I B L 6 1 + IC L C , ) + S I I ^ D T 

»2S R S " T ( L s s — L J I S ) ^ S + 

+ ('O L A 2 -f Ib L 6 2 + ie L C 2 ) + St-^dt = O 

Í 3 S r S - f ( L s S — L M S ) 3 S dt 

+ A (ia L A 3 + ib L 6 3 + ie LC 3) + - f i ^ d t = O 

(16) 
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P' J ; P T D T ' B I / T I B R F I R> r n- MB -KB — -Ljb —j~t h — Q f i — = U 

TPL I • TJ IT I F H I D T „ L F 1
2 + i 2 B R b + L 8 - j - — + — = O V (17) 

m , ; P i T D I 3 N F I Í H D T 
* 3 + «3 B ^ B -T"^B -Ji h õ^B 

'a R \ (LBR —LMR) + ~ (í) L j 0 + I2 L 2 o + t j L j n ) = 0 

di d 

t b r n + ( L R B - L M K ) + ^ (L'« L « * + L 2 6 + J 3 L 3 6 ) = 0 \ ( 1 8 ) 

Í C R R + ( L R B — L M R ) dJJ + J i ( L I L J I C 4 » 2 L 2 C + I 3 L 3 E ) = O 

em que, por simplicidade, se representou nas equações (17) a 
soma dos primeiros três termos das equações (16) respectiva-
mente por F ' i , F1

2 e F ' 3 . 
Os dois primeiros termos de cada uma das equações (16) 

resultam dos circuitos do estator. O terceiro termo de cada 
equação representa a reacção do rotor. Nestes termos figuram 
os coeficientes de indução mútua entre o rotor e o estator, tor-
nando assim necessária a sua definição matemática. A disposição 
dos enrolamentos do estator e rotor no espaço (fig. 3) acarreta 
as seguintes relações: 

L a l = Lal mai COS a , L a | = L a | m i x cos « 

L 6 , = L 6 I max cos (« + 120) L a 2 = L n 2 max cos (et + 240) 

L c i = L c l max cos (a + 240) L a 3 = L a 3 max cos (a + 120) 

(19) 
L i a = L i a m a x cos (360 — a) L | a = L | a n j a x cos (360 — s) 

L 2 a = L 2 a max cos (120 — «) L, h = L1 b raax cos (240 - - «) 

L 3 a = L 3 a m a x cos (240 —a) L t c = L i c m a x cos (120 —«) 

L«i max = L 6 I IDax = Lc i*max = L a 2 max = L a 3 max = L r s 

L | a max = L16 max = L j c m a x = L 2 a raax = L 3 a Inax = L g R J 

em que a = a o + &>,•<• (20) 

Nesta equação representa wr a pulsação eléctrica de rotação, 
t o tempo, « o angulo em medida eléctrica formado pelos eixos 
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das bobinas (fig. 3) e ao uma constante arbitrária. As equações 
(19 ; e (20) exprimem que os coeficientes L ai > LftO » L r t 3 são 
funções periódicas do tempo com a mesma amplitude Las . a 
mesma pulsação wr e diferem umas das outras na fase, consti-
tuindo um sistema trifásico simétrico. O mesmo tem logar para 
os coeficientes L 6 J , L 6 2 * L 6 3 ; L c | , L c 2 , L c 3 assim como para 
os seus correspondentes nas equações (18) dos circuitos do 
rotor. As equações (10), (17) e (18) representam um sistema 
de nove equações diferenciais relativas às oscilações auto-exci-
tadas nos circuitos simétricos da máquina assíncrona ligada a 
condensadores e em carga. Vamos tentar satisfazê las por fun-
ções harmónicas para as correntes. De acôrdo com os resul-
tados experimentais admitimos para uma determinada pulsação Mr 

do rotor o estabelecimento de oscilações de amplitude constante 
e com a pulsação w nos circuitos do estator e Sw nos circuitos 
do rotor formando dois sistemas trifásicos e simétricos. Desta 
maneira chegaremos a equações que nos tornarão possível a 
determinação das frequências e amplitudes das oscilações quo 
pretendemos estudar. 

Considerando sòmente a primeira harmónica das referidas 
oscilações obtemos para a sua expressão matemática as equa-
ções seguintes: 

Vamos agora proceder aos cálculos necessários para intro-
duzir as relações (21) no sistema de equações diferenciais (16), 
(17) e 18). 

I.0) Cálculos relativos às equações (16): 

a) Termos com origem nos próprios circuitos do 
estator. 

28 

(21) 
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Para a primeira das equações (16) obtêem-se com auxílio 
das relações (21) as seguintes expressões: 

i i Br 8 = I w 8 . T 8 S i ""+* ' \ 

( L S S - L M S ) ^ - = = I T O S . J w L S S à . ( 

/ ' I C R F T
 = I WI C j 0> Í + PL \ 

C J U U I 

em que L 8 8 a = ( L s 8 — LM8) representa o coeficiente de indução 
trifásica do estator. 

6) Termo da reacção do rotor . 

Para a primeira das equações (16) tem êste termo a forma 
seguinte: 

- J t ( ' a L a I + ' b LFCI - f > C L c 0 -

Das equações (19), (20) e (21) resulta : 

A = I W L R £ ; , S M ! + " / - ) LR E L = L R 8 C O S («O + WRO 

„ = L 6 1 = L L T 8 c o s ( « o + o> r í + 1 2 0 ) 

e = I ,,, 1 + X - 5 4 0 » L C i = L R 8 c o s ( « o + "r í + 2 4 0 ) 

e aplicando a fórmula de Euler, co sa = ^j e+^-f-e , obtem-se: 

X 

ia L r e , + ib L 6 1 + ic L c 1 = I m 8 tj'<-. e> 8 " ' . L r s ^ - X 

£;<..rt _ g í « o _ 3 + e - y ( » , + - r 0 ( e ; o + r ; 2 4 0 + - / 4 8 0 ^ 
(23) 

T J [ S (.) + (•) J i 3 r I a 0 

= I M R £ . £ R - O- L 1 R 8 - S 

Para que ôste tormo da reacção do rotor possuia a mesma 
pulsação M dos restantes termos com origem nos próprios cir-
cuitos do estator [equações (22)] tem de ser válida a relação 

S M + Wr = W (24) 
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em que S representa a grandeza «escorregamento» conhecida 
da teoria da máquina assíncrona. 

Das equações (23) e (24) resul ta : 

^ (Ía L a , + i6 L 6 , + íe Lc 0 = I m R.« /:X .JU LR S4 • •1. -J(25) 
3 

em que LRS = LR§ representa o coeficiente de indução mútua 

trifásica do rotor sõbre o estator. Introduzindo as equações (22) 
e (25) na primeira das equações diferenciais (16) obtem-se: 

( r s + ^ w L s s . ) 3 „ s . í y w , + < 7 « L I , s , 3 B , R c ' M t + 

1 
^ S m c e y w t = O (20) 

' > C 

em que se asou da notação simbólica: 

S M S = Im S ti 9, S W R = I m R J , $ ,„ C = I m C E> P (27) 

e, por simplicidade, se considerou x0 — o. 
Para as outras duas equações (16) obteem-se expressões 

análogas. Tôdas são funções harmónicas diferindo apenas pela 
fase o constituindo um sistema trifásico simétrico. E de notar 
que cada um dos circuitos oscilantes se comporta elèctricamente 
como se existisse independente e possuísse um coeficiente de 
indução que resulta da sua ligação magnética com os restantes. 
Nestas condições basta, para o estudo que pretendemos fazer, 
considerar sòmente a equação (26) como representante do sis-
tema (16) . 

2.°) Cálculos relativos às equações (17) : 
Para a primeira das equações (17) obteem se com auxílio 

das relações (21) as seguintes expressões: 

ÍIBBB = I„bBB.S>,",+,), I 

L B ^ = I m B . > L B . ^ , U Í + S ' ' (28) 

í 

I ' í i b d t I M H , (, . ,( + 5 ) . 

CB JCOCB 
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As expressões de F ' i , F je F'3 já se encontram calculadas 
nas equações (22) e (23). Introduzindo as relações (28) na 
primeira das equações (17) e atendendo às relações (22) e (23) 
obtem-se: 

em que se usou da notação S m B = I m B 
Fazendo considerações análogas às do caso anterior resulta 

que basta considerar como representante do sistema (17) sim-
plesmente a equação (29). 

3. ' ) Cálculos relativos às equações (18): 
Procedendo-se de uma maneira análoga à empregada no estudo 

das equações (16) obtem-se para a primeira das equações (18) a 
expressão: 

(r„ 4 j S o) L uha
v Sm 11 ' 4 j S w Ls nA Sms • e / s < " ' = 0 (30) 

em que L K R A = ( L R R — L M R ) representa o coeficiente de indu-
3 

ção trifásica do rotor e L S R a = L S R O coeficiente de indução 

mútua trifásica do estator sôbre o rotor. Conforme o adotado 
ao estabelecer a equação (26) supusemos <z„ = 0. Da mesma 
maneira que nos casos anteriores basta aqui considerar sómente 
a equação (30) como representante do sistema (18). 

A nossa atenção dirige-se agora para as equações funda-
mentais (26), (29) e (30) que acabamos de obter e podemos 
escrever sob a forma : 

(rs LSSa) 3»«s + J W L R S A SmR + 3 C Smc = O ( 3 1 ) 

(rS + J W L S S a ) S m S + J W L R S A S m B + 3B S m B = O ( 3 2 ) 

(29) 

(''It + J S w L r r a ) SmR+J S 0) L S R A SmS = O (33) 

em quo, por simplicidade, se adotaram as notações 
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para as impediôncias do circuito dos condensadores e do circuito 
de carga. As três equações (31), (32) e (33) são equaçõos vecto-
riais escritas em representação simbólica. 

Atendendo às equações (4) e (21) podemos escrever para o 
ponto de derivação D (fig. 3) a seguinte re lação: 

O çv 1 CN 
\5HIS = OTR. "+" M II• 

De (31) e (32) resul ta : 

Sw c 3jt_ 
SniB 3c 

Das equações (35) e (36) obtem-so: 

* / 1 \ xVmC = •vSmS I 5 \ 

V + Iu 
donde resulta 

S ™ c 3c = S M S / 1
 1

 1 \ = SOTS ( « - j b ) ( 3 8 ) 

\ BiT + I W 

em que a o (—jb) representam respectivamente a parto real e a 
par te imaginária da impediência 

3 ' = t
 1

 l = ( a - j b). (39) 

3b + "3c" 

Juntando a equação que se obtém introduzindo (38) em (31) 
à equação (33), resulta o sistema de duas equações : 

( r s - f j w L 8 S i - f a —jb) S M S + Í W L R S A S O T R = 0 (40) 

( r R - H / S w L R R i ) SmR - f i S M L s 1 I a ^ t o s = O. (33) 

Pa ra ama dada pulsação &> são os valores a e b condicionados 
pela capacidade C e pelas constantes do circuito de carga. Dados 
assim a e b a máquina assíncrona só poderá funcionar em regi-

(35) 

(36) 

(37) 
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men auto-excitado se as equações (33) e (40) forem satisfeitas. 
As únicas variáveis de que a máquina assíncrona dispõe para 
se poder adaptar às condições exigidas são a saturação do fer ro 
do seu circuito magnético, que se evidencia no valor dos seus 
coeficientes de indução, e o escorregamento S qae, segundo a 
equação (24), para uma determinada pulsação w só poderá variar 
com wr, isto é, com a velocidade angular do rotor. 

O problema que nos propomos resolver é o seguinte: Sendo 
dadas para uma certa pulsação » as constantes a e b [equa-
ção (39)], determinar as condições em que o funcionamento do 
gerador se torna possível, isto ó, determinar o escorregamento S, 
a pulsação wr e o valor dos coeficientes de indução (estado de 
saturação do ferro do circuito magnético) que por sua vez per-
mite obter as amplitudes das correntes dos circuitos do estator 
e do rotor e da tensão nos terminais do gerador. Antes de o 
abordarmos servindo-nos das equações (33) e (40) vamos previa-
mente examinar as suas soluções no caso limite Iim (rs + a) = 0, 
o que, sob o ponto de vista físico, significa ausência de perdas 
no circuito oscilante do estator. 

Da equação (33) resul ta: 

rv 
vV m Ii : 

J W L S R 

+ J M L R H 4 

' "SmS- ( 4 1 ) 

Introduzindo (41) em (40) e atendendo à condição limite 
(rs + a) = 0 otem-se: 

J ( M L S S A — *>)• 

W2 L i 

+ J W L R R A 

. 3 m S = 0. (42) 

No regimen auto-excitado do gerador, isto ó, para valores 
de SmS=+0 terá então logar a relação : 

J (W L 8 SA — b) : 
W2LRSA LSRA 

+ J W L R R A 

(43) 
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Como a parte real do primeiro membro da equação (43) 6 
nula, a parte real do segundo membro também tem que o ser. 
Para que isso tenha logar há duas possibilidades: 

l . a ) O segundo membro da equação (4)5) ó nulo : 
Esta hipótese acarreta a solução: 

S = O) 

« L s s. = ( 4 4 ) 

que em virtude das equações (41) e (24) conduz às relações 
seguintes: 

S m R = O | 

Mr = (,). ) 
(45) 

Esta solução ó fisicamente possível e significa que havendo 
sincronismo entre a pulsação eléctrica &>,. do rotor e a do campo 
girante &>, as correntes do rotor são nulas e nem este recebe nem 
fornece energia ao sistema oscilante do estator que na hipótese 
presente é caracterizado pela ausência de perdas. A solução (44) 
resulta também directamente das expressões que se obteem consi-
derando inicialmente nulas as correntes do rotor (ia=ib—ic=0) 
nas equações diferenciais dos valores instantâneos (1G), (17) e (18). 

As equações (40) e (33) tomam, neste caso, a forma 

| (»'s 4- a) -\-j (w L s sa — b) 

j S M L S B a S m s = O . 

Sms = O1 

(4G) 

Para Sms^=O, êste sistema só pode ser satisfeito tendo logar 
a relação (rs + a) = 0 e admite então a solução única expressa 
pelas relações (44). 

2.a) O segundo membro da equação (43) é um imaginário puro. 
Para isso é necessário que somente a sua parte real seja 

nula. Esta hipótese acarreta a solução: 

S = 30 

w I j S S l 
b \ ( 4 7 ) 

1 — K 2 ( 

em que K é definido pela relação K = 
/ L S V L R S A 

V L S S a • L B R a 
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A solução expressa pelas relações (47) conduz, em virtude 
das equações (41) e (24), às seguintes relações: 

A relação Mr- oo implica uma velocidade angular de rotação 
infinitamente grande, o que é fisicamente impossível. A solução 
expressa pelas relações (48) 6 portanto estranha ao fenómeno 
físico que pretendemos estudar. O sistema de equações (33) 
e (40) admitindo àlém das soluções que são compatíveis com as 
possibilidades físicas, outras que o não são, apresenta um cará-
cter mais geral do que os fenómenos que desejamos estudar. 
Temos pois que impor ao sistema (33), (40) uma restricção para 
que êle traduza unicamente o fenómeno físico em questão. Esta 
será uma condição limite: das soluções do sistema (33), (40) só 
correspondem ao fenómeno físico que pretendemos estudar aque-
las cujos valores para Iim ( r s -}-a) = 0 tendam para a solução 
(44) do sistema (46). 

Feitas estas restricções podemos passar à resolução do pro-
blema: Dadas as constantes a e b para uma certa pulsação &>. 
determinar o escorregamento S, a pulsação &>r e o estado de 
saturação do circuito magnético compatíveis com o funciona-
mento do gerador. Partindo das equações (33), (40) pretende-
mos chegar a duas equações em que só entrem impediências e 
que nos permitam determinar as incógnitas S e LSSa- OS restan-
tes coeficientes de indução estão ligados por relações de pro-
porcionalidade a LSSa- A grandeza &>,• determina-se, para uma 
dada pulsação w, a partir da equação (24) logo que se conheça 
o escorregamento S-

Da equação (33) resulta: 

\5 m R - (48) 

3 m S' m 

De (49) e (40) resulta: 

[3A + ( « — S m s = O (50) 
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em que 

e 

representam respectivamente a impediência da máquina assín-
crona e o quadrado do valor absoluto da relação entre as 
amplitudes da corrente do rotor e da corrente do estator. No 
caso de se estabelecerem na máquina assíncrona as oscilações 
auto-excitadas que pretendemos estudar, terá de ser Sm s =/= O o 
a equação (50) só poderá ser satisftita se tiver logar a relação: 

3 A = - (tt - j b) = - / • 1
 1

 1 \ = - 3 ' (53) 

+ / 

isto é, se fôr possível à máquina assíncrona modificando o seu 
escorregamento e a saturação do seu circuito magnético obter 
uma impediência que seja igual em valor absoluto e de sinal con-
trário à impediência definida pela equação (39) e que resulta da 
associação em paralelo de 3c e 3b definidas pelas equações (34). 
A relação (53) atendendo a (51) acarreta as duas equações: 

( r S - r a) + -^- H 2 = O (54) 

M ( L 8 8 a - L b b a . H * ) - Ò = 0 (55) 

que juntas à equação (24) 

W r = W ( I - S ) (24) 

constituem as equações fundamentais relativas às oscilações auto-
•excitadas do gerador assíncrono em regimen de carga. 

Antes de irmos mais longe vejamos o significado físico des-
tas equações: 

A primeira, equação (54), significa que a energia gasta nos 

3A = rs 4- H2 +j (w L§Sa — « LH«A . II2) 

I P = 

w ? L R S í L s r a 

jT 
2 T 2 w Li 

L«1 R 

I M S 

(51) 

(52) 

RR1 
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circuitos oscilantes do estator — perdas ohmicas no próprio enro-
lamento do estator (r§) e energia gasta no circuito do carga 
(constante a positiva) — 6 fornecida pelo rotor através do campo 
magnético da máquina assíncrona. Para que êsse fornecimento 
seja exacto estabelece-se na máquina assíncrona o devido escor-
regamento. A equação (54) mostra que isto só pode ter logar 
para um escorregamento S negativo o que está conforme com o 
funcionamento da máquina assíncrona como gerador e implica 
segundo a equação (24), a desigualdade &>,•]>&>. 

A equação (55) mostra-nos que a energia necessária para a 
magnetização da máquina assíncrona oscila entre as suas bobi-
nas (energia do campo magnético) e os condensadores (energia 
do campo eléctrico). As duas energias oscilam em oposição e 
a troca é reversível. Uma tal oscilação só poderá ter logar 
sendo a grandeza b positiva, pois, só nesse caso é que a com-
ponente imaginária ( — j b ) da impediência 3' [equação (39)] tem 
um carácter capacitivo. Porém nenhuma das equações (54), 
(55) e (24) nos informam sôbre a amplitude das oscilações. 
Esta só poderá ser determinada tomándo em linha de conta a 
saturação do ferro do circuito magnético da máquina assín-
crona. 

Par;; introduzirmos no sistema de equações (54) e (55) uma 
variável que traduza êste estado de saturação magnética basta 
exprimir LRBa E L S K a .LRS a em função de LSsA- Com grande 
aproximação tom logar independentemente do estado de satura-
ção magnética, as relações seguintes: 

L R IIA = A . L S sA 

L s r a • LHSa = A . K2 Ls s 

'A 

'A 

(56) 

(57) 

(58) 

onde ZR e ZS representam respectivamente o número de espiras 
de uma fase do rotor e de uma fase do estator, e 
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represonta o factor de ligação magnética do sistema estator-rotor. 
Despresamos as pequenas variações do valor de K com o estado 
de saturação do circuito magnético e consideramo-lo constante 
para a teoria que se segue. Introduzindo as expressões (5G) 
e (57) nas equações (52), (54) e (55) e designando por comodi-
dade W L S S a por x obteem-se as equações : 

H 2 + ( r s + a) = O (60) 

( 1 - A H 2 ) a - 6 = 0 (61) 

em que tem lugar : 

H 2 = = ( J ^ r - )2 (62) 
+ A 2 * 2 W m s / 

e a que juntamos a relação (24) 

wr = w (1— S). (24) 

Para uma certa pulsação m e para determinadas constantes 
a e b condicionadas pela impediência 3' [equação (39;], as equa-
ções (60), (61) e (24) representam um sistema algébrico de três 
equações a três incógnitas (&>r , S e £c = &>LssA)> que passa-
mos a resolver. 

Egualando os valores de II2 tirados das equações (60) e (61) 
obtem-se: 

(b — x) rR — ( r s + a ) . A . a?. S = 0 (63) 
ou seja : 

s = - , . (04) 
(rs + a) -A. x 

De (60) e (62) resul ta: 

(RS + a) . A 2 .S 2 . a ; 2 - f Í-R. A .K 2 .S .o? 2 + J,2B .(rs + A ) = 0 . (65) 

Introduzindo (64) em (65) resulta, depois de feitas as sim-
plificações, a seguinte equação para x : 

(1 - Iv2) a.-2 - (2 - K 2) b x + 62 + ( r s + a)2 = 0 (66) 
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que admite as soluções dadas pela expressão 

b (2 — K 2 j ± v / k 4 ò2 — 4 ( r s 4 «)2 (1 - K 2 ) 

* = 2 ( 1 - K 2 ; ' <6 7 ) 

Para sabermos quais as soluções que correspondem ao fenó-
meno físico que pretendemos estudar é preciso, como já acen-
tuámos, examinar os valores que as soluções tomam para 
Iim (r§ 4- o) = 0 e só tomar em linha de conta aquelas cujos valo-
res, para Iim (rg -j- o ) = 0 , tendam para a solução expressa pelas 
relações (44), isto ó, para x = b, S = O. Pa ra l im ( r s - ) - a ) = 0 
as raízes da equação (6G) expressas pela relação (67) tendem, 
conforme se toma o siual (—) ou ( + ) do radical, respectivamente 
p a r a : 

sinal (—) x — b 

sinal ( + ) x = 1 — K i -

Das equações (61) e (62) resulta então : 

para x = b: I l 2 = O S = O 

6 TT" «s 
para a ? = l _ K t : H = = ~Ã~ S = = c 0 -

Daqui se conclui que só a solução que se obtém tomando o 
sinal (—) para o radical, na expressão (67), satisfaz ao fenómeno 
físico em questão. 

A solução obtida do sistema (60), (61) e (24) correspondente 
ao fenómeno físico a estudar é portanto dada pelas expressões: 

b ( 2 - K 2 ) - \ / K 4 ò 2 - 4 ( r s + a ) 2 ( l _ K > ) 
^ = W L s s i = •> (1 - K-) ( 6 8 ) 

(x — b)rR 
« - , A ( 6 4 ) ( r s + a). A . x 

wr = w ( l — S). (24) 

Daqui se conclui que, para uma certa pulsação &> e constan-
tes a e b, a máquina assíncrona só pode funcionar em regimen 
auto-excitado com um corto e determinado escorregamento S, 
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uma determinada velocidade angular de rotação correspondente 

a Mr e um valor determinado para o coeficiente de indução LSSa-

As expressões (68) e (64) mostram que a: = w L s sA é indepen-

dente de A e da resistência TR e que o escorregamento S é 

directamente proporcional à mesma resistência. Ês te facto per-

mitir-nos-á, mais adiante, fazer uma aplicação interessante da 

máquina assíncrona auto-excitada como gerador funcionando, 

dentro de certos limites, com uma frequência independente da 

velocidade de rotação do ro tor . Da mesma expressão (68) con-

clui-se que terá sempre logar a desigualdade 

® L s Sa >b (69) 

a qual em virtude das relações (64) e (24) acarreta as desigual-
dades 

S < 0 , w r > w (70) 

que são características do funcionamento como gerador da 

máquina assíncrona. A expressão (68) indica àlóm disso quo 

os valores de a? = wLss A só serão reais caso tenha logar a 

relação 

Caso a e b não satisfaçam esta condição o valor de x tor-
nar-se-á imaginário. Sob o ponto de vista físico significa êste 
resultado que as oscilações auto-excitadas do gerador assín-
crono não se podem manter e a máquina perde assim a sua 
excitação. 

Satisfeitas as condições (69), (70) e (71) resta nos agora a 

part i r do valor de L S S a determinar a amplitude das oscilações 

auto-excitadas. 

Pa ra esta determinação basta conhecer, para uma dada fre-
quência, a curva de magnetização pelo campo girante do circuito 
magnético da máquina assíncrona em questão (Fig. 1). Desta 
curva resulta outra que representa a função L S S A = F(Fio)> 
para o> = const., em que E io exprime o valor eficaz da fôrça 
electromotriz induzida pelo campo magnético girante numa fase 
do estator da máquina assíncrona. 
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Na Fig. 2 encontra-se representada esta curva que foi obtida 
experimentalmente e pertence à máquina assíncrona que utilizá-
mos para os nossos estudos. Esta curva possui um máximo 
para um valor de Em diferente de zero. Como porém demons-
trámos num trabalho anterior (Die Selbsterregung von Asyn-
chrongeneratoren) a parte da curva relativa ao domínio em que 
a função L s s a = Z ( F i o ) é crescente, corresponde a estados de 
funcionamento instáveis. E pois completamente impossível obter 
oscilações auto-excitadas correspondentes a êste domínio. Os 
regímens estáveis que pretendemos determinar, correspondem 
portanto à parte da curva em que a dita função é decrescente. 
Nesta região corresponde a um determinado valor do coeficiente 
de indução L S S a sòmente um valor da fôrça electromotriz Eio-

Feitas estas restrições vamos finalmente mostrar como se 
determinam, com auxílio da curva da fig. 2, os valores das 
amplitudes das oscilações auto-excitadas. 

Para uma determinada pulsação t>> consideramos como conhe-
cidas as grandezas a e b que representam os valores das com-
ponentes real e imaginária da impediência Q1 (equação 39). 
Para estes valores a máquina assíncrona só poderá funcionar 
em regímen auto-excitado se a sua impediência, expressa pela 
equação (51), satisfizer à equação (53). O vector impediência, da 
máquina assíncrona em regímen auto-excitado fica assim prèvia-
mente fixado. O gerador só poderá obter esta impediência por 
meio de uma pulsação o>r, um escorregamento S e um coeficiente 
de indução Lgs^ determinados pelas relações (68), (64) e (24). 
Conhecido assim, para a pulsação M, o coeficiente de indução 
LSSa,

 a curva da fig. 2 permite determinar univocamente, na sua 
região decrescente, a fôrça electromotriz E j 0 correspondente. O 
menor valor que a fôrça electromotriz pode tomar corresponde ao 
valor máximo do coeficiente de indução. Se a expressão (68) exi-
gir um valor superior a êste o gerador perderá a sua excitação. 

Representando simbolicamente por Sio 0 por Gi respectiva-
mente os vectores «fôrça electromotriz» induzida numa fase do 
estator e a tensão do fase» correspondente e por Eio 0 E[ as 
suas grandezas, podemos escrever em valores eficazes as rela-
ções seguintes : 

S111 = G1 -f S s /• s 

S i = - ^ s S k 

(72) 

(73) 
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donde se conclui 

®io = - 3 s 3A. . (74) 

em que 3AO representa o vector impediência definido pela relação 

•BAO = — ( a + r s ) + j b = f t K - r s ( 7 5 ) 

e cuja grandeza designamos por Za o. 

Da equação (74) resulta para a corrente Is das oscilações 
do estator o valor eficaz : 

I s = ^ l - (76) 
& A O 

Da relação (73) obtem-se para o valor eficaz da tensão de 
fase a expressão 

E 1 = I s Z a . (77) 

A diferença de fase entre os vectores Si e Ss obtem-se a 
partir da equação (73). 

Como só considerámos a harmónica fundamental, as ampli-
tudes das oscilações determinam-se multiplicando por [/2 os 
respectivos valores eficazes. 

Com estes elementos fica o problema completamente resol-
vido, pois conhecendo os vectores Si e Ss facilmente se deter-
minam as outras grandezas que poderão interessar, como sejam: 
as correntes dos circuitos do estator e do rotor, o factor de 
potência e a potência fornecida pelo gerador. Resta nos agora, 
para completar êste estudo, fazer uma aplicação da teoria exposta 
com o fim de ser verificada pela experiência. Isto constituirá o 
assunto do próximo parágrafo. 

C) Os diagramas de impediência e os diagramas 
de corrente do gerador assíncrono auto-excitado 

Designamos por diagrama de impediência do gerador, em 
determinado regímen de carga, a curva que neste regímen ó 
descrita pela ponta do seu vector impediência. O diagrama de 
corrente será uma curva equivalente para a ponta do vector 
corrente. 
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Em primeiro logar vamos estabelecer teòricamente os dia-
gramas de impediência do gerador, para em seguida passarmos 
aos diagramas de corrente. 

Diagramas de impediência 

A impediência do gerador assíncrono auto-excitado é condi-
cionada pela equação (53) em que, segundo as equações (34) 
teem logar as relações : 

- j ^ U (3 4^ 
8 B = R B + j X B ( 3 4 F C ) } ( 3 4 ) 

X b = (w LB p — ) . (34 c) 
w O b / / 

Vamos agora considerar vários regímens de carga e deter-
minar os respectivos diagramas de impediência. 

a) Regímen de carga conservando constantes a capa-
cidade C e a pulsação M dos circuitos oscilantes do estator 
e bem assim o factor de potência cos <pB do circuito de 
carga. 

Faz-se somente variar o módulo do vector impediência 
do circuito de carga, conservando constante a sua direcção e 
sentido : 

R B 
C = const , M = cont , cos <pR = —— = const. 

/ j B 

3b = Zb = variável. 

Consideramos em primeiro logar os casos limites em que 

R b = O: 

ai) Carga indutiva pura : 

RB = O , X B > 0 , 9 B = + cos <pB = 0. 

Ue (34) o (53) resul ta : 

a , = 1 = L 1 (78) 
^ • n , . 1 3 * 

—J M C +j v 
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1 
Fazendo variar a grandeza positiva - desde o valor zero 

-Xn 
até ao valor (o> C), a ponta do vector 3 A descreve o seginonto 

de recta N ' O (Fig. 4) e a ponta do seu inverso 3a = ^st - fIes" 
-O a 

creve a semi-recta principiando em N e dirigindo-se no sentido 
do eixo - \- j . O diagrama de impediência ó portanto neste caso 
uma semi-recta. 

a?) Carga capacitiva pu ra : 

A impediência ó dada pela mesma expressão (78) do caso 

anterior sendo agora, porém, a grandeza J— negativa. Fazendo 
-XK 

variar o valor absoluto desta grandeza entre O e oo, a ponta do 
vector 3'A descreve a semi-recta principiando em N? e dirigin-
do-se no sentido do e i x o — j . O seu inverso 3A descreve o seg-
mento de recta N O . O diagrama de impediência é portanto 
neste caso um segmento de recta. 

03) Passamos agora a considerar os casos em que Eo ^=O 
o Xp pode sor 

RB = O , X B < 0 , çpB= — -9-, cos ?B = 0. 
71 

X B > 0 carga indutiva 
XB = O carga ohmica 
X B < 0 carga capacitiva. 

Em todos os casos terá, porém, logar a relação 

cos cp B= -77— = const =h 0. (79) 

Atendendo à relação 

(80) 

e a equação (34¾) obtom-se a expressão: 

3B = KB (1 +JTÇ/FN). (81) 

2fi 
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De (81) e (53) resulta 

C -

3 a = =
 1 t . (82) 

K 8 ( 1 + J t g f B ) 

Atendendo poróm h relação 

1 <)t m = V . ( l - y < g y B ) , (83) 
1 TJ'J?B 

em que, por simplicidade, se usou da notação V = COS2^b, A 

equação (82) toma a forma 

3A = = = 4 - - (84) 

- J u 0 + (— 1 + jtgfli) 

Usando das notações 

St = — w C , » = V ( - l + i ^ ? B ) (85) 

resulta para o vector 3'A a expressão 

3'A = ?[ + « 4 - . (86) Av n 

No regímen de carga que estamos a considerar (C = Const., 
6) = const., tg®B = const.), os vectores e 8 são constantes e 
portanto a íinica variável que existe na equação (86) é a resis-
tência l i B . Vamos em primeiro logar determinar a curva descrita 
pela ponta do vector 3'A quando se faz variar a resistência E b . 
Fazendo var iar a rosistência desde R B = OO até R B = O , a ponta 

do vector 3'A descreve uma semi-recta (Fig . 4) que principia 
no ponto N' e forma com a par te negativa do eixo real o 
fmgulo + <pB, — 9 n ou ?B = o conforme tg<pB é positiva (carga 
indutiva), negativa (carga capacitiva) ou nula (carga ohrnica). 
T rês destas semi-rectas, correspondentes respectivamente aos 
casos mencionados, estão traçadas a cheio na Fig . 4 e passam 
tôdas pelo ponto N ' . Os seus prolongamentos t raçados a pon-
teado não são fisicamente possíveis porque a resistência do cir-
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cuito de carga EB é ama grandeza essencialmente positiva que 
determina o carácter de «receptor de energia» do mesmo cir-
cuito. 

Construção geométrica dos d i a g r a m a s de impediência 

do gerador assíncrono auto-excitado p a r a 

C = Const f= corittl, cos ̂  = Corist | ̂ |=ZBveriovel 

Fio. 4 

Os diagramas de impediência da máquina assíncrona obteemse. 

segundo a equação (84) por «inversão vectorial» dos diagramas 

correspondentes do vector 3'A (equação 86) em relação à origem 

das coordenadas considerada como centro de inversão. No caso 

presente os diagramas do vector 3 A são, como vimos, rectas pas-

sando pelo ponto N'.. Os diagramas de impediência 3A = - J j -
•O A 

são portanto circunferências passando pela origem, como centro 
de inversão e pelo ponto N correspondente a N ' . 

A cada factor de potência do circuito de carga, cos ÇB» cor-
responde portanto para o vector 3'A unia recta e para o vector 
impediência 3A uma circunferência. Tôdas estas rectas teem um 
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ponto comum N' ( S f = - ^ c o C ) e formam com a parte negativa 
do eixo real o ângulo correspondente ©B • Daqui se conclui que 
tôdas as circunferências de impediência teem dois pontos comuns 

(fig. 4): a origem 3A = 0 e o ponto (N) 3A = J - 0 , que corres-
CO O 

pondem respectivamente aos valores 3'A = °C e 8'A = — / » C . 
Destas considerações resulta que os centros M, Mi, M 2 . . . de 
tôdas as circunferências estão sôbre uma recta paralela ao eixo 

real e que passa pelo ponto definido pela equação Ba = Ztt ^ r -
w w O 

Da fig. 4 obtem-so por meio de simples relações geométricas, 
para o diâmetro D o coordenadas do centro (Ma,, My) das cir-
cunferências de impediência as expressões seguintes: 

D = 

M x = 

1 _ 1 

( Z ' A ) min. 6) ( J . C O S 9 B 

1 1 

'J CO C 7 iSTB (87) 

. 1 

Como fisicamente só são possíveis valores positivos da resis-
tência o vector 3'A descreve simplesmente uma semi recta 
partindo do ponto N1 do eixo imaginário e portanto a impediên-
cia 3A descrevo somente a parte correspondente da respectiva 
circunferência 

A parte de cada circunferência de impediência que corres-
ponde aos valores positivos de Eb está traçada a cheio na fig. 4, 
tendo ficado a parte restante a ponteado. 

Na fig. 4 estão representadas três circunferências de impe-
diência do centros Mi, M e M2 correspondendo respectivamente 
à cargo indutiva, carga olimica e carga capacitiva. 

Das expressões (87) resulta quo sendo fixadas a pulsação co 
e a capacidade C, a grandeza e posição das circunferências de 
impediência dependo comento do factor de potência cos ÇB do 
circuito de carga. Daqui so conclui que, dadas as grandezas 
co, C e cos çB, a impediência de qualquer máquina assíncrona, 
funcionando nestas condições como gerador auto excitado, terá 
de seguir a mesma circunferência. Para isso ó necossário que 
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seja possível à máquina em questão obter as impediências exi-
gidas pelo diagrama servindo-se das variáveis que estão à sua 
disposição (« r , S e L§sA) de maneira a que as equações funda-
mantais (60), (61) e (24) do parágrafo anterior sejam satisfeitas. 
Se a máquina, devido aos seus dados do construção, não con-
seguir, para uma dada impediência do circuito de carga, 
satisfazer a estas condições, o gerador assíncrono perde a sua 
excitação. 

A construção geométrica, para determinar o centro e diâ-
metro das circunferências de impediência, ó simples. Traça-se, 
em primeiro logar (fig. 4), a recta dos centros que passa pelo 
ponto M de coordenadas : 

Ma7 = O , M , - + j ^ . J -

e é paralela ao eixo real. O centro de uma circunferência 
que corresponde ao factor de potência do circuito de carga 
cos 9u = const., obtem-se como ponto de intercepção da recta 
dos centros com uma recta passando pela origem e formando 
o ângulo fo com a parte positiva do eixo imaginário. Como as 
circunferências passam pela origem fica assim também determi-
nado o seu diâmetro. 

b) Regímen de carga conservando constantes a pul-
sação &) e a impediência 3b do circuito do carga. Faz se 
variar sòmente a capacidade C desde C = O até valores 
muito grandes (teòricamente C = oo). 

Da equação (84) conclui-se que neste caso a ponta do 
vector 3'A descreve uma semi-racta principiando no ponto de 
coordenadas: 

COS 2 ©B . COS 2 OB 

e dirigindo-se paralelamente ao eixo imaginário e no seu sentido 

positivo. O vector impediência 3a = - i r - descreve então a parte 
OA 

correspondente duma circunferência que passa pela origem e 
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cujo diftmetro D e coordenadas do centro M são dadas pelas 
expressões: 

D = = — T - D | (88) 
C 0 S 2 ? B Mj, = 0 . ) 

I>i) Caso particular em que XB = O 

Neste caso (carga ohmica pura) teremos cos OpB = I © Í J ? B = 0 
e as expressões (88) tomam a forma 

D = R B M X = - A R C I ( G G ) 

M Y = O . ) 

c) Regímen de carga conservando constantes a capa-
cidade C e a resistência RB e tendo logar a relação XB = 0. 
Como grandeza variável consideramos sòmente a pulsa-
ção. w. 

Da equação (84) conclui-se que variando &>, desde &> = 0 ató 
valores muito grandes (teoricamente w = o o ) , a ponta do vector 
3'A descreve, no caso presente, a mesma semi-recta do que no 
caso anterior (Z»i). O diagrama de impediência coincide portanto 
com o diagrama do caso anterior, isto é, com a circunferência 
cujo diâmetro e coordenadas do centro são dadas pelas rela-
ções (89). 

d) Reglmon de carga conservando constantes o factor 
de potência do circuito de carga (cos 9B = const.), a pul-
sação « e o estado de saturação do ferro do circuito 
magnético do gerador. 

Para cos ÇB==const. a equação (84) toma a forma 

3< 
í 

• n i 93 8'-
(90) 
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em que o vector $5 definido pola equação (85) é uma grandeza 
constante. Mantendo a pulsação &> constante e fazendo variar 
a capacidade C e o módulo ZB do vector impediência do circuito 
de carga de maneira que a ponta do vector 3 'a descreva uma 
circunferência que não passa pela origem, conclui-se da equa-
ção (90) que o diagrama de impediência é também uma circun-
ferência que não passa pela origem. E claro que existe uma 
infinidade de circunferências de impediência satisfazendo a esta 
condição. Ent re elas teem interesse part icular aquelas que cor-
respondem ao funcionamento do gerador conservando constante 
o estado de saturação do seu circuito magnético e portanto a 
sua fôrça electromotriz. Essas circunferências são exactamente 
as que se obtém considerando nas equações (51) e (52) os coe-
ficientes de indução como constantes correspondendo a um deter-
minado estado de saturação do circuito magnético. Com efeito, 
das equações (51) e (52) resulta, para a impediência 3*> a 

expressão : 

w 2 L b s a - L S K a 

B I = RS + ;'W L S S . + — - , (OI) 
* H 

- G - jT j W L R B A 

em que a única variável é, no caso presente, o escorrega-
mento S. Supondo que S varia desde — ao a + oo , a ponta 
do vector 3* descreve, atendendo à equação (91), uma circun-
ferência cujo diâmetro e coordenadas do centro são dadas pelas 
expressões : 

w2 L r s a LRRa 

Como no caso do gerador auto-excitado só são possíveis 
valores negativos para o escorregamento S, o vector impediên-
cia descreverá sómente parte da referida circunferência. 

Funcionando o gerador assíncrono com tensão constante nos 
terminais, o estado de saturação do seu circuito magnético só 
pode modificar-se com variações da queda de tensão Ss RS N A S 

resistências das fases do estator. Es tas variações são porém, 
em geral, muito pequenas o a sua influência sObre o estado do 

M 1 = + r 8 

M , - . - W ( . L T I L - " ) . <92> 
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saturação magnética pràticamente desprezável. Deste modo o 
funcionamento do gerador, com tensão constante nos terminais, 
corresponde pràticamente ao funcionamento com saturação cons-
tante do circuito magnético e a circunferência de impediência 
obedecendo às relações (92) corresponde ao diagrama de impe-
diência do gerador funcionando com tensão constante. 

Diagramas de corrente 

O diagrama teórico de corrente tem, em geral, de ser cal-
culado ponto por ponto, Para um ponto do diagrama de impe-
diência obtem-se os vectores: 

3 A = = - 0 + / 6 , 3 a o = — (ÍI + r s ) + j b 

e portanto atendendo à equação (73) fica assim determinada a 
diferença de fase çpA ontre o vector Ss (corrente de fase) e o 
vector @i (tensão de fase) correspondentes. Conhecida assim a 
posição do Ss relativa a ®i, basta agora determinar a sua gran-
deza. Esta é dada pela relação (76) em que a grandeza Eio é 
obtida a partir do valor de L S s A que por sua vez foi determi-
nado, para uma corta pulsação &>, com auxílio da expressão (68) 
e a grandeza Z a o se obtém segundo a expressão (75) a partir 
do diagrama de impediência. 

No caso particular (d), funcionando o gerador com tensão 
constante nos terminais, o diagrama de impediência é uma cir-
cunferência determinada pelas expressões (92). Atendendo à 
equação vectorial (73j conclui-se que sendo ®i constante o dia-
grama de corrente ó também, neste caso, uma circunferência 
que se determina a partir do respectivo diagrama de impediência. 

(Continua) 

CARLOS F E R R E R MONCADA 



A h e t e r o g e n e i d a d e da var iação 
A análise da Yariancia 

Quando so estuda qualquer carácter duma população dispersa 
numa área geográfica extensa reconhece-se imediatamente que 
as constantes (médias, desvios padrões, coeficientes de corre-
lação, etc.) que caracterizam os vários grupos locais, ou as 
classes, em que a repartimos, manifestam, em regra, valores 
diferentes. 

O conhecimento da significação estatística destas diferenças 
ó indispensável para a formulação de qualquer juízo sôbre a 
homogeneidade ou heterogeneidade da população considerada, 
pois se muitas delas podem ser atribuíveis a causas de ordem 
genética ou paracinética, outras há que resultam de circunstân-
cias fortuitas, dependentes da forma como se constituíram as 
séries. 

Já tivemos ocasião de expor alguns métodos adequados à 
resolução deste problema (1). Tais métodos são porém um tanto 
laboriosos e estão sujeitos a certas restrições, muito particular-
mente os que se baseiam na noção de contingência. 

Com efeito a equação fundamental da distribuição dos valores 
de X2 N ^ 0 80 P 0 , le utilizar quando a respectiva táboa de con-
tingência, nalguns dos loci, contiver poucas observações, pois, 
nestes casos, não é possível determinar com segurança as pro-
babilidades de ocorrência fortuita de valores de /} iguais ou 
superiores aos obtidos, isto é, não é possível apreciar a signi-
ficância das diferenças observadas. 

(I) A pigmentação dos portugueses. Revista da Faculdade de Ciências de 

Coimbra, vol. vi, pág. 119. 
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1. Graus de l iberdade — A análise da variância fornece 
um método elegante e cómodo para o estudo da variabilidade 
que, além disso, não é trabalhoso nem enferma das restrições 
apontadas. 

Por variância de qualquer carácter duma população enten-
de-se o valor de isto é, o quadrado do respectivo desvio 
padrão. E evidente, por ser pràticamente impossível atingir a 
população na sua totalidade, que ;is nossas determinações da 
variância são meras estimativas estatísticas, como lhes chama 
o Prof. R. A. Fisher, que se afastam, mais ou menos, do 
valor exacto ou parâmetro da população respectiva. Para 
diferentes amostras de qualquer população obtemos geralmente 
variâncias diferentes, números que oscilam em tôrno do valor 
paramétrico. 

Devemos ter sempre presente esta distinção entre os parâ-
metros duma população, que são absolutamente fixos, e as esti-
mativas correspondentes, que são meras estatísticas cujo valor 
está dependente da constituição das séries de que nos servimos 
para a sua determinação. 

O grau de confiança que merecem as nossas estatísticas 
depende òbviamente do número dos casos incluídos nas séries 
que utilizamos para o seu cômputo. As diferentes estimativas 
do mesmo parâmetro duma população fazem parte duma distri-
buição de frequências cuja forma depende, até certo ponto, do 
número do indivíduos incluídos nas respectivas séries. 

De facto, o que influi não é propriamente o número dos 
indivíduos, mas antes o número das selecções fortuitas indepen-
dentes que, para formarmos as séries, se podem realizar na 
população. 

Se uma caixa contiver duzentas esferas e com elas quisermos 
formar quatro lotes é evidente que, de cada vez, apenas três 
deles podem ser arbitrariamente constituídos. Em cada caso, a 
constituição do quarto lote está de antemão fixada pelo número 
total das esferas. 

Semelhantemente uma amostra de n variantes, ou indivíduos, 
duma população nem sempre se pode considerar representativa 
de n selecções fortuitas e independentes, utilizáveis para a esti-
mativa de qualquer parâmetro, pois uma delas, pelo menos, 
pode ser dependente da constituição própria da amostra, isto é, 
dos pontos fixos, determinados em função dos valores das 
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variantes inclnidas na amostra, em referência aos quais fazemos 
a estimativa dêsse parâmetro. 

Êste facto tem importância pois reduz o número dos graus 
de liberdade disponíveis para a estimativa dos parâmetros. 

Consideremos, por exemplo, o cálculo da variância dum cará-
cter qualquer x numa amostra do grandeza n duma população, 
e seja vi o valor médio exacto, ou paramétrico, dêsse carácter. 

A melhor estimativa s do desvio padrão terá evidentemente 
a expressão 

s= Y (x—my/n, 

onde o somatório abrange todos os valores individuais do cará-
cter incluídos na amostra. 

Pràticamente, porém, como desconhecemos m (valor exa-
cto da média da população geral), substituimo-lo por x, isto ó, 
pela média dos valores individuais do carácter na amostra esco-
lhida. 

Mas êste valor x 6 determinado pela constituição própria da 
amostra, e a sua escolha para ponto fixo, a part i r do qual se 
calculam os desvios das variantes, reduz duma unidade o número 
dos graus de liberdado disponíveis para o cômputo de s, pois se 
demonstra facilmente que, nesta hipótese, o melhor valor de s 
será dado pela expressão 

Com efeito: 
Sejam xi, .r2 xn a série dos valores do carácter x; 

/'i. fi • • • fn i l 8 frequências respectivas numa amostra qualquer 
de grandeza n; e representemos por x„ a média do carácter na 
amostra considerada. 

Será evidentemente 

X g , 
n 

para todos os valores de i de 1 até n. 

Seja, além disso, m a média exacta do carácter x na popu-
lação infinita a que pertence a amostra considerada; reprosen-
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tomos por e=m — 7-0 o erro da nossa estimativa da média, 
por Si o desvio duma classe qualquer Xi do carácter relativa-
mente à média exacta m: e por d, o desvio da mesma classe 
relativamente à média estimada Hc0. 

Podemos escrever 
<3, =z= m — Xi, 

e 

e, por conseguinte, 
di Xq Xi, 

Si = S+ Cli. (1) 

O desvio de qualquer classe x, relativamente à média exacta é, 
pois, igual ao seu desvio relativamente à média estimada somado 
com o erro dessa média. 

Elevando ao quadrado a expressão (1), temos 

S'l=r + 2 ed. + d\ i 1 i 1 i' 

e, somando para todas as classes, será 

S M W S . f t + s . S / ^ + S . / r ô 

= ^ + 2 / - 4 (2) 

por ser, evidentemente, 2 / < = n 6 2 fi d\ = o. 

O primeiro membro da igualdade (2) é a soma dos quadrados 
dos desvios em relação à média exacta; o primeiro termo do 
segundo membro é igual a n vezes o quadrado do êrro da média 
estimada, e o segundo termo é a soma dos quadrados dos des-
vios relativamente a essa média. 

Como não conhecemos o valor da média exacta, m, não 
sabemos qual seja o valor do êrro (s) da média estimada, mas 
podemos substituí-lo pela sua melhor estimativa, isto é, pelo 
êrro médio da média cuja expressão, como se sabe, é 

onde s representa a estimativa do desvio padrão. 
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A igualdade (2) fornece assim a seguinte aproximação: 

ou 

e, portanto 

q. e. d. 

Quando n é grande torna-se praticamente indiferente dividir 
a soma dos quadrados dos desvios por n ou por (n — 1), mas 
quando n é pequeno as diferenças podem ser consideráveis e 
ter influência na apreciação dos resultados. 

2. Propriedade aditiva da variância — A utilização da 
variância para o estudo da variabilidade das populações fun-
da-se na sua propriedade aditiva. 

Demonstra-se, com efeito, que se um caracter qualquer está 
sugeito à operação de várias causas independentes, cada uma 
das quais contribui com uma certa variância, a variância total 
é igual à soma das variâncias parciais (Cf. T I P P E T T — The 
methods of Statistics, pág. 89). 

Por conseguinte, representando por cr̂  a variância total do 
caracter x, sujeito à influência dos factores A e B , independen-
tes, cada um dos quais determina, respectivamente, as variân-

2 2 
cias oa e vh, sera 

•> n o 2 
<7 * = V~ V] — , x a 1 b • r' 

onde v* representa a variância devida aos erros fortuitos. 

3. Análise da variancia — Consideremos uma população 
geral do grandeza N (número total dos indivíduos observados) 
que, a respeito dum carácter qualquer x, se acha repartida 
por m grupos de grandeza n ; será evidentemente N = «?n. 

Representemos por J-i, .V7
2, .. . xm e x as médias do carácter 

nos grupos correspondentes e na população geral. 
É evidente que, em cada grupo, o desvio de qualquer valor 

de x, relativamente à média geral da população, é igual ao seu 

n s 

(» — 1) s2 
• S / ^ J ; 

V f . d2 

J l l 
( » - 1 ) ' 

(3) 
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desvio a repeito da média do grupo a que pertence somado com o 
desvio da média desse grupo em referência à média geral. 

Com efeito, para qualquer indivíduo do grupo i, a expressão 

(x — x) = (.r — X1) (Xi — x) 

ô uma identidade. 

Elevando ao quadrado, teremos 

(x—x)'1 = (.v — xty + (xi — x)1 + 2 ( , X - X i ) (xí - x). 

E a soma dêstes quadrados, extensiva a todos os indivíduos 
do grupo, será 

S (x - *y = S (*•- Xi)'1 + S (*< - 5F)2 •+ 2 (xf - x ) . ^ ( x -X1) 

por, em qualquer grupo, (S i — x) 2 ser constante para todos os 
indivíduos e o somatório incluir n parcelas, e o terceiro termo 
do segundo membro ser nulo visto a soma dos desvies indi-
viduais relativamente à média do grupo respectivo, 2 (x — 
ser igual a zero. 

Somando membro a membro as expressões semelhantes cor-
respondentes aos vários grupos, temos 

2 S Gr - xf = S S (* - + .» 2 Oi - (4) 
i i i 

para todos os valores de i de 1 até m. 
E assim conseguimos dividir a soma total dos quadrados dos 

desvios em relação à média geral (primeiro membro da expres-
são (4)) em duas par tes : a) soma dos quadrados dos desvios 
das observações individuais relativamente as médias dos grupos 
respectivos — 1.° termo do segundo membro; b) n vezes a soma 
dos quadrados dos desvios das médias dos grupos relativamente 
à média geral da população — 2.° termo do segundo membro. 
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Para podermos calcular as variâucias resta apenas determi-
nar o número dos respectivos graus de liberdado. 

Para a variância média total, como determinamos apenas a 
média x, êsse número será N — 1 = nm — 1; para a variância 
média dos grupos, ou variância residual, como para cada grupo 
se determinou a média x i t e os grupos são m de grandeza n, 
será m (n — 1) = N—í»( 4 ) ; para a variância média entre os gru-
pos, será m — 1 por se terem calculado m desvios relativamente 
à média geral x. 

4. Cômputo da variancia — Quando se procede ao cálculo 
da variância de dados reunidos em séries ordenadas é conve-
niente, para achar os valores em referência à média, quadrar pri-
meiramente os desvios relativamente a uma origem arbitrária e 
efectuar depois a correcção dos resultados. 

Para qualquer valor x duma série, o quadrado do desvio em 
relação à média x é dada pela expressão 

/ O ~ — —'» 
(ai — x)'=x' — J x. x x . 

(1; Sejam as,, %.,... xn as variantes do carácter x nnma população de gran-

deza N que se dividiu em m grupos de grandeza « , , Ui,. . . w . Seja f J a fre-

quência da variante Xi, no grupo j e s t a variância correspondente. 
o 

Pelas considerações feitas a pág. 451 as melhores estimativas das variâncias s' 

dos grupos teem as seguintes expressões. 

, , a a « r , ^ /r c'-
s I - 1 . , - 1 ' * 2 ~ M 2 - I • • • *m- nm-\ ' 

u o seu valor médio pesado será evidentemente 

2 _ ( W I ~ 1 ) « J + ( » 2 - 1) * * + • . . + ( W M - 1) SL
M 

«1 — 1 + »2 — * + • ' • + nm — * 2 f'.d'2+2 f': d':2+...+2f
m) d'm>' * % i ' t i ' ' 'i i 

' N-TO ' 

por ser » , -(- K1 + • • • + n
m — N. 
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A soma dêstes quadrados, extensiva a todos os valores indi-
viduais da série, será portanto 

S (* - xf = S (tf2) - 2 S. S (tf) + » 

= 2 ( X 1 ) — Il x~> 

por ser, por definição da média, 

'S (x) = n . tf . 
A soma dos quadrados dos desvios duma série de valores em 

relação à média é pois igual à diferença entre a soma dos qua-
drados dos valores individuais e u vezes o quadrado da média. 

Mas, como os valores individuais se podem considerar desvios 
da variável em relação à origem das coordenadas, a média dos 
valores individuais será evidentemente igual ao desvio médio em 
relação a essa origem, e, por isso : 

A soma dos quadrados dos desvios em relação à média é igual 
à soma dos quadrados dos desvios em relação a qualquer origem 
arbitrária menos n vezes o quadrado do desvio médio referido 
à mesma origem. 

Representando por x1 os desvios em relação a uma origem 
arbitniria e por tf',- o desvio médio de qualquer grupo i em 
referência à mesma origem, tomos para o cálculo dos termos da 
expressão (4) as seguintes igualdades 

n ^ (tf í — tf)" = n 
S ( t f i ) — m a^'2 

i 
(5) 

e, portanto 

= H S ( ^ 2 ) - N t f ' ' ; 
t 

O trabalho de cálculo ainda se simplifica muito se, em vez 
de determinarmos directamente o desvio médio tf', quadrarmos 
primeiramente o total 2 («O 6 dividirmos o resultado pelo 
número correspondente. 
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Totais 

30 1 1 

37 1 1 1 3 

38 1 — 1 — 1 3 

39 1 1 1 — 1 — - - 2 2 8 

40 1 — 1 — 1 — — — 2 — — 1 6 
CO O) CO 41 2 1 1 1 1 1 3 1 — 1 2 — 2 1 2 3 22 
a 
o 42 — 1 — 3 — 1 3 — 1 2 2 — 1 — 2 4 1 21 
OO 
as 43 — 1 4 2 1 6 1 4 4 2 1 — 3 — — 2 2 33 
CO O 44 1 2 2 3 3 2 3 1 2 2 1 4 2 2 3 1 3 37 

P 
® O 

45 1 1 2 2 2 1 — 2 1 1 1 4 — 1 2 
— 2 23 

46 2 3 2 2 1 2 3 1 1 4 1 4 4 31 

S 47 3 1 1 1 — 3 — 2 2 1 2 I 1 2 2 1 — 23 

$ 
48 

49 

50 

1 2 

1 
3 — 1 

1 1 
1 1 

1 
1 3 2 3 1 1 1 21 

a 
aS FH 

48 

49 

50 2 
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1 1 
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1 
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2 1 1 8 
hJC 

3 
51 — 

o 
— — — 1 — 2 5 

hJC 
3 

52 1 — — 1 — 2 

53 

54 

55 

— — — 1 1 53 

54 

55 1 1 2 

56 — — 

57 1 1 

Totais 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 255 

2 (*') + 9 + 1 —14 - 3 2 —15 - 2 6 - 3 9 - 3 1 - 2 1 —38 - 8 - 2 1 - 3 4 —24 - 2 4 - 3 8 - 6 — 361 

2 (« , 2 ) 247 127 214 312 233 116 189 279 125 234 142 231 212 218 154 162 102 3297 

n x "'2 5.4000 0.0667 13.0667 68.2667 15.0000 45.0667 101.4000 64.0667 29.4000 96.2667 4.2667 29.4000 77.0667 38.4000 38.4000 96.2667 2.4000 511.0621 

2 (»'2) — » i ' 2 241.6000 126.9333 200.9333 243.7333 218.0000 70.9333 87.6000 214.9333 95 6000 137.7333 137.7333 201.6000 134 9333 179.6000 115.6000 65.7333 99.6000 2785.9379 
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Com efeito, por ser 

a? — N 

será evidentemente 

| S ( « ' ) 7 N = = N - « 

5. Exemplo I. — Sôbre os diferontos clans dos Baganda 
estão publicadas algumas séries de dados antropométricos (1). 

O número de indivíduos observados em cada clan é muito 
pequeno, 15 em regra, de modo que os valores médios e as 
variabilidades que se podem determinar para os diferentes carac-
teres considerados não oferecem grande confiança e não se 
podem aproveitar para fins comparativos. 

Diz Roscoe que o tipo físico dos Bangada varia considera-
velmente ; contudo a prática continuada da exogamia deve ten-
der a distribuir uniformemente os factores genéticos por tôda a 
população. Será portanto interessante averiguar se, estatistica-
mente, os números registados por Roscoe estabelecem qualquer 
distinção efectiva entre os clans, ou se as diferenças observadas 
se podem atribuir às flutuações do acaso. Nesta última hipótese 
poderiam juntar se tôdas as observaçõos numa única série, cujos 
parâmetros se poderiam considerar representativos da popula-
ção geral. 

Na exemplificação do emprego do método da análise da 
variância limitar-nos-hemos ao estudo da largura nasal. 

Os valores individuais da largura nasal observados em 17 clans 
constam da Tabela I. 

Na primeira coluna estão registados as classes do carácter 
com intervalos de 1 m/m, e na última a série total resultante da 
reunião das observações feitas nos diferentes clans. 

Tomou-se para origem arbitrária a variante 46 e as quatro 
últimas linhas dão os valores de 2 ( x ) > n . x 1 ' e 

2 —nx'2, para os diferentes clans o para a série total. 

(1) JOIIN' ROSCOE. — The Baganda. — Their custoins and bcliefs — Mac Mil-

lan c6 C.°, 1911. 
30 
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As somas dos quadrados dos desvios em relação à média, os 
graus de liberdade e as variâncias médias vão indicados na 
Tabela I I . 

A soma dos quadrados dos desvios e a dos graus de 
liberdade das partes devem dar os valores correspondentes 
à série to ta l ; e as somas dos quadrados dos desvios dividi-
das pelos graus de liberdade dão as estimativas das variâncias 
médias. 

A variância média total é a variância ordinária da sério 
constituída pelo conjunto de tôdas as observações individuais. 

A variância média «nos grupos» é, neste exemplo, uma esti-
mativa da verdadeira variância, o>2, baseada em 238 graus de 
liberdade. 

TABELA 11 

Origem da variação Soma dos quadrados 
dos desvios Graus de liberdade Variâncias 

médias 

Entre os grupos 

Nos grupos 

213.1382 

2572.7997 

IG 

238 

13 3211 

108101 

Total 2785.9379 254 10.9683 

A variância média entre os giupos é uma estimativa, baseada 
16 graus de liberdade, de n vezes a variância cr 7 das médias 
dos grupos, como facilmente se verifica pelo exame da expres-
são (4). 

Êste valor a2 é o parâmetro correspondente a uma popu-
lação infinita, isto é, representa a variância das médias dos gru-
pos na hipótese dum número infinitamente grande de grupos 
cada um constituído por um número indefinidamente grande de 
indivíduos. 

Como, porém, na prática o número (m) dos grupos é finito, 
bem como o (n) dos indivíduos que os constituem, as médias dos 
grupos estão sujeitas a erros fortuitos, resultantes da sua for-
mação, que farão acrescer a sua variância. 

Como representamos por s-2 a variância real «nos grupos», 
o êrro médio das médias — que mais não é do que o desvio padrão 
da sua distribuição fortuita, ou a raiz quadrada da variância 
correspondente — terá o valor o>/Vn> e> P o r ' s s o> a variância total 
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das médias dos grupos, pela propriedade aditiva da variância, 
será igual a 

•? , 2 / < 7 . + O",/Jl. i ' rl 

Representando por v2 o v2 as variâncias médias «entre os 

gruposB e anos grupos» determinadas a par t i r dos dados, obtem-se 
as relações 

que nos permitem apreciar a homogeneidade da variação na 
população considerada. 

Com efeito, se a variação entre os grupos é relativamente 

importante, o-2 ó grande, comparada com a 2 , e as duas estima-

timas v2 e V2
r serão muito diferentes. Se, pelo contrário a 

variação entre os g rupos ó nula, será o - ' = O e po r conseguinte 

V 2 tenderá para a 2 . 

Neste caso, v2 e v2 representam duas estimativas indepen-

dente da mesma variância ar2, que estão sujeitas a êrros fortui-

tos como tôdas as estimativas da variância, e a significação das 

suas diferenças poderá apreciar-so por meio de testes adequados. 

Introduzindo nas relações (6) os valores registados na 

Tabela I I , temos 

13,3211 l õ o - ^ + o-" 
i 1 r 

10,8101 o-' . 
r 

Por conseguinte 

2.5110 15 o-2 

i 
e 

0,1674 <72 . 

Vê-se pois que a variância «entre os grupos» é muito menor 
que a variância anos grupes» e possivelmente não existem, a 
respeito do carácter em questão, quaisquer diferenças significa-
tivas entre os clans. 
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6. Testes de significância — Quando se consideram amos-
tras diferentes da mesma população o se fazem estimativas de 
qualquer dos seus parâmetros obtem-se, em regra, para cada 
um dôles, uma série de valores diferentes. Para interpretar 
estas diferenças torna-se portanto indispensável o emprego de 
critérios que nos permitam ajuizar da probabilidade da sua 
ocorrência fortuita. 

Consideremos o caso simples duma população infinita cujos 
caracteres variam normalmente, isto é, oscilam em tôrno das 
respectivas médias de harmonia com a lei dos erros. 

Se desta população infinita extrairmos uma série de amos-
tras de igual grandeza («) e para cada uma estimarmos a média 
de qualquer dos seus caracteres, obteremos uma série de valores 
que, à medida que aumenta o número das amostras e se reduz 
o valor do intervalo das classes, se distribuem segundo um dia-
grama que tende para uma curva de tipo gaussiano, cujo desvio 
padrão se demonstra fàcilmente ser igual a cr/ [ /n, te cr fôr o des-
vio padrão do carácter na população infinita. 

Êste desvio padrão (o-/ \Jn) da distribuição das médias da 
série das amostras da população infinita é o que se denomina 
erro médio da média. 

No caso de « = 1 , o êrro médio da média coincide com o 
desvio padrão da distribuição dos valores individuais do carác-
ter, como é óbvio, e por conseguinte a designação «êrro» não 
tem nestes casos a significação usual, pois o êrro médio, como 
se vê, mais não é do que uma constante descritiva da distribui-
ção dos valores da média, que nos permite determinar as proba-
bilidades da ocorrência fortuita de desvios iguais ou maiores que 
qualquer valor dado. 

Sabendo que a curva de distribuição das médias é uma curva 
normal, fácil se torna determinar as probabilidades de, numa 
amostra fortuita da mesma popnlação, obtermos uma estimativa 
quo difira da média verdadeira tanto ou mais que uma certa 
quantidade. 

Basta, com efeito, marcar sôbre o eixo dos x da respectiva 
distribuição, para um e para o outro lado da ordenada central, 
distâncias iguais ao desvio considerado, levantar pelos pontos 
respectivos as ordenadas correspondentes e calcular a fracção 
da área limitada pela curva, para além dessas ordenadas. 

So essas superfícies reprosontarom umi fracção muito pequena 
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da área total limitada pela curva, também serão muito pequenas 
as probabilidades da ocorrência fortuita de desvios iguais ou 
maiores que o observado e, por isso, a diferença entre a média 
verdadeira e a estimada deve considerar-se estatisticamente signi-

ficativa. 

Como, se costuma adoptar, embora arbitràriamente, o valor 
de P = 0 . 0 5 para limite ou nível da significância, considera-se 
real qualquer desvio da média cujas probabilidades de ocorrên-
cia fortuita sejam menores que 5°/o-

Esta probabilidade, P = 0 . 0 5 , corresponde aproximada-
mente a um desvio igual a duas vezes o desvio padrão, ou êrro 
médio, pois numa distribuição normal, como a da média, as por-
ções da área limitada pela curva que ficam para além das orde-
nadas levantadas pelos pontos + x/<r = 2 são iguais a 0 . 0 2 2 7 , 
e a sua soma é, por isso, aproximadamente igual a 0 . 0 5 da 
área total. 

Não se deve confundir o nível da significância P = 0 . 0 5 , 
com o desvio correspondente que é definido pelo ponto 0 . 025, 
em referência à área total. Se porém nos referimos apenas à 
área correspondente aos desvios positivos, ou negativos, o nível 
da significância de 5°/o corresponderá, como é óbvio, ao 
ponto 0 . 0 5 . 

Quando as distribuições são assimétricas, como sucede com 
as da maior parte das constantes estatísticas, a ordenada que 
passa pela média não divide a área limitada pelo curva em duas 
partes iguais. Contudo o critério para o estabelecimento do 
nível da significância de 5°/o pode ainda estender-se a tais 
casos, considerando situados nesse nível os desvios que marcam 
ordenadas interceptando de cada lado da média áreas caudais 
iguais a 2,5 °/o da área total. 

Neste caso, como é óbvio, os dois desvios — positivo e nega-
tivo — não são iguais. Pode, porém, por uma conveniente 
mudança de variável reduzir se sempre a curva à forma normal. 
A transformação altera as posições relativas da média e da 
moda mas não influe nos desvios definidos pelas relações em 
que dividem a área limitada pela curva, de modo que os valores 
da variável x' correspondentes aos pontos 2 , 5 % permanecem 
valores da variável x, correspondentes aos mesmos pontos da 
distribuição assimétrica. 

Portanto, transformando a curva, podemos facilmente deter-
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minar o desvio correspondente ao nível de significância de 5 °/o 
em obediência à normalidade da distribuição dos desvios. 

7. Significação das diferenças entre variâncias—Consi-
deremos duas amostras da mesma população de grandezas Ni e Nj 
e sejam si e s* as estimativas dos respectivos desvios padrões de 
qualquer dos seus caracteres. 

A apreciação da diferença («i —«2) entre os desvios padrões 
das duas amostras costuma fazer se supondo que a forma da dis-
tribuição de tais diferenças é normal e que o seu êrro médio é 

onde cr representa o desvio padrão da população infinita que 
forneceu as amostras que, por nos ser desconhecido, substituí-
mos por «i e «2• 

Quando as amostras são pequenas, isto é, pouco numerosos 
os indivíduos constituintes, os erros resultante desta suposição 
podem ser grandes, e, por isso, E. A. Fisher introduziu, para a 
interpretação das diferenças, outro critério definido pela equação 

onde si e s2 são as variâncias calculadas na base dos correspon-
dentes graus de liberdade. 

Fislier demonstrou também que a forma da distribuição dos 
valores de z é dada pela equação 

onde k é uma constante e Wj = Ni —1 e «2 = Na —1 são os 
graus de liberdade. 

Esta equação que encerra apenas as variáveis z, ni e wg é 
independente do desvio padrão a da população e, por conse-
guinte, utilizável no caso de pequenas amostras. 

A grandeza z, que oscila entre + 00, é negativa quando 

d f = k dz 
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s i / s 2<Cl> positiva se e a distribuição dos seus valo-
res é assimétrica a não sor que ni = n 

Como porém, para qualquer combinação dos graus de liber-
dade, a parte positiva da curva, correspondente aos valores de 
sijs2, é igual à parte negativa correspondente aos valores «2/81, 
basta considerar os valores do integral das probabilidades rela-
tivos aos desvios positivos, pois os restantes se podem obter tro-
cando por «2. 

Mas, por ser mais prático trabalhar com valores positivos 
de z, tomando wi como número dos graus de liberdade corres-
pondente à variância maior, a diferença dos logaritmos será 
sempre positiva. 

Fisher elaborou para diferentes combinações de th e »12 uma 
táboa dos valores de z correspondentes às ordenadas limitantes 
de áreas caudais com 5°/o e ln/o da área total da curva. 

A distribuição dos valores de z, em regra, é assimétrica e 
por isso, empregando o critério definido a pág. 459, conside-
ram-se situados no nível da significância os valores de z cujas 
ordenadas separam áreas caudais que representam cada uma 
0.025 da área total. Por conseguinte o nível de significância 
de 5"/o ficará situado entre os pontos 5°/o e 1° o da Táboa de 
Fisher. 

No nosso exemplo, a variância da média dos grupos é muito 
pequena, como vimos (cfr. pág. 457) ; trata-se agora de saber 
se contudo é significativamente diferente de zero, ou se podemos 
considorar os grupos, quanto à variabilidade da largura nasal, 
amostras fortuitas da mesma população. 

Os dados são : 

Zi = 13.3211, « 1 = 1 6 , 
22=10,8101, Ji 2 = '238; 

e, por conseguinte 

2 = - i - | Ioge 13.3211 — Ioge 10.8101 = 0.1044. 

A Táboa de Fisher dá, para esta combinação de graus de 
liberdade, como correspondente ao nível 5°/o da significância, 
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o valor de 2 = 0.2573, que excede mais duas vezes e meia o 
valor encontrado (1) . 

Não se pode por isso considerar significativa a diferença das 
variâncias e os diversos clans, quanto aos valores registados 
para a largura nasal, podem tomar-se como amostras fortuitas 
da mesma população. 

8. Exemplo II. — No exemplo I os diferentes grupos são 
constituídos por igual número de indivíduos. A análise da variân-
cia pode todavia efectuar-se semelhantemente ainda que os gru-
pos sejam numòricamente desiguais. 

Com efeito, se os diferentes grupos foram constituídos por ni, 
ng • • • «m indivíduos, respectivamente, a expressão (4) toma a forma 

s s ( x - = S S i s - + s ní(^i 
1 i i 

e nas equações (5) em vez de 

« S í í ) . 
! 

temos do escrever 

i 

Vê-se assim que, no caso geral, o cômputo das somas dos 
quadrados dos desvios se pode efectuar da seguinte maneira : 

1) A «total» é a soma dos quadrados dos valores individuais 
menos N vezes o quadrado da média gera l ; 

2) A centre os grupos» é igual k sôma, extensiva a todos 
os grupos, dos produtos do quadrado da média de cada 
grupo pela frequência (n,) correspondente, menos N vezes 
o quadrado da média geral ; 

3) A «nos grupos» é a diferença entre 1) e 2). 

( ' ) A Táboa de Fisher dá os valores de x correspondentes aos pontos 5% 
e 1% para W1 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 12, 24, oc, e n2 = 1, 2 , . . . 30, 60, cr.. Para 
outros valores de W1 e n2 ó necessário fazer interpolações, podendo empregar-se o 
método indicado por C. H. G O D L D E N — Methods of statistical analysis, págs. 77. 
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Os desvios são calculados em relação a uma origem arbitrária 
qualquer e N é o número total dos indivíduos. 

Neste caso, não são válidas as relações (6) porque, quando 
se calculam os quadrados dos desvios das médias dos grupos 
em relação à média geral, se dá a cada grupo um pôso Hi dife-
rente. 

Em todo o caso, se a variância verdadeira entre os grupos 

(ij .) fôr nula, v~t ainda tenderá para e o teste de homoge-

neidade consistirá também em verificar se v~. e v~ são significa-

tivamente diferentes. 

Na Tabela I I I estão registados os valores da largura nasal 
numa série de tribus da Africa oriental. Os números foram 
extraídos do estudo de NORMAN M . L E Y S e T . A. JOYCE — Xote 
un a series of pliysical measurements from East Africa — The 
Journal of the Royai Anthropological Institute of Great Britain 
and lreland. — Yol. XLII I , pág. 19õ e seg. 

Os autores, na apreciação do grau de semelhança física 
entre as tríbus consideradas duas a duas, empregaram um 
critério a que chamaram índice diferencial, cuja expressão 
analítica é 

2 A = 2 (M1-M2)ZvV; + 

onde Mi e Ma são as médias correspondentes a cada cará-

cter, o-J e cri as estimativas dos dosvios padrões respectivos, 

e o somatório 2 abrange os vários caracteres estudados. 

O grau de divergência entre as tribus, apreciado por êste 
critério, é considerado tanto maior quanto mais elevado fôr o 
valor do índice diferencial. 

Na Tabela 9 do citado estudo (cf. pág. 211), estão ordena-
das as tribus duas a duas consoante os valores do ^ > P o r 

ela se vê que os Akamba, Akikuyu, Embu, Suk e Kachamega 
estão interrelacionados por índices diferenciais cujo valor é 
inferior a 2. Os autores afirmam que, por isso, os devemos 
considerar constituindo «um grupo, no qual as tribus de Kenia 
estão em relações mais estreitas entre si do que as restantes» 
( Op. cit , pág. 200). 
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TABELA III 

Designação das tribus 

Akikuyu Embu Kachamega Akamba Suk 

28 1 1 

29 — 

30 — 

31 — 

32 1 1 2 

CO 33 1 1 2 
C/3 

3 34 4 — 4 
O 35 8 2 1 1 2 14 

36 13 3 1 5 — 22 
O 
SH -4-> 37 16 7 7 4 1 35 
o> 

O 38 41 6 15 3 2 67 

S 

"ir 
39 37 14 18 13 1 83 

S o 40 36 16 16 6 2 76 
15 
CO 41 45 17 15 7 1 85 
d 
cu 42 26 12 7 5 1 51 

a 43 18 9 11 3 3 44 

>3 44 12 4 3 3 1 23 

45 7 2 2 3 — 14 

40 5 3 3 1 12 

47 — 3 — 3 

48 1 — — 1 

49 1 1 1 3 

50 1 1 2 

Totais 274 100 100 55 15 544 

+ 255 + 1 8 3 + 133 + 37 + 19 + 627 

2 (xV 2493 1161 777 475 175 5081 

n» x'* 273.3175 334.8900 176.8900 24.8909 24.0667 722.6636 

2 ix'2,—n
s
 x ' z 2219 6825 826.1100 600.1100 450.1091 150.9333 4358 3364 
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Na Tabela IV estão registadas as somas dos quadrados, os 
graus de liberdade e as variâncias médias respeitantes à largura 
nasal, calculadas a partir das observações do Leys e Joyce. 

O valor de z, calculado pela fórmula a pág. 461 ó 0.6312. 

TABELA IV 

Somas dos quadrados Graus de liberdade 
Variâncias 

médias 

Entre os grupos 

Nos grupos 

111 3915 

4246.9449 

4 

539 

27.8479 

7.8792 

Total 4358 3364 543 — 

Pela Táboa de Fisher, para ni = 4 e n2 = õ39, os valores 
de z correspondentes aos pontos de 5°/o o l°/o são respectiva-
mente .4667 e .6052. O valor achado é maior e, por isso, 
quanto à largura nasal, a heterogeneidade da população geral 
constituída pelas referidas tribus, deve considerar-se real. 

D R . EUSÉBIO TAMAGNINI. 



C á l c u l o S i m b ó l i c o 
(CONTINUAÇÃO) 

C A P Í T U L O V I 

SISTEMAS DE EQUAÇÕES SIMBÓLICAS 

A 1.* das equações (31) dá, pois, as k equações (32) a que 
tem de obedecer as constantes arbitrárias obtidas pela integração 
com as variáveis separadas. Cada uma das outras equações (31) 
dará outras tantas equações da forma (32) e agrupando-as. 
obtemos os seguintes sistemas a que tôdas as constantes A t ^ 
têm de obedecer: 

n 

S f i (a) Ai = O 
i = l 

S '^(O)Ai = O 
i= t 

n 
S (a) Ai=O 
í = i 

n 

D S f i («) Ai = O 
i = I 

n 
Dy^J Ai = O 

i= i 

Z ) S (O)Ai = O 
í= i 

^ i - 1 S ?< (a) Ai = O 
i= i 

£ ' - ' 2 h (a) Ai = O 
i — 4 

(33) 

(34) 

(35) 

D * - ' S h ( f l ) Ai = O 
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324. O determinante do sistema (33) é A (a) o como, por 
hipótese, ¢1 (a) o, poderemos pôr 

Ai A2 An 

<l>!(a) ¢ , ( 0 ) <D„(a) 

o que dá, dum modo geral, 

^ l i = «<I>j (a). (36) 

sendo « uma constante arbitrária. Vamos ver que êste valor 
do Ai satisfaz não só à primeira das equações (33), mas também 
às primeiras equações do todos os sistemas seguintes, se puzermos 

A1Z1==D j [«$,. (a)] (37) 

onde fazemos, como de costume, D°a.= a, Da==X1, DiOt-=Ct.",. .. 
Com efeito, qualquer dessas equações tem a forma 

Dh S Ji {a) A1 = O. 

Substituindo Ai pelo valor suposto, virá 

Dh S <fi (a) «4», (Q)=D'' ^ 2 Qi (a) (a)J 

= D<' [a A (a)] 
I1 

= S (J) a,yi A''-') (o). 

J=I 

Mas como a ó raiz de A (a) de grau de multiplicidade k, será 

A («) = A 1 ( « ) = . . . = A'''-Ji ( , a ) = . . . = A1*"» («) = o . 

Logo, os valores dados por (37) satisfazem à primeira equa-
ção de todos os sistemas considerados. E agora ó fácil de ver 
que também satisfazem às outras. 

Com efei to: 

D1' S <M«) OL^i (a) = Dh 

t = i 
a 2 (a) ¢ , (a) 
- i= t 

= Dh [<x.o] = o, 
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podendo repetir-se o mesmo raciocínio para as restantes equa-
ções. 

325. A Ui podemos, pois, dar a forma 

Ui = eax (x -f D)k~* [«$,• (a)] (38) 

onde o D significa derivada em ordem a a; e a ó suposta fun-
ção de a. 

326. Por (27), pode dar-se a (38) a forma 

U i - C a x $j + (a; + Z>)*-' a 

= e«*<J>t- + P f c - i (x) (39) 

327. E fácil de ver que êste valor de Ui satisfaz às equações 
propostas (31). Com efeito : 

S Ti ( i ) . I - S Ti ( i ) <«* # , (« + 4 ) Pfc-, (X) • 

— S i I ( . + ^ ) ^ . ( . + - ^ ) P * - . W 

= z t a x A { a + ~ í ) p k - i ( * ) = = 0 ' 

por a ser raiz de grau k de A ( a ) e o grau de Pk-\ (x) ser k — 1. 

328: A (39) ainda se pode dar a forma, por (29), 

tt f=««p t_, (* + - ¾ - ) («) ; (40) 

ou ainda, 

M i = P f c - , («) ( 4 1 ) 
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329. Tambôm a (39) se pode dar a forma 

Qi (Jx)e** Pk., (x) (42) 

330. É fácil de verificar que as formas de dadas por 
(40), (41) e (42), satisfazem ao sistema (31). 

331. Sendo e P k - 1 (»') o integral particular da equação 
(12) do n.° 311, correspondente à raiz a de grau de multiplici-
dade k, é claro que ao integral geral se pode dar a forma 
u = S eaxPk— i (x), sendo o somatório estendido aos integrais 
correspondentes a tôdas as raízes da equação característica. 
A este integral geral de (12) correspondem para o sistema (31) 
os integrais gerais [por (43)]: 

para 

« < = 4 M - ^ j 2 (*) 

i = 1, 2, . . . n. 

(93) 

332. Exemplo — Calcular o integral geral do sistema do 
?/." 307 suposto homogénio. 

A equação característica da equação diferencial 

A(P)M = P 

— r 

1 

r 

P 

P 

u = o 

tem as raízes o, wi e — w i . Logo: o integral geral desta equa-
ção é 

u = A + B'etíil + O1 e~ait 

ou ainda, desembaraçando dos imaginários, 

u = A B sen (&> t + c), 

sendo A, B e c, constautes arbitrárias. 

Por outro lado, 

c Mp) = ?2 + ^ 2 ; ( f ) = / ; ? + >•?; $ 3 ( p ) = p > - - ? p 
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Logo : 

X= (p^ + p2) [A + B sen ( M Í 4- c)] 

y=(Pq+Pp) [A+ B sen (» í + e)] 

z = (pr — qç) [ A B sen (u t + c)] 

Efectaando ás operações, achamos : 

x = Api -}- B (p2 — &>*) sen (&> t 4- c) 

y = Apq -f B \pq sen (w t + fi) + »' <•> cos (&> t + c)] 

z = Apr + B [pr sen (w t -J- c) — q &> cos (w t -j- c)] 

333. A fórmula (43) sogere-nos imediatamente outra aná-
loga que permite calcular soluções dum sistema de equações 
simbólicas homogéneas, da forma 

Tl (p) "I + (p) "2 + • •• + <f3 Cp) W n = O 

I l (?) Ui + < M p ) "2 + • • • + (f) Un=O (14) 

^l (p) M1 -f X2 Cp) M2 + • • • + X3 Cp) Mn = O , 

logo que se conheçam soluções da equação A(p)« = o. 
Com efeito, se u fôr solução desta equação, os valores 

Mi = Di(P)M (1 = 1 , 2 , . . . 1 1 ) (45) 

satisfazem ao sistema proposto. 
Com efeito, 

n n 

S Ti (p) M i = S T'(p) (?) M = A (p) . M = O . 
i = l I = I 

Por sua vez 

S ( f ) « i = S f . Cp) Cp) m = ( " S C p ) C p ) ] « = o 
i = i I = I Li = I - J 

etc. 
Faremos desta doutrina utilíssimas aplicações no Cálculo das 

Diferenças Finitas. 
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C A P Í T U L O V I I 

OPERADORES COMPLEXOS 

334. No capitulo I, os operadores podem ser quaisquer, 
contanto que satisfaçam às condições dos enunciados que exijem 
apenas, em geral, que esses operadores sejam bem definidos, 
aditivos e permutáveis com os números. A natureza dos ope-
radores fica completamente arbitrária. Que os operadores sejam 
simples, ou sejam funções de outros operadores, isso nada 
importa à verdade da doutrina exposta no mencionado capítulo. 

E importante o estudo dos polinómios inteiros de operadores 
diferentes, bem definidos, aditivos e permutáveis entre si e com 
os números. 

335. Sejam pi, p2 . . . pj-, operadores nas condições supraci-
tadas, e seja P (pi, p2, . . . pj.) um polinómio inteiro destes ope-
radores. Tôdas as vezes que o polinómio P (Xi, X2, . . . Xk) 
se possa decompor em factores, o mesmo sucederá ao polinó-
mio proposto. Por exemplo, se 

P ( X h X 2 . . . Xk) = Pi (Xll X2 . • • Xk) . P 2 (AT1, X2 . . . Xk), 

sendo Pi e P2 também polinómios inteiros, será do mesmo modo 

P (pi, p2, • • • Pk) = P l Cf 1, p2j • • • Çí) • P i (fi, p2i • • • Pk) 

pelas razões apresentadas em os n.08 50 e 51. 

336. Assim, por exemplo, se P (pi, p2) fôr um polinómio 
homogónio de grau n em pi e p2, poder-se-lhe há dar a forma 

P (pl, fi) =Po (pt — «1 ps)7'1 Cpi — 02 P2)*2 • • • Cpi — ak P2y-k 

sendo 
K1 -f «2 + • • • + *k = n. 

337. Se P (pi, p2, p.3) fôr uma forma quadrática ternária de 
descriminante nulo, s e rá ; 

P (pt, f 2, p3) = ( ^ p i + B f i + Cp3) (A1
 f l -I- B1 p2 + C p 3 ) 

sendo A, A', B, B', C, C', constantes. 

31 
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338. Assim, por exemplo, a equação de derivadas parciais 
de 2." ordem, de coeficientes constantes, 

S2M . S 2 M 
dx2 3y2 

que simbòlicamente se pode escrever 

— A 2 F ~ ) J M = O, 
\3x / \ 3y 

ou ainda, 

, i , -dy I \ dx 3y 
d d \ I 3 . 3 , 

-r a I y a — u = o , 
. dy / V dx 1 ~ ' 

desdobra-se, pelos n.os 94 e 95, em duas equações de primeira 
ordem, 

da 3« 3a I Si 

a — = o e — 4 - a = o . 
dx dy dx ' dy 

Os integrais destas duas equações, serão integrais da pro-
posta e a sua sôma também (n.° 96). 

339. Por vezes é possível reduzir uma equação à forma 
simbólica 

P(Tl)U = X , 

em que tt ó um operador complexo, e P um polinómio inteiro. 
Neste caso, o l .° membro da equação ó susceptível de ser decom-
posto em factores binómios (caso 7r seja bem definido, aditivo e 
permutável com os números) e a esta equação poderá aplicar-se 
a doutrina do n.° 109. 

340. Seja dada a equação 

F(x)y + F'(x)y' + F"(x)y" + . . . =X 

sendo F(x) um polimónio inteiro em n; I uma função de x 
conhecida ; e y, uma função de x desconhecida. Calculando a 
função 

- - ( d Y 
f ( x ) = e K lix l F(x) 
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que é também um polinómio inteiro em x, como é evidente, tere-
mos (n.° 132), 

e, consequentemente, 
d x 

ou ainda, 
m v = x 

sendo 
d 

A esta equação aplica-se a doutrina do n.° 109. 

341. A decomposição em factores que acabamos de conside-
rar , tem fôrça demonstrativa, como se disse no capítulo I, mas 
os coeficientes dos polinómios tem de ser números. Porém, 
se tivermos em vista apenas obter resultados, como sucede no 
cálculo das soluções duma equação dada, então podemos levar 
mais longe a decomposição em factores, introduzindo nestes, 
cotficientes simbólicos. Quando estes coeficientes simbólicos, 
considerados como números, nos permitirem chegar a resultados 
susceptíveis de serem interpretados, poderemos tirar dêste arti-
fício consequências proveitosas. 

342. Seja, por exemplo, a equação 

3 u du 

dx dy 

a que chegamos em o n.° 338. 
Escrevendo esta equação debaixo da forma 

O--a^) u==° 
3 

e considerando a como um número, podemos escrever (n.° 158 
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em que A ó uma constante em ordem a x e, portanto, na sua 
forma mais geral, é função arbitrária de y. Logo, 

a x a — 
u = e 3" A ( f f ) 

ou ainda (n.° 42) 

" = -4 (y + ajc) 

em que A ó uma função arbitrária. 

343. Do mesmo modo se tira, de 

3« 3« 

a solução 
u = B ( f f — ax) 

sendo B uma função arbitrária. E fácil de ver directamente que 
AqB são soluções da proposta. A sua soma também o será 

« = A (y + a x ) + B (y - - a x ) ; 

e será o integral geral por conter duas funções arbitrárias. 

344. NOTA : A razão porque se consideram as constantes 
arbitrárias em ordem a uma variável, como funções arbitrárias 
das outras variáveis, é obter os resultados mais gerais possíveis. 
Pela mesma razão de generalidade se tomam essas funções para 
operando, nos resultados. Se assim não procedessemos, ainda 
chegaríamos a uma solução da equação proposta, mas não che-
garíamos aos resultados mais gerais. 

No caso presente, por exemplo, obteríamos as soluções 
u = A e u = B, sendo AeB constantes. Aliás, como os resul-
tados a que se chega, ficam sujeitos a verificação ou demons-
tração directa, êste modo de proceder é sempre legítimo. 

345. Consideram-se por vezes operadores que afectam ape-
nas uma parte do operando. Por exemplo, se o operando é um 
produto de dois factores u e v, pode considerar-se um opera-
dor que significa a derivada de u.v, supondo v constante, ou a 
derivada da mesma função, supondo u constante. 
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346. Assim, por exemplo, supondo « e u funções de x e 
representando por d a derivada em ordem a x de u.v ; e por 
t/i , a derivada da mesma função considerando v constante ; e 
por dn , a derivada da mesma função considerando constante o 
factor v, teremos 

d (uv) = (d\ - ( - di) ( u v) 

ou seja 
d = d, -f d-2 . 

Por outro lado, ó fácil de ver que todos estes operadores 
são aditivos, permutáveis entre si e com os números, e susceptí-
veis de serem aplicados ao operando uv tantas vezes quantas se 
queiram. Consequentemente (n.° 51), teremos: 

d»=(dt + d 2 ) » - S ( J ) < d»-h 

h =O 
ou seja 

n 
(u v)C> = 2 (,")« ( / i ) 

Il==O 

que é a bem conhecida regra de Leibnitz para o cálculo da deri-
vada de ordem n dum produto. 

347. E imediata a generalização para ura produto de mais 
factores : 

<*»=(<*, + d2 + . . . + d k y . 

C A P I T U L O V I I I 

d 

dx ' 3y 
OPERADORES DA FORMA f í , -L , x , y 

348. Se um operador contiver diversos operadores mais 
simples, opera-so com êles segundo as regras atraz estabeleci-
das, seja qual fôr a sua natureza e o seu número. Pode dar-se o 
caso de o operando ser uma função de diversas variáveis e haver 
de operar sôbre êle com operadores diversos, cada um dos quais 
só seja aplicável a uma parte das variáveis, por ventura a uma 
só. Claro que neste caso é preciso tor êsse facto em atenção e 
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aplicar cada nm dos operadores componentes apenaf às variá-
veis a que diz respeito. 

3 
349. Assim, .por exemplo, o operador representa a 

derivada parcial duma função de diversas variáveis em ordem 
a x . 

3 9 

O operador — 1- --— , aplicado a f ( x , y , . . . ) , d á : 
ox oy 

d d \ i i 

"ãj + l i f ) f(X> y - •••) = f x ( X ' ) + f y ( X ' ! / > • • • ) . 

etc., etc. 

350. Os operadores desta natureza podem também ser, ou 
não, aditivos, permutáveis, etc. 

351. Teorema — Se ? ( » , y) e y) forem desenvolvíveis 
em série dupla de Maclaurin, será 

[* Gt • i) + ' »)] = D {ir• -¾-)»«* • *>] 
X = O X = O 

y = o y = o 

Com efeito: 

<p(x, y) = S AiJ x* y3 

<K*. y) = IZ BtJ x* yi 
Q 

X = O X=O 

y = o y = o 

X = O 

y=o 

c. d. d. 
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a a 
A —— t — -

352. Teorema — Os operadores e °x e e 3y , são permutá-

veis. 

Com efei to : 

3 d d 

a 

= e ** f ( x , y + x,g ...) 
a a 

t _ 
= e dy e & f ( x , y , z ...).• 

L o g o : 
a a a a 

h —— fc— fc—A—-
e . e = e 3?/ . « 

c. d. d. 

a a 
A k 

353. Teorema — Os operadores e 3<? e e x podem multipli-

ear-se segundo as regras da multiplicação de potencias. Com 

efei to : 

e " ! + L » + , J L ) + _ L ( , J L + * a •)' + 1 \ t ^ / t h_ V 3X SyJ 

1 í a a 
+ . . . -f- -j— (h— 1- k——) -f . . . t^ U \ dx dy J ' 

por definição (n.° 63). 
Mas êste desenvolvimento, como se sabe da teoria das séries, 

a a 
A —— k — 

representa o produto das séries que definem e °x e e °y . 

L o g o : quando estes desenvolvimentos tiverem sentido, é 

a a a a 
h-—~ + i—— A - k— 

e d* sy e d* e a.v 

c. d. d. 

354. Ês te teorema é por vezes útil na integração de certas 

equações de derivadas parciais . 
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Inversão de operadores complexos 

355. O problema da inversão dos operadores complexos 
é ainda mais difícil, como é manifesto. Um processo por vezes 
muito útil consiste em fazer a inversão em ordem a um dos ope-
radores simples, considerando os símbolos que representam os 
outros, como constantes. Se se chegar a um resultado inter-

pretável, podemos obter assim integrais para a equação p ro-
posta. E preciso, porém, verificar as soluções, visto que êste 
processo não tem fôrça demonstrativa. 

356. Exemplo — In tegra r a equação 

52U 92U 
- a 2 J y T = f H x ' ! / ) dx2 

Simbòlicamente podemos esc rever : 

a \2 

3ÕT 
— a 

3 \ 2 

sV 
u = y(x, y); 

u — 
\ dx 1 \ 3 y I 

? (x, y) 

\ - 1 1 

a 3 
a 

- d x dy dx ~ dy 
a — 

dy J 

y) 

Considerando agora a como uma constante e aplicando a 
dy 

doutrina do n.° 157, vem : 

{2 a 
3 y 

\ — 11 

\ dx 

\ —i 

= 9 
dy 

dy 

d 

_ 3 _ 

dx 

ax /"* 
e d>J je 

3 3 
* ax -
e » 

'—ax 

d \-n 
+ a " a J ) 

dy -(x,y) dx -
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1 — e w Itp (x, y 4- ou) dx . 

Em pondo 

J<f(x,y — ax) dx = $i (x, y) 

J? («. V + ax) dx = ¢2 (x, y), 

vem: 

«= (x, y) - Tax^O8 (x, y) J 

= [ ^ l («, y + ax) — ^2 (x, y — a»)] 

= (*> y + — ¢2 (¾, 3/ — 0«)] dx 

357. Se cp , y) = o, vem: 

t t = ( 2 a i r ) ~ ' [ " ^ 0 1 { y ) - c " x ^ 9 2 

= Y j f t e i to+a x) — ô« (y - «*)] dy 

— 4»| (y -f ax) -f tyi (y — ax) 

sendo '!'I e tyz fonçOes arbitrárias. 

Continua. 

D O U T O R P A C H E C O DE AMORIM 



Contribuição para o estado da teoria das funções 

CAPÍTULO YII 
ALGUMAS NOÇÕES SÔBRE 

CONJUNTOS DE ELEMENTOS DUM ESPAÇÓIDE 

( C O N T I N U A Ç Ã O ) 

I I I 

INTERIOR, EXTERIOR E ESTREMA DUM CONJUNTO 

76. Interior e exterior dum conjunto. — Generalizemos para 
um subconjunto qualquer A dum dado espaçóide P algumas defi-
nições já enunciadas no caso part icular de A representar um 
esferóide contido em P [v. iv, p. 26, l. 3]. 

Seja G o conjunto complementar de A (1). Damos os nomes 
de interior I e exterior E do conjunto A respectivamente aos com-
plementares dos lugares de C e de A: 

11 P — [C] , E I P - [ A ] (2). 

Mostram estas definições que o interior e o exterior dum 

conjunto coincidem respectivamente com o exterior e o interior 

do seu complementar . 

(') Chamamos complementar dum conjunto A em relação a um conjunto B no 
qual o primeiro se encontra compreendido, ao conjunto C dos elementos de B que 
não são juxtapostos a elementos de A. 

Quando dizemos simplesmente complementar dum conjunto A, sem mais indi-
cação, entendemos que se trata do complementar de A em relação ao espaçóide a 
que pertence. É claro que, se o complementar de A é C, o complementar de C é 
constituído por todos os elementos que se juxtapõem a elementos de A . 

(2) Quando não existe complementar dum conjunto, o interior considera-se 
constituído por todos os elementos do espaçóide a que pertence. 
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É manifesto que o interior dum conjunto pertence ao lugar 
do mesmo conjunto e que o exterior pertence ao lugar do com-
plementar ; basta notar que é [A] —|— [CJ P . 

Logo os interiores de dois ou mais conjuntos separados são 
igualmente conjuntos separados. 

Diremos que um conjunto (um elemento, em particular) é 
interior ou exterior a um outro conjunto dado conforme per-
tencer ao interior ou ao exterior dêste conjunto. 

Um conjunto fechado Ii interior a A caracteriza-se pela condi-
ção Ii C >0 sempre que um dos conjuntos Ii ou C è limitado. 

Esta condição, com efeito, ó necessária e suficiente para que Ii 
não contenha elemento algum de Gj [v. ív, p. 89, l. 18]. Em par-
ticular, um elemento i interior a A caracteriza-se pela condição 
Í G > 0 . Existe, pois, um esferóide de centro em i constituído 
apenas por elementos que se juxtapõem a elementos de A. 
Reciprocamente, um elemento que satisfaça a tal condição é 
interior a A (1). 

E evidente que um elemento interior a um conjunto só é 
limite de elementos interiores ao mesmo conjunto. 

Um conjunto fechado Ei exterior a A caracteriza-se pela con-
dição E i A > 0 quando um, dos conjuntos Ei ou A é limitado. 

So o elemento e, em particular, é exterior a A, temos 
e A > 0 e reciprocamente. De centro no elemento e existe então 
um esferóide constituído unicamente por elementos do comple-
mentar de A, sendo esta condição também suficiente para que e 
seja exterior a A. 

Um elemento exterior a um conjunto só é limite de elementos 
exteriores ao mesmo conjunto. 

Das definições de interior e exterior resultam directamente 
as seguintes proposições: 

Um conjunto admite o mesmo exterior que o respectivo lugar. 
Conjuntos juxtapostos admitem o mesmo exterior e rec)procamente. 

(1) Pode acontecer que um elemento interior a um conjunto lhe não pertença, 
mas necessariamente se juxtapôe a um dos seus elementos. Um conjunto total-
mente fechado, por exemplo, contém todos os elementos que lhe são interiores. 
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Conjuntos de complementares juxtapostos admitem o mesmo 
interior e reciprocamente. 

Se dois conjuntos são separados o lugar de cada um é exte-
rior ao outro. 

Se F é um conjunto fechado exterior a A , também o lugar [A] 
é exterior a F. 

Nessas condições, com efeito, o lugar [FJ é exterior a A, 
nenhum elemento de [Al pertence a ÍF] e [A] é exterior a F . 

Se F é um conjunto fechado exterior ao conjunto A e se um 
deles é limitado, os mesmos conjuntos são separados. 

Efectivamente, se em tais condições fôsse FA = O, os con-
juntos F e A possuiriam um elemento comum, que seria um 
elemento de F não exterior a A . O conjunto A ó também exte-
rior a F [ p r o p . prec.\ 

Se o limite totalmente fechado duma sucessão convergente de 
conjuntos de soma limitada ê interior a um dado conjunto, os 
termos da sucessão a partir de certa ordem são interiores ao 
mesmo conjunto. 

Suponhamos que o limite totalmente fechado A duma suces-
são convergente de conjuntos de soma limitada é interior a um 
dado conjunto B- Os termos a partir de certa ordem também 
lhe são interiores, porque, no caso contrário, a sucessão pro-
posta admitiria uma subsucessão formada por termos não inte-
riores ao conjunto B, da qual poderíamos extrair uma sucessão 
de elementos não interiores ao mesmo conjunto, e o limite inte-
gral desta sucessão, que pertenceria a A , não seria interior a B . 

77. Estrema entre dois conjuntos. Estrema dum conjunto. 
Casos de existência da estrema. — Dizemos que dois conjuntos 
são contíguos quando, sendo ligados, nenhum elemento de qual-
quer deles é interior ao outro. Também podemos dizer que 
dois conjuntos ligados são contíguos quando nenhum elemento 
do lugar de qualquer deles é interior ao outro. 

Um conjunto e o seu complementar, quando ligados, são 
contíguos. Dois conjuntos ligados que não admitam interiores 
são contíguos. 
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Chamemos estrema entre dois conjuntos contíguos A e B ao 
produto T dos lugares dos mesmos conjuntos: 

T I [Al X ÍB]. 

Em virtude da definição de conjuntos contíguos nenhum ele-
mento do T ó interior a algum dos conjuntos A ou B . 

Diremos que um conjunto (um elemento, em particular) é 
extremo entre dois conjuntos contíguos A e B quando f i ze r 
parte da estrema entre A e B . 

Um conjunto Ti extremo entre AeB caracteriza-se pelas con-

dições T1 A = 0 e T1 B = 0 . 

Na verdade, estas condições, que podem escrever-se Ti [A j= O 
e Ti [8] = 0 , são necessárias e suficientes para que o conjunto Ti 
pertença a [Al e a [Bj [v. iv, p. 98, l. 1]. Em particular um ele-
mento t da estrema entre A e B caracteriza-se pelas condições 
tA = 0 e tB = 0. Qualquer que seja o esferóide de centro t 
nele se encontra um elemento de A e um de B ; reciprocamente, 
um elemento que satisfaça a esta condição pertence à estrema 
entre A e B . 

A estrema entre dois conjuntos contíguos é totalmente fechada. 
Na verdade, a estrema entre dois conjuntos contíguos ó, 

pela definição, um produto de conjuntos totalmente fechados 
[v. iv, p. 25, l. 17]. 

A estrema T entre dois conjuntos contíguos, um dos quais, pelo 
menos, seja fechado, não admite elemento algum interior a T. 

Seja, com efeito, T a estrema entro os conjuntos contíguos 
A e B, e suponhamos que A , por exemplo, é fechado. Um ele-
mento interior a T, se existisse, seria interior a [AJ, o portanto 
a A porque êste é fechado, o que é absurdo. 

Damos o nome de estrema dum conjunto A(4), som mais refe-
rência, à estrema T I ÍA] X [Cj entre o conjunto A e o seu com-
plementar C . 

( ' ) A. denominação de estrema foi introduzida por P A C H E C O D ' A M O R I M , 
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Dizemos que um conjunto é extremo de A quando faz parte 
da estrema de A . 

Um conjunto Tj extremo de A caracteriza-se pelas condições 

TpA = O e Tfc = O. 
Em particular, se um elemento t é extremo de A, temos 

tA = 0 o tC = 0, o reciprocamente. Seja qual fôr o esferóide 
de centro t nele existe sempre um elemento de A e outro do 
complementar, sendo esta condição também suficiente para que 
o elemento t seja extremo de A. 

Representando por P o espaçóide a que pertencem todos os 
conjuntos que estamos considerando, são evidentes as relações 

P I [A] -T H- [Cj e P I t C l - T + [ A J , 

que podem escrever-se 

P — [C] I f A J - T e P - H U H C J - T f 

ou ainda, designando por I o interior e por E o exterior do con-
junto A , 

H t A J - T e E I t C J - T . 

O lugar dum conjunto é a soma do interior com a estrema; 
o lugar do complementar ó a soma do exterior com a estrema. 

As estremas de dois ou mais conjuntos separados são igual-
mente conjuntos separados. 

A estrema da soma dum número finito de conjuntos pertence 
à soma das estremas dos mesmos conjuntos, como resulta ime-
diatamente da definição de estrema. 

A estrema dum conjunto contém a do respectivo interior. 
Designemos por I e C o interior e o complementar do con-

junto A . O complementar de I ó [CJ como se conclui directa-
mente da definição de interior, e a relação evidente 

[AJ X [CJI > [IJ XtCJ 

mostra que a estrema de A contém a de I . 
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Sejam lei 'os interiores, T E T ' as estremas de dois conjuntos 
AeA'. Uma qualquer das condições 

A A , I I I , T I T , 

é uma consequência das outras duas. 
Na verdade, como da juxtaposição A I I A ' se deduz IA. I A: ou 

I + T I I' + T1 e reciprocamente, ó claro que de duas quaisquer 
das condições a que se refere o enunciado resulta a terceira. 

A estrema entre dois conjuntos contíguos è a parte comum às 
estremas dos mesmos conjuntos. 

Porque, sendo A e B conjuntos contíguos, um elemento qual-
quer do produto A] X [B não é interior a A nem a B , sendo por 
isso extremo de A e de B . 

Reciprocamente, um elemento extremo comum de A e de B é 
elemento comum aos lugares destes conjuntos, e portanto extremo 
entre A e B . 

A estrema dum conjunto é totalmente fechada [p. 483, l. 19]. 

A estrema T dum conjunto fechado não admite elemento algum 
que seja interior a T \p. 483, l. 23]. 

Para que exista a estrema T entre dois conjuntos contíguos é 
necessário e suficiente que o lugar de um deles admita um subcon-

junto limitado que seja ligado ao outro. Qualquer subconjunto em 
tais condições é também ligado a T. 

A condição é necessária porque, se t é um elemento extremo 
entre dois conjuntos contíguos A e B, a parte comum a um qual-
quer deles e a um esferóide de centro t é um subconjunto limi-
tado e ligado ao outro. 

Reciprocamente, se o lugar IA admite um subconjunto limi-
tado AI que seja ligado a B, existe o produto [ A I . X I B J [r. iv, 
p 89, l. 27], o qual faz parte da estrema TL IAJ X [BI entre A E B . 

Como uma parte do lugar ÍAIL pertence a T, vem a igual-
dade [AI] T = O, ou AI T = O, isto é, AI e T são conjuntos ligados. 

Vejamos alguns corolários desta proposição: 

Para que exista a estrema dum conjunto A , de complementar 
C, é necessário e suficiente que o lugar [A admita um subconjunto 
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limitado que seja ligado a C. Um tal subconjunto è também 
ligado a T. 

Por conseguinte, qualquer subconjunto limitado do lugar [A] 
que seja separado de T também ó separado de C . 

Se o conjunto A não admite uma estrema, qualquer subcon-
junto limitado do lugar [A] é necessariamente separado de C . 

Existe a estrema entre dois conjuntos contíguos sempre que um 
deles é limitado. 

A estrema entre dois conjuntos contíguos mas ilimitados 
poderá não existir como facilmente se compreende. 

Existe a estrema entre um conjunto A e o seu complementar B 
em relação a qualquer conjunto conexo que o admita por subcon-

junto, supondo que è limitado um dos conjuntos A ou B. 
Com efeito, tais conjuntos A e B são ligados [p. 323, l. 17], 

e, como nenhum elemento de um deles se juxtapõe a um ele-
mento do outro, também são contíguos. Em particular: 

Xum espaçóide continuo qualquer conjunto limitado que admita 
um complementar, ou qualquer conjunto que admita um complemen-
tar limitado, também admite necessariamente uma estrema. 

Para que um elemento pelo menos da estrema entre dois con-
juntos contíguos A e B figure sobre um dado conjunto K é necessário 
e suficiente que exista o produto 

(1) K X ÍA] X [ B I , 

o qual representa a parte da estrema entre AeB situada sôbre K. 
Esta proposição resulta por evidência da definição de estrema 

e dela se deduzem as seguintes consequências : 

Para que um elemento pelo menos da estrema dum conjunto A, 
de complementar C, jigure sôbre um dado conjunto K é necessário 
e suficiente que exista o produto 

(2) K x [A] x [C], 

o qual é constituído pela parte da estrema de A contida em K. 
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Existe um elemento pelo menos da estrema entre dois conjuntos 

contíguos A e B sôbre qualquer contínuo K contido em [A] + [Bj no 

qual jigurem elementos de [A] e de [Bi, supondo que é limitado um 

dos produtos K X [A] ou K X [B]. 
Em tais condições, com efeito, existe o produto (1), visto qne 

os factores K x t A ] e K x [ B i constituem uma decomposição de K 
em duas par tes fechadas uma das quais ó limitada [p. 325, l. 14]. 

Existe um elemento pelo menos da estrema dum conjunto A 
sôbre qualquer contínuo K no qual figurem elementos de 'Ai e do 

complementar C desse conjunto, supondo que é limitado um dos pro-

dutos K X [A] ou K X C . 

78. Interior, exterior e estrema dum conjunto composto e do 
conjunto dos subconjuntos limitados dum conjunto B . — As pro-

jecções do interior dum conjunto A" de ordem n pertencem aos 

interiores das correspondentes projecções do mesmo conjunto. 

Consideremos, com efeito, um elemento a" interior ao con-
junto A™. Tal elemento é centro dum esferóide fn constituído 
por elementos juxtapostos a elementos de A". Mas sabemos 
que uma projecção qualquer do F" é um novo esferóide que 
tem por centro a correspondente projecção de a" [v. iv, p. 39, 
l. 5]. Os elementos dêste novo esferóide juxtapõem-se a ele-
mentos da correspondente projecção de Aft \y. iv, p. 31, l. 15]. 
Logo qualquer projecção do elemento a" ó interior à corres-
pondente projecção do conjunto A". 

As -projecções da estrema dum conjunto limitado de ordem n 

contêm as estremas das correspondentes projecções desse conjunto. 

Seja A i uma determinada projecção do conjunto limitado A". 
O lugar [AraJ, que é a soma do interior com a estrema de A", 
projecta-se segundo o lugar [AtJ [v. iv, p. 41, l. 23], que é a 
soma do interior com a estrema de Afc. E, como o interior de 
A" se projecta segundo um conjunto interior a Ai', segue-se que 
a projecção da estrema de A i l contém a de A1. 

O interior dum conjunto composto resulta da composição dos 

interiores dos conjuntos componentes. 

Com efeito, os elementos interiores a um conjunto composto 

A i l resultam necessariamente da composição de elementos inte-

32 
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riores aos conjuntos componentes, como há pouco se demons-
trou duma maneira geral para qualquer conjunto de ordem n. 

Reciprocamente, seja a" I ( a i , 8 2 , . • . , a n ) um elemento com-
posto de elementos interiores aos componentes dum dado con-
junto composto A™. Cada elemento a* é centro dum esferóide 
constituído por elementos jus tapostos a elementos do respec-
tivo conjunto componente. Designemos por p o menor dos 
raios destes esferóides. E sabido que todos os elementos do 
esferóide de centro a" e de raio p juxtapõem-se a elementos 
de fl" [t\ iv, p. 39, l. 5, e p. 31, l. 11]. O elemento a" é, pois, 
interior a A" . 

A estrema dum conjunto composto é a soma dos conjuntos que 
se obtêm compondo a estrema de cada conjunto componente com todos 
os restantes componentes, pela ordem em que estes são dados (1). 

A presente proposição é um corolário da anterior. Basta 
recordar que o lugar dum conjunto composto resulta da com-
posição dos lugares dos componentes [v. iv, p. 42, l. 17] e que 
o lugar dum conjunto representa a soma do interior com a estrema 
do mesmo conjunto. 

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados A dum conjunto B 
admite por interior o conjunto dos conjuntos limitados e separados 
do complementar de B . 

Consideremos o espaçóide dos subconjuntos limitados dum 
dado espaçóide P. Seja B um conjunto contido em P, e (A) o 
dos subconjuntos limitados de B . Comecemos por demonstrar 
que um conjunto limitado I separado do complementar C de B ó 
necessàriamente interior a ( A ) . 

Para tanto consideremos uma sucessão qualquer 

Il , I2 . • • • , If I • • • 

(') Com o fim de evitarmos repetições de elementos compostos na soma assim 
obtida, podemos proceder do seguinte modo na formação da estrema dum conjunto 
composto: começamos por compor a estrema do primeiro componente com todos 
os componentes seguintes, depois o interior do primeiro componente com a estrema 
do segundo e com todos os seguintes, depois o interior do primeiro com o interior 
do segundo com a estrema do terceiro e com todos os seguintes, e assim sucessiva-
mente; em seguida somamos os conjuntos compostos assim construídos. 
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de conjuntos de soma limitada que tenda para o limite I. Temos 

IimliC = \G>o [v. v, p. 170, l. 17] 

e, a partir de certa ordem, l , C > 0 . A partir desta mesma ordem 
cada conjunto I1 não contém elemento algum de C, quere dizer, 
ó constituído por elementos juxtapostos a elementos de B, e por 
conseguinte j ux tapõese a um subconjunto limitado de B . Logo I 
é interior a (A), pois só é limite de conjuntos juxtapostos a sub-
conjuntos de B . 

Reciprocamente, qualquer elemento I interior a (A) ó sepa-

rado do complementar de B. Basta demonstrar, com efeito, que 

um conjunto limitado qualquer J que seja ligado a C não é inte-

rior a (A). Dado o número 4- determinemos um elemento Ci-

de C tal que seja J Ci < - V . Dividamos em seguida o conjunto J 

num número finito de partes de diâmetros inferiores a V- , tome-

mos um elemento em cada par te e seja Jt o conjunto constituído 

por todos estes elementos e por c,-. É claro que temos J J , < - r -

e que J, não se juxtapõe a subconjunto algum de B. Logo, pondo 
i = l, 2, . . . , o conjunto J apresenta-se como limite duma 
sucessão 

J i , Ja . • • • , J i , 

de conjuntos não juxtapostos a subconjuntos de B , motivo porque 
J não é interior a (A). 

Eis alguns corolários da proposição agora mesmo justificada: 

Os subconjuntos limitados e fechados do interior dum conjunto B 
são necessariamente interiores ao conjunto ( A) dos subconjuntos limi-
tados de B. 

Em virtude da proposição precedente basta recordar que um 
subconjunto limitado e fechado do interior de B separa-se do 
complementar C déste conjunto [p. 481, l. 9]. 

Notemos que um elemento I interior a (A) é um conjunto 
necessariamente interior a B, porque, sendo I C > 0 , também 
temos I [ C ] > 0 . 
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Se os conjuntos BeB' admitem o mesmo interior, o conjunto 
dos subconjuntos limitados de um deles e o conjunto dos subcon-
juntos limitados do outro admitem também o mesmo interior. 

Com efeito, se B e B1 admitem o mesmo interior, os respecti-
vos complementares são juxtapostos [p. 482, l. 1], e qualquer 
conjunto separado dum dêstes complementares também é sepa-
rado do outro. 

Em particular afirmamos que: 

Se I é o interior de B , o conjunto dos subconjuntos limitados 
de B e o dos subconjuntos limitados de I admitem o mesmo interior. 

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado con-
junto B admite por interior o conjunto dos subconjuntos limitados 
do lugar [BJ e separados da estrema de B . 

Na verdade, um conjunto qualquer soparado de C pertence 
ao lugar [BJ e é separado da estrema T de B quando esta existe; 
reciprocamente, qualquer subconjunto limitado do lugar [B] que 
seja separado de T também é separado de C, como atrás disse-
mos [p. 486, l. 3], 

Quando B não admite uma estrema, o interior do conjunto (A) 
reduz-se ao conjunto de todos os subconjuntos limitados do 
lugar [B]. Efectivamente, dado o caso de o-conjunto B não admi-
tir uma estrema, qualquer subconjunto limitado do lugar [B] ó 
separado de C [p. 486, l. 5]. 

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado con-
junto B admite por estrema o conjunto dos subconjuntos limitados 
do lugar !Bj que são ligados ao complementar de B . 

Já demonstrámos que o lugar [(A)], ou seja a soma do inte-
rior com a estrema de (A), é o conjunto dos subconjuntos limi-
tados do lugar [B] [v. v, p. 136, n.° 53]. Mas como os separados 
do complementar C de B são os interiores, segue-se que a estrema 
de (AJ ó constituída pelos subconjuntos limitados de [BJ que são 
ligados a C . 

Também se pode dizer que: 

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado conjunto B 
admite por estrema o conjunto dos subconjuntos limitados do 
lugar [BJ que são ligados ci estrema de B . 
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Tratando-se dum conjunto fechado B, podemos resumir estes 
enunciados do seguinte modo : 

O interior e a estrema do conjunto (A) dos subconjuntos limi-
tados dum conjunto fechado B, de complementar C, são constituí-
dos respectivamente pelos conjuntos limitados separados de C e 
pelos contíguos a C . 

Basta atender às proposições precedentes e a que, se B é 
fechado, qualquer subconjunto do lugar [B] que seja ligado a C 
também é contíguo a C, e qualquer conjunto contíguo a C per-
tence a [B]. 

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado conjunto B 
admite por exterior o conjunto dos conjuntos limitados não conti-
dos no lugar [B] . 

Com efeito, os conjuntos limitados contidos no lugar LB] 
constituem, como vimos, o interior e a estrema de (A); por 
conseguinte o exterior é constituído pelos conjuntos limitados 
não contidos em [B]. 

O conjunto dos subconjuntos limitados dum conjunto Beo dos 
que são limitados e fechados admitem o mesmo interior, o mesmo 
exterior e a mesma estrema. 

Seja (A) o primeiro conjunto, (A1) o segundo. Demonstrámos 
já que um elemento qualquer I interior a (A) separa-se do com-
plementar de B; o mesmo sucede ao lugar [li, que por isso se 
juxtapõe, elemento a elemento, a um subconjunto fechado A de B. 
Logo qualquer elemento I interior a (A) juxtapõe-se a um ele-
mento de (A'). O interior do primeiro conjunto é, pois, interior 
ao segundo, e, como êste é um subconjunto daquele, os dois 
conjuntos admitem o mesmo interior. 

Da juxtaposição (A) Il (A') (1) resulta que (A) e (A') também 

(1) O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado conjunto Beo con-
junto (A') dos que são limitados e fechados juxtapõem-se entre si. Quando B é 
fechado, (A) e (A') juxtapõem-se elemento a elemento. 

Como é (A') K ( A ) , para estabelecermos a primeira parte da proposição 
basta demonstrar que a cada elemento A de (A) corresponde um elemento A' de 
(A') a uma distância do primeiro menor do que um número positivo dado s. 
Ora, se dividirmos A num número finito de partes de diâmetros inferiores a ; e 
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admitem o mesmo exterior [p. 481, l. 32], e por conseguinte a 

mesma estrema. 

IV 

CONJUNTOS DOMINIAIS 

79. Conjuntos abertos. Conjuntos dominiais. Domínios. — Dize-
mos que um conjunto é aberto quaDdo só contém elementos que 
lho são interiores (1). 

O interior e o exterior dum conjunto são conjuntos abertos 
[p. 481, l. 18 e 27]. 

E aberto qualquer conjunto que se juxtaponha, elemento a 
elemento, a um conjunto aberto. Por exemplo, é aberto o pro-
duto dum conjunto pelo respectivo interior quando este existe. 

O interior dum conjunto ó evidentemente o maior conjunto 
aberto constituído por elementos jux tapos tos a elementos do 
mesmo conjunto. 

Uma soma de conjuntos abertos ó um conjunto aberto. 

Tratando-se de conjuntos abertos que contenham todos os 
elementos juxtapos tos aos seus própr ios elementos, também ó 
evidente que um produto de conjuntos abertos em número finito 
é um conjunto aberto. , 

O complementar dum conjunto fechado é aber to ; porque, se F 
é um conjunto fechado, o seu complementar C coincide com o 
exterior de F: 

Cl P - Í F J . 

Em geral , ó aberto o complementar dum conjunto fechado 

em relação a um conjunto aberto, como fàcilmente se reconhece. 

se tomarmos um elemento em cada parte, o conjunto A' destes elementos 9erá 
fechado e teremos evidentemente A A' < e. 

Se B é fechado, um qualquer dos seus subconjuntos A juxtapõe-se a um sub-
conjunto fechado; na verdade, cada elemento do lugar [A] juxtapõe-se então a um 
de B , e o conjunto destes últimos elementos é fechado e juxtaposto a A. 

(1) Pode dar-se o caso de um conjunto não ser aberto nem fechado. Obser-
vemos também que os conjuntos desprovidos de estremas são abertos e fechados 
ao mesmo tempo, ainda que não coincidam com o espaçóide a que pertencem; um 
espaçóide desconexo contém sempre tais conjuntos. 
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O complementar dum conjunto aberto ó totalmente fechado; 
com efeito, sendo A aberto, o respectivo complementar C é a 
soma do exterior com a estrema, ou seja C I [CJ . 

Mais geralmente, é fechado o complementar dum conjunto 
aberto em relação a um conjunto fechado. 

Um subconjunto fechado F dum conjunto aberto A é sepa-
rado do complementar C de A , supondo limitado um dos con-
juntos F ou C , porque, sendo A aberto, F é-lhe interior e por 
isso temos F C > 0 [p. 481, l. 9]. 

As projecções dum conjunto aberto de ordem n são novos con-
juntos abertos. 

Efectivamente, um conjunto aberto pertence ao respectivo 
interior, e por isso uma qualquer das suas projecções pertence 
ao interior da mesma projecção [p. 487, l. 13]. 

E aberto qualquer conjunto composto de conjuntos abertos. 
Com efeito, um tal conjunto A" ó composto de conjuntos inte-

riores aos componentes, sendo portanto interior ao mesmo A" 
[p. 487, l. 33]. Reciprocamente, se um conjunto composto é 
aberto, os seus componentes são necessariamente abertos em 
virtude da proposição precedente. 

E aberto o conjunto dos subconjuntos limitados dum dado con-
junto B e separados do respectivo complementar. 

Demonstrámos que o interior do conjunto (A) de todos os 
subconjuntos limitados do conjunto B ó constituído pelos con-
juntos limitados e separados do complementar C de B . Logo ó 
aberto o conjunto dos subconjuntos limitados de B e separados 
de C [p. 492, l. 11]. 

E aberto o conjunto dos subconjuntos limitados e fechados dum 
dado conjunto B e separados do respectivo complementar. 

Demonstra-se esta proposição tal qual como a precedente, 
visto que os conjuntos (A) e (A1) considerados numa e noutra 
admitem o mesmo interior \_p. 491, l. 18]. 

Como corolário temos que : 

E aberto o conjunto dos subconjuntos limitados e fechados dum 
dado conjunto aberto. 
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Com efeito, qualquer subconjunto limitado e fechado dum 
conjunto aberto separa-se do complementar dêste \p. 493, l. 6]. 

E pois aberto o conjunto dos subconjuntos limitados e fecha-
dos do interior dum conjunto. 

Dizemos que um conjunto é dominial quando se juxtapõe ao 
respectivo interior. Completando esta definição dizemos também 
que um conjunto desprovido do interior nunca ó dominial. 

Os conjuntos dominiais são pois os que não admitem estre-
mas e aqueles em que os elementos extremos neles contidos são 
limites de elementos interiores. 

Imediatamente se conclui que, num conjunto dominial, qual-
quer elemento extremo — contido ou não no conjunto — é sem-
pre limite de elementos interiores. 

Por conseguinte, se um dado conjunto dominial admite 
estrema, o desvio desta ao interior é nulo; reciprocamente, 
um conjunto que verifique tal condição ó dominial. 

Os conjuntos abertos pertencem à classe dos conjuntos 
dominiais. 

Todos os espaçóides são conjuntos dominiais por não admi-
tirem estremas. 

E dominial um conjunto que se juxtaponha, elemento a ele-
mento, a um conjunto dominial. Também é dominial um con-
junto que admita o mesmo interior e a mesma estrema que um 
conjunto dominial. 

É dominial um conjunto que se juxtaponha a uma parte do 
respectivo interior. 

Com efeito, se um dado conjunto se juxtapõe a uma parte 
do respectivo interior, qualquer dos seus elementos ó limite de 
elementos interiores. 

E dominial qualquer soma de conjuntos dominiais. 
Seja S uma soma de conjuntos dominiais e SI a soma dos 

respectivos interiores. O conjunto SI ó evidentemente interior 
a S, e, como temos S SI [v. v, p. 138, l. 21], a soma S ó 
dominial [ p r o p . prec.]. 

E dominial qualquer conjunto fechado que se juxtaponha a um 

conjunto dominial. 
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Seja D um conjunto dominial, I o respectivo interior, F um 
conjunto fecliado juxtaposto ao primeiro. De I Il D e F Il D resulta 
FUI. Logo I é interior a F, por este ser fechado, e a mesma 
justaposição Flll mostra que F ó dominial. 

São corolários desta proposição as duas seguintes : 

E dominial um conjunto fechado que se juxtaponha a um aberto. 

E dominial o lugar dum conjunto dominial. 

Para que um conjunto seja dominial é necessário e suficiente 
que a sua estrema coincida com a do respectivo interior. 

Na verdade, como um conjunto A e o respectivo interior I 
admitem o mesmo interior, para que seja A Il I ó necessário e 
suficiente que esses conjuntos admitam a mesma estrema [p. 484, 
l. 18]. 

Logo dois conjuntos dominiais que admitam o mesmo interior 
também admitem a mesma estrema. 

Para que um conjunto seja dominial é necessário e suficiente 
que a sua estrema coincida com a do lugar do complementar. 

Sejam I e C o interior e o complementar dum conjunto D. 
O complementar de I é ÍC] \_p. 480]. Ora, para que D seja um 
conjunto dominial é necessário o suficiente que a sua estrema 
coincida com a de I, que ó a estrema de [CJ. 

Podemos enunciar esta proposição de qualquer das duas for-
mas seguintes : 

Para que um conjunto seja dominial è necessário e suficiente 
que o complementar e o lugar deste admitam a mesma estrema. 

Para que um conjunto seja dominial é necessário e suficiente 
que o complementar e o lugar deste admitam o mesmo interior. 

Com efeito, se C e [C] admitem a mesma estrema, também 
admitem o mesmo interior, e reciprocamente, por se tratar do 
conjuntos juxtapostos [p. 485, l. 1]. 

Uma sucessão monótona crescente de conjuntos dominiais tende 
para um conjunto dominial, soma dos termos da sucessão [ f . v, 
p. 292, l. 30]. 
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As projecções dum conjunto dominial de ordem n são conjuntos 
dominiais. 

Seja DRT am conjunto dominial de ordem n, I™ o sen interior, 
D I ' e I4' duas correspondentes projecções desses conjuntos. Da 
juxtaposição D n I I I r e resulta D t I I I t [v. v, p. 138, l . 12]; logo, 
como IT é interior a D1 [p. 487, l. 13], segue-se que o con-
junto DT é dominial [p. 494, l. 25J. 

E dominial um conjunto composto de conjuntos dominiais. 

Com efeito, se os conjuntos componentes dum dado conjunto 
composto D'1 se juxtapõem aos respectivos interiores, também DN 

se juxtapõe ao conjunto composto dos mesmos interiores (1), e 
já sabemos que êste é o interior de D" [p. 487, l. 33]. 

E dominial o conjunto dos subconjuntos limitados dum conjunto 
dominial. 

Seja D um conjunto dominial, I o respectivo interior. Designo-
mos por (A) o conjunto dos subconjuntos limitados de D, por (A ) 
o dos subconjnntos limitados de I e por ( A " ) o dos subconjuntos 
limitados e fechados de I. Da juxtaposição D Il I resulta (A ) ! ! (A ) ( 2 ) . 
Mas também temos (A ) Il ( A " ) [ n o t a da p. 491], e por conseguinte 
(A) Il ( A " ) . Logo (A) é dominial porque se juxtapõe a um conjunto 
<A" ) que lho é interior [p. 489, l. 24] (3). 

(1) Recorremos à seguinte proposição que ó um corolário da que vem enun-
ciada no v. iv, p. 42, l. 17 : 

Se num dado conjunto composto substituirmos os componentes por conjuntos 
que lhes sejam juxtapostos, o novo conjunto composto juxtapor-se-á ao primeiro. 

(2) Efectivamente, da proposição que se encontra no v. v,p. 137,1.1, deduz-se 
que: 

Se dois conjuntos são juxtapostos, o conjunto dos subconjuntos limitados de 
um deles juxtapõe-se ao conjunto dos subconjuntos limitados do outro. 

(3) Vejamos como a presente proposição se justifica mostrando directamente 

que a distância de (A) ao respectivo interior é nula. Para isso demonstremos que, 

dado um número positivo s e um elemento A de (A), existe um elemento I interior 

a (A) tal que seja A I < £. Dividamos A num número finito de partes de diâme-

tros inferiores a - = - e em cada uma tomemos um elemento. A cada um destes 

elementos façamos corresponder um que seja interior a D e a uma distância do 

primeiro inferior a . O conjunto I destes novos elementos ó interior a (A), 

pois separa-se do complementar de D, e temos manifestamente A I < s . 
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E dominial o conjunto dos subconjuntos limitados e fechados 
dum conjunto dominial. 

Já demonstrámos que o conjunto de todos os subconjuntos 
limitados dum dado conjunto e o dos que são limitados e fecha-
dos admitem o mesmo interior e a mesma estrema [/?. 491, l. 18]; 
por conseguinte, como o primeiro conjunto é dominial em vir-
tude da proposição precedente, o mesmo acontece ao segundo 
[p. 494, l. 22]. 

Uma classe importante de conjuntos dominiais é constituída 
pelos chamados domínios, designação esta que damos aos con-
juntos dominiais conexos (*). 

Um conjunto conexo que não admita estrema é sempre um 
domínio. Os espaçóides conexos, por exemplo, consideram-se 
domínios. 

E evidentemente um domínio qualquer conjunto que admita 
o mesmo interior e a mesma estrema que um dado domínio. 

Combinando algumas proposições enunciadas precedentemente 
sôbre conjuntos dominiais com outras expostas no n.° 75, p. 323, 
sôbre conjuntos conexos, deduzem-se as seguintes: 

Uma soma de domínios ligados entre si é um, domínio. 
Em particular, uma soma de domínios abertos ligados entre 

si é um domínio aberto. 

O interior dum domínio ê um domínio aberto. 
O interior dum domínio é, com efeito, um conjunto aberto, 

que, por se juxtapor a um conjunto conexo (o próprio domínio), 
ó também conexo. 

E um domínio qualquer conjunto fechado que se juxtaponha a 
um domínio. 

O lugar dum domínio é um domínio. 
Por conseguinte o lugar duma soma de domínios ligados entre 

si é um domínio. 

(1) Generalizamos assim a definição habitual de domínio. 
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Uma sucessão monótona crescente de domínios tende para um 

domínio, soma dos termos da sucessão. 

As projecções dum domínio de ordem n são novos domínios. 

Quando o domínio proposto D" é limitado e fechado, as suas 
projecções são domínios limitados e fechados [». iv, p. 41, l. 10]; 
quando Dn é aberto, as suas projecções são domínios abertos 
[p. 493, l. 10]. 

Um conjunto composto de domínios é um domínio. 

O domínio composto é fechado ou aberto conforme os domí-
nios componentes são fechados [». iv, p. 42, l. 3] ou abertos 

[p. 493, l . 15]. 

E um domínio o conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum 

domínio D . 
Se o domínio D ó fechado, o mesmo sucede ao domínio (A) 

[v. v, p. 137, l. 18]. 

E um domínio o conjunto (A1) dos subconjuntos limitados e 

fechados dum domínio D . 
O conjunto (A') é um domínio porque admite o mesmo inte-

rior e a mesma estrema que o domínio (A) considerado na pro-
posição precedente [p. 491, l. 18]. 

O domínio (A') é fechado quando 0 é fechado, porque neste 
caso (A1) juxtapõe-se, elemento a elemento, ao domínio fechado (A) 
[nota da p. 491]. O domínio (A') ó aberto quando D é aberto 
[p. 493, l. 34]. 

80. Classificação dos conjuntos dominiais. — Comecemos por 

classificar os conjuntos abertos em espécies da maneira seguinte: 
Um conjunto aberto pertence à primeira espécie quando um 

dos seus elementos se pode unir a qualquer outro por um con-
tínuo limitado compreendido nesse conjunto. P o r conseguinte, 
num conjunto aberto de primeira espécie dois dos seus elemen-
tos, quaisquer que sejam, unem-se sempre por um contínuo 
limitado compreendido no mesmo conjunto. 

Um conjunto aberto de primeira espécie — a que daremos 
também o nome de conjunto aberto elementar — é necessaria-
mente um domínio. 
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Um conjunto aberto é de segunda espécie quando não pertence 
à primeira, mas se decompõe num número finito de conjuntos 
abertos de primeira espécie. 

Um conjunto aberto é de terceira espécie quando não pertence 
à primeira ou à segunda, mas se decompõe numa infinidade de 
conjuntos abertos de primeira espécie (1). 

Finalmente um conjunto aberto diz-se de quarta espécie 
quando não pertence a nenhuma das espécies anteriores, isto é; 
quando não se decompõe em conjuntos abertos elementares. 

Conhecida uma classificação dos conjuntos abertos em espé-
cies, os conjuntos dominiais, em geral, classificam-se natural-
mente conforme as espécies a que pertencem os seus interiores: 
um conjunto dominial o o respectivo interior pertencem, por defi-
nição, à mesma espécie. 

Os domínios, em particular, estão submetidos à mesma clas-
sificação. 

Um conjunto dominial de primeira espécie é um domínio que 
também será designado por domínio elementar. 

Existem espaçóides que admitem domínios de qualquer das 
quatro espécies. Consideremos, por exemplo, no plano x O y o 
conjunto dos pontos dos segmentos fechados de recta que se 
obtém unindo o ponto (0 ,1 ) com cada um dos pontos 

( 0 , 0 ) , ( 1 , 0 ) , ( J L , o ) , . . . , ( - L , O j , . . . 

Êste conjunto, associado à definição habitual de distância entre 
dois pontos do plano, constitui um espaçóide. A excepção dos 
pontos do primeiro segmento, os de cada um dos outros (2) 
constituem um domínio elementar contido nesse espaçóide ; os 
pontos dum número finito dos mesmos segmentos, mas ex-
cluindo o primeiro, constituem um domínio de segunda espécie; 
os pontos de todos os segmentos mas não do primeiro, ou os 
pontos dos segmentos de ordem ímpar, ou os dos segmentos de 

(1) Adiante demonstraremos que um conjunto aberto de terceira espécie se 
decompõe sempre numa infinidade numerável de conjuntos abertos de primeira 
espécie [n." 82 e 83]. 

i2) Em todos os segmentos de recta a que nos referimos neste exemplo pode-
mos incluir ambos os extremos, um só ou nenhum. 
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ordem par, constituem um domínio de terceira espécie; se supri-
mirmos do espaçóide que estamos considerando os pontos do 
segundo segmento, ou apenas o ponto ( 0 , 1 ) , obteremos um 
domínio de quarta espécie. 

Mas um espaçóide não contém necessàriamente conjuntos 
dominiais de cada uma das quatro espécies. Um espaço ordiná-
rio, por exemplo, só os contém das três primeiras espécies ; na 
verdade, cada elemento interior a um conjunto é centro dum 
esferóide interior ao mesmo conjunto, e é sabido que o interior 
dum esferóide situado num espaço ordinário (esfera aberta) cons-
titui um domfnio aberto elementar. 

Para citar outro exemplo consideremos no plano xOy espa-
çóide dos pontos dos segmentos fechados de recta que resultam 
de unirmos um vértice A dum triângulo A B C com cada um dos 
pontos dum conjunto perfeito não-denso sôbre o lado oposto. 
Tal espaçóide contém domínios elementares — o próprio espa-
çóide é um deles — e a todos pertence o ponto A. Não contém 
conjuntos dominiais de segunda nem de terceira espécies, por-
que, neste espaçóide, uma soma de domínios abertos elementares 
ainda é elementar. Contém domínios de quarta espécie: assim, 
pertence à quarta espécie o domínio que se obtém dum de pri-
meira suprimindo-lhe o ponto A. Êste domínio de quarta espé-
cie não admite subconjunto algum que seja um domínio elementar. 
Qualquer segmento de recta que una um ponto interior ao lado 
A B com um ponto interior ao lado A C divide o espaçóide que 
estudamos em duas par tes : uma é um domínio elementar, a outra 
um conjunto dominial de quarta espécie. 

Mas há casos de espaçóides que só contêm conjuntos domi-
niais da quarta espécie. Serve de exemplo o espaçóide dos 
pontos dum feixe de paralelas ao eixo Oy conduzidas pelos pon-
tos dum conjunto perfeito não-denso sôbre o eixo Ox. Nenhum 
conjunto compreendido neste espaçóide é um domínio. 

Seja C o complementar dum conjunto dominial. Se um dos 
conjuntos C ou [CJ é dominial, o mesmo sucede ao outro e são da 
mesma espécie ; quando um deles è um domínio o outro também è 
um domínio. 

Sabemos, com efeito, que o complementar e o lugar do 
complomentar dum conjunto dominial admitem o mesmo interior 
[p. 4 9 5 , L. 2 6 ] . 
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Seja qual fôr o modo de divisão dum domínio elementar E em 

duas partes Ai e A2, existe o produto 

(3) E x [A1] X [A2]. 

Por outras palavras, seja qual fôr o modo de divisão dum 
domínio elementar em duas partes, existe um elemento duma 
delas que ó limite de elementos da outra. Com efeito, quando 
uma das partes Ai e A2, por exemplo a primeira, é constituída 
apenas por elementos extremos de E, existe evidentemente o 
produto (3), porque um destes elementos extremos é limite de 
elementos interiores a E e portanto de elementos de A2. Se 
ambos os conjuntos Ai e A2 contêm elementos interiores a E, 
unamos dois dêstes elementos, um contido em Ai e o outro em A2, 
por um contínuo limitado K interior a E . Sabemos que existe o 
produto 

( K X [Ai]) X ( K X [A2]) ou K X [Ai] X [A2T 

porque os factores KX[Ai] e K X [A2] constituem uma decom-
posição do contínuo limitado K em duas partes fechadas [p. 325, 
l. 14]. Logo existe o produto (3). 

Existe um elemento pelo menos da estrema entre dois conjuntos 
contíguos A e B sôbre qualquer domínio elementar E contido 
em [A] + [Bi no qual Hgurem elementos de [ A e de [B]. 

Em tais condições, com efeito, os conjuntos E X [A] e EX[B] 
determinam uma decomposição de E em duas partes, e, em vir-
tude da proposição precedente, existe o produto 

E X E X A]. ,X E X B , 

ou seja 
E X [A] X [B]. 

Logo sôbre E existe um elemento pelo menos da estrema entre 

A e B [p. 486, Z. 20]. 
Como caso particular vem a proposição seguinte : 

Existe um elemento pelo menos da estrema dum conjunto A , 
de complementar C, sôbre qualquer domínio elementar no qual 
jigurem elementos de [Ai e de C . 
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Ou ainda : 
Se nenhum elemento extremo dum conjunto A pertence a um 

domínio elementar dado, êste domínio ou ê interior ou então exte-
rior ao conjunto A . 

Para que uma soma de conjuntos dominiais com interiores dis-
tintos seja um domínio elementar é necessário que a estrema da 
soma desses domínios não contenha a soma das suas estremas. 

Designemos por I e T o interior e a estrema dum dos con-
juntos dominiais propostos D, em geral, e por I' e T1 o interior o 
a estrema da soma de todos esses conjuntos. E evidente á rela-
ção I K l ' para qualquer I, mas a coincidência I T só poderá dar-se 
para um dêstes interiores, pois são todos distintos por hipótese. 
Seja Ii um dos conjuntos I tal que seja Ii < I. Sôbre I1 , que supo-
mos elementar, existe então um elemento da estrema de li, isto é, 
da estrema dum dos conjuntos dominiais D. Logo a estrema da 
soma dos conjuntos D não contém a soma das suas estremas. 

Em cada uma das quatro espécies de conjuntos dominiais 
ainda consideramos as seguintes duas variedades: 

Um conjunto dominial pertence à primeira variedade quando 
um qualquer dos seus elementos extremos t faz parte dum con-
tínuo (1) cujos elementos, à excepção do elemento t, são interiores 
a ôsse conjunto dominial. Qualquer conjunto do plano xOy que 
admita por estrema uma curva de J O R D A N fechada e simples é 
um domínio elementar da primeira variedade (2). 

Os conjuntos dominiais da segunda variedade são os que não 
pertencem à primeira. A porção do plano xOy limitada pelas 
linhas 

x = 0, x = a, y = sen—y = sen b (a, b=j= 0) 
X X 

ó exemplo dum domínio elementar da segunda variedade. 

(1) Entendemos que êste contínuo não degenera no elemento t. Da mesma 

maneira entendemos que não são nulos os diâmetros dos contínuos que a seguir 

consideramos. 

(2) Tal afirmação só mais tarde será justificada quando nos ocuparmos da 

demonstração e generalização do teorema de J O R D A N relativo a êste assunto. 
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Xum conjunto dominial da primeira variedade qualquer ele-
mento extremo t faz parte dum contínuo limitado (de diâmetro tão 
pequeno quanto quisermos) cujos elementos, à excepção de t, são 
interiores a êsse conjunto. 

Na verdade, depois de considerarmos um contínuo a que 
pertença t e cujos elementos, à excepção de t, sejam interiores 
ao conjunto dominial dado, podemos determinar sôbre o mesmo 
contínuo um outro, de diâmetro tão pequeno quanto quisermos, 
a que pertença ainda o elemento t (1). 

(') Demonstremos com efeito a seguinte proposição : 

E possível dividir qualquer contínuo em partes contínuas de diâmetros tão 
pequenos quanto quisermos. 

Dado um contínuo K, unamos dois dos seus elementos a e b por uma suces-
são dum número finito de elementos de K tais que as distâncias entre cada um 

e o seguinte sejam inferiores a \ -. Consideremos um esferóide F de centro a e 

de diâmetro inferior ao número i, e seja 

» a ! k j , k 2 , . . . , k/ 

a parte daquela sucessão formada pelos elementos consecutivos desde a até ao pri-
meiro elemento ky exterior a F . Designemos por A8- o conjunto dos elementos (a) 
e por A um limite fechado da sucessão 

A 1 , A 2 , . . . , Ai-, . . . 

que se obtém pondo t = 1, 2, . . . [». v, p. 284, l. 4]. 0 conjunto A é um contí-
nuo [p. 319, l. 3], e. como todos os seus elementos são juxtapostos a elementos do 
contínuo dado K [». v, p. 144, l. 5], podemos supor que êsse limite A é constituído 
apenas por elementos de K e que nele figura o elemento a. 0 continuo A não 
degenera evidentemente apenas em elementos juxtapostos a a , e, como o A l< F, 
o seu diâmetro não excede o número s. 

Cada elemento a do contínuo K pertence pois a um outro A nele contido e de 
diâmetro inferior a t. Por outras palavras, K é uma soma de contínuos de diâ-
metros inferiores a e . 

Observação — E sabido que dois quaisquer dos contínuos parciais podem 
unir-se por meio duma sucessão dum número finito dos mesmos contínuos de tal 
modo que as distâncias reduzidas entre cada um e o imediato sejam tão pequenas 
quanto se queira [p. 323, l. 17]. Por conseguinte podemos determinar uma tal 
sucessão de maneira que as distâncias entre cada contínuo e o imediato sejam 
inferiores a 3 s [v. iv, p. 105, (4)]. 

33 
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Para que um conjunto dominial pertença a primeira variedade 
é suficiente que um elemento extremo qualquer t e um determinado 
elemento extremo t' se unam por um contínuo cujos elementos, à 
excepção de t e de t', sejam interiores a êsse conjunto. 

Com efeito, sôbre um contínuo que una nas condições do 
presente enunciado um elemento extremo t a um determinado 
elemento extremo t' do conjunto dado, podemos considerar sem-
pre um outro no qual figure t e não t ' , como resulta da propo-
sição demonstrada em nota na página precedente. 

Uma soma dum número finito de conjuntos dominiais da pri-
meira variedade ainda pertence à primeira variedade. 

Sendo os conjuntos dominiais dados em número finito, um 
elemento extremo qualquer i da respectiva soma é extremo de 
um deles D . O elemento t pertence a um contínuo cujos ele-
mentos, à excepção de t, são interiores a D , e portanto tam-
bém interiores à soma de todos os conjuntos dados. 

O lugar dum conjunto dominial da primeira variedade ainda 
pertence à primeira variedade. 

Basta notar que um elemento extremo do lugar dum conjunto 
também é elemento extremo dêste mesmo conjunto. 

Xum domínio elementar da primeira variedade qualquer ele-
mento extremo t pode unir-se a qualquer elemento interior por um 
contínuo limitado cvjos elementos, à excepção de t, são interiores 
a êsse domínio. 

Consideremos sôbre um domínio elementar E da primeira 
variedade um elemento extremo t e um elemento interior i, 
ambos arbitrários. Como atrás dissemos, o elemento t pertence 
a um contínuo limitado K cujos elementos, à excepção de t, são 
interiores a E. Tomemos sôbre K um elemento i interior a E e 
unamo-lo a i por um contínuo limitado K' interior a este domí-
nio. O elemento t une-se então a i pelo contínuo limitado K + K , 
cujos elementos são interiores a E à excepção de t. 

Para que um domínio elementar pertença à primeira variedade 
é necessário e suficiente que dois elementos extremos quaisquer t 
e t se unam por um contínuo limitado cujos elementos, excepto t 
e t, sejam interiores a êsse domínio. 
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A condição ó necessária porque, se dois elementos extremos 
quaisquer t e t' dum domínio elementar E da primeira variedade 
se podem unir a um mesmo elemento interior por meio de con-
tínuos limitados K e K ' cujos elementos, excepto t e 1, sejam 
interiores a E [prop. prec.], os mesmos elementos extremos tam-
bém se unem pelo contínuo limitado K -f K' de elementos inte-
riores a E excepto t e t. 

A condição também é suficiente [p . 504, 7. 1], 

Como corolário das duas últimas proposições vem a seguinte: 

Para que um dado conjunto A seja um domínio elementar da 
primeira variedade é necessário e suficiente que dois elementos quais-
quer a e b do respectivo lugar se unam por um contínuo limitado 
de elementos interiores a A , exceptuando possivelmente a e b . 

Desta proposição doduzem-se os dois seguintes corolários: 

O lugar dum domínio elementar da primeira variedade também 
é elementar e da primeira variedade. 

Seja I o interior dum domínio elementar E da primeira varie-
dade. Qualquer conjunto A juxtaposto a Ee para o qual I seja 
interior, também é um domínio elementar da primeira variedade. 

De facto, dois elementos quaisquer a e b do lugar 'Aj são 
elementos de ÍE] o por isso podem unir-se por um contínuo 
limitado cujos elementos, a excepção possível de a o de b, per-
tencem a I, sendo portanto interiores a A. Logo êste conjunto 
é um domínio elementar da primeira variedade. 

Como aplicação podemos afirmar que: 

E elementar e da primeira variedade qualquer soma de domí-
nios elementares juxtapostos entre si, um dos quais, pelo menos, 
seja da primeira variedade. 

Efectivamente, uma tal soma juxtapõe-se a qualquer dos 
domínios elementares dados, e em particular àquele que supo-
mos pertencer à primeira variedade. 

Para que uma soma de vários domínios elementares da pri-
meira variedade seja também elementar é suficiente que dois quais-
quer deles possam unir-se por uma sucessão dum número finito 
dos mesmos domínios de tal modo que a soma de dois quaisquer 



606 Iievista da Faciddade de Ciências da Universidade de Coimbra 

consecutivos seja elementar. A soma dos domínios dados será da 
primeira variedade sempre que a sua estrema pertença àsoma das 
estremas dos mesmos domínios. 

Sôbre a soma S dos domínios dados tomemos dois elementos 
a e a ' que lhe sejam interiores. Designemos por E e E ' dois dos 
domínios a que pertençam tais elementos e unamo-los por uma 
sucessão dum número finito de domínios dados 

(4) E , Ei , E 2 , . . . , E' 

de maneira que seja elementar a soma de quaisquer dois domí-
nios consecutivos nesta sucessão. Sejam 

i , Í l , • • , i 

elementos interiores aos domínios (4) respectivamente. Unamos 
a a i por um contínuo limitado K cujos elementos distintos de a 
sejam interiores a E , depois i a ii por um contínuo limitado Ki 
interior a E + E i , depois ii a ia por um contínuo limitado K2 

interior a Ei + E 2 , e tc . ; unamos finalmente i ' a a' por um contí-
nuo limitado cujos elementos distintos de a' sejam interiores a E ' . 
O contínuo limitado 

K + Ki -f K2 + . • • 

ó interior à soma S e nne os elementos a e a ' . 

A própria demonstração mostra que, se a e a' são elementos 
extremos quaisquer de dois dos domínios dados, esses elementos 
podem sempre unir-se por um contínuo cujos elementos distin-
tos de a e de a sejam interiores a S. Logo a soma S será da 
primeira variedade sempre quo a sua estrema pertença à soma 
das estremas das parcelas. 

Dados diversos domínios elementares da primeira variedade, 
em número finito, se a soma de quaisquer deles nunca é elementar, 
a estrema da soma dos mesmos domínios coincide com a soma das 
suas estremas. 

A estrema da soma S dos domínios dados E pertence à soma 
das estremas dos mesmos domínios porque estes são em número 
finito. Por outro lado, um elemento qualquer t extremo dum 
dos domínios E também ó extremo de S como se vai demonstrar. 
Se o elemento t íôsse interior a S , também t seria interior à 
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soma S' daqueles domínios E para cada um dos quais o elemento 
t ó extremo ou interior, visto que os domínios dados são em 
número finito. Como estes pertencem à primeira variedade, o 
elemento t poder-se-ia então unir a qualquer elemento interior 
ao conjunto S' por meio dum contínuo limitado que lhe fôsse 
interior. Logo S seria elementar contra a hipótese. 

Para que uma soma de domínios elementares da primeira varie-
dade seja também elementar é suficiente que dois quaisquer deles 
possam unir-se por uma sucessão dum número finito dos mesmos 
domínios de tal modo que a estrema da soma de dois domínios 
quaisquer consecutivos não seja a soma das suas estremas. A 
soma dos domínios dados será da primeira variedade tôdas as 
vezes que a respectiva estrema pertença à soma das estremas dos 
mesmos domínios. 

A proposição ó verdadeira para o caso particular de se tra-
tar de só dois domínios como se conclui da proposição prece-
dente. Considerando agora mais domínios podemos afirmar, em 
virtude das condições do presente enunciado e por fôrça da 
penúltima proposição, que a soma S dos domínios dados é ele-
mentar e que, se a respectiva estrema pertence à soma das estre-
mas dos mesmos domínios, ainda S é da primeira variedade. 

Uma soma de domínios elementares da primeira variedade, em 
número finito, ou é elementar ou então da segunda espécie, e sem-
pre da primeira variedade. 

Entre os domínios dados poderá haver alguns cuja soma 
seja um domínio elementar. Substituindo tais domínios pela 
respectiva soma obtemos uma nova colecção de domínios elo-
mentares, ainda da primeira variedade [p. 504, l. 10]. Repita-
mos, sendo possível, a mesma operação sôbre os domínios da 
nova colecção e assim sucessivamente até obtermos uma colec-
ção de domínios tais que a soma de quaisquer deles nunca seja 
elementar. Pode suceder que esta colecção se reduza apenas a 
um domínio elementar. No caso contrário a estrema da soma S 
de todos os domínios dados coincide com a soma das estremas 
dos domínios desta última colecção [p. 506, l. 27]. Por conse-
guinte o interior de S também coincide com a soma dos interio-
res destes domínios, donde se conclui que o conjunto dominial S 
é da segunda espécio. 
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81. Casos de determinação dum domínio elementar pelo conhe-
cimento da estrema. — O conhecimento da estrema dum conjunto 
dominial não é em todos os casos suficiente para definir o res-
pectivo interior, embora se t ra te dum espaçóide ilimitado e êsse 
conjunto seja um domínio limitado e elementar. Assim, no 
espaçóide dos pontos do plano x Oy é estrema comum a dois 
domínios fechados, limitados e elementares, o conjunto dos pon-
tos das curvas que em coordenadas polares têm as equações 

^ P — 0 + 1 ' P - e + / ( 0 ) + l ' P _ 1 ' 

com 0 qualquer positivo ou nulo, onde / (0) representa uma fun-
ção contínua de 0, nula para 0 igual a zero, positiva mas infe-
rior a 2 r . para os outros valores de 0 (1). 

Podemos, no entanto, afirmar qu e : 

O interior dum domínio elementar é determinado pelo conheci-

mento da estrema e de um elemento interior (HAUSDORFF) ( 2 ) . 

Efectivamente, se a ó um elemento interior a um domínio 
elementar de estrema T, os restantes elementos interiores a tal 
domínio são caracterizados pela propriedade de se poderem unir 
a a por contínuos limitados que não contenham elementos de T 
\p. 487, l. 8J. Logo, dois domínios elementares que possuam a 
mesma estrema e um mesmo elemento interior também possuem 
o mesmo interior. Quando totalmente fechados, estes domínios 
coincidem. 

Desta proposição resulta o seguinte coro lár io : 

O interior dum domínio elementar, ilimitado mas de comple-

mentar limitado, é definido pelo conhecimento da sua estrema. 

Noutros t e rmos : dois domínios elementares, ilimitados mas 
de complementares limitados, que possuam a mesma estrema, 
também possuem o mesmo interior. Basta notar que os ele-
mentos exteriores a um esferóide que encerre os complementa-
res dos domínios dados são elementos interiores comuns aos 
dois domínios. Logo os interiores dêstes coincidem. 

(1) Serve por exemplo a função /"(6) = Q ^ 1 . 

(2) Veja-se F R É C H E T , Les Espaces Abstraits, p. 2 2 9 , L. 2 9 . 
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Seja A um conjunto com elementos interiores contido num 
domínio elementar E . Se nenhum elemento extremo de A é inte-
rior a E, estes dois conjuntos admitem o mesmo interior e a mesma 
estrema. 

Sejam I e I' os interiores dos conjuntos A e E respectiva-
mente. É evidente a relação I K I ' . Por outro lado também 
temos I' < 1 , como resulta da proposição da p. 502, l. 2, apli-
cada aos conjuntos A e I'. Logo os conjuntos A e E admitem o 
mesmo interior, e, como êste último é dominial, também admi-
tem a mesma estrema. 

Sejam C e T o complementar e a estrema dum conjunto A . Se 
AeC são domínios elementares, os únicos conjuntos totalmente 
fechados com elementos interiores que admitem a estrema T são os 
domínios elementares [A! e [G] . 

Designemos por I o interior e por E o exterior do domínio A-
Nas condições do enunciado os lugares [A] e [CJ são ainda domí-
nios elementares [p. ÕOO, l. 33], e admitem a mesma estrema T 
o os mesmos interiores I e E que os conjuntos A e C respectiva-
mente [p. 495, l. 24 e 26]. 

Demonstremos que um conjunto B totalmente fechado, com 
elementos interiores, que admita a estrema T coincide necessa-
riamente ou com [AJ ou com [CJ . Cada um dos conjuntos I e E 
ou é interior ou então exterior a B [p. 502, l. 2], mas não são 
ambos interiores nem ambos exteriores a B, porque êste con-
junto ó totalmente fechado e distinto de T [p. 485, l. 17]. Por 
consequência B admite o mesmo interior e a mesma estrema que 
um dos lugares [AJ ou [CJ, e, visto ser totalmente fechado, com 
um destes lugares coincide (1). 

(') Quando se consideram certos espaçóides, como por exemplo os espaços ordi-
nários, tem lugar a seguinte proposição: 

A estrema dum domínio elementar da primeira variedade não ê estrema de 
outro domínio elementar cujo interior seja distinto do interior e do exterior do 
primeiro. 

Esta proposição será demonstrada noutro capítulo e dela se deduz o seguinte 
corolário: 

O interior dum domínio limitado, elementar e da primeira variedade, ê 
definido pelo conhecimento da sua estrema. 
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Tratando-se dum conjunto dominial não necessàriamente ele-
mentar, o simples conhecimento da estrema e dum elemento 
interior não ó sempre suficiente para determinar o respectivo 
interior. As curvas atrás consideradas [p. 508] constituem a 
estrema comum a quatro domínios fechados: os dois limitados 
e elementares já mencionados e os lugares dos respectivos com-
plementares, lugares estes que são domínios ilimitados de segunda 
espécie. O conhecimento da estrema e de um ponto interior não 
basta neste caso para determinar um só dos quatro domínios. 

Consideremos ainda no plano xOy uma infinidade (necessària-
mente numerável) de circunferências 

C 1 , C 2 , . . . , C i , . . . 

exteriores umas às outras mas tangentes interiores a uma dada 
circunferência C. Determinemos as circunferências C d e tal 
modo que os pontos de contacto com C formem um conjunto 
denso sôbre ela mesma (1). As circunferências C e Ci- consti-
tuem a estrema comum a quatro domínios fechados: dois limi-
tados, sendo um de primeira e o outro de terceira espécies, e 
dois ilimitados, um de segunda e outro de terceira espécies. 
O conhecimento da estrema e de um ponto interior determina 
dois dêstes domínios. 

Seguindo a mesma construção, mas considerando circunfe-
rências C8- tangentes exteriores a C em vez de interiores, obtemos 
um exemplo análogo ao precedente. Estas circunferências ser-
vem de estrema a dois domínios limitados de terceira espécie e 
a dois ilimitados, sendo um dêstes últimos de primeira espécie 
e o outro de segunda. 

Citemos outros exemplos de domínios que não são definidos 
apenas pelo conhecimento da estrema e de um elemento interior. 
Partamos dum dos casos já mencionados, por exemplo, do pri-

(i) Podemos supor, por exemplo, que Cj e C2 têm o mesmo raio e que os 
pontos de contacto com C dividem esta circunferência em duas partes iguais, que 
C3 e C4 têm também o mesmo raio e que os pontos de contacto juntamente com 
os anteriores dividem C em quatro partes iguais, que Cs 1 Ce 1 Cre Cs tem o mesmo 
raio e que os pontos de contacto dividem as quatro partes já obtidas em novas 
partes iguais, e assim indefinidamente. E claro que os raios destas circunferências 
tendem para zero. 
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meiro, e designemos por Ti o conjunto dos pontos das cur-
vas (5). Seja T2 o conjunto que se obtém de Ti aumentando de 
duas unidades as abscissas dos seus pontos, T3 o que resulta 
de T2 por meio da mesma translação, etc. Imediatamente se 
reconhece que o conjunto Ti + T2 + • • • + TA- é estrema de 2* 
domínios limitados e fechados de segunda espécie, e de outros 
tantos ilimitados. 

Notemos também que o conjunto 

(6) T i + T 2 + . . . + T , + . . . 

é estrema comum a uma infiqidade de domínios fechados de ter-
ceira espécie. Esta infinidade tem a potência do contínuo (1). 

Com o fim de citarmos novos exemplos tomemos dois pon-
tos a e b sôbre o eixo Oy, opostos em relação à origem, um 
dos quais pode ser impróprio, e consideremos um conjunto X 
duma infinidade de pontos situados sôbre o eixo Oa?. Suponha-
mos que o conjunto X é fechado e que não contém intervalo 
algum. O ponto — ©o considera-se pertencente a X quando 

(') Para demonstrar que esta infinidade de domínios tem a potência do con-
tínuo designemos por Ai ( » = 0 , 1 ) os dois domínios limitados e fechados de estrema 
Tj, por Bf ( i ' = 0 , 1 ) os dois domínios limitados e fechados de estrema T2, e assim 
sucessivamente. Os domínios representados em geral por 

(a) A i + B < / + ( ¾ / / + . . . 

admitem a estrema (6). A cada um deles corresponde uma infinidade numerada 
de índices 

(P) «", • • • 

iguais a O ou a 1, e a estes corresponde o número do intervalo (0,1) que no sistema 
de numeração de base 2, se representa por 

0, i «' »'". . . 

Pondo de parte a infinidade numerável de domínios (a) que têm por corres-
pondentes os sistemas de infinidades de índices ((3) que são iguais a l a partir de 
certa ordem, a correspondência assim estabelecida entre os restantes domínios (a) 
e os números do intervalo (0,1), excluindo o número 1, é biunívoca. 

Os restantes domínios fechados que admitem a mesma estrema (6) são os 
lugares dos complementares dos primeiros, e também constituem uma infinidade 
com a potência do contínuo. 
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êste conjunto não é limitado inferiormente; o mesmo em relação 
ao ponto -f- oo . Unamos por meio de segmentos de recta cada 
um dos pontos a e b com cada ponto do conjunto X; designe-
por T o conjunto dos pontos de todos estes segmentos. Se o 
conjunto X só admite dois pontos limites, ambos próprios ou 
não, o conjunto T é estrema comum a quatro domínios fecha-
dos de terceira espécie, sendo-dois deles limitados quando a e b 

são próprios e quando X é limitado. Mais geralmente, se o 
derivado de primeira ordem de X se reduz apenas a um número 
finito Ic de pontos, o conjunto T é estrema comum a 2k domí-
nios fechados de terceira espécie. Se o derivado de primeira 
ordem de X contém uma infinidade de pontos, já o conjunto X 
é estrema comum a uma infinidade com a potência do contínuo 
de domínios fechados de terceira espécie. 

Obtemos finalmente exemplos de domínios fechados e distin-
tos que possuem uma mesma estrema e uma mesma par te inte-
r ior e situados no espaço ordinário de três dimensões, quer 
considerando os conjuntos gerados pela translação segundo a 
direcção do eixo Oz dos domínios dum dos exemplos prece-
dentes, quer considerando os conjuntos gerados pela rovolução 
dêstes domínios em tôrno duma recta do seu plano e que não 
os encontre. 

82. Algumas relações de posição entre conjuntos. Casos de 
decomposição dum conjunto dominial em domínios elementares. — 
Dizemos que dois conjuntos são penetrantes quando um elemento 
dum deles é interior ao outro. E claro que, se um elemento do 
lugar dum dos conjuntos é interior ao outro, os dois conjuntos 
são penetrantes, propriedade esta que podo adoptar-se para defi-
nição. 

Dois conjuntos ligados que não sejam penetrantes foram já 
denominados contíguos [p. 482, l. 28]. Em virtude destas defi-
nições, dois conjuntos quaisquer ou são separados, ou contí-
guos, on penet rantes . 

Em dois conjuntos penetrantes existem necessàriamente dois 
elementos, um de cada conjunto, que se juxtapõem entre si. 

Um conjunto e o seu complementar nunca são penetrantes . 
Dois conjuntos que não admitam interiores não são penetrantes. 

Se um elemento extromo dum conjunto é interior a um outro, 
estes são necessàriamente penetrantes . 



Contribuição para o e.-tudo da teoria das funções 
607 

Generalizando a definição precedente para uma colecção 
qualquer de conjuntos, em número finito ou infinito, dizemos 
que estes são penetrantes quando dois quaisquer deles se 
podem unir por uma sucessão dum número finito dos mesmos 
conjuntos de tal forma que os pares de conjuntos consecutivos 
na sucessão sejam penetrantes. 

Diversos conjuntos penetrantes, quando são em número 
finito ou quando constituem uma infinidade numerável, podem 
dispor-se por uma certa ordem de tal maneira que, repetindo 
alguns se fôr necessário, os conjuntos consecutivos sejam pene-
trantes. 

Para que diversos conjuntos sejam penetrantes é manifesta-
mente necessário que a soma de quaisquer deles (um em parti-
cular) seja penetrante com a soma dos outros. 

Se dois conjuntos não são penetrantes, o interior de cada um, 
quando existe, é exterior ao outro e reciprocamente. 

Com efeito, quando dois conjuntos não são penetrantes 
nenhum elemento interior a um deles pertence ao lugar do 
ou t ro ; por conseguinte o interior de cada um é exterior ao 
outro. Eeciprocamente, dadas estas condições os conjuntos não 
são penetrantes. 

Logo, para que dois conjuntos ligados sejam contíguos é 
necessário e suficiente que o interior de cada um seja exterior 
ao outro. 

Se dois conjuntos não são penetrantes, cada um pertence ao 
lugar do complementar do outro e reciprocamente. 

Se dois conjuntos não são penetrantes, um elemento de 
qualquer deles não é interior ao outro, e por isso pertence 
ao lugar do complementar desse outro conjunto. Eeciproca-
mente, se cada um dos conjuntos pertence ao lugar do com-
plementar do outro, nenhum deles contém um elemento que 
seja interior ao outro, quere dizer, os dois conjuntos não são 
penetrantes. 

Conjuntos penetrantes de ordem n projectam-se segundo con-

juntos penetrantes [ p . 487, l. 13]. 
Conjuntos contíguos projectam-se segundo conjuntos contí-

guos ou penetrantes. 
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Se um pelo menos de dois conjuntos dados ó aberto, pode-
mos dizer que estes são penetrantes quando um elemento dum 
dos conjuntos se juxtapõe a um elemento do outro. 

Se um de dois conjuntos ó dominial, para que sejam pene-
trantes é necessário e suficiente que o mesmo suceda quando 
substituímos o conjunto dominial pelo respectivo interior. 

Para que diversos conjuntos dominiais sejam penetrantes é 
necessário e suficiente que o mesmo aconteça aos respectivos 
interiores. Em particular, para que dois conjuntos dominiais 
sejam penetrantes é necessário e suficiente que os interiores 
contenham um elemento comum. 

Os conjuntos não penetrantes com um dado conjunto dominial 
são todos os subconjuntos do lugar do respectivo complementar. 

Com efeito, os conjuntos não penetrantes com um dado con-
junto dominial de interior I e de complementar C são os conjun-
tos não penetrantes com I, ou os subconjuntos do complementar 
de I, e é evidente que éste complementar coincide com [CL. 

Para que diversos conjuntos dominiais sejam penetrantes é neces-
sário e suficiente que o mesmo aconteça aos respectivos lugares. 

E evidente que, se dois conjuntos são penetrantes, o mesmo 
acontece aos respectivos lugares. A proposição recíproca ó 
verdadeira quando se trata de conjuntos dominiais como vamos 
demonstrar. 

Consideremos dois conjuntos dominiais 0 e D' cujos lugares 
sejam penetrante?. Um elemento a dum dos lugares, suponha-
mos de IOj, é centro dum esferóide constituído unicamente por 
elementos do outro. Mas, como a ó limite de elementos inte-
riores a D, existe um elemento interior a este conjunto que 
também é elemento de [D1 ']. Logo D E D ' são penetrantes. 

A proposição imediatamente se estabelece para qualquer colec-
ção de conjuntos dominiais, e dela se deduz o seguinte corolário: 

Se diversos conjuntos dominiais são penetrantes, o mesmo 
acontece quando substituímos todos ou parte deles por conjuntos 
dominiais juxtapostos aos primeiros. 

Em part icular: se diversos conjuntos dominiais são pene-
trantes o mesmo acontece aos interiores dos respectivos lugares 
e reciprocamente [p. 495, l. 7J. 
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Para que duas somas dd conjuntos dominiais sejam penetrantes 

é necessário e suficiente que duas parcelas, uma de cada soma, 

sejam penetrantes. 
Designemos por SI e SS duas somas penetrantes de conjuntos 

dominiais. Certo elemento duma destas somas, suponhamos de 
S I , é interior à ou t ra ; por outras palavras, certo elemento duma 
parcela DI de SI é centro dum esferóide constituído unicamente 
por elementos juxtapostos a elementos de Ss- Mas como DI é 
dominial, existe um elemento interior a DI contido no mesmo 
esferóide, que por isso se juxtapõe a um elemento de Sa, isto 
ó, a um elemento duma parcela DA desta soma. Os conjuntos DI 
e DA são pois penetrantes. 

Reciprocamente, duas somas de conjuntos são penetrantes 
sempre que existem duas parcelas, uma de cada soma, que 
sejam penetrantes. 

Para que diversos conjuntos dominiais sejam penetrantes é 
necessário e suficiente que a soma de quaisquer deles (um em par-
ticular) seja penetrante com a soma dos outros. 

A condição é necessária [p. 513, l. 12]. Demonstremos que 
é suficiente, e para isso admitamos que os conjuntos dados não 
são penetrantes. Um deles, que designamos por D, não se pode 
então unir a qualquer dos outros por meio duma sucessão dum 
número finito dos mesmos conjuntos de modo que os pares de 
conjuntos consecutivos sejam penetrantes. Seja SI a soma dos 
que se podem unir a D nessas condições, incluindo D como par-
cela, e S2 a soma dos restantos. E claro que duas parcelas 
quaisquer, uma de cada soma, não são penetrantes, razão por-
que SI e SA também não são penetrantes [prop. prec ]. Daqui 
se conclui que, se a soma de quaisquer conjuntos entre os dados 
(um em particular) é penetrante com a soma dos outros, os con-
juntos dados são penetrantes. 

Dada uma colecção de conjuntos abertos, se fôr possível unir 
dois quaisquer deles por uma sucessão dum número finito dos 
mesmos conjuntos de tal modo que a estrema da soma de dois 
conjuntos consecutivos nunca seja a soma das estremas destes, os 
conjuntos dados são penetrantes. 

Comecemos por considerar apenas dois conjuntos abertos 
A e A' . Se a estrema de A -F A' não coincide com a soma das 
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estremas dêstes conjuntos, um elemento da estrema de nm deles, 
por exemplo de A , juxtapõe-se a um elemento de A + A', e por-
tanto a um elemento de A'. Logo os dois conjuntos são pene-
trantes. 

A proposição enunciada torna-se agora evidente para uma 
colecção qualquer de conjuntos abertos. 

Dada uma colecção de conjuntos abertos, se dois quaisquer 
deles não são penetrantes, a estrema da soma contêm a soma das 
estremas desses conjuntos. 

Com efeito, se dois quaisquer dos conjuntos abertos dados 
não são penetrantes, um qualquer deles, A, também não é pene-
trante com a soma S dos outros [p. 515, l. 11. Logo a estrema 
de A + S é a soma das estremas de A e de S, como resulta da 
proposição precedente no caso particular de só dois conjuntos. 
A estrema da soma dos conjuntos dados contém, pois, a estrema 
de qualquer dêsses conjuntos A. 

Dada uma colecção dum número finito de conjuntos abertos, 
se dois quaisquer não são penetrantes, a estrema da soma coincide 
com a soma das estremas dos conjuntos dados. 

Na verdade, tratando-se duma colecção dum número fiuito 
de conjuntos, a estrema di soma pertence à soma das estremas 
dos mesmos conjuntos. 

Dada uma colecção de conjuntos abertos, se existir um con-
tínuo limitado contido na soma dêsses conjuntos e no qual figurem 
elementos de cada um, os mesmos conjuntos são penetrantes. 

Designemos por Si uma soma de conjuntos escolhidos entre 
os dados (um em particular) e por Sa a soma dos restantes. 
Estas somas são conjuntos ligados porque os seus produtos 
pelo contínuo considerado, que representamos por K , determi-
nam uma decomposição dêste em duas partes necessàriamente 
ligadas. As mesmas somas são penetrantes, porque, se fôssem 
contíguas, existiria sôbre K um elemento comum às suas estremas 
\_p. 487, l. 1], elemento êste que deveria pertencer a uma das 
somas, visto ser K < S i + S»; logo um dos conjuntos Si ou Sa 
não seria aberto. 

Sendo Si e Sa conjuntos penetrantes como acabámos de pro-
var, o mesmo sucede aos conjuntos dados [/>. 515, l. 16], 
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Dada uma colecção de conjuntos abertos, se existir um domínio 
elementar contido na soma dêsses conjuntos e no qual figurem ele-
mentos de cada um, os mesmos conjuntos são penetrantes. 

A demonstração pode expor-se como a da proposição pre-
cedente; devemos apenas considerar um domínio elementar em 
vez do contínuo K e ter em vista a proposição da p. 501, l. 19. 

No caso particular de a soma dos conjuntos abertos dados 
coincidir com o domínio elementar a que se refere o enunciado, 
temos a proposição: 

Seja qual fôr o modo de divisão dum domínio aberto elementar 
em conjuntos abertos quaisquer, estes são necessariamente pene-
trantes. 

Para que diversos domínios elementares com interiores distin-
tos sejam penetrantes é necessário que dois quaisquer deles se 
unam por uma sucessão dum número finito dos mesmos domínios 
de tal maneira que a estrema da soma de dois domínios consecuti-
vos quaisquer não seja a soma das suas estremas. 

Basta evidentemente considerar o caso particular do só dois 
domínios elementares E e E'. Sendo distintos os interiores I e I' 
destes domínios, existe um elemento dum deles, suponhamos 
de I, que ó estranho ao outro, e, como I e I' contêm um ele-
mento comum, pois estamos a supor que E e E ' são penetrantes 
[p. 514, l. 9], sôbre I também existe um elemento da estrema 
de I' [p. 501, l. 31]. Mas os conjuntos E' e I' admitem a mesma 
estrema [p. 495, l. 8 ] ; logo um elemento da estrema de E' ó 
interior a E . Este elemento não pertence pois à estrema da 
soma E + E'. 

São corolários evidentes as duas proposições seguintes : 

Para que a estrema da soma de vários domínios elementares 
com interiores distintos contenha a soma das estremas dos mesmos 
domínios é necessário que dois quaisquer deles não sejam pene-
trantes. 

Para que diversos domínios elementares abertos com interio-
res distintos sejam penetrantes é necessário e suficiente que dois 
quaisquer deles se unam por uma sucessão dum número finito dos 
mesmos domínios de tal maneira que a estrema da soma de dois 
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domínios quaisquer consecutivos não seja a soma das suas estre-
mas [p. 5 1 5 , l. 3 2 ] . 

Para que a estrema da soma de vários domínios elementares 
abertos com interiores distintos contenha a soma das estremas dos 
mesmos domínios, é necessário e suficiente que dois quaisquer deles 
não sejam penetrantes \p. 516, l. 7]. 

Para. que uma soma de vários domínios elementares da pri-
meira variedade seja também elementar é suficiente que êsses domí-
nios sejam penetrantes. A soma dos domínios dados será então 
da primeira variedade se a respectiva estrema pertencer à soma 
das estremas dos mesmos domínios. 

Comecemos por substituir cada grupo de domínios dados 
que admitam o mesmo interior, caso existam, pela respectiva 
soma. Tais somas ainda são domínios elementares da primeira 
variedade, porque, em virtude da própria definição de conjunto 
dominial, as parcelas de cada uma juxtapõem-se entre si [p. 505, 
l. 26]. Os novos domínios também são penetrantes, como é 
evidente, razão porque dois quaisquer deles se podem unir por 
uma sucessão dum número finito dos mesmos de maneira que a 
estrema da soma de dois domínios consecutivos quaisquer não 
coincida com a soma das snas estremas [p. 517, l. 13]. Logo a 
Boma S dos domínios dados ó elementar [p. 507, l 7], e, se a 
respectiva estrema pertence à soma das estremas dos mesmos 
domínios, ainda S ó da primeira variedade. 

Para que uma soma de domínios abertos elementares seja tam-
bém elementar é necessário e suficiente que êsses domínios sejam 
penetrantes. 

A condição é necessária [p. 517, l. 10]. "A mesma condição é 
manifestamente suficiente no caso particular de se tratar duma 
soma de dois domínios abertos elementares, e portanto duma 
soma dum número finito dêstos domínios. No caso duma infini-
dade de parcelas, tomemos dois elementos a e a' da soma, e 
sejam E e E ' duas das parcelas a que pertençam estes elementos 
respectivamente. Como se trata de conjuntos penetrantes, E e 
E' unem-se por uma sucessão dum número finito de domínios 
dados que sejam penetrantes. A soma dôstes últimos domínios 
ó elementar, sendo por isso possível considerar um contínuo 
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limitado contido nesta mesma soma (e por conseguinte na soma 
de todos os domínios dados) e a que pertençam os elementos a 
e a ' . A soma dos domínios dados é, pois, elementar. 

Para que uma soma de domínios abertos elementares com inte-
riores distintos seja elementar é necessário e suficiente que dois 
quaisquer deles se unam por uma sucessão dum número finito dos 
mesmos domínios de tal modo que a estrema da soma de dois domí-
nios quaisquer consecutivos não seja a soma das suas estremas 
[prop. prec. e p. 517, l. 33]. 

Em particular, para que uma soma dum número finito ou 
duma infinidade numerável de domínios abertos elementares seja 
também elementar é necessário e suficiente que os mesmos 
domínios se possam dispor por uma certa ordem de tal maneira 
que, repetindo alguns se fôr necessário, a estrema da soma de 
dois domínios consecutivos quaisquer não seja a soma das suas 
estremas. 

No caso contrário a soma ó um conjunto aberto de segunda 
ou de terceira espécie; êste conjunto ó um domínio ou não con-
forme as parcelas são ligadas ou não. 

É impossível obter duas decomposições distintas dum conjunto 
aberto de segunda ou de terceira espécie em domínios abertos ele-
mentares não penetrantes dois a dois. 

Consideremos duas decomposições dum conjunto aberto de 
segunda ou de terceira espécie em domínios elementares abertos 
não-penetrantes dois a dois. Designemos por E um domínio qual-
quer duma das decomposições e por E' um qualquer da outra. 
Um domínio E só contém elementos dum dos domínios E'; efec-
tivamente, se assim não fôsse, os domínios E1 que contivessem 
elementos de E seriam penetrantes [p. 517, l. 1], e o mesmo 
sucederia a dois deles. Da mesma maneira se reconhece que 
um qualquer dos domínios E' só contém elementos dum dos 
domínios E- Logo as duas decomposições consideradas não são 
distintas. 

Como corolário afirmamos o seguinte: 

Para que uma soma de li domínios abertos elementares se 
decomponha em menos do que li domínios abertos elementares é 
necessário e suficiente que dois desses domínios sejam penetrantes. 

3i 
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Um conjunto aberto de segunda ou de terceira espécie decom-
põe-se sempre e duma única maneira em domínios elementares 
abertos não-penetrantes dois a dois. A estrema do coniunto dado 
contém as estremas dêstes domínios elementares. 

Dado um conjunto aberto A de segunda ou de terceira espé-
cie, decomponhamo-lo de qualquer forma em domínios elementa-
res abertos E . Pode suceder que dois quaisquer dêstes domínios 
não sejam penetrantes. No caso contrário os domínios E disjri-
buem-se em grupos tais que os domínios de cada grupo são 
penetrantes e dois quaisquer de grupos distintos não são pene-
trantes (1) . As somas dos domínios de cada grupo dão origem 
a uma decomposição do conjunto A em novos domínios elemen-
tares abertos E [p. 518, l. 25], mas agora dois quaisquer dos 
novos domínios não são penetrantes [p. 515, l. 1]. 

Esta última decomposição é única como já se demonstrou, e 
adiante veremos [n.° imediato] que os domínios elementares E' 
que a constituem formam uma infinidade numerável quando não 
são em número finito. 

E sabido que a estrema de A contém a soma das estremas 
dos domínios E [p. 518. /. 3] ; para que se verifique a coincidên-
cia é manifestamente suficiente que dentro dum esferóide qual-
quer figurem elementos apenas dum número finito de domínios E' 
ou do nenhum, o que sucede por exemplo quando os conjuntos E' 
são separados [p. 307, l. 23] . Em particular, quando A é de 
segunda espécie, a sua estrema coincide com a soma das estremas 
dos domínios elementares abertos nâo-penetrantes dois a dois em 
que se decompõe. 

Suponhamos que um dado conjunto dominial D se decompõe 
em domínios elementares E com interiores distintos de maneira que 
a estrema de D contenha a soma das estremas dos domínios E • O 
conjunto dominial D é então de segunda ou de terceira espécie con-
forme os domínios E são em número finito ou infinito. Uma tal 
decomposição, mas em domínios E totalmente fechados, é única. 

( ' ) Seja E1 um dos domínios E. 0 grupo a que pertence Ej é constituído 
por todos os domínios E cada um dos quais se pode unir a Ej por uma sucessão 
dum DÚmero finito de domínios E de tal modo que os pares de domínios conse-
cutivos na sucessão sejam penetrantes. Tal grupo pode reduzir-se a dois domínios, 
ou apenas ao domínio E 1 . 
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Notemos primeiro que, se a estrema do conjunto proposto D 
contém a soma das estremas dos domínios E , o interior I de D é 
a soma dos interiores I' dos mesmos domínios. Por conseguinte 
D não pertence à quarta espécie. Mas dois quaisquer dos domí-
nios E não são penetrantes [/; 517, l. 29], e o mesmo sucede aos 
respectivos interiores I' [p. 514, l. 7]. Logo os conjuntos I' cons-
tituem a única decomposição possível de I em domínios elemen-
tares abertos não-penetrantes dois a dois, e por isso os domínios 
E, quando totalmente fechados, também constituem a única decom-
posição de D em domínios elementares totalmente fechados nas 
condições do enunciado. 

O conjunto dominial D pertence à segunda ou à terceira espé-
cie conforme os domínios E são em número finito ou infinito. 

Um conjunto dominial D de segunda espécie decompõe-se sem-
pre num número finito de domínios elementares, os quais podem 
determinar-se de maneira que a soma das suas estremas coincida 
com a do conjunto D . Quando D é totalmente fechado, a decom-
posição nestas condições, mas em domínios elementares totalmente 
fechados, é única. 

O interior do conjunto proposto D decompõe-se num número 
finito de domínios elementares abertos E' não-penetrantes dois a 
dois. Substituamos cada E' pelo domínio E" dos elementos de E' 
contidos em D. Seja E o domínio elementar que resulta de adi-
cionarmos a E'' aqueles seus elementos extremos que estão con-
tidos em D . Como os domínios E são em número finito, é evidente 
que um elemento extremo qualquer de D contido neste conjunto 
também pertence a um dos E . Os domínios E constituem pois 
uma decomposição do conjunto D em domínios elementares. 

Notemos que a estrema de D coincide com a soma das estre-
mas dos domínios E , de contrário um elemento extremo dum 
destes domínios seria interior a um outro e os dois seriam pene-
trantes. Os interiores dos domínios E são os correspondentes E, 
sendo portanto distintos dois a dois. Logo uma soma de quaisquer 
domínios E nunca é elementar [p. 502, l. 5J, e por isso dizemos 
que a decomposição nos domínios E elementares é irredutível. 

Quando D é totalmente fechado, o mesmo sucede por cons-
trução a cada um dos domínios E . A decomposição de D em 
domínios elementares totalmente fechados nas condições do enun-
ciado é então única [prop. prec.]. 
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Um conjunto dominial D de terceira espécie decompôe-se sempre 

numa infinidade numerável de domínios elementares E e possivel-

mente num conjunto constituído por um ou mais elementos extremos 

de D mas exteriores a êsses domínios. Podemos determinar a 

decomposição de maneira que a estrema do conjunto D contenha 

as estremas dos domínios E. A decomposição nestas condições 

é única qundo supomos que o conjunto D e os domínios E são total-

mente fechados. 

Procedendo tal qual como na demonstração anterior obtemos 
uma infinidade numerável de domínios elementares E não-pene-
trantes dois a dois e contidos em D. Qualquer elemento do 
conjunto D que não figure em nenhum dos domínios E, caso 
exista, é necessàriamente extremo de 0 o exterior a cada um 
dos E . 

Como dois quaisquer dos domínios E não são penetrantes, a 
estrema de D contém a soma das estremas dos mesmos domínios 
[p. 518, /. 3] . Os interiores destes são distintos dois a dois. 
Por conseguinte uma soma de quaisquer domínios entre os E 
nunca é elementar . 

Quando D é totalmente fechado o mesmo acontece a cada um 
dos E. Neste caso uma segunda decomposição do conjunto D 
nas condições do enunciado mas que dê origem a domínios ele-
mentares totalmente fechados não ó distinta da primeira, pois 
no caso contrário corresponder-lhe-ia uma nova decomposição 
do interior em domínios elementares abertos não-penetrantes 
dois a dois [p. 518, l. 3], o que ó impossível [p. 519, l. 19J. 

V 

SÔBRE OS TEOREMAS DE LINDELÕF, 
BOREL-LEBESGUE E RIESZ-SIERPINSKI 

83. Teoremas de Lindelòf, Borel-Lebesgue e Riesz-Sierpinski. 
— Demonstremos primeiro as seguintes proposições : 

Podemos dividir qualquer conjunto numa infinidade numerável 

de subconjuntos cujos diâmetros sejam menores do que um número 

positivo previamente dado. 

Demonstremos ao mesmo tempo que é possível determinar 
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tais subconjuntos de maneira que os diâmetros correspondentes 
tendam para o limite zero. 

Sejam A e s o conjunto e o número positivo dados. Se A é 
limitado, dividimo-lo num número finito de partes de diâmetros 
inferiores a e, depois cada uma destas num número finito de 

partes de diâmetros inferiores a , etc., e assim dividimos A 

numa infinidade numerável de partes cujos diâmetios são infe-
riores a s e tendem para o limite zero. 

Se o conjunto A é ilimitado, comecemos por dividi-lo numa 
infinidade numerável de conjuntos limitados A j (i == 1 , 2 , • • • ) ; 
para isso podemos considerar uma sucessão de esferóides con-
cêntricos cujos raios cresçam para infinito, e formar os produtos 
do conjunto A por cada um dêsses esferóides. Basta agora divi-
dir Ai num número finito de subconjuntos de diâmetros inferiores 

a 4- e considerar todos os que resultam de pormos i = l, 2, .. . 

para obtermos uma divisão de A numa infinidade numerável de 
subconjuntos nas condições do enunciado (1). 

Consideremos com centro em cada elemento dum dado conjunto 
um esferóide de raio superior a certo número positivo e. O mesmo 
conjunto é coberto apenas com um número finito ou com uma 

(') Como aplicação completemos a proposição do v. v, p. 160, enunciando-a da 
seguinte forma: 

Lma sucessão de conjuntos quaisquer que admita um limite comum (uma 
sucessão convergente, em particular) pode considerar-se soma duma infinidade 
numerável de sucessões convergentes, cada uma de conjuntos de soma limitada e 
de diâmetros tão pequenos quanto quisermos. Podemos determinar tais sucessões 
e os respectivos limites de forma que a soma destes seja um dado subconjunto 
do limite comum da sucessão proposta (êste limite comum, ou um dos seus ele-
mentos, em particular). 

De facto, podemos determinar todos os conjuntos Ah,i e Bh j que figuram na 
demonstração da referida proposição do v. v de maneira que os respectivos diâme-
tros sejam inferiores a um dado número positivo e. Para isso dividimos o con-
junto A' considerado nessa proposição em subconjuntos B/( de diâmetros inferiores 

a ™ , e, como para cada uma das sucessões (15) há então uma ordem a partir da 

qual os diâmetros dos termos são inferiores a £ [r. v, p. 134, l. 17], podemos 
determinar as mesmas sucessões de maneira que os diâmetros dos termos de cada 
uma sejam inferiores a ; . 
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infinidade numerável dêsses esferóides conforme è limitado ou 
ilimitado. 

Porque, se dividirmos o conjunto dado nam número finito ou 
numa infinidade numerável de partes de diâmetros inferiores ao 
número s e se considerarmos um dos esferóides dados com cen-
tro num elemento de cada uma das partes, o conjunto será 
coberto com estes últimos esferóides. 

Se cada elemento dum dado conjunto A é centro dum esferóide 
tal que o produto por A pertença à soma duma infinidade numerá-
vel de conjuntos duma dada família (1), o mesmo conjunto A é 
coberto apenas com uma infinidade numerável de conjuntos da 
família. 

Dividamos A numa infinidade numerável de subconjuntos A' 

de diâmetros inferiores ao número . A cada um dos subcon-
i 

juntos A' que também seja subconjunto da soma duma infinidade 
numerável de conjuntos da família façamos corresponder estes 
mesmos conjuntos. E numerável o grupo de todos os conjuntos 
da família correspondentes dos diversos subconjuntos A'; E nume-
rável ainda a totalidade dos conjuntos dos grupos que resultam 
de considerarmos (= 1 , 2 , . . . 

Esta última infinidade numerável de conjuntos da família cobre 
o conjunto A; efectivamente, um dado elemento a de A é centro 
dum esferóide cujo produto por A pertence à soma duma infini-
dade numerável de conjuntos da família, e por isso, quando divi-
dimos A em partes de diâmetros inferiores ao raio desse esferóide, 
a parte (on uma das par tes) á que pertence o elemento a é um 
subconjunto da soma da mesma infinidade numerável de conjun-
tos (2)'. 

( ' ) É claro que, se esse produto pertence a um conjunto ou à soma dum 
número finito de conjuntos da família (a qual se entende constituída por uma infi-
nidade de conjuntos), também pertence à soma duma infinidade numerável dos 
mesmos conjuntos. 

( 2 ) Outro modo de expor a demonstração consiste no seguinte : 
Consideremos com centro em cada elemento de A um esferóide de raio infe-

rior à unidade tal que o produto por A pertença à soma duma infinidade numerá-
vel de conjuntos da família. A parte Ai de A constituída pelos elementos que são 

os centros dos esferóides de raios superiores a - — mas não superiores a -í— 



Contribuição para o e.-tudo da teoria das funções 
607 

Como caso particular deduz-se a seguinte proposição: 

Se uma dada família de conjuntos cobre interiormente um con-
junto A (1), este conjunto também é coberto interiormente com uma 
infinidade numerável de conjuntos da família ( L I N D E L Õ F ) . 

Uma infinidade de conjuntos que possuam elementos interiores 
mas sem elementos interiores comuns dois quaisquer deles, é neces-
sariamente numerável. 

Na verdade, como a família dos interiores dos conjuntos 
dados cobre interiormente a soma desses interiores, tal soma é 
coberta com uma infinidade numerável dos mesmos interiores, 
que são todos êles porquanto dois quaisquer não contêm ele-
mentos comuns. Os conjuntos dados constituem pois uma infi-
nidade numerável. 

É numerável em particular uma infinidade de conjuntos com 
elementos interiores, mas não penetrantes dois quaisquer deles. 

É pois numerável uma infinidade de conjuntos abertos não 

penetrantes dois quaisquer deles. 

O interior dum conjunto é necessariamente soma duma infini-
dade numerável de esferóides (2). 

Cada elemento do interior I dum dado conjunto pode, com 
efeito, considerar-se centro dum esferóide constituído apenas 
por elementos de I. O conjunto I é coberto interiormente com 
tais esferóides, e portanto também ó coberto com uma infinidade 
numerável dos mesmos. Logo I é a soma desta infinidade nume-
rável de esferóides. 

Na presente demonstração nada se opõe a que os esferóides 

cobre-se com um número finito ou com uma infinidade numerável dos mesmos 

esferóides [p. 523, l . 18]. Pondo i= 1 , 2 , . . . , a totalidade dos esferóides assim 

considerados constituem uma infinidade numerável e cobrem o conjunto A . Cada 

um dos esferóides pertence à soma duma infinidade numerável de conjuntos da 

família; logo A é coberto com uma infinidade numerável desses conjuntos. 

(1) Uma família de conjuntos cobre interiormente um conjunto A quando êste 

é coberto pelos interiores dos conjuntos da família. 

(2) É claro que falar no interior dum conjunto é o mesmo que falar num con-

junto aberto no qual figurem todos os elementos juxtapostos aos seus próprios 

elementos. 
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nela considerados sejam abertos (1). Por conseguinte também 
podemos afirmar que o interior dum conjunto é qualquer soma 
duma infinidade numerável de esferóides abertos. 

Se cada elemento dum conjunto limitado e fechado A é centro 
dum esferóide cujo produto por A pertença a um conjunto [à soma 
dum número finito de conjuntos] duma dada família, é possível 
determinar um número positivo e tal que um subconjunto qualquer 
de A de diâmetro inferior a e pertença a um conjunto [à soma 
dum número finito de conjuntos] da mesma família. 

Admitamos, com efeito, que não é possível determinar um 

número positivo e nas condições do presente enunciado. Sendo 

assim existe, por maior que seja o inteiro i, um subconjunto Ai-

dê A de diâmetro inferior a -L que não ó subconjunto de nenhum 

conjunto [de nenhuma soma dum número finito de conjuntos] da 
família considerada. Seja 

(7) Ai, A2 , • • . , At • • . , 

a sucessão de conjuntos que resulta de pormos i = l , 2 , . . . 
Por se tratar duma sucessão de conjuntos de soma limitada, 

podemos dela extrair uma outra, mas que seja convergente [f . iv, 
p. 140, l. 10]: 

(8) A r , As, . • • A u , • •• 

Esta sucessão tende para um elemento a do conjunto A porque 
a sucessão dos diâmetros correspondentes tende para o limite 
zero [«. v, p. 134, l 17J. 

Mas existe por hipótese um esferóide F de centro a t a l que 
o produto por A pertence a um conjunto B [à soma S dum 
número finito de conjuntos] da família, e por isso os ter-
mos de (8), a partir da ordem em que são subconjuntos de F 
[p. 482, l. 15], também são subconjuntos do conjunto B [da 
soma S ] . 

A contradição a que chegámos mostra que é possível deter-
minar um número e que satisfaça às condições do enunciado. 

( l) Chamamos esferóide aberto de centro num elemento c e de raio f ao con-
junto dos elementos f tais que f c < s. 
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Da proposição agora demonstrada resulta por evidência que, 
dadas as condições do enunciado, é possível dividir A num número 

finito de partes cada uma das quais pertença a um conjunto da 

família considerada. 

Observação. — A cada subconjunto A' de A de diâmetro infe-

rior ao número e dado pela proposição precedente corresponde um 

conjunto B [uma soma S dum número finito de conjuntos] da famí-

lia e um número positivo p tais que: seja qual fôr o esferóide de 

raio p e de centro num elemento de A', o seu produto por A per-

tence ao conjunto B [« soma S ] . 
Designemos, com efeito, por ò o diâmetro de A' e considere-

mos um esferóide de centro em cada elemento de A', todos do 

e — ô 
mesmo raio p inferior a — — . Seja A" a soma dos produtos 

dêstes esferóides pelo conjunto A . O diâmetro de A" ainda é 
inferior a s, razão porque A" pertence a um conjunto B [a uma 
soma S dum número finito de conjuntos] da família. Logo cada 
esferóide de centro num elemento de A' e de raio p é tal que o 
produto por A pertence ao conjunto B [à soma S ] . 

Noutros termos : 
Seja qual fôr o subconjunto A' de A de diâmetro inferior ao 

mesmo número s, é possível determinar um conjunto B \uma soma S 
dum número finito de conjuntos] da família e um número positivo c 

tais que um subconjunto qualquer de A cuja distância a A seja 

inferior a p pertença ao conjunto B [à soma S ] . 

Na verdade, ao subconjunto A1 corresponde um conjunto B 
[uma soma S dum número finito de conjuntos] da família e um 
número p nas condições já mencionadas. Mas se A'' é um sub-
conjunto de A cuja distância a A' seja inferior ao número p, a 
cada elemento a" de A" corresponde um de A' a uma distância 
do primeiro inferior ao mesmo p. Logo a" pertence ao con-
jun to B [à soma S] e A" é um subconjunto de B [de SJ. 

Eis outra forma que pode tomar a presente observação : 
Seja qual fôr a sucessão de subconjuntos de A que tenda para 

um conjunto de diâmetro inferior ao referido número e , os termos 

a partir duma determinada ordem pertencem a um certo conjunto 

[à soma dum número finito de certos conjuntos] da família. 

Como A ó fechado, a sucessão considerada tende para um 
subconjunto fechado A' de A [v. v, p. 302, l. 301, e, se o con-
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junto B [a soma SJ e p são o conjunto [a soma do número finito 
de conjuntosj da família e o número positivo correspondentes 
de A' conforme o enunciado precedente, podemos afirmar que 
os termos daquela sucessão pertencem ao conjunto B [à soma S] 
a partir da ordem em que as distâncias a A' são inferiores a p. 

Se cada elemento dum conjunto limitado e fechado A ê centro 
dum esferóide tal que o produto por A pertença a um conjunto [à 
soma dum número finito de conjuntos] duma dada família, o con-
junto A é coberto na mesma condição apenas com um número 
finito de conjuntos da família. 

Dividamos A num número finito de partes de diâmetros infe-
riores ao já aludido número e e façamos corresponder a cada 
uma delas um conjunto [uma soma dum número finito de con-
juntos] da família conforme a observação atrás exposta. Os 
conjuntos da família assim determinados são em número finito 
e cobrem A na mesma condição que todos os da mesma família. 

Das duas últimas proposições deduzem-se os seguintes casos 
particulares : 

Se uma dada família de conjuntos cobre interiormente um con-
junto limitado e fechado A , é possível determinar um número posi-
tivo s tal que um subconjunto qualquer de A de diâmetro inferior 
a s seja interior a um dós conjuntos da família (1). 

Podemos pois dividir A nnm número finito de partes cada 
uma das quais seja interior a um conjunto da família. 

Se uma dada família de conjuntos cobre interiormente um con-
junto limitado e fechado A, êste conjunto também è coberto inte-
riormente apenas com um número Hnito de conjuntos da família 
(BOREL-LEBESGUE) ( 2 ) . 

(') A cada subconjunto A' de A de diâmetro inferior a € corresponde mesmo 

um conjunto B da família e um número positivo o de tal maneira que, dado um 

esferóide de raio o e de centro num elemento de A', o seu produto por A seja sem-

pre interior a B. 

( :) Como aplicação do teorema de B O R E L - L E B E S S U E ou da proposição enun-

ciada na p. 523, l. IS, demonstremos que : 

Dois elementos quaisquer interiores a um dado domínio elementar E unem-se 

por uma sucessão dum número finito de esferóides, todos do mesmo raio e inte-
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Por conseguinte é possivel determinar um número finito de 
conjuntos da família e um número positivo s de maneira que um 
subconjunto qualquer de A de diâmetro inferior a e seja interior 
a um desses conjuntos da família [prop. prec.]. 

Se existe o produto de qualquer infinidade numerável de 
conjuntos escolhidos entre os conjuntos duma dada família, todos 
totalmente fechados ou todos excepto um, também existe o produto 
de todos estes conjuntos. 

Provemos que, se não existe o produto dos conjuntos da 
família, também não existe o produto de certa infinidade nume-
rável dos mesmos conjuntos. Por hipótese entre os conjuntos A 
da família poderá haver um que não seja totalmente fechado : 
designemo-lo por A'. Se forem todos totalmente fechados, A' 
designará um deles. 

Supor que não existe o produto dos conjuntos A equivale a 
supor que um elemento qualquer de A' é exterior a um dos con-
juntos da família. O conjunto A' é pois coberto pela família dos 
exteriores dos conjuntos dados, e portanto também ó coberto ape-
nas com uma infinidade numerável dos mesmos exteriores [teor. 
de LINDELÕF]. Logo não existe o produto de A' pela infinidade 
numerável dos conjuntos da família que admitem estes exte-
riores. 

Se não existe o produto dum conjunto limitado e fechado A 
pelos lugares dos conjuntos duma dada família, é possível deter-
minar um número positivo s de maneira que um subconjunto qual-
quer de A de diâmetro inferior a e seja exterior a um dos conjuntos 
da família. 

riores a E, de maneira que dois esferóides quaisquer consecutivos possuam um 

elemento interior comum. 

UDamos dois elementos do domínio E por um contínuo limitado K que lhe 
seja interior. Sabemos que é superior a certo número positivo p a distância redu-
zida entre K e o complementar de E [p. 481, l. 9]. Logo todos os esferóides de 
raio p e de centros nos diversos elementos de K são interiores a E . Ora, o 
contínuo K é coberto interiormente com um número finito dos mesmos esfe-
róides, e estes, por serem penetrantes [p. 51G, l. 23], podem dispor-se por uma 
ordem tal que dois esferóides consecutivos quaisquer possuam um elemento inte-
rior comum [p. 513, l. 7J. 
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Efectivamente, nas condições do enunciado qualquer elemento 
de A ó exterior a um dos conjuntos da família, sendo por isso 
coberto pela família dos exteriores dos mesmos conjuntos. 
E pois possível determinar um número positivo s de tal modo 
que um subconjunto qualquer de A de diâmetro inferior a s seja 
exterior a um dos conjuntos da família dada [p. 528, l. 19]. 

São corolários evidentes as duas proposições seguintes : 

Se não existe o produto dum conjunto limitado e fechado A pelos 

lugares dos conjuntos duma dada família, é possível dividir A num 

número finito de partes cada uma das quais seja exterior a um 

dos conjuntos- da família. 

Dados um conjunto limitado e fechado A e uma família de 

conjuntos quaisquer, se existe o produto de A por quaisquer con-

juntos da família em número finito, também existe o produto de A 
pelos lugares de todos êsses conjuntos (1). 

Na verdade, se não existisse o produto de A pelos lugares 
dos conjuntos da família, seria possível dividi-lo num número 
finito de par tes cada uma das quais fôsse exterior a um dos con-
juntos da família [ p r o p . prec.\ e não existiria o produto de A 
por estes últimos conjuntos em número finito (2). 

Observação. — Numa nota do v. iv, p. 4, afirmámos que a 
condição de se dividir qualquer conjunto limitado num número 
finito de par tes de diâmetros inferiores a um número positivo 
pròviamente dado é equivalente ao enunciado de B O R E L L K B E S 

(') Esta proposição foi enunciada por E I E S Z para conjuntos de elementos dum 

espaço ordinário, mas demonstrada pela primeira vez por S I E R P I N S K I (consulte-se 

F R K C H E T 1 Les Espaces Abstraits, p. 2 3 2 ) . Encontra-se uma demonstração directa 

da mesma proposição no v. iv, p. 133. 

(2) Notemos que o teorema de B O R E L - L E B E S G D E pode considerar-se corolário 

do de R I E S Z . Com efeito, dizer que uma dada família de conjuntos cobre interior-

mente um conjunto limitado e fechado A é dizer que não existe elemento algum 

de A que seja comum aos lugares dos complementares dos diversos conjuntos da 

família. Logo, recorrendo ao teorema de R I E S Z - S I E R P I N S K I , podemos afirmar que 

não existe elemento algum de A que seja comum aos lugares de certos dos referi-

dos complementares em número finito. 0 conjunto A é pois coberto interior-

mente pelos conjuntos da família que admitem estes complementares em número 

finito. 
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GUE ou ao de R I E S Z - S I E R P I N S K I . Efectivamente, tomemos para 
hipótese êsse primeiro enunciado e consideremos cada elemento 
do lugar [A] dum dado conjunto limitado A como centro dum 
esferóide de diâmetro menor do que o número positivo dado e. 
A família de esferóides assim obtidos cobre interiormente o 
lugar [A] , o qual também é coberto apenas com alguns esfe-
róides da família em número finito. Os produtos de cada um 
dos últimos esferóides pelo conjunto A determinam uma divisão 
déste num número finito de partes de diâmetros menores do que 
o número e. Logo, se admitirmos verdadeiro o enunciado de 
B O R E L - L E B E S G U E , poderemos afirmar que é possível dividir qual-
quer conjunto limitado num número finito de subconjuntos de 
diâmetros inferiores a um número positivo prèviamente dado. 

Do enunciado de R IESZ deduz-se, como já vimos, o de B O R E L -

- L E B E S G U E ; aquele enunciado também pode, por conseguinte, 
substituir a hipótese da divisão dum conjunto limitado num 
número finito de partes de diâmetros tão pequenos quanto qui-
sermos. 

(Continua). 

L L I S BEDA NETO. 



P r o f . Dr. E g a s P i n t o B a s t o 
21 - II -1881 ==í-VIlI-1937 

Confiou-me a Faculdade de Ciências o doloroso encargo de 
escrever a notícia necrológica do Dr. Egas Ferreira Pinto 
Basto. 

Se para o coração do amigo e camarada de todos os dias é 
grata a oportunidade de poder publicamente afirmar quão grande 
era o aprêço em que tinha as suas altas qualidades intelectuais 
e morais ; se para o colega é desvanecedor reconhecer quão notá-
vel, apesar dos tempos, era o timbre do seu espírito universitá-
rio ; se para o cidadão ó reconfortante notar as altas qualidades 
de carácter e os distintos sentimentos de sociabilidade da sua 
personalidade for to ; com que infinita saudade, contudo, me vejo 
forçado a escrever esta notícia que, a cada passagem, triste-
mente me recorda aquelas intimidades de vida, aquela comunhão 
de idéias, pensamentos e processos de acção, expressões duma 
amizade sincera, completa, sem meios termos, que durante mais 
de trinta anos cimentou uma camaradagem que jámais conheceu 
o mais ténue empalidecimento, amuo ou enfado !. 

E com as lágrimas nos olhos, com o coração a sangrar, que 
escrevo estas linhas. Prouvera a Deus que lhe pudesse comu-
nicar aquela eloquência que seria mistér à devida consagração 
de tão alto espírito e carácter! . Entretanto seja-me desculpada 
a insignificância da forma pela grandeza da intenção. 

O Dr. Egas Ferreira Pinto Basto, filho de Gustavo Ferreira 
Pinto Basto e D. Maria José de Azevedo Ferreira Pinto Basto, 
era natural de Aveiro, onde nasceu a 21 de Fevereiro de 1881 
e morreu a 4 de Agosto de 1937. 

Fez os seus estudos secundários no Colégio Militar, donde 
transitou para a Universidade de Coimbra, tendo-se matriculado 
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em Outobro de 1897, rio l .° ano do Ourso preparatório para as 
armas de artilharia e engenharia. 

Foi um dos estudantes universitários mais distintos do seu 
tempo, e obteve nas várias cadeiras do curso as mais altas clas-
sificações. 

Matriculou-se em Outubro de 1900 no l .° ano da Escola do 
Exército, onde continuou a sua brilhante carreira académica, 
sendo escolhido para a Arma de Engenharia. 

Não o seduzia, porém, a carreira das armas, e, assim, em 
Outubro de 1906, voltou para a Universidade de Coimbra pros-
seguir os seus estudos, que terminou em Julho de 1907 com a 
elevada classificação final de Muito bom, com 19 valores. 

Nos cicios grandes continuou afirmando o seu grande valor 
académico ; foi admitido ao Acto de Licenciatura em 9 de Maio 
de 1908 com a nota de Muito bom, com 19 valores, e aprovado 
no Acto de Conclusões Magnas que realizou a 11 de Julho do 
mesmo ano, com igual classificação. 

Doutorou-se a 19 de Julho de 1908 e, concorrendo à vaga 
existente na Secção de Ciências Físico-Químicas da Faculdade 
de Filosofia, foi aprovado por unanimidade com a nota de Muito 
bom, com 19 valores (22 de Janeiro de 1909). 

O seu primeiro despacho, para Lente substituto da Faculdade 
de Filosofia, tem a data de 17 de Fevereiro de 1909, cargo de 
que tomou posse em 11 de Março do referido ano. 

Com a Reforma universitária de 1911 (Decreto-lei de 19 de 
Abril), foi nomeado Professor extraordinário da Faculdade de 
Ciências, colocado no 2.° grupo e, mais tarde, transferido para 
o l .° grupo da segunda secção (Decreto de 5 de Dezembro 
do 1914). 

Com a publicação do Estatuto universitário (Decreto de 6 
de Junho de 1918) foi nomeado Professor ordinário da 2.a secção 
da Faculdade de Ciências, e transferido, por conveniência urgente 
de serviço, do grupo de Física para o de Química (Decreto de 6 
de Janeiro de 1919). 

Esta transferência representou um sacrifício real da sua parte, 
pois a sua predilecção pelos estudos de Física era notória. 

Com a sua nomeação para Director do Laboratório Químico 
(Decreto de 29 de Outubro de 1926) fixaram-se definitivamente 
as perspectivas docentes do Prof. Pinto Basto, criando-lhe o 
mínimo de condições indispensáveis à manifestação da sua acti-
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vidade científica. Nesta qualidade se afirmou organizador notá-
vel, animador entusiasta, investigador e crítico de elegante 
aprumo profissional e rigor lógico impecável. 

O Prof. Pinto Basto foi um universitário na verdadeira acep-
ção da palavra. 

Quando em 1911, com a publicação do Decreto-Iei de 19 de 
Abril, as Universidades entraram no regime de autonomia peda-
gógica e administrativa, logo o Professor Pinto Basto, como 
Secretário da Faculdade, e por conseguinte, vogal do Senado, 
começou colaborando na administração universitária. 

A sua actuação, nesta qualidade, exerceu-se ininterrupta-
mente desde Outubro de 1911 até Novembro de 1917. Voltou a 
fazer parte do Senado, como Delegado da Faculdade, desde 
Março de 1919 até Julho de 1927, e, posteriormente, desde 29 
de Novembro de 1934 a 18 de Novembro de 1935. 

Como Director da Faculdade, foi ainda membro do Senado 
universitário desde 2 de Novembro de 1927 até 30 do Outubro 
de 1930. 

O que a sua influência, neste sector da vida universitária, 
teve de alevantado e nobre está bem vivo no espírito de todos 
quantos tiveram o intenso prazer de com êle colaborar. Sem se 
desviar uma linha na defesa intransigente das regalias universi-
tárias e dos altos interesses do ensino e da Nação, o Professor 
Pinto Basto soube sempre orientar as suas intervenções na dis-
cussão dos mais melindrosos assuntos com um aprumo e correc-
ção inexcedíveis. 

O interesse que sempre lhe mereceram as péssimas circuns-
tâncias em que se desenvolve a vida académica, a sua convicção 
pessoal da necessidade imperiosa de promover os progressos da 
educação física dos estudantes, constitui um dos aspectos mais 
interessantes a salientar em tôda a sua intervenção como vogal 
do Senado universitário. 

Era o Professor Pinto Basto um desportista completo ; conhe-
cia por experiência própria as enormes vantagens que, tanto no 
aspecto da cultura física, como no da educação moral, os exer-
cícios físicos e as práticas desportivas facultam, e por isso 
sempre pugnou pela sua conveniente organização como parte 
integrante indispensável do programa escolar universitário. 

Nesta orientação apresentou na sessão do Senado universi-
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tário, de 18 de Dezembro de 1915, a seguinte proposta que foi 
aprovada: 

«Proponho que o Senado nomeie uma Comissão encarregada 
de estudar o local e mandar fazer um projecto e orçamento dum 
campo do jogos compatível com as posses da Universidade, e se 
comprometa a dar-lhe execução rápida logo que seja aprovado, 
destinando-lke desde já uma verba». 

De harmonia com esta proposta deliberou o Senado que 
«para fazer face às despesas de instalação dôsse campo se esta-
belecesse um rateio pelas Faculdades e Escolas universitárias 
na razão de l,5°/o dos respectivos rendimentos e propinas a 
partir do próximo mês de Julho». 

Na sessão de 28 de Julho de 1916 o Senado universitário 
«Aprovou mais o projecto para a construção dum campo de 
jogos apresentado pelo vogal Dr . Egas Pinto Basto e por S. Ex. a 

justificado com algumas considerações sôbre as muitas vantagens 
dos exercícios físicos e hábitos sportivos na educação da moci-
dade académica; resolvendo-se que o custeio dessa obra conti-
nuasse a ser contemplado no orçamento da Universidade de 
1917-1918». 

Não obstante tôda a sua iniciativa, e a boa vontade do Senado, 
os assuntos referentes à educação física dos estudantes da Uni-
versidade de Coimbra continuaram em precárias circunstâncias, 
o que motivou nova intervenção do Professor Pinto Basto que, 
em sessão do Senado universitário de 11 de Maio de 1935, apre-
sentou a seguinte proposta, que foi aprovada: 

«A educação física e artística dos estudantes da Universidade 
de Coimbra tem sido realizada, pode dizer-se, sòmente por ini-
ciativa da academia. Pondo de parto a construção do campo do 
jogos de Santa Cruz, da iniciativa da Universidade, é certo que 
esta não tem podido fazer valer o seu interesse pela actividade 
extra-escolar dos estudantes. O campo de jogos, ainda incom-
pleto, foi abandonado pela Universidade, por motivos que é inú-
til discutir, e, de facto entregue à Associação Académica». 

«E necessário que êste estado de coisas termine, para bem 
dos estudantes e para bem da Universidade. E necessário que 
entre os professores da Universidade e os seus estudantes se 
estabeleçam relações mais íntimas, que passem além do âmbito 
das aulas e dos laboratórios, e exerçam na actividade extra-esco-
lar dos estudantes uma acção que consideramos indispensável. 

35 
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Não se trata duma tutela, que, não seria aceite, e com razão, 
por estudantes de cursos superiores, mas da acção orientadora 
e auxílio de que carecem os que ainda não tem o saber de expe-
riência feito. O campo de jogos está agora, pode dizer-se, tão 
incompleto como quando a Universidade o abandonou». 

«A maior parte da academia não o frequenta. A actividade 
da academia está muito longe da que seria para desejar, apesar 
dos louváveis esforços de alguns estudantes apaixonados.» 

«O Orfeão está em decadência, muito embora alguns acadé-
micos façam o que podem para o conservar e melhorar. A acti-
vidade artística da academia não é a que a Universidade deve 
ambicionar.» 

«A sede da Associação Académica, a casa dos estudantes, 
está num estado dd pobreza que a impede de exercer a acção 
educativa que em tão alto grau pode exercer. Grande parte do 
edifício está desaproveitada por exigir reparações dispendiosas 
com as quais a Associação não pode, nem tem pessoal para 
conservar o asseio indispensável, e a par te aproveitada não ofe-
rece a elegância e o confôrto próprios do fim a que se destina 
e da época em que vivomos. A Associação ainda não conseguiu 
montar o dispensário médico a que aspira e outros serviços de 
tão grande utilidade sobretudo para os estudantes menos abas-
tados. Grande parte dos estudantes não são sócios da Associa-
ção. O que a Associação tem feito merece todo o elogio, mas 
é pouco. Abandonados, pouco mais os estudantes poderão fazer». 

«É urgente que a Universidade interfira na vida extra-escolar 
dos estudantes.» 

«Professores e estudantes devem trabalhar conjuntamente, 
em bom entendimento, para elevar o nível da vida académica.» 

«No plano da Cidade Universitária procura resolver-se o pro-
blema pôsto. Até êste plano se realizar passarão anos, e é urgente 
fazer alguma coisa desde já.» 

«A proposta que vamos apresentar não pretende resolver o 
problema de forma definitiva. Dá uma solução provisória que 
satisfaz as necessidades urgentes, aproveitando o que já existe, 
sem prejuízo da solução definitiva que a Comissão da Cidade 
Universitária venha a adoptar.» 

«Esta proposta foi apresentada ao Presidente da Comissão 
da Cidade Universitária e êste não viu na sua realização nada 
que contrarie projectos futuros, o foi apresentada também à 
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Direcção da Associação Académica, merecendo a sua aprova-
ção.» 

«Na proposta que vamos fazer consideramos a Associação 
Académica como representante da Academia. Com êste fim, 
entendemos que se deve trabalhar sempre, Universidade e estu-
dantes.» 

«Propomos: 
«1) A educação física e artística e. dum modo geral, a acti-

vidade extra-escolar dos estudantes no seu aspecto educativo, é 
dirigida por uma comissão composta de três professores, indica-
dos pelo Senado Universitário, e três estudantes, indicados pela 
Associação Académica.» 

«2) A Universidade promoverá imediatamente o acabamento 
do campo de jogos de Santa Cruz, a reparação do edifício da 
Associação Académica e da antiga igreja de S. Pedro, cedida à 
Universidade para os ensaios do orfeão. Trata-se de proprie-
dade do Estado na posse da Universidade de Coimbra. A Uni-
versidade solicitará do Ex.°" Ministro da Instrução a aprovação 
desta proposta e instará seguidamente junto das instâncias supe-
riores competentes pela sua rápida realização.» 

«No campo de jogos, além do seu acabamento, será, na extre-
midade do nascente, construído um court de ténis, cimentado, que 
sirva ao mesmo tempo de ring para o hockey em patins. A pis-
cina existente deverá ser alargada, coberta e munida das moder-
nas disposições que a Higiene aconselha. O pequeno pavilhão 
existente deve ser adaptado a casa de repouso e reunião. Será 
construído um balneário e retretes. A possibilidade do que se 
pede está assegurada. A antiga igreja de S. Pedro será apro-
veitada para a construção dum ginásio e respectivo balneário.» 

«3) Pronto o campo de jogos e construído o ginásio, ele-
mentos materiais indispensáveis para se poder começar a resol-
ver o problema da educação física, a Universidade pedirá auto-
rização e verba para contratar um professor estrangeiro que 
ficará com a direcção técnica da educação física dos estudantes 
da Universidade de Coimbra.» 

«4) A Universidade estabelecerá em seguida a obrigatorie-
dade da educação física.» 

«5) Enquanto as instalações para-universitárias não se rea-
lizarem na Universidade de Coimbra como está planeado na 
futura Cidade Uuiversitária, as necessidades da Associação Aca-
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dómica qne estejam de harmonia com a sua presente instalação, 
depois de melhorada como propomos, e cuja satisfação não seja 
compatível com os seus recursos próprios, merecerão da Uni-
versidade a mesma atenção que as dos Serviços destinados à 
instrução dos estudantes. A instrução e a educação merecerão 
igual cuidado.» 

Demonstrou igualmente o Prof. Pinto Basto um alto interesse 
por tudo quanto so referia às manifestações e avigoramento da 
vida universitária, como se reconheceu em várias oportunidades 
e muito particularmente na sua tentativa para a criação no Edi-
fício central da Universidade duma «Sala para professores» que 
fornecesse local e desse ocasião à sua mais íntima convivência, 
condição basilar para a sustentação daquele espírito de corpo 
que é essencial ao prestígio de qualquer Instituição. 

Os seus esforços e iniciativas não surtiram os efeitos dese-
jados ; nem por isso a Universidade lhe ficará menos devedora 
de sincero reconhecimento. 

Como Director da Faculdade de Ciências, logar que desem-
penhou durante 3 anos, manifestou o Dr . Pinto Basto as mais 
notáveis qualidades de inteligência, bom senso e carácter. 

Os relatórios que oportunamente publicou—Revista da Facul-
dade de Ciências—Yol. i — p á g . 42 e seg .—encer ram a confis-
são clara da manifesta interioridade em que as Faculdades de 
Ciências se encontram quanto a um dos aspectos mais importan-
tes da sua razão de ser — a investigação científica—, com a 
enumeração das respectivas causas determinantes e um apêlo ao 
Grovêmo para que sejam criadas as condições materiais indis-
pensáveis para sairem dessa estagnação. 

São suas as seguintes palavras «Importa confessar bem alto, 
para que sejamos ouvidos por quem nos governa, a nossa insigni-
ficante produção científica, e, mostrando as razões que a justifi-
cam, insistentemente pedir que se dêem à Faculdade de Ciências 
os recursos indispensáveis de que necessita para que possa ser 
aproveitada a boa vontade do seu pessoal docente». 

Com a sua atitude desassombrada prestou o Prof . Pinto 
Bastos um alto serviço à Faculdade de Ciências e à sua Uni-
versidade. Quando um dia se fizer a história da evolução dos 
estudos superiores em Portugal, se apreciará devidamente o 



Prof. Dr. Egas Pinto Basto 539 

enorme alcance das suas propostas para o eficiente desenvolvi-
mento da investigação científica como factor essencial no processo 
de rehabilitação nacional a que o Estado Novo meteu ombros. 

Como dissemos foi a partir de 192G que se notabilizou a 
actuação profissional do Dr. Pinto Basto. 

Nomeado Director do Laboratório Químico, que recebeu em 
estado de manifesta decadência, conseguiu num espaço de tempo 
relativamente curto, mercê da sua persistência, bom senso e 
clara visão das possibilidades nacionais, transformá-lo nas suas 
instalações materiais, e modernizá-lo tanto no que respeita à 
orientação pedagógica do ensino, como no que se refere aos 
novos campos de actividade científica para onde orientou o tra-
balho de investigação dos seus assistentes e colaboradores. 

No ponto de vista das instalações materiais, organizou as 
salas de trabalhos de Química-Física, de Química orgânica e de 
Espectrograiia que equipou com material e instrumental moderno 
para o que conseguiu verbas importantes. 

Mercê da sua iniciativa, conseguiu do Instituto para a Alta 
Cultura os recursos necessários para a especialização, em Espe-
trografia, na Universidade de Liverpool do seu assistente Dr . Gou-
veia, que prossegue em Coimbra os seus estudos neste campo. 

Contratou o Prof . alemão K. Coper, especializado em Quí-
mica coloidal, iniciando a investigação científica neste capítulo 
tão importante da Química moderna, investigações que prosse-
guem com bons resultados. 

Modernizou a biblioteca, em livros e revistas da especialidade, 
tornando possível o melhor rendimento do ensino e da investiga-
ção científica. 

Como Director do Laboratório Químico animou sempre todas 
as iniciativas de trabalho, procurando conseguir os meios indis-
pensáveis à sua realização e guiando os estudos com o valiosís-
simo auxílio do seu grande senso prático e seguro critério cien-
tífico. 

Profissionalmente, como Professor, a sua exemplar rectidão 
e espírito de justiça, aliada às excelsas qualidades da mais refi-
nada educação e elevada cultura, impunham-no ao respeito e 
consideração de todos os colegas e alunos. Era um gentleman 
na justa acepção da palavra, cujo convívio constituía fonte perene 
da maior satisfação espiritual. 
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Como investigador científico intere3sou-se maito pelos pro-
blemas de ordem prática e valor económico, como revelam os 
seus primeiros trabalhos : 

Retrogradação do ácido fosfórico nos adubos compostos. 
Extracção do óleo dos bagaços de azeitona. 
Análise duma rocha niquelífera. 

Mas foi sobretudo, após a sua nomeação para professor de 
Química analítica do Instituto de Climatologia e Hidrologia de 
Coimbra-Decreto-Iei n.° 18.568 de 1 de Agosto de 1930) que 
o Dr. Pinto Basto se afirmou investigador e crítico de notável 
valor científico. 

As suas contribuições para o estudo da composição química 
das águas minerais portuguesas são disso a clara demonstração. 

Ultimamente, tinha empreendido o estudo da rádio-actividade 
das nossas águas minerais; deixou estudada a zona compreen-
dida entre o Douro, o Mondego e o Távora. Este estudo, efec-
tuado com novos critérios e técnicas rigorosas, conduziu a resul-
tados muito interessantes, que vieram modificar substancialmente 
muitas das opiniões correntes sôbre várias das nossas estâncias 
de águas minerais. 

Estava o Professor Pinto Basto naquela altura da vida pro-
fissional em que eram de esperar os mais belos frutos da sua 
vasta cultura científica, grande capacidade imaginativa e elevado 
espírito crítico. 

O Destino cruel não lhe permitiu porém a conclusão dos seus 
projectos científicos. 

A sua memória gentil estará sempre presente no coração de 
todos os seus colegas, cuja saudade infinda é padrão imarcessí-
vel do alto preito que a Faculdade de Ciências de Coimbra devi-
damente presta à sua inconfundível personalidade. 

Nestas linhas sem relêvo, mas com profunda emoção, aqui 
lhe deixa o último adeus talvez o seu mais insignificante amigo, 
mas seguramente o mais leal de todos. 

D R . EUSÉBIO TAMAGNINI. 
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