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Studies on the ultraviolet absorption
spectra of profeins

| AMINOACIDS

Introduction

In the course of a study of mucoproteins from human gas-
tric juice, which will shortly be published (Bruno da Costa and
Schon), we came to the problem of identifying the composition
of small amounts of proteins. In recont times the spectropho-
tometric methods have been used to an ever increasing degree
for the qualitative and quantitative determination of organie
substances, and for this reason we believed it useful to apply
this method also to the problem of proteins.

Amongst the known aminoacids, the aliphatic ones do not
exhibit selective absorption in the visible or ultraviolet. In
the extreme ultraviolet all these acids show inereasing general
absorption. The aromatic and some of the heterocyclic ami-
noacids show, however, a marked and, for some of them, cha-
racteristic selective absorption. As most of recent research
concerning these acids is only of a qualitative nature, and
amongst the older quantitative determinations the results fre-
quently do not agree, we have decided to make an extensive
quantitative research on the absorption spectra of these com-
pounds.

When we had almost concluded the work described in this
paper, there was broaght to our notice the publication of Holi-
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day (1936) regarding part of our work — tyrosine and trypto-
phan — to which we will refer later.

Methods

We have used for our studies a Hilger Medinm Quartz spec-
trograph E 316 fitted with a Spekker photometer. As source
of light we have generally used a condensed spark between tun-
gsten-steel electrodes ; for detecting the structure of the bands
and the exact determination of the position of the maxima of
narrow and definite bands we have also used as source of light
a water cooled hydrogen tube with a quartz window, which
gives a perfeet continuons spectrom in the ultraviolet. The
extinetion coeflicients, however, were always determined using
the toogsten-steel spark plates. Quartz cells of 4 to 0.1 em.
were used compensated always with cells of the same thickness
and filled with the same solvents. The densities of light varied
between 0.1 end 1.8, the corresponding times of exposure being
from 6 sees. to 4 mins. 10 sees. The absorption intensities
referred to in the tables were obtained with densities between
0.8 and 1.5.

For photography Ilford and Lumidre plates were employed,
which are quite sensitive up to 230 mp. In the plates in which
absorption maxima between 230 — 200 my were observed, the
plates were sensibilised with white vaseline. Reading of the
plates was made visually, the points of equal density being
carefully plotted.

The absorption intensities recorded in the following car-
ves and tables are expressed in ¢ and log ¢ with E_:{qi'__ldn,al
(¢ = molar concentration, and d = thickness of the ecell in
em. ).

The aminoacids and dipeptides were commercial products of
the highest obtainable degree of purity. [-Tyrosine was pur-
chased from Dr. Fraenkel & Laundau, Berlin, {- histidine-mono-
-hydrochloride from Merck, Darmstadt. and the other substances
from Hoffmann-La Roche, Basileia. A sample of [-carnosine
(-alanyl-{-histidine) (du Vigneaud and Hant, 1936) was gene-
rously supplied to us by Professor V. du Vigneaud of the George
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Washington University, Washington, to whom we express our
best thanks.

Results

The following aminoacids were investigated: I-Phenylalanine,
[-tyrosine, I-dioxyphenylalanine, I- tryptophan, I-histidine. The
absorption speectra of all these acids were obtained in aqueous,
N/10 HCI and N/10 KOH solations. The results are summed
up in the following tables and figures.

Jr. {-PHENYLALANINE :
TABLE I

Molecular extinction coefficients of maxima and minima
of Phenillalanine in water

Maxima
' |
Wavelength mu| 267 | 263.1 | 257.5 251.3‘247.()'213.0
+— e OIS = : | f e ‘
| 65 |133 [180 [141 |100 |5000
Minima
4 Wavelength my. 2[;5.4‘2{51.0 254.3 | 248.1 1232.2 +
|
e | 62 |1Hi 125 96 208
. _

The absorption spectrum of phenylalanine is of the benze-
noid type. The resclation of the narrow bands in the region
265 — 235 myp is still very good, although not so persistent as
in benzene. All maxima are slightly displsced to longer wave-
lengths and the absorption coefficients are slightly lowered,
with the exception of the first maximum (267 my) which lies
more towards the shorter wavelengths and the intensity of
whieh is abont 10 times higher than that of benzene. We
believe that this effect on the first band is due to the substi-
tuents of the benzenic ring. A similar increasing effect of the
absorption coefficient of the first band was observed in naphtha-
lene derivatives by Morton and Gouveia (1934).
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I I-Phenylalanine. 11 [-tyrosine. III [-dioxyphenylalanine
1V [-tryptophan, in aqueous solutions.
I-TYROSINE:
TABLE 11
Moleculir extinction coefficlents of tyrosine In aqueous
and N/10 KOH solutions
Wavelength mu | 220 | 230 240 250 | 260| 270 280| 200 300
Water ¢ | 7080 | 4870 | 138 ) 88.6| 850 | 796 ( 706 | T74
Alkali £ TG40 :lml 7450 | 1230 | 720 llS{}| 1660 | 1590
| ! |
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Maxima Minima

In water ¢ In alkali ' In water 1 In alkali

My m m. i

281.2 1060 | 285.0 1860 | 2782 885

273.8 1100 ‘ 245.0 813 | 269.6
~ 268.0 932 |

2220 7080 I 240.8 10080

~ = inflection
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1 I-tyrosine in N /.0 HCl. II [-tyrosine in N /10 KOII.
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The spectrum of tyrosine is similar to that of phenol as far
as concerns the localisation of the first region of absorption.
In the case of phenol in aqueous and aleoholic solutions all the
structure has been wiped out, showing only a broad well defi-
ned band with the maximem at 274 mp; tyrosine, however,
shows in the same region a band with the principal maximom
at 273.8 my, with two further submaxima at 281.2 and 268 mp
In this respect it preserves still a certain similarity to phenyla-
lanine and benzene. A second region of absorption shows a
maximam at 222 mp,

While phenylalanine has a practically identical absorption
spectrum in aqueous, acid and alkaline solutions, this is not the
case with tyrosine. Here the absorption in water and hydro-
chloric acid is practically the same, as was to be expected,
because the phenolic gronp introduces an acid character into
the molecule; buot in alkaline solution the absorption bands are
displaced to longer wavelengths due to the salt formation in the
phenolie group. Desides the displacement, all the structare of
the first absorption region disappears in alkaline solution and
there remains only a broad persistent band.

[-DIOXYPHENYLALANINE:
TABLE 111

Molecular extinction coefficlents of dloxyphenylalanine
in NJ10 HC1 and N/10 KOH solutions.

Wavelength m,“l 220| 280( 240 260 260| 270 280| 290 8CO| 810

Acid «| 6820|6180 | 987 | 276| 690 | 1620|2660 | 1080
Alkali £ 4690|3040 160(}[:3050 BﬂlﬂlBSBO 4020 | 8750
| |
Maxima Minima
In acid i I In alkali i In acid i In alkali
" . LN "
279.8 2600 | 2083 4020 | 2600 276 | 262.7 1890
2246 6900 |
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I l-Dioxyphenylalanine in N /10 HCL, Il I-Dioxyphenylalanine
in N/10 KOH. The dotted curve indicates the probable absorption
of unaltered solutions.

The absorption spectrum of dioxyphenylalanine is similar to
that of pyrocatechine, the absorption maxima being slightly dis-
placed to longer wavelentghs. The absorption carve shows two
regions of absorption. As we have already seen in the cases
of phenylalanine and tyrosive, the further introduction of new
substituents into the benzenic ring decreases the degree of reso-
lution of the first absorption region. The tendency continues in
dioxyphenylalanine to such a degree, that all resolution of the
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first absorption region has totally disappeared. The absorption
intensities of the first bands inerease steadily from phenylala-
nine towards dioxyphenylalanine, whereas the intensity of the
second region remains approximately constant.

The speetra of dioxyphenylalanine in water and hydrochlo-
ric acid are identical. The alkaline solutions are very sensitive
to oxygen, and even with all precautions we were not able to
exelude all traces of air from the alkaline solations, which
immediately turned slightly yellow. The curves show, howe-
ver, a displacement of absorption bands to longer wavelengths,
of the same order as in tyrosine, with increase of intensity and
a considerable loss of persistency and definition.

I-TRYPTOPHAN:
TABLE 1V

Molaecular extinction coefficlents of tryptophan In N/10 HCI
and N/10 KOH

| : |
220'250' 240 | 250 | 260 | 270 | 280 | 290 | 800 | 810

22060

Wavelength mu.

Acid t 4750| 1480| 1710| 8420 4700] 4600 1680 168 | 14.6
Alkali :l ﬁT?Ol 1670 l'iﬁﬂi 2650 44407 4780| 8160
| |
Maxima | Minima

In acid ' Io alkali ' In acid £ In alkali t
L mi mu "

286.8 8780 | 288.0 4020 | 2481 8480 | 2856.6 8840
271.4 4760 | 2800 4780 | 2425 1480 | 244.2 1600
2162 24900 |

The spectram of tryptophan is similar to that of indole
(Friedli, 1925). It exhibits two regions of absorption, one
with the maximom at 216.2 my and the other with the prinei-
pal maximum at 271.4 my and a submaximum at 286.8 my in
acid solution. In alkaline solution the absorption is slightly

i —
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displaced to longer wavelengths the general aspect of the curve
being the same. The head of the main band in acid as well as in
alkaline solutions is very flat and in some plates there is evidence
of very ill defined resolution, similar to tbat of indole.

1-HISTIDINE :
TABLE V

Molecular extinction coefficlents of histidine In N/10 HC1
and N/10 KOH

Wavelength myu | 210| 220| 280| '240| 250 zsol 270 280 ‘mi 800 810 820
o, _‘| . e
Acid ¢ |4090|2910| 227| 4.86 [0.485 |0.860 /0.485 |0.822 io.m|
— e 44- =B |
Alkali . 8800 955‘ 88.1| 5.13| 1.59 10.605 0.445 4mm 0.874 [0.294 [0.210
Maxima | Minima
v A
In acid £ In acid Il
ﬂ'!!.d. m_u.
~ 270 0485 | ~255  0.840
218.7 4850 |

The absorption spectram of histidine shows only a marked
inflection of low intensity at ea 270 my, the region where the
other investigated aminoacids show strong selective absorption.
In the far uoltraviolet it shows a marked band at 213.7 mp.
with nearly the same intensity as the corresponding bands of
the other acids.

Discussion

There is a good agreement between our results and the qua-
litative data of Ross (1934), Ferand & alieni (1930) and Lavin
& Northrop (1935) as far as concerns the position of absor-
ption maxima of phenylalanine. The values obtained by the
various authors and ours generally differ by less than 1 mp.
We were not able to detect the 2 maxima at 241.0 and 235.0
indicated by Feraud & alieni and by Lavin & Northrop. As they
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lie in a region of decreasing absorption very probably they are
not more than small inflections, without great interest for the
detection of this aminoacid.

Our results regarding the absorption spectrum of tyrosine
agree fairly well with the quantitative measarements of Holiday
(1936). Our extinetion coeflicients are slightly lower. The most
marked difference between our results and those of Holiday con-
sists in the position of the first maximum, which we found to be
at 281.2 myp, while Holiday found it at 278.5 mp. Working with
the hydrogen tube as a continuous source of light, we were able
to detect a marked inflection at 268 mpu.

Feraud & alieni give in their paper a large number of maxima
for tyrosine, which afterwards they were not able to confirm
(Ferand & alieni, 1936). We find that the position of the first
three maxima are correct, whilst the other do not exist; pro-
bably the authors dealt with a very impure product, as they
indicate a concentration of 0.13%, in aqueous solution, the actaal
solubility of tyrosine in water being only 0.04% at 17° (Wian-
terstein, 1933). In alkaline solution Ross found two maxima for
tyrosine at 284.0 and 276.0 my, which we eannot confirm, finding
only —in agreament with the results of Holiday — vne broad unre-
solved band at 295 mp. Holiday does not give the exact nom-
bers of the position of the maxima, and referring to his graphs
we find a very slight displacement of the 295 my band.

As regards tryptophan our results are in full agreement with
those of Holiday, Feraud & alieni and Ross, the actual maximum
of the main band being difficult to determine, as the head of the
band is very flat.

Applications

The problem of identifying the components of a protein has
a twofold aspect: the qualitative and the quantitative. The
presence of a number of marked, narrow bands in the region
between 245 and 268 my is a sure indication of the presence of
phenylalanine. Bat the low intensity of these bands makes the
determinativn impossible even in the presence of relatively small
amounts of the other aminoacids. Ross in his qualitative study
has found that phenylalanine in the presence of tyrosine up
to 10-15%, or of tryptophan up to 5%, may be detected.

The presence of tyrosine may be detected by the resolution

[
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of its absorbing region between 285 and 2605 my, bot we must
emphasize, that the structure of the band is rather poor, and
the detection will be impossible in the presence of even relati-
vely small amounts of tryptophan and dioxyphenylalanine.

More characteristical and important for the deteetion of
tyrosine is the displacement of the absorption band in acid and
alkaline solutions of 21 mp. This displacement is peculiar to
tyrosine and facilitates its distinetion from tryptophan. This
fact has been useful for the detection of tyrosine in proteins,
as will be shown in a forther paper. Besides tyrosine, only
dioxyphenylalanine sliows a similar behaviour.

Due to its high absorbing intensity, the qualitative determi-
nation of tryptophan seems to be easier than that of the other
aminoacids, by the structure of its main band at 286 8 mp.

The quantitative determination of the aminoacids in proteins
or in their hydrolyzing products seems to be handicapped by
the complexiiy of the material, as even the aliphatic aminoacids
show a geperal weak but definite absorption in the spectral
region under consideration. Even in the most favoarable cases
we think that the values obtained are only approximate.




Il DIPEPTIDES

The application of the spectrophotometric method to the
detection of the components of proteins has as a condition, that
the absorption of the aminoacids is not altered by peptidic lin-
kages, the absorption spectrom of a protein being the sum of
the absorptions of the single compounds. Although a great
number of organic compounds fulfil this theoretical condition,
there are some cases known in which small differences in the
structure of related substances and even a different sterical
arrangement of groups in the same compound give rise to
important modifications in the absorption intensity and localisa-
tion of the bands. As an example we may remember here only
the case of cis- and trans- stilbene (Smakala & Wassermann,
1931), the absorption spectra of which are quite different with
regard to the position and intensity of absorption maxima, and
the general aspect of the curves, which seem to belong to quite
different chromophores. As very little is known about the mole-
cular arrangement of proteins in solutions, great differences in
the absorption spectrum may resalt from different positions of
chromophoric groups. We have therefore investigated the absor-
ption spectra of some of the simplest dipeptides.

GLYCYL-I/-TYROSINE:
TABLE VI

Molecular extinction coefficlents of glycyl-tyrosine In N/10 HCI
and N/10 KOH

Waveloogth my | 220 | 280 |340 |250 |260 [270 [ 280 |290 #00
] |

Acid « | 6240 | 4050 [ 888 |171 |448 | 952 | 962
| | |
e

Alkali : 1620 | 5670 | 1350 | 724 ‘1530 1920 | 1660
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Maxima Minima
In acid i In alkali ¢ | In acid L In alkali g
mw L i i
2766 1070 | 291.4 1960 | 2482 140 | 269.8 686
228.2 6710 | 2408 T710 | 2146 5620! 2200 4050
200 250 300 1. M
Lo
3.0
w

10

00

Fia. 4

1 i-tyrosine in N /10 HC1. 1I I tyrosine in N /10 KOH.
111 glyeyl-{-tyrosine in N/10 HCL. IV glyeyl-i-tyrosine
in N/10 KOH.
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The absorption spectra of glyeyl-tyrosine in acid and alka-
line solutions are practically the same as those of the parent
aminoaeid. In acid solution all structure of the main band disap-
pears, but there is no appreciable displacement of the bands.
These results agree with those of Abderhalden & Haas (1927).

GLYCYL-/-TRYPTOPHAN :

TABLE VII

Molecular extinctlon coefficlents of glycyll-tryptophan
In N/1O0 HC1 and N/10 KOH

: : .
Ieao 250 |260 |270 |280 |290
|
|

Wavelegenth  mu !22‘0 2580

Acid £ 27400‘?4‘30 1250 |1440 |2700 |4160 |4160 |0270
——————— ! I ' 5 - —
Alkali ; 2(510[]I7i10 |1560 11810 izwo 4080 |4440 | 85650
Maxima | Minima
| o |ty - %
In acid £ :In alkali ' In acid : In alkali £
. | mu mis L)
|
288.1 8740 | 288.2 B870 | 286.2 85680 | 2868 5660
276.4 4260 | 2794 4500 | 246.4 1440 | 274.6 4180
218.8 27680 | 2722 4290 245.4 1040
| 2201 26100 |

This dipeptide also shows the same absorption spectrum as
the aminoacid. We note only a slight displacement of the
maxima to longer wavelengths, in acid as well as in alkaline
solations,
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Fia. 5
—— [-tryptophan in N /10 HCI.
..... I-tryptophan in N/10 KOH.
—.—.— glyeyl-1-tryptophan in N /10 HCI.
— ey glyeyl-I-tryptophan in N /10 KOH.

1-CARNOSINE:
TABLE V111

Molecular extinction coefficlents of l-carnosine In N/10 HCl and N/10 KOH

280 [290 fsoo 810 |820

Wavelength mu | 220|230 | 240 :eau 260 | 270

—_— - - [ — | — | | e f—— =
Acid «|4830 766 821 | 888 827 888 8.04 242 197 174 186
S - Sl v ) ELS | ! fo
Alkali «|5120{ 05 |61.7 |14 | s.lsi 6.69 5.sai 5.02 4.15'I 817 242
| | e T | |
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Maxima 3 Minima
In acid : In alkali ' In acid '
"y mp o
~ 314 1.80 216 5990 | ~ BOG 1.68
~ 270 8.58 ~ 258 85.26
216 5180
200 250 300 T pL

/

30

20

00 B

A0

Fie. 6

I I-histidine in N/10 HCI. 11 [-histidine in N/10 KOH,
LIT i-carnosine in N/10 HCL. 1V [-carnosine in N/10 KUH.
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The differences of absorption, specially for wavelengths lon-
ger than 250 mp, between this dipeptide aund histidine are more
pronoanced than in the preceding cases. In this spectral region
the absorption intensity of histidine is very low, and the intro-
duction into the molecule of the alanine group appreciably
increases the absorption. The resulting absorption is of a diffe
rent type and of lower intensity thanm that of the carbonyl
group. The maximum in the region near 220 my is, in the case
of carnosine, slightly displaced to longer wavelengths, as in the
case of glyeyl-tryptophan.

Conclusions

The data of glyeyl-tyrosine and glyeyl-tryptophan confirm
the hypothesis that the peptidic linkage between a strongly
absorbing and a transparent aminoacid does not affect appre-
ciably the absorption of the molecale. Bat the case of carno-
sine shows us, that the association of two aminoacids may also
give rise to a muoch stronger absorption than was to be expe-
cted theoretically.

The few data presented here do not allow of any final con-
clusion. Bat we think that a farther more complete study of
di-and polypeptides will bring interesting and perhaps surprising
results, and only then can we compute the precision of spectro-
photometric methods as applied to the problem of proteins.

Summary

The ultraviolet absorption spectra of the aminoacids: I-phe-
nylalanine, I-tyrosine, I-dioxyphenylalanine, I-tryptophan and
l-histidine, and of the dipeptides: glyeyl-Il-tyrosine, glyeyl-
-l-tryptophan and [-carnosine (f3-alanyl-l-histidine) are investi-
gated in aqueous, acid and alkaline solutions. The possible
application of the spectrophotometric method to the determina-
tion of these aminoacids in proteins is discussed.

The anthors wish to express their sincerest thanks to Pro-
fessor Dr. A. de Morais-Sarmento and Professor Dr. E. Pinto
Basto for their interest shown in the course of this work.

n
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Estudos sdbre o gerador assincrono auto-excitado

PREFACIO

Ao publicar o presente trabalho, é nataral indicar as econdi-
¢bes que tornaram possivel a sua realizaciio.

No verio de 1932 terminei em Zurich o meu trabalho de
doutoramento «Die Selbsterregung von Asynchrongeneratoren»
que foi aceite pela Eidgenossische Technische Hochschule —
Zitrich. Este trabalho ocupa-se do estudo dos fenémenos de
auto-excitagio da mdquina assincrona ligada a condensadores.

Em Outobro do mesmo ano, a Faeuldade de Ciéncias da
Universidade de Coimbra encarregou-me da regéncia da cadeira
de Electricidade e respectivos trabalhos priticos. Reconheci
desde logo que, para tirar o melhor rendimento possivel da
minha actividade, se tornava necessiria a criacio de nm labo-
ratorio onde pudesse dar aulas priticas sobre correntes alter-
nadas e realizar trabalhos sobre os assuntos a que ji me tinha
dedicado na Escola de Zurich.

Euncontrei, da parte do Director do Laboratbrio de Fisica,
o Professor Doutor Mario Silva, a melhor compreensio e inte-
résse pela realizagio déste intento. Havia, porém, uma dificul-
dade: Obter os meios materiais indispensiveis para adquirir
as maquinas, instrumentos de medida e aparelhagem necessdria.
A dotaclio do Laboratério jd estava absorvida por outras des-
pesas e assim tivemos que esperar.

No fim do ano lective 1932-33 surgiu uma possibilidade:
O Senado Universitirio deliberara auxiliar com o «Fundo Sd
Pinto» trabalhos de investigagio sObre assantos bem especifi-
cados. Indiquei, como trabalho a realizar, o estudo das oscila-
edes vléetricas no gerador assinerono auto-excitado. O Senado
Universitirio aceitou a minha proposta Cumpre-me agradecer
a confianca com que me distinguiu.




410  Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

Com a importancia coneedida no primeiro ano adquiri as md-
quinas, o oscilografo, os condensadores e algnma aparelhagem.
Com a parte coneedida no verio de 1934 a que ainda se juntou
verba do Laboratério, obtive os instramentos de medida. S0
no ano lectivo de 1935-36 é que se terminou a instalacio, tor-
nando-se possivel realizar o trabalho que hoje publico.

Os aparelhos eram entretanto aproveitados, tanto quanto
possivel, para o ensino da cadeira de Eleetricidade.

Devo notar que as despesas foram muito reduzidas, gracas
ao cuidado que houve em aproveitar ao miximo os elementos
de que o Laboratério jd dispunha. Além disso, parte da apare-
lhagem foi constroida nas oficinas do Laboratério. O Prepara-
dor Conservador Senhor Anténio Ferreira auxiliou com interésse
digno de louvor os trabalhos para a instalacio projectada.

E para mim um dever agraddvel testemunhar neste logar u
minha profunda gratidio ao Prof. Dr, Mdrio Silva pela eleva-
¢do com que me concedea todas as facilidades para a realizagio
do presente trabalho.

Laboratério de Fisica da Universidade de Coimhra, 1937.

CanrLos FERREr Moxcapa




INTRODUCAO

Os estudos que constituem o objecto déste trabalho perten-
cem a duas categorias: estudos tedricos e estudos experimentais.

Os dois encontram-se, porém, intimamente ligados e teem o
mesmo fim : esclarecer o funcionamento do «gerador assinerono
auto-excitado». Damos esta designaciio ao complexo — mdquina
assinerona ligada a condensadores — de maneira a constitoir om
sistema oscilante susceptivel de entrar num regimen de auto-
-excitaciio.

Jé nos ocupdmos desta matéria num trabalho anterior —
Die Selbsterregung von Asynchrongeneratoren (!)—cujo assunto
nos foi sugerido pelo nosso Mestre o Prof. Dr. Engenheiro K.
Kohlmann. Este trabalho teve por fim esclarecer o que havia
de essencial no fendémeno de auto-excitagio da mdquina assin-
crona e 86 tratou do sen funcionamento em vasio e dos regi-
mens transitérios de excita¢iio nascente e de perda de excitacio.

Os estudos que hoje apresentamos tentam dar um passo i
frente, ocupando-se do funcionamento do gerador em regimen
geral de carga. Partindo das equacdes fundamentais do electro-
magnetismo, devidas a Maxwell, comegamos por estabelecer a
teoria geral, passando depois a aplicacties coneretas. Esta nossa
teoria visa o esclarecimento da esséncia dos fenOmenos e for-
nece-nos indicagdes sdbre a natureza das experiéncias a fazer e
das medidas eléctricas que serd necessdrio efectuar para a sua
verificacio. Iste assunto ocupa os dois primeiros capitulos,
sendo os restantes destinados a estudos particulares. Assim,
ocapa-se o capitulo 1r das pulsacdes da amplitude das oseila-

(') Este trabalho — Die Selbsterregang von Asynchrongeneratoren — cons-
tituin & nossa dissertagio de doutoramento apresentada em Janho de 1932 i
Eidgendssische Technische Hochschule — Ziirich.
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¢hes auto-excitadas emquanto que o capitulo 1v estuda um regi-
men especial de fancionamento do gerador que lhe permite con-
servar uma freqiiéneia constante e independente da velocidade
de rotaciio do rotor. Em qualquer déstes dois capitulos estabe-
lece se uma teoria e procede-se & sua verificacio por experién-
cias e provas oscilogrificas.

O capitalo v é finalmente dedicado ao curto-circuito trifdsico
instantineo do gerador e apresenta os respectivos oscilogramas,

Dos oscilogramas apresentados hd quatro — os correspon-
dentes &s figaras 19, 20, 29 e 30 — que foram tiradus no Ins-
titato de Electrotecnia da Escola Superior Técnica Federal de
Zurich.

Os doze restantes tiveram a sua origem no Laboratorio de
Fisica da Universidade de Coimbra, onde também foram reali-
zadas tdodas as experidncias e medidas comunicadas neste tra-
balho.

Como sistema de unidades adoptidmos, no trabalho presente,
o sistema pritico electromagnético. Servimo-nos da notagilo
simbolica para representar oscilagbes e designimos por letras
goticas maiGsculas as amplitudes complexas.

A literatura conhecida sobre o gerador assinerono auto-exci-
tado & escassa e possni, em geral, um cardcter ponco cientifico.
Numa pédgina destinada & bibliografia indicamos algumas publi-
cacdes que conhecemos.

I) Teoria do gerador assincrono auto-excitado
em regimen estaciondrio de carga

A) Introdugdo

A teoria que vamos estabelecer diz respeito & mdquina assin-
crona simétrica com estator e rotor trifisico. O circuito de
carga, também trifdsico e simétrico, serd ligado em derivaciio
sObre o circuito oscilante formado pelos condensadores e miquina
assinerona segundo o esquema tedrico representado na fig. 3.

Uma vez estabelecidas as osecilagbes auto excitadas entre a
mdquina assinerona e os condensadores podemos passar ao
regimen de carga ligando o respectivo circuito. A experiéncia
mostra que, em certas circansiineias, as oscilagdes se manteem
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e o sistema fornece energia ao circnito de carga. Ultrapassados
certos limites, as oscilacdes desaparecem e o gerador perde
assim a sua exeitaciio.

O estudo que se segue, tem por fim estabelecer uma teoria
dos fen6menos que se passam, de maneira a tornar possivel a
construgio dos diagramas fundamentais do gerador conhecendo
sbmente as suas constantes.

En
v Curva de magnelissgse pele campe giranls do cireutle
250 mugnilice da magquine assincrons
200 Epo=lyw by, =f(l)
w=314
150
100 J
o Vilores experimeniais
lga

L’Il; -._“]_

50
ll
1 & b} 4 5 A
Fig1
Fie. 1

Partindo das leis fundamentais do electromagnetismo come-
caremos por estabelecer as equacdes diferenciais dos valores
instantfineos. Admitimos em seguida o estabelacimente de osci-
lagties com amplitude constante, sendo assim conduzidos a equa-
¢ous de valores miximos donde serd possivel determinar as
grandezas que caracterizam o funcionamento do gerador em
regimen auto-excitado. Como o que nos interessa é estadar o
que hi de essencial neste funcionamento, tomuremos sbmente
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em linha de conta a harménica fandamental das respectivas
osecilagdes,

Para a determinagio da sua amplitade serd necessirio eon-
siderar a variagdio dos coeficientes de inducdio com a saturacio
magnética do ferro. Esta é posta em evidéncia pela curva expe-
rimental de magnetisagio do circuito magnético da mdquina
assinerona (fig. 1) que representa, em valores eficazes, para a
freqiiéneia f=0500Hz a forga electromotriz E|;, induzida noma
fase do estator, em fungiio da corrente magnetisante I,.

Desta eurva obtém se outra (fig. 2) que representa a variacio

do coeficiente de inducdio trifdsica do estator Ly = I 9 em
g @
faongdo da referida forca eleetromotriz Ejq.
Ly,
H
- /
‘\‘ Ly, = I[E|n]p-nw =814
(1%} o Vilares e'rPu'lmcﬂds
02
*n
[N}
Eis
30 (03] 150 200 £50 v
Fig.3
Fio. 2

Os coeficientes de induciio, assim definidos, sio independen-
tes dos valores instantineos da corrente magnetisante e da
respectiva forga electromotriz e dependem sdmente das suas
amplitades.

No estodo que se segue, consideramos as oscilagdes auto-
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-excitadas do gerador assincrono como fenémenos qudsi-estacio-
ndrios e nio tomamos portanto em linha de conta a energia
radiante. Além disso serdo desprezadas as perdas de energia
nos dieléetricos dos condensadores e no ferro do circnito magné-
tico da mdquina assincrona.

. B) As equagdes diferenciais dos valores instantdneos
e a sua integragao

Eu!u-! ma ledrico

Notacdes gerais segundo o esquema da fig. 3:

) B e e resisténeia das fases do estator.

TasThsPee.ve-.s++. resisténeia das fases do rotor.

Ly, Lss, Lgg ...... coeficientes de auto-inducio de cada nma
das fases do estator.

| IS e RPN e coeficientes de auto-inducio de cada uma
das fases do rotor.

L e . coeficiente de indugdo mitua entre duas

fases do estator.
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---------------

-------------

iyp, tap,i3p

Rip, Rop, Ryp
Lyp,Lapy Lsp evne.
Cyp.Cso,Css

..................

...........

............

-----------

...........

-----------

coeficiente de inducio mitua entre dnas
fases do rotor

coeficiente de inducio mitua entrs uma
fase do ostator e uma fase do rotor.

. coeficiente de induogfo matua entre nma
fase do rotor e uma fase do estator.
capacidades ligadas em derivaciio sobre
cada uma das fases do estator.

valores instantiineos das correntes de
cada uma das fases do estator.

valores instantineos das correntes mas
linhas do circuito das capacidades.
valores instantineos das correntes nas
linhas do cirenito de carga.

resisténeias de cada nma das
coeficientes de indugiio fases do eireuito
capacidades de carga.

valores instantineos das correntes de
cada uma das fases do rotor.

nimero de voltas do rotor por minato.
nimero de polos da mdquina assincrona.

. pulsaciio eléctrica de rotacilo.

pulsaglio das oscilagdes eléctricas dos cir-
eunitos do estator.

valor instantineo do produto esealar entre
o vector campo eléetrico & e o veetor
eaminho de cireulacio d 3.

valor instantineo do produto escalar entre
o vector campo magnético H e o vector
caminho de circulaclio d&.

valor instantineo do flaxo elementar do
vector inducllo magnética B através da
superficie d f.

valor instantineo do fluxo elementar do
vector densidade de corrente i através
da superficie d f.

valor instantineo do flaxo elementar do
vector deslocamento T atravez da super-
ficie d f.
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Bn. alicaianl i ol vector intensidade electromotriz devida a
heterogeneidades do eirenito.

" 1t SR . .... conduetibilidade especifica.

Bsessasssvigennsine densidade elbica eléetrica.

b ciasensnannnsnns - tempo.

gt CRIGRE TR T base dos logaritmos naturais.

Outras notacbes que se tornem necessirias serio esclareci-
das na devida altura,

Para estabelecer a teoria dos fenémenos que pretendemos
estudar tomamos como base as equacdes gerais do electroma-
goetismo devidas a Maxwell:

p ©as)=—g; [ [ Baar ()
& )

div =0
» d -
g e ey S81 D,d 2
((ods ’f_}pé et g [[Oadrn @
3 )
div D=4m=p

i=o (@‘]‘@c}{l)

Estas equagdes do campo electromagnético simplificam-se
para o caso dos fenomenos quisi-estaciondrios a cuja categoria
pertencem as oscilagbes auto-excitadas que sio objecto do nosso
estudo. Assim 6 licito desprezar o campo magnético originado
pela variagio do fluxo do vector deslocamento em relagio ao
campo magnético da corrente de conduglio e considerar éste
como concentrado nas bobines de induglo formadas por Z
espiras. Considerando num sistema de % circuitos de bobinas
1, 2...% o circaito k e designando por ®,,, o fluxo de indugio
magnética ligado ecom Zj,, espiras da mesma bobina, podemos a

(1) Na aplicaglio que a seguir vamos fazer desprezamos as firgas electromo-
trizes devidas is helerogeueidades dos circuitos e consideramos portanto (§ ¢ = 0.
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partir da equaglio (1) escrever a circulacio ao longo do cir-
cuito & sob a forma

- - d i . dtl;‘_ -
9) (@d’é)__"' =g El_ Z {q}km-ékﬂl):" = {3}
Bk

me=]|

em que yj representa o fluxo total de indugio magnética ligado
ao circuito k. Esta equaciio (3) é a expressiio da lei de indacio
no caso dos fenémenos quisi-estaciondrios.

Com o desprezo do ecampo magnético originado pela varia-
¢io em relacllo ao tempo do fluxo do vector deslocamento a
equagiio (2) reduz-se a

gi (Hds)=4n Mffnd.fn (4)
& 3

Designando por iy, is ... iy 0s valores instantineos das cor-
rentes nos circuitos 1, 2... % das h bobinas acima mencionadas
e supondo a permeabilidade magnética independente déstes valo-
res instantineos das correntes, a equacdio (4) permite-nos obter
a relacio

3=h
Y= 2 iy L;Jf (H)

Ar=

que exprime o fluxo total de indugio magnética ¢, ligado ao
circuito k, em funcio das correntes que lhe dilo origem e dos
coeficientes de indugiio.

A aplicaglio da lei de induglo (3) ao cireuito oscilante for-
mado pela fase 1 do estator e pelo condensador C, (fig. 3)
permite-nos estabelecer a respectiva equaciio dos valores ins-
tantineos, A eirculagiio é tomada ao longo do caminho fechado

8ic=(1D O¢ 0;1) e tem por expressiio:

95{{5'f§|r:1‘=5151’|+ f"é[:dt- ®

Sic
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O segundo membro .dn equacio (3) pode exprimir-se sob a
forma

diy E_fi‘{r‘-s d‘-r‘lll)
dt i d: !

(7)

em que Y5 e Yy representam os fluxos ligados & fase 1 que
resultam respectivamente do estator e do rotor. A equaciio (D)
permite-nos exprimir estes floxos em funciio das correntes que
Ihe ddo origem e dos coeficientes de indugiio. Atendendo a (D)
obtém-se portanto :

2=3
Pis= 2 g+ Lagty )

a=1

Yin= E U L"n':&
=1
Das equagdes (6), (7) e (8) resulta :
i1y +—(¢|sLu + a5 Ligy - i35 Ligyy) +
; ; : Yedt :
+ T!'('a Ly +ip Ly i Ley) + 7.’{“(;. =0 (9)

Da mesma maneira obtéem-se para os outros dois circuitos
oscilantes as equacdes seguintes:

: d
fasTa+ — (#28 Ligg 4 i35 Ligg - HSLI?}_‘

f%fc dt

d . > :
_f- (3[1 La?',l' fy Lo} ¢, L:‘?} o Ci

=0 (10)

" " Al ! :
fasrs+ o+ (135 Ligg -+ #)8 Liys + g9 Liag) +

Jisedt o (1

+— {lu a3 - aﬁLbl = o 5 I-’t r.'r:' UJ
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A aplicaclo da lei de indugiio aos circuitos de carga
ﬁllt:(l DOB Og 1} , B9p @ Sap da logar is equaq{bea seguin-
tes:

Feok i di iy dt
Fy+dipRip+ Las 3—'!!-—:—fi"“_

dt Cip [
: 2 di jop dt .
1‘¢+!;ERQH+IJ?|1—£2:—B+-I%EB—=-0 (12_}
: di apdt
F3 - 438 Ryp + Lgp _{;::_n + _fg:‘;__ =0

em que, por simplicidade, se representon a soma dos primeiros
trés termos das equacdes (9), (10) e (11) respectivamente por
Fi,FseF;.

Aplicando finalmente a lei de induglo aos circuitos do rotor
obtéem-se as equagdes:

: d , 3 .
to 7o+ F i3 (’mLuu + 8y Lipa + ¥ Lrn) ==
. (i; L s L 43 L3 =0
L 7 by Lijg 22 Liag 123 Liggl=
: - . .
Wy Th dt {‘.’J Lsp +8cLes + 1 Lﬂb} Ek
d .. : y (13)
L di (#y Lyp + d2 Ligy 4 ¢35 Ligp) = O

. i y :
1o+ 'F“r Lee + ig Lige + i Lige) +

d .. o .
Yy (iy Lije 4 d2 Lge + i3 L) = 0

As equacdes (9), (10), (11), (12) e (13) téem um cardcter
geral e constituem um sistema de nove equacdes diferenciais
relativas 4s oscilagdes nos circuitos da mdquina assincrona
ligada a condensadores e em regimen de carga.

O estudo que pretendemos fazer limita-se ao caso de uma
méquina com enrolamentos simétricos no estator e no rotor,
ligada a circuitos também simétricos de condensadores e de

carga.
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A expressio matemitica das condigdes de simetria é a seguinte:
Istator:

ri=ry=ry==rg, Ly=Lay=Lg=1Lss,
Lp=Ly=La=Las=Ly=Liy=Lys.

Rotor:

Fag=rp=F=Th, Itnn=L§fa£Lec=IJHRs

Las=Lja=Lpo= Lop=Lg=Lgs=Lyz. 14)
(Condensadores :

Ci=0:y=0C3=0C.
Circuito de carga:

Rip=Reg=R3sz=R;,
Lip=Lsp=Lsg=Lj,
Cip=Cap=C3p=Cp

Da equaciio (4) resultam para os pontos de derivaciio de
corrente Og , O¢, Oy e Oy as relaches seguintes :

iyg+dag-t13s=0 ,d ¢+ lag+ i3¢=0

; : : - i ; : 15
tiptimtisg=0,ia+ 1 +i,=0 (19)

Atendendo 4s relactes (14) e (1D5) as equacdes diferenciais
(9), (10), (11), (12) e (13) tomam a forma:

iygrs-+ (Lgs— Lysg) d"ts 2t
i :z (fa Lias =15 Lipy + fo Ligy) + —5— f"“ﬂ“ =0
i2grs+ (Lgs — Lysg) d_‘;:i+ i
+ -:t- (fa Las + ¢ Lipa + i Ligs) ""Ed“’ ol o
i3g s+ (Las——Lh) d’“ 2%
71 (l'u LasF iy Las 1. L)+ Jiscdt 0

C
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422  Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

1‘ HBRI] s s LH dllp, ) rl”‘dﬂ —O

= ribigee; 2
F's+isp Rp-+ Lp d;i“ & f'*'caatﬂ -0 an
F'y+isp Rp+ Lp dt;::H + f‘i.}n:t =0
dig, d . : .
fars + (Lar—TLun) dlt Eﬁ(;,Lm+|th+.,Lu]=0
dlg

i ""Il+l,LRH LIR) e i(i'L“}-{"ig Loay+ i3 L.‘ib)_;o (18]

ierpt(Lan— Lun)dle'{* (IiLl.-.-l igLo,+i3L3)=0

em que, por simplicidade, se representou nas equagdes (17) a
soma dos primeiros trés termos das equacgdes (16) respectiva-
mente por F'y, F's 0 F's.

Os dois primeiros termos de cada uma das equacdes (16)
resaltam dos circuitos do estator. O terceiro termo de cada
equaciio representa a reac¢io do rotor., Nestes termos fignram
os coeficientes de indug¢lio mitua entre o rotor e o estator, tor-
nando assim necessdria a sua definicio matemdtica. A disposi¢iio
dos enrolamentos do estator e rotor no espago (fig. 3) acarreta
as seguintes relagdes :

Ligi=Lal max COB 2, Lai=Lat max co8
Lyt = Lipt mas €08 (2 + 120)  Lg2 = Lias mas €08 (2 + 240)
Lﬁl = Lot max COB (e - 240;' Las=La3 mx co8 (H+ 120)

Llﬁ_—=Llﬂ.mn: 503(36{]_‘!} Lia—Llnmlrcuﬂ'(a‘m )

Lisa=DL2a msx €08 (120 — @) Ly =L p max €08 (240 - - a) | ol
Lya=L3ama c08 (240 —a) Lj,= Lijcma cos (120 — a)

Lat max= LM max — L Cms = L2 luu=Lﬂ3 max = LR'S

Livamax =Lyt max = Litemix = Li2a max = Ligg max = Lign |

em que a=—ay+ ot (20)

Nesta equacio representa w, a pulsagio eléctrica de rotagilo,
t o tempo, = o ingulo em medida eléctrica formado pelos eixos
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das bobinas (fig. 3) e 2y uma constante arbitriria. As equagdes
(19) e (20) exprimem que os coeficientes L., , Lo, L,y sdo
fungdes periédicas do tempo com a mesma amplitude Lyg, a
mesma pulsa¢io w, e diferem umas das oatras na fase, consti-
tuindo um sistema trifdsico simétrico. O mesmo tem logar para
os coeficientes Ly, Lya, Liys; Ly, Lee, L.y assim como para
0s seus correspondentes nas equagdes (18) dos circuitos do
rotor. As equacgdes (16), (17) e (18) representam um sistema
de nove equacdes diferenciais relativas as oscilagdes auto-exci-
tadas nos circuitos simétricos da mdquina assinerona ligada a
condensadores e em carga. Vamos tentar satisfazé-las por fun-
¢des harmdénicas para as correntes. De acordo com os resul-
tados experimentais admitimos para uma determinada palsaciio w,
do rotor o estabelecimento de oscilacties de amplitude constante
e com a pulsagio » nos circuitos do estator e Sw nos circaitos
do rotor formando dois sistemas trifisicos e simétricos. Desta
maneira chegaremos a equagdes que nos tornarfo possivel a
determinagio das freqiiéneias e amplitudes das oscilagdes que
pretendemos estudar.

Considerando esdmente a primeira harméniea das referidas
oscilagbes obtemos para a sua expressio matemdtica as equa-
¢bes seguintes :

i1g=1Iug ¢/ oi1¥ ig =1I,p e/ B0

i‘.‘S=ImS E"l foat 4 & — 120) io =Imlt a_'ll 8ot 4y — 120
i3g=1,g ¢/ mt+p -20) ie =T g ef Bot+y—20 1)
ijg==Tpcel™ +M tip=1Imp e’ ul+8)

fag=Ime gl wb-H{=1t0 tog=1Imp gf luid 3120,
figo=Tpge/ #t+B-M0 4 T,.pefwi+I-20 |

Vamos agora proceder aos cdlculos necessdrios para intro-
duzir as relagdes (21) no sistema de equacdes diferenciais (16),
(17) e 18).

1.°) Cilculos relativos is equagdes (16):

a) Termos com origem nos proprios cirenitos do
estantor.
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Para a primeira das equacdes (16) obtéem-se com anxilio
das relagdes (21) as seguintes expressdes:

i1grg=1Ipmg .rgef@it®
l‘fhs o 7l )
(LSS_LHS"_d!_=I1n5-J"'LSS-.'-=I 55 _ 22)
f‘.t(ldi e Im[: e}' wif)
C J'MU

em que Lgg, = (Lgs— Lys) representa o coeficiente de inducio
trifisica do estator.

b) Termo da reacgio do rotor.

Para a primeira das equagdes (16) tem éste termo a forma
seguinte :

i, : '

a1 ('u L+ iy Lipy + i Lci]-

Das equacoes (1Y), (20) e (21) resulta:

".a=11nli.5j-$m+?'] Lai=Lygcos (ag -+ “"’f”
ip=TInpe/ 17210 T, =Lygcos (a0 + ot 4 120)
io=1,,ge! BottrL—N0) L.y=Lpgs cos (294 w,t 4 240)

. . " [ 4 :
e aplicando a formula de Euler, cos a = ;,I etixpe=i* | obtem-se:

-

. \ . byt i
ig Ligy 4 1p L+ te Lor=1Imn EJ"'-EJSM'L‘HS?X
Jo t Jag o , —flagtoerl, jo . —jM0 —Fi80
selignen o el e Y (& +¢ 4t ) =\ (23)
R [ A™
o
Jy _fBetadt 3 FET

=Impt ™. 4 .U—Lns.i .

!

Para que dste termo da reacglio do rotor possuia a mesma
pulsacio » dos restantes termos com origem nos proprios eir-
cuitos do estator [equacdes (22)] tem de ser vilida a relacio

Sot+uy=mun (24)
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em que S representa a grandeza «escorregamento» conhecida
da teoria da mdquina assinerona.
Das equagdes (23) e (24) resulta:

a,. . ; ; " :
¥ (fa Lay+ip Lipy4ic L) =Imp.e/%.j o Ligs, - e/t ¢l%0, (25)

3 i . * :
em que Lys = D) Ly s representa o coeficiente de indugiio mitua

trifisica do rotor sobre o estator. Introduzindo as equagdes (22)
e (2D) na primeira das equacdes diferenciais (16) obtem-se:

(rs+jwlss) Jms. /" +joLns, Jmn /"' +

1 i w
"’.‘m%mc-a‘?m=ﬂ (206)

em que se usou da notacio simboélica :
3m5=ImS 5‘“": Jmn=1Inn EJIl?': Imec= IIFIUE! B {27]

e, por simplicidade, se considerou zg==o.

Para as outras duas equagdes (16) obteem-se expressdes
andlogas. Todas sfio fungdes harmobnicas diferindo apenas pela
fase e constituindo um sistema trifisico simétrico. E de notar
que cada um dos circuitos oscilantes se comporta eléctricamente
como se existisse independente e possuisse um coeficiente de
indugiio que resulta da sua ligagiio magnética com os restantes.
Nestas condigbes basta, para o estudo que pretendemos fazer,
considerar sbmente a equagiio (26) como representante do sis-
tema (16).

2.°) Cilculos relativos as equagdes (17):

Para a primeira das equacdes (17) obteem-se com auxilio
das relacdes (21) as seguintes expressdes:

irp Rp=Tpp Ry.ef Wt )

d' * i
Ly = =Tnn.joLy. o/ @43} (28)
I..l-.”!(['t_:in.ll_ E_f'i'ml'l-ci'jl, s
L‘.“ Jm{.'-u
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As expressdes de 'y, F's e F'; jd se encontram caleuladas
nas equagdes (22) e (23). Introduzindo as relagdes (28) na
primeira das equacdes (17) e atendendo &s relagdes (22) e (23)
obtem-se:

(rs+JjwbLss,) Ims e/ "'+ jo Las, Jmn ¢/*F
T '_LRIE'E'J"-"'LI]'E' ;E%-H“J Impe!”'=0 (29)
em que se usou da notaclio J,p==Inp ¢/5.

Fazendo consideracdes andlogas As do caso anterior resulta
que basta considerar como representante do sistema (17) sim-
plesmente a equacio (29).

3.°) Cilculos relativos 4s equacdes (18):

Procedendo-se de uma maneira andloga & empregada no estudo
das equacbes (16) obtem-se para a primeira das equagdes (18) a
expressio:

(*w4jSoLnn) Juk 704 jSwLgn, Jus-e/5°'=0 (30)

em que Lyp,==(Lyy— Lyp) representa o coeficiente de indu-
cilo trifésiea do rotor e Lig B, =5 Lsy o coeficiente de inducio

mitua trifisica do estator sdbre o rotor. Conforme o adotado
a0 estabelecer a equagio (26) supusemos 2,=0. Da mesma
maneira que nos casos anteriores basta aqui considerar sdémente
a-equagio (30) como representante do sistema (18).

‘A nossa atengiio dirige-se agora para as equagdes funda-
mentais (26), (29) e (30) que acahamos de obter e podemos
escrever sob a forma:

(rs+JjwLss) Ims+J o Las, Jmn+ e Jme=0 (31)
(rs +J."} LSS&} Ims +.,;f" Lﬂsg 3mﬂ + Slt Smp=0 (32'}
(ra+JjSwLur) Jur+JSe Ly, Jns=0 (33)

em que, por simplicidude, se adotaram as notagdes

IR

= ;
Be=—J 5 Js=Ru+Jj {":'Ln— E




Estudos sibre o gerador assinerone aulo-excitado 421

para as impediéncias do circuito dos condensadores e do circuito
de carga, As trés equacgdes (31), (52) e (33) silo equacdes vecto-
riais eseritas em representacio simboliea.

Atendendo is equacdes (4) e (21) podemos escrever para o
ponto de derivaciio D (fig. 3) a segninte relaciio:

:{mS"—'SmE'}‘:‘ml}- (J3D)
De (31) e (32) resulta:

Sme L ,-‘J;L

amll o 31: ]

(36

Das equacdes (D) e (30) obtem-se:

1
Jme= JIms (—'“——"'—) (37)
X b
donde resulta

1 : i
3:;;[‘.36‘—-_33-8 (ﬁ—)=3ms(ﬂ- —'..?"’) l'lb)
Bs ' e /

em que a ¢ (—jb) representam respectivamente a parte real e a
parte imagindria da impediéneia

[} 1 L, 3
3= R S (a—jb). (39

B Tedlt

Juntando a equagiio que se obtem introduzindo (38) em (31)
i equaciio (33), resulta o sistema de duas equagdes:

(rs—l—j&JLSSi'I'a_jb}ams‘l'j"‘LllSaﬁmR"—:ﬂ (40)
(ra+jSoLan) Jmn 47 SoLisn, Jms=0. (33)
Para uma dada pulsagio o sllo os valores a e b condicionados

pela capacidade C e pelas constantes do circuito de carga. Dados
assim a e b a mdquina assincrona s6 poderi funcionar em regi-
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men auto-excitado se as equacdes (33) e (40) forem satisfeitas.
As tnicas varidveis de que a mdquina assincrona dispde para
se poder adaptar as condicbes exigidas sfio a saturagiio do ferro
do sen circnito magnético, que se evidencia no valor dos seus
coeficientes de induclio, e o escorregamento S que, segundo a
equagiio (24), para uma determinada pulsagiio w 86 poderd variar
com w,, isto &, com a velocidade angular do rotor.

O problema que nos propomos resolver é o seguinte: Sendo
dadas para uma certa pulsagiio w as constantes a e b [equa-
¢io (39)], determinar as condi¢des em que o funcionamento do
gerador se torna possivel, isto &, determinar o escorregamento S,
a pulsagiio w, e o valor dos coeficientes de indugio (estado de
saturagio do ferro do circuito magnético) que por sua vez per-
mite obter as amplitudes das correntes dos circuitos do estator
e do rotor e da tensdio nos terminais do gerador. Antes de o
abordarmos servindo-nos das equacdes (33) e (40) vamos privia-
mente examinar as suas solugdes no caso limite lim (rs -+ a)=0,
0 que, sob o ponto de vista fisico, significa auséncia de perdas
no circnito oscilante do estator.

Da equaciio (33) resulta:

jm Lsnh
Sm =T . 3:»5- {41)

(:‘ ) +joLipn,

Introduzindo (41) em (40) e atendendo i condi¢io limite
(rg + a)=0 otem-se:

b!’ L“sﬂ. Ls“.i
j(-‘.lLssi-—n’})-}u 7= Jms=0. (4%)
( "gn' ) +jwLan,

No regimen aunto-excitado do gerador, isto &, para valores
de Jms 0 terd entllo logar a relagio :

"'!LHS Lsa
k—s-r J o LRR,
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Comou a parte real do primeiro membro da equagio (43) &
nula, a parte real do segundo membro também tem que o ser.
Para que isso tenha logar ha duas possibilidades :

1.*) O segundo membro da equacio (43) & nulo:

Fsta hipitese acarreta a soluciio:

S=1 ’
! H
wLgs, = b (44)
que em virtude das equactes (41) e (24) conduz s relacdes
seguintes :
ﬁmR =0 f %
Gy = 0, !| ()
Esta solugio & fisicamente possivel e significa que havendo
sincronismo entre a pulsagio eléetrica w, do rotor e a do campo
girante =, as correntes do rotor sfio nulas e nem éste recebe nem
fornece energia ao sistema oscilante do estator que na hipéOtese
presente & caracterizado pela auséncia de perdas. A sologio (44)
resulta também directamente das expressdes que se obteem consi:
derando inicialmente nulas as correntes do rotor (/g=1,=i,=—0)
nas equagdes diferenciais dos valores instantineos (16), (17) e (18).
As equacdes (40) e (33) tomam, neste caso, a forma

(rs+@)+j(@Lss, —b)
JSWLSRJSMSZU- 5

3 mi= 0 ) (4[)}

Para Jms =0, dste sistema s6 pode ser satisfeito tendo logar
a relaglio (rs+ a)=0 e admite entdio a solu¢io Gnica expressa
pelas relacies (44).

2.*) O segundo membro da equagdio (43) é nm imagindrio puro.

Para isso & necessdrio que sbOmente a sua parte real seja
nula. Esta hipitese acarreta a solucéo:

B=m> )

b (47)
ik s o
Lgn, - Ligs,

em que K & definido pela relacio K= —_—
1 P . \/ Lss, - Lag,
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A solugiio expressa pelas relacies (47) conduz, em virtude
das equagdes (41) e (24), is seguintes relacdes :

(48)

E-!fztlD..

A rela¢io w,= o implica uma velocidade angular de rotagiio
infinitamente grande, o que é fisicamente impossivel. A solugio
expressa pelas relagdes (48) & portanto estranha ao fenémeno
fisico que pretendemos estudar. O sistema de equagdes (33)
e (40) admitindo além das solucdes que sfo compativeis com as
possibilidades fisicas, outras que o niio siiv, apresenta um cari-
cter mais geral do que os fenémenos que desejamos estadar.
Temos pois que impor ao sistema (33), (40) uma restriegiio para
que éle traduza iinicamente o fenOdmeno fisico em questio. Ksta
serda uma condigiio limite: das solu¢bes do sistema (33), (40) s6
correspondem ao fenémeno fisico que pretendemos estudar aque-
las cujos valores para lim (rg 4-a)=0 tendam para a solugio
(44) do sistema (46).

Foitas estas restricgdes podemos passar & resolugio do pro-
blema: Dadas as constantes @ e b para uma certa pulsagio w.
determinar o escorregamento S, a palsagio », e o estado de
saturagio do circuito magnético compativeis com o funciona-
mento do gerador. Partindo das equacdes (33), (40) pretende-
mos chegar a duas equagdes em que s entrem impediéocias e
que nos permitam determinar as incOgnitas S e Lgs,- Os restan-

tes coeficientes de inducdo estdo ligados por relacdes de pro-
porcionalidade a Lsg_‘.. A grandeza w, determina-se, para uma

dada pulsagiio w, a partir da eqnagiio (24) logo que se conheca
o escorregamento S.
Da equacio (33) resulta:

3mﬂ;_jt’]L5H_\ P R S T | Sms. (49)

De (49) e (40) resulta:
[33_}—(‘1_]{"]] Sng=—N (i’)ﬂ)




Estudos sébre o gerador assinerono auto-excitado 431

em que

8l=r5+% H2+j (@ Ligs, — o Ly, . 12 (51)

ﬁ‘?Lns_‘ Lsna A

i s o (52)

Lo ra\T | % Lns
il . 2 v dm
{..'S ] + Luu.\

representam respectivamente a impediéncia da mdquina assin-
crona e o quadrado do valor absoluto da relacio entre as
amplitudes da corrente do rotor e da corrente do estator. No
caso de se estabelecerem na miquina assinerona as oscilacdes
auto-excitadas que pretendemos estudar, terd de ser 3,5 ~U e
a equaglo (H0) &6 poderd ser satisfeita se tiver logar a relagio:

m=—mﬁm=—CTJ—T)=—w (53)
BV Be

isto é, se for possivel & mdquina assincrona modificando o seu
escorregamento e a sataracio do seu circuito magnético obter
uma impediéneia que seja igual em valor absolato e de sinal con-
tririo 4 impediéneia definida pela equagdo (39) e que resulta da
assoeianciio em paralelo de ¢ e Jp definidas pelas equagdes (34).
A relagiio (53) atendendo a (D1) acarreta as duas equacdes:

ot @ E 1110 o

w (Lig e Ly By - H2) —b=0 (55)
que juntas & equacio (24)
or=0(1—8) (24)

constituem as equacdes fundamentais relativas s oscilagdes auto-
-exeitadas do gerador assincrono em regimen de carga.

Antes de irmos mais longe vejamos o significado fisico des-
tas equagdes:

A primeira, equagio (D4), significa que a energia gasta nos
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circuitos oscilantes do estator— perdas ohmicas no préprio enro-
lamento do estator (rg) e energia gasta no circuito de carga
(constante a positiva)—¢é fornecida pelo rotor através do eampo
magnético da mdquina assinerona. Para que ésse fornecimento
seja exacto estabelece-se na miquina assincrona o devido escor-
regamento. A equagiio (D4) mostra que isto s6 pode ter logar
para um escorregamento S negativo o que estd conforme com o
funcionamento da mdquina assincrona como gerador e implica
segundo a equaclio (24), a designaldade w, >,

A equacdio (DD) mostra-nos que a energia necessdria para a
magnetizacio da miquina assinerona oscila entre as suas bobi-
nas (energia do campo magnético) e os condensadores (energia
do eampo eléctrico). As duas energias oscilam em oposigiio e
a troea & reversivel. Uma tal oscilagio sO poderi ter logar
sendo a grandeza b positiva, pois, 806 nesse caso é que a com-
ponente imagindria (—jb) da impediéneia 3’ [equagdo (39)] tem
um ecardcter capacitivo. I'orém nenhuma das equacdes (54),
(5D) e (24) nos informam sbbre a amplitude das oscilagdes.
Esta s6 poderd ser determinada tomando em linha de conta a
sataracio do ferro do circuito magnético da miquina assin-
crona.

Para introduzirmos no sistema de equacdes (54) e (DD) uma
varidvel que traduza &ste estado de saturagio magnética basta
exprimir LMIJ o LSEIA-LBSJ em fungio de Lsga. Com grande
aproximacido tém logar independentemente do estado de satura-
¢llo magnética, as relacBes seguintes :

Lpg,=A .Lgs, (56)

Lsuj -LHS_&Z-A .K’Lss} (57)
[ Zn \® ’

el 17, ©8)

onde Zy @ Zg representam respectivamente o nimero de espiras
de uma fase do rotor e de uma fase do estator, e
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representa o factor de ligacio magnética do sistema estator-rotor.
Despresamos as pequenas variagbes do valor de K com o estado
de saturacio do cirenito magnético e consideramo-lo constante
para a teoria que se segue. Introduzindo as expressdes (DO)
e (D7) nas equacdes (52), (D4) e (DD) e designando por comodi-
dade w Ligs, por  obteem-se as equagdes :

H? "Sl*+ (rs+ a)=0 (60)
(1—AHY)a—b=0 (61)
em que tem lugar:
g AK?2a? | 2 g
e e A
- T 3
o

@ a que juntamos a relaciio (24)
mp=mu0 (1— 8). (24)

Para uma certa pulsacio » e para determinadas constantes
a e b condicionadas pela impediéneia 3' [equagdio (39)], as equa-
c¢bes (60), (61) e (24) representam um sistema algébrico de tris
equagdes a trés incognitas (0, , S @ x==o Lssﬂr que passa-
mos a resolver.

Egualando os valores de H? tirados das equacdes (G0) e (61)

obtem-se :
b—=a)rg—(rg+a).A.2.8=0 (63)
on seja:

gl (#—b) ra 64
b‘_(r5+a}..¢t.r' (4

De (60) e (62) resulta:
(rs+a). A2 8222+ rg A K2.B.22 1. (rs + a)=0. (6D)

Introduzindo (64) em (65) resulta, depois de feitas as sim-
plificacbes, a seguinte equagiio pars x:

(1 —K%2?— (2— K2 ba+4 b2+ (rs+ a)t=0  (66)
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que admite as solugdes dadas pela expressio

b(2—Ky+\/Kio2—4 (rs+ a)? (1 — K?) :
Fr o — b .. 2(1___}{2]_7 (ﬁ }
Para sabermos quais as solugbes que correspondem ao feno-
meno fisico que pretendemos estadar é preciso, como ji acen-
todmos, examinar os valores que as solugdes tomam para
lim (rg 4-a)==0 e 86 tomar em linha de conta aquelas cujos valo-
res, para lim (rg-} a)=0, tendam para a solugio expressa pelas
relacdes (44), isto &, para e=5b, S=0. Paralim (rg+4a)=0
as raizes da equaglio (66) expressas pela relagio (67) tendem,
conforme se toma o sinal (—) ou (+4) do radieal, respectivamente
para:

Das equacdes (61) e ((G2) resalta entdo :

para @=1b: H2=0
b K?

S
para &= o5 II‘:T S=uo.

Daqui se conclui que 86 a solugio que se obtem tomando o
ginal (—) para o radical, na expressiio (67), satisfaz ao fenémeno
fisico em questio.

A solugido obtida do sistama (60), (61) e (24) correspondente
ao fenémeno fisico a estudar é portanto dada pelas expressdes:

b(2—K2)—\/Kib?*—4 (rs+a)? (1—K?)

?:b)[.lgs_‘.: 2(1—-Kj [68]
o (x —b) ry ;
B (rs+a).A.x (4
we=0 (1—8). (24)

Daqui se conclui que, para uma certa pulsagio » e constan-
tes a e b, a mdquina assinerona s6 pode funcionar em regimen
auto-excitado com um certo e determinado escorregamento S,
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uma determinada veloeidade angular de rotagiio correspondente
a wp 8 am valor determinado para o coeficiente de induciio Lsgl.
As expressdes (68) e (64) mostram que #=mwLgg ¢ indepen-
dente de A e da resisténcia ry e que o escorregamento S &
directamente proporcional i mesma resisténcia. Este facto per-
mitir-nos-d, mais adiante, fazer uma aplicacdo interessante da
mdquina assinerona auto-excitada como gerador funcionando,
dentro de certos limites, com uma fregiléncia independente da
velocidade de rotaciio do rotor. Da mesma expressiio (68) con-
clui-se que terd sempre logar a desigualdade

wLsg, >b (69)

a qual em virtude das relagdes (64) e (24) acarreta as designal-
dades
80 , we>e (70)

que sdo caracteristicas do funcionamento como gerador da
miquina assincrona. A expressio (68) indica ilém disso que
os valores de r=uw Liss, 80 serio reais caso tenha logar a

relacio

4(rs+a)?2(1—K?) :
S K . (71)

Caso @ e b nio satisfacam esta condiciio o valor de x tor-
nar-se-d imagindrio. Sob o ponto de vista fisico significa éste
resultado que as oscilagdes auto-excitadas do gerador assin-
crono ndo se podem manter e a miéquina perde assim a sua
excitagiio.

Satisfeitas as condigdes (6G9), (70) e (71) resta nus agora a
partir do valor de Lssl determinar a amplitude das oscilagdes

auto-excitadas.

Para esta determinaciio basta conhecer, para uma dada fre-
qiiéneia, a curva de magnetizaciio pelo eampo girante do circuito
magnético da mdquina assiucrona em questio (Fig. 1). Desta
curva resulta outra que representa a fungio LSSJ:_ f(Eio),
para o=-const.,, em que E;¢ exprime o valor eficaz da forca
electromotriz induzida pelo eampo magnético girante numa fase
do estator da mdquina assinerona.
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Na Fig. 2 encontra-se representada esta curva que foi obtida
experimentalmente e pertence 4 mdquina assincrona que ntilizd-
mos para os nossos estudos. Ista curva possui um mdximo
para um valor de E, diferente de zero. Como porém demons-
trdimos num trabalho anterior (Die Selbsterrequng von Asyn-
chrongeneratoren) a parte da curva relativa ao dominio em que
a fungiio Lgs, =f (Ejp) & crescente, corresponde a estados de
funcionamento instdveis. I pois completamente impossivel obter
oscilagdes auto-excitadas correspondentes a éste dominio. Os
regimens estiveis que pretendemos determinar, correspondem
portanto & parte da curva em que a dita funcidio é decrescente.
Nesta regiiio corresponde a um determinado valor do coeficiente
de inducfio Lgs, sbmente um valor da forga electromotriz Ejgp.

Foitas estas restricies vamos finalmente mostrar como se
determinam, com auxflio da curva da fig. 2, os valores das
amplitudes das oscilacies anto-excitadas,

Para uma determinada pulsaciio w consideramos como conhe-
cidas as grandezas a o b que representam os valores das com-
ponentes real e imagindria da impediéncia 3’ (equaciio 39).
Para estes valores a mdquina assinerona sé poderd funcionar
em regimen auto-excitado se a sun impedifneia, expressa pela
equagio (D1), satisfizer & equagiio (53). O vector impediéneia, da
mdqunina assincrona em regimen auto-excitado fica assim prdvia-
mente fixado. O gerador s6 poderd obter esta impediéneia por
meio de uma pulsagio m,, nm escorregamento S e nm coeficiente
de indugdo Lss, determinados pelas relacdes (68), (54) e (24).
Conheecido assim, para a pulsacio w, o coeficiente de indugio
Lss,, a carva da fig. 2 permite determinar univocamente, na sua
regiiio decrescente, a forga eleetromotriz E, correspondente. O
menor valor que a forga electromotriz pode tomar corresponde ao
valor mdximo do coeficiente de inducdio. Se a expressio (68) exi-
gir um valor saperior a Gste o gerador perderd a sua execitacio.

Representando simbblicamente por E;p e por & respectiva-
mente os vectores «forga eleetromotriz» indozida numa fase do
estator e «tensio do fase» correspondente e por Ejg e E| as
suas grandezas, podemos escrever em valores eficazes as rela-
¢Oes seguintes :

Cro=E€1-+3s rs (72)
€ =—Js Ba (73)
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donde se conclui
Cio=—3Js Ban (74)

em que . representa o vector impediéneia definido pela relagiio
Bro=—(a+rg)+jb=3s- rs (75)

e cuja grandeza designamos por Z .
Da equaclio (74) resulta para a corrente Is das oscilacdes
do estator o valor eficaz :

E[n =
Is:‘m. [l[l)

Da relagio (73) obtem-se para o valor eficaz da tensio de
fase a expressiio
Ei=1g Z;. (77)

A diferenca de fase entre os vectores &; e Js obtem se a
partir da equagdo (73).

Como s6 considerdimos a harménica fundamental, as ampli-
tudes das oscilagbes determinam-se multiplicando por y2 os
respectivos valores eficazes.

Com estes elementos fica o problema completamente resol-
vido, pois conhecendo os vectores §; e 33 ficilmente se deter-
minam as outras grandezas que poderio interessar, como sejam:
as correntes dos circuitos do estator e do rotor, o factor de
poténeia e a poténcia fornecida pelo gerador. Resta-nos agora,
para completar &ste estudo, fazer uma aplicaciio da teoria exposta
com o fim de ser verificada pela experiéncia. Isto constituird o
assunto do proximo pardgrafo.

C) Os diagramas de impediéncia e os diagramas
de corrente do gerador assincrono auto-excitado

Designamos por diagrama de impediéncia do gerador, em
determinado regimen de carga, a curva que neste regimen é
descrita pela ponta do seu vector impediéncia. O diagrama de
corrente seri uma curva equivalente para a ponta do vector
corrente.
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Em primeiro logar vamos estabelecer tedricamente os dia-
gramas de impediéneia do gerador, para em seguida passarmos
aos diagramas de corrente.

Diagramas de impediéncia

A impediéncia do gerador assincrono auto-excitado é condi-
cionada pela equagiio (D3) em que, segundo as equacdes (34)
teem logar as relaces:

ity i
Be=—J B0 ('”a)a
Bs=Rp+jXp (34,), (34)

; 13 )
XBﬂ [_mLB _m,)' (-'1-1-;}

Vamos agora considerar virios regimens de carga o deter-
minar os respectivos diagramas de impediéneia.

a) Regimen de carga conservando constantes a capa-
cidade (" e a pulsagio m dos cirenitus oscilantes do estator
e bem assim o factor de poténecia cos gy do circuito de
carga.

Faz-se sbmente variar o médulo do vector impediénecia
do circuito de carga, conservando constante a suna direcgio e

sentido :

Ry
Zp
_5 Bl= 7 B== varidvel.

== const.

C =const , m =cont , cos pp=

Consideramos em primeiro logar os casos limites em que
Rp=0:
a;) Carga indutiva pura:
g T
Rp=0,Xp>0, pp=+ -, cos g3 =0.
De (34) e (53) resulta:

o S %1_ (78)
. sl 2 A
_'J {1} C +_'j x -

Ba=
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: v 1
Fazendo variar a grandeza positiva Xo desde o valor zero
Ap

até ao valor (= C), a ponta do vector 3’y descreve o segmento
de recta N'O (Fig. 4) e a ponta do seu inverso 3, = Jl— des-
DA
creve a semi-recta principiando em N e dirigindo-se no sentido
do eixo +j. O diagrama de impediéncia é portanto neste caso
uma semi-recta.
ay) Carga capaeitiva pura:

e
-[;'.'":U ' XH<U y Fa= — 9 cos ?“:O.

A impediéneia & dada pela mesma expressio (78) do easo
: 1 -
anterior sendo agora, porém, a grandeza X. negativa. Fazendo
B
variar o valor absolatv desta grandeza entre U e oo, a ponta do
veetor 'y descreve a semi-recta prinecipiando em N' e dirigin-
do-se no sentido do eixo —j. O seu inverso }, descreve o seg-
—
mento de recta NO. O -diagrama de impediéneia é portanto
neste caso nm segmento de recta.
a3) Passamos agora a considerar os casos em que Rp-~0
o Xy pode ser
Xg>0 carga indutiva
Xp=0 carga ohmica
Xp<<0 carga capacitiva.

Em todos os casos terd, porém, logar a relagio

co8 pp=— TRJ'—- = const -~ 0. (79)
I ,:B [
Atendendo & relacido
X
tyPp= HIJ] (Sﬂj
e a equagio (34,) obtem-se a expressio:
Bo=Ra (1 +jts 7). (81)
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De (81) e (D3) resulta

—jwl—

Re (1-+jt,9m

Atendendo porém A relacio

1
—._Z\T. j R { 83
T (1 —7ts9n) (88)

em que, por simplicidade, se uson da notaciio V=cos® 35, a
equaciio (82) toma a forma

1
—JjoC 4 Ry (— 14 jtg9n) 3
Usando das notacdes
A=—juC , B=V (—14jt,9s) (89)

resulta para o vector 3, a expressiio

1

Ba=W+B

(86)

No regimen de carga que estamos a considerar (C = const.,
@ = const., {,05=const.,), os veetores ¥ e B sdo constantes e
portanto a finica varidvel que existe na equagiio (86) é a resis-
téneia Ry. Vamos em primeiro logar determinar a enrva descrita
pela ponta do vector 3'x quando se faz variar a resisténcia Rg.
Fazendo variar a resisténcia desde Ry=2c até Ry=10, a ponta
do vector 3’y descreve nma semi-recta (Fig. 4) que principia
no ponto N' e forma com a parte negativa do ecixo real o
angulo 4 9y, — ¢ ou gp==o0 conforme t,9y & positiva (earga
indutiva), negativa (esrga capacitiva) on nula (earga ohmiea).
Trés destas semi-rectas, correspondentes respectivamente aos
casos mencionados, estio tracadas a cheio na Fig. 4 e passam
todas pelo ponto N'. Os seus prolongamentos tragados a pon-
teado nilo sio fisicaments possiveis porque a resisténcis do eir-
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cuito de carga Ry é uma grandeza essencialmente positiva que
determina o ecardcter de «receptor de energia» do mesmo cir-
cuito.

Conslrugdo geomélrice dos diagramas de impediéncia
do gerador essincrono aulo-excilado para
C =consl [=consl :m%:cu‘d |3.1=z‘vﬂ‘l¢vd

< a

A ‘ .,f ;7 st |1
(?‘ 3! cnpnc—f.b'ﬂ I «p \3 . :‘3"”‘ -
2 : oS
G P <
..‘!m,
i
Fia. 4

Os disgramas de impediéncia da mAquina as<inerona obtesm:se,
segundo a equngio (84) por «inversiio veetoriale dos diagramas
correspondentes do vector 'y (equaciio 86) em relagiio & origem
das coordenadas considerada como centro de inversio. No caso
presente os diagramas do veetor 'y silo, como vimos, rectas pas-

1
3
sflo portanto circunferéneias passando peln origem, como centro
de inversiio e pelo ponto N correspondente a N'.

A cada factor de potéocia do circuito de carga, cos gy, cor-
responde portanto para o vector J'y uma recta e para o vector
impediéneia 3, uma circunferéncia, Todas estas rectas teem um

sando pelo ponto N'. Os diagramas de impediéneia J, =
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ponto eomum N' (= —jwC) e formam com a parte negativa
do eixo real o ingulo correspondente 95 . Daqui se conelui que
todas as cirennferéncias de impediéneia teem dois pontos comuns

(fig. 4): a origem 3, =0 e o ponto (N) 3= ;lu , que corres-

pondem respectivamente aos valores 3y=w o i=—juC.
Destas consideracdes resulta que os centros M, My, M,... de
todas as eircunferéneias estlio sobre nma recta paralela ao eixo
: . o1
real e que passa pelv ponto definido pela equaglio §y=j oG
Da fig. 4 obtem-se por meio de simples relagdes geométricas,
pura o diimetro D e coordenadas do centro (M., M,) das cir-
cunferéncias de impediéncia as expressdes seguintes:

1 1
D T T T % W e e— .
f_"'-'l A) min. w . cos gy
§ K | -
Me=——5 — ten (87)
T 1
Myw i)y - S0

Como fisicamentd s6 sflo possiveis valores positivos da resis-
téneia Ry, o vector 'y descreve simplesmente uma semi recta
partindo do ponto N' do eixo imagindrio e portanto a impedién-
cia 3, descreve sbmente a parte correspondente da respectiva
circanferéncia

A parte de cada circunferénein de impediéneia que corres-
ponde aos valores positivos de Ry estd tracada a cheio na fig. 4,
tendo ficado a parte restante a ponteado.

Na fig. 4 estiio representadas trés circunferéneias de impe-
diéncia de centros My, M e Mz correspondendo respectivamente
i cargo indativa, carga ohmica e carga capacitiva.

Das expressdes (87) resulta que sendo fixadas a pulsagiio o
e a capacidade C, a grandeza e powigio das circunferéncias de
impediéneia depende :Omente do factor de poténeia cos gy do
eircnito de ecarga. Daqui se conelui que, dadas as grandezas
w, C e cos gy, a impediéneia de qualquer mdquina assincrona,
funcionando nestas condigdes como gerador auto-excitado, terd
de seguir a mesma circunferéuein. DPara isso & necessdrio que
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seja possivel & mdquina em questio obter as impediéneias exi-
gidas pelo diagrama servindo-se das varidveis que estio i sua
disposigiio (w,, S e Lgs ) de maneira a que as equagdes funda-
mantais (60), (61) e (24) do pardgrafo anterior sejam satisfeitas.
Se a mdquina, devido aos seus dados de construciio, nio con-
seguir, pars uma dada impediéneia do ecircaito de ecarga,
satisfazer a estas condigdes, o gerador assincrono perde a sua
excitagio.

A construciio geométrica, para determinar o centro e did-
metro das circunferéneias de impediéneia, & simples, Traca-se,
em primeiro logar (fig. 4), a recta dos centros que passa pelo
ponto M de coordenadas :

M =0 . M,——Fj—;-.%

e & paralela ao eixo real. O centro de uma ecircunferéncia
que corresponde ao factor de poténcia do cirenito de earga
cos gy=const.,, obtem-se como ponto de intercepciio da recta
dos centros com uma recta passando pela origem e formando
o fingulo g3 com a parte positiva do eixo imagindrio. Como as
circanferéncias passam pela origem fica assim também determi-
nado o seu diimetro.

b) Regimen de carga conservando constantes a pul-
saclio » e a impedidocia Jy do circuito de carga. Faz-se
variar sbmente a capacidade C desde C =0 até valores
muito grandes (tedricamente C = o).

Da equacio (84) conclui-se gque neste caso a ponta do
vector 'y, descreve uma semi-racta principiando no ponto de
coordenadas :

e dirigindo-se paralelamente ao eixo imagindrio e no sea sentido

positivo. O vector impedidnecia 3, = —5.— descreve entiio a parte
oA

correspondente duma eircanferéncia que passa pela origem e
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cojo didmetro D e coordenadas do centro M sio dadas pelas
expressdes :

ooy
b :.Rj!”_.- My—— .n}_ @9
i M, =0. 5

by) Caso particular em que Xy=0

Neste caso (carga ohmica pora) teremos ¢os gp =1etypp=0
e as expressdes (88) tomam a forma

1
_“I _—— I{
D=Ry i e ; (89)

M, ~0. \

¢) Regimen de earga conservando constantes a capa-
cidade C e a resisténeia Ry e tendo logar a relagio Xy=0.
Como grandeza varidvel consideramos sbmente a pulsa-
gio, w,

Da equaciio (84) conelui-se que variando o, desde » =0 até
valores muito grandes (ledricamente = =), a ponta do veetor
3's descreve, no caso presente, a mesma semi-recta do que no
cus0 anterior (#y). O disgrauma de impediéucia coincide portanto
com o diagrama do caso anterior, isto é, com a circunferéneia
eujo didmetro e coordenadas do centro sio dadas pelas rela-
cOes (8Y),

d) Regimen de earga eonservando constantes o factor
de poiéncia do cirenito de earga (cos gy =-const.), a pul-
sacio w e o cstado de saturaglo do ferro do circuito
magnético do gerador.

Para cos gy = const. a equaglio (84) toma a forma

1 1
WL eI %
"} —Jal |-—m— 3A ( :
4 Ry

il
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em que o vector B definido pela equagiio (85) é uma grandeza
constante. Mantendo a pulsacfio » constante e fazendo variar
a capacidade C e 0 modulo Zy do vector impediéncia do cirenito
de carga de maneira que a ponta do vector [}, descreva uma
circunferéncia que nilo passa pela origem, conclui-se da equa-
¢io (90) que o diagrama de impediéncia é também uma circon-
feréncia que ndo passa pela origem. I claro que existe uma
infinidade de ecircunferéacias de impediéncia satisfuzendo a esta
condigiio. Entre elas teem interesse particular aquelas que cor-
respondem ao funcionamento do gerador conservando constante
o estado de saturagdio do seu circuito magnético e portanto a
sua forca clectromotriz. KEssas circunferéncias sio exactamente
as que se obtem considerando nas equac¢des (D1) e (52) os coe-
ficientes de induciio como constantes correspondendo a um deter-
minado estado de saturagiio do circuito magnético. Com efeito,
das equagdes (D1) e (D2) resulta, para a impedineia 3y, a
expressio :
n? Li:s& . Lsni
Bamrice e Lipe ety (91)
2 f-JoLan,

S

em que a Gnica varidvel &, no caso presente, o escorrega-
mento 8. Supondo que S varia desde — e« a -9, a ponta
do vector 3, descreve, atendendo 4 equagio (Y1), uma circun-
ferénéia cujo diametro e coordenadas do centro slio dadas pelas
expressies :

m’Lns& Y Ry My=-+rs !
D= D] \ (92)

E-}Lﬂ“l M_u=+j' [\nggJ— 9

Como no caso do gerador auto-excitado sO sio possiveis
valores negativos para o escorregamento S, o vector impedién-
cia descreverd somente parte da referida circunferéncia.

Funcionando o gerador assinerono com tensiio constante nos
terminais, o estado de saturacdio do seu circnito magnético s
pode modificar-se com variacdes da queda de tensio Js rs nas
resisténcias das fases do estator. KEstas variacdes sio porém,
em geral, muito pequenas e a sua influéncia sObre o estado de
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saturaglio magnética praticamente desprezivel. Déste modo o
funcionamento do gerador, com tenslio constante nos terminais,
corresponde priticamente ao funcionamento com saturagio cons-
tante do eircuito magnético @ a circunferéneia de impediéneia
obedecendo is relacdes (92) corresponde ao diagrama de impe-
diéncia do gerador funcionando com tensfio constante.

Diagramas de corrente

O diagrama teérico de corrente tem, em geral, de ser cal-
culado ponto por ponto, Para am ponto do diagrama de impe-
diéneia obtem-se os vectores:

Ba=—a+jb , Bro=—(a+rs)+jb

e portanto atendendo & equacdo (73) fica assim determinada a
diferenca de fase 3, ontre o vector Js (corrente de fase) e o
vector §; (tensiio de fase) correspondentes. Conhecida assim a
posigdo de Jg relativa a &, basta agora determinar a sna gran-
deza. Esta é dada pela relacio (76) em que a grandeza E;; é
obtida a partir do valor de Lgs, que por sua vez foi determi-
nado, para uma certa pulsagiio », com anxilio da expressio (68)
e a grandeza Z,, se obtem segundo a expressiio (7D) a partir
do diagrama de impediéncia.

No easo particular (d), funcionando o gerador com tensio
constante nos terminais, o diagrama de impediéncia & uma eir-
cunferéncia determinada pelas expressdes (92). Atendendo &
equaciio vectorial (73) conclui-se que sendo (&, constante o dia-
grama de corrente & também, neste caso, uma circunferéneia
que se determina a partir do respectivo diagrama de impediénecia.

(Continua)
Canros Ferrer Moncapa




A heterogeneidade da variagdo
A andlise da varidncia

Quando se estuda qualquer cardcter duma populagio dispersa
numa drea geogrifica extensa reconhece-se imediatamente que
as constantes (médias, desvios padrdes, coeficientes de corre-
lagiio, ete.) que caracterizam os virios grapos locais, ou as
classes, em que a repartimos, manifestam, em regra, valores
diferentes.

O conhecimento da significacio estatistica destas diferengas
é indispensivel para a formulacio de qualquer juizo sdbre a
homogeneidade ou heterogeneidade da populagiio considerada,
pois se muitas delas podem ser atribniveis a causas de ordem
genética ou paracinética, outras hd que resultam de circunstin-
cias fortuitas, dependentes da forma como se constituiram as
séries.

Ji tivemos ocasiio de expor alguns métodos adequados &
resoluciio déste problema (!). Tais métodos sflo porém um tanto
laboriosos e estio sojeitos a certas restrigies, muito partienlar-
mente os que se baseiam na noc¢do de contingéncia.

Com efeito a equacio fundamental da distribuicio dos valores
de ¥? nido se pode utilizar quando a respectiva tiboa de con-
tingéneia, nalguns dos loei, contiver poucas observagdes, pois,
nestes casog, nio & possivel determinar com seguranga as pro- -
babilidades de ocorréncia fortoita de valores de x?* iguais ou
saperiores aos obtidos, isto é, nio & possivel apreciar a signi-
ficincia das diferengas observadas.

(") A pigmentopdo dos portugueses. Revisla da Faeuldade de Ciéneias de
Coimbra, vol. vi, pig. 119.
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1. Graus de liberdade — A andlise da varidncia fornece
um método elegante e cémodo para o estado da variabilidade
que, além disso, ndo & trabalhuso nem enferma das restrigdes
apontadas,

Por varifincia de qualquer cardcter duma populagio enten-
de-se o valor de &% isto &, o quadrado do respectivo desvio
padrio. K evidente, por ser priticamente impossivel atingir a
populagiio na sua totalidade, que as nossas determinactes da
variineia sfio meras estimativas estatisticas, como lhes chama
o Prof. R. A. Fisher, que se afastam, mais on menos, do
valor exacto ou pardmetro da populacio respectiva. Para
diferentes amosiras de qualquer populagio obtemos geralmente
varifincias diferentes, niimeros que oscilam em torno do valor
paramétrico.

Devemos ter sempre presente esta distingiio entre os para-
metros duma populagdo, que sdo absolutamente fixos, e as esti-
mativas correspondentes, que siio meras estatisticas cujo valor
estd dependente da constituicio das séries de que nos servimos
para a sua determinacdo.

O gran de confianga que merscem as nossas estatisticas
depende Obviamente do ntmero dos casos incluidos nas séries
que utilizamos para o sen cOmputo. As diferentes estimativas
do mesmo pardmetro duma populagiio fazem parte duma distri-
buicdo de freqiidncias cuja forma depende, até certo ponto, do
nfimero de individuos ineluidos nas respectivas séries.

De facto, o que influi ndo é propriamente o nimero dos
individuos, mas autes o nimero das selecgdes fortuitas indepen-
dentes que, para formarmos as séries, se podem realizar na
populacio.

Se uma caixa contiver duzentas esferas e com elas quisermos
formar quatro lotes é evidente que, de cada vez, apenas trés
déles podem ser srbitririamente constituidos. Em cada caso, a
constituigio do quarto lote estd de antemilo fixada pelo nimero
total das esferas,

Semelhantemente uma amostra de n variantes, ou individuos,
duma populaglio nem sempre se pode considerar representativa
de n selecgbes fortnitas e independentes, utilizdveis para a esti-
mativa de qualquer parimetro, pois uma delas, pelo menos,
pode ser dependente da constituigio proépria da amostra, isto &,
dos poutos fixos, determinados em funglio dos valores das
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variantes incloidas na amostra, em referéncia aos quais fazemos
a estimativa désse parimetro.

Fste facto tem importancia pois redaz o nimero dos graus
de liberdade disponiveis para a estimativa dos parimetros.

Consideremos, por exemplo, o cilealo da varidncia dam cari-
cter qualquer # noma amostra de grandeza n doma populagio,
e seja m o valor médio exacto, ou paramétrico, désse caricter.

A melhor estimativa 8 do desvio padrio terd evidentemente
a expressio

8= V D (@ —m)?/n,

onde o somatério abrange todos os valores individuais do cara-
cter incluidos na amostra.

Priticamente, porém, como desconhecemos m (valor exa-
cto da média da populscio geral), substituimo-lo por r, isto &,
pela média dos valores individuais do cardcter na amostra esco-
lhida.

Mas é:te valor = é determinado pela constituigio propria da
amoustra, @ a sua escolha para ponto fixo, a partir do qual se
caleculam os desvios das varientes, reduz duma anidade o nimero
dos graus de liberdade disponiveis para o cOmputo de s, pois se
demonstra ficilmente qua, nesta hipétese, o melhor valor de s
serd dado pela ¢xpressilo

&= \,-" E_t.u —7)*/(n :——1_}

Cum efeito:

Sejam @y, &2 ...... 2, & série dos valores do cardcter x;
fis fa oo fa a8 freqfiéneias respectivas numa amostra qualquer
de grandeza n; e representemos por #, a média Jo cardeter na
amostra considerada.

Serd evidentemente

/]

— - ..'r.‘. i

n

.ﬂ:—'

para todos os valores de i de 1 até .

Seja, slém disso, m a média exacta do cardeter # na popu-
lucdio infinita a que pertence a amostra considerada; represen-
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temos por ¢e= m — ., o érro da nossa estimativa da média,
por 3; o desvio duma classe qualquer x; do cardcter relativa-
mente i média exacta m: e por d; o desvio da mesma classe
relativamente 4 média estimada .
Podemos escrever
g, =m — x,
[

e, por conseguinte,
3,-:5-}41',—. I:l\

0 desvio de qualquer classe x; relativamente & média exacta é,
pois, igual ao seuw desvio relativamente i média estimada somado
com o érro dessa média.

Elevando ao quadrado a expressio (1), temos

A ] a
r]‘_-:e -;—25:.‘*. b= rfl._

e, somando para tddas as classes, serd

=21 +2e DL d A+ DS d:

=ne 4 > 1, n"ll. (2)
por ser, evidentemente, E fi=ne P fidy=0.

O primeiro membro da igualdade (2) é a soma dos quadrados
dos desvios em relagiio & média exacta; o primeiro termo do
gegando membro é igual a n vezes o quadrado do érro da média
estimada, e o segundo termo é a soma dos quadrados dos des-
vios relativamente a essa média.

Como niio conhecemos o valor da média exacta, m, nio
sabemos qual seja o valor do &érro (:) da média estimada, mas
podemos substitai-lo pela sua melhor estimativa, isto &, pelo
érro médio da média caja expressiio, como se sabe, &

T
B =8 \/
" / \1 n,

onde s representa a estimativa do desvio padriio.
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A igualdade (2) fornece assim a seguinte aproximacio:
nel ——e '+ 21, d},
on
m—1)e' — 2 f,d
e, portanto

: Zfid;
g (n—1) "

q. e. d.

Quando n & grande torna-se priticamente indiferente dividir
a soma dos quadrados dos desvios por m» ou por (n — 1), mas
quando a & pequeno as diferencas podem ser considerdveis e
ter influéneia na apreeiagio dos resultados.

2. Propriedade aditiva da varidncia — A utilizaciio da
varifineia para o estudo da variabilidade das populagies fun-
da-se na sua propriedade aditiva,

Demonstra-se, com efeito, que se um caracter qualquer estd
sugeito 4 operacio de virias causas independentes, cada wma
das quais contribui eom uma certa variineia, a varidncia total
6 igual & soma das variincias parciais (Cf. TiererT — The
methods of Statistics, pig. 89).

Por consegninte, representando por -:r: a variinocia total do
caracter x, sujeito & influéneia dos factores A e B, independen-
tes, cada um dos quais determina, respectivamente, as variin-
cias a: e a:, seri

: . . - .
onde o representa a variincia devida aos erros fortuitos.

3. Andlise da variancia — Consideremos uma populagio
geral de grandeza N (namero total dos individuos observados)
que, a respeito dam cardcter qualquer x, se acha repartida
por m grupos de grandeza n; serd evidentemente N = n m.

Representemos por .ry, s, ..., e r as médias do cardcter
nos gropos correspondentes e na populaciio geral.

15 evidente. que, em cada grupo, o desvio de qualquer valor
de x, relativamente @ média geral da populagdo, ¢ igual ao seu
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desvio a repeito da média do grupo a que pertence somado com o
desvio da média désse grupo em referéncia @ média geral.

Com efeito, para qualquer individuo do grupo i, a expressiio
(& —7) = (2 — %) + (@ —7)
¢ uma identidade.
Elevando ao quadrado, teremos
(c—7)}=(@—2)+EF—2)"+2(—7) (= - 7).

E a soma déstes quadrados, extensiva a todos os individuos
do gropo, serd

-3 =3 (r—#) + N (#—2)+2(F—F). X (@—&)
=3 (=) n (7= ),

por, em qoalquer gropo, (#; — #)? ser constante para todos os
individuos @ o somatério ineluir n pareelas, & o terceiro termo
do segundo membro ser nulo visto a soma dos desvios indi-
viduais relativamente i média do grupo respectivo, X, (x — ),
ser igual a zero.

Somando membro a membro as expressies semelhantes cor-
respondentes aos vdrios grupos, temos

S e ST e S
i i i

para todos os valores de ¢ de 1 até m.

I assim conseguimos dividir a soma total dos quadrados dos
desvios em relagio & média geral (primeiro membro da expres-
sio (4)) em duas partes: @) soma dos quadrados dos desvios
das observacdes individnais relativamente as médias dos grapos
respectivos — 1.° termo do segundo membro; b) n vezes a soma
dos quadrades dos desvios das médias dos gropos relativamente
i média geral da populagio — 2.° termo do segundo membro.
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Para podermos caleular as varidncias resta apenas determi-
bar 0 namero dos respectivos grans de liberdado.

Para a variincia média total, como determinamos apenas a
média i, 6sse nimero serd N —l=—nm — | ; para a variancia
média dos grupos, ou variincia residual, como para cada grapo
se determinou a média 7, e os grupos sio m de grandeza n,
serd m (n —1)==N—m (!); para a variancia média entre os gru-
pos, serd m — 1 por se terem calcalado m desvios relativamente
a média geral .

4. Cémputo da variancia — Quando se procede ao caleulo
da variincia de dados reiinidos em séries ordenadas é conve-
niente, para achar os valores em referéncia & média, quadrar pri-
meiramente os desvios relativamente a uma origem arbitrdria e
efectuar depois a correcclio dos resaltados,

Para qualquer valor z duma série, o quadrado do desvio em
relagio &4 média . & dada pela expressio

2 2 - —1
(:.I'!—..i") =g —2Tr.r+ T,

(') Sejam x, r,...x, as variantes do carficter x numa popnlagio de gran-
deza N que se dividiu em m grapos de grandeza m , m,,...n . Seja 1] a fre-
qiiéncia da variante x, no grupo j e aj a varilincia correspondente,

Pelas consideracJes feitas a pig. 451 as melhores estimativas das varidncias sj
dos grupos teem as seguintes expressies,

3 f‘ d:‘-,' : Ef;m- d'mJ'
8 = — 8, = — 8 == —

I "1_1 L ? n,—1 " n, —1

¢ 0 seu valor médio pesado serd evidentemente

[ﬂl—l]lf—i—(n?—l}az—;—...—'[—[nm—l}a:l"
7 R il i IS S

ﬂi-ﬁl]-ni—l—.-L'; ﬂm—l i
SFALRES B A SCEERS P ™

~N—=m !

porserng+n,+...4+n, =N

'—'_ﬁ

|
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A soma déstes quadrados, extensiva a todos os valores indi-
viduais da série, serd portanto

E (.:r.- — J‘)E = (.'r.z) —2%. E I:.r) +n °

= (=")—n E
por ser, por definicio da média,
D@ =mn.F.

A soma dos quadrados dos desvios duma série de valores em
relagdo & média ¢ pois igual & diferenca entre a soma dos qua-
drados dos valores individuais e n vezes o quadrado da média.

Mas, como os valores individuais se podem considerar desvios
da varidvel em relagio & origem das coordenadas, a mélia dos
vulores individuais serd evidentemente igual ao desvio médio em
relaciio a essa origem, e, por isso:

A soma dos quadrados dos desvios em relagdo & média é igual
@ soma dos quadrados dos desvios em relagdo a qualquer origem
arbitrdria menos m vezes o quadrado do desvio médio referido
a mesma origem.

Representando por z' os desvios em relagio a uma origem
arbitrdria e por ; o desvio médio de qualquer grupo i em
referéneia & mesma origem, temos para o cileulo dos termos da
expressiio (4) as seguintes igualdades

SSE—) =SS -2 D@,

i i i
n E (rr-,- —_ IF)? =n E'I\;:“J -—m ..':’QJ (D)
i i

=n E l:.i-':-"’) —Nz" :
i
e, portanto

e s |
i i

PV (-7 = (") -Nz".

O trabalho de cdleulo ainda se simplifica muito se, em vez
de determinarmos directamente o desvio médio #', quadrarmos
primeiramente o total (x') e dividirmos o resultado pelo
nimero correspondente,
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Com efeito, por ser
_yniva 2yd¥)
X' == T

sord evidentemente

3 12
IE{z';|/N=N.z"‘.

5. Exemplo |. — Sobre os diferentes clans dos Baganda
estiio publicadas algumas séries de dados antropométricos (1).

O ndmero de individuos observados em cada elan & muito
pequeno, 15 em regra, de modo que os valores médios e as
variabilidades que se podem determinar para os diferentes carac-
teres considerados nflo oferecem grande confianca e nio se
podem aproveitar para fins comparativos.

Diz Roscoe que o tipo fisico dos Bangada varia consideri-
velmente ; contudo a préitica continuada da exogamia deve ten-
der a distribuir uniformemente os factores genéticos por toda a
populagiio. Serd portanto interessante averiguar se, estatistica-
{ mente, 0s nimeros registados por Roscoe estabelecem qualquer
distingdo efectiva entre os clans, on se us diferencas observadas
se podem atribuir is flutnagbes do acaso. Nesta iltima hipotese
poderiam juntar se todas as observacdes numa fnica série, cujos
parimetros se poderiam considerar representativos da popula-
¢io geral.

Na exemplificacio do emprégo do método da andlise da
varidncia limitar-nos-hemos ao estudo da largura nasal.

Os valores individuais da largura nasal observados em 17 clans
constam da Tabela I.

Na primeira coluna estio registados as classes do eardecter
com intervalos de 1 ™/,, e na iltima a série total resultante da
reuniio das observacdes feitas nos diferentes clans.

Tomou-se para origem arbitriria a variante 46 e as quatro
iltimas linhas dio os valores de > (z'), > (2'%), n.2" e

N ("®) —a®", para os diferentes clans e para a série total.

1 (1) Joux Roscok. — The Baganda. — Their cusioms and beliefs — Mac Mil-
( lan & C*, 1911,

o0




466 Revista da Faculdade de Ciéncias da Universidade de Coimbra

As somas dos quadrados dos desvios em relagio 4 média, os
graus de liberdade e as variincias médias vio indicados na
Tabela II.

A soma dos quadrados dos desvios e a dos graus de
liherdade das partes devem dar os valures correspondentes
A série total; e as somas dos quadrados dos desvios dividi-
.das pelos graus de liberdade diio as estimativas das varifineias
médias,

A varidncia média total é a varidncia ordindria da série
constituida pelo conjunto de todas as observagdes individuais.

A varifincia médin enos grupos» 6, neste exemplo, uma esti-
mativa da verdadeira variAncia, s,?, baseada em 238 graus de
liberdade.

TABELA 11

' Origem da variagho
I

Soma dos quadrados Grans de liberdade Variiincias

dos desvios medias
| Entre o8 grupos 213.1382 16 13.3211
| Nos grupos 9572.7907 238 108101

|‘ Total 2785.9370 254 10.9683 i
Ak LB L RO Ll TRl |

A variincia média enire os grupos & uma estimativa, baseada
16 graus de liberdade, de n vezes a variincia cr;" das médias
dos grupos, ecomo ficilmente se verifica pelo exame da expres-
sio (4).

fste valor #; 6 o parimetro correspondente a uma popu-
lagfio infinita, isto &, representa a variincia das médias dos gru-
pos na hipétese dum nimero infinitamente grande de grupos
cada um constituido por um nimero indefinidamente grande de
individuos.

Como, porém, na prética o nimero (m) dos grapos é finito,
bem como o (n) dos individuos que os constitnem, as médias dos
grapos estiio sujeitas a érros fortuitos, resultantes da sua for-
macflo, que fardo acrescer a sua varifincia.

Como representamos por »r:f a variincia real «nos gruposs,
o érro médio das médias — que mais ndo é do que o desvio padrilo
da sua distribuicdo fortuita, ou a raiz quadrada da variincia
correspondente — tera o valor 7. /{/n, e, por isso, a varidnecia total
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das médias dos grupos, pela propriedade aditiva da variinecia,
serd igual a
a1 at [ n,

Representando por 1:3 e 1:3 as variincias médias «entre os
grupos» e «nos grupos» determinadas a partir dos dados, obtem-se
as relacdes

P ———b. o u'r;.' -+ 5:;

?
e T

(6)

CNTEET)

v

que nos permitem apreciar a homogeneidade da variagio na
populagio considerada.

Com efeito, se a variagdo entre os grupos & relativamente
importants, a':.t é grande, comparada com c.r:!_, e as duas estima-

timas z:f e 1.-: serio muito diferentes. Se, pelo contririo a
variagdo enire os grupos & nala, serd 'J':=0 @ por conseguinte
2 " 2
v; tenderi para ir. .
Neste caso, v, e v_ representam duas estimativas indepen-

dente da mesma variineia :rf, que estio sujeitas a érros fortui-
tos como todas as estimativas da variiocia, e a significaciio das
suas diferengas poderd apreciar-se por meio de testes adequados,

Introduzindo nas relagdes (6) os valores registados na
Tabela II, temos

1382, ————> . Mo to.
108100 ——— a5

Por conseguinte
L R | &

0,1674

Vé-se pois que a varifincia «entre os grupos» é muito menor
que a varidincia «nos grupes» e possivelmente ndo existem, a
respeito do cardcter em questdv, quaisquer diferencas significa-
tivas entre os clans,
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6. Testes de significdncia -—— Quando se consideram amos-
tras diferentes da mesma populacio e se fazem estimativas de
qualquer dos seus parimetros obtem-se, em regra, para cada
um déles, uma série de valores diferentes. Para interpretar
estas diferencas torna-se portanto indispensivel o emprégo de
critérios que nos permitam ajuizar da probabilidade da sua
ocorréncia fortuita.

Consideremos o caso simples duma populacio infinita cojos
caracterss variam normalmente, isto &, oscilam em torno das
respectivas médias de harmonia com a lei dos érros.

Se desta populacio infinita extrairmos uvma série de amos-
tras de igual grandeza (n) e para cada uma estimarmos a média
de qualquer dos seuns caracteres, ohteremos uma série de valores
que, & medida que aumenta o nimero das amostras e se reduz
o valor do intervalo das elasses, se distribuem segundo um dia-
grama que tende para uma curva de tipo gaussiano, cujo desvio
padrio se demonstra ficilmente ser igual a o/ {/n, te 7 for o des-
vio padrio do cardeter na populagio infinita.

Fste desvio padrio l:G'va’;) da distribuicio das médias da
sérioc das amostras da populagiio infinita é o que se denumina
érro médio da média.

No caso de n=1, o érro médio da média coincide com o
desvio padrdo da distribuicdo dos valores individuais do carde-
ter, como & Obvio, e por conseguinte a designagdo «érros ndo
tem nestes casos a significagio usual, pois o érro médio, como
se vé, mais nfio & do que nma constante deseritiva da distribui-
¢do dos valores da média, que nos permite determinar as proba-
hilidades da ocorréneia fortuita de desvios ignais ou maiores que
qualquer valor dado.

Sabendo que a carva de distribuicdo das médias é uma carva
normal, fieil se torna determinar as probabilidades de, numa
amostra fortuita da mesma populagio, obtermos uma estimativa
qun difira da média verdadeira tanto ou mais que uma certa
quantidade. '

Basta, eom efeito, marcar sdbre o eixo dos @ da respectiva
distribuiefio, para um e para o outro lado da ordenada central,
distincias iguais ao desvio considerado, levantar pelus pontos
respoctivos as ordenadas correspondentes e calcular a fraegio
da drea limitada pela eurva, para além dessas ordenadas.

Se essas superficies reprosontarem umn frac¢io muito pequena
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da drea total limitada pela eorva, também seriio muito pequenas
as probabilidades da ocorréncia fortuita de desvios iguais ou
maiores que o observado e, por isso, a diferenga entre a média
verdadeira e a estimada deve considerar-se estatisticamente signi-
ficativa.

Como, se costuma adoptar, embora arbitrariamente, o valor
de P=0.05 para limite ou nivel da sigaificincia, considera-se
real qualquer desvio da média cujas probabilidades de ocorrén-
cia fortuita sejam menores que 5.

Esta probabilidade, P==0.05, corresponde aproximada-
mente a um desvio igual a duas vezes o desvio padrio, ou érro
médio, pois numa distribui¢io normal, como a da média, as por-
¢des da drea limitada pela curva que ficam para além das orde-
nadas levantadas pelos pontos + x/¢=—2 siio iguais a 0.0227,
@ a sua soma &, por isso, aproximadamente igual a 0.05 da
drea total.

Nio se deve confundir o nivel da significineia P=0.05,
com o desvio correspondente que & definido pelo ponto 0.025,
em referénecia 4 drea total. Se porém nos referimos apenas &
drea correspondente aos desvios positivos, ou negativos, o nivel
da significineia de DYy corresponderd, como & Obvio, ao
ponto 0. 05. ;

Quandv as distribuigbes sio assimétricas, como sucede com
as da maior parte das constantes estatisticas, a ordenada que
passa pela média nio divide a drea limitada pelo curva em doas
partes iguais. Contudo o eritério para o estabelecimento do
nivel da significineia de DYy pode ainda estender-se a tais
casos, considerando situados nesse nivel os desvios que marcam
ordenadas interceptando de cada lado da média dreas eaundais
iguais a 2,0%) da drea total.

Neste caso, como é 6bvio, os dois desvios — positivo e nega-
tivo — ndo sdo iguais. Pode, porém, por uma conveniente
mudanga de varidvel reduzir se sempre a curva & forma normal.
A transformacdo altera as posicbes relativas da média e da
moda mas ndo influe nos desvios definidos pelas relagdes em
que dividem a drea limitada pela caorva, de modo que os valores
da varidvel ' correspondentes aos pontos 2,5" permanecem
valores da varidivel x, correspondentes aos mesmos pontos da
distribuicio assimétrica.

Portanto, transformando a curva, podemos ficilmente deter-
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minar o desvio correspondente ao nivel de significincia de 5%
em obediéneia & normalidade da distribuigdo dos desvios.

7. Significacdo das diferengas entre variancias — Consi-
deremos duas amostras da mesma populagiio de grandezas Ny e N
e sejam s @ s3 as estimativas dos respectivos desvios padrdes de
qualquer dos seus caracteres.

A apreciagio da diferenga (sy — #2) entre os desvios padrdes
das duas amostras costuma fazer se supondo que a forma da dis-
tribuigito de tais diferencas ¢ normal e que o seu érro médio &

\/ gt  a?
2N, T 2N; '

onde - representa o desvio padrio da populagio infinita que
forneceu as amostras que, por nos ser desconhecido, substitui-
mos por 84 @ sz.

Quando as amostras siio pequenas, isto é, pouco numerosos
os individuos constituinies, os érros resultante desta suposi¢io
podem ser grandes, e, por isso, R. A. Fisher introduziu, para a
interpretagio das diferencas, outro critério definido pela equacio

1
i

84

2 2
log, 8, — 1!'.‘:1_.?‘r sﬁ_ e Io_c;re posk

B

onde sy @ s2 sdo as varidncias calculadas na base dos correspon-
dentes graus de liberdade.

Fisher demonstrou também que a forma da distribnigiio dos
valores de z é dada pela equagiio

onde k & uma constante @ ny==N; —1 e ng=Nz —1 sido os
graus de liberdade.

Esta equacdio que encerra apenas as varidveis z, ny e nz é
independente do desvio padrlio ¢ da populagiio e, por conse-
guinte, atilizdvel no caso de pequenas amostras.

A grandeza 2z, que oscila entre = oo, é negativa quando
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ﬂ/a,{l, positiva se #1/s3 1, e a distribuicio dos seus valo-
res ¢ assimétrica a nio ser que ny=—na.

Como porém, para qualquer combinagiio dos graus de liber-
dade, a parte positiva da curva, correspondente aos valores de
81/s2, 6 igual & parte negativa correspondente aos valores sg/sy,
basta considerar os valores do integral das probabilidades rela-
tivos aos desvios positivos, pois os restantes se podem obter tro-
cando nj por ns.

Mas, por ser mais prético trabalhar com valores positivos
de z, tomando ny como nimero dos graus de liberdade corres-
pondenta & variincia maior, a diferenca dos logaritmos serd
sempre positiva.

Fisher elaborou para diferentes combinacies de ny e ny uma
taboa dos valores de z correspondentes is ordenadas limitantes
de dreas candais com 5% e 1%/, da drea total da carva.

A distribuieio dos valores de z, em regra, & assimétrica e
por isso, empregando o critério definido a pdg. 459, conside-
ram-ge situados no nivel da significineia os valores de z cujas
ordenadas separam dreas caudais que representam cada uma
0.025 da drea total. Por conseguinte o nivel de significincia
de 5"y ficard sitnado entre os ponmtos D", e 1%, da Tdboa de
Fisher.

No nosso exemplo, a varidincia da média dos grupos é maito
pequena, como vimos (efr. pdg. 457); trata-se agora de saber
se contndo & significativamente diferente de zero, ou se podemos
considerar os grupos, quanto i variabilidade da largura nasal,
amostras fortaitas da mesma populagio. '

Os dados siio:

24=133211, g = 16,
zs = 10,8101, ng = 238;

e, por conseguinte

1T :
71 log, 133211 — log, 108101 | = 0.1044,

A Tiboa de Fisher dd, para esta combinagio de grans de
liberdade, como correspondente ao nivel 5%, da significincia,
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o valor de z=0.2573, que excede mais duas vezes e meia o
valor encontrado (1).

Nio ss pode por isso considerar significativa a diferenga das
variincias o os diversos clans, quanto aos valores registados
para a largura nasal, podem tomar-se como amostras fortuitas
da mesma populaciio.

8. Exemplo Il. — No exemplo I os diferentes grapos sio
constitufdos por igual nimero de individuos. A andlise da variin-
cia pode todavia efectuar-se semelhantemente ainda que os gru-
pos sejam numbricamente desiguais.

Com efeito, se os diferentes grupos foram constituidos por ny,
na. .. Ny individuos, respectivamente, a expressio (4) toma a forma

DB - =B B+ D

e nas equacdes (D) em vez de

n 2 (&%),
i
temos de escrever

DL TE A
i

Vi-se assim que, no caso geral, o edmputo das somas dos
quadrados dos desvios se pode efectuar da seguinte maneira:

1) A «totals é a coma dos quadrados dos valores individuais
menos N vezes o quadrado da média geral ;

2) A «entre os grupos» & igunal A sOma, extensiva a todos
os grupos, dos prodatos do quadrado da média de cada
grupo pela freqiiéncia (n;) correspondente, menos N vezes
o quadrado da média geral ;

3) A «nos grupos» é a diferenca entre 1) e 2).

(') A Tiboa de Fisher di os valores de # correspondentes aos pontos 59/,
1% parany=1,2 34,5, 6 8 12,24, oo, ems=1,2,... 30, 60, cc. Para
outros valores de n; e ns ¢ necessirio fazer interpolacdes, podendo empregar-se o
método indicado por C. H. Govnex — Methods of statistical analysis, phgs. 77.
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Os desvios sio calculados em relacdo a uma origem arbitrdria
qualquer ¢ N ¢ o nimero total dos individuos.

Neste easo, ndo slio vilidas as rela¢des (6) porque, quando
se calenlam os quadrados dos desvios das médias dos grupos
em relagio & média geral, se di a cada grapo um péso »; dife-
rente.

Em todo o caso, se a variincia verdadeira entre os grupos
(-:r") for nula, v‘i ainda tenderd para l‘E. e o teste de homoge-
neidade consistiri também em verificar se 1:?‘ 8 1:_ sio significa-
tivamente diferentes.

Na Tabelu III estdo registados os valores da largura nasal
numa série de tribus da Africa oriental. Os nimeros foram
extraidos do estudo de Normax M. Levs e T. A. Joyce — Note
on a series of physical measurements from East Africa — The
Journal of the Royal Anthropological Institute of Great Britain
and Ireland. — Vol. xumi, pag. 195 e seg.

Os autores, na apreciagio do grau de semelhanca fisica
entre as tribus consideradas duas a duas, empregaram um
critério a que chamaram indice diferencial, cuja expressio
analitica é

A= |_(M. —My) [\/o? 4ol ]

onde M; e Ms silo as médias correspondentes a cada ecari-

2 2 . . . N
cter, ¢, e o, as estimativas dos desvios padrdes respectivos,

e 0 somatdrio 3, abrange os vérios caracteres estudados.

O grau de divergéneia entre as tribus, apreciado por &ste
eritério, é considerado tanto maior quanto mais elevado for o
valor do indiee diferencial.

Na Tabela 9 do citado estudo (ef. pdg. 211), estio vrdena-
das as tribus duas a duas consoante os valores de >, A; por
ela se vé que o8 Akamba, Akiknyn, Embu, Suk e Kachamega
estlo interrelacionados por indices diferenciais cujo valor &
inferior a 2. Os antores afirmam que, por isso, os devemos
considerar constituindo ¢um gropo, no qual as tribus de Kenia
estio em relacdes mais estreitas entre si do que as restantess
(Op. cit, pag. 200).
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TABELA III
Designagio das tribus
| —_—— ! Totais |
Akikoyu Embn | Kachamega| Akamba | Suk
| | _
%8 | i | :
29 | i z-
30 ! | =
31 =
2 1 1 2
| g 33 1 1 2
Z 34 4 - 4
+ 35 ghndf ol 1 1 2 14
b= 36 13 3 1 5 - 22
E 7 16 7 Paiq pring o) — % 35
8 38 41 6 RIS SUT A T 67
& 89 S i) T oFT el Lok 83
L8, = (o Lt Dol 1 U ¥
& 4 36 16 ¥ R BRT e R 76
i?g | 41 45 17 15 | 7 1 85
<o AR B R 12 7 } - 5 1 51
B 43 i 18 9 11 3 3 4
S| 4 12 4 3 3 1 23
| &5 7 2 pore .o 3 - 14
. ‘ 5 il o idbr 1 12
B R e el 3 ~ 3
(TR 1 2% o 1
| aqlh e 1 i 5y Y 3
| | cs0®! opmvoin govsi g 2
Totais 274 100 [ 100 55 15 544
| 3 (z') 4255  [+183 !;:33 + 37 419 + 627
| 3 @) 2493 et ' [ 475 175 5081
| n, 22 2733175| 3348900 1768900 | 24.8909| 24.0667|  722.6630
S, —n, | 22!968*25: 826.1100| 600.1100| 450.1001| 1509333 | 4358 3364
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Na Tabela IV estio registadas as somas dos quadrados, os
graus de liberdadé e as variincias médias respeitantes i largura
nasal, caleuladas a partir das observactes do Leys e Joyce.

O valor de 2z, caleculado pela formula a pdg. 461 & 0.6312.

TABELA 1V
— — e E‘I
: Variincias |
Somas dos quadrados | Graus de liberdade widise
|
| Entre os grupos 1113915 4 27.8479
| Nos grupos 4246.9449 539 7.8702

Total 4358 3364 543 —

Pela Tdboa de Fisher, para ny=4 e na==>039, os valores
de = correspondentes aos pontos de 5"y e 1, sllo respectiva-
mente .4667 e .60562. O valor achado & maior e, por isso,
quanto & largara nasal, a heterogeneidade da populacio geral
constituida pelas referidas tribus, deve considerar-se real.

Dn. EvsEBio TamagNiNI.




Cdleulo Simbélico

(coxTINUAGO)

CAPITULO VI
BISTEMAS DE EQUL(;.'ﬁ SIMBOLICAS

A 1.* das equacdes (31) dd, pois, as k equacdes (32) a que
tem de obedecer as constantes arbitrdrias obtidas pela integragio
com as variiveis separadas, Cada uma das outras equacdes (31)
dard outras tantas equacdes da forma (32) e agrupando-as.
obtemos os teguintes sistemas a que t0das as constantes A

tém de obedeceor:
n

;,Iqa.-(a) Adi=o0 l

n

SV, (a) A;=o

rat (33)
2 hifa) Aj=o
i=I I
HE 9i (a) A.—:-:UJ
=1
D'_EI '.I.', (ﬂ) ;1.,'=O [3-”
DY) (a) A;:a‘
i=| |
Dt gy (a) Ay=o0 |
=
ﬂ‘__ls,!"T,' .f'l.':ﬂ S
'.‘"'_""f (@) (35)

-------------------

Dk=1 E A {_ﬂ.] A; =O‘
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324. O determinante do sistema (33) é A (a) e como, por
hipotese, ¥y (a) == o, poderemos por

Ay Aa Ay

@ @
o que dd, dum modo geral,
Ai==a®; (a). (36)

sendo « uma constante arbitrdria, Vamos ver que éste valor
de A, satisfaz ndio 80 & primeira das equagdes (33), mas também
is primeiras equacdes de todos os sistemas seguintes, se puzermos

AP =D [a®, (a)] (37)

onde fazemos, como de costume, Nta=ua, la=2a', D?a=a",...
Com efeito, qualquer dessas equagdes tem a forma

Dh Y pifa) Ady==o0.

Substitaindo A; pelo valor suposto, vird

Dh E ¢i (@) 2®; (a)= D" [: é 9i (a) P; (a_[l

= | - =

=Dh [z A (a)]

h
=23 (}) «'# A¥="(a).
J=1

Mas como a 6 raiz de A (a) de gran de multiplicidade %, serd
A(g)=A4'(a)==... = A=) (g)=.. = Ak—1) (a) = o.

Logo, os valores dados por (37) satisfazem & primeira equa-
cio de todos os sistemas considerados. E agora 6 ficil de ver
que também satisfazem is outras.

Com efeito :

Dh 3 Y, (a) a®; (@)= Db [ > 4 (a) @, mJ

i=1 i=1

=Dk [z.0]=0,
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podendo repetir-se o mesmo raciocinio para as restantes equa-
cles.

325. A u; podemos, pois, dar a forma
ui=e® (2 + D)= [« 8, (a)] (38)

onde o D) significa derivada em ordem a a; e « & suposta fun-
cio de a.

326. Por (27), pode dar-se a (38) a forma
wi=—e"* P, [-a - i\) (2 4+ D)=\ a
| i \ i d.t.' ; i

] A
— e, {.ﬂ 4 r ' Py (@) (39)

327. K ficil de ver que éste valor de u, satisfaz is equagdes
propostas (31). Com efaito:

n

n d e Y i
'.E;'?l' l dz }ﬂ{:|§ i EE} sarm‘ (ﬂ < i -d.ITJ I)l‘—i {:t') >
n F e { ; ad \
=e= 2 gi(a+ =) ®ila+ o) Pror ()

i—1

n . d b Y ! d LY : :
=4 [:§ ¢i la + E} 2 Elﬂ a5 ‘&—é:’] Py g (x)
cmser

} f)t_| (-I‘] =0,
por a ser raiz de grau & de A(a) e o gran de Py (x) ser k — 1,
328: A (39) ainda se pode dar a forma, por (29),
u;=e% P; (..r 128 )@ (a); (40
i k=1 T ‘_'E" Jag ’
ou ainda,

ti= Pp_| :_fl }e"-" @, (a) (41)
o
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329. Também a (39) se pode dar a forma

d’ .
uj==0; T ] e Py_y (x) (42)

330. I ficil de verificar que as formas de u, dadas por
(40), (41) e (42), satisfazem ao sistema (31).

334. Sendo e* Py, (r) o integral particular da equacgio
(12) do n.° 311, correspondente & raiz a de gran de multiplici-
dade %, & claro que ao integral geral se pode dar a forma
u= % e™ Py_, (x), sendo o somatério estendido aos integrais
correspondentes a tddas as raizes da equacio caracteristica.
1[ A dste integral gerul de (12) correspondem para o sistema (31)
os integrais gerais [por (43)]:

' d
ui=; | —= ) 5 ew Py, (@) (93)

para
i=1,2...n

332. Exemplo — Calcular o integral geral do sistema do
n.” 307 suposto homogénio.
A equaclio caracteristica da equagiio diferencial

n Afpu=| ¢ r —qlu=o
| —r P p
it - P

tem as raizes o, i 8 —mwi. Logo: o integral geral desta equa-
¢lo &
!t_‘-—‘-ll ¥ [jfemﬂ 1. l:w.- e—mif
ou ainda, desembaragando dos imagindrios,
u=2A4+ B sen (wt + c),
sondo A, I e ¢, constantes arbitririas.
Por outro lado,

Pi(p)=¢*+p% P =pretre; Pall=pr—qp
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Logo:
x=(p?+ ¢?) [A + Bsen (ot +c)]
y=(pq+ps) [A+ Bsen (wt+c)]
z=(pr —qp) [A+ B sen(wt+c)]

Efectuando as operagdes, achamos:

x=Ap?+ B (p* — w?) sen (ot +¢)
y = Apq+ B[pq sen (vt 4 ¢£) + o cos (wt + c)]
z = Apr 4+ B [prsen (wt + ¢) — quw cos (vt 5 ¢)]

333. A formula (43) sogere-nos imediatamente outra nnd-
loga que permite caleular solucbes dum sistema de equagdes
simbolicas homogéneas, da forma

grlp)uy +galpus+ ... +9alglup=0
Y wy +deplues+ ...+ Y3(p) a=0 (H4)

................................

logo que se conhecam solugdes da equago A (g) u=o.
Com efeito, se u for soluclio desta equagfio, os valores

= (i=1,2...n) (45)

satisfazem ao sistema proposto.
Com efeito,

29 ui= 2 2 Pilp)u=A4(@). u=o.
=1 i=1

Por sua vez

n n

2 i) ui= >l Pilp)u= 5 -.Iai{p]'l',-{pl:luﬁo
' - |

ete.
Faremos desta doutrina utilissimas aplicagdes no Cileulo das

Diferencas I7initas.
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CAPITULO VII
OPERADORES COMPLEXOR

334. No capitulo I, os operadores podem ser quaisquer,
contanto que satisfagam as condi¢des dos enunciados que exijem
apenas, em geral, que @&sses operadores sejam bem definidos,
aditivos e permutiveis com os nimeros. A natureza dos ope-
radores fica completamente arbitriria. Que os operadores sejam
gimples, ou sejam funcdes de outros operadores, isso nada
importa 4 verdade da doutrina exposta no mencionado eapitulo.

E importante o estudo dos polinémios inteiros de operadores
diferentes, bem definidos, aditivos e permutdveis entre si e com
08 nimeros.

335. Sejam gy, g2 ...pk operadores nas eondigdes supraci-
tadas, e seja P (g4, g2, ... g1) um polindmio inteiro déstes ope-
radores. Todas as vezes que o polindmio P (X, X, ... X))
se possa decompor em factores, o mesmo sucederd ao poliné-
mio proposto. Por exemplo, se

P(Xy, Xes.. Xp)=Py (X, X2...Xp). Ps (X1, X2... X)),
sendo Py e P2 também polindmios inteiros, serd do mesmo modo
Plnpts oo p=Prpr, 62 oo 60)- P2 sty 520 -+ - p&)

pelas razdes apresentadas em os n.°* H0 e H1.

336. Assim, por exemplo, se P (g4, p2) for um polinomio
homogénio de grau n em ¢y e pa, poder-se-lhe hd dar a forma
P (p1, p2) =po (1 — asp2)™ (pr—azga)* . .. (pr—akp2)™k

sendo
gy ds 4 ... 4 2p=n.

337. Se P (g1, g2, p3) for uma forma quadrdtica terndria de
descriminante nulo, serd;

P (eu b1 ¢9) =(Apr + Bea o Cpa) (et + B'pr + C'ga)

sendo 4, A', B, B, C, (', constantes.

31
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338. Assim, por exemplo, a equagio de derivadas parciais
de 2.* ordem, de coeficientes constantes,

2ty N 2%y s
s = o ~ B
que simbblicamente se pode escrever
2\ [\
A0 AT W ol
(55) =t (5;) |u=a,
ou ainda,
{2 A ediies b wWhm
(2—al) (Z+ag)u=0,

desdobra-se, pelos n.™ 94 e 95, em duas equagdes de primeira
ordem,

(i 8500 Vo A L K
3r—a3'y__o e 37 +ﬂ. ay =0,

Os integrais destas duas equacgdes, serdo integrais da pro-
posta e a sna sOma também (n.° 96).

339. Por vezes & possivel reduzir uma equaclo & forma
simbdlica
Pr)u=2X,

em que = & um operador complexo, e P um polinémio inteiro.
Neste caso, 0 1.° membro da equagio é susceptivel de ser decom-
posto em factores binémios (caso = seja bem definido, aditivo e
permatdvel com os nimeros) e a esta equacio poderd aplicar-se
a doatrina do n.” 109,

340. Seja dada a equacio

Fa)y+F @y +F'(@y"+... =X

gsendo F(x) um poliménio inteiro em «; .X uma fungio de x
conhecida; e y uma fungdo de x desconhecida. Caleulando a
funcio

7\
fay==e"7 (@) i
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que é também um polinémio inteiro em , como ¢ evidente, tere-
mos (n.° 132),

Flet ) y=F@y+F @y + ...

e, conseqiientemente,

%

d
f('r'l' dx).’)':‘r

)

ou ainda,
fimy=X
sendo
ey
T'.'ZJ-'"I— _dI w

A esta equagio aplica-se a doutrina do n.° 109.

341. A decomposiciio em factores que acabamos de conside-
rar, tem forca demonstrativa, como se disse no capitulo I, mas
os coeficientes dos polindmios tem de ser niimeros. Porém,
se tivermos em vista apenas obter resultados, como sucede no
cdleulo das solugdes doma equacdio dada, entdio podemos levar
mais longe a decomposicio em factores, introduzindo nestes,
cotficientes simbolicos. Quando estes coeficientes simbdlicos,
considerados como niimeros, nos permitirem chegar a resultados
susceptiveis de serem interpretados, poderemos tirar déste arti-
ficio conseqiiéneias proveitosas.

342. Seja, por exemplo, a equacdo

Ju Ju ok
YTl PP

a que chegamos em o n.° 338.
Escrevendo esta equagiio debaixo da forma
[ 3 a2

(% o 3) =

2 a : ki
o considerando a 3 como nm namero, podemos escrever (n.” 153
L/
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em que . & uma constante em ordem a x e, portanto, na sua
forma mais geral, é fangdio arbitrdria de y. Logo,

ra-—
u=e ¥ A(y
ou ainda (n." 42)

u= 4 (y + ar)

em que A 6 uma funglo arbitrdria.

343. Do mesmo modo se tira, de

Ju

i g
3 TR g

a solucio
u=2DR (y — ax)

sendo B uma funciio arbitrdria. I3 ficil de vor directamente que
A e B slo solugdes da proposta. A sua soma também o seri

u=A(y+4 ax) + B(y--ax);
@ serd o integral geral por conter duas fungbes arbitrdrias.

344. NOTA: A razio porque se consideram as constantes
arbitrdrias em ordem a uma varidvel, como fungdes arbitririas
das outras varidveis, é obter os resultados mais gerais possiveis.
Pela mesma razio de generalidade se tomam essas fungdes para
operando, nos resultados. Se assim niio procedessemos, ainda
chegarfamos a uma solugio da equagiio proposta, mas ndo che-
gariamos aos resultados mais gerais.

No caso presente, por exemplo, obteriamos as solugdes

— A o u=2D, sendo A e B constantes, Alids, como os resul-
tados a que se chega, ficam sujeitos a verificacio ou demons-
traciio directa, 6ste modo de proceder & sempre legitimo.

345. Consideram-se por vezes operadores que afectam ape-
nas uma parte do operando. Por exemplo, se o operando é um
produto de dois factores u e v, pode considerar-se um opera-
dor que significa a derivada de u.v, supondo v constante, ou a
derivada da mesma fangfiv, supondo u constante.




Cdleulo Simbdlico 476

346. Assim, por exemplo, supondo u ¢ v funcdes de = e
representando por d a derivada em ordem a x de u.v; e por
dy, a derivada da mesma funcio considerando v constante ; e
por dg, a derivada da mesma funciio considerando constante o
factor v, teremos

d (uv)=(dy4dy) (uv)
ou seja
d=d, - dy .

Por ouatro lado, é fdcil de ver que todos estes operadores
silo aditivos, permatdveis entre si e com os niimeros, e suseepti-
veis de serem aplicados ao operando uv tantas vezes quantas se
queiram. Conseqiientemente (n.® 51), teremos:

d"=(dy + do)" = 3 () dydy ™"
k=0
ou seja

n
(u il.':l(n] — E (:) u{fﬂ pin - k)

h=0

que & a bem conhecida regra de Leibnitz para o edleulo da deri-
vada de ordem n dum produto.

347. K imediata a generalizaclio para um produto de mais
factores :

“=flf|+dtz+ -»-+d})".

CAPITULO VIII

2 2 “

OPERADORES DAF\O'RL[Af(- - &, Y i)

ac ' 3y

348. Se um operador contiver diversos operadores mais
simples, opera-se com é&les segundo as regras atraz estabeleci-
das, seja qual for a sua natureza e o sen nimero. Pode dar-se o
caso de o operando ser uma fungiio de diversas varidveis e haver
de operar sobre éle com operadores diversos, cada um dos quais
s6 seja aplicivel a uma parte das varidveis, por ventura a uma
80. Claro que neste caso é preciso ter ésse facto em atenciio e
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aplicar cada um dos operadores componentes apenar is varid-
veis a que diz respeito.

2
349. Assim, .por exemplo, o operador 5, Tepresenta a

derivada parcial duma fungdo de diversas variiveis em ordem
a4 ..

2 2 £ ;
O operador —— + R aplicado a f(z, y, ...), dd

i.;;"f":y_}f{xa y-.-.)=f;(-’ﬂ,u,.. j+f;(1,y,.,.)'

ete., ete.

350. Os operadores desta natureza podem também ser, ou
nio, aditivos, permutiveis, etc.

351. Teorema — Se 3 (z, y) e Y (x, y) forem desenvolviveis
em série dupla de Maclaarin, serd

3. ) T
==Hﬂ:rwﬂ?hy{

=0 r=0
y=o0 y=o

fog 2Ny
% =

Com efeito :
oz, =2 4;; 'y
Yz, y)= EBi.j xt yl
a

3 3 3""‘-" 5
r=20 E=—0
y=0 Yy==0

i ]

1J

=[4(2. 2 ) e 0]
r=—20

y=o0
¢, d. d.
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2 2
BT e
352, Teorema — (s operadores e ° ee ', sdo permutd-
veis,
Com efeito :
é @ é
k

ingat i i
e oF & au f(z’y'z‘__.)ze a’j‘(z,?f-i-ﬂ:,z...]
=f(x+ft,y—+—-a:.z.]

2
h
—e ¥ flz,y+z,2...)
3 ?
k— &
ey W g P Llr de i)
Logo:
Ja ka .l:a i 4
L e ppiE s
MiT AT e S
e. d. d.
3 @

s STy
353. Teorema — Os operadores e % ee * podem multipli-

car-se segundo as regras da multiplicagdo de potencias. Com

efeito :
h 2 + k ) 2’ 1
. = / \ {8 2 \*
B T SR [ T T Lok R
. e 14 “'ax +k ay]+|_1 (‘hs,r‘i"’a_,,_' +

l..rt @ 3 \n
+ ... +.L"‘,—{-h 3.',r-+f‘_3F,-] + ..
por definiciio (n.” 63).

Mas dste desenvolvimento, como se sabe da teoria das séries,
2 2

| e ke
representa o produto das séries que definem e & e e &,
Logo: quando estes desenvolvimentos tiverem sentido, 6

Fa +k e h . ka
s ;
e & W —pg & g

c. d. d.

354. Kste teorema & por vezes util na integracio de certas
equacdes de derivadas parciais.
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Inversio de operadores complexos

355. O problema da inversio dos operadores complexos
& ainda mais dificil, como é manifesto. Um processo por vezes
muito Gtil consiste em fazer a inversio em ordem a um dos ope-
radores simples, considerando os simbolos que representam os
outros, como constuntes. Se se chegar a um resultado inter-
pretavel, podemos obter assim integrais para a equagiio pro-
posta. I preciso, porém, verificar as solugdes, visto que dste
processo niio tem fOrca demonstrativa.

356, Exemplo -— Integrar a equacio

22y ay
g R 10 )

Simbdlicamente podemos escrever :

ot e

3\
lt ox E:,c'} |u=q>(x,-y1;

Nt 4 g \2=t
”=I_‘."a.i:',] i [.u Y ,] I ¢, 9)
a8 A= | 1
.= 'l- = o fp e S S e e :
_1 EJ’ [_3_._0.3. “3_+a a:l?(ur.m
.3 Yy or y

Considerando agora a% como uma constante e aplicando a

doutrina do n.” 157, vem :

- f
‘-h‘.s‘.:I" [‘ ﬂ_' _(E_*_aaaffj 5{1.:’}')
: | @
=““'éi" [ o ¢ @, 9) de —

— %
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/ el " Cl h

- LT a_ =
'y v ,‘?{'x*y%—m)a‘m .

Em pondo
J¢(r. y — azx) de—="=7, (2, y)
";?(:u,y-l-az) de =93 (z, y),
vem :
, e dhiad 2
u=(2a-2) [e Yo @,y —e P b (x.y}]
B
— () i@,y + am) — s (o, y— am)]

=_§%f[¢|(m,y+ ax) — Vs (z, y — ax)|d=
357. Se g(z,y)=0, vem:

) 3
N =1 ar =ar
0 = 2.:1—3—] |:s Cod 0y (y) —e v O {y}]

e _Ela. f[my + az) — 02 (y — az)] dy
=1 (y+ ax) + Y2 (y — ax)

sendo ¢y e s funcdes arbitrdrias.

Continua.

Dovror Pacneco e AMoRIM




Contribuicdo para o estudo da teoria das fungdes

CAPITULO VII

ALGUMAS NOQDES SOBRE
CONJUNTOS DE ELEMENTOS DUM ESPACOIDE

(coNTINUAGRO)

111

INTERIOR, EXTERIOR E ESTREMA DUM CONJUNTO

76. Interior e exterior dum conjunto. — Generalizemos para
um subconjunto qualquer A dum dado espacodide P algumas defi-
nigdes ji enunciadas no caso particalar de A representar um
esferbide contido em P [v. 1v, p. 26, L. 3.

Seja € o conjunto complementar de A ('). Damos os nomes
de interior | e exterior E do conjunto A respectivamente aos com-
plementares dos lugares de € e de A:

LIP—1(€]- , EIP—IiAl¥).

Mostram estas definicdes que o interior e o exterior dum
conjunto coincidem respectivamente com o exterior e o interior
do sen complementar.

(1) Chamamos complementar dum conjunto A em relacio a um conjunto B no
qual o primeiro se encontra compreendido, ao conjunto € dos elementos de B que
nfio sdo juxtapostos a elementos de A.

Quando dizemos simplesmente complementar dum econjunio A, sem mais indi-
cacho, entendemos que se trata do complementar de A em relagiio ao espagdide a
que pertence. E claro que, se o complementar de A é C, o complementar de C &
constituido por todos os elementos que se juxtapdem a elementos de A .

#) Quando nfic existe complementar dum conjunto, o integior considera-se
constituido por todos os elementos do espagdide a que pertence.
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E manifesto que o interior dum eonjunto perience ao lugar
do mesmo conjunto e que o exterior pertence ao lugar do com-
plementar ; basta notar que & [Al + (G | P.

Logo os interiores de dois ou mais conjnntos separados sio
ignalmente conjuntos separados.

Diremos que um conjunto (um elemento, em particular) é
interior ou exterior a um outro conjunto dado conforme per-
tencer ao interior ou ao exterior déste conjunto.

Um conjunto fechado |y interior a A caracteriza-se pela condi-
¢do 1,6 >0 sempre que um dos conjuntos |y ou € ¢ limitado.

Esta condigiio, com efeito, é necessidria e suficiente para que I
nilo contenha elemento algum de (€] [v.1v, p. 89, L. 18]. Em par-
ticular, um elemento i interior a A caracteriza-se pela condigiio
iC>0. Existe, pois, um esferbide de centro em i constitaido
apenas por elementos que se juxtapdem a elementos de A.
Reciprocamente, um elemento que satisfaca a tal condi¢io &
interior a A ().

E evidente que um elemento interior a um conjunto 86 &
limite de elementos interiores ao mesmo conjunto.

Um conjunto fechado E, exterior a A caracteriza-se pela con-
digdo EyA >0 quando um dos conjuntos Ey ou A ¢é limitado.

Se o elemento €, em particular, é exterior a A, temos
eA>>0 e reciprocamente. De centro no elemento e existe entio
um esferbide constituido iinicamente por elementos do comple-
mentar de A, sendo esta eondigio também suficiente para que e
seja exterior a A.

Um elemento exterior a um conjanto s6 ¢ limite de elementos
exteriores ao mesmo conjunto.

Das definicdes de interior e exterior resultam directamente
as seguintes proposicdes :

Um conjunto admite o mesmo exterior que o respectivo lugar.
Conjuntos juztapostos admitem o mesino exterior e reciprocamente.

(1) Pode acontecer que um elemento interior a um conjunto lhe niio pertenga,
mas necessiriamente se juxtaple a um dos seus elementos. Um conjunto total-
mente fechado, por exemplo, contém todos os elementos que lhe sdo interiores.
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Conjuntos de complementares jurtapostos admitem o mesmo
interior e reclprocamente.

Se dois conjuntos sdo separados o lugar de cada um é exte-
rior ao outro.

Se F ¢é um conjunto fechado exterior a A, também o lugar (Al
¢ exterior a F.

Nessas condi¢hes, com efeito, o lugar [F| é exterior a A,
nenhom elemento de Al pertence a {Fl e (Al é exterior a F.

Se F ¢ um conjunto fechado exterior ao conjunto A e se wm
deles é limitado, os mesmos conjuntos sdo separados.

Efectivamente, se em tais condigdes fosse FA=0, os con-
juntos F e [Al possuiriam um elemento comum, que seria um
elemento de F niio exterior a A. O conjunto A é também exte-
rior a F [ prop. pree.].

Se o limite totalmente fechado duma sucessdo convergente de
conjuntos de soma limitada ¢ interior @ um dado conjunto, os
termos da sucessdo a partir de certa ordem sdo interiores ao
mesmo conjunto.

Suponhamos que o limite totalmente fechado A duma suces-
siio convergente de conjuntos de soma limitada & interior a um
dado conjunto B. Os termos a partir de certa ordem também
lhe sdo interiores, porque, no caso contririo, a sucessio pro-
posta admitiria ama sabsucessio formada por termos nio inte-
riores ao conjunto B, da qual poderiamos extrair uma sucessfio
de elementos nio interiores ao mesmo conjunto, e o limite inte-
gral desta sucessiio, que pertenceria a A, nio seria interior s B.

77. Estrema entre dois conjuntos. Estrema dum conjunto.
Casos de existéncia da estrema. — Dizemos que dois conjuntos
sio contiguos quando, sendo ligados, nenhum elemento de qual-
quer deles & interior ao outro. Também podemos dizer que
dois conjuntos ligados sfio contiguos quando nenhum elemento
do lugar de qualquer deles ¢ interior ao outro.

Um conjunto e o sen complementar, quando ligados, sio
contiguos. Dois conjuntos ligados que ndo admitam interiores
sllo contiguos.
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Chamemos estrema entre dois conjuntos contiqguos A e B ao
produto T dos lugares dos mesmos conjuntos :

TIA><[B.

Em virtade da definicio de conjuntos contiguos nenhum ele-
mento de T é interior a algum dos conjuntos A ou B. v

Diremos que um conjunto (um elemento, em particular) é
extremo entre dois conjuntos contignos A e B quando fizer
parte da estrema entre A e B.

Um conjunto Ty ertremo entre A e B caracteriza-se pelas con-

=

dicdes Trl=0 eTiB=0.

Na verdade, estas condigdes, que podem escrever-se Ty |Al =0
e T B/=0, siio necessirias e suficientes para que o conjanto Ty
pertenca a [Al e a [B] [v. 1v, p. 98, L. 1]. Em particular um ele-
mento t da estrema entre A e B caracteriza-se pelas condigdes
tA=0 e tB=0. Qualquer que seja o esferdide de centro t
nele se encontra um elemento de A e um de B ; reciprocamente,
um elemento que satisfaca a esta condiglo pertence i estrema
entre A e B.

A estrema entre dois conjuntos contiguos ¢ totalmente fechada.

Na verdade, a estrema entre dois conjuntos contiguos &,
pela defini¢ilo, um produto de conjuntos totalmente fechados
[e. 1v, p. 25, 1. 17].

A estrema T entre dois conjuntos contiguos, um dos quais, pelo
menos, sgja fechado, ndo admite elemento algum interior a T.

Seja, com efeito, T a estrema entro os conjuntos contiguos
A e B, e suponhamos que A, por exemplo, é fechado. Um ele-
mento interior a T, se existisse, seria interior a [Al, e portanto
a A porque éste é fechado, o que é absurdo.

Damos o nome de estrema dum conjunto A ('), sem mais refe-

réncia, & estrema T | [A]><[C! entre o conjanto A e o seu com-
plementar C.

(') A denominagio de estrema foi introduzida por Pacneco v'Amorin,
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Dizemos que nm conjunto é extremo de A quando faz parte
da estrema de A.

Um conjunto Ty extremo de A caracteriza-se pelas condigdes
Tih=0e T C=0.

Em particular, se um elemento t & extremo de A, temos
tA=0 e tC=0, ¢ reciprocamente. Seja qual for o esferdide
de centro t nele existe sempre um elemento de A e outro do
complementar, sendo esta condiclio também suficiente para que
o elemento t seja extremo de A.

Representando por P o espagéide a que pertencem todos os
conjuntos que estamos considerando, sio evidentes as relacdes

PILAA—T+[Cl e PIGI—T+IA,
que podem escrever-se
P~ A—T o P—IAI[C-T,

ou ainda, designando por | o interior e por E o exterior do eon-
junto A,
LN=T. e EIE—T.

O lugar dom conjunto é a soma do interior com a estrema;
o lugar do complementar é a soma do exterior com a estrema.

As estremas de dois on mais conjuntos separados sio igual-
mente conjuntos separados.

A estrema da soma dum némero finito de conjuntos pertence
i soma das estremas dos mesmos conjuntos, como resulta ime-
diatamente da definicio de estrema.

A estrema dum conjunto contém a do respective interior.

Designemos por | e € o interior @ o complementar do con-
junto A. O complementar de | & [/ como se conclui directa-
mente da definiciio de interior, e a relacio evidente

A > (6 | > [ X (6

mostra que a estrema de A contém a de |.
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Sejam | e |' os interiores, T e T as estremas de dois comjuntos
Aeh. Uma qualquer das condigies

AUR, LI BEP,

é uma conseqiiéncia das outras duas.

Na verdade, como da juxtaposicio Al A’ se deduz (Al | [A'] ou
I+TII'+ T e reciprocamente, é claro que de duas quaisquer
das condicbes a que se refere o enunciado resulta a terceira.

A estrema entre dois conjuntos contiquos é a parte comum (s
estremas dos mesmos conjuntos.

Porque, sendo A e B conjuntos contiguos, om elemento qual-
quer do produto (Al >< (B] nio é interior a A nem a B, sendo por
isso extremo de A e de B.

Reciprocamente, um elemento extremo comuom de A e de B &
elemento comum aos lugares déstes conjuntos, e portanto extremo
entre AeB.

A estrema dum conjunto é totalmente fechada [p. 483, . 19].

A estrema T dum conjunto fechado ndo admite elemento algum
que seja interior a T [ p. 483, [. 23].

Para que erista a estrema T entre dois conjuntos contiguos ¢
necessdrio e suficiente que o lugar de um deles admita um subeon-
Junto limitado que seja ligodo ao outre. (Jualquer subconjunto em
tais condicdes ¢ também ligado a T.

A condi¢iio & necessdiria porque, se t & um elemento extremo
entre dois conjuntos contiguos A e B, a parte comum a um qual-
quer deles e a am esferdide de centro t é um subeonjunto limi-
tado e ligado ao outro.

Reciprocamente, se o lugar (Al admite um subeonjunto limi-
tado Ay que seja ligado a B, existe o produto [Ay><[B] [v. 1v,
p 89, L. 27], o qual faz parte da estrema T | [Al><[B) entreAe B.

Como uma parte do logar (A pertence a T, vem a igoal-
dade &) T=0, ou Ay T=0, isto é A; e T siio conjuntos ligados.

Vejamos alguns coroldrios desta proposigio :

Para que erista a estrema dum conjunto A, de complementar
G, ¢ necessdrio e suficiente que o lugar (Al admita um subconjunto
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limitado que se¢ja ligado a G. Um tal subeonjunto é também
ligado a T.

Por conseguinte, qualquer subconjunto limitado do lagar [Al
que seja separado de T tambhém & separado de C.

Se o conjunto A nio admite uma estrema, qualquer subcon-
junto limitado do lugar [A] & necessirinmente separado de C.

Ewriste a estrema entre dois conjuntos contiguos sempre que um
deles ¢ limitado.

A estrema entre dois conjuntos contiguos mas ilimitados
poderd niio existir como ficilmente se compreende.

Existe a estrema entre wm conjunto A e o seu complementar B
em relagdo a qualquer conjunto conero que o admita por subcon-
Jjunto, supondo que ¢ limitado um dos conjuntos A ou B.

Com efeito, tais conjuntos A e B silo ligados [p. 323, L. 17],
o, como nenhum elemento de um deles se juxtapde a um ele-
mento do outro, também sfio contiguos. Em particular:

Num espagdide continuo qualquer eonjunto limitado que admita
um complementar, ou qualquer conjunto que admita wn complemen-
tar limitado, também admite necessariamente uma estrema.

Para que um elemento pelo menos da estrema entre dois con-
Jjuntos contiguos A e B figure sobre um dado conjunto K € necessdrio
e suficiente que exista o produto

(1) K><[Al><[Bl,
o qual representa a parte da estrema entre A e B situada sobre K.
Esta proposi¢iio resulta por evidéneia da defini¢io de estrema
e dela se deduzem as seguintes conseqiiéneias :
Para que um elemento pelo menos da estrema dum conjunto A,
de complementar ©, figure sobre um dado conjunto K ¢ necessdrio
e suficiente que exista 0 produto

(2) K >< (Al < (€],

o qual ¢ constituido pela parte da estrema de A contida em K.
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Existe um elemento pelo menos da estrema entre dois conjuntos
contiguos A e B sobre qualquer continuo K contido em [Al+(B| no
qual figurem elementos de [A] e de [B], supondo que ¢ limitado um
dos produtos K><[A] ou K><[B!.

Em tais condicdes, com efeito, existe o produto (1), visto que
os factores K></Al e K><B] constituem uma decomposi¢io de K
em duas partes fechadas nma das quais 6 limitada [p. 325, . 14].

Existe wm elemento pelo menos da estrema dum comjunto A
sobre qualquer continuo K no qual figurem elementos de Al e do
complementar © désse conjunto, supondo que é limitado um dos pro-
dutos K><[Al ou K><XG.

78. Interior, exterior e estrema dum conjunto composto e do
conjunto dos subconjuntos limitados dum conjunto B.— As pro-
jeegdes do interior dum conjunto A" de ordem n pertencem aos
interiores das correspondentes projecgdes do mesmo conjunto.

Consideremos, com efeito, num elemento a" interior ao con-
junto A". Tal elemento & centro dum esferdide F* econstitaido
por elementos juxtapostos a elementos de A". Mas sabemos
que uma projecgdo qualquer de F* & um novo esferbide que
tem por centro a correspondente projecgio de a* [v. 1v, p. 39,
l. 5]. Os elementos déste novo esferéide juxtapdem-se a ele-
mentos da correspondente projeccio de A" [v. 1v, p. 31, L 151
Logo qualquer projeccio do elemento a™ é interior 4 corres-
pondente projecciio do conjunto A”,

As projeccdes da estrema dum conjunto limitado de ordem n
contém as estremas das correspondentes projecgdes désse conjunto.

Seja A* uma determinada projeccio do conjunto limitado A”.
O lugar [A"], que 6 a suma do interior com a estrema de A",
projecta-se segundo o lagar [A*] [w. 1v, p. 41, L. 23], que é a
soma do interior com a estrema de Af*. E, como o interior de
A" se projecta segundo um conjunto interior a A*, segue-se que
a projeccio da estrema de A" contém a de A*.

O interior dum conjunto composto resulta da composicdo dos
interiores dos conjuntos componentes.

Com efeito, os elementos interiores a um conjunto composto
A" resultam necessiriamente da composigio de elementos inte-

B2
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riores aos conjuntos componentes, como hd pouco se demons-
trou duma maneira geral para qualquer conjunto de ordem n.

Reciprocamente, seja a" | (a;, @, ..., a,) um elemento com-
posto de elementos interiores aos componentes dum dado con-
junto composto A*. Cada elemento a; é centro dum esferdide
constituido por elomentos juxtapostos a elementos do respec-
tivo conjunto componente. Designemos por ¢ o menor dos
raios déstes esferdides. I sabido que todos os elementos do
esferéide de ceniro a" e de raio ¢ juxtapdem-se a elementos
de A" [v. 1v, p. 39, . D, e p. 31, I. 11]. O elemento a" &, pois,
interior a A".

A estrema dum conjunto composto ¢ a soma dos conjuntos que
se obtém compondo a estrema de cada conjunto componente com todos
os restantes componentes, pela ordem em que estes sdo dados ().

A presente proposicio & um coroldrio da anterior. Basta
recordar que o lugar dum conjunto composto resulta da com-
posicio dos lugares dos componentes [v. 1v, p. 42, I. 17] e que
o lugar dum conjunto represents a suma do interior com a estrema
do mesmo conjunto.

O conjunto (A) dos subeonjuntos limitados A dum conjunto B
admite por interior o conjunto dos conjuntos limitados e separados
do complementar de B .

Consideremos o espacéide dos subconjuntos limitados dum
dado espacbide P. Seja B um conjunto contido em P, e (A) o
dos subconjuntos limitados de B. Cumecemos por demonstrar
que um conjunto limitado | separado do complementar € de B ¢
necesshriamente interior a (A'.

Para tanto consideremos uma sucessio qualquer

Iip ’!I " omy I|'| LI

(1} Com o fim de evitarmos repeti¢ies de elementos compostos na soma assim
obtida, podemos proceder do seguinte modo na formaghio da estrema dum conjunto
composto: comegamos por compor & estrema do primeiro componente com todos
0s componentes seguintes, depois o interior do primeiro componente com a estrema
do segundo e com todos os seguintes, depois o interior do primeiro com o interior
do segundo com a estrema do terceiro e com todos os seguintes, e assim sucessiva-
mente; em seguida somamos os conjuntos compostos assim construidos.
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do conjuntos de soma limitada que tenda para o limite |. Temos
limlC=1C>0 [v. v, p. 170, L 17]

e, a partir de certa ordem, I;6>0. A partir desta mesma ordem
cada conjunto |; nfio contém elemento algam de G, quere dizer,
6 constituido por elementos juxtapostos a elementos de B, e por
conseguinte juxtapde-se a um subconjunto limitado de B. Logo |
é interior a (A). pois s6 & limite de conjuntos juxtapostos a sub-
conjuntos de B.

Reciprocamente, qualquer elemento | interior a (A) é sepa-
rado do complementar de B. Basta demonstrar, com efeito, que
um conjunto limitado qualquer J que seja ligado a G nio é inte-

1
rior a (A). Dado o nimero i determinemos um elemento ¢;
de € tal que seja J ¢; < 1 -, Dividamos em seguida o conjunto J

L 4 § i 1
num némero finito de partes de didmetros inferiores a —, tome-
mos um elemento em cada parte e seja J; o conjunto constitoido
. — 1
por todos estes elementos e por ¢;. I claro que temos Jdi < e

e que J; niio se juxtapde a subeonjunto algum de B. Logo, pondo
i=1, 2, ..., o conjunto J apresenta-se como limite duma
sucessio

Jl_- JZl '*';dl'r LR

de conjuntos niio juxtapostos a sabeonjuntos de B, motivo porque
J nio & interior a (A).
Eis alguns coroldrios da proposiciio agora mesmo justificada:

Os subconjuntos limitados e fechados do interior dum conjunto B
ado necessiriamente interiores ao conjunto (A) dos subconjuntos limi-
tados de B.

Em virtude da proposiciio precedente basta recordar que um
subconjunto limitado e fechado do interior de B separa-se do
complementar € déste conjunto [p. 481, L. 9].

Notemos que um elemento | interior a (A) & um conjunto
necessiriamente interior a B, porque, sendo 16>0, também
temos | (6 >0.
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Se os conjuntos B ¢ B' admitem o mesmo interior, o conjunto
dos subeconjuntos limitados de um deles ¢ o conjunto dos subcon-
Juntos limitados do outro admitem também o mesmo interior.

Com efeito, se B e B' admitem o mesmo interior, os respecti-
vos complementares sio juxtapostos [p. 482, I. 1], e qualquer
conjunto separado dum déstes complementares também é sepa-
rado do ovtro.

Em particular afirmamos que:

Se | ¢ o interior de B, o conjunto dos subconjuntos limitados
de B e o dos subconjuntos limitados de | admitem o mesmo interior.

O conjunto (R) dos subconjuntos limitados dum dado con-
junto B admite por interior o conjunto dos subconjuntos limitados
do lugar B] e separados da estrema de B.

Na verdade, um conjunto qualquer separado de € pertence
ao lugar (B e & separado da estrema T de B quando esta existe;
reciprocamente, qualquer subeonjunto limitado do lugar [B] que
seja separado de T também é separado de b, como atrds disse-
mos [ p. 486, L. 3.

Quando B nio admite uma estrema, o interior do conjunto (A)
reduz-se ao conjunto de todos os subconjuntos limitados do
lugar (Bl . Efectivamente, dado o caso de o.conjunto B nio admi-
tir uma estrema, qualquer subconjunto limitado do lugar [B] 6
separado de b [p. 486, 1. b].

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado con-
junto B admite por estrema o conjunto dos subconjuntos limitados
do lugar B! que sdo ligados ao complementar de B .

Ji& demonstrimos que o lugar [(A)], oun seja a soma do inte-
rior com a estrema de (A), é o conjunto dos subconjuntos limi-
tados do lagar [B] [v. v, p. 136, 2.° 53]. Mas como os separados
do complementar G de B sdo os interiores, segue-se que a estrema
de (A) & constitufda pelos subconjuntos limitados de (Bl que sio
ligados a G.

Também se pode dizer que:

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado conjunto B
admite por eslrema o conjunto dos subconjuntos limitados do
lugar B! que sdo ligados & estrema de B .
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Tratando-se dum conjunto fechado B, podemos resumir estes
enunciados do seguinte modo :

O interior e a estrema do conjunto (R) dos subconjuntos limi-
tados dum conjunto fechado B, de complementar €, sdo constitui-
dos respectivamente pelos conjuntos limitados separados de C e
pelos contiguos a G .

Basta atender as proposicdes precedentes e a que, se B &
fechado, qualquer subconjunto do lugar [B] que seja ligado a C
também é contiguo a €, e qualquer conjunto contiguo a € per-
tence a [B].

O conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum dado eonjunto B
admite por exterior o conjunto dos conjuntos limitados ndo conti-
dos no lugar (B].

Com efeito, os conjuntos limitados contidos no lugar (B
constituem, como vimos, o interior e a estrema de (A); por
conseguinte o exterior & constituido pelos conjuntos limitados
nio contidos em [B] .

O conjunto dos subconjuntos limitados dum conjunto B e o dos
que sdo limitados e fechados admitem o mesmo interior, o mesmo
exterior e a mésma egirema.

Seja (A) o primeiro conjunto, (A') o segundo. Demonstrdmos
jd que um elemento qualquer | interior a (A) separa-se do com-
plementar de B; o mesmo sucede ao lugar (I, que por isso se
Juxtapde, elemento a elemento, a um subeonjunto fechado A' de B.
Logo qualquer elemento | interior a (A) juxtapde-se a um ele-
mento de (A). O interior do primeiro conjunto é, pois, interior
ao segundo, e, como éste & um subconjunto daquele, os dois
conjuntos admitem o mesmo interior.

Da juxtaposigio (A)I(A') (!) resulta que (A) e (A) também

(!) O comjunto (A) dos subeonjuntos limitados dum dado eonjunio B e o pon-
junio (N') dos que sdio limitados e fechados juxtapdem-se enire si. Quando B é
fechado, (A) e (A') juztapdem-se elemento a elemenio.

Como & (A') |<(A), para estabelecermos a primeira parte da proposicio
basta demonstrar que a cada elemento A de (A) corresponde um elemento A’ de
(A') & uma distincia do primeiro menor do que um ndmero positive dado «.
Ora, se dividirmos A num namero finito de partes de diimetros inferiores a & e
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admitem o mesmo exterior [p. 481, I. 32], e por conseguinte a
mesma estrema.

v
CONJUNTOS DOMINIAIS

79. Conjuntos abertos. Conjuntos dominiais. Dominios. — Dize-
mos que am conjunto é aberto quando s6 contém elementos que
lhe sio interiores ().

O interior e o exterior dum conjunto sdo conjuntos abertos
[p. 481, 1. 18 e 27].

5 aberto qualquer conjunto que se juxtaponha, elemento a
elemento, a um conjunto aberto. Por exemplo, é aberto o pro-
duto dum conjunto pelo respectivo interior quando éste existe.

O interior dum conjunto é evidentemente o maior conjanto
aberto constituido por elementos juxtapostos a elementos do
mesmo conjunto.

Uma soma de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

Tratando-se de conjuntos abertos que contenham todos os
elementos juxtapostos aos seus proprios elementos, também &
evidente que um produto de conjuntos abertos em ndmero finito
é nm conjunto aberto. <

O complementar dum conjunto fechado é aberto ; porque, se F
6 um conjunto fechado, o seu complementar G coincide com o

exterior de F:
CIP—IFl.

Em geral, é aberto o complementar dum conjunto fechado
em relacdo a um conjunto aberto, como ficilmente se reconhece.

se tomarmos um elemento em cada parte, o conjunto A’ déstes elementos seri
fechado e teremos evidentements A A’ < :.

Be B é fechado, um qualquer dos seus subconjuntos A juxtapde-se 8 um sub-
conjunto fechado; na verdade, cada elemento do lugar [A] juxtapde-se entdo a um
de B, e o conjunto déstes dltimos elementos é fechado e juxtaposto a A

(1) Pode dar-se o caso de um conjunto ndo ser aberto nem fechado. Obser-
vemos também que os conjuntos desprovidos de estremas sfio abertos e fechados
ac mesmo tempo, ainda que nio coincidam com o espagbide a que pertencem ; um
espagoide desconexo contém sempre tais conjuntos.
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O complementar dum conjunto aberto & totalmente fechado;
com efeito, sendo A aberto, o respectivo complementar € é a

soma do exterior com a estrema, on seja G | [C].

Muis geralmente, & fechado o complementar dum conjunto
aberto em relagiio a um conjunto fechado.

Um subconjunto fechado F dum conjunto aberto A é sepa-
rado do complementar € de A, supondo limitado um dos con-
juntos F ou G, porque, sendo A aberto, F é-lhe interior e por
isso temos FG>0 [p. 481, L. 9.

As projecgdes dum conjunto aberto de ordem n sdo novos eon-
juntos abertos.

Efectivamente, um conjunto aberto pertence ao respectivo
interior, e por isso uma qualquer das suas projecgbes pertence
ao interior da mesma projeccio [p. 487, 1. 13).

E aberto qualquer conjunto composto de conjuntos abertos.

Com efeito, um tal conjunto A" é composto de conjuntos inte-
riores aos componentes, sendo portanto interior ao mesmo A
[p. 487, L. 33]. Reciprocamente, se um conjunto composto &
aberto, o8 seus componentes siio necessiriamente abertos em
virtude da proposicio precedente.

E aberto o conjunto dos subconjuntos limitados dum dado con-
junto B e separados do respectivo complementar.

Demonstrdamos que o interior do conjunto (A) de todos os
subeconjuntos limitados do conjunto B & constituido pelos con-
Jjuntos limitados e separados do complementar C de B. Logo &
aberto o conjunto dos subconjuntos limitados de B e separados
de € [p. 492, L 11].

E aberto o conjunto dos subconjuntos limitados e fechados dum
dado conjunto B e separados do respectivo complementar.

Demonstra-se esta proposi¢cio tal qual como a precedente,
visto que os conjuntos (A) e (A') considerados nema e noutra
admitem o mesmo interior [p. 491, [, 18].

Como corolirio temos que:

E aberto o conjunto dos subconjuntos limitados e fechados dum
dado conjunto aberto.
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Com efeito, qualquer subeconjunto limitado e fechado dam
conjunto aberto separa-se do complementar déste [p. 493, I. 6].

E pois aberto o conjunto dos subeonjuntos limitados e fecha-
dos do interior dum econjanto.

Dizemos que um conjanto & dominial quando se juxtapde ao
respectivo interior. Completando esta definigio dizemos também
que um conjunto desprovido de interior nunea é dominial.

Os conjuntos dominiais sflo pois os que ndo admitem estre-
mas e aquéles em que os elementos extremos neles contidos sio
limites de elementos interiores.

Imediatamente se conclui que, num conjonto dominial, qual-
quer elemento extremo — contido ou nfv no conjunto — é sem-
pre limite de elementos interiores.

Por conseguinte, se um dado conjunto dominial admite
estrema, o desvio desta ao interior & nulo; reciprocamente,
um conjunto que verifique tal condi¢io & dominial.

Os conjontos abertos pertencem & classe dos conjuntos
dominiais.

Todos os espacgbides slo conjuntos dominiais por nlo admi-
tirem estremas,

I dominial um conjunto que se juxtaponha, elemento a ele-
mento, a um conjunto dominial. Também é dominial um con-
junto que admita o mesmo interior @ a mesma estrema que um
conjunto dominial.

E dominial um conjunto que se juztaponka a uma parte do
respectivo interior.

Com efeito, se um dado conjunto se juxtapde a uma parte
do respeectivo interior, qualquer dos sens elementos é limite de
elementos interiores.

E dominial qualquer soma de conjuntos dominiais.

Seja § uma suma de conjuntos dominiais e §; u soma dos
respectivos interiores. O conjunto §; é evidentemente interior
a8, e, como temos 818 [v. v, p. 138, I. 21], a soma § &
dominial [ prop. pree.].

E dominial qualquer corjunto fechado que se jurtaponha a um
conjunto dominial.
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Seja D um conjunto dominial, | o respectivo interior, F um
conjunto fechado juxtaposto ao primeiro. De || D e Fl D resulta
Fil. Logo | & interior a F, por éste ser fechado, @ a mesma
juxtaposigio Fl | mostra que F é dominial.

Siio coroldrios desta proposicio as duas segunintes :

E dominial um conjunto fechado que se juxtaponha a um aberto.
E dominial o lugar dum conjunto dominial.

Para que wm conjunto seja dominial é necessdrio e suficiente
que a sua estrema coincida com a do respectivo interior.

Na verdade, como um conjunto A e o respectivo interior |
admitem o mesmo interior, para que seja Alll é necessirio e
suficiente que ésses conjuntos admitam a mesma estrema [p. 484,
l. 18].

Logo dois conjuntos dominiais que admitam o mesmo interior
também admitem a mesma estrema.

Para que wn conjunto seju dominial ¢ necessdrio e suficiente
que a sua estrema coincida com a do lugar do complementar.

Sejam | e G o interior & o complementar dum conjanto D.
O complementar de | é [G] [p. 480]. Ora, para que D seja um
conjunto dominial é necessirio e suficiente que a sua estrema
coincida com a de |, que & a estrema de [C].

Podemos enunciar esta proposigio de qualquer das duas for-
mas seguintes :

Para que um conjunto seja dominial é necessdrio e suficiente
que o complementar e o lugar déste admitam a mesma estrema.

Para que um conjunto seja dominial ¢ necessdrio e suficiente
que o complementar e o lugar déste admitam o mesmo interior.

Com efeito, se 6 e [(] admitem a mesma estrema, também
admitem o mesmo interior, e reciprocamente, por se tratar de
conjuntos juxtapostos [p. 485, 1. 1].

Uma sucessdo mondtona crescente de conjuntos dominiais tende
para um conjunto dominial, soma dos termos da sucessdo [v. v,

p. 292, L. 30].
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As projecgdes dum eonjunto dominial de ordem n sdo conjuntos
dominiais.

Seja D* um conjunto dominial de ordem n, I* o seu interior,
Dt e I doas correspondentes projeccdes désses conjuntos. Da
juxtaposicio D* 1" resulta D* I [v. v, p. 138, L. 12]; logo,
como I & interior a D* [p. 487, I. 13], segue-se que o con-
junto D* é dominial [p. 494, 1. 25].

E dominial um conjunto composto de conjuntos dominiais.

Com efeito, se os conjuntos componentes dam dado conjunto
composto D" se juxtapdem aos respectivos interiores, também D”
se juxtapde ao conjunto composto dos mesmos interiores (1), e
jd sabemos que éste ¢ o interior de D° [p. 487, 1. 33].

E dominial o conjunto dos subconjuntos limitados dum conjunto
dominial.

Seja D um conjunto dominial, | o respectivo interior. Designe-
mos por (A) o conjunto dos subconjuntos limitados de D, por (A)
o dos subconjuntos limitados de | e por (A") o dos subconjuntos
limitados e fechados de |. Da juxtaposiciio DIl | resalta (A) I (A')(2).
Mas também temos (A') | (R") [nota da p. 491], e por conseguinte
() I(A"). Logo (A) é dominial porque se juxtapde a um conjunto
{A") que lhe & interior [p. 489, I. 24] (%).

(!} Recorremos i seguinte proposicio que é um corolirio da que vem enun-
ciada no ».1v, p. 42, L 17:

Se num dado conjunto composio substituirmos os componentes por eonjunios
que lhes sejam juxlapostos, o novo conjunio composio jurtapor-se-d ao primeiro,

(*) Efectivamente, da proposiciio que se encontra no ». v, p. 187, L. 1, dednz-se
que :

Se dois conjunlos sdc juxiaposios, o eonjunlo dos subconjunios limitados de
um deles juxiapie-se ao eonjunto dos subconjuntos limitados do oulro.

(*) Vejamos como a presente proposiglo se justifica mostrando directaments
que a distincia de (A) ao respectivo interior ¢ nula. Para isso demonstremos que,
dado um nimero positivo « @ um elemento A de (A}, existe um elemento | interior
a (A) tal que seja A1 <:. Dividamos A num nimero finito de partes de difime-

tros inferiores a —;— @ em cada uma tomemos um elemento. A cada um déstes
elementos fagamos corresponder um que seja interior a D e a uma distincia do
primeiro inferior a Eo conjunto | déstes novos elementos & interior a (A),

2
pois separa-se do complementar de D, e temos manifestamente AT<s.
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E dominial o conjunto dos subconjuntos limitados e fechados
dum conjunto dominial,

Ji demonstrimos que o conjunto de todos os subconjuntos
limitados dum dado conjunto e o dos que siio limitados e fecha-
dos admitem o mesmo interior e a mesma estrema [p. 491, /. 18];
por conseguinte, como o primeiro conjunto é dominial em vir-
tude da proposigio precedente, o mesmo acontece ao segundo
[p. 494, 1. 22].

Uma classe importante de conjuntos dominiais & constituida
pelos chamados dominios, designacio esta que damos aos con-
juntos dominiais conexos (!).

Um conjunto conexo que ndo admita estrema é sempre um
dominio. Os espacgbides conexos, por exemplo, consideram-se
dominios.

Ii evidentemente um dominio qualquer conjunto que admita
0 mesmo interior e a mesma estrema que nm dado dominio.

Combinando algumas proposicdes enanciadas precedentemente
sObre conjuntos dominiais com outras expostas no n.° 75, p. 323,
sobre conjuntos conexos, deduzem-se as seguintes :

Uma soma de dominios ligados entre si é um dominio.
Em particular, uma soma de dominios abertos ligados entre
si 6 um dominio aberto.

O interior dum dominio é um dominio aberto.

O interior dom dominio &, com efeito, um conjunto aberto,
que, por se juxtapor a um conjunto conexo (o proprio dominio),
& também conexo.

E um dominio qualquer eonjuntv fechado que se jurtaponha a
um dominio. '

O lugar dum dominio ¢ um dominio.
Por conseguinte o lugar duma soma de dominios ligados entre
si ¢ nm dominio.

(1) Generalizamos assim a defini¢io habitual de dominio.
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Uma sucessdo mondtona crescente de dominios tende para um
dominio, soma dos termos da sucessio.

As projeccdes dum dominio de ordem n sdo novos dominios,

Quando o dominio proposto D" é limitado e fechado, as suas
projeccdes sio dominios limitados e fechados [v. 1v, p. 41, L. 10];
quande D™ & aberto, as suas projeccdes sio dominios abertos
[p. 493, 1. 10].

Um conjunto composto de dominios é um dominio.

O dominio ecomposto é fechado ou aberto conforme os domi-
nios componentes sio fechados [v. 1v, p. 42, I. 3] ou abertos
[p. 493, L. 1b].

E um dominio o conjunto (A) dos subconjuntos limitados dum
dominio D .

Se o domifnio D é fechado, 0 mesmo sucede ao dominio (A)
[v. v, p. 137, 1. 18],

E um dominio o conjunto (A') dos subconjuntos limitados e
fechados dum dominio D .

O conjunto (A') 6 um dominio porque admite 0 mesmo inte-
rior ¢ a mesma esirema que o dominio (A) considerado na pro-
posiciio precedente [p. 491, [. 18].

O dominio (A) é fechado quando D é fechado, porque neste
caso (A') juxtapde-se, elemento a elemento, ao dominio fechado (A)
[nota da p. 491]. O dominio (A') é aberto quando D & aberto
[p. 493, L. 341,

80. Classificagdo dos conjuntos dominiais. — Comecemos por
classificar os conjuntos abertos em espécies da maneira seguinte:

Um econjunto aberto pertence & primeira espéeie quando um
dos seus elementos se pode unir a qualquer outro por um con-
tinuo limitado compreendido nesse conjunto. Por conseguinte,
num conjunto aberto de primeira espécie dois dos seus elemen-
tos, quaisquer que sejam, unem-se sempre por um continuo
limitado compreendido no mesmo conjunto.

Um conjunto aberto de primeira espécie —a que daremos
também o nome de conjunto aberto elementar — & necessiria-
mente um dominio.
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Um conjunto aberto é de sequnda espécie quando nio pertence
i primeira, mas se decompde num nimero finito de eonjuntos
abertos de primeira espécie.

Um counjunto aberto é de terceira espécie quando ndo pertence
A primeira ou A segunda, mas se decompde numa infinidade de
conjuntos abertos de primeira espécie (1).

Finalmente um conjunto aberto diz-se de quarta espéeie
quando ndo pertence a nenhuma das espécies anteriores, isto é;
quando nio se decompde em conjuntos abertos elementares.

Conhecida uma classificacio dos conjuntos abertos em espé-
cies, os conjuntos dominiais, em geral, classificam-se natural-
mente conforme as espécies a que pertencem os seus interiores:
um conjanto dominial e o respectivo interior pertencem, por defi-
niglio, & mesma espécie.

Os dominios, em particular, estio submetidos & mesma clas-
sificagiio.

Um cenjunto dominial de primeira espécie 6 um dominio que
também serd designado por dominio elementar.

Existem espacoOides que admitem dominios de qualquer das
quatro espécies. Consideremos, por exemplo, no plano 20y o
conjunto dos pontos dos segmentos fechados de recta que se
obtém unindo o ponto (U, 1) com cada um dos pontos

0,0), (1,0), (%o) (-}- 0:},...

Este conjunto, associado A definigio habitual de distincia entre
dois pontos do plano, constitai um espacoide, A excepgio dos
pontos do primeiro segmento, os de cada um dos outros (%)
constituoem um dominio elementar contido nesse espacoide; vs
poutos dum ndmero finito dos mesmos segmentos, mas ex-
cluindo o primeiro, constituem um dominio de segunda espéeie;
os pontos de todos os segmentos mas niio do primeiro, ou os
pontos dos segmentos de ordem impar, ou os dos segmentos de

1) Adiante demonstraremos que um conjunto aberto de terceira espécie se
decompde sempre numa infinidade numerdrel de conjuntos abertos de primeira
espécie [n. B2 e B3].

?) Em todos o8 segmentos de recta a que nos referimos neste exemplo pode-
mos incluir ambos 08 extremos, um s6 ou penhum,
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ordem par, constituem um domifnio de terceira espécie; se supri-
mirmos do espagbide que estamos considerando os pontos do
segundo segmento, ou apenas o ponto (0,1), obteremos um
dominio de quarta espécie.

Mas um espacbide niio contém necessiriamente conjuntos
dominiais de cada uma das quatro espéeies. Um espago ordind-
rio, por exemplo, s6 08 contém das trés primeiras espécies ; na
verdade, cada elemento interior a um econjanto é eentro dum
esferdide interior ao mesmo conjunto, e & sabido que o interior
dom esfertide situado num espago ordindrio (esfera aberta) cons-
titoi um dominio aberto elementar.

Para citar outro exemplo consideremos no plano xOy espa-
¢bide dos pontos dos segmentos fechados de recta que resultam
de unirmos um vértice A dum tridngnlo A BC com cada um dos
pontos dum conjunto perfeito niio-denso sdbre o lado oposto.
Tal espagbide contém dominios elementares — o préprio espa-
¢bide é um deles — e a todos pertence o ponto A. Nio contém
conjuntos dominiais de segunda nem de terceira espécies, por-
que, neste espactide, uma soma de dominios abertos elementares
ainda é elementar. Contém dominios de quarta espécie: assim,
pertence i quarta espécie o dominio que se obtém dum de pri-
meira suprimindo-lhe o ponto A. Este dominio de quarta espé-
cie niio admite subeonjunto algum que seja um domfnio elementar.
Qualquer segmento de recta que una um ponto interior ao lado
ADB com um ponto interivr ao lado A C divide o espagbide que
estadamos em duas partes: uma é nm domiaio elementar, a outra
um conjunto dominial de quarta espéeie.

Mas hd casos de espachides que s6 contém conjantos domi-
niuis da quarta espéeie. Serve de exemplo o espagéide dos
pontos dum feixe de paralelas ao eixo Oy conduzidas pelos pon-
tos dum conjunto perfeito ndo-denso sdbre o eixo Ox. Nenhum
conjunto compreendido neste espacbide & um dominio.

Seja G o complementar dum conjunto dominial. Se um dos
conjuntos © ou (G| ¢ dominial, 0 mesmo sucede ao outro e sdo da
mesma espécie ; quando um deles é um dominio o outro também ¢
um dominio.

Subemos, com efeito, que o complementar e o lugar do
complementar dum conjunto dominial admitem o mesmo interior
[p. 495, L 26].
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Seja qual for o modo de divisdo dum dominio elementar E em
duas partes Ay e Az, existe o produto

(3) E><[Ad><[Adl.

Por outras palavras, seja qual for o modo de divisdv dum
dominio elementar em duas partes, existe um elemento duma
delas que 6 limite de elementos da outra. Com efeito, quando
uma das partes Ay e Rz, por exemplo a primeira, é constituida
apenas por eclementos extremos de E, existe evidentemente o
produto (3), porque um déstes elementos extremos ¢é limite de
elementos interiores a E e portanto de elementos de A:. Se
ambos os conjuntos Ay e Ay contém elementos interiores a E,
unamos duis déstes elementos, um contido em Ay e o outro em Az,
por um contiouo limitado K interior a E. Sabemos que existe o

produto
(K< (A)>< (KX [As) ou KX (A< [As)

porque os factores K><[Aj e K><[As constituem nma decom-
posiciio do continuo limitado K em duas partes fechadas [p. 325,
l. 14]. Logo existe o produto (3).

Existe um elemento pelo menos da estrema entre dois eonjuntos
contfguos A e B sobre qualquer dominio elementar E contido
em (Al + (Bl no qual figurem elementos de [A] e de [B].

Em tais condigbes, com efeito, os conjuntos E><[A] e E><[B!
determinam uma decomposi¢io de E em duas partes, e, em vir-
tude da proposi¢io precedente, existe o produto

E<[EX<]] <[EXx[B]],
ou seja
E><IAX[Bl.

Logo sobre E existe um elemento pelo menos da estrema entre
AeB[p. 486, I. 20].
Como caso particalar vem a proposigio seguinte :

Existe wn elemento pelo menos da estrema dum conjunto A,
de complementar G, sdbre qualquer dominio elementar no qual
Sfigurem elementos de [A] e de €.
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Ou ainda :

Se nenhum elemento extremo dum conjunto A pertence a um
dominio elementar dado, éste dominio ou ¢ interior ou entdo exte-
rior ao conjunto A.

Para que uma soma de conjuntos dominiais com interiores dis-
tintos seja um dominio elementar ¢ necessdirio que a estrema da
soma désses dominios ndo contenha a soma das suas estremas.

Designemos por | e T o interior e a estrema duom dos con-
juntos dominiais propostos D, em geral, e por |'e T' o interior o
a estrema da soma de todos 6sses conjuntos. K evidente 4 rela-
¢iio | '<I' para qualquer |, mas a coincidéncia | | |' 86 poderd dar-se
para nm déstes interiores, pois siio todos distintos por hipétese.
Seja Iy um dos conjuntos | tal que seja I;<<I'. Sobre I, que supo-
mos elementar, existe entiio nm elemento da estrema de Iy, isto &,
da estrema dum dos conjuntos dominiais D. Logo a estrema da
soma dos conjuntos D ndo contém a soma das suas estremas.

Em cada uma das quatro espécies de conjuntos dominiais
ainda consideramos as seguintes duas variedades:

Um conjunto dominial pertence & primeira variedade quando
um qualquer dos seus elementos extremos t faz parte dum con-
tinuo (*) cujos elementos, 4 excepcio do elemento t, silo interiores
a Gsse conjanto dominial. Qualquer conjunto do plano 20Oy que
admita por estrema uma curva de Jorpan fechada e simples &
um dominio elementar da primeira variedade ().

Os conjuntos dominiais da segunda variedade sfio os que nio
pertencem & primeira, A por¢io do plano ®Oy limitada pelas
linhas

1 1 :
=0, r=a, y=sen =i y=sen-£-—|—b (a, b=+0)
6 exemplo dum dominio elementar da segunda variedade.

(') Entendemos que éste continuo niio degenera no elemento t. Da mesma
maneira entendemos que ndo sfio nulos o8 diimetros dos continuos que a seguir
consideramos.

(2) Tal afirmagiio 80 mais tarde serii justificada quando nos ocuparmos da
demonstragiio e generalizaglio do teorema de Jorpax relativo a éste assunto.
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Num conjunte dominial da primeira variedade qualquer ele-
mento extremo t faz parte dum continuo limitado (de diametro tdo
pequeno quanto quisermos) cujos elementos, & excepcdo de t, sdo
interiores a ésse conjunto. :

Na verdade, depois de considerarmos um continuo a que
pertenca t e cujos elementos, & excepcio de t, sejam interiores
ao conjunto dominial dado, podemos detorminar s6bre o mesmo
contfnuo um outro, de diimetro tio pequeno quanto quisermos,
a que pertenca ainda o elemento t (1).

() Demonstremos com efeito a seguinte proposigio :

E possivel dividir qualquer continuo em partes continuas de didmelros tdo
pequenos quanto quisermos.

Dado um continuo K, unamos dois dos seus elementos a e b por uma suces-
giio dum numero finito de elementos de K tais que as distincias entre cada um

@ 0 seguinte sejam inferiores a : . Consideremos um esferdide F de centro a e

de diimetro inferior ao nimero «, e seja
"ﬂ'.l .IH!THZH"'ij

a parte daquela sucessio formada pelos elementos consecutivos desde a até ao pri-
meiro elemento k;j exterior a F. Designemos por A; o conjunto dos elementos (2)
e por A um limite fechado da sucessfio

ll! A-g, ...,Ai, £

que se obtém pondo §=1,2, ... [p. v, p. 284, L. 4]. O conjunto A & um conti-
nuo [p. 319, L. 3], e, como todos os seus elementos siio juxtapostos a elementos do
continuo dado K [e. v, p. 144, L. 5], podemos supor que &sse limite A é constitnido
apenas por elementos de K e que nele figura o elemento a. O continno A niio
degenera evidentemente apenas em elementos juxtapostos a a , e, como é A I<F
o sen diiimetro ndo excede o nimero .

Cada elemento & do continno K pertence pois a um outro A nele contido e de
difimetro inferior a ¢ . Por ountras palavras, K é uma soma de contfnuos de dii-
metros inferiores a ¢ .

Observagdo — E sabido que dois quaisquer dos continuos parciais podem
unir-se por meio duma sucessio dum namero finito dos mesmos continuos de tal
modo que as distincias reduzidas entre cada um e o imediato sejam tio pequenas
quanto se queira [p. 323, I 17]. Por conseguinte podemos determinar uma tal
sucessiio de maneira que as distincias entre cada continuo e o imediato sejam
inferiores a 3: [v. 1v, p. 105, (4)].

83
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Para que um conjunto dominial pertenga & primeira variedade
é suficiente que um elemento extremo qualquer t e um determinado
elemento extremno t' se unam por um continuo cujos elementos, &
excepgdo de t e de ¥, sejam interiores a sse conjunto.

Com efeito, sobre um continuo que una nas condigdes do
presente enunciado um elemento extremo t a um determinado
elemento extremo t' do conjunto dado, podemos considerar sem-
pre um outro no qual figure t e nio t', como resulta da propo-
sicio demonstrada em nota na pédgina precedente.

Uma soma dum nimero finito de conjuntos dominiais da pri-
meira variedade ainda pertence & primeira variedade.

Sendo os conjuntos dominiais dados em nfimero finito, um
elemento extremo qnalquer t da respectiva soma é extremo de
um deles D. O elemento t pertence a unm continuo cujos ele-
mentos, i excepciio de t, slio interiores a D, e portanto tam-
bém interiores & soma de todos os conjuntos dados.

O lugar dum conjunto dominial da primeira variedade ainda
pertence & primeira variedade.

Basta notar que om elemento extremo do logar dum conjunto
também & elemento extremo déste mesmo conjunto.

Num dominio elementar da primeira variedade qualquer ele-
mento extremo t pode unir-se a qualquer elemento interior por um
continuo limitado cuvjos elementos, & excepcdo de t, sdo interiores
a ésse dominio.

Consideremos sObre um dominio elementar E da primeira
variedade um elemento extremo t e num elemento interior i,
ambos arbitrdrios. Como atris dissemos, o elemento t pertence
a um continuo limitado K cujos elementos, & excepcio de t, siio
interiores a E. Tomemos sobre K um elemento i’ interior a E e
unamo-lo a | por um contivuo limitado K interior a éste domi-
nio, O elemento t une-se entio a i pelo continuo limitado K-+ K',
cujos elementos sdo interiores a E & excepedio de t.

Para que um dominio elementar pertenca & primeira variedade
é necessdrio e suficiente que dois elementos extremos quaisquer t
e t se unam por um continuo limitado cujos elementos, excepto t
e t', sejam interiores a ésse dominio.
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A condigio & necessdria porque, se dois elementos extremos
quaisquer t e ' dum dominio elementar E da primeira variedade
g podem unir a um mesmo elemento interior por meio de con-
tinuos limitados K e K' cujos elementos, exeepto t e t', sejam
interiores a E [prop. prec.], os mesmos elementos extremos tam-
bém se unem pelo continao limitado K + K' de elementos inte-
riores a E excepto t e t'.

A condicdo também & suficiente [p. 504, I, 1].

Como coroldrio das duas Gltimas proposicdes vem a seguinte:

Para que um dado conjunto A seja um dominio elementar da
primeira variedade é necessdrio e suficiente que dois elementos quais-
quer @ e b do respectivo lugar se unam por um continuo limitado
de elementos interiores a A, exceptuando possivelmente a e b.

Desta proposiciio deduzem-se os dois seguintes coroldrios :

O lugar dum dominio elementar da primeira variedade também
é elementar e da primeira variedade.

Seja | o interior dum dominio elementar E da primeira varie-
dade. (Qualquer conjunto A jurtaposto a E e para o qual | seja
interior, também ¢é um dominio elementar da primeira variedade.

De facto, dois elementos quaisquer a e b do lugar (Al sio
elementos de [E/ e por isso podem unir-se por um continuo
limitado eujos elementos, a excepgdo possivel de a o de b, per-
tencem a |, sendo portanto interiores a A. Logo éste conjunto
6 um dominio elementar da primeira variedade.

Como aplicagio podemos afirmar que:

E elementar ¢ da primeira variedade qualquer soma de domi-
nios elementares jurtapostos entre si, um dos quais, pelo menos,
seja da primeira variedade.

Efectivamente, uma tal soma juxtapde-se a qoalquer dos
dominios elementares dados, e em particular Aquele que supo-
mos pertencer i primeira variedade.

Para que uma soma de vdrios dominios elementares da pri-
meira variedade seja também elementar é suficiente que dois quais-
quer deles possam unir-se por uma sucessdo dum niumero finito
dos mesmos dominios de tal modo que a soma de dois quaisquer
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consecutivos seja elementar. A soma dos dominios dados serd da
primeira variedade sempre que a sua estrema pertenca & soma das
estremas dos mesmos dominios,

Sobre a soma § dos dominios dados tomemos dois elementos
a e @ que lhe sejam interiores. Designemos por E e E' dois dos
dominios a que pertengam tais elementos e unamo-los por uma
sucessio dum nimero finito de dominios dados

(4) BoBio Bl

de maneira que seja elementar a soma de quaisquer dois domi-
nios consecutivos nesta sucessfio. Sejam

. 0w I
I1Il1 "‘1'

elementos interiores aos dominios (4) respectivamente. Unamos
a a | por um continuo limitado K cujos elementos distintos de a
sejam interiores a E, depois i a Iy por um continno limitado Ky
interior a E - E;, depois iy a iz por um cuntinuo limitado K:
interior a E; - E2, ete.; nnamos finalmente i’ a @' por um conti-
nuo limitado cujos elementos distintos de a' sejam interiores a E'.
O continuo limitado
K+K - K4 ...

6 interior & soma § e une os elementos a e a'.

A propria demonstraciio mostra que, se @ e @' sio elementos
extremos quaisquer de dois dos domfnios dados, ésses elementos
podem sempre unir-se por um continuo cujos elementos distin-
tos de a e de @ sejam interiores a §. Logo a soma § serd da
primeira variedade sempre que a sua estrema pertenga i soma
das estremas das parcelas.

Dados diversos dominios elementares da primeira variedade,
em mimero finito, se a soma de quaisquer deles nunca é elementar,
a estrema da soma dos mesmos dominios coincide com a soma das
suas estremas,

A estrema da soma § dos dominios dados E pertence & soma
das estremas dos mesmos dominios porque estes sio em nimero
finito. Por outro lado, um elemento qualquer t extremo dum
dos dominios E também & extremo de § como se vai demonstrar.
Se o elemento t f0sse interior a 8§, também t seria interior i
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soma §' daqueles dominios E para cada um dos quais o elemento
t 6 extremo ou interior, visto que os dominios dados sio em
nimero finito. Como estes pertencem i primeira variedade, o
elemento t poder-se-ia ent#o unir a qualquer elemento interior
ao conjunto §' por meio dum continuo limitado que lhe fosse
interior. Logo §' seria elementar contra a hipotese.

Para que uma soma de dominios elementares da primeira varie-
dade seja também elementar é suficiente que dois quaisquer deles
possam unir-se por uma sucessdo dum nimero finito dos mesmos
dominios de tal modo que a estrema da soma de dois dominios
quaisquer consecvtivos ndo seja a soma das suas estremas. A
soma dos domfnios dados serd da primeira variedade todas as
vezes que a respectiva estrema pertenga a soma das estremas dos
mesmos dominios.

A proposiciio é verdadeira para o caso particalar de se tra-
tar de 86 dois dominios como se conclui da proposiciio prece-
dente. Considerando agora mais dominios podemos afirmar, em
virtnde das condigdes do presente enunciado e por forga da
peniltima proposi¢io, que a soma 8§ dos dominios dados & ele-
mentar e que, se a respectiva estrema pertence i soma das estre-
mas dos mesmos dominios, ainda § & da primeira variedade.

Uma soma de dominios elementares da primeira variedade, em
nimero finito, ou é elementar ou entdo da sequnda espécie, e sem-
pre da primeira variedade.

Entre os dominios dados poderdi haver alguns cuoja soma
seja um dominio elementar. Saubstituindo tais dominios pela
respectiva soma obtemos uma nova colecgiio de dominios ele-
mentares, ainda da primeira variedade [p. 504, I. 10]. Repita-
mos, sendo possivel, a mesma operaciio sébre os dominios da
nova coleeciio e assim sucessivamente até obtermos uma colec-
¢io de domfnios tais que a soma de quaisquer deles nunca seja
elementar. Pode suceder que esta colecglio se reduza apenas a
um dominio elementar. No caso contrdrio a estrema da soma §
de todos os dominios dados coincide ecom a soma das estremas
dos dominios desta dltima colecglio [p. 506, 1. 27]. Por conse-
guinte o interior de § também coincide com a soma dos interio-
res ddstes dominios, donde se conelai que o conjunto dominial §
& da segunda espécio.
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81. Casos de determinagdo dum dominio elementar pelo conhe-
cimento da estrema. — O conhecimento da estrema dum conjunto
dominial nlo é em todos os casos suficiente para definir o res-
pectivo interior, embora se trate dum espacodide ilimitado e dsse
conjunto seja um dominio limitado e elementar. Assim, no
espacbide dos pontos do plano Oy & estrema comum a dois
dominios fechados, limitados e elementares, o conjunto dos pon-
tos das curvas que em coordenadas polares tém as equacbes

b et A . 04-1(0) . &
)] F_B—i~1' ' F—-W , p=1,

com § qualquer positivo ou nulo, onde f(6) representa uma fun-
¢do contfnua de 6, nula para 0 igoal a zero, positiva mas infe-
rior a 2= para os outros valores de § (1).

Podemos, no entanto, afirmar que:

O interior dum dominio elementar ¢ determinado pelo conheci-
mento da estrema e de um elemento interior (HAusDORFF) (2).

Efectivamente, s¢ @ 6 um elemento interior a um domfnio
elewentar de estrema T, os restantes elementos interiores a tal
dominio sdo caracterizados pela propriedade de se poderem unir
a a por contfnoos limitados que nio contenham elementos de T
[p. 487, 1. 8]. Logo, dois dominios elementares que possuam a
mesma estrema e um mesmo elemento interior também possaem
o mesmo interior. Quando totalmente fechados, estes domfnios
coincidem.

Desta proposig¢iio resulta o seguinte coroldrio:

O interior dum dominio elementar, ilimitado mas de comple-
mentar limitado, ¢ definido pelo conhecimento da sua estrema.

Noutros termos: dois dominios elementares, ilimitados mas
de complementares limitados, que possnam a mesma estrema,
também possuem o mesmo interior. Basta notar que os ele-
mentos exteriores a um esferdide que encerre os complementa-
res dos dominios dados sllo elementos interiores comuns aos
dois domfnios. Logo os interiores ddstes coincidem.

(!) Berve por exemplo a funglio f(6) = H-#l :

{?) Veja-se Fricusr, Les Espaces Abstrails, p. 220, I. 29.
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Seja A um eonjunto com elementos interiores contido num
dominio elementar E. Se nenhum elemenio extremo de A é inte-
rior a E, estes dois conjuntos admitem o mesmo interior e a mesma
estrema.

Sejam | e I' os interiores dos conjuntos A e E respectiva-
mente. I evidente a relagio |/<<I. Por outro lado também
temos |'|<<l, como resalta da proposigio da p. 502, L. 2, apli-
cada aos conjuntos A e I'. Logo os conjuntos A e E admitem o
mesmo interior, e, como @&ste Gltimo & dominial, também admi-
tem a mesma estrema.

Sejam € e T o complementar e a estrema dum conjunto A. Se
A e C sdo dominios elementares, os unicos conjuntos totalmente
fechados com elementos interiores que admitem a estrema T sdo os
dominios elementares (Al e (0] .

Designemos por | o interior e por E o exterior do dominio A.
Nas condigdes do enunciado os lugares [A] e (6] sio ainda domi-
nios elementares [p. 500, I. 33], e admitem a mesma estrema T
e os mesmos interiores | e E que os conjuntos A e € respectiva-
mente [p. 405, [. 24 e 26].

Demonstremos que um conjunto B totalmente fechado, com
elementos interiores, que admita a estrema T coincide necessi-
riamente ou com (Al ou com [f]. Cada um dos conjuntos | e E
ou & interior vu entdo exterior a B [p. 502, I. 2], mas nilo sdo
ambos interiores nem ambos exteriores a B, porque &ste con-
junto é totalmente fechado e distinto de T [p. 485, I. 17]. Por
conseqiiéncia B admite o mesmo interior @ a mesma estrema que
um dos lugares (Al ou [C], e, visto ser totalmente fechado, com
um déstes lugares coincide (1).

(1) Quando se consideram certos espagiides, como por exemplo os espagos ordi-
nirios, tem lugar a seguinte proposicfio:

A estrema dum dominio elementar da primeira variedade nio € estrema de
outro dominio elementar cwjo interior seja distinto do interior ¢ do exterior do

Esta proposi¢iio seri demonstrada nountro capitulo e dela se deduz o seguinte
corolario:

O interior dum dominio limitado, elemenlar e da primeira variedade, é
definido pelo conkecimento da sua estrema.
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Tratando-se dum conjunto dominial niio necessiriamente ele-
mentar, o simples conhecimento da estrema e dom elemento
interior nio & sempre soficiente para determinar o respeetivo
interior. As ecurvas atris consideradas |p. HO8] constituem a
estrema comom a quatro dominios fechados: os dois limitados
e elementares ji mencionados e os lugares dos respectivos com-
plementares, lugares estes que siio dominios ilimitados de segunda
espécie. O econhecimento da estrema e de um ponto interior niio
basta neste caso para determinar um s dos quatro dominios.

Consideremos ainda no plano Oy uma infinidade (necessiria-
mente numerdvel) de circunferéncias

[ AT AR, AL

exteriores umas 4s outras mas tangentes interiores a uma dada
circunferéncia C. Determinemos as cirennferéneias C; de tal
modo que os pontos de contacto com C formem am conjunto
denso sObre ela mesma (!). As circunferénecias C e C; consti-
tuem a estrema comum a quatro dominios fechados: dois limi-
tados, sendo um de primeira e o outro de terceira espécies, e
dois ilimitados, um de segunda e oatro de terceira espécies.
O conhecimento da estrema e de um ponto interior determina
dois déstes dominios.

Seguindo a mesma construciio, mas considerando ecireanfe-
réneias C; tangentes exteriores a C em vez de interiores, obtemos
um exemplo andlogo ao precedente. Iistas circunferéncias ser-
vem de estrema a dois dominios limitados de terceira espécie e
a dois ilimitados, sendo um déstes Gltimos de primeira espécie
e 0 outro de segunda.

Citemos ountros exemplos de dominios que niio sio definidos
apenas pelo conhecimento da estrema e de um elemento interior.
Partamos dum dos casos j4 mencionados, por exemplo, do pri-

() Podemos supor, por exemplo, que C; @ C; tém o mesmo raio e que o8
pontos de contacto com C dividem esta circunferéncia em duas partes iguais, que
C; e Cy tdm também o mesmo raio e que o8 pontos de contacto juntamente com
o8 anteriores dividem C em quatro partes iguais, que C;, Cs, C; @ Cs tem 0 mesmo
raio e que os pontos de contacto dividem as quatro partes ji obtidas em novas
partes iguais, e assim indefinidamente. E claro que os raios destas circunferéucias
tendem para zero.
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meiro, e designemos por T; o conjunto dos pontos das cur-
vas (D). Seja T: o conjunto que se obtém de Ty aumentando de
duas unidades as abscissas dos seus pontos, T3 o que resulta
de Ty por meio da mesma translagio, etc. Imediatamente se
reconhece que o conjunto Ty~ T2+ ...+ Tk é estrema de 2¢
dominios limitados e fechados de segunda espécie, e de outros
tantos ilimitados.
Notemos também que o conjanto

(6) TisTatove + T4

é estrema comum a uma infinidade de domfnios fechados de ter-
ceira espécie. Esta infinidade tem a poténcia do continuo (!).
Com o fim de citarmos novos exemplos tomemos dois pon-
tos a e b sobre o eixo Oy, opostos em relacio & origem, um
dos quais pode ser improprio, e consideremos um conjunto X
duma infinidade de pontos situados sobre o eixo Ox. Suponha-
mos que o conjunto X & fechado e que ndo contém intervalo
algum. O ponto — oo considera-se pertencente a X quando

(') Para demonstrar que esta infinidade de domfnios tem a poténcia do con-
tinuo designemos por A; ({=0, 1) os dois dominios limitados e fechados de estrema
T, por By (#=0,1) os dois dominios limitados e fechados de estrema T, e assim
sucessivamente. Os dominios representados em geral por

(z) Ai+ Bir+4 Cin 4. . .

admitem a estrema (6). A cada um deles corresponde uma infinidade numerada
de indices
(B) (S

iguais a 0 ou a 1, e a estes corresponde o nimero do intervalo (0,1) que no sistema
de numeragiio de base 2, se representa por

0,5¢ i,

Pondo de parte a infinidade numerdvel de domfnios (2) que tém por corres-
pondentes os sistemas de infinidades de indices (8) que so iguais a 1 a partir de
certa ordem, a correspondéncia assim estabelecida entre os restantes domfnios (x)
@ 08 nameros do intervalo (0,1), excluindo o nimero 1, é biunivoca.

Os restantes dominios fechados que admitem a mesma estrema (0) sio os
lugares dos complementares dos primeiros, e também constituem uma infinidade
com a poténcia do continuo.
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éste conjunto ndo é limitado inferiormente; o mesmo em relacio
ao ponto <4 co. Unamos por meio de segmentos de recta eada
um dos puntos a @ b com cada ponto do conjunto X ; designe-
por T o conjunto dos pontos de todos estes segmentos. Se o
conjunto X s6 admite dois pontos limites, ambos proprios ou
nio, o conjunto T é estrema comom a quatro dominios fecha-
dos de terceira espécie, sendo-dois deles limitados quando a e &
slio proprios e quando X & limitado. Mais geralmente, se o
derivado de primeira ordem de X se reduz apenas a um nimero
finito & de pontos, o conjunto T & estrema comum a 2F domi-
nios fechados de terceira espécie. Se o derivado de primeira
ordem de X contém uma infinidade de pontos, jd o conjanto X
6 estrema comum a uma infinidade com a poténcia do continuo
de dominios fechados de terceira espécie.

Obtemos finalmente exemplos de dominios fechados e distin-
108 que possuem uma mesma esirema e uma mesma parte inte-
rior e situados no espagu ordindrio de trés dimensdes, quer
considerando os conjuntos gerados pela translagio segundo a
direcgio do eixo Oz dos dominios dum dos exemplos prece-
dentes, quer considerando os conjuntus gerados pela rovoluciio
ddstes dominios em torno duma recta do sen plano e que niv
0s encontre. :

82. Algumas relagies de posigdo entre conjuntos. Casos de
decomposigio dum conjunto dominial em dominios elementares. —
Dizemos que dois conjuntos sio penetrantes quando um elemento
dum deles é interior ao outro. E claro que, se um elemento do
logar dum dos conjantos & interior ao outro, os dois conjuntos
sdlo penetrantes, propriedade esta que pode adoptar-se para defi-
nicdo.

Dois conjuntos ligados que nio sejam penetrantes foram j4i
denominados contiguos [p. 482, 1. 28]. Em virtude destas defi-
nigdes, dois conjuntos quaisquer ou siio separados, ou conti-
guos, ou penetrantes.

Em dois conjuntos penetrantes existem necessiriamente dois
elementos, um de cada conjunto, que se juxtapdem entre si.

Um conjunto e o sen complementar nunca siio penetrantes.
Dois conjuntos que nfio admitam interiores ndlo siio penetrantes.

Se um elemento extremo dum conjunto ¢ interior a um outro,
estes silo necessirinmente penetrantes.
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Generalizande a definigio precedente para uma coleegio
qualquer de conjuntos, em nimero finito ou infinito, dizemos
que estes sio penetrantes quando dois quaisquer deles se
podem unir por uma sucessio dum nimero finito dos mesmos
conjuntos de tal forma que os pares de conjuntos consecutivos
na sucessiio sejam penetrantes.

Diversos conjuntos penetrantes, quando slo em nimero
finito ou quando constituem uma infinidade numerdvel, podem
dispor-se por uma certa ordem de tal maneira que, repetindo
alguns se for necessdrio, os conjuntos consecutivos sejam pene-
trantes.

Para que diversos conjuntos sejam penetrantes é manifesta.
mente necessdrio que a soma de quaisquer deles (um em parti-
cular) seja penetrante com a soma dos outros.

Se dois conjuntos ndo sdo penetrantes, o interior de cada um,
quando existe, é exterior ao outro e reciprocamente,

Com efeito, quando dois conjuntos ndo sdo penetrantes
nenhum elemento interior a um deles pertence ao lugar do
outro; por conseguinte o interior de cada um & exterior ao
outro. Reciprocamente, dadas estas condi¢des os conjuntos ndlo
siio penetrantes.

Logo, para que dois conjuntos ligados sejam contignos &
necessdrio e suficiente que o interior de cada um seja exterior
ao outro.

Se dois conjuntos ndo sdo penetrantes, cada um pertence ao
lugar do complementar do oulro e reciprocamente.

Se dois conjuntos nio sdo penetrantes, um elemento de
qualquer deles nio & interior ao outro, e por isso pertence
ao lugar do complementar désse ouatro conmjunto, Reciproca-
mente, se cada um dos conjuntos pertence ao lugar do com-
plementar do outro, nenhum deles contém um elemento que
seja interior ao outro, quere dizer, os dois conjuntos nio sio
penetrantes.

Conjuntos penetrantes de ordem n projectam-se segundo con-
juntos penetrantes [p. 487, 1. 13].

Conjuntos contiguos projectam-se segundo conjuntos conti-
guos ou penetrantes,
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Se um pelo menos de dois conjuntos dados é aberto, pode-
mos dizer que estes sio penetrantes quando nm elemento dum
dos conjuntos se juxtapde a um elemento do outro.

Se um de dois conjuntos é dominial, para gue sejam pene-
trantes & necessdrio e suficiente que o mesmo sauceda quando
substituimos o conjunto dominial pelo respectivo interior.

Para que diversos conjuntos dominiais sejam penetrantes &
necessdrio e suficiente que o mesmo aconteca aos respectivos
interiores. Em particalar, para que dois conjuntos dominiais
sejam penetrantes & necessdrio e suficiente que os interiores
contenham um elemento comum,

Qs conjuntos ndo penetrantes com um dado conjunto dominial
sdo todos os -subconjuntos do lugar do respectivo complementar.

Com efeito, os conjuntos ndo penetrantes com um dado con-
junto dominial de interior | e de complementar € slo os conjun-
tos niio penetrantes com |, on os subconjuntos do complementar
de |, e & evidente que dste complementar coincide com [E].

Para que diversos conjuntos dominiais sejam penetrantes ¢ neces-
sdrio e suficiente que o mesmo aconteca aos respectivos lugares.

5 evidente que, & dois conjuntos siio penetrantes, o mesmo
scontece aos respectivos lugares. A proposicio reciproca &
verdadeira quando se trata de conjuntos dominiais como vamos
demonstrar.

Consideremos dois eonjuntos dominiais D e D' cajos Ingares
sejam penetranter. Um elemento a dum dos lagares, suponha-
mos de (D!, é centro dum esferdide constituido imicamente por
elementos do outro. Mas, como a é limite de elementos inte-
riores a D, existe um elemento interior a éste conjunto que
também é elemento de (D). Logo D e D' sdo penetrantes.

A proposigfio imediatamente se estabelece para qualquer colee-
¢lio de conjuntos dominiais, e dela se deduz o seguinte coroldrio:

Se diversos conjuntos dominiais sdo penelrantes, o mesmo
acontece quando substituimos todos ou parte deles por conjuntos
dominiais juxtapostos aos primeiros.

Em particular: se diversos conjuntos dominiais sio pene-
trantes 0 mesmo acontece aos interiores dos respectivos logares
e reciprocamente [p. 490, . T].
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Para que duas somas da conjuntos dominiais sejam penetrantes
é mecessirio e suficiente que duas parcelas, uma de cada soma,
sejam penetrantes.

Designemos por §; e 8: duas somas penetrantes de conjuntos
dominiais. Certo elemento duma destas somas, suponhamos de
§,, & interior & outra; por outras palavras, certo elemento duma
parcela Dy de §; é centro dum esferdide constituido linicamente
por elementos juxtapostos a elementos de 8;. Mas como D, &
dominial, existe um elemento interior a Dy contido no mesmo
. esferbide, que por isso se juxtapde a nm elemento de 8y, isto
6, a um elemento duma parcela Dy desta soma. Os conjuntos Dy
@ D: siio pois penetrantes.

Reciprocamente, duas somas de conjuntos siio penetrantes
gempre que existem duas parcelas, uma de cada soma, que
seéjam penetrantes.

Para que diversos conjuntos dominiais sejam penetranies é
necessdario e suficiente que a soma de quaisquer deles (um em par-
ticular) seja penetrante com a soma dos outros.

A condiglio é necessdria [p. 513, I. 12]. Demonstremos que
& suficiente, e para isso admitamos que os conjuntos dados nilo
gio penetrantes. Um deles, que designamos por D, niio se pode
entdo onir a qualquer dos outros por meio duma saucessio dom
nimero finito dos mesmos conjuntos de modo que os pares de
conjuntos consecutivos sejam penetrantes. Seja §; a soma dos
que se podem unir a D nessas condi¢des, incluindo D eomo par-
cela, e 8 a soma dos restantes. 1§ claro que duas parcelas
quaisquer, nma de cada soma, nio siio penetrantes, raziio por-
que 8; e 8: também nidlo sdo penetrantes [prop. prec]. Daqui
ge concloi que, se a soma de quaisquer conjuntos entre os dados
(um em particalar) é penetrante com a soma dos outros, os con-
juntos dados slo penetrantes.

Dada uma colecg@lo de conjuntos abertos, se for possivel unir
dois quaisquer deles por wma sucessdo dum nimero finito dos
mesmos conjuntos de tal modo que a estrema da soma de dois
conjuntos consecutivos nmunca seja a soma das estremas déstes, os
conjuntos dados sdo penetrantes.

Comecemos por considerar apenas dois conjuntos abertos
A e A. Se a estrema de A -+ A' nio coincide com a soma das
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estremas distes conjuntos, um elemento da estrema de nm deles,
por exemplo de A, juxtapde-se a um elemento de A - A', e por-
tanto a um elemento de A'. Logo os dois conjuntos siio pene-
trantes.

A proposi¢io envneiada torna-se agora evidente para uma
colecglio qualquer de conjuntos abertos.

Dada uma colecgdo de conjuntos abertos, se dois quaisquer
deles ndo sdo penetrantes, a estrema da soma contém a soma das
estremas désses conjuntos.

Com efeito, se dois quaisquer dos conjuntos abertos dados
nio siio penetrantes, um qualquer deles, A, também ndo & pene-
trante com a soma 8 dos outros [p. 515, L. 1]. Logo a estrema
de A-+-8 & a soma das estremas de A e de §, como resulta da
proposigio precedente no caso particular de 86 dois eonjuntos.
A estrema da soma dos conjuntos dados contém, pois, a estrema
de qualquer désses conjuntos A .

Dada uma colecgdo dum nimero finito de conjuntos abertos,
se dois quaisquer ndo sdo penetrantes, a estrema da soma coincide
com a soma das estremas dos conjuntos dados. :

Na verdade, tratando-se duma coleccio dum nimero finito
de conjuntos, a estrema di soma pertence & soma das estromas
dos mesmos conjuntos.

Dada uma colecgdo de conjuntos abertos, se eristir um con-
tinuo limitado contido na soma désses conjuntos e no qual figurem
elementos de cada um, 03 mesmos eonjuntos sdo penetrantes,

Designemos por §; uma soma de conjuntos escolhidos entre
os dados (um em particular) e por 8; a soma dos restantes.
Estus somas sio conjontos ligados porque os sens produtos
pelo continno considerado, que representamos por K, determi-
nam uma decomposi¢cio déste em duas partes necessiriamente
ligadas. As mesmas somas siio penetrantes, porque, se fissem
contiguas, existiria sdbre K um elemento comum #s suas estremas
[p. 487, l. 1], elemento éste que deveria pertencer a uma das
somas, visto ser K<'8; - 82; logo um dos conjuntos §; ou 8:
niio seria aberto.

Sendo 8 e §: conjuntos penetrantes como acabdmos de pro-
var, o mesmo sacede aos conjuntos dados [p. 15, . 16].
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Dada uma colecgdo de conjuntos abertos, se existir um dominio
elementar contido na soma désses conjuntos e no qual figurem ele-
mentos de cada um, os mesmos conjuntos sdo penetrantes.

A demonstragiio pode expor-se como a da proposigio pre-
cedente; devemos apenas considerar um dominio elementar em
vez do continuo K e ter em vista a proposi¢io da p. 501, 1. 19,

No caso particular de a soma dos conjuntos abertos dados
coineidir com o dominio elementar a que se refere o enuneiado,
temos a proposicio:

Seja qual for o modo de divisdo dum dominio aberto elementar
em conjuntos abertos quaisquer, estes sdo necessiriamente pene-
trantes.

Para que diversos dominios elementares com interiores distin-
tos sejam penetrantes ¢ mecessdrio que dois quaisquer deles se
unam por uma sucessdo dum nidmero finito dos mesmos dominios
de tal maneira que a esirema da soma de dois dominios consecuti-
vos8 quaisquer ndo seja a soma das suas estremas.

Basta evidentemente considerar o caso particular de s6 dois
dominios elementares E e E. Sendo distintos os interiores | e I
déstes dominios, existe um elemento dum deles, suponhamos
de |, que é estranho ao outro, e, como | e I' contém um ele-
mento ecomum, pois estamos a supor que E e E' siio penetrantes
[p. 514, L. 9], sobre | também existe um elemento da estrema
de I' [p. 501, 1. 31]. Mas os conjuntos E' e I' admitem a mesma
estrema [p. 495, I. 8]; logo um elemento da estrema de E' &
interior a E. Iste elemento ndo pertence pois i estrema da
soma E 4 E'.

Sio coroldrios evidentes as duas proposicdes seguintes :

Para que a estrema da soma de varios dominios elementares
com interiores distintos contenha a soma das estremas dos mesmos
dominios ¢é necessirio que dois quaisquer deles mdo sejam pene-
trantes.

Para que diversos dominios elementares abertos com interio-
res distintos sejam penelrantes ¢ necessirio e suficiente que dois
quaisquer deles se unam por uma sucessdo dum wimero finito dos
mesmos dominivs de tal maneira que a estrema da soma de dois
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dominios quaisquer consecutivos ndo seja a soma das suas estre-
mas [p. b15, 1. 32].

Para que a estrema da soma de vdrios dominios elementares
abertos com interiores distintos contenha a soma das estremas dos
mesmos dominios, é necessdrio e suficiente que dois quaisquer deles
ndo sejam penetrantes [p. b16, 1. T1.

Para que wma soma de vdrios dominios elementares da pri-
meira variedade seja também elementar é suficiente que 2sses domi-
nios sejam penetrantes. A soma dos dominios dados serd entdo
da primeira variedade se a respectiva estrema pertencer & soma
das estremas dos mesmos dominios.

Comecemos por sobstituir cada gropo de dominios dados
que admitam o mesmo interior, easo existam, pela respectiva
soma. Tais somas sinda sdo dominios elementares da primeira
variedade, porque, em virtude da prépria definicio de conjunto
dominial, as parcelas de cada uma juxtapdem-se entre si [p. H05,
I. 26]. Os novos dominios também siio penetrantes, como &
evidente, raziio porque dois quaisquer deles se podem unir por
uma sucessio dum nimero finito dos mesmos de maneira que a
estrema da soma de dois dominios consecutivos qoaisquer nio
coincida com a soma das snas estremas [p. 517, 1. 13]. Logo a
soma § dos dominios dados é elementar [p. HOT, I T), e, se a
respeciiva estrema pertence i soma das estremas dos mesmos
dominios, ainda 8 & da primeira variedade.

Para que uma soma de dominios abertos elementares seja tam-
bém elementar ¢é mecessdrio e suficiente que ésses dominios sejam
penetrantes.

A condigiio é necessdria [p. 517, 1. 10]. " A mesma condigiio é
manifestamente suficiente no caso particular de se tratar duma
soma de dois dominios abertos elementares, e portanto duma
soma dum néimero finito déstes dominios. No caso duma infini-
dade de parcelas, tomemos dois elementos a e @' da soma, e
sejam E e E' duas das parcelas a que pertencam estes elementos
respectivamente. Como se trata de conjuntos penetrauntes, E e
E' unem-se por uma sucessio dum nGmero finito de dominios
dados que sejam penetrantes. A soma dédstes Gltimos dominios
& elementar, sendo por isso possivel considerar um contfouo
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limitado contido nesta mesma soma (e por conseguinte na soma
de todos os dominios dados) e a que pertencam os elementos a
ea. A soma dos dominios dados &, pois, elementar.

Para que uma soma de dominios abertos elementares com inte-
riores distintos seja elementar ¢ mecessdrio e suficiente que dois
quaisquer deles se unam por uma sucessdo dum nimero finito dos
mesmos dominios de tal modo que a estrema da soma de dois domi-
nios quaisquer consecutivos ndo seja a soma das suas estremas
[prop. pree. e p. 517, 1. 33].

Em particular, para que uma soma dom némero finito on
doma infinidade nomerdvel de dominios abertos elementares seja
também elementar & necessdirio e suoficiente que 08 mesmos
dominios se possam dispor por uma certa ordem de tal maneira
que, repetindo alguns se fOr necessirio, a estrema da soma de
dois dominios consecotivos quaisquer nio seja a soma das snas
estremas.

No caso contrdrio a soma é om conjunto aberto de seganda
ou de terceira espécie; éste conjunto é um dominio ou nio con-
forme as parcelas siio ligadas on nio.

E impossivel obter duas decomposicies distintas dum conjunto
aberto de segunda ou de terceira espécie em dominios abertos ele-
mentares ndo-penetrantes dois a dois.

Consideremos duas decomposi¢tes dum conjunto aberto de
segunda ou de terceira espécie em dominios elementares abertos
niio-penetrantes dois a dois. Designemos por E um dominio qual-
quer doma das decomposigcdes e por E' nm qualquer da outra.
Um dominio E 86 contém elementos dum dos dominios E'; efec-
tivamente, se assim niio fosse, os domfnios E' que contivessem
elementos de E seriam penetrantes [p. 517, . 1], e 0 mesmo
sucederia a dois deles. Da mesma maneira se reconhece que
um qualquer dos dominios E' s6 contém elementos dum dos
dominios E. Logo as duas decomposi¢des consideradas nilo sio
distintas.

Como coroldrio afirmamos o segninte:

Para que uma soma de i dominios abertos elementares se
decomponha em menos do que h dominios abertos elementares ¢
necessdrio e suficiente que dois désses dominios sejam penetrantes.

8
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Um conjunto aberto de sequnda ou de terceira espécie decom-
pie-se sempre e duma tnica maneira em dominios elementares
abertos ndo-penetrantes dois a dois. A estrema do coniunto dado
contém as estremas déstes dominios elementares,

Dado um conjunto aberto A de segunda ou de terceira espé-
cie, decomponhamo-lo de qualquer forma em dominios elementa-
res abertos E. Pode suceder que dois quaisquer déstes dominios
nio sejam penetrantes. No caso contrdrio os dominios E disyri-
buem-se em grupos tais que os dominios de cada grupo siio
penetrantes e dois quaisquer de grupos distintos niio sdio pene-
trantes (!). As somas dos dominios de cada grupo ddo origem
a uma decomposicio do conjunto A em novos dominios elemen-
tares abertos E [p. 518, [. 25], mas agora dois quaisquer dos
novos dominios ndio siio penetrantes [p. 515, L. 1].

Esta Gliima decomposiclio é inica como jd se demonstrou, @
adiante veremos [n.’ imediato] que os dominios elementares E'
que a constituem formam vma infinidade numerdvel quando nio
slio em nimero finito.

E sabido que a estrema de A contém a soma das estremas
dos domfnios E' [p. 518 1. 3]; para que se verifique a coincidén-
cia & manifestamente suficiente que dentro dum esferbide qual-
quer figurem elementos apenas dum nimero finito de dominios E'
ou de nenhum, o que sucede por exemplo quando os conjuntos E'
sio separados [p. 307, [. 23]. Em particular, quando A ¢ de
sequnda espécie, a sua estrema coincide com a soma das estremas
dos dominios elementares abertos ndo-penetrantes dois a dois em
que se decompie.

Suponhamos que um dado conjunto dominial D se decompoe
em dominios elementares E com interiores distintos de maneira que
a estrema de D contenha a suma das estremas dos dominios E. O
conjunto dominial D ¢ entdo de sequnda ou de terceira espécie con-
forme os dominios E sdo em nimero finito ou infinito. Uma tal
decomposigdo, mas em dominios E totalmente fechados, é tinica.

(') Seja E; um dos dominios E. O grupo a que pertence E; é constitnido
por todos os dominios E cada um dos quais se pode unir a E; por uma sucessio
dum piimero finito de dominios E de tal modo que os pares de dominios conse-
cutivos na sucessiio sejam penetrantes. Tal grupo- pode reduzir-se a dois dominios,
on apenas ao domfnio E;.
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Notemos primeiro que, se a estrema do conjunto proposto 0
contém a soma das estremas dos dominios E, o interior | de D &
a soma dos interiores |' dos mesmos dominios. Por eonsegointe
D nio pertence i quarta espéeie. Mas dois quaisquer dos domi-
nios E ndo sdo penetrantes [p 517, [. 29], e 0 mesmo sucede aos
respeetivos interiores |' [p. b14, . 7]. Logo os conjantos |' cons-
tituem a Gnica decomposicio possivel de | em dominios elemen-
tares abertos nilo-penetrantes dois a dois, @ por isso os dominios
E, quando totalmente fechados, também constituem a tinica decom-
posi¢io de D em dominios elementares totalmente fechados nas
condi¢des do enunciado.

O conjunto dominial D pertence & segunda ou & terceira espé-
cie conforme os dominios E sflo em nimero finito ou infinito.

Um conjunto dominial D de sequnda espécie decompde-se sem-
pre num nimero finito de dominios elementares, os quais podem
determinar-se de maneira que a soma das suas estremas coincida
com a do conjunto . Quando D ¢ totalmente fechado, a decom-
posigdo nestas condigdes, mas em dominios elementares totalmente
fechados, é tnica.

O interior do conjunto proposto D decompde-se num nimero
finito de dominios elementares abertos E' niio-penetrantes dois a
dois. Substituamos cada E' pelo dominio E' dos elementos de E'
contidos em D. Seja E o dominio elementar que resalta de adi-
- cionarmos a E' aqueles seus elementos extremos que estiio con-
tidos em D. Como os dominivs E sdo em namero finito, é evidente
que um elemento extremo qualquer de D contido néste conjunto
também pertence a um dos E. Os dominios E constituem pois
nma decomposiglio do conjunto D em dominios elementares.

Notemos que a estrema de D coincide com a soma das estre-
mas dos dominios E, de contririo um elemento extremo dum
déstes dominios seria interior a um ouotro e vs dois seriam pene-
trantes. Os interiores dos dominios E siio os correspondentes E,
sendo portanto distintos dois a dois. Logo oma soma de quaisquer
dominios E nunca é elementar [ p. 502, I. 5], e por isso dizemos
que a decomposigio nos dominios E elementares é irredutivel.

Quando D é totalmente fechado, o mesmo sucede por cons-
truclio a cada um dos dominios E. A decomposicio de D em
dominios elementares totalmente fechados nas condicdes do enun-
ciado ¢ entdo Gnica [prop. pree.].
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Um conjunto dominial D de terceira espécie decompie-se sempre
numa infinidade numerdvel de dominios elementares E e possivel-
mente num conjunto constituido por um ou mais elementos extremos
de D mas exteriores a ésses dominios. Podemos determinar a
decomposigdo de maneira que a estrema do conjunto D contenha
as estremas dos dominios E. A decomposicdo nestas condigdes
¢ unica qundo supomos que o conjunto D e os dominios E sdo total-
mente fechados.

Procedendo tal qual como na demonstragfio anterior obtemos
oma infinidade nomerdvel de dominios elementares E nio-pene-
trantes dois a dois e contidos em D. Qualquer elemento do
conjunto D que niio figure em nenhum dos dominios E, easo
exista, ¢ necessiriamente extremo de D e exterior a eada um
dos E.

Como dois quaisquer dos dominios E niio siio penetrantes, a
estrema de D contém a soma das estremas dos mesmos dominios
[p. 518, I. 3] Os interiores déstes sio distintos dois a dois.
Por conseguinte uma soma de quaisquer dominios entre os E
nanca é elementar.

Quando D & totalmente fechado o mesmo acontece a cada um
dos E. Neste easv uma segunda decomposicio do conjunto D
nas condicdes do enunciado mas que dé origem a dominios ele-
mentares totalmente fechados ndio é distinta da primeira, pois
no caso econtririo corresponder-lhe-ia uma nova decomposicio
do interior em dominios elementares abertos niio-penetrantes
dois a dois [p. 518, L. 3], o que & impossivel [p. 519, L. 19].

¥

SOBRE OS TEOREMAS DE LINDELOF,
BOREL-LEBESGUE E RIESZ-SIERPINSKI

83. Teoremas de Lindelof, Borel-Lebesgue e Riesz-Sierpinski.
— Demonstremos primeiro as segnintes proposigdes :

Podemos dividir qualquer eonjunto numa infinidade numerdvel
de subconjuntos cujos didmetros sejam menores do que wm numero
positivo préviamente dado.

Demonstremos ao mesmno tempo que ¢ possivel determinar
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tais subconjuntos de maneira que os diametros correspondentes
tendam para o limite zero.

Sejam A e ¢ o conjunto e o niimero positivo dados. Se A &
limitado, dividimo-lo num ndimero finito de partes de diimetros
inferiores a ¢, depois cada uma destas num namero finito de

partes de diimetros inferiores a -;;——, etc., e assim dividimos A

numa infinidade numerdvel de partes cujos diimetros sfo infe-
riores a ¢ @ tendem para o limite zero.

Se o conjunto A & ilimitado, comecemos por dividi-lo numa
infinidade nomerdvel de conjuntos limitados A, (i=1, 2, ...);
para isso podemos considerar uma sucessio de esferdides con-
céntricos cujos raios cresgam para infinito, e formar os produtos
do conjunto A por cada um désses esferdides. Basta agora divi-
dir A; num namero finito de subcovjuntos de diimetros inferiores

a — e considerar todos os que resultam de pormus i=1,2, ...
i
para obtermos uma divisio de A noma infinidade numerdvel de

subeonjuntos nas condicdes do enanciado (1).

Consideremos com centro em cada elemento dum dado conjunto
um esferdide de raio superior a eerto nimero positivo c. O mesmo
conjunto é coberto apenas com um mimero finito ou com uma

(1) Como aplicacio completemos a proposigio do ». v, p. 160, enunciando-a da
seguinte forma:

Uma sucessilo de eonjunios quaisquer que admila wum limile comum {uma
sucessdo convergente, em particular) pode considerar-se soma duma infinidade
numerdvel de sucessies convergenles, cada wma de conjuntos de soma limitada e
de didmelros {30 pequenos quanto quisermos. Podemos deferminar lais sucessies
e os respectivos limites de forma que a soma déstes seja um dado subconjunto
do limile comum da sucessdo proposta (éste limile comum, ou um dos seus ele-
menlos, em tenlar).

De facto, podemos determinar todos os conjuntos Ap,i e Bj,¢ que fignram na
demonstraglio da referida proposigiio do ». v de maneira que os respectivos diime-
tros sejam inferiores a um dado nimero positivo ¢. Para isso dividimos o con-
junto A’ considerado nessa proposigio em subconjuntos Bj de didmetros inferiores
a ; , @, como para cada uma das sucessdes (15) ha entio uma ordem a partir da
qual os diimetros dos termos sio inferiores a « [o. v, p. 134, L 17], podemos
determinar as mesmas sucessdes de maneira que os diimetros dos termos de cada
uma sejam inferiores a : .
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infinidade numerdvel désses esferdides conforme ¢ limitado ou
ilimitado,

Porque, se dividirmos o conjunto dado num nGmero finito on
numa infinidade numerdvel de partes de diimetros inferiores ao
nlimero ¢ e se considerarmos um dos esferdides dados com cen-
tro num elemento de cada uma das partes, o conjunto serd
coberto com estes altimos esferdides.

Se cada elemento dum dado conjunto A ¢ centro dum esferdide
tal que o produto por A pertenga & soma duma infinidade numerd-
vel de conjuntos duma dada familia ('), o mesmo conjunto A é
coberto apenas com uma infinidade numerdvel de conjuntos da
Sfamilia,

Dividamos A noma infinidade nomerdvel de subconjuntos A’

; i ] 1
de diimetros inferiores ao ntimero e A cada um dos subecon-

juntos A' que também seja subconjunto da soma duma infinidade
numerivel de conjuntos da familia fagamos corresponder estes
mesmos conjuntos. I numerdvel o grupo de todos os conjuntos
da familia correspondentes dos diversos sabconjuntos A': I name-
rivel ainda a totalidade dos conjuntos dos grupos que resultam
de considerarmos i—1, 2, ...

Esta Gltima infinidade numerivel de conjuntos da familia cobre
o conjunto A; efectivamente, um dado elemento a de A & centro
dum esferdide cujo produto por A pertence i soma duma infini-
dade numerdvel de conjuntos da familia, e por isso, quando divi-
dimos A em partes de diimetros inferiores ao raio désse esferdide,
a parte (ou uma das partes ) 4 que pertence o elemento 4 é um
subconjunto da soma da mesma infinidade nomerdvel de conjun-
tos ().

(1) E claro que, se &sse produto pertence a um conjunto ou i soma dum
nimero finito de conjuntos da familia (a qual se entende constituida por uma infi-
nidade de conjuntos), também pertence i soma duma infinidade numerivel dos
mesmos conjuntos,

(*) Oatro modo de expor a demonstracio consiste no seguinte :

Consideremos com centro em cada elemento de A um esferdide de raio infe-
rior 4 unidade tal que o produto por A pertenga it soma duma infinidade numeri-
vel de conjuntos da familia. A parte A; de A constitunida pelos elementos que siio

1
08 centros dos esferdides de raios superiores a mas niio superiores a A

41
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Como caso particular deduz-se a seguinte proposigiio:

Se uma dada familia de conjuntos cobre interiormente um con-
junto A (1), éste conjunto também é coberto interiormente com uma
infinidade numerdvel de conjuntos da familia ( LINDELOF).

Uma infinidade de conjuntos que possuam elementos interiores
mas sem elementos interiores comuns dois quaisquer deles, ¢ neces-
sariamente numerdvel.

Na verdade, como a familia dos interiores dos conjuntos
dados cobre interiormente a soma désses interivres, tal soma &
coberta com uma infinidade numerdvel dus mesmos interiores,
r que sfio todos éles porquanto dois quaisquer ndo contém ele-
mentos comuns. Os conjuntos dados constituem pois uma infi-
nidade numerdivel.

E numerdvel em particular uma infinidade de conjuntos com |
elementos interiores, mas ndo penetrantes dois quaisquer deles.

E pois numerdvel uma infinidade de conjuntos abertos ndo
L penetrantes dois quaisquer deles.

O interior dum conjunto ¢ necessariamente soma duma infini-
‘ - dade numerdvel de esferdides (2).
Cada elemento do interior | dum dado coujunto pode, com
efeito, considerar-se centro dum esferdide constituido apenas
por elementos de |I. O conjunto | é coberto interiormente com
tais esferdides, e portanto também & coberto com uma infinidade
nomerivel dos mesmos. Logo | é a soma desta infinidade nome- |
riavel de esferdides.
Na presente demonstracio nada se opde a que os esferdides

cobre-se com um ndmero finito on com uma infinidade numerivel dos mesmos
esferdides [p. 523, /. 18]. Pondo ¢=1, 2, ..., a totalidade dos esferbides assim
considerados constitnem uma infinidade numerivel e cobrem o conjunto A . Cada
um dos esferides pertence i soma duma infinidade numerivel de conjantos da
familia; logo A é coberto com uma infinidade numerivel désses conjuntos.

() Uma familia de conjuntos cobre interiormente um conjunto A quando éste
& coberto pelos interiores dos conjuntos da familia.

{2 E claro que falar no interior dam conjunto é o mesmo que falar num con-
junto aberto no qual figurem todos os elementos juxtapostos acs seus priprios
elementos,
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nela considerados sejam abertos (!). Por econseguinte também
podemos afirmar que o interior dum conjunto é qualquer soma
duma infinidade numerdvel de esferdides abertos.

Se cada elemento dum conjunto limitado e fechado A ¢ centro
dum esferdide cujo produto por A pertenga a um conjunto [& soma
dum nimero finito de conjuntos] duma dada familia, é possivel
determinar wm ndmero positivo ¢ tal que wm subconjunto qualquer
de A de diametro inferior a ¢ pertenga a um conjunto [ soma
dum niumero finito de conjuntos] da mesma familia.

Admitamos, com efeito, que ndo & possivel determinar um
nimero positivo ¢ nas condigdes do presente enunciado. Sendo
assim existe, por maior que seja o inteiro {, um sabconjunto A;

de A de difmetro inferior a % que ndio & subconjunto de nenham

conjunto [de nenhuma soma dum ndmero finito de conjuntos] da
familia considerada. Seja

{?:} ll!‘lr"'lli"'!

a sucessio de conjuntos que resulta de pormos i =1 e
Por se tratar duma sucessiio de conjuntos de soma limitada,

podemos dela extrair uma outra, mas que seja convergente [v. 1v,

p. 140, 1. 10]:

®) g Ryuv ey

Esta sucessfo tende para um elemento a do conjunto A porque
a sucessdio dos difimetros correspondentes tende para o limite
zero [v. v, p. 134, 1 17].

Mas existe por hipotese um esferdide F de centro a tal que
o produto por A pertence a um conjonto B [4 soma § dum
nimero finito de conjuntos] da familia, e por isso os ter-
mos de (8), a partir da ordem em que sdo subconjuntos de F
[p. 482, 1. 15], também sidio subconjuntos do conjanto B [da
somu §).

A contradigdo a que chegimos mostra que & possivel deter-
minar um nimero £ que satisfaca s condigdes do enunciado.

(1) Chamamos esferbide aberto de centro num elemento ¢ e de raio ¢ a0 con-
junto dos elementos f tais que fc <p.
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Da proposigio agora demonstrada resulta por evidéncia que,
dadas as condicdes do enunciado, é possivel dividir A num nimero
finito de partes eada uma das quais pertenga a um conjunto da
familia considerada.

Observagdo. — A cada subconjunto ' de A de diametro infe-
rior ao nimero ¢ dado pela proposigdo precedente eorresponde um
conjunto B (uma soma 8§ dum nimero finito de conjuntos) da fami-
lia e wm nimero positivo p tais que : seja qual for o esferdide de
raio ¢ e de centro num elemento de K', o seu produto por A per-
tence ao conjunto B [4 soma §].

Designemos, com efeito, por ¢ o didmetro de A' e considere-
mos um esferdide de centro em cada elemento de A', todos do
mesmo raio ¢ inferior a g—;i. Seja A" a soma dos produtos
déstes esferdides pelo conjunto A. O didmetro de A" ainda &
inferior a ¢, razio porque A" pertence a um conjunto B [a uma
soma § dom nimero finito de conjuntos] da familia. Logo cada
esferdide de centro num elemento de A' e de raio p é tal que o
produto por A pertence ao conjunto B [4 soma §].

Noutros termos :

Seja qual for o subconjunto A' de A de diametro inferior ao
mesmo numero ¢, é possivel determinar wm conjunto B [uma soma §
dum nimero finito de conjuntus| da familia e wm nimero positivo p
tais que um subconjunto qualquer de A cuja distancia a A' seja
inferior a ¢ pertenga ao conjunto B [& soma §).

Na verdade, ao subconjunto A’ corresponde um conjanto B
[oma soma § dum ndmero finito de conjuntos] da familia & um
nimero ¢ nas condigdes ji mencionadas. Mas se A’ é um sub-
conjunto de A cuja distineia a A' seja inferior ao niimero ¢, a
cada elemento @' de A" corresponde um de A’ a uma distincia
do primeiro inferior ao mesmo g. Logo a' pertence ao con-
junto B [4 soma §] e A" é um subconjunto de B [de §].

Eis ountra forma que pode tomar a presente observagio:

Seja qual for a sucessdo de subconjuntos de A que tenda para
um conjunto de diametro inferior ao referido nimero ¢, 0s termos
a partir duma determinada ordem pertencem a um certo conjunto
[@ soma dum nitmero finito de certos conjuntos] da familia.

Como A & fechado, a sucessiio considerada tende para um
subconjunto fechado A' de A [v. v, p. 302, 1. 30], e, se o con-
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junto B [a soma §] e ¢ sdo o conjunto [a soma do nimero finito
de conjuntos] da familia e o nimero positivo correspondentes
de A' conforme o enunciado precedente, podemos afirmar que
os termos daquela sucessiio periencem ao conjunto B [4 soma §]
a partir da ordem em que as distincias a A’ siio inferiores a ¢.

Se cada elemento dum conjunto limitado e fechado A é centro
dum esferdide tal que o produto por A pertenca a um conjunto [a
soma dum nimero finito de conjuntos] duma dada familia, o con-
junto A é coberto na mesma condi¢do apenas com wum numero
finito de conjuntos da familia.

Dividamos A nom nimero finito de partes de diimetros infe-
riores ao jd aludido nimero ¢ e facamos corresponder a cada
uma delas um conjunto [uma soma dum namero finito de con-
juntos] da famflia conforme a observagio atris exposta. Os
conjuntos da familia assim determinados sio em nimero finito
e cobrem A na mesma condi¢io que todos os da mesma familia.

Das duas dltimas proposigdes deduzem-se os segaintes casos
particulares :

Se uma dada familia de conjuntos cobre interiormente um con-
Junto limitado e fechado A, é possivel determinar um nimero posi-
tivo ¢ tal que wn subconjunto qualquer de A de didmetro inferior
a ¢ seja interior a um dos conjuntos da familia (1).

Podemos pois dividir A nom namero finito de partes cada
uma das quais seja interior a om conjunto da familia.

Se uma dada famélia de conjuntos cobre interiormente um con-
Junto limitade e fechado A, éste conjunto também ¢ coberto inte-
riormente apenas com um nimero finito de conjuntos da familia
(BoreL-LEBESGUE) ().

(') A cada subconjunto A’ de A de diimetro inferior a : corresponde mesmo
um conjunto B da familia e um ndmero positivo ; de tal maneira que, dado um
esferdide de raio ; e de centro num elemento de A, o seu produto por A seja sem-
pre interiora B. -

2y Como aplicagio do teorema de Boren-Lesesave ou da proposicho enun-
ciada na p. 523, I. 15, demonstremos que :

Dois elementos quaisquer interiores a um dado dominio elementar E unem-se
por wma sucessdo dum niimero finilo de esferdides, todos do mesmo raio e inle-
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Por conseguinte ¢ possivel determinar um nimero finito de
conjuntos da familia e um nimero positivo ¢ de maneira que um
subconjunto qualquer de A de didmetro inferior a : seja interior
a um désses conjuntos da familia [prop. pree.].

Se eriste o produto de qualquer infinidade numerdvel de
conjuntos escolhidos entre 03 conjuntos duma dada familia, todos
| totalmente fechados ou todos excepto um, também existe o produto
de todos estes conjuntos.

Provemos que, se nio existe o produto dos conjuntos da
familia, também nio existe o prodato de certa infinidade nume-
rivel dos mesmos conjuntos. Por hipitese entre os conjuntos A
da familia poderd haver um que nfio seja totalmente fechado :
designemo-lo por A'. Se forem todos totalmente fechados, A’
designard am deles. J .

Supor que ndio existe o prodato dos conjuntos A equivale a
supor que um elemento qualquer de A' & exterior a um dos con-
juntos da familia. O conjanto A’ é pois coberto pela familia dos
exteriores dos conjuntos dados, e portanto também é coberto ape-
nas com uma infinidade numerdvel dos mesmos exteriores [teor.
de LinpELir]. Logo ndo existe o produto de A' pela infinidade
nomerdvel dos conjuntos da familia que admitem estes exte-
riores.

Se ndo existe o produto dum conjunto limitado e fechado A
pelos lugares dos conjuntos duma dada familia, é possivel deter- |
minar um nidmero positivo ¢ de maneira que um subconjunto qual- |
quer de A de diametro inferior a ¢ seja exterior a um dos conjuntos
da familia.

riores a E, de maneira que dois esferdides quatsquer consecutivos possuam um
elemento inlerior comum.

Upamos dois elementos do dominio E por um continuno limitado K que lhe
seja interior. Babemos que & superior a certo nimero positivo ; a distincia redu-
zida entra K e o complementar de E [p. 451, I. 9]. Logo todos os esferdides de
raio p e de centros nos diversos elementos de K sio interiores a E. Ora, o
continuo K & coberto interiormente com um wnimero finito dos mesmos esfe-
riides, e estes, por serem penetrantes [p. 516, I 23], podem dispor-se por uma
ordem tal que dois esferbides consecutivos quaisquer possuam um elemento inte-
rior comum [p. 513, L 7].
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Efectivamente, nas condi¢des do enunciado qualquer elemento
de A 6 exterior a um dos conjuntos da familia, sendo por isso
coberto pela familia dos exteriores dos mesmos conjuntos.
I£ pois possivel determinar um niimero positivo ¢ de tal modo
que um subcounjunto qualquer de A de diametro inferior a ¢ saja
exterior a um dos conjuntos da familia dada [p. 528, 1. 19].

Sido coroldrios evidentes as duas proposicdes seguintes :

Se ndo existe o produto dum conjunto limitado e fechado A pelos
lugares dos conjuntos duma dada familia, é possivel dividir R num
nimero finito de partes cada uma das quais seja exterior a um
dos conjuntos da familia.

Dados um conjunto limitado e fechado A e uma familia de
conjuntos quaisquer, se existe o produto de A por quaisquer con-
juntos da familia em nimero finito, também existe o produto de A
pelos lugares de todos ésses conjuntos ().

Na verdade, se niio existisse o produto de A pelos lugares
dos conjuntos da famflia, seria possivel dividi-lo num nimero
finito de partes cada uma das. quais fosse exterior a am dos con-
juntos da familia [prop. prec.], e ndo existiria o produto de A
por estes Gltimos conjuntos em naimero finito (*).

Observagdo. — Numa nota do ». 1v, p. 4, afirmdmos que a
condi¢do de se dividir qualquer conjonto limitado num nimero
finito de partes de diimetrus inferiores a um nimero positivo
préviamente dado é equivalente ao enunciado de Boreln-Leses-

(!) Esta proposi¢do foi enunciada por Riesz para conjuntos de elementos dum
espago ordinirio, mas demonstrada pela primeira vez por SierpiNsk1 (consulte-se
Frecuer, Les Espaces Abstrails, p. 232). Encontra-se uma demonstragiio directa
da mesma proposigiio no v. 1v, p. 133.

{*) Notemos que o teorema de Borei-Leerseve pode considerar-se corolirio
do de Rigsz. Com efeito, dizer que uma dada familia de conjuntos cobre interior-
mente um conjunto limitado e fechado A é dizer que nfio existe elemento algam
de A que seja comum aos lugares dos complementares dos diversos conjuntos da
familia. Logo, recorrendo ao teorema de Riesz-Biereivski, podemos afirmar que
niio existe elemento algum de A que seja comum aos lugares de certos dos referi-
dos complementares em nimero finito. O conjunto A é pois coberto interior-
mente pelos conjuntos da familia que admitem estes complementares em nimero
finito.
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GUE ou ao de Riesz-SierpiNski. Efectivamente, tomemos para
hipotese ésse primeiro enunciado e consideremos cada elemento
do lugar [A] dam dado eonjunto limitado A como ecentro dum
esferbide de didmetro menor do que o nimero positivo dado .
A familia de esferdides assim obtidos cobre interiormente o
lugar [Al, o qual também & coberto apenas com alguns esfe-
roides da familia em nimero finito. Os produtos de cada um
dos altimos esferdides pelo conjunto A determinam nma divisio
déste nom nimero finito de partes de diimetros menores do que
o nimero ¢. lLogo, se admitirmos verdadeiro o enunciado de
Borer-LeBesauE, poderemos afirmar que é possivel dividir qual-
quer conjunto limitado num pémero finito de subconjuntos de
diimetros inferiores a um nimero positivo préviamente dado.

Do enunciado de Riesz deduz-se, como jd vimes, o de Boner-
-LEBESGUE ; aquéle enunciado também pode, por conseguinte,
substituir a hipOtese da divisdio dum conjunto limitado num
nimero finito de partes de diimetros tio pequenos quanto qui-
S6rmos.

(Continua).
Luis BEpa NETO.




Prof. Dr. Egas Pinto Basto

21-11-1881 = 4-VI1I- 1937

Confiou-me a Faculdade de Ciéncias o doloroso encargo de
escrever a noticia necrologica do Dr. Egas Ferreira Pinto
Basto.

Se para o coragiio do amigo e camarada de todos os dias é
grata a oportunidade de poder publicamente afirmar quiio grande
era o aprégo em que tinha as suas altas qualidades intelectuais
e morais ; se para o colega é desvanecedor reconhecer quiio noti-
vel, apesar dos tempos, era o timbre do seu espirito nniversiti-
rio ; se para o cidadio é reconfortante notar as altas qualidades
de cardcter e os distintos sentimentos de sociabilidade da sua
personalidade forte; com que infinita saiidade, contado, me vejo
forgado a escrever esta noticia que, a cada passagem, triste-
mente me recorda aquelas intimidades de vida, aquela comunhfo
de idéias, pensamentos e processos de acgdio, expressdes duma
amizade sincera, completa, sem meios termos, que durante mais -
de trinta anos cimentou uma camaradagem que jimais conheceu
o mais ténue empalidecimento, amuo oo enfado !.

E com as ligrimas nos olhos, com o coraciio a sangrar, que
escrevo estas linhas. Prouvera a Deus que lhe pudesse comau-
nicar aquela elogiiéncia que seria mistér & devida consagracio
de tdo alto espirito e caricter!. Entretanto seja-me desculpada
a insignificincia da forma pela grandeza da intencio.

O Dr. Egas Ferreira Pinto Basto, filho de Gustavo Ferreira
Pinto Basto e D). Maria José de Azevedo Ferrvira Pinto Basto,
era natural de Aveiro, onde nasceu a 21 de Fevereiro de 1881
¢ morreu a 4 de Agosto de 1937,

Fez os seus estudos secunddirios no Colégio Militar, donde
transitou para a Universidade de Coimbra, tendo-se matricalado
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em Outobro de 1897, no 1.° ano do Curso preparatirio para as
armas de artilharia e engenharia.

Foi um dos estudantes universitirios mais distintos do seu
tempo, e obteve nas virias eadeiras do curso as mais altas clas-
sificactes.

Matriculou-se em Outubro de 1900 no 1.° ano da Escola do
Exército, onde continuou a soa brilh:inte carreira académica,
sendo escolhido para a Arma de Engenharia.

Nio o seduzia, porém, a ecarreira das armas, e, assim, em
Ouatubro de 1906, volton para a Universidade de Coimbra pros-
seguir os seus estundos, que terminou em Jalho de 1907 com a
elevada classificaciio final de Muito bom, com 19 valores.

Nos Actos grandes continuou afirmando o seu grande valor
académico ; foi admitido ao Aecto de Licenciatura em 9 de Maio
de 1908 com a nota de Muito bom, com 19 valores, e aprovado
no Acto de Conclusoes Magnas que realizon a 11 de Julho do
mesmo ano, com igual classificagiio,

Doutorou-se a 19 de Julho de 1908 e, concorrendo 4 vaga
existente na Secgdo de Ciéncias Fisico-Quimicas da Faculdade
de Filosofia, foi aprovado por unanimidade com a nota de Muito
bom, com 19 valores (22 de Janeiro de 1909).

O seu primeiro despacho, para Lente substituto da Faculdade
de Filosofia, tem a data de 17 de Fevereiro de 1909, cargo de
que tomou posse em 11 de Margo do referido ano.

Com a FReforma universitdria de 1911 (Decreto-lei de 19 de
Abril), fui nomeado Professor extraordindrio da Faculdade de
Ciéneias, colocado no 2.° grapo e, mais tarde, transferido para
o 1.° grupo da segunda secc¢iio (Decreto de D de Dezembro
de 1914 ).

Com a publicaciio do FEstatuto universitirio (Decreto de 6
de Junho de 1918) foi nomeado Professor ordindrio da 2.* seccio
da Faculdade de Ciéneias, e transferido, por conveniéneia urgente
de servigo, do grupo de Fisica para o de Quimica (Decreto de 6
de Janeiro de 1919).

Esta transferéncia representon um sacrificio real da sua parte,
pois a sua predilecgiio pelos estudos de Fisica era notoria,

Com a sua nomeagio para Director do Laboratiério QQuimico
(Decreto de 29 de Ouatubro de 1926) fixaram-se definitivamente
as perspectivas docentes do Prof. Pinto Basto, criando-lhe o
minimo de condi¢des indispensiveis 4 manifestagio da sua acti-
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vidade cientifica. Nesta qualidade se afirmou organizador noti-
vel, animador entusiasta, investigador e eritico de elegante
aprumo profissional e rigor logico impecdvel.

O Prof. Pinto Basto foi um aniversitirio na verdadeira acep-
¢iio da palavra.

Quoando em 1911, com a publicagiio do Decreto-lei de 19 de
Abril, as Universidades entraram no regime de autonomia peda-
gdgica e administrativa, logo o Professor Pinto Basto, como
Secretdrio da Faculdade, e por conseguinte, vogal do Senado,
comegon colaborando na administracio universitdria.

A sona actonaclio, nesta qualidade, exerceu-se ininterrapta-
mente desde Ountubro de 1911 até Novembro de 1917. Voltou a
fazer parte do Senado, como Delegado da Faculdade, desde
Margo de 1919 até Julho de 1927, e, posteriormente, desde 29
de Novembro de 1934 a 18 de Novembro de 1935.

Como Director da Faculdade, foi ainda membro do Senado
universitirio desde 2 de Novembro de 1927 até 30 de Oatubro
de 1930. _

O que a sua influéneia, neste sector da vida universitiria,
teve de alevantado ¢ nobre estd bem vivo no espirito de todos
quantos tiveram o intenso prazer de com éle colaborar. Sem se
desviar uma linha na defesa intransigente das regalias universi-
tdrias e dos altos interesses do ensino e da Nagio, o Professor
Pinto Basto soubs sempre orientar as suas intervencdes na dis-
cussiio dos mais melindrosos assuntos eom um aprumo e correc-
cilo inexcediveis.

O interesse que sempre lhe mereceram as péssimas circuns-
tinciags em que se desenvolve a vida académica, a sna conviecllo
pessoal da necessidade imperiosa de promover os progressos da
educaciio fisica dos estadantes, constitdi um dos aspectos mais
interessantes a salientar em toda a sua intervengio como vogal
do Senado universitdrio.

Era o Professor Pinto Basto um desportista completo ; conhe-
cia por experiéneia propria as enormes vantagens que, tanto no
aspecto da cultura fisica, como no da educacfio moral, os exer-
cicios fisicos e as prdticas desportivas facaltam, e por isso
sempre pugnou pela sua conveniente organizacdo como parte
integrante indispensivel do programa escolar universitirio.-

Nesta orientagio apresenton na sessio do Senado universi-
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tirio, de 18 de Dezembro de 1915, a seguinte proposta que foi
aprovada:

sProponho que o Senado nomeie uma Comissdo encarregada
de estudar o local e mandar fazer um projecto e orgamento dum
campo de jogos compativel com as posses da Universidade, e se
comprometa a dar-lhe execugfio rdpida logo que seja aprovado, |
destinando-lhe desde j4 nma verbanr.

De harmonia ecom esta proposta deliberou o Senado que
apara fazer face is despésas de instalaglo dAsse campo se esta-
belecesse um rateio pelas Faculdades e Escolas universitirias
na razfio de 1,0° dos respectivos rendimentos e propinas a
partir do proximo més de Julho».

Na sesslio de 28 de Julho de 1916 o Senado universitirio
eAprovou mais o projecto para a construgio dum campo de
jogos apresentado pelo vogal Dr. Egas Pinto Basto e por 5. Ex.*
justificado com algumas consideragdes sdbre as muitas vantagens
dos exercicios fisicos e hdbitos sportivos na educaciio da moci-
dade académica ; resolvendo-se que o custeio dessa obra conti-
nuasse a ser contemplado nuv orgamento da Universidade de
1917-1918» .

Nio obstante toda a sua iniciativa, e a boa vontade do Senado,
os assuntos referentes i educacio fisiea dos estundantes da Uni-
versidade de Coimbra continnaram em preedrias circunstincias,
o que motivou nova intervengio do Professor Pinto Basto que,
em sessfio do Senado universitdario de 11 de Maio de 1935, apre-
senton a seguinte proposta, que foi aprovada:

«A educaciio fisica e artistica dos estudantes da Universidade
de Coimbra tem sido realizada, pode dizer-se, sbmente peor ini-
ciativa da academia. Pondo de parte a construgio do campo do
jogos de Santa Cruz, da iniciativa da Universidade, & certo que
esta niio tem podido fazer valer o seu interesse pela actividade
extra-escolar dos estudantes. O campo de jogos, ainda incom-
pleto, foi abandonado pela Universidade, por motivos que é ini-
til discutir, e, de facto entregue & Associacfio Académicar.

«l5 necessirio que éste estado de coisas termine, para bem
dos estudantes e para bem da Universidade. K necessirio que
entre os professores da Universidade e os seus estudantes se
estabelecam relacdes mais intimas, que passem além do dmbito
das aulas e dos luboratérios, e exergam na actividade extra-esco-
lar dos estudantes uma ac¢io que consideramos indispensdvel.

]
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Nio se trata duma totela, que, ndo seria aceite, e com razio,
por estudantes de cursos superiores, mas da ac¢iio orientadora
e auxflio de que carecem os que ainda niio tem o saber de expe-
riboeia feito. O campo de jogos estd agora, pode dizer-se, tio
incompleto como quando a Universidade o abandonou>.

«A maior parte da academia ndio o freqiienta. A actividade
da academia estd muito longe da que seria para desejar, apesar
dos louviveis esforcos de alguns estudantes apaixonados.»

«0 Orfedlo estd em decadéncia, muito embora alguns acadé-
micos fagam o que podem para o conservar e melhorar. A acti-
vidade artistica da academia ndo & a que a Universidade deve
ambicionar,»

«A sede da Associacio Académica, a casa dos estudantes,
estd num estado do pobreza que a impede de exercer a aecllo
educativa que em tfio alto grau pode exercer. Grande parte do
edificio estd desaproveitada por exigir reparagdes dispendiosas
com as quais a Associagio nllo pode, nem tem pessoal para
conservar o asseio indispensdvel, e a parte aproveitada niio ofe-
rece a elegineia e o conforto proprios do fim a que se destina
e da époea em que vivemos., A Associaclio ainda niio conseguin
montar o dispensdrio médico a que aspira e outros servigos de
tio grande utilidade sobretudo para os estudantes menos abas-
tados. Grande parte dos estadantes nio sdio s6cios da Associa-
¢io. O que a Associaciio tem feito merece todo o elogio, mas
& pouco. Abandonados, pouco mais os estudantes poderdo fuzers.

«l5 urgente que a Universidade interfira na vida extra-escolar
dos estudantes.»

«Professores e estudanies devem trabalhar conjuntamente,
oem bom entendimento, para elevar o nivel da vida académica.»

«No plano da Cidade Universitdiria procura resolver-se o pro-
klema pOsto. Até éste plano se reslizar passariio anos, e é urgente
fazer alguma coisa desde jd.»

«A proposta que vamos apresentar niio pretende resolver o
problema de forma definitiva. Dd uma soluglio provisoria que
satisfaz as necessidades urgentes, aproveitando o que jd existe,
sem prejuizo da soluglio definitiva que a Comissiio da Cidade
Universitdria venha a adoptar.»

sEsta proposta foi apresentada ao Presidente da Comissio
da Cidade Universitiria e 6ste nfo viu na sua realizaciio nada
que contrarie projectos futuros, e foi apresentada também &
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Direccio da Associagio Académica, merecendo a saa aprova-
¢ilo.»

«Na proposta que vamos fazer consideramos a Associagio
Académica como representante da Academia. Com éste fim,
entendemos que se deve trabalhar sempre, Universidade e esta-
dantes.»

«Propomos :

«1) A educaciio fisica e artistica e, dum modo geral, a acti-
vidade extra-escolar dos estudantes no seu aspecto edoecativo, &
dirigida por uma comissdio eomposta de trés professores, indica-
dos pelo Senado Universitirio, e trés estudantes, indicados pela
Associacio Académica.»

«2) A Universidade promoverd imediatamente o acabamento
do campo de jogos de Santa Cruz, a reparaciio do edificio da
Associagiio Académica e da antiga igreja de S. Pedro, cedida &
Universidade para os ensaios do orfedio. Trata-se de proprie-
dade do Estado na posse da Universidade de Coimbra. A Uni-
versidade solicitard do Ex.™ Ministro da Instrugio a aprovagio
desta proposta e instard seguidamente junto das instincias supe-
riores competentes pela sua rdpida realizagiio.»

«No eampo de jogos, além do seu acabamento, serd, na extre-
midade do nascente, construfdo um court de ténis, cimentado, que
sirva a0 mesmo tempo de ring para o hockey em patins. A pis-
cina existente devera ser alargada, coberta e munida das moder-
nas disposicbes que a Higiene aconselha. O pequeno pavilhio
existente deve ser adaptado a casa de repouso e reilnido. Serd
constraido um balnedrio e retretes. A possibilidade do que se
pede esti assegurada. A antiga igreja de S. Pedro serd apro-
veitada para a construgilo dum gindsio e respectivo balnedrio.»

«3) Pronto o campo de jogos e eonstrufido o gindsio, ele-
mentos materiais indispensdveis para se poder comecar a resol-
ver o problema da educagiio fisica, a Universidade pedird aato-
rizaciio e verba para contratar um professor estrangeiro que
ficard com a direcclo téenica da educaciio fisica dos estudantes
da Universidade de Coimbra.»

«4) A Universidade estabelecerd em seguida a obrigatorie-
dade da educaciio fisica.»

«D) Enquanto as instalacdes para-universitirias ndv se rea-
lizarem na Universidade de Coimbra como esti planeado na
futura Cidade Universitdria, as necessidades da Associagdio Aca-
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démica que estejam de harmonia com a sua presente instalacilo,
depois de melhorada como propomos, e cuja satisfacio nio seja
compativel com os seus recursos proprios, merecerio da Uni-
versidade a mesma atencio que as dos Servigos destinados &
instrucfio dos estudantes. A instruclio e a educagio merecerio
igual coidado.»

Demonstron igualmente o Prof. Pinto Basto um alto interesse
por tudo quanto so referia &s manifestagbes e avigoramento da
vida universitiria, como se reconhecen em varias oportunidades
e muito particularmente na sua tentativa para a criagio no Edi-
ficio central da Universidade duma «Sala para professores» que
fornecesse local e desse ocasifio & sua mais intima convivéncia,
condiglio basilar para a sustentagio daquele espirito de corpo
que & essencial ao prestigio de qualquer Institaicdo.

Os seus esforcos e iniciativas niio surtiram os efeitos dese-
jados; nem por isso a Universidade lhe ficard menos devedora
de sincero reconhecimento.

Como Director da Faculdade de Ciéneias, logar que desem-
penbou durante 3 anos, manifestou o Dr. Pinto Basto as mais
notiveis qualidades de inteligéncia, bom senso e cardeter.

Os relatorios que oportunamente publicou — Revista da Facul-
dade de Ciéncias —Vol. 1 — pag. 42 e seg. — encerram a confis-
8o clara da manifesta inferioridade em que as Faculdades de
Ciéncias se encontram quanto a um dos aspectos mais importan-
tes da sua razdio de ser —a investigagio cientifica—, com a
enumeragio das respectivas causas determinantes e um apélo ao
Govérno para que sejam criadas as condigbes materiais indis-
pensdveis para sairem dessa estagnagio.

Sdo suas as seguintes palavras «Importa confessar bem alto,
para que sejamos ouvidos por quem nos governa, a nossa insigni-
ficante produgiio cientifica, e, mostrando as razdes que a justifi-
cam, insistentemente pedir que se déem & Faculdade de Ciéncias
os recursos indispensiveis de que necessita para que possa ser
aproveitada a boa vontade do seu pessoal docenter.

Com a sua atitude desassombrada prestou o Prof. Pinto
Bastos um alto servigo i Faculdade de Ciéneias e & sua Uni-
versidade. Quandc um dia se fizer a histéria da evolugdo dos
estudos superiores em Portougal, se apreeciard devidamente o
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enorme alcance das suas propostas para o eficiente desenvolvi-
mento da investigagiio cientifica como factor essencial no processo
de rehabilitagio nacional a que o Estado Novo meteu ombros.

Como dissemos foi a partir de 1926 que se notabilizon a
actuagiio profissional do Dr. Pinto Basto.

Nomeuado Director do Laboratorio Qufmico, que recebeu em
estado de manifesta decadéncia, conseguina num espago de tempo
relativamente curto, mercé da sua persisténeia, bom senso e
elara visiio das possibilidades nacionais, transform4-lo nas suas
instalagbes materiais, e modernizd-lo tanto no que respeita i
orientagio pedagigica do ensino, como no que se refere aos
novos campos de actividade cientifica para onde orienton o tra-
balho de investigagiio dos seus assistentes e colaboradores.

No ponto de vista das instalacdes materiais, organizou as
salas de trabalhos de Quimica-Fisica, de Quimica orginica e de
Espectrografia que equipou com material e instramental moderno
para o que conseguiu verbas importantes.

Mercé da sua iniciativa, conseguiu do Instituto para a Alta
Cultura os recursos necessdrios para a especializagiio, em Espe-
trografia, na Universidade de Liverpool do seu assistente Dr. Gou-
veia, que prossegue em Coimbra os seus estudos neste campo.

Contratou o Prof. alemio K. Coper, especializado em Qui-
mica coloidal, iniciando a investigagiio cientifica neste capitulo
tio importante da Quimica moderna, investigacbes que prosse-
guem com bons resultados.

Modernizou a biblioteca, em livros e revistas da especialidade,
tornendo possivel o melhor rendimento do ensino e da investiga-
¢dlo cientifica.

Como Director do Laboratério Quimico animou sempre todas
as iniciativas de trabalho, procurando conseguir os meios indis-
pensdveis & sua realizagio e guiando os estudos com o valiosis-
simo auxilio do seu grande senso pritico e seguro critério cien-
tifico.

Profissionalmente, como Professor, a sua exemplar rectidio
e espirito de justiga, aliada is excelsas qualidades da mais refi-
nada educagiio e elevada caltura, impunham-no ao respeito e
consideragio de todos os colegas e alunos. Era um gentleman
na justa acepgiio da palavra, cujo convivio constituia fonte perene
da maior satisfagiio espiritual.
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Como investigador cientifico interessou-se muito pelos pro-
blemas de ordem pritica e valor econdémico, como revelam os
seus primeiros trabalhos :

Retrogradagdo do dcido fosférico nos adubos compostos.
Fatracgdo do dleo dos bagagos de azeitona.
Andlise duma rocha niquelifera.

Mas foi sobretado, apds a sua nomeagio para professor de
(Quimica analitica do Instituto de Climatologia e Hidrologia de
Coimbra — Decreto-lei n.° 18.568 de 1 de Agosto de 1930) que
o Dr. Pinto Basto se afirmon investigador e critico de notdvel
valor eientifico:

As suas contribuigdes para o estudo da composigdo quimica
das dguas minerais portuguesas sio disso a clara demonstracio.

Ultimamente, tinha empreendido o estudo da ridio-actividade
das nossas dgnas minerais; deixou estudada a zona compreen-
dida entre o Douro, o Mondego e o Tévora. Este estudo, efec-
tuado com novos critérios e téenicas rigorosas, conduzin a resul-
tados muito interessantes, que vieram modificar substancialmente
muitas das opinides correntes sdbre virias das nossas estincias
de dguas minerais.

istava o Professor Pinto Basto naquela altara da vida pro-
fissional em que eram de esperar os mais belos frutos da sua
vasta cultura cientifica, grande capacidade imaginativa e elevado
espirito eritico.

O Destino cruel nio lhe permitiu porém a conclusiio dos seus
projectos cientificos.

A sua ‘memoéria gentil estard sempre presente no coragio de
todos os sens colegas, cuja saiidade infinda é padriio imarcessi-
vel do alto preito que a Faculdade de Ciéncias de Coimbra devi-
damente presta i sua inconfundivel personalidade.

Nestas linhas sem relévo, mas com profunda emocio, aqui
lhe deixa o dliimo adeus talvez o seu mais insignificante amlgo,
mas seguramente o mais leal de todos.

Dr. Evstpio TasmacsiNi




Pror. Ecas Pixro Basrto
(21 -11-1881 = 4 - vinn-1937)
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Retrogradagdo do deido fosfirico nos adubos eompostos. m Bérie, 2.° ano.
1925.

Extracgito do dleo dos bagapos de axeitona. m Série, 2.° ano. 1925,

“" Andlise duma rocha niquelifera. 1 Bérie, 5." ano. 1930.

;"’Na Revista pa Facvrpape pe Cifizcras pa Usiversipape pe CoiMBra:

Erpressio do resullado da andlise de wuma dgua mineral. Vol. m, N.* 3,
Pag. 261.

Aproveitamento da energia edsmiea. Vol 1v, N.* 1, Pig. 64.

Contribuipdo para o estudo das dguas sulftireas portuguesas. Mélodo de
estabelecer a composigiio iiniea das dguas universais. Verificapio dos
resullados das andlizses. Vol. v, N.* 1, Pig. 29,

Aepdo quimiea das radiapfes hertexianas. Vol. v, N° 1, Pig, 97.

Aguas minerais portuguesas deidas relativamente ao alaranjado de metilo
(PH<44) Vol v, N* 2, Pig. 201.

Aegiio quimica das radiagdes hertexianas. Vol. v, N.* 2, Pig. 223,

Determinagdo da radioaetividade em dguas minerais. (Em colaboragio
com o assistente Américo Viana de Lemos). Vol. vi, N.* 1, Pag. 20.

Determinagdo da radioactividade em dguas minerais situadas enire os rios

* Douro Mondego e Tdvora. (Em colaboragiio com o assistente Américo

Viana de Lemos e o Professor Dr. José Custidio de Morais), Vol w1,
N 3, Pig. 237.
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