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SEUS

Para mim és tu hoje o universo:
Soa em vilo o bulicio do mundo;
Que este existe sdmente onde existes :

Tudo o mais é um ermo profundo.
A. Hercurano — Poesias.

E A

TRLEOS

De seus eabellos recende o aroma
Das castas rosas que o céo produz.

A. A. Soares e Passos.

0O Auctor.







E alheia ao nosso fim qualquer discussiio com
o intuito de saber se o facto conhecido pelo nome

de attracgdo é ou nio resultado d’'uma propriedade
inherente & materia ponderavel. Esse problema, se
bem que o julguemos da maxima importancia, po-
mol'o de parte, pela consideragio de que as cousas
succedem por férma determinada, em ordem a po-
derem explicar-se como consequencias d'uma hy-
pothese particular. Que a materia ponderavel, des-
pida de qualquer influencia extranha 4 sua es-
sencia, tenha em si o poder de produzir os phe-
nomenos que admiramos em ponto grande nos mo-
vimentos dos astros, ou que nestas manifestagGes
seja apenas o objecto sobre que se exercem acgdes
d’outra proveniencia, & indifferente: a lei conhe-
cida da attraccio, apf}licadn com toda a latitude
que comporta na epocha actual, ¢ sufficiente para
nos esclarecer do modo como as cougas se passam,
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e por conseguinte a adopeiio definitiva que faremos
d’esta lei niio pode em rigor ser taxada de menos
conveniente. Se por ventura fazemos algumas re-
flexdes a este respeito no corpo do trabalho que
apresentamos, siio ellas tdo resumidas e tio encos-
tadas a nomes respeitaveis na sciencia, que julga-
mos nflo recahir, por este facto, em contradicgio.

Exponhamos o fim a que mira o nosso trabalho
na ordem de ideas que acabamos de indicar.

Supponha-se um corpo de férma qualquer, do-
tado da propriedade de attrahir um ponto material
segundo a lei de Newton. Designando ¢ a sua den-
sidade, a qual pode variar d'um ponto para outro,
procuremos as componentes da acgiio, que elle
exerce sobre o ponto de massa y, cujas coordena-
das a respeito dos tres eixos sdo a, B, y. Dividindo
ocorpo em elementos, calculemos aac¢io que cada
um d’elles exerce sobre p; a acgio total serd re-
sultante das que os diversos elementos exercem se-
paradamente. Ora, sendo dx dy dz o volume d'um
elemento, a sua massa serd p da dy dz, e designando
 a distancia a que elle se acha do ponto («, g, y),
serd, por virtude da lei, considerada,

a attracciio que o elemento em questio exerce so-
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bre a massa g, sendo f a que se exerceria entre
duas unidades de massa, collocadas 4 unidade de
distancia. Decompondo esta acglo, que natural-
mente tem logar na direcgio das partes actuantes,
no sentido dos eixos coordenados, para o que basta
multiplical-a respectivamente pelos cosenos dos an-
gulos que a sua direcgiio faz com cada um d’elles,
serilo essas componentes

T—a y—B ; - s |
fup——dwedyds, feo 5~ dody ds, e~ dedy de.

As componentes da acgiio total exercida pelo
corpo serdio respectivamente

Xfo UJ % T dndyds,

Yﬂfp{fj] P 3‘1“—’._*;' dax dy dz,

Zefl J [ﬁ, X avdyds

nas quaes teremos de fazer a tripla integragio in-
dicada, bastando apenas mudar o signal para com-
prehender o caso em que ha repulsdo.




Se fizermos

Y pdwdyd
=} oo

podemos eserever as expressdes precedentes como
se segue

aU a . dU

-3

visto que € permittido differenciar em ordem a a, By
debaixo do signal /. A fancgiio U fornece-nos pois
o meio de reduzir a um s6 os tres integraes. I de
uma funcgio d’esta natureza que vamos occupar-
nos, e que, como U, goza da mesma propriedade.
Além d’esta propriedade, tem essa funccfio um do-
minio tio extenso nas mathematicas applicadas,
que a escolhemos para objecto da prova escripta
a que somos obrigados por lei. Nio nos move a
. pretensiio de apresentar uma novidade, por estar-
mos convencidos do pouco que podemos; mas sio
tdo importantes, na ordem dos conhecimentos hu-
manos, os objectos a que esta doutrina presta va-
liosos auxilios, que julgdmos nos seria proveitoso
dirigir para este ponto a nossa attenc¢iio. Cremos
que isto bastard para justificar a escolha que fize-
mos.




CAPITULO PRIMEIRO







Se houver uma funcgio U, tal que seja

dU dU dU
X=£, Ym-&-ﬁ ,_Zmzz—

sendo X, ¥, Z as componentes, parallelas a tres
eixos rectangulares, da for¢a que um corpo dotado
d’essa faculdade exerce sobre um ponto, podemos,
por meio d’ella, achar todas as quantidades que
sdo necessarias para a determinagio d’essa forga.
Com effeito, representando a forga por P, sabe-se
que a sua intensidade ¢ dada por

r=V(E)'* () + (&)
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e a sua direcgiio pode tambem muito simplesmente
determinar-se, porquanto, designando =, 8, 1) 08
angulos que ella faz com os tres eixos, ¢

X=Pecusa, Y=Pcosp, Z=P cos
d'onde

CO8 2 =—

X
F:

Para uma qualquer direcgfio s que faga um an-
gulo ¢ com a direcgiio de P, éa componente S d'esta
forga ;

O=PF cos ¢;

¢ como &

€08 y==C08  cos' o -+ cos i cos B’ cos y cos ',

sendo «/, g/, y/ os angulos de s com os tres eixos,
e por conseguinte
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seri
X dU dx.  dU dy . dU dz
_fﬁ'd's dy-?s dz " ds

ey
ds ’
o que quer dizer que a férma da expressio da com-
ponente, fornecida pela funeciio U, é amesma para
todas as direcgdes. Conhecida pois a funcciio U, fa-
cil se torna a determinagiio do que é relativo a P,
isto ¢, 4 sua intensidade e direc¢io, se todavia U
satisfizer 4 condi¢iio de que partimos.
Consegue-se ainda isto mesmo por consideragdes
d’outra ordem, nfio menos importantes que as pre-
cedentes.
A equagido

na qual é 4 uma constante, representa uma super-
ficie. Differenciando-a em ordem 4s tres variaveis
que suppomos entrarem nella, vird

alb dUu dU .
Edw-&- Egdy-t- Edz:—..u,
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e

¢ como dz, dy, dz, representam as componentes
d’um deslocamento ds, executado sobre a superficie
por um ponto que é obrigado a permanecer sobre
ella, dividindo esta ultima por Pds, vird

dU du dU
do de dydy dz ds
o AN A i g

Em virtude de (1) e (2), esta expressio indica
yue a direcgio de P faz um angulo recto com o
plano tangente & superficie no ponto considerado,
visto que nada suppozemos sobre o sentido do mo-
vimento ds. Noutro qualquer ponto da superficie
succede o mesmo, e por conseguinte a direcgiio de
P é, em cada ponto de U=A, indicada pela sua
respectiva normal.

A superficie representada por (3) receben o nome
de superficie de nivel pela analogia com o que tem
logar na superficie liquida em equilibrio subjeita
4 acgio da gravidade.

Vejamos como se conseguird determinar a in-
tensidade de P, Para isso juntemos a 4 uma con-
stantc infinitamente pequena «; a equagio (3) tor-
nar-se ha

U,'_—_A +l)
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——

e esta representard outra superficie que goza das
mesmas propriedades que a primeira. E como ella
serd infinitamente proxima d’esta ultima, designan-
do por 3 amais curta distancia entre as duas, a qual

pode e deve avaliar-se segundo a normal, cha-
mando dU=U,—U, serd

quando suppozermos que = indica a divecglio da
: s o OU
sobredicta normal. Mas, pelo que vimos ji, ¢

a componente da forga P na direcgio da nermal;
e como taimbem j& vimos que a direcgio de P ¢

normal & superficie, segue-se que & componente

%g de P na direcgiio da normal é o proprio valor

de P, ou

G | B

Fica pois bem elaro que a funcgiio U, nos casos
em que pode ter logar, fornece os elementos ne-
cessarios para a determinagio da forga; por esta
razio lhe deu Hamilton o nome, que hoje conser-
va, de funccio de forga.




H

Dos cazos em que ha funcgio de forga mencio-
naremos apenas o seguinte por estar intimamente
ligado com o objecto de que nos ocupamos.

Supponhamos que um ponto p' do espago é sol-
licitado por forgas residentes n'outros pontos p, p,,
Bible s forcas que se exercem egualmente em
todos os sentidos 4 roda dos dictos pontos, e com
intensidades variaveis com as distancias a partir
dos centros d’ac¢do. Designando &, ¥/, 2/, as coor-
denadas de p/, z, ¥, 2, as de p, a respeito de tres
eixos coordenados rectangulares, e sendo 7 a dis-
tancia entre elles, serd

G e S e L

A intensidade com que a for¢a actua pode repre-
sentar se, segundo a nossa hypothese, por fr; e
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convenciona-se que ao valor positivo d’esta funcgio
corresponde uma forga attractiva, e ao negativo
uma repulsiva. A recta que liga p a p/, segundo a
qual a forga residente no primeiro ponto actua so-
bre o segundo, faz com os eixos angulos taes que
os cosenos d'elles sido

a'—x Y—y z—2

b} | 2
r r 7

por conseguinte as componentes da dicta for¢a pa-
rallelamente aos eixos serdo, designando-as por A,

B, C,

. y
@ E,B=fr'1;—y,ﬂ=ffz z

r " r

A=fi

Occupemo-nos da primeira, e o que dissermos
servird tambem para as outras,
Em virtude de (4) ¢

Zd—a dr
il T
logo
. Aem ﬁ- ...... .. (5

(1]




mas fazendo
Fr= -—ffr Pr A T N (6)
é
d Fr &
7 —-'-*-'f‘.l‘,

e como r é funccio de @, ¥, 3, sera

d Fr _dl'ir dr
de  dr do'

pelo que (5) se torna

Os pontos p,, Py, P,;- - -actuando da mesmama-
neira sobre p/, forneceriio tambem expressies ana-

logas

¢ como & acciio total é a resultante de todas as ac-
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¢oes parciaes, designando por X a componente, se-
gundo os z, da ac¢iio de p, p,, py, . . . sobre p/, serd

X=A+A+A+....

__dFr dFr, th,r,_{_

- de | dm A i i
dzFr

——

Para as componentes parallelas aos y e z virdio
expressdes analogas, e portanto as tres componen-

tes serio
K daFr iy asEe i
dx dy Z
oun
]
dU dlu al
_ Yes —. L=
X dﬂ:‘ » d_‘gl 2 Iiz ?
fazendo
' U—3Fr

Ha pois uma fune¢iio de forca U no caso que con-
sideramos. O que dissemos em (I) dé-nos, como se
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viu, o modo de conhecer, por meio d’ella, tudo o
que & preciso para a completa determinagio da
forga; por conseguinte é preciso ver como podere-
mos chegar ao conhecimento mais profundo d’essa
funegiio n’algum caso que nfio seja meramente espe-
culativo.

|

Descamos do caso que acaba de ser considerado
para outro, no qual tambem ha funcgiio de forga,
que ao mesmo tempo regula muitos dos phenome-
nos que todos os dias presenceamos. Queremos fal-
lar da attracclio, que tem logar segundo a lei de
Newton, até hoje confirmada por todos os factos que
lhe sfio relativos. Porem, nesta paasag;am da pura
abstracgiio para a realidade, convem apresentar
algumas nogdes sobre as dependencias que devem
necessariamente existiv entre o effeito e a causa.

No caso precedente suppozemos os pontos do
espago dotados de certas forgas manifestando-se a
distancia; mas, como muito bem dizia Liebig, a
forca niio pode surgir do nada: precisamos assi-
gnar-lhe uma fonte qualquer. Aqui, como em mui-
tos outros pontos da philosophia, levantam-se opi-
nides encontradissimas, partidos de todo o ponto
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irreconciliaveis. Para a escola espiritualista é a forga
um privilegio de seres d'uma natureza particular:
por exemplo, Deus, a alma humana, ete, A materia,
inerte e passiva, nio pode mover-se por si mesma
do mesmo modo que ndo pdde produzir-se para ap-
parecer tal qual a vemos hoje; d'onde duas especies
de seres distinctos — os espirituaes e os materiaes.
A escola positivista, representada em Franga por
Augusto Comte e Littré, em Inglaterra por Dar-
win, em Allemanha por Luiz Feuerbach e outros,
responde a isto que o ser é um na sna indivisivel es-
sencia, e que o que chamamos forga e materia
nada mais sfio do que manifestagdes diversas d’esse
ser; quer dizer, que a forga, bem longe de ser
uma substancia espiritual, separada da substancia
material das cousas, niio passa d’'uma propriedade
inseparavel d’essa mesma materia.

E preciso porem resolver entre a unidade e a
duplicidade do ser, e para isso que se defina cla-
ramente o que ¢é a materia e o que é a forga. Para
isto faltam-nos os meios necessarios, porque seria
preciso penetrar na essencia intima das cousas, e
neste caminho ndo se pode progredir. Dos pheno-
menos percebemos apenas os que se manifestam
a0s nossos sentidos e ao nosso entendimento, e tam-
bem as relagdes d'uns com os outros; e € assin que
relativamente 4 materia 86 sabemos que é extensa,
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impenetravel, divisivel, pesada, etc., isto &, pro-
priedades que se nos manifestam sem nada reve-
larem da verdadeira essencia das cousas. A res-
peito das for¢as tambem ellas se nos manifestam s6
pelos seus effeitos, permanecendo todavia oeculto
o seu principio. Por conseguinte é-nos forgoso
abandonar o campo do absoluto aos investigadores
da quadratura do circulo e do moto continuo. As
nossas investigagdes tém necessariamente de limi-
tar-se ao descobrimento das relagdes dos phenome-
nos que nos siio accessiveis, e ao estabelecimento
das leis a que elles se acham sujeitos; e, porque
entre a forga e a materia existem rela¢des muito in-
timas, vejamos quaes ellas siio 4 face dos princi-
pios que a observagdoe a deducgdio logica dasidéas
nos fornecerem.

A escola positivista estabelecen como axioma —
que niio ha materia sem for¢a, nem tio pouco forca
sem materia,— e péde gloriar-se de niio ter sido
nem poder ser refutada pelos espiritualistas nesta
parte : nem poderia succeder de modo diverso. Pois
pode acaso comprehender-se, fora do campo da
pura abstracgio, que haja electricidade sem corpos
electrisaveis ? Ha'por ventura um s6 atomo na ma-
tureza que niio seja dotado d'uma forga qualquer?
De certo niio poderemos recusar 4 mais pequena
molecula que possa imaginar-se pelo menos uma
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certa forga de cohesdio; e o dizer-se que a materia
& inerte nfio passa, para o que se pretende conse-
guir, d'uma infundada pretensfio, pois que propria-
mente a inercia é uma forca latente, que desperta
todas as vezes que haja um rompimento.de equi-
librio no systema. A materia possue pois uma forga
propria; e nie deixa de ser original a comparagio,
alids muito verdadeira, que a este respeito fazia Du-
bois Reymond, quando dizia que a materia ndo é
como uma carroagem, & qual se ajunctem e sup-
primam forcas a mode de cavallos: deve conside-
rar-se como o systema carroagem e cavallos, no
qual reside o poder do movimento,

A forga sem nateria tambem ¢ destifuida de sen-
tido. Quando os espiritualistas, para figurarem a
existencia das cousas, imaginam uma forga que des-
perta a cada passo para dar movimento & materia,
tem certamente a conviegiio de ndo serem de todo
claros no seu enunciado; por quanto nio é facil
perceber-se o que seja uma forga sem residencia
propria. :

Toda a forca que niio actua ndo pode existir, ou
pelo menos a nossa intelligencia recusa-se a com-
prehender como isso possa ter logar, porque forga
e movimento sio causa e effeito necessarios.

Os espiritualistas confundem a abstragio com a
realidade. A gravitacio é uma das for¢as melhor




observadas na natureza; mas é acaso esta forga
um ser que exista independentemente dos corpos
sobre que actua? Niio; é simplesmente a proprie-
dade da terra que gira, da pedra que desce. Se
pelo pensamento supprimirmos essa terra ou essa
pedra, a forga desvanece-se no mesmo instante,
A forga e a materia siio pois dois attributos indis-
pensaveis e inseparaveis do ser real, o qual tem
todavia uma essencia inaccessivel para nés.

Neste sentido é preciso fixar nos centros de
accio alguma cousa d’onde derive a actividade. Serd
uma massa ponderavel attrahindo segundo a lei
ordinaria da gravitagiio da elecricidade ou do ma-.
gnetismo. Clausius di-lhe a denominagio geral de
agente, a fim de poder tractar por uma analyse ge-
ral todos os factos conhecidos, ou que pelo menos
analyticamente possam comprehender-se na mesma
lei. Esta denominagfio, que alids é muito expres-
siva, tem ainda a vantagem de podermos por ella
figurar as attracgdes ou repulsdes entre agentes de
natureza diversa, ainda que no estado actual da
sciencia nio esteja averiguado que assim succede;
por onde se vé o aleance que ella comporta. & uma
generalisagiio que em nada prejudica a considera-
¢do de cada caso particular, condigdio indispensavel
ou pelo menos muito para ser attendida.

Relativamente ao agente suppde-se sé que pbde
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determinar-se quantitativamente por meio de uni-
dades convenientemente escolhidas para cada um
d’elles, e que a forga de que o agente dispde é pro-
porcional a essa quantidade.

v

Dadas estas explica¢des, supponhamos que nos
pontos p e p' se acham respectivamente as quan-
tidades ¢ e ¢’ d’agentes, da mesma ou de diversa
natureza, os quaes tém a mesma unidade de me-
dida no primeiro caso, e uma unidade differente no
segundo. A funegdio fr de (II) perde a sua genera-
lidade em virtude da hypothese em que nos col-
locamos em (III), e a forga com que as quantidades
q e ¢’ d’agente reagem uma sobre a outra terd por
expressio

designando » a distancia de p a p', e ¢ um coeffi-
ciente especifico dependente da natureza dos agen-
tes e das unidades que se escolherem para os me-
dir, o qual pelo seu signal indicard quando ha at-
tracgiio ou repulsiio.

#
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A expressio (7) substituida em (6) dard

para a funcciio de forga no caso em que a acgio
se exerce entre dous pontos sémente.

Quando sobre o agente concentrado em p actua-
rem tambem as quantidades ¢,, ¢',,.. .. d’agentes

concentrados em p,, ,, - . . . entilo seriio respecti-
vamente
n ?gll “ A 9!": |
Iflr.:e, -f—-, E’T.EB‘ r—-, ..........

' '
U=gq ({,3;-1-3’ fLJra,q_‘ Bl )
v
=gxﬂ—;— ........... v e (8)
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gobre os outros entre agentes de natureza diversa.
Para passar 4 consideraciio das acgdes dos agentes
da mesma natureza gobre o agente coneentrado
em p, que por em quanto suppomeos de natureza
diversa dos primeiros, basta considerar ¢ o mesmo
para todos os termos de (8), com o que podemos
passar aquelle coefficiente para fora do signal 3, e
a funcgiio de forga serd entfio

U=l‘£$2-— .............. {9}
ol
u‘f;"-—-:f,ua)';fg_ﬂ'_jl ............. (Ya)
LA

tendo logar a segunda quando, em logar de coneen-
trado em pontos isolados, consideramos o agente es-
palhado uniformemente enchendo um certo espago
que se suppde dividido em elementos dg’ infinita-
mente pequenos.

A funcgio de forga (9) ou (9,) toma ainda uma
forma mais particular quando se suppde: 1.° que
o agente existente em p é da mesma natureza que
oque de p'; p',, p's; - ..+ actua sobre o primeiro ;
2." que a quantidade d'este agente & justamente
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~ egual 4 unidade que serve para o medir. D'este
modo é g==1, e o coefliciente ¢ tomard um valor
particular, que podemos chamar &, o qual variard
d’um agente para outro. A func¢do U toma entdo
um nome especial : chama-se funcgdo potencial, e
tem-se assentado em designal-a por ¥, a exemplo
do que fez Laplace, o primeiro que a empregou.
A sua forma ¢é

ou

conforme o agente estd concentrado em pontos se-
parados uns dos outros, ou enche uniformemente
um certo espacgo.

Como a funccio de forga geral tem tambem a
propriedade de representar as componentes de for-
¢a, segundo uma qualquer direcgdo, pelos seus coef-
ficientes differencines; mas é preciso operar uma
transformagio de coordenadas para lhe alterar a
forma; por quanto, quando suppozermos que o
ponto faz parte do agentey a (10a) mostra que a
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; Lol ¢ o §
funcciio — se torna infinita para todos os elementos
r

do agenté que estdo contiguos ao ponto p, visto que
para esses é r infinitamente pequeno.
A mudanca de forma ¢ dependente do systema
de coordenadas polares que vamos adoptar.
Chamemos dr o elemento do espago pelo qual se
acha distribuida, com a densidade z, a quantidade
dq' d’agente, d’onde

g A i e 1)

e supponhamos que, tomando o ponto p para vertice
commum, e dividindo o espago total occupado pelo
agente em pyramides elementares, de modo que
cada uma d'ellas intercepte uma superficie infini-
tamente pequena ds sobre uma esphera descripta
com o raio unidade do ponto p como centro, é dr a
~ porgio d'uma d’essas pyramides comprehendida
entre duas espheras de raios » e r +dr. Como esta
porgio de espago pode sensivelmente considerar-se
um prisma, vejamos qual serd a expressio de dr se-
gundo as defini¢des que deixamos dadas. A base
do prisma é »*ds, a sua altura é dr, logo

d: == ridrds;
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substituindo vem primeiro

[} d’l’j‘rz xr’d"dﬂ'

e depois _
V: lﬂ‘n-fd‘l‘dq’.. sesnaenn [:12)

Debaixo d’esta forma a func¢do potencial V tem
um valor finito e determinado, tanto para um ponto
exterior como para um ponto interior; e ndo deve-
mos receiar que deixe de ser valida a integragdo,
porquanto a funcgiio »r que estd para integrar nio
s6 se ndo torna infinita, mas até adquire um valor
infinitamente pequeno com 7.

v

A expressiio (12), que, como acabamos de ver,
é valida tanto para um ponto que estd exterior ao
agente como para um ponto que faz parte d’esse
agente, offerece uma difficuldade quando quizer-
mos procurar por meio d'ella as componentes da
forca, as quaes sio dadas pelos seus coefficientes
differenciaes; porquanto, devendo as differenciagdes
ter logar em ordem 4s coordenadas de p, nilo pode




- este ponto tomar-se para origem das eoordenadas
polares que consideramos. Esta difficuldade resol-
ve-se porem do seguinte modo, que todavia nio
prejudica o que estd estabelecido, pois que o ponto

P, para o qual se procuram os coefficientes diffe-
renciaes, apparece no resultado como origem do
systema de coordenados polares.

Primeiro caleula-se a funcgfio potencial para um -
ponto visinho de p, e este considera-se movel ; depois
differenceia-se a funcgio obtida relativamente 4s
coordenadas actuaes de p, e por ultimo dio-se ds
coordenadas d’este ponto valores determinados com
o fim de fazer coincidir p com a origem das coor-
denadas polares. I)’este modo cessa o ineconveniente
que & primeira vista se offerecia, e consegue-se o
o resultado introduzindo ainda a seguinte simpli-
ficacfio. Em logar de considerarmos p movel em
todos os sentidos, supporemos que elle pode mu-
dar de posiciio apenas na direc¢iio da recta para a
qual queremos descobrir a componente de forga;
se quizermos differenciar relativamente a z, suppo-
remos que p se move parallelamente ao eixo dos z,
e o mesmo se fard a respeito dos y e dos z, ou
d’outra qualquer direcgiio.

Supponhamos entdio que se quer achar o coef-

d
ficiente differencial EE Pelo ponto visinho de p,
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adoptado para origem provisoria, suppomos tirada -
uma recta parallela ao eixo dos @, sobre a qual o
ponto p pode mover-se, e vejJamos qual serd a fune-
¢iio potencial para um ponto qualquer d’esta recta.
Chamando #,, y,, #, as coordenadas do ponto que
se adopta para origem, serfio, em virtude das nossas
supposi¢des, z, y,, z,, as coordenadas de p. A re-
cta parallela aos z toma-se para eixo do systema,
l é o comprimento do raio vectdr tirado para d¢/,
6 é o angulo do eixo com o raio vectdr referido 4
nossa origem, e chama-se tambem ¢ o angulo for-
mado pelo plano d'estas rectas com outro que se
considera fixo.
O elemento dx de volume é por esta férma

A distancia de p 4 origem ¢é evidentemente
£—x,, e chamando r a distancia de p a dg’, serd,
pelas defini¢des que acabamos de dar,

r=VF_21(z—=,) cost+ (@ —a,)"

= V' 2sen?q + (I cost 4z, — ).
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A funcgfio potencial (10a) toma entio, em vir-
tude de (11), a forma

l¥sen g

Vi '” 7 Frwwir e ey

pela qual se vé que a funegfio a integrar niio pode

tornar-se infinita, visto que o factor / sen 6 do nu-

merador é sempre menor que o denominador.
Differenciando em ordem a & vem

av _I-JJ]';FEEIIO (lcose 4 x,—x) i P
[ sen? (I cos o4 oz, — )]

e fazendo agora z=—uz,, com o que restituimos p 4
origem das coordenadas, serd

_d’?:_’_,j I:‘;BE‘H!COB' dl da dy,

onde a funcgdo a integrar tambem fica finita para
toda a extensdo das integragdes.
Serd porem este coefliciente differencial a com-

ponente da forga parallelamente ao eixo dos z, ou
3




serd alguma cousa differente d'isso ? Se se der o
primeiro caso, concluimos a posteriori que €é per-
feitamente justificado o artificio de que langamos
mio para obter aquelle coefficiente.

I preciso deduzir directamente a expressio da
componente X para julgarmos sobre este ponto.

Quando um elemento dg' d’agente, de coorde-
nadas #/, o/, 2, sollicita o ponto p, de coordenadas
2, y, z, a acglo que dg' exerce sobre p, du qual
dista r, &, como se sabe j4,

e L

-
A componente d’esta forga parallelamente aos z ¢

X='j$,_. @ -

T

por onde se vé que a funcgiio a integrar se torna
infinitamente grande de ordem superior para va-
lores infinitamente pequenos de r, d’onde ainda a
necessidade de transformal-a. A transformacdo ji
empregada para a funcciio potencial é tambem
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a de que aqui langamos mdo, e & expressio. de
X toma a forma

: S| Rk )

A r

na qual, por ser em geral (2~ z) <7, a fancgiio qué
estd para integrar jamais adquire valores infinitos,
mesmo para os elementos contiguos a p.

Sendo § 0 angulo do raio vector com o eixo dos z,

fr .

=cos§;

X=./[[rcospdrds. ......... (14)

Esta expressiio serve, nfio's6 para a componente
no sentido dos @, mas tambem para outra qualquer
direc¢do, comtanto que & designe em todos os
casos o angulo d’essa direc¢fio com o raio vector.

d
Comparando agora Xcom E:—, atraz deduzido,

vé-se que para estas quantidades serem identicas
¢ preciso que ds seja representado por sen 6 db dg:
ora vejamos se assim succede effectivamente.
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I

Q) elemento de volume
dr = 1% sen g dl db dy,

que achamos em (13), pode considerar-se, e effecti-
vamente se considera, um parallelipipedo de lados
infinitesimos, que, no systema de coordenadas po-
lares de que temos usado, se exprimem por

dl, ldv e Isensd,

sendo I* sen § df do a sua base, e dl a aresta d’al-
tura. Mas /* sen 6 db dg é o elemento d'uma super-
ficie espherica, que tem o centro na origem das
coordenadas e um raio /; logo, quando quizermos
o elemento ds da superficie espherica de raio uni-
dade nfio ha mais do que fazer [=1, com o que
acharemos a egualdade requerida.

Realiza-se pois como devia ser, que o coefficiente
differencial da primeira ordem da funeqiio potencial
¢ a componente da for¢a na direcgiio de que tracta-
mos: outro tanto se d4 para outra qualquer direcciio

Os coeflicientes differenciaes de segunda ordem
da funegiio potencial satisfazem a dois theoremas
importantes, dos quaes vamos tractar em seguida,
procurando considerar algumas difficuldades que o
assumpto offerece.




CAPITULO SEGUNDO
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Supponbamos a férma mais geral da funcgéo
potencial

ey Jcﬁ ;

r

na qual » indica a distancia entre o ponto (z, ¥, 2)
sobre que actuam os elementos dg' d’agente, e
(', ¥, Z) o ponto d’'um d’estes elementos, devendo
a integracio estender-se a todo o espago por que
se acha distribuido o agente considerado. Para o
caso em que r fica finito para todos os elementos
dg', podemos effectuar a differenciagio d’esta func-
¢io debaixo do signal / relativamente 4s variaveis

, 9, = do ponto p: por conseguinte

1 1

(P d:____ - A
a2V BV @V /’ r v }
vl£’+-:.'-|;- dz2~ dg \ dm‘ + dy? X dz* /




Mas, por ser

r=V(@—a)'+ (y— '+ @—2)°,

¢
1 1
T e (8'—z)* ?
—— = —— d’onde e =3 b
¢ do mesmo mode
1
657,_ g o=t -1
dyl T ¢ N
1
ko
a ¥ium (g'—2)? 1‘.
dz? — o
logo
d‘:_!, d-.ui dz_l.
r r r

iy : duds,
A W =

¢ por conseguinte

AV BV AV
da® " dyt " dad T

iy Sl e
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Este theorema notavel foi descoberto por La-
place, e fundado nelle é que este geometra esta-
beleceu a sua theoria da figura dos corpos celes-
tes. Tem logar todas as vezes que o ponto attra-
hido niio fizer parte do agente, mas deixa de ser
verdadeiro no caso contrario, porquanto a distan-
cia r torna-se infinitamente pequena para os ele-
mentos dg' contiguos dquelle ponto, as expressdes
a integrar tornam-se infinitamente grandes, e a dif-
ferenciagio nilo é por isso mesmo exequivel como
no caso anterior. 1% a Poisson que se deve a des-
coberta d’este caso de excep¢io da equagdo (1).

Vejamos porém qual serd o theorema no caso
em que o ponto attrahido faz parte do agente. Para
isso consideraremos o caso particular d'um corpo
homogeneo, isto €, d'um corpo no qual a densidade
do agente é a mesma em toda a sua extensio. De-
signando por x esta densidade e por d= o elemento
de volume em que se acha o elemento dg’ d’agente,
serd

dg,Z:dr

E sob esta férma particular que vamos tentar de-
duzir o theorema mencionado,
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Dividamos o espaco, pelofqual o agente se acha
distribuido, em duas partes, uma das quaes seja
uma esphera comprehendendo o ponto sobre que
actua o agente, e a outra formada pelo resto do
corpo. O ponto considera-se a uma distancia finita
da superficie da esphera, e esta comprehendida
toda na parte do espaco em que reside o agente.
O integral da equagio (2) pode entdio dividir-se em
dous, um relativo ao volume da esphera e outro
ao volume que & exterior a esta esphera, Distin-
guindo o primeiro do segundo respectivamente
pelos indices 1 e 2, a equagio serd d’este modo

: 1 R
V:l::l.gj ‘-;d?-l-lnj';'d-r,

i

ou
V4.V,

LT RE

sendo 4

i
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Mas, quando o ponto nio faz parte do espago
occupado pelo agente, vimos ha pouco que tinha
logar o theorema de Laplace; logo -

a&v, d'v, F d’?—-[)
@ ey e T

¢ por conseguinte serd so6

VSV V&V, &V, &V,
I Ty g -det ¢ T ae

: . B
Vejamos aque se reduz o segundo membro d'esta
expressio no caso que figuramos, e para isso effe-

3

ctuemos a integragiio da expressio V,=—ecx v
r
i

Tomemos o centro da esphera para origem de
um systema de coordenadas polares e a recta que
une esse centro com o ponto attrahido p para eixo
do systema. Seja [ a distancia do centro a p, p a
distancia do centro ao elemento dr, r a distancia
de p a dx, 6 0 angulo comprehendido por leg, e
o angulo do plano d’estas duas rectas com um plano
fixo que passe pelo eixo. Serd

r=1" T _Pplcost 4

de=1¢tsenbdsdode




¢ portanto

wplsengdodede
A mVp'—?pﬂcoN-—Pl

A integragiio relativameute a  faz-se desde o até
A, sendo A o raio da esphera que consideramos,
relativamente a § desde o até =, e relativamente a
¢ desde o até 2 =; a expressiio toma assim a férma

V— {A - ,‘t Sﬂﬂ_ﬁdﬂ "2#&‘{
e a s -:Vp’ — 25l cos o417 Y

Ora
J‘ ;2#-51 =2m
‘= sengdy 1 .
Nz Fr T [+ =37
por conseguinte

4

d R
V‘= 2z ‘_}n ETPE p-i‘x-— I-/I:P__glt—’

na qual devemos sempre tomar para /(;—I)® o
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valor positivo do radical. Como [ é sempre mais
pequeno que A, podemos decompdr o integral em

dous, ou

A g [ T N
R = e e o GOl

- :
Pl

s o s e ';
+]E I[p+ 1)

@ por ser

l 4 = 9
|4 {roeaenl=ye

A |
/, ’_z"[,+a—(g_:) |=ar—z2

vird

V=20 (42 _é rz),

que € o integral procurado. Achado elle, vejamos
a que se reduz (3).
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Designando por o, yo, 2o, a8 coordenadas do

centro da esphera, e por @, ¥, z, as de p, é

B=(r—x o) (y==y/ o) 2 (z—=20)3

V=2 g? A2~ —;-[(x—-—-.z: o)+ (y—y ,]’+{z—zg]5] l :

Differenciando esta expressio relativamente a

Z, Y, 2, vem

logo

av, 4

'E; == —gﬂlg(.’lf—-&"n),

av, | 4
d_y'“_gml{.'f—yn}r

day, -+

T;=— 5#14(5—*21:],

eV, a2, @, ]
de® ' dy? a2 PO b
a2y iRy Ay

ey E}'}E_{- ;)!:".; =—4zx
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Como & importante determinar a funegio poten-
cial d'uma camada BB]_:'iheriGa, aproveitamos esta
occasiiio para proceder & sua determinagiio, e os
resultados a que chegarmos servir-nos-hdo tambem
para demonstrar o theorema & que acabamos de
chegar, visto que a esphera ¢ uma ecamada esphe-
rica, cujo raio interior ¢ nullo.

Nesta investigaciio suppomos constante a densi-
dade do agente na camada para cada superficie
concentrica, mas variavel d'uma para outra com o
raio respectivo.

A expressio a integrar serd

V=| ,‘%drt

e empregando o mesmo systema de coordenadas
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que acima, 86 com a differenca de ser agora o cen-
tro da camada a origem das coordenadas, e termos
de considerar o raio da esphera interior, que cha-
maremos a, sendo 4 o da exterior, ella torna-se em

V:J’ “ep’ sen od pd b dp

vee (4
p +£ '—EFJGD‘EU {: )

devendo a integragiio estender-se relativamente a
¢ desde o até 2z, relativamente a 0 desde o até =,
e relativamente a ; desde a até A.

A expressiio (4) péde escrever-se

‘P’dﬁf sen ¢ da __‘/.L“d?:
Vo' 17— 2 plcosa

’- 'E*d? .

°

*a sen ¢ do 1
o p +£'——~2;£ cos g ol \

logo

V=IEE-'I (p-l-l!*—VP.'f'l’-??l) dp.
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Ha porem a distinguir se o ponio p estd dentro
da camada espherica, fazendo parte d’esta camada
ou féra d’ella; por quanto no primeiro caso serd
o> {; no segundo haverd valores de p maiores que
outros menores, e no-terceiro serd p </; e como r
deve em todos os casos ser positivo, por ser uma
distancia, tomaremos para valor do segundo radical

e D idindo s >

"

l—; _Qunndo ax<l

A quantidade entre parenthesis serd
P+§_(P_I)m2£ quando >

ptl—(1—o)=2 quando p< /;

por conseguinte

V:tlm/:m‘a da. ... para o>

... parae < b

4
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Para ; sempre maior que o ponto € interior 4
camada espherica, e como (5) é independente de !
segue-se que a funceiio potencial é constante para
todos os pontos do interior da camada, e por con-
seguinte nulla a ac¢lio exercida sobre qualquer
d’esses pontos.

Suppondo que a densidade é constante, ou que a
camada espherica é homogenea em relacio ao
agente, entiio (5) integra-se immediatamente, e d4,
designando V; o integral,

Vi — 21“: fA’— ﬂ,} ........... (7}

Para ; sempre menor que o ponto p é exterior
4 camada, e a funcgfio potencial toma a forma (6),
que pode escrever-se -

: A
V= -l_f " k-iﬂp'd’-

Mas 4xp*dp é o volume d'uma camada esphe-
rica comprehendida entre duas espheras de raios
p eptdp xdrp®dp é aquantidade d’agente con-
tida nessa camada, e portanto o integral representa
a quantidade d’'agente contida na camada esphe-
rica considerada. Chamada ) essa quantidade e




g

*

J‘

o

V. o valor do integral, serd

L _%’.;

por onde se vé que, visto ser / a distancia de p ao
centro da camada, a acglio exercida pelo agente é
a mesma que seria se todo elle estivesse reunido
nesse centro.

Quando x € constante, serd

dax , 00
Vo= (4'—a) ... ()

Consideremos agora p fazendo parte da camada.
Entio haverd valores de  maiores e outros me-
nores que /; e como p deve estar comprehendido
entre @ e 4, a reuniio de (5) (integrada entre os
limites @ e /) com (6) (integrada entre os limites /
e A), dard, designando V; o integral,

Ve =4m-(::—f iw'dp +J+: xpily.

Quando » ¢ constante
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Fazendo a==0 em (7), (8) e (9), teremos

Vi=2xex A2 im0 {Tu)

F{‘I=2R.K‘A2-—"3!"E2.) T l:gl'l:l

para as equagdes que se referem 4 esphera, e das
quaes derivam os theoremas conhecidos que pas-
SAMOS A enumerar.

A (7a), por isso que nio contém variavel algu-
ma, indiea que a resultante das ac¢des do agente,
distribuido uniformemente por todo o espago com-
prehendido em uma esphera, é nulla sobre o seu
centro.

Vejamos a equacdo (8a), que corresponde ao caso
em que p & exterior 4 esphera. Designando, como
j4 fizemos, por v, Yo, 20, as coordenadas do centro
da esphera, e , ¥, z, as de p, referidas a tres eixos
rectangulares, é

= v" (#—xa)® 4 ( y«;- ya) 24 (z2—=)?




dgend’

"'g’=

3 V(:!:—:c h}:+(y__,y°)s tE—zd)*

por conseguinte

d g'“_ r—in dP}'__ y—yo 4V, £ Cz—za
a8 S0P L&Y Potid r
4:1=le.
fazendo C=—73—. Logo, chamando R a resul-
tante serd
c 4 ﬂ.n‘i'tg
R=-El—=§ !: .............. {lﬁ)

o que quer dizer que a resultante das acgdes exer-
cidas. pelo agente, distribuido uniformemente por
todo o espago comprehendido em uma esphera, so-
bre um ponto collocado féra d’este espago, varia
na razio directa da quantidade d’esse agente e na
inversa dos quadrados das distancias do centro da
esphera ao ponto a que as ac¢bes se dirigem.
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—

4 (9a), com o mesmo valor de /, d4

Vi=2=ux jd’-é[(m—-—m-)’-l' (G—1e)'+ (z—20)" J f

Folids
S = —C—a)
%=_. Poga LB e (11)
e 0

fazendo U:% = ¢ x. Liogo, chamando R' a resul-

o que quer dizer que as ac¢des de que temos fal-
lado variam proporcionalmente 4 distancia do cen-
tro da esphera ao ponto da mesma esphera sobre
que suppomos exercerem-se. Isto mesmo se con-
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firma ainda dividindo a esphera considerada em
duas partes, uma esphera de raio /, e uma camada
cujo raio interior seja 0 mesmo comprimento; por-
quanto j4 vimos que esta segunda parte niio exercia
acciio alguma sobre o ponto considerado, e a que
exerce a primeira ¢ dada por (10), quando se sup-
poe A==L
Differenciando as expressdes (11) temos

a2 yc; d? . . a4 Fr'r i
Lrrreiiige el e s
d'onde

&¥ PV By
da? i dy* ® dz*

—e3 = —dmyx;

por conseguinte tem logar a expressio

AV @y dY
E;F+-d_§§+d_z§=—éntx ............ Llﬂ.'

como jé tinhamos demonstrado, procedendo dire-
ctamente & integragio no caso da esphera.
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As expressdes (7) e (8) tomam ainda férmas par-
ticulares quando se suppde que a camada se reduz
a uma simples superficie espherica: e este caso é
dos mais importantes, pois a electricidade decom-
posta num corpo conductor isolado acha-se apenas
& superficie, formando uma camada de tal modo
pouco espessa, que sem erro podemos suppol-a no
calculo como uma superficie mathematica. Se fi-

‘zermos A—a naquellas expressdes tem-se passado
da camada para a esphera, mas esta passagem nfo
pode fazer-se sem alguma explicagfio, pois as ex-
pressdes annullam-se immediatamente por aquella
hypothese.

A densidade com que uma certa quantidade de
agente estd distribuido na camada, augmenta ne-
cessariamente com a diminui¢io progressiva da es-
pessura da camada; por conseguinte, se eserever-
mos as expressdes (7) e (8) como segue

Vi=2ndx (A—a) {d+a}

4z

: I" (Ad—=a)(4*+a A+a)

V=

€ suppozermos (ue x augmenta na relagio em que
A—a diminue, concluiremos que o valor dex é in-
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—

finito quando da camada passamos 4 superficie es-
pherica. 8endo assim, se procurarmos quaes os li-

mites para que convergem os valores de V; e V.
quando a differenga A—a decresce indefinidamen-
te, acharemos que esses limites serfio

Vf =417|}111

@€
Vgﬂl-d:-ﬁ eh -I-

fazendo A==a nos segundos parenthesis das for-
mulas, e tambem » (A<~a)==h, designando % uma
quantidade finita e determinada, a que-damos o
nome de densidade superficial. | L :

0 Vi'eV, vém aser as funcq,oes potﬁnmaes d’nma
qm_mu&ade d’agente distribuido com a densidade %
-sobre a superficie' d’uma esphera de raio g, ava-
liadas relativamente a um ponto interior ouexte-
rior 4 esphera, collocado ne.ate ultimo euso 5, dis-
taneia ! do centro. -




. As solugdes obtidas em (I) podem obter-se mais
geralmente por uma analyse 86, que ao mesmo
tempo prepara o terreno para cases mais difficeis.
Consiste primeiro em transformar a expressio de
modo que a integragio que 14 se fazia relativa-
mente a0 volume se faz por esta analyse relativa-
mente 4 superficie.

Supponhamos que o pento p serve de vertice a
uma pyramide elementar, a qual comprehende um
elemento d o da superficie d’uma esphera que po-
demos imaginar descripta de p como centro e com
o raio 1, pyramide que pode atravessar o corpo
em qualquer direc¢dio. Chamando elemento de vo-
lume dx 4 porgio d’esta pyramide comprehendida
entre duas espheras de raios r e r 4 dr, serd

d“l‘=""2 dr d';

¢ a expressdo da funcgio potencial (2) transfor-




A
.
.
"

i SR,

mar-se-ha em

*

Ve=axffrdrde, ou V=axfdefrdr.

O integral relativo a r pode achar-se immedia-
tamente; mas, como os seus limites variario com a
forma do corpo e com a posigio de p, é preciso
entrar n'algumas explicagdes previas.

O ponto p pode ser interior, exterior, ou estar
na superficie terminal do espago que contém o
agente.

1.— p interior. .

Quando o raio vector tirado de p, em qualquer
direcgdo, encontrar a superficie s6 uma vez, deve-
remos integrar desde o até R, chamando R a dis-
tancia de p 4 superficie; entdo

=:2—‘fR’drﬂ"

e o integral relativo a ¢ abrangerd todo o espago
angular em roda de p.

Quando o raio vector encontrar mais d'uma vez
a superficie, encontral-a-ha um numero impar de
vezes, e o integral compde-se entdo do modo se-
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guinte. As partes do raio vector entre a primeira
e a segunda intersecqlo, entre a terceira e a quar-
ta, eassim para as mais, nilo pertencerio ao corpo;
por conseguinte, designando B,, B, R, R, R, ,.....
as distancias respectivas de p a essas interseccdes,
como 86 temos a attender 4s porgdes do espago que
fazem parte do corpo, o integral relativo a r effe-
ctua-se desde o até B,, desde R, até R,, desde R;
até R,....., e assim se obtem/, .

V= B =R+ R R R .. )do o (13)

2.°— p exterior. _ :

Neste caso o raio vector mteroeptarﬁ a superfi-
cie um numero par de vezes, e o integral effectua-
se desde R, até R,, desde R, até R, .... Em vir-
tude d’isto serd

l’=12—" ﬁ-R.‘—i—R,’—R,'-]—-R,"—....Jd.: .. (14)

e o integral em ordem a s abrangerd apenas o es-
pago angular determinado pelo cone circumseripto
ao corpo, e que tem o vertice no ponto p.
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J— p 4 superficie.
Para achar o integral neste caso particular nio
se precisa procurar directamente a expressiio que
lhe é relativa, porque qualquer das achadas serve
para isso. Quando succeder que o raio vector ti-
rado de p para outro qualquer ponto-da superficie
do corpo a encontra um numero par de vezes (com-
prehendido o ponto p) emprega-se (14); quando o
onumero dasintersecgdes for impar terd logar (13),
e faremos R, ==o tanto num como noutro caso.
As expressdes (13) e (14) podem ainda simpli-
ficar-se do modo seguinte.
Chamemos:
dw o elemento de superficie que a pyramide ele-
mentar d’angulo solido d ¢ intercepta sobre
a superficie do corpo;

R o comprimento do raio vector tirado de p
parad o} A

¢  oangulo formado pela normal a d o, dirigida
para o exterior do corpo, com o raio vector
tomado na direcciio em que o seu compri-
-mento cresce;

i—cosp.

i & positivo ou negativo segundo ¢ € agudo ou ob-

tuso. Todas as vezes que o raio vector crescendo

sae do corpo ¢ < 90" e ¢ positivo; todas as vezes

que o raio vector crescendo penetra no corpo g > 90°

e ¢ negativo. :
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D'este modo ha uma relagiio muito estreita entre
os signaes com que figura £ nas expressdes (13)
e (14) e os de ¢, quer p esteja dentro quer fora do
corpo. Se p estd fora ¢ i negativo para as inter-
sec¢des primeira, terceira, quinta. .., i positivo
para as segunda, quarta, . . . e vé-se pela formula
(14) que silo justamente esses os signaes que af-
fectam os R*® correspondentes a essas intersec-
¢les, Se p estd dentro & i positivo para as inter-
sec¢des primeira, terceira. . ., inegativo paraas se-
gunda, quarta, . . . e os signaes de (13) confirmam
tambem que ¢ tem sempre o mesmo signal que R*.

Sendo assim, como sabemos que tem logar a
expressiio geral

serd

a equagiio geral que comprehende todos os casos
que podem figurar-se fazendo variar a posigio de
p ¢ a forma do corpo, e ¢ este o integral relativo
4 superficie deduzido da expressio (2) que se re-
feria ao volume,

A equagio (16) permitte-nos deduzir os theore-
mas de Laplace e de Poisson por uma analyse s6.
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Suppomos sempre que o corpo é homogeneo e que
p estd a uma distancia finita da superficie.

A integragiio relativa 4 superficie é indepen-
dente das coordenadas z, %, z do ponto p, e por
isso podemos differenciar debaixo do signal / re-
lativamente a essas coordenadas. Teremos assim

Pips 08 sRpipsiglip) aifiosgloon o pRITITIGN

=@y iy o w ST

d:V d'V+d'V_.=f(d‘i d_'g_+a.--;d a1
dz @ dy* | dz* 2 = T ay }1?) vead )

Representando por g, b, ¢, os cosenos dos angu-
los que o raio vector tirado para de faz com os
eixos, por a, B, y, 0s cosenos dos angulos que a
normal a esse elemento faz com os mesmos eixos,
e por £, a, {, as coordenadas de dw, serd, em vir-
tude da significaciio que j4 demos a i,

vi==ax b+ oy
ou

. G=1) Ha—p)pHt—2)y

R




PoD ser:ionomon 2

t—2 v —y {—2.
B==I—=r b= —

- °=‘1‘f

aonde 6

"R= V’(E'—f-')'+(n'—y}’+ {t__s)'_l yanvita

Formando os coeﬂic;entes diﬂ'el enciaes de i, te-
remos ,

di. t—o, ‘e
P gy - EMTE \
e, ot vl
dy. . " R® B
d;_ t_g - .,.I i
g g
d't E(E—m) : E—wm \ 0
da” ) R 1_'_"2 R: B
i _ Ba—g)p—R . Sa—y
d'y: = R.]. 1'_.2 R; B
7 d't  3(r—z)"—R —z
'_1:1 &= C L')' 1—2——1

j)l
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Sommando estas ultimas vem

d* /i d's d% i
da? df_.' + —hRy

e substituindo em (17) resulta

&V BV v --ad
s +d’+dz’ #“‘/}_eﬂ A

Por estar p a uma distancia finita da superficie
serd R sempre finito, e por conseguinte pode ef-
fectuar-se a integragio. O integral decompde-se em
tantos outros quantas sio as intersecedes do raio
vector com a superficie ; e porque podemos substi-

1
tuir _E—!du pelo seu valor = ds (15), effectuaremos

a integracfio relativamente a ds 0 mesmo numero
de vezes, alternativamente com o signal + e —, por
ser tambem ¢ alternadamente positivo e negativo,

D’este modo, quando p for exterior ao corpo,

caso em yue ha um numero par de interseccdes, a

equacio de ¢ima serd

BV A .
B fagn --d_z.h._f.xjt-i F1L, ) doso;

)

o

B
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quando p for interior, e por conseguinte quando
houver um numero impar de intersecgdes, serd

Vv a2y av
ds + + T i [+l-—1+1— Jde=—:xfds
dy? 3
Ora, visto que o integral deve abranger todo o es-
paco angular em roda de p, isto é, 4 %, vird

2V  d2V &V i
dm*+dy' gsd o L

que é a equagdio (12) a que ji tinhamos chegado
por outras consideragdes.
Fica pois demonstrado que é

I L )
dz2 " dyr de?

=g, para p exterior

axv dﬁV dv : :
d':r* dy +€?;§—-—-4r¢1 para p nterior

quando p se acha a uma distancia finita da super-
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ficie, e que ¢ homogeneo o corpe relativamente
a0 agente. :

iiesta ainda ver se estes theoremas s6 tém lo-
gar, quando os dados estiverem sujeitos a estas
restricgdes, ou se mesmo suppondo o corpo hete-
rogeneo e o ponto proximo da superficie os pode-
mos empregar.

No que se segue expomos o que se refere a estes
CAB0S. i

Para mais facilidade, e mesmo com o fim de dis-
pbr as cousas para resolver completamente o pro-
blema que se nos apresenta, tractaremos primeiro de
ver s¢ os theoremas tém logar quando o corpo néo
¢ homogeneo, conservando todavia a eondiciio de
estar o ponto p a uma distancia finita da superficie
do corpo, a qual pode alids ter uma f6rma qualquer.

Relativamente 4 densidade suppomos s o caso
em que ella varia d’'uma maneira continua, segundo
uma certa lei, mas introduzimos uma consideragiio,

de grande importaneia, emquanto nos permitte at- .
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tender conjunctamente aos dous theoremas que nos
occupam, e que consiste em suppr que a‘funcgio
determinativa do valor de z comprehende tanto o
espago envolvido pelo corpo que contem o agente
como 0 espaco exterior a0 mesmo corpo sem nunea
se tornar infinito; entendendo-se que essa funcgio

86 representa a densidade real, emquante nio ul- -

trapassa os limites do corpo, dando féra d’estes li-
mites o valor que teria x se por ventura o corpo
se estendesse sufficientemente sujeito 4 mesma lei.

Na investigaciio dos theoremas propostos pode-
mos procurar a funcgiio potencial correspondente,
e achar por meio d’ella os coeflicientes differenciaes
de segunda ordem, ou entio aproveitar as compo-
nentes de forca, as quaes jé siio, como vimos, coef-
ficientes differenciaes de primeira ordem, e effe-
ctuar uma differenciacio sé. E @este ultimo meio
que langamos mio, servindo-nos da expressio (14)
do— Capitulo Primeiro— j& preparada para este
fim. '

Por ser j& conhecido o que se refere a esta ex-
pressiio e ao systema de coordenadas que nos for-
neceram a férma que ella tem, julgamos desneces-
sario entrar em mais larpas explicacdes u este res-
peito

Fazendo a==cos 0, e considerando que esta quan-
tidade & independente de r, a expressio de que fal-
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lamos pode escrever-se
X_-,fdu ﬂ-j'x dr.

Resta agora proceder 4 differenciagiio: mas an-
tes d’isso temos de fazer algumas consideragdes
tendentes a simplificar a questiio quanto possivel.

Os limites do segundo integral variam, eomo
vimos em (III), com a forma do corpo em que
estd encerrado o agente € com a posigio especial
do ponto p. Ora se suppozermos que p é interior,
um raio vector qualquer que partir d’esse ponto
encontrard a superficie um numero impar de vezes,
uma pelo menos; por conseguinte designando %,
R,, R,,.... 0s comprimentos do raio vector 4s suas
successivas intersec¢des com a superficie, serio-
R,, By, R,,.... os limites dos integraes em que na-
turalmente se decompde aquelle a que nos estamos
referindo, advertindo tambem que a integragiio se
applica sémente 4s partes do raio veetor que silo
interiores & superficie. Outro tanto pode dizer-se
quando considerarmos o ponto p exterior, e por
isso

, i3 ¥
der:-_’ a:rh'-{-( :I:n!r ...........
E e SR

1




para p exterior: ou, dando a todos os integraes o
limite inferior o,

no primeiro caso, e

R R R
ﬁdr=—-—‘ :d"'*fj :dr—,"f{:dr-g-

no segundo.
D’este modo, a expressio de X serd

X:—-.,,.a da a(].R::dr—JnR:dr {:].l'R:dr—. e

] o 9




quando p ¢ interior, e

1 T %) R, R,
.l:x)‘dau\—:"ﬁ zdr—l:]o ;dr-—}& sdrate.. ) (19

quando p ¢ exterior.

Vejamos porém se é posswel simplificar estas
expressdes por uma transformaciio conveniente do
primeiro integral. A transformagfo que aqui se em-
prega é a que j4 adoptamos e que se exprime pela
relagio

dg:'i‘-—-—du’

sendo ¢ o coseno do angulo do raio vector com
a normal correspondente ao elemento superficial
dw, ¢ que & precedido do signal + para os elemen-
tos impares quando p é interior e para os elemen-
tos pares quando & exterior, e do signal — para
as intersecgdes pares ou impares quando p ¢é re-
spectivamente interior ou exterior. D'este modo,
quando é p interior

dtl:‘*——-d-




para as pares; e quando p é exterior

"ffl'l'-'—-:"——f-dh

para as intersecgdes impares, ¢

para as pares.
Attendendo agora a que a expressio (18) se re-
fere a este primeiro caso, e que os integraes entre
parenthesis sdo precedidos respectivamente  do
signal + e — conforme o limite é de ordem impar
ou par, claro fica que cada um d’estes integraes
tem justamente o mesmo signal que o i ecorrespon-
dente: por conseguinte, quando substituirmos d s
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pelo seu valor, para os diversos elementos d o,
obteremos sempre termos com o signal + e da
forma

Lf;igaé;,‘/;fdr.

O mesmo succede tambem com a expressiio(19),
que se refere ao segundo caso, e por isso a expres-
sfio de X é a mesma, quer p seja exterior quer in-
terior, ficando a distinc¢iio dependente de conside-
racdes posteriores.

A forma de X &

X— :'/é-aki‘j:}:dr;

¢ parece-nos que depois do que temos dicto néo
pode haver duvida alguma sobre a significagio
particular de cada uma das quantidades que nella
entram. '

Designando por b e ¢ os cosenos dos angulos
que o raio vector faz com os eixos dos y e dos z,
e fazendo na expressio (14), j4 mencionada,

cos §==0 ¢ ocesh==c




"

teremos respectivamente, por consideracdes per-
feitamente identicas 4s preeedentes, as componen-
tes da forca exercida sobre o ponto p, parallela-
mente aos eixos dos y e dos z.

Fazendo, para abreviar,

i = .Jr..f.‘f'il‘.

teremos as BIPI‘CSS&EH das CDmpOllETltES

- @i bi P ()
A:"'! }ﬁ j]i‘?-.... V'__.l I—Eiﬂdlw J:IJE“J&-

as quaes vamos differenciar relativamente 4s res-
pectiyas coordenadas do ponto p.

Esta differenciacio pode effectuar-se mesmo de-
baixo do signal /, porquanto referindo-se a inte-
gracio av clemento dw da superficie ha perfeita




independencia entre esta e as outras yariaveis. Serd
assim .

ni: . '!' |
] 4y 'Eg boam (20)
iz d;?i [;a' i
P —&?.Hdu-i-:' ﬁ_"'ﬁd“'

Chamando z, y, z as coordenadas de p, e &, =,
¢ as de d w, serd

E=V{i—a)+ (h—y) +E—2"

mas

e M N i R R

i=axtbp ey
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por serem a, B, y, 08 cosenos dos augulos que a
normal a d v faz com os tres eixos, como j&' lhe
chamamos em (III); por counseguinte

ai_ =22+ E—2)—y)B EE—2)C—2)y
£ [E—a)*+o—v*+c—2"

Esta expressio differenciada em ordem a z, re-
stituindo R, a e 4, dd

ai
B —aat@da—1)i;
do R

e do mesmo modo se obterio respectivamente

bi .

B* —bp+(4b*—1i
dy | i
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Substituindo estes valores em (20), vird

G T B o - Hdutofa £ ‘d,.‘,
73 FEY

ey bg+ (46°— 1)1, dH i
—-_:j e Hdw +.f Ty e 1

B .ndm+t C&:.}F

dZ J—c-r+{4c e dif i fi

e porque entre os cosenos a, b, ¢, , 3, 1, se dio as
relagdes conhecidas

a4 b 4 er=1,

aa 4+ bpFecy=1, -4




r

a somma d’estas expressdes serf

f_t; +E+d‘_z' :I.." | H‘H H -*‘cd—z ; ‘—‘:I‘Lﬂ. {23}

dX " dY d72 . [ 'd#Hl yan .‘.!H) i
R

Vejamos a que se reduz a quantidade que estd
-entre parenthesis, e para isso operemos uma pe-
quena transformagiio no integral

i
H-——f edr.

Pelo modo como elle se nos apresenta conside-
ram-se successivamente os diversos pontos do raio
vector desde r==o até r=—R, isto ¢, desde p até
a0 elemento d w: a transformacio consiste em con-
siderar esses pontos numa ordem inversa, isto 6,
a partir de d » para p. Nesta hypothese; um ponto
qualquer do raio vector, que primeiramente ficava
assignado pela distancia r, ficalo-ha agora por
uma distancia ao elemento dw, que poderemos
chamar ¢, ou

'r“——-—ff—-f




1
Entio é
dr=—d;,

¢ por conseguinte

/'x.tz'i‘: —fadg.

Mas, porque a r==q corresponde ¢—R, e ar=1
corresponde p==o, serd

ol

O integral H, veferindo-se ao raio vector termi-
nado nos pontos p e dw, é funcgio das coordena-
das z, y, z, £, », { d’estes pontos. Ora, em virtude
de (21), é

e=t—a R, y=—2—b R, ==1—< RE;
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—

e portanto podemos suppor que Hé funcgiio de £, x,7,
a, b, ¢, R. E como na differenciagio que temos em
vista podemos considerar constantes as coordenadas
de dw, o integral H poderd simplesmente expri-
mir-se por uma func¢io de a, b, ¢ e R, sendo estas
por sua vez funcgdes de z, v, 2.

Applicando o theorema da differenciacio de fusne-

¢io de ﬁmcgﬁes, é.

dH dH da dH d6+dﬂ de: dH dR
gn o & iV I ntE
Por (21) é

da a*—1 db ab de ae

ds. B ' i BE'.8m’ B

e, segundo o valor de R,

d i
;I—;::lﬂ_.'
logo
dH ll‘ dH ( d”—l- dH dH di
— e | e _}—-—— e v e ) i
e R IE ggaf e R Rk




¢ similhantemente
dH, - dH
e b

dH dH
& dc)]

Multiplicando a primeira por @, a segunda por b
e a terceira por ¢, teremos

dH dH dH

€ = =
e, substituindo esta expressio em (23),

dX dY  dZ dH i

£ A de. . . (26)

Para progredir é preciso saber o que seja ‘;_.i ’




ou, segundo (24),

i

H
v f xd p.

AR 4R,

A quantidade » que figura nesta-expressio é,
como se sabe, a densidade do corpo correspondente
a0 elemento collocado 4 distancia p da origem que
escolhemos para o integral, e como tal variavel com
esta distancia segundo uma funcgio que nos & des-
conhecida, mas que podemos designar geralmente
pela caracteristica f: se pois substituirmos x por
esta funcgdo, vird

i 4 (B
m—_-raﬁfuf(?)d?-

Chamando F (p) o integral geral de f (s) d p serd

i
[0 ae=r




e por conseguinte

Mas porque f'(p) designa geralmente a densidade
do agente a uma distancia p da superficie, para
p==R designard a densidade d'um ponto especial,
que ¢ justamente p. Chamando (x) a densidade do
- agente nesse ponto, seréd finalmente

dH
dR

==(x),

dX a',Y dZ
d tfy d—:—ﬂ! —-I‘fm

Esta integragio refere-se ao elemento d » da su-
perficie, e é evidente que, qualquer que seja a sua
posigiio, esta é independente das coordenadas de p;
conclue-se pois que (x) é constante na integragio,




e como tal pode a expressiio escrever-ge

dX- dYiivdZ
TN -—-—__.---II':; w.
d;f:+ d'J ]f .

O integral que figura nesta expressio j4 foi
achado em (III), onde se viu qual o seu valor tanto
para p interior como para p exterior ao corpo. Pela
analyse que 14 fizemos, que aqui tem inteira ap-
plicagiio, vé-se que o integral é nullo para p exte-
rior e egual a 4 = para p interior, portanto

X _dY dz__ S
F dy' +E;-_ P exierior
dX dY .dZ

EE- a“ d =‘—4'l(h) (j?lllterlﬂr]

on,

i A o) R

— 44— +-—=0
dz* % dy* +d:*




i Al e oA

m f_i..? ?;2:—4‘=I{1.}

como procuravamos verificar.

Desviemos agora o ultimo obstaculo que se op-
pde, neste ponto, ao estabelecimento dos theore-
mas em toda a sua generalidade, isto é, conside-
rando o eorpo que contem o agente nio homoge-
neo relativamente a elle, e além d'isso suppondo p
em qualquer posi¢io. Para isso falta-nos apenas
examinar o caso em que o ponto estd de tal modo
perto da superficie, que possam offerecer-se duvi-
das sobre a validade das respectivas expressoes,
que ddo os coefficientes de segunda ordem, entre os
quaes, até aqui, temos estabelecido os mencionados
theoremas, e é d'esse caso que vamos tractar.

Examinando as expressdes (22), as quaes dilo
os coefficientes de primeira ordem das componen-
tes de forca ou os de segunda da funcgio poten-
cial, vé-se effectivamente que os integraes que ellas
contem podem tornar-se infinitos pela razio de que
R estd no denominador, sendo como ¢ a distancia
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de p aos elementos d w, distancia que certamente
¢ muito proxima de zero, quando se der a p a po-
sigdo que temos por fim considerar aqui especial-
mente. Torna se pois preciso, ou adoptar outras
expressdes para os coeflicientes differenciaes de
segunda ordem ou transformar aquelles de modo
que a nova variavel adoptada seja tal que, inte-
grando para todos os seus elementos, a funcgiio a
integrar offerega toda a seguranga de que se ndo
torna infinita em qualquer circumstancia que seja.
A transformagfio tantas vezes adoptada do ele-
mento d w da superficie para o elemento ds d’an-
gulo solido, applicada aos termos que contém i nas
expressdes (22) de que fallamos, resolve todas estas
difficuldades, e por isso ¢ a ella que recorremos,
concluindo depois que mesmo no easo que consi-
deramos os theoremas tem logar, se todavia pela
transformagio se reconhecer que os integraes fi-
cam finitos.
Fazendo

')

H" d 1]

lI Q:i

nas expressoes (22), e reunindo.debaixo do mesmo




signal / todos os termos que contém d g, vem

aX o dH "
$ihee daryy Sl O UG RD |
iz fi[(“ "R +ad.r:ld R

g— f-_l— . 3+ b‘%‘: faos /2 7

= fi [(4&—1).% O i e

z dz R’

onde devemos tomar tantos integraes relativos a
d ¢ quantas forem as intersecgdes do raio vector
com a superficie, observando arespeito dos signaes
o que jé por vezes temos dicto sobre o modo de
considerar o angulo ¢ do raio vector com a normal.

Debaixo d’esta férma especial vejamos se as ex-
pressdes se tornam infinitas para valores de R in-
finitamente pequenos, e para isso analysemos cada
termo em particular, comegando pelos que se re-
ferem 4 variavel d .




Os termos
H H /i
(4a*—1) B (46°—1) = (4c*—1) =B

nio contém quantidade alguma, pela qual possam
tornar-se infinitos: porquanto a, b, ¢ sfio cosenos,

G H !
e como taes menores que a unidade, e B fica finito

em guanto  satisfizer 4 condigiio de se nio tornar
infinita para ponto algum do espago sujeito 4 func-
¢iio que d4 o seu valor tanto interior como exte-
riormente a0 corpo que contém o agente, por ser

S

como suppozemos. K porque os valores de x va-
riam d’'uma maneira continua d'um ponto para
outro, segue-se egualmente que os termos

dH de dH
* & Ty’c dz

nio podem attingir valores infinitos em quanto %
ndo sahir fora das condigdes a que a sujeitamos.

Em consequencia do exposto pode offerecer-se
duvida unicamente sobre os ultimos termos das
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expressdes (26). Estes sfio

H a2 Hbg,
R i . J"'J
fR'R’d’ j ‘i"’

e podemos reduzil-os a dous, pois que, por ser

i=—az+ b3+ ¢y

cy=—1—aa—Dbp,
o ultimo d’elles se decompde do seguinte modo

H
R R

H  ax H b
du——j-F-—Jdu - e |7 gade:

o primeiro d’estes estd no caso dos que mencioni-
mos ha pouco, e os outros dous sio justamente
0s que temos em cima.

Resta pois considerar os dous integraes

H [ 5
‘R R
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para decidir da verdade dos theoremas quando
se suppozer o ponto p infinitamente proximo da
superficie do corpo que contém o agente, e & d’el-
les que vamos tractar, empregando consideracSes
muito simples, que nos levardo naturalmente 4 con-
clusdio que se quer obter.

Abaixando do ponto p uma normal 4 superficie
do corpo, e adoptando para origem d'um systema
de coordenadas rectangulares o ponto em que ella
encontra a superficie, tomando essa recta para eixo
dos z e o plano tangente 4 superficie para plano
dos z y, temos um systema de coordenadas que
nos conduz ao fim desejado.

Os valores de a e b simplificam-se por este sy-
stema, pois que, estando o ponto p sobre o eixo dos
2, 880 =0, y=—0o, ¢ (21)

rb=

1_3".

o

=

Estes valores substituidos nos integraes de que
se tracta fazem-lhes tomar as formas

rH 7 o it
!_é—‘ﬁ%du .}-'E'. é_fdu,

e relativamente 4 extensdo que elles devam ter li-
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mitar-nos-hemos 4 consideragio unicamente dos ele-
mentos dé superficie infinitamente proximos da ori-
gem das coordenadas que adoptdmos, visto que
para todos os outros deixa R de ser infinitamente

pequeno.
Se a equagfio da superficie for representada por

C=f{£,n),

recordando-nos da significa¢lio que demos a «, B, v,
e do modo como se considera a normal a que se
referem os angulos que tém esses cosenos, teremos




e por conseguinte

Com estes valores os dous integraes escrevem-se

dr ] dr
H_ ‘it " Wb
i Sl i TR Y

e vamos ainda transformal-os, adoptando um sys-
tema de coordenadas polares com a mesma origem
que adoptamos para aquelle de que nos estamos
servindo.

A quantidade y d » indica a projec¢iio sobre o
plano dos zy do elemento d « de superficie do corpo
que consideramos, ou o elemento da projeccio,
. sobre o mesmo plano, de toda a porgio da super-
ficie do corpo a que é necessario attender, quer




93

dizer de todos os pontos da superficie para os quaes
R ¢ infinitamente pequeno. D’este modo, tomando
esta variavel para a integragdio, podemos imaginar
um systema de coordenadas polares, com a origem
de que nos temos servido, residente no plano z y,
e exprimir y d w neste systema. Chamando u o raio

vector ou a distancia da origem a qualquer ponto
do plano z ¥, e ¢ o angulo comprehendido entre
dous raios vectores consecutivos, serd

¥ d a==1 dud {;
Advertindo tambem que

E==1 €08 §, n=—"U 8N ¢,

teremos os dous integraes.

3 E
T/j% %:Euqcos-{aff!ldl‘f
_f[r &
il




9%

—

Ora, como para a origem das coordenadas, visto
que o plano & tangente & superficie nesse ponto,

h . & d d
sdo nullos os coefficientes differenciaes d—; e d—t, e
N

como tambem podemos por

para os pontos immediatos a esse, sendo m e n func-
¢bes de u e §, suppondo todavia que a curvatura
da superficie se nido torna infinita, teremos, cha-
mando 4 o primeiro integral e B o segundo,

fﬂ mu — cosydudy,

>, :
B—— /R 5 senvdtsdy.




E porque ¢
R= ‘/u”l- (t—27%

em consequencia do que serd sempre R maior
L]

que u, segue-se que a fracgio 1;-;—. nfio pode tornar-se
infinita. Sendo assim, desapparece o inconveniente
que 4 primeira vista se offerecia para o emprego
das equagdes (22), no caso particular de estar o
ponto p muito proximo da superficie do corpo, e
por conseguinte niio pode restar duvida alguma
de que podemos,em todos os casos empregal-as,
d’onde a generalidade dos theoremas.







CAPITULO TERCEIRO







J4 noutro logar tractimos da distribuigdo su-
perficial do agente, e considerdmos especialmente
o caso em que elle se acha sobre a superficie de
ama esphera. Nesta parte propomo-nos desenvol-
ver um pouco mais este objecto.

Estabelecamos um theorema qué nos fornece a
consideraciio da funeciio potencial, e que é impor-
tantissimo pelas gconclusdes a que conduz quando
se imagina o agente espalliado apenas 4 superfi-
cie dos corpos, como succede, por exemplo, com a

electricidade decomposta em um corpo conductor
isolado.

Seja ¥V a funegiio potencial das quantidades Q,,
Q, - 0n d’agente concentrado nos pontos - o
P,,.. Py, e v a funcgio potencial das quantida-
des ¢,, ¢, gm Q’agente concentrado nos pontos
Pys Pysee- P chamando ¥V, V... Vi, os valores
de V para estes ultimos pontos, v,, ¥,,... v, 08 de v
a respeito dos primeiros, designando respectiva-




mente por

!'rl- )‘, (HI.}S'

as distancias de P; a

PH p:?

devendo o indice ¢ ter todos os valores desde 1
até n, e chamando tambem

{rk)ys (

as distancias de pp a

o

devendo egualmente % ter todos os valores desde
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1 até m, teremos, pela definigéio da funegfio poten-
cial que demos em (I), Cap. Prim.

R S
R e

(' ¢ lendre

@, oy

L

& iy
qi
it (Ri e

=1

..................... (2a)

Fazendo k=1, 2, ... mei=l, 2, ....nem (2) e
(2a), teremos tantas expressdes da funcgfio po-

tencial, quantos forem os pontos em que se sup-
pde concentrado o agente. Ha porém a ponderar
que entre as distancias r e & ha egualdades que per-




02

mittem o estabelecimento d'uma cerfa relagio en-
tre as funcgdes Vi e vj, ¢ vamos ver quaes ellas
sflo, pois é essa relagiio que constitue o theorema
de que nos oceupamos.

A distancia de P; a pr designdmol-a em (1) por
(R; )i, ¢ & mesma distancia é designada em (la)

por (r);; por eonseguinte
7 T PO ¢ § St SR S (b

d’onde podem sahir todas as egualdades de que

fallamos dando a ¢ e a k diversos valores, que de-

vem ser os mesmos nos dous membros.
Multiplicando (2) por gi e (2a) por (i, vem |,

[T=3]

(i :
Vigh==ugk ¥ —~—ccaes . {3)
k.4 sk 2 (a); (2)
==
J.'::m
: vk
vi Qi— Qi el gl A Ja)
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%

e fazendo respectivamente k=1, ;e Y
i=—1,2,....n nos primeiros membros de (3) e

(3a),

fe=mm

V, g, Vagat- -+ ++ Vngn=s 3 gk
k=1

i=n

v, Q+v, Gt . . . - ol SQ. 3 -(-i viee (4a)

Ri)k
i==1 k=1

K=m f==n i=n

N @ 2(”‘ EQ'E(R}E s

k=1 i=1 i=1

(+) Prova-se facilmente que assim €. O primeiro mem-
bro decompde-se como segue:
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logo

Vigo+Vogat . oo FVngn=2,Q+0,Q+ . ... +vn Qu,

ou
E Vg= EU Q

Suppondo que os agentes se acham distribuidos

g Q
» [(_ g e (r, }nJ 3
Q, Q, ’ Qn ;
: (rt}!. o4 (rl}! g " [:T:J"‘ J+
PSP S ey R e L e R
Ql Q., a
m (rm), (’"_m]; i » (rm)n
[ RRYER NS = 1

b (ri}c (e, Rttt (:“E} !
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de tal modo que enchem espagos ou cobrem su-
perficies, os 3 transformam-se em /; e a equagio

precedente pode escrever-se

Leon T e
i=n k=m
— Q-: E (, ‘_]’
i=1 k=1
ﬂas- em virtude de () &

(re)i=(Ri)

logo tem logar a egualdade (5).
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¢ o theorema a que pretendiamos chegar, e que
-em seguida applicamos.

Imaginemos uma esphera de raio R; sobre a su-
perficie S d’esta distribuida uniformemente, isto &,
com uma densidade constante %, a quantidade ¢
d’agente attractivo: supponhamos tambem que ha
uma quantidade @ d’agente distribuido de tal modo
que uma parte d’elle Q; é interior e outra parte Q,
¢ exterior 4 esphera, e chamemos r a distancia do
centro a qualquer ponto, interior ou exterior, para
que queiramos determinar a func¢fio potencial do
agente ¢, a qual designaremos geralmente por v.
Como jé vimos em (p. 57, Cap. Seg.) a funcciio po-
tencial do agente distribuido uniformemente sobre
a superficie da esphera, é

v; ol o AR

para um ponto interior, e

v, =h e b B2

r

para um ponto exterior collocado & distancia r do
centro. i
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Mas pela definigio que demos em cima, &
b=y, + v,

Iogo, se affectarmos os integraes de signaes indi-
cativos da residencia do agente a respeito da es-
phera,

4a b RAQH| Aped & 40

(e) k)

’ud Q= o

daqQ
::ldflhRQ'+4ﬁlhR= (E}-f_ ......... (7)

ou, designando por ¥_ a funcio potencial do agente
exterior 4 esphera relativamente ao centro d’esta,

[ Q;4=.h(R Q-+ RV,

Ora, designando dg o elemento do agente, distri-
buido como dissemos com uma densidade constante
h, serd

dg=+hd 5,
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chamando dS o elemento de superficie espherica ;
donde

| Vdg=.h [ViS,

e por conseguinte, attendendo a (6) e (8),

JVds=4 (}:1*4:;:,i + BV,

onde deve estender-se a integragiio a toda a super-
ficie S da esphera. V ¢ a funcgfio potencial da quan-
tidade () d’agente, que suppomos repartida como
acima indiedmos, relativamente ao agente ¢ distri-
buido sobre a esphera.

Quando se suppozer que o agente Q ¢ todo exte-
vior 4 esphera, entdo teremos simplesmente

|VdS=4xREV,

donde
‘j{V - V)dS=o.......... (9




‘ou

o que quer dizer que a funcgiio potencial do agente
exterior, relativamente 4 superficie espherica, tem
o mesmo valor que quando se calcula relativamente
ao seu centro.

Em quanto o centro permanecer 0 mesmo are:
speito do agente ( ¢ claro que qualquer que seja
a espliera, com tanto que () se lhe conserve exte-
rior, e na mesma disposi¢io, serd sempre

V=2C,

sendo C uma constante: mas nfio succede outro
tanto quando o centro da esphera mudar de posigiio.
porque entio muda tambem o valor de r em (1),
e por conseguinte V. ¥ terd em geral tantos
valores V', V., ... quantos os centros que se esco-
lherem, subsistindo todavia a independencia no-
tada entre os valores de ¥ ¢ os comprimentos do
¥aio. Mas supponhamos que ¥, é sempre o mesmo,
qualquer que seja ¢; entdlo serd necessario que a
distribuiciio de Q se torne especial, de modo a sa-
tisfazer dquella condiciio, e a distribuigfio esphe-
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rica esti n’este caso, pois o valor de V fica inde-
pendente da distancia r.

Effectivamente, como vimos em (p. 57) e jd re-
produzimos acima, &

V.‘—_—!!'f:‘EHF,

designando V; a fanc¢do potencial da quantidade
d’agente, distribuido com a densidade constante
H sobre a superficie d'uma esphera de raio p, re-
lativamente a qualquer ponto do interior da mesma
esphera. Por esta expressio se vé ser possivel con-
seguir para Fum valor particular V,, variando con-
venientemente £/ e p: uma vez assignadosa H e p
valores determinados, V terd um valor constante
para todos os pontos interiores 4 esphera que con-
tem ().

Demostrado isto, e suppondo que ¥ representa
a funcgiio potencial d'uma quantidade qualquer @
d’agente, todo exterior a um certo espago limitado,
néio é possivel que Vtenha um valor constante para
uma parte e um valor differente para outra parte
d’esse espago. Com effeito, supponhamos que divi-
dimos o espago dado em duas partes 4 e B, as
quaes nio podem deixar de ser contiguas, e que a
- funcgiio potencial tem um valor constante a para a
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primeira, e um valor maior ou enor para a §e-
gunda. Tomando um ponto do espago A para cen-
tro d'uma esphera que tenha um raio I tal que
comprehenda uma parte do espago B, e designando
por ds o elemento da esphera, sabemos por 9)
que deve ser

f(v'—a)da=u,

estendendo a integraciio a toda a superficie esphe-
rica, Mas por esta expressio conclue-se que V—=a
para toda a superficie espherica, logo niio pode V
ter um valor differente para os pontos do espago B,
pois que a esphera abrange tambem esses pontos.
Por conseguinte nio pode dar-se a hypothese, que
por um momento figurdmos, de ser V=a para os

pontos de 4 e Vi a para os de B.

D’isto conelue-se tambem que, se no espago pelo
qual esté distribuido o agente Q houver algum
intervallo em que elle nio resida, e se a funcgiio
potencial tiver um valor constante para parte d’esse
intervallo, terd o mesmo valor para todo o inter-
vallo.

Imaginemos uma superficie que involve um certo
espago finito, e suppunhamos uma quantidade 0




112
d’agente distribuida de qualquer modo dentro, féra
e sobre ella. Designemos por dw o elemento d’esta
superficie, por P a for¢a que o agente exerce nor-
malmente a ella, e tentemos deduzir /P di esten-
dendo a integragiio 4 superficie inteira.
Calculemos a acciio do elemento dQ d’agente
pela forma por que ‘deixamos indicado, e /' P du
serd a resultante total das ac¢des que exercem to-
dos os elementos d(). Chamando B a distancia
de d () a dw, i 0 coseno do angulo formado, como
deixdmos convencionado em (p. 61), pela direcciio
da recta que passa por d 0 e dw com a normal a
este ultimo elemento, serd

d) ,{P—!dn

a parte do integral procurado que corresponde 4
quantidade dQ) do agente, estendendo a integra-
¢lio a toda a superficie. Niio podemos porem effe-
ctuar esta integracfio sem marcar o logar d’onde
partle a acgilo, porque o valor do integral varia
com a posiciio de d() a respeito da superficie. To-
mando d() para vertice d'ama pyramide elementar
d'angulo solido ds, a pyramide prolongada através
a superficie encontral-a-ha um numero par ouimpar
de vezes conforme d @ for exterior ou interior a




us

ella, e sabemos que, por ser Iii“ t.imﬁ'i‘dq, pode-

mos integrar em ordem a d ¢, comtanto que tome-
mos tantos integraes com os signaes que lhes con-
vém, quantas forem as intersecgdes da pyramide
com a superficie. D’este modo, quando 4 Q ¢ exte-

rior, vem

%4.,=ﬁ_-d.+dp—...a=o.

Se dQ é interior, vird
. "
Jado=[(4de—iotda— . .h_/i‘fw:

e como neste caso podemos figurar pyramides ele-
mentares em todas as direcgdes em roda de (), serd

-/ki‘dus‘l*'

Quando d () estd mesmo sobre a superficie, sup-
8
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ponhamos tirado um plano tangente 4 superficie
nesse ponto; as partes da superficie que estiverem
superiores ao plano estarfio no primeiro caso, e as
que estiverem inferiores no segundo. Em virtude
d'isto, e porque a superficie a attender ¢ unica-
mente o hemispherio inferior ao plano, teremos
para este caso

—dw=—2r.
; H"d

Conclue-se pois que o agente distribuido exte-
riormente & superficie niio tem influencia alguma
no integral que se pretende achar. Chamando @Q;
o agente interior e (Js 0 que estd distribuido sobre
a superficie, serd assim

/-P!fm:"‘lw Qi+2 = Q;

concluindo-se egualmente que /P =0 quando o
agente estiver todo féra da m;perﬁcie. Chamando
V a funcgiio potencial do agente @, e n a direcgiio

. d¥ :
da normal & superficie, = designa a componente
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no sentido da normal da ac¢io exercida sobre a
superficie; por conseguinte serd

fg—:du_—_:a

quando o agente for todo exterior, e portanto é V'
constante. ! _ .

O emprego da funcgiio potencial, quando refe-
rida ao agente que cobre uma qualquer superficie,
permittir-nos-hia ir ainda mais longe na deducgdo
de importantes theoremas; mas parece-nos bas-
tante o que deixamos dicto para mostrar o alcance
d’aquella nogdo.

No que se segue apresentamos uma breve no-
ticia das modifica¢des devidas a Clausius, e feito
isto damos por concluida a nossa lucubragdo.




A denominagiio de funcgdo potencial foi intro-
duzida na sciencia em 1828 por George Green,
que estudou resumidamente, mas d’'uma maneira
segura, as propriedades d’aguella funcefio numa
obra sobre a applicagiio da analyse mathematica
4s theorias mais- correntes da electricidade e do
magnetismo. O sentido que lhe damos neste tra-
balho ¢ justamente o que lhe attribuiu o eminente
physico inglez. Onze annos depois appareceu um
trabalho de Gauss tractando das propriedades fun-
damentaes do potencial, e nelle se encontra vma
serie de curiosos theoremas sobre as forgas que
actuam segundo a lei dos quadrados das distan-
cias. O objecto a que se referiam os dous auctores
era o mesmo: o nome era porém differente. Os au-
ctores que depois se occuparam d’esta materia em-
pregaram a denominagio de Gauss, mas isto foi
talvez para brevidade. Clausius, professor na Uni-
versidade de Bonn, na sua obra— Die Potential-




1.

function und das Potential, ein Beitrag zur mathe-
matischen Physik. — distingue entre funcedo po-
tencial e potencial. A primeira nogio dé o sentido
que lhe deu Green, e reserva para a segunda uma
signifieagiio analoga mas ndo identica, pois faz o
potencial

H":lzﬂdq

sendo V a funcedo potencial, e estendendo a inte-
gragio a todo o agente do qual dg representa um
elemento. Esta distincgdio de Clausius ¢ importan-
tissima, e parece-nos corresponder cabalmente ao
assumpto. No nosso trabalho nfio nos propozemos
escrever sobre o potencial, mas sim sobre a func-
gllo potencial, e por isso ndio entramos em maiores
circumstanciagdes a tal respeito. No emtanto as
equagdes (6) e (8) ddo-nos exemplos do que deve
entender-se pela palavra potencial.

A primeira edigiio da obra de Clausius esgotou-
se rapidamente, como era de justiga para trabalho
tdo bem concebido. Da segunda edigiio, publicada
em 1866, fez o professor de Lidge M. F. Folie
uma traduceio que publicon em 1870 sob o titulo
— De la Fonction Potentielle e du Potentiel — e foi
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por esta que nos pozemos ao facto das nocdes de
Clausius, as quaes adoptamos. '

Foi tambem Clausius que introduziu pela pri-
meira vez na expressio da func¢iio petencial o coef-
ficiente especifico e. Iste coefficiente, substituido
pelo valor que tem para cada agente particular, es-
tabelece uma uniformidade admiravel nos resulta-
dos a que se chega com a func¢io de que nos te-
mos occupado: representa, como se terf certa-
mente notado, a for¢a attractiva ou repulsiva que .
exercem uma sobre outra duas unidades d’agente
collocadas 4 unidade de distancia. O coefficiente
differencial da fune¢fio potencial ‘de Clausius dd
immediatamente a componente da forga, devido
isto ao coefliciente ¢ ; nflo succede porém outro tanto
com a funcgiio de Gauss. Esta ultima tambem dd
a componente da for¢a pelo seu coefliciente diffe-
rencial de primeira ordem, mas ¢é necessario niio
" esquecer em cada easo fazel-o preceder do signal

apropriado.

FIM.
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