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Escolhi para objecto da minha dissertaciio
inaungural a importantissima theoria das transfor-
macdes de contacto.

Esta theoria, posto que seja o resultado de in-
vestigacdes contemporaneas, constitue, no seu con-

juncto, um corpo de doutrina muito vasto, com
varias applicacdes analyticas e geometricas, que
seria impossivel abranger em um trabalho como
este. Por tal motivo me liinitei a considerar os
seus pontos fundamentaes.

Dividi o assumpto em quatro capitulos:

No primeiro reuni algumas nogdes e princi-
pios auxiliares, de grande applicag¢io nas theorias
que desenvolvo nos capitulos seguintes.

O segundo encerra a defini¢io e as proprieda-
des fundamentaes das transformacdes de contacto,
cuja determinaglio é feita no terceiro capitulo;
n'este exponho tambem outras propriedades im-
portantes d’aquellas transformagdes.

No quarto, finalmente, faco, muite em resumo,
applicaclio das theorias precedentes 4 integraciio
das equagdes as derivadas parciaes de primeira
ordem e ao problema de Pfaff.




Procurei, quanto possivel, usar da maior cla-
reza afim de tornar este trabalho util para as pes-
soas que queiram pela primeira vez tomar co-
nhecimento d'esta doutrina, e modifiquei algumas
demonstragdes, ja4 com o fim de as simplificar, ja
para poder deduzil-as dos principios expostos. Ape-
zar disso, muitos defeitos decerto se encontrariio:
sirvam-lhe de desculpa o pouco tempo de que dis-
puz, e a importancia e novidade do assumpto.

Coimbra, outubro de 1893,
1




CAPITULO 1

Resolugdo de alguns casos particulares da equacio de Pfaff
— Multiplicidades

1. — Seja
(1) Pzt .5 Filr =0

nma equacio differencial tolal, onde Fioeo o F, designam
funceies das n variaveis Py oney, . Diremos que um
systema de equacoes

(2) Y(Ese-n®)=0, ..., g =0,

que conlem as variaveis @y, ..., 2, , salisfoz i equagio
(1), ou que esla equacio feme logar em virtude de (2), se

todos os systemas de valores de =z, ..., x, di,,...,de,
(ue satisfazem as equacoes

F Trser s T,)=0, .., =0

rf-h =0, L e r-l?; =10,

verilicarem a equacio (1).
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D'esta definicio resulla immedialamente que, se um
dado syslema

Pl Tyyees ,.:'“)_u, fpg 3 ':'I_{"

salislizer a4 equaciio (1), esta equagdo ¢ salisfeita por
qualquer oulro syslema

P (s evayd)=0, ..., $=0,

9. =0, ..., 9=0,l5=0, ..., dg=0
e
‘-:)l=0, ininiy ',a‘= :,l,rf’falzo, Ry f.":JJ,:U

sio verificados pelos mesmos valores de x, ...,z ,

dz,, .-« de, .

2. — E sabido que a equacio proposta (1) pode ter
logar em virtude de uma equacio da forma

q.(.rl,... y £)=0,

quando os seus coeflicientes ¥, , ..., F_ salisfazem iden-

ticamenle s relacoes conhecidas

(oF, oF. oF. aF)\ _ (oF, @F.)\_
( o l‘i} o l;-.;;q)r‘r +( : .l'_q = o r—-’ J I-I'+{- o o n'_l" )P'JZl'
Gl T o i S ¥

(."1‘]‘1":|121+'*v“}-

No caso, porém, em que as relacioes precedenles se
mio verificam, a referida equacio sO pode ser salisleila
por systemas de equacoes.

A determinacio d'esles syslemas conslilue um pro-
blema muito complicado, quando a equacio (1) se apre-
senla sob a sua forma mais geral.
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Aqui consideraremos apenas alguns casos particula-
res que, embora muito simples, teem grande imporfan-
eia no esludo das transformacoes de contacto.

Em homenagem aos trabalhos de Plafl sobre a equa-
¢io (1), dio-lhe alguns geomelras o nome de equacio de
Pfafl & ao seu primeiro membro o de expressao de Pfaff.

Empregaremos estas designacoes algnmas vezes.

3. — Saupponhamos que nio figuram em (1) as dil-
ferenciaes de todas as variaveis, islo é, que a equacio
(1) tem a forma

i
(3) L. G (Zys e is @ Yyo o+ 01 9,) dF =0,

fe2
Vamos demonstrar os seguinles principios :
I. — Todo o systema de equacies da forma

[ 4 f an - S — e i
oA R SR R R R TS T % ==0

que salisfaz a equacao de Pfaff (3) e nio determina rela-

cao alguma entre as variaveis Xysoa. T, , conlem as
equacoes

Al o

Gy (Tpien s T Yy - 00, )=0, ..., G,==o0.

Com effeito, na hypothese que consideramos, ¢ ;
equacio (3) salisfeita por cada systema de valores de
Tpy vy Ty Yo oo oy Y que verifica (4), quaesquer que
sejam os valores que se deem a n’.l‘i, i n’.-:-d. vislo ne-
nhuma relacio poder ligar estas differenciaes, islo ¢,
annullam-se os coefficientes G,, ..., G, de (3) para cada
systema de valores de x, y, que satisfaz a (4), o que jus-
lifica o theorema enunciado.




I — Qualguer systema de equacoes da forma

! T i) .
(B) D (Ey oo sy Yy veas Y )=0, ooy =0

que salisfaz a equagio de Pfaff (3) ¢ determina wm certo
numero de velacoes

(9) §, (&, .o 8)=0, .., $.=0

enlre as variaveis Ty y t‘f'J.l.i!pJ'th’mfe s t,‘qm:.g'ﬁe_-: que
resultam de

.‘ " é:f!}l ;'l;l
NG (e v o @ s Wiy ey Y )b =—= 4 y
(6)« : cietia i i ' oz, o L-:ri’

(112, 0. 050)

pela eliminacio de hy, ... k.

Effectivamente, a equacio (3) tem logar, caso o sys-
tema (4) Ihe satisfaca, para lodos os syslemas de valo-
res de @, y, dz, dy, que verilicam as equacoes

¢@Q=0, .-+ H=0, dg,=o0, ..., dy;=0,
ou, visto que dy,,...,dy, nio lignram em (3), para
todos os systemas de valores de x, y, dz, que salisfazem

ds equacoes

P — P P — | [ —
6, =0, 20y P=0,dP =0, ... dy, =0

A cada soluciio o, , ..., Ty Yy s .0y ¥m U0 syslema
(4) correspondem, pois, & numeros %, , ... . M, laes que
tem logar a expressio

(7 Gz, + ... +Gde,=hdy + ... + i,

quaesquer que sejam os valores de dz,, ..., dzy, , ou
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ainda, que sio salisfeilas as equacoes (6), que resultam
de egualar os coeflicientes de dr,, . .., dr, nos dois
membros de (7), isto ¢, cada solucio do syslema (4)
salisfaz ds equacoes provenienles de (6) pela eliminacio
de &, ..., &, como queriamos demonstrar,

. — Reciprocamente, se k velacoes quaesquer du
forma

(M bl@p.om)=0, .., $=0

forem compaliveis com as expressies

5 . dd . o

~ I'i E'r].'- seiy 'fu‘ .‘Jrl' LRLd ?l"":l e "'I A .1 -'_ Lf + "'I' '.'.-

-:lﬂ ‘. l‘_ll. oudy
' = 90 5o

onde hy, ..., &, designam grandezas convenienfemente es-
colhidas, o systema

B $=0 .0, =0, V,=0, ..., V,=0

no qual V, =0, ...,V; =0 representam as equacies que
proveem de (G) pela eliminacio de b, ..., h,, salisfuz d
equacio de Pfaff (3).

Na verdade, a cada systema de valores das varia-
veis @, ¥, que salisfaz as equacoes (8), as guaes na
nossa hypothese sio manifestamente compaliveis, cor-
respondem claramente valores de &, ..., &, que, con-
junclamente com aquelles valores de @, y, verilicam as
relacoes (6).

Ora, cada solucio =, y, k das equacies (6) salisfaz
d relacio differencial (7), quaesquer que sejam os valo-
res de dux,, ..., dz,.

T
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Por isso, a equacio (3) ¢ verificada por todas as
solucoes x, y, dr, dy do syslema

TRE o SRR T R R Ve=0.0 0

dhy =0, vevy dip=0,dV;=0, dV3=0,...
isto ¢, aquella equacio tem logar em virlude de (8).

4. —Do que fica dicto em o n.o anterior resulla
claramenle gue :
Todo o systema de equacies que salisfaz d equacao

de Pfuff

(ﬂ g, f;l |'-_:'=_ ceey Moa Mys ve ey _?,'m} If.i‘l:”.
=1

esta comprehendido em wm dos systemas

(9) G,=0, ..., G,=o0,U;=0, U;=0,...

o

(10) §,=o, ..., =0, V,=0, ..., V;=0, W.=0, W,=o, ...

onde U;=0, Uy=0,... represenlan eqUACTES (uaesquer, que
Conleem Tyy ooy, Uyy o o oy Y e COMputivers enlre 81 e com
G,=0, Gy=0,..., e W,=0, Wy=0, ... equagies que
eslito nas mesmas circumslancias em rvelacio s expres-
s0es 'L}a =0 V=o.

Esta proposicio indica-nos dois processos para de-
lerminar systemas de equaces que salisfazem i equacio
de Plafl (3).

() processo baseado nas formulas (9) so ¢ applica-
vel quando ha systemas de valores de @, y, que annul-
lam os coelficienles da equaciio de que se trala; o que
corresponde ds formulas (10) exige, como vimos, a com-
patibilidade das equacoes (5) e (6).
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5. — As consideracdes precedentes vio servir-nos
para resolver da maneira mais geral as duas equacoes
de:—py de, — ... —p de, =0
e
M !f.f'l AR S ) [ rf.i'" =0,

onde p,, ..., p, designam quanlidades variaveis.
Estas equacoes leem unma grande imporlancia no
estudo das transformacoes de contacto e na theoria das

equacoes as derivadas parciaes de primeira ordem.
6. — Seja dada, em primeiro logar, a equacio

(1 d: —pylx, — ... —pde =0

(0 primeiro processo indicado em o n.® 4 nido per-

milte delerminar syslemas de equacoes que satisfacam
i equacdo de que tratamos, visto ler dz n'esla equa-
¢io por coefficienle a unidade.

Estamos assim reduzidos ao segundo.

Para o applicarmos, consideremos de um modo ge-
al (k + 1) relacoes distinelas

(Iﬂ) ":‘1 ':_:! -"17 LR :""") =0y ey l;‘J'c-]-l = 0,

entre as variaveis ¢, &, ...,®,.
Eslas equacoes sio compaliveis com

A 0% L Ofk+1__ |
. iy U oL =
1. B IS x
3 Y E Clp41
Lt S | T
Y vt w e A A — I
| lf.i'l : k+1 or, p' :

(8 1 SRR |

se forem resoluveis em ordem a z e k das variaveis =,




= — -
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Com efleito, se as equacdes (12) forem resoluveis
em ordem a z, xy, . .., @, por exemplo, o delerminante

- |
\L-.L_{'.J ('.d
ol .~y e

gi. aor (N

0%k 4o

¢ dilferente de zero para todos os systemas de valores
de z, @, ..., x, que satislazem a (12) e por isso eslas
equacoes, conjunclamente com as (n — k) primeiras de
(13), pe rmillem delerminar o T 1 -'], sle 41
em funcedo das variaveis @z 4, o ooy Ty Py - oo o P, Pelas
ultimas (1 — k) equacoes (13) podemos em seguida ex-
primiv pe4,, . . .4 Pu DAS mMesmas variaveis.

As equacoes (12) e (13) podem assim resolver-se
em ordem & 2, @y, o« o @iy Ry g o sop Kby s Phdgyeasaly
@ §10 por isso compativeis,

PPor oulro lado, consideremos um systema
e e s By Pynes s s ) =0, .oy §=0
que satisfaca & equacio (11) ¢ que determine (k + 1) re-
lacoes distinelas

a ! 5. i T i K} =
(12) DB &, T )=0, ..., P =0

EnLre 2, @y ieis 5 &, -

Estas relacoes, sendo distine tas, podem resolver-se
em ordem a (k-4 1) das variaveis que ellas encerram.

Vamos ver que : ¢ uma d’eslas variaveis.

Na verdade, se as relagoes ¢, =o0, ..., %, =0
nio contiverem : on conliverem esta variavel apenas
formalmente, isto ¢, se forem equivalentes is expressoes

LILJ']....,-F|:H, v sw Y [

A Ly g =0,

¢ se o systema (14) salislizer & equacio de Pfaff (11),
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deve esla equacio ser salisfeita por lodos os syslemas

de valores de x, y, de, que verilicam i
9==0; ,.+-5 =0, dly==0, ..., dL,,  ,=0.

Ora, a este nltimo syslema salisfazem claramente
todas as solucoes de (14), conjunctamente com dx, =
= dz,=.. .= dr,=0 e d: qualquer.

O mesmo deveria, portanto, aconlecer com a equa-
¢io (11), o que evidentemente nio pode ler logar.

As equacoes (12) sio, pois, resoluveis em ordem a
z e k das variaveis @, caso resullem de um syslema que
salisfaca & equacio (11).

Do que precede, resulta que ¢ necessaria e suffi-
ciente a resolubilidade das equacdes (12) em ordem a z
e k das variaveis x, para que de (12) e (13) se deduza,
pela eliminacio de . ..., ke 44, UM systema que sa-
tisfaga @ equacao proposta (11). Notando que o systema
resultante d’aquella eliminacio se compoe de (n - 1)
equacoes distinelas, podemos, pois, enunciar a seguinle
proposicio:

Obleem-se ludos os systemas de (n + 1) {'l’fh‘i.‘g.‘i_}l',’é‘ que
salisfuzem a equagdo de Pfaff

dz—p, de,— ... —p_ dx =0,

eliminando as grandezas kg, ..., &, ., de todos os sys-
: 1 B | .
lemas que resullam de

r - (":J.. - r_r{_-
Ay = TR e [ 8 %2 e S
15z ezt S 5 e v 1,
(13
I-r;J o r'?
it o L § SR g k41
.' ""l = T+ ha tﬂf;l"- I - ] 'r';_ I | a2 —— -Hi'
i i i
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r‘_f"-mrfri se fuz ko ewccessivamente equal a o, 1, ..., n ¢ se

consideram lodas as rvelugies da forma (12) que sejam re-

solurveis em ordem a = e k dus variaveis oo s vr B
Designando agora por

(15) Womrte by N e

as equacocs que resullam das ultimas (n + 1) equacoes
(13) pela eliminacio de &, ..., %, ¢ altendendo ao
n.° 4, podemos concluir que:

Para delerminar todos os systemas de mars de (n+1)
cquacoes, que salisfazem d equacdo proposia (11), busta
accreseenlar o cada wm dos obtidos pelo processo widerior
u’l'ufr'n_’.\' quaesqier endre s variavels x, &, p, que se-
Jam compaliveis enlre si e com as equagoes (15) e(12) e
que, conjunclamente com (15), nao delerminem relacdo
alguma entre as variaveis z,x,, ...,z , independente
de (12).

7. — 0s resultados precedentes podem ser enun-
ciados de oulra maneira, lomando as equacoes (12) sob
a forma

9Ty 3 — (& P T e T e
(12) t—w(Te,, 400 a,)=0, Tq, WU s Ty =0,
(=1, 2.....k%1),
onde as grandezas a, ..., « designam uma sequencia

qualquer dos numeros 1, 2, ..., n.
Effectivamente, as (K + 1) primeiras equacoes do
systema (13) reduzemese na nossa supposicio is ex-

Ihl'ﬂﬁ!il-ll‘ﬁ

;"I ==1 |-f.== : f'f’-;""’}‘ﬁ.—+:""_1'f1;u




que convertem as nllimas (n — k) equacoes do mesmo
S}'#Ii‘lll:l em

o i o,
El i | 1 T
(15) pi— 37 TPya= T o TP

i J

{J.-.—-. q‘;_ L4yt q“) F

As equacoes (12) e (15) do n.” anterior redozem-se
assim respectivamente a (12') e (1), o que nos permitte
concluir :

Obleem-se lodos os systemas de (n + 1) equacies que
salisfazem a equacido proposta (11), fazendo k successiva-
wmenle equal a O, 1, .., , % nas formulas (12') ¢ (157),
onde e, w,, ... sio funceoes w bilrarios dos seus argu-
menlos. Os systemas de maior numero de equacoes podem
em sequida determinar-se juntando a cado wm d'aquelles
quaesquer f'l’l’rl{fu'\' enlre as varinveis I, &, P, que .?I’Ji“'ﬂ
compaliveis entre st e com (12') e (15') e que ndo deter-
minem, conjunctamente com (15'), relacdo alguma enlre
8, Ty, ooy @, independente de (12').

8. — Da proposicio que acabamos de enunciar de-
riva o theorema seguinte que se lorna evidenle, pondo
k=0 nas formnlas (12') e (15):

Todo o systema de (i + 1) equagies distinetas que
salisfaz a equacio de Pfaff

de—py do,— . .. — pde =0

¢ que apenas delermina uma relacdo entre as varigveis

2, @y -y B pode veduziv-se d forma
3 o o
T —W (JI,-..,-fn:l-—--U..Hl—é_—‘rl—U, ...,I’n'-'ai.-to_

n
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9. — Delerminemos agora 0s systemas que salisfa-

zem a4 equaciao de Pfall
P, de, + ... + p, dr, =0.

Comecemos pelos de o equacoes.
Em primeiro logar, lemos o systema evidente

Pi==0, .:es P,=0.

Qualquer systema, além d'este, que salisfaga i
equacio proposta, determina um certo numero k de re-
lacoes dislinclas

(16) Gl s n BN =20, o0y Y =0

entre as variaveis «,, ..., z, ¢ comprehende, além de
(16), as equacoes provenientes de

= 4 . o
“J) _ "'+!‘k5=}';'

(ial, B v, 0)

pela eliminacio de A, ..., Rk 'n

Por outro lado, k relacoes quaesquer da forma (16)
sio evidentemente compaliveis com (17), desde que pos-
sam resolver-se em ordem a k das variaveis «, islo é,
deside que sejam dislinclas.

D'isto resulta, pondo de parte o syslema py = p=...
==ip =01

Obteem-se todos os systenias de n equacoes que salts-
fazem a equacao de Pfaff

pdey+ ...+ p, dr,=0,




eliminands cs grandezas k., . . ., -"r.- s equagoes

90 (S ,.J-'"] =0, ... 0 =0,

- lll"'[ ' 'i‘lk
(18) 1 "'l e + % "',',- i, =¥y
\ (, . ‘—q e H} "

ande oo inleivo k devem ser dados lodos os valoves desde

':*1 =0,..., ';’;.- — () &0 guaesguer,

o alé noe as equacoes
mas distinelos.

Para determinar os syslemas de mais de a equa-
coes, basla acerescentar a eada um dos oblidos pelo pro-
cesso anterior relacoes uaesquer enlre as variaveis @z, p,
que estejam em condicdes identicas ds referidas na se-
gunda proposicio do n.* 6.

Devemos ainda notar que, se considerarmos as
equacoes (16) sob a [orma

S - s g ;
T, “e( a;‘H‘....-Tu“]-—u.{r—l.l....*fa).

as relacoes que resulltam de (18) pela eliminacio de

hys ooy by lomam a fGrma:

P; + Pa, :'-.'r'l o PR ¢ l'"‘f. st

(=0 e a).

Conclue-se d'agui uwma proposicao analoga 4 do
ne 7.




10. — Sejam dadas (- 1) variaveis z, Tissanly
Consideraremos cada systema de valores 29, AN
ooy 0 dados dquellas variaveis, como representando
ou delinindo um ponto do espaco a (n + 1) dimensoes
Ty Ey v oy 0,3 08 grandezas 29, .I'l“, ko ,.T"“ Serion as
covrdenadas do ponto em questio.

Cada uma das coordenadas de um ponto pode rece-
ber uma infinidade de valores differentes, pelo que o es-
paco a (n + 1) dimensoes contém um numero de pontos
distinelos que podemos representar por ="', Assim,
diremos, por exemplo, que o plano encerra =* ponlos
distinclos, ou ainda, que o numero dos pontos do plano
¢ duplamenle inlinito.

Posto isto, damos o nome de multiplicidade pontual
ao conjuncto dos pontos definidos por wmna ou mais
equacoes que encerram as (n + 1) variaveis 2, @, , ..., 7,
e chamamos ardem de nma dada multiplicidade pontual
ao numero das variaveis independenles que figuram nas
equacoes que a definem,

D'este modo, uma equacio da forma

¢(2 % ,...,8)==0,
que define, enlre os =" 1 pontos do espaco a (n+1)
dimensoes, " ponlos dislinetos, representa uma mulli-
plicidade pontual da ordem ».

Egualmente, um systema de equacoes dislinelas

%y(2s :cl,.“,;r"):{), sy =0,
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entre as varviaveis :, @, , ..., x, define, na tolalidade
dos ponlos do espaco a (u -+ 1) dimensies, gl
pontos distinetos e representa uma multiplicidade pon-
tnal da ordem n 4 1 —1(.

Da mesma forma os ponlos, as curvas e as super-
ficies sio as multiplicidades pontuaes do plano e do es-
paco ordinario e um ponlo do espaco a um numero
qualquer de dimensoes constitue uma mulliplicidade
pontual da ordem zero.

Uma multiplicidade importante, no que vae dizer-se,
¢ a delinida pela equacao linear

{l”} Z_:=P| {xi_'rllJl_"'+1”r|{xn_'rﬂ}’

onde represenlam: 2, , ..., % a8 coordenadas de um
dado ponto; Z, X, , . «., X as coordenadas de num ponto
variavel; e p;, ... P coeflicienles |||1;In.=::|;t|er.

A esla multiplicidade pontual di-se o nome de
multiplicidade plana, ou simplesmenle plano, pela simi-
Ihanca que a equacio (19) tem com a equacio do plano ;
as grandezas p,, ..., p, si0 0s coefficientes angulares e
A S G T coordenadas correnles.

i. — Ao lado das mulliplicidades ponluaes convém
considerar as multiplicidudes de elementos do espaco.

Chama-se elemento do espaco a (n 4+ 1) dimensoes a
todo o syslema de valores de z, o, . . ., By Py s AP
isto &, ao conjunclo de um dado ponto e de um plano
qualquer (1%) que passe por esse ponto. Um elemento ¢
completamenle definido pelas suas coordenadaos z, vy ...,
E oy Pys-ns Pyt 5Ty, ..., o, lixam, por assim dizer, a
posicao do elemento ¢ p,, ..., p, delerminam a sua
orienlagao.

No caso de ser n==1,a equagio (18) define uma




linha recta em um dado plano. Por isso. um elemento
do plano ¢ o conjuncto de um dado ponto (z, y) e de
uma recla

Y—y=m(X—ax)

que passa por esse ponfo.

Os elementos do plano e do espaco ordinario sio
muitas vezes conhecidos respectivamente sob as designa-
coes de elementos lineares e elementos de superficie.

Poslo isto, denominaremos mulliplicidade de ele-
mentos do espaco a (n + 1) dimensoes o conjunclo dos
elementos delinidos por um certo numero de equacoes
que ligam as variaveis 2,2, ,...,&,P;,. .., P, € Sa-
tisfazem i equacao de Plalf

dsg —pyday—...—p, dr,=0;

e diremos que uma mulltiplicidade d'este genero ¢ da or-
dem I se for [ o numero de variaveis independenles que
figuram nas suas equacoes.

Representaremos uma mulliplicidade de elementos
pela letra M, ou ainda, pelo symbolo M_, onde o indice
i designard a ordem da mulliplicidade em questio.

12. — 0 que ficou dito em os n.** 6 ¢ 7, permille-
nos evidentemente detérminar todas as mulliplicidades
de elementos respectivas a um dado espaco,

Vamos vér que estas multiplicidades sio suscepliveis
de uma representacio geomelrica nos casos do plano e
do espaco ordinario.

Consideremos, por exemplo, o espaco a tres dimen-

soes , ¥, .




»
E sabido que os syslemas de equacoes que salisfa-
zem 4 eqoacio de Plaff

(20) dz — pda — qdy =0 ,

determinam oma, duas on bres relacoes enlre as varia-
veis @, ¥, 2.

I. — Seja dado, em primeiro logar, um systema qual-
quer que satisfaca a (20) e apenas delermine uma re-
laciio

Az, y,2) =0

enlre aquellas variaveis,

Pelo que se disse em o n.” 6, o syslema proposto
contém, além da relacio precedente, que ¢ resoluvel em
ordem a z, as equacioes

o b
oz o
ﬂl | — {] = — =
=D I gl 99
dz oz
que resoaltam de
) oy | ) o . 0o
 — =— |\ —— = — P A— = —
o2 ! oxr P oy q

pela eliminaciio de % e nio contém evidentemente outras
que sejam distinctas de z=o0 e (21), islo ¢, tem a
forma

L5
.| -1
-

% |
=
-~
-

(22 o=0 ., p:—,"- : ===

-
-3
-
(5]

o8 0

by [«

Ora, ¢ manifesto que cada elemento de (22) se com-
poe de um cerlo ponto da superficie g(x, y,2) =0 ¢ do
4
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plano tangente a esla superficie n’aquelle ponto; ¢ que,
reciprocamente, um ponto qualquer da referida superfi-
cie constitue, com o respeclivo plano tangente, um ele-
menlo do espaco que pertence @ multiplicidade M re-
presentada por (22).

Por isso, se chamarmos elemento de uma superficie
:—g(x, y)==0 ao syslema de nm dos sens pontos e do
plano que lhe ¢ langente w'este ponlo e nolarmos que as
equacoes (22) definem =* elementos dislinetos, podemos
dizer :

A multiplicidade M definida por wm systema gue sa-
lisfuz d equacio

g — n dr — q n"'l,f =0
€ (ue apenas determina wma relacio entre as variaveis

@, Y, 2, ¢ de sequnda ordem ¢ compoe-se dos =2 elementos
da superficie determinada por aguelfe relacio,

Il. — Consideremos agora um systema que saiisfaz
a (22) e que determina duas relacoes distinclas da forma

(23) g ley2)=0 , sfr,y2=0

y
as quaes devem ser (§ 6) resoluveis em ordem a z e x
ou em ordem a z ¢ y.

() nosso syslema conlém, como se sabe, as equa-
coes (23) e a equacio




que provém de

0, L) ki I
! - -+ A ——
1 oz . oz :
25) 9% a7y
':_" I -'.1 e o el =—=0p,
do a7
1 T1 . T2
1 .r'.l - *Ir """ﬁ - = — (..l' 4
\ cy ay

pela eliminacio de A, e &;; além d'estas, ou nio con-
tém outras equacoes que sejam dislinclas de (23) e (24),
ou conlém mais uma, que ¢ compativel com (23) e (24) e
nao delermina, conjunctamente com (24), uma relacio
enlre x, y, z, independente de (23),

No primeiro caso, isto ¢, se (23) e (24) forem as uni-
eas equacoes distinetas do systema considerado, cada ele-
mento da multiplicidade M que este syslema define, com-
poe-se claramente de um dos pontos da eurva 5, = o,
g.==0 e de um qualquer dos planos que resultam de
dar a p e ¢ na equacio

(26) l—z=p(X—-2)+q (Y —1»)

0s syslemas de valores que para estas variaveis se dedu-
zem da equacio (24), depois de n'ella subsliluir as coor-
denadas x, y, z do ponto em questio.

Ora, loidos estes planos  passam pela tangenle @
cirva £, =0, ¢a=0 no ponto (x, ¥, z), vislo que a
equacio (26), allendendo as relacoes (25), se transfor-
ma na expressio
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i [”."51 A W Pt e b e L g y]l
} T IU' .

oz o

'+,,, l P (f—2) + B —2) + 2 (Y—9) |—=.-,
or ol

)

L]

que é a equacio geral dos planos que conleem a referida
langente.

Cada elemento da multiplicidade a que nos vimos
referindo, compde-se por isso de nm eerto ponto da
curva ¢, =0 , #,==0 e de um dos planos langentes a
esta carva n'aquelle ponlo.

Reciprocamente, ¢ visivel que cada ponto da curva
9, =0 , ;=0 conslilue com cada nm dos planos tan-
gentes & mesma curva naquelle ponto nm elemento do
espaco que pertence & multiplicidade definida por (23)
e (24).

Portanto, chamando elemento da curva ¢, =o0,
2o =0 a0 systema de um ponlo d'esta curva e de um
dos sens planos langenles n'este ponlo, e nolando que
em (23) e (24) ficam independentes duas variaveis, po-
demos concluir:

Todo o systema que salisfaz d equacio

dz — pdr — qdy =0

e que determina duas velugies distinclas entre x, Y, 2,
define — caso contenha apenas lres equagoes independenles
o

— wuma multiplicidade My, que se compoe dos o ele-
meilos da curva represenlada por aquellas duas relacies,

No segundo easo, isto ¢, quando o sysiema consi-
derado comprehende, além das equacoes (23) e (24), ape-
nas uma outra distineta d'estas e satisfazendo is condi-




ches acima enunciadas, a muoltiplicidade M que o mesmo
systema define ¢ evidenlemente de primeira ordem e
lodos os seus elementos se enconlram entre os da eurva

-3

=0, ..:! == {).

I — Consideremos finalmente um systema que sa-
lisfaz & equacao proposta (20) e que delermina Lres re-
lagoes distinelas enlre as variaveis ¥, 2.

Este systema tem uma das formas

e=da,y =50 z=c
ou
r=da,y=0, s=c¢, U(p. q)=0,

onde a, b, ¢ designam quantidades constantes e U uma
funecio arbitraria, isto é, representa, ow wma wmultipli-
cidade M, que se compae e lodos os elementos de que fuz
parle o ponto (a, b, ¢}, ou wma mulliplicidade M, cujos
clemenlos se enconlram enlre os d'aquelle mesmo ponto.

Reunindo o que alé aqui temos dicto em relacio s
mulliplicidades M,, temos a proposicio :

Uma multiplicidade qualguer M, do espaco ordinario
compae-se, ou de todos os elementos de wma superficie
(ponlos e planos fangenles), ow de todos os elementos de
uma curva (ponlos e planos tangenles), on ainda, de lodos
os elementos de wm ponto (ponto e planos que passam por
esse ponto) ; veciprocamenle, a totalidade dos elementos de
nma superficie, de wma curva, on de um ponto, constitue
wma wmulliplicidade M,

Ficam excluidas ('esta proposicio as superficies e
S CUVAS N0 eSpPaco, cujas equacoes nio encerram a va-
riavel z, como se reconlieee immedialamente pela ana-
Iyse anlerior,




13. — Parlindo da equacio
iy — y'de =0

¢ segnindo o caminho do n.* 12, chega-se sem difficul-
dade 4 proposicio segninte, respecliva ao plano :

Uma multiplicidade M, do plano compie-se, ow de
todos os elemenlos lineares de wma cwrva (ponlos e tan-
genles), o de todos os elementos lineares de wm ponlo
(ponlo e veclas que passam por esse ponlo).

Reciprocamente, o conjuncto dos elemenlos lineares
de wm poiclo, ou de wma cwrva plana, constitue wma winl-
H}aflr'."rhnh’ M‘,

Excluem-se as curvas, cujas equacies nio encerram
a variavel y.

14. — Fazendo uso da linguagem hypergeomelrica,

podemos cstender as conclusoes dos dois numeros pre-
cedentes ao caso do espaco a um numero qualquer de

dimensoes.
Com efleilo, seja dada a equacio de Plafl

(11) de — pdr, — ... —pdr,=0

¢ consideremos de um modo geral nm syslema de (n-+4+1)
equacies que salisfaca a (11) e determine (k + 1) rela-
coes distinelas

i

. ) L
(12) &8, @y .o g W)E=0, vy iy =0

entre &, T35+« oy Te

I sabido que este syslema apenas contém, além das
relagies precedenles, as ciquaches que proveem de




k1 oAb T

8 £ A== ,8 A—L=—ep, (i=1,9,...,n)
j=t 4 0z jui '3 OB,
pela eliminacio de &, , ... 4.

A multiplicidade M que o mesmo systema define ¢,
pois, da ordem n ¢ cada um dos seus elementos se
compoe de um certo ponto da multiplicidade pontual
(12) e de um dos =* planos representados pela equa-

0

M G M g

Er—)l—2)+ (2 A 2 )X,—7
(91 \ (;_-1"-“ dz -J“’ o {..' :!J f.i'-,). i
L=d) {
k44 N T
I ot 2ol | 8
’ i3 ‘ :_ IJ'.‘ _r-_r'"-'\]{-\"_ r:li'- =0

que resulta manifestamente da combinacio da equacio

L—ag=p (X, — A I SRR o rf(" — 2
com as equaches (28).

Reciprocamente, cada ponto de (12) conslitue com
cada plano (29) um elemento que pertence claramente i
multiplicidade M definida pelas equacoes (12) e (29).

Ora, pela analogia que existe entre as equacoes (29)
e (27), diremos que os planos delicidos pela equacio (29)
sio langentes & multiplicidade (12) no ponto z, oy, . . .,

Por isso, chamando efemento de uma dada multipli-
cidade pontual (12) ao conjuncto de um ponto qualquer
d'esta mulliplicidade e de um dos seus planos langenles
n'este ponlo, podemos coneluir gue :

A totalidade dos elementos de wma didi multiplici-
dade pontual (12) constitue wma multiplicidade M., on
pinda, que loda a multiplicidade M, do espaco a (n 4 1)
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dimensioes se compoe dos elementos de wme dada multi-
plicidade pontual do mesmo espaco.

Excluem-se daqui as multiplicidades ponluaes, cu-
jas equacoes nio encerram a variavel z, como facilmenle
se reconhece pela primeira das equacoes (28).

A proposicio precedente lem logar para todos o0s
valores inteiros de £ desde o alé i,

No easo de ser k=0, as equacoes (12), (28) e (29)
reduzem-se respeclivamente as seguintes:

“-_J.f} B S AN .I'H)ZU

o a4
] . r"tl i brf y ]

(28') ;__,___:|,___,.J'._‘=—-—JJ‘-,{!=|,L,.-””'}
o2 !-.Il.
o, d ol o s

(ﬂw} P “,‘I_'“} TH‘] {?"l_'rij—b_"‘ ‘::_ l::\Lu_h )=

““n

Por isso, 0 conjunclo dos ponlos definidos por wnau
equagdao da forma

';' {:| lr'[ - BN ‘]."} =40

constitue com os planos corvespondentes dados por (13')
wma multiplicidade M_.

Devemos nolar que esta proposicio ¢ analoga a que
tem logar no espaco ordinario a respeito das superficies,

Se for n = k, as equacoes (12) podem lomar a forma

Z2=0€, B =th; sy T =0

Os coeflicientes angulares p,, ..., pa ficam arbitra-
rios e por isso:

0 conjuncto dos elementos relativos o um dudo ponlo
do espaco constitue wma multiplicidade M,




CAPITULO 11

Defini¢ao das transformagdes de contacto e relagdes
analyticas que as caracterisam

156. — Seja dada uma lransformacio
(1) =z, =Xz 52,y =Y@932),2,=Uz,y,1),

, € consi-
deremos cada systema de valores de z, y, z e de =, y,, 2,
como coordenados de nm ponto do espaco em relacio a
lres eixos reclangulares quaesquer.

Eslta transformacio converte os ponlos de uma dada
superficie 2 —= (2, y)=o0 nos de uma nova superficie,
cuja equacio se obtém, eliminando de z — ¢ (2, y)=o0,
por meio de (1), as variaveis z, y, z.

Supponhamos que i equacio da superficie transfor-
mada se pide dar a forma z, — 2,(x,, y,) =0, 0 que
aconlecerd geralmente, e sejam (z, y, 2) e (z,, y,, 2,) dois
pontos que se correspondem nas duas superficies,

A cada ponto (x, y, 2) da primeira superficie corres-
B

enlre as variaveis z,y, z e as variaveis x,, y,, =
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§ oz oz
pondem certos valores das derivadas —=p, — =g, ¢
or LA
a0 ponto z,, ¥, , 2, , transformado de =z, y, 2, correspon-
oz oz
dem egualmente cerlos valores de —L =p, , "' =q.
r'J’1 T .F;I

[sto mostra gue as formulas (1), além de estabelecerem
uma correspondencia entre os ponlos das doas superfi-
cies, originam, para eada ponlo (2, y, 2), certas relacoes
entre as grandezas p, q, p;, ;.

Para determinar eslas relagoes, seja (z4-de, y4dy,
z 4 dz) um ponto gnalquer da superficie primilivi, io-
linitamente proximo de (z,y,2), e (#, + dz, , y, + du, ,
r, 4 dz;) 0 ponto correspondente na superficie transfor-
mada ;3 leremos:

() oz — .;}rf,-‘]" ---."HIH =1, n'zI — ?'.lln',-r‘l - "-I’l”l-"'l == 0,

A segonda d'eslas equacoes loma, em virlwde de (1),
a forma

il — pdX —qgdY =0

ol
a7, oX oY a7, d) oY
{ :;r] =g T,_ — W' i -|£ —(_"y— - Iy ['A'_y ==+l 7 }I’fll,"
(o7 X oY
+1 Tz-_-'ﬂ'? — 4y ?]n':.:tn.

Esta cgualdade ¢ a primeira das equacoes (2) sio
necessariamenle equivalentes, visto que, por ser (z4-dx,
¥+ dy, z + dz) nm poulo da superlicie z — o (&, y) =0,
yue apenas salisfaz & condicio de ser infinitamente pro-
ximo de x, 4,2, &

iz — pdr — gy =10
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a unica relagio a que devem salisfazer as differenciaes
dr, dy, dz.

Existe, pois, uma funccio p de x, y, 2, p, ¢, differente
de zero e que nido conlém as differenciaes d, dy, dz, lal
que a relacio differencial

(3) df — pydX — ¢, dY = p(dz - e — qydy)

¢ salisfeila por todos os valores de de, dy, dz.
Desta identidade resultam claramente as expres-

soes
ol oX dY
5 Thia ThEg T
i af, e oX i oY 0 X
(4) 7 ™ 2 /p T PP »
’ ‘_;.z r- x _r. \. =} -
’-."-'- — P r:,ff f Y o

das quaes se deduzem, eliminando g, as relacies

o RPN - il oY Y éL , . ok
\Bm PP tngteg mutts
{:r_l- !
’ {tx . oxX oY aY \ [ A/
Gy Fin I alGgrre g gty
(ue ligam as variaveis z, y, z, p, ds Py sy
Ura, o delerminanle
X aX oY o
% " Par wmTtE
cX [Z\N b B |
— rll' —_— - 1 n‘r ——
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nio pode annullar-se para todas as superficies
z—z(z,y)=0,

visto que, se islo aconlecesse, seria nullo para lodos os
syslemas de valores de z, y, z, p, ¢, e annullar-se-iam por
isso identicamente todos os determinantes de segunda
ordem do quadro

X [IAN oX
iz’ oy dz
oY 0\ aY
ox oy’ oz i

o que nio pode ter logar, porque, por hypothese, as
formulas (1) definem nma transformacio e sio portanlo
distinetas as funccoes X, Y, Z.

Em certos casos podemos, pois, deduzir das rela-
coes (D) equacdes da férma

n=P~P@y.2,0.9) » ;=0Q0@=9.2p9.

Estas equacoes sio claramente resoluveis em ordem
a p,q e por isso o syslema

.)i o,=X (#,9,2) , h=Y(x,¥,2) , =i (2,y,2)
(6): , :
b p=P@yzpg . a=002p9
define uma transformacio que faz corresponder um ele-
mento de superficie (z, y, 2, p,q) 2 um elemento (z,, y,,
211 .'”1"?1]'

Além disto, o referido systema salisfaz identica-
menle, como ¢ manifesto, # relacio differencial

d7, — p, dX — q, dY == p(dz — pdz — qdy) ,
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onde ¢ ¢, como se reconhece por meio de (4), uma fun-
ccio de @, y, z, p, 4, differente de zero e que nio encerra
as dillerenciaes dz, dy, dz.

As lransformacoes da forma (1) econduzem-nos as-
sim muito naturalmente i consideracio de transforma-
coes de elementos do espaco com a propriedade nolavel
de deixarem invariante a equacao de Pfafl

(7) iz — pdax .-',H."_i';_—_—. 0.

K" de transformacoes com tal propriedade que tere-
mos de occnpar-nos n'esta dissertacio,

16. — As formulas (6) ndo definem evidentemenie a
transformacio mais geral de elementos do espaco.

Effectivamente, nma transformacio d'esta natureza,
¢ represenlada por qualquer systema da forma

J‘ o, =X\ (z,9,2), =Y (z,y,0), 2, =7 (2,9,2),

()
=0 (x.y.2.p.9), q,=0, (z.0,2.p.9)

on da forma mais geral

& @, =X(Z,9,2.0,9), h=Y (@.4,2.p,0),2,=1(z,y,2,0,4),
py= I {_J-eh{.z.}l!;’f:}. i, ﬁ{" :’_r,y,z,_,u,q} "

(que seja resoluvel em ordem a @,y,2,p.q.

Veremos adeante que existe uma infinidade de sys-
temas da forma () que satisfazem identicamente i rela-
cao dilferencial (3) ou, o que ¢ 0 mesmo, deixam inva-
riante a equacio de Plafl (7).

A transformacio definida por win systema em taes
condicoes deu-se o nome de transformacio de contaclo
do espaco ordinario.
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Diremos pois :
Uma lransformacio du forma

=X (.4.2,000)% ¥, =Y @y.2.0.9), 2, =1 (2,9.2,p,9)

Po= P @yep), g, =0 (@,9.2,p.9)

¢ wma bansformacio de conlocto do espaco ordinario, se
sulisfizer identicamente a relacio differencial

dzy, — pyda, — qdy, = (dz — pde — qdy),

ode p designa wina funceio de @, Y, 2, p, 4, differente de
zero e que nao conlém de, dy, dz ; ou ainda, se deizar in-
variaile a equagio de Plajf

dz — pdz — qdy = o,

17. — Havemos de vér mais tarde que wma dada su-
perficie nem sempre se converle, por uma transforma-
cio de contaclo da forma (9), em wma nova superficie.

Consideremos, porém, o caso de termos duas su-
perficies que, pela referida transformacio, se converlem
em duas novas superficies.

E facil de reconhecer que, se as superficies primiti-
vas forem langentes em um dado ponto, tambem as su-
perficies transformadas serdo langenles em um cerlo
ponlo e reciprocamente,

Na verdade, se as superficies primitivas forem tan-
genles em um ponto (z,y,2), lerd logar a relacio

dz — pdzx — qdy =0

para todos os deslocamentos infinitamente pequenos dz,
iy, dz do ponlo @, y, z sobre as duas superficies. Da re-
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lacio (3), onde o ndo ¢ nullo, resulta immediatamente
(que tambem &

il — PdX — (dY =0

para os pontos correspondentes das superlicies transfor-
madas, isto ¢, que estas duas superficies tambem sio
langenles.

Claramente se vé que, inversamente, serio langen-
les as duas superficies primitivas, desde que as transfor-
madas o sejam.

0 resultado precedente tem, evidenlemente, sempre
logar para as transformacdes de contacto da forma par-
licular (6).

Das consideracoes anleriores deriva naturalmente a
designacio das transformacdes a que nos vimos refe-
rindo.

18. — Parlindo das formulas
(1) 2 =X (z,9). ;=Y (2, ),
relativas ao plano, e segnindo a analyse dos n.™ 1 ¢ 2,
chegariamos sem difficuldade z2lguma i consideracio de
lransformacoes de elementos lineares da forma
#) =Xy, )h=Y (=, y,=P(z.9,9)
ou da forma mais geral
) «y=X (@, 0, ¥) 0,=Y (z. 9. 9) ¥, =P (2,9, v)

com a propriedade de deixarem invarianle a equacao de
fall

(7" dy — o' dx = o.
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As formulas (8), onde P designa o valor de g
dado pela equacio

V+—)=—¥+-—
oy ox ey éz

R )1 o\ oY o)
o

(que n'este caso substitue as equacoes (5), teem ainda a
propriedade de converler as curvas que se tocam em
um dado ponlo em curvas tangentes no ponto transfor-
mado d'este; a mesma propriedade lem ainda logar
para uma transformacio da forma mais geral ('), que
deixe invariante a equacao (79, quando se trala de cur-
vas que, por essa transformacio, se convertem em no-
ViS CUrVis.

Qualquer transformacio da forma (8) ou () que
deixe invariante a equacio (7'), define o que se chama
— wma transformacdo de contacto do plano,

19. — As transformagoes de contaclo ndo se limitam
aos casos do plano ¢ do espago ordinario; podem ser
consideradas no espaco a um numero qualquer de di-
Mensoes,

E seb esle ponto de visla geral que as vamos es-
tudar,

20. — Consideremos o espaco a (n - 1) dimensoes
2, Byy ier &,

Generalisando a definicio do n.e 2, diremos que:
Uit h';.-n.~'fm'.-m.'gfm el feil'mu‘




veas @y Prsosess P)

(1) o =X (2,0, 9) ; -’": =P (z,,p)

|
|

G=1,32,...;1#)

€ wma lrausformagdo de contacto do espaco a (n + 1) di-
mensoes g, ;1',‘!_ i el .r". §e¢ s J"HJH.‘('U{’.\' .f.. :\]. 5 e aly j\",

s e P, forem constituidas de modo que salisfacam
identicamente a relacao differencial

(1) aZ—PdX,—...—P dX =p(de—pde,—...— p dz ),

onde o designa wma funccao de z, @y, ..., T Pyy e ., Py,
differente de zero, e que wio contém as differencines dz,
dry, ... dx, ; ou ainda, se deizar invariante a equucio
de Pluff

dz —p, .'f..f.'l == ""Fu =0

ExenrLo. — A transformaciio

3 =3 .F'l 1“1 .-.—.F'IlI ‘”‘E
o e Rl o Sy A e
ik ot 4 L BE L q ‘I'i'!Li"f’*_"f‘.-'l"""*n_'“l
S e Fia =t j o
Fy=-—a PRI g PJ;H-I“P-! pocc e Pa=0y,

onde g designa um qualquer dos numeros 1, 2, ... .0, &
um exemplo das transformacoes que vimos de definir,
visto que, subslitnindo em (1) as grandezas 7, X, P

pelas expressoes de s', o/, p/, se encontra :

1 "
o, SRR I I :
ds i:l L i dr i= = : —l‘“‘ rr.li

A grandeza p ¢ aqui, como se vé, egnal 4 unidade,
6




0 exemplo que acabamos de apresenlar compre-
hende, como casos particulares, as imporlantes transfor-
macoes de Enler, Legendre e Ampire, as quaes corres-
pondem respectivamente aos casos de ser:

g=1;8=38,¢=9; n=3, ¢g=1.

21, — A\ definicio das transformaeoes de conlaclo
conduz-nos muilo simplesmenle #s segointes proprieda-
des das mesmas transformacoes ;

l. — A transformogio inversa de wma transformagio
e contacto ¢ ainda de contacto, iste ¢. as J!rml.{fr_ri'murﬁ-:'#
ile contacto sdo inversas duas a duas.

E o que se reconhece immediatnmente em presenca
das formulas (10) e (11).

Il. — Erecutando seguidumente duas transformagées
e contacto
s=4L(sz,p), 8 =X,(52z,p),y,=P.(5,2,p)

=T, o0 =K s o) o =P A

i
i [ L |

@ transformacio vesultante ¢ aida de confaclo, isto é. as
transformacies de contacto formam wm grupo.

Effeclivamente, por definicio, teem logar as idenli-
dades

ds' — : ;{la’frfx"t. = (5,2,p) |ds

n Y
; _‘pi. 'E‘r;‘_,l :

n n \
dz" — .‘..' plde' =op, (, 2, )| de vt p’r.nfrf:] -




onde p e g, designam funccoes differentes de zoro. IVes-
las duas relacoes resulla a expressio

n n \
ds" — _}.'.lp”‘.d:a:"".:lr;l (£, X, P).p(z, @, p) {r."—-—’l‘_jlp;ri’.:;}

=
que juslifica a proposicio enunciada. .
. — Se cada um dos systemas de formulas

=7 (3,2

1vo0s Zpo Pryeny p,), & =X, (3,2,p), V=P, (3,2,p)

:le‘[:5111---1-"‘:?!1‘:'----.:“} " -E-Jl’- —J]‘!'t:]}f-:) » f‘ji“- '\:i{:'-’:"—

(1=1,2,...,n)

definir wma transformacio de conlacto,

fambem as CEpres-
08

Lz,z,p)=1L (5. 4, %), X;=M, , P,=N,,

(t=1,2,....n)

represenliran i Lransformaciao de conduelo,

Reconhece-se isto claramente, escrevend
rando entre si as relacoes dilferenciaes a
a que dio origem as duoas Lransformacaoe

0 & compe-
forma (1)
s propostas,

22. — Consideremos duas funccoes F e H das varia-
veis independentes 2z, x, P e designemos respeclivamenle

! 3

pelos symbolos -'-'ll—l e [ F, H| as operacoes
(r.

dH . oll u /oF dil dll dF

- -I_ Ij'_'__ » x A e
0T =1\ oy rf..-'p

t'_.”'. -rf.!'.- 2

L}
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Vamos demonstrar o theorema seguinte, devido a
Sophus Lie, e gque ¢ fundamental na theoria das trans-
formacoes de conlacto

Se a relagio differencial

" i
(11) d7 — E! PdX,=p(dz— E‘:j.ijxic?.rl_} :

onde p designa wma fanciio, differente de sero, das varia-
veis independentes =z, x, p, for identicamente satisfeita por
(2n + 1) funegies 1, X;, . ., X, Py, ..., P, das mesmas
variaveis, estas funcgdes siv independentes e verificam iden-
ticamente as relagdes

-\ X, X;]=[P,, PJ=[P;, X,]=0 (<))

(12) ¢ [Z,X,]=0,[P;,X]=0, [Z,P] + pP;=0

' (=1, 2, .

Este theorema foi deduzido por Sophus Lie dos tra-
balhos de Clebsch sobre o problema de Pfafl e estabele-
cido depois directamente por Mayer e Darboux.

Na demonstracio que vamos dar seguimos o cami-
nho indicado por Mayer.

Da relacio (11), que deve ser salisfeita por todos
os valores de ds, dey, . . ., dr, resullam claramenle as
exXpressoes

E:". " (_.-_\‘l_
|: e i }- |:' —_—— =0 ,
(13) g =i tdg :
; g e
(! l] ”* == 3 ,k {.___' I i f}PL 3
(k=1,2 .. %)
(15) — PP




i

que teem logar identicamente ao mesmo tempo que
().

A eliminacio de o entre (13) e (15) da-nos as expres-
S008

; d7 n ri'l\i. .
(“)] '\k: 1‘{:_..!';_' :_',l 1'IE—||, {R—|,2,....n_h

(que podem considerar-se em vez de (15).

Podemos assim subslituir a relacio differencial (11)
pelo systema de equacoes (13), (14) e (16).

Poslo isto, consideremos o determinante funecio-

nal

ol df. aif af, '/
TR TR L et ey v T MO T v
03 t-.II r.'i',“ opy rp"
aX; X, X, X, éx,
a 3 T y % & 8 o 7 s it % = g
J = s f.tl f .j'-" P r‘p"
| 8P P ar. ap ap
n n n n n

L T M _.—_ 1 n 3
03 " ox, or,  op, op,

das funceoes %, X, , ... X, B
Zy Ty 4o ., llI,..,.,_;._'lﬁ,

Juntando aos elementos da primeira linha respecti-
vamente os da segunda mulliplicados por —P,, os da
terceira mulliplicados por — Py e assim por deante alé
chegarmos i linha da ordem (n 4+ 1), e allendendo em
seguida ds expressoes (13), (14) e (15), este determi -
nante toma a forma

y++ 2y P, em ordem a




v

Py PPy gy B aS 8
X, r-'.\_ dX, X, c—T\L
gz gy RS oa "’ o 2 4 ap

1 n 1 n
@ g F b om B oa ® e B R F B R g s o n o sEog FEEE B R R
D “T “ A ¥ = 8]
t|" t,ln (Iu l'l“ (.[H
———h = S —— . -~
0z o, oz, ' dp, e B

Addiccionemos ainda os elementos da primeira co-
lumna wmaltiplicados por p, aos elementos da segunda
columna, os da primeira mulliplicados por p, aos da
lerceira, ele., ..., os da primeira mulliplicados por p_
aos da ordem (n 4+ 1) ; leremos :

P 0T (TR e e
% o e
o2 gz ° dr, ] .:f?‘" P P r_p“
Ry R T o P ok aF e i S ca v ek !
r-'l'ﬂ (”'n (“’" c |1“ :"-i’"
dz ' _n‘!: g ' dx ap, _r'l}T“
ol J=p A,
pondo
ax, dX, 9%, 9N
" TR e NI 7
‘.1= P e (WY Sy W RSO Sy e S T ]
dpP, dpP ar ¢ III_:_‘
_n'z g (e T!‘.r_“ . ﬁ y g ’_t'ryn

Em vista d’isto, o determinante J ¢ differente de zero
e, portanto, as funccoes Z, X, P sio independentes umas
das oulras, desde que A nio seja nallo.




-

Vamos ver que A nio ¢ nullo.

Para isso, consideremos um systema de 2u variaveis
independentes Yis oo s Um Zps oo s 2a 0 livuemos este
syslema a nm onlro Ugyoresglin ¥, ..., ¢, tambem com
2n variaveis, pelas equacies lineares

L ff'\ : '.
= % [ —29 e )
i —\dx. T op
(7 1 (1=1.2,... 1)
’ = -ri!'j r!'j
e i, +— —= 2
I a=g\ dx, Ys ap, “a } ?

nas quaes os coefficientes das grandezas y, 2 conslituem
0 determinante de que tratamos.
Posto isto, derivemos a expressio

ﬁ";’: l:": l"';",
T T 1”,[, -
ff.!'t oL oz

= TR ) '} g o s ] z i =St 2
successivamente em ordem a p, e p_; oblém-se:

o . g d df ar.

'lf’!. El’r__. s _ra’.r;_ n‘-..'iJ TR

s 7 { ol -

- _ﬁ—._‘_ f [;'::‘.I{P.
ép_  drz, dr, dp, -

Por oulro lado, ¢
‘ al d df

op, ©ép,

_rzpl_ (-'x”-'.

e, como facilmente se verifica,

d di d dZ

dz, dr, dz, dz, °




s
Substituindn, nas quatro formulas  precedentes,
df, df, o4’ ok ok
tf.l",_' n'.'i"r_' (.fIFI‘ ap r‘ o5
(16), (1% e (13), acham-se depois de reducgdes muito

pelas suas expressoes liradas de

simples as egualdades

s (0P, dX, dP, OX

Wik o

i=t\0p, dz, oz, dp,

n fap. d\'i dapr. -’_'K‘--
‘:! E EJ’_‘ ﬂ'.]'?k (T-pr

n fdP.  dX dP  dX\
R e it A ' =)

—\de, do, dv, dz

n /AP, X aP, oxX
= el i el Ll=0 .

=\0p,. Op, dp, Op,

as quaes devem necessariamente salisfazer as funecoes
A (i
Effectuemos agora sobre as equacoes (17) as opera-
n al. FNJ)

coes indicadas nas expressoes }J(H g

w /[ ap X i\ V0P, TR
}:[M_,-—J_vj—’ - pncontra-se facilmente, attendendo
pas S ‘dr,

as relacoes precedentes, o systema linear

n f-'.l‘_j P \J

3 w1 __ 9 __):_: r,u_ i

- { Be v
\j'_.[ d!)!- op.

I‘ ‘E[”- dp, A fiX{.) o Ay

=1\ 7 dz, I dz,)

H=sq.9, . ..8.




onde as equacoes sio em numero egual ao das variaveis
i, v, Eslas equacoes sio dislinctas, visto que as varia-
veis y, 2 podem receber valores quaesquer e que g nio
¢ nullo: o determinante dos coeflicientes de w, v ¢, por-
lanto, differente de zero.

Conclue-se d’aqui, visto ser este delerminante cla-
ramente egual a 4 A, que sio distinetas as funceoes 7,
X, P, 0 que justifica a primeira parte do nosso theo-
rema.

Para demonstrar a segunda parte, mudemos no sys-
tema (18) os indices i, § respeclivamente em s e e com-
paremos os resnltados obtidos eom o systema (17); d’este
modo, enconlramos as expressoes:

e ATy v
pu = ;l F\_; .~ ( !_I LB '\r] .
=1 f"-", =1

LA (“J dp, &3 fr.\_._) )
r"_]l! J = | if.r'x k “l‘..r"=
n I n - [ 9% \
py;, = v , i ¥ ( H, '_I*' —. ‘f__}‘" ) =
s=1 lf.]‘d k=1 t'}l’ Y ap,
ap, » ( ar, J.\‘L) |
Gd. ___J' Yru = —p L 4
op, =1\ = dz, . x|

e R ES G )

Ora, as grandezas w, , . .., % 0,00, 0, SH0 inde-
pendentes umas das oulras, como se vé claramente pelo
syslema (17), visto ser dilferenle de zero o delerminante
A dos coeflicientes variaveis y, = no referido syslema.

Por este motivo, sio nullos os coeflicientes de w, v
nas formulas precedentes, quaesquer que sejam os valo-

T




1]

res que se déem as variaveis s, @, p, islo ¢, as Tuncgoes
£, X, P satisfazem identicamente as relacoes

X;s ."\l_’-|=[|'E1 ]’len ; ||"., XJ.|=?.
(19) ¢ [P Xjl=0 iz,
) Pl e RS PR
Além d'islo, designando por U nma funccio das va-

riaveis 3, #, p, deduz-se claramente de (14) e (16) a ex-
pressiao

; (}; dl e )_ N. (1‘. dl [.l,’, l. l
: .u’[', rp \op, rf.r' dr, op,)
i A A dXi dlj » aX
(20) e > e s e o
: : K %l[ 9Py 4% dz, 2y * opy ]
- E - ¥ 'l
=(Z,U]+ % B,[U,X],
| i=l1

d’onde resulla, egualando U successivamente a X, e I'j e
allendendo a (19):

. 8 dX, X, 7,X,
J.....|( kde Mo "‘-'“I. 1 .

n dP:

1B = ) t,l‘
k .-—1( de_ﬁ (m] Lo 1ok

Rl I R

Eslas egualdades mostram que as funcedes 7, X, P,
(que salisfizerem identicamente is expressoes A =o ¢ B, =o,
lambem verificario identicamenle as relagdes

@) [ZX,]=0, ..oh [ZP]+ P, =0.




A segunda parte do theorema acha-se assim de-
monstrada, visto que o conjuncto das relacies preceden-
tes e das relacoes (19) constitue precisamente as expres-
soes (12) da pag. 44.

() theorema que vimos de demonstrar admitle uma
reciproca que o completa e a que mais tarde nos have-
mos de referir.

23. —Se (n+ 1) funcgbes distinclas 7,X,, ... A
das (2n + 1) variaveis independentes z,x,, ... , @, . 0
s+ oy Py Satisfizerem identicamente s relagdes

@) [Z,X,]=0, ..., [X, X_,.]=u,[i,j=l. Paoa )

pide determinar-se um, e um 36, systema de Suncedes Py,

.oy P, das mesmas variaveis, taes que seja

(10) #'=i(z,z,p), o' =X (e2z,p), ¥ =P (2,2,p),(i=]1,...,n)
wma transformaciio de contacto.

Com effeito, fazendo U sueccessivamente egual a Z e
.'{J. na expressio (20), obléem-se as relacioes

"

3 ['u i";_..\kif"—‘)z 3la-l.rz, X}

b\ tdm, ap, M
n daX. dxX. ' "
E ([‘l?if_:_j‘;'?jf)zl:" }L,l'i' L--‘_-'li["!xﬂ Y".]

i R P ST A

(que, em vista das condicoes (21) e (19), se reduzem s
seguintes :




[ df. af,
v (”1- -_—,.\L _l_”.):n,
b= dr, o

(22) = W R 6

x (I' dX. X EX:)
p_?| IJ:.(I..'!'L_ ik k t"}lk i

Fste systema conlém apenas n cquacoes distinelas,
porque, mulliplicando as que correspondem a j=1, 2,
. - ., mrespeclivamente por p,, pa, . - ., Pu € sommande
os resullados oblidos, enconlra-se a equaciio

" # "r\ n o\

% 1 T il i ket |
S{BEP LAY P |=0,
=1 =1 """J: "=t op,

que, attendendo a (14) e (16), se reduz immediatamente
a primeira equacio (22).
Posto isto, vamos ver que as equacoes (14) e (16)
sio compativeis e podem ser resolvidas em ordem a
2 r
s Mg 0t 0 n'

Para isso, considercmos o quiddro rectangular

dX, dX, oX

tlr, dx, ~ op, ap,

ri'x” [TA o\ dX

g et R MR g s BT Y s

Irf“'l ﬂ'.]"n X r!l {Pn
que ¢ conslituido pelos coeflicienles de A, e B, nas ulli-
mas n equacoes (22), on ainda, pelos coefficientes de
Py ..., P, em (14) e (16).

Niio podem ser identicamente nullos todos os deler-

minantes da ordem n do systema precedenle, porque,
se 0 fossem, existivia entre os primeiros membros das

equacHes




-y

. Ty -
X, — = (dzs — EEI pAr) =
{f_\:.'. dX, p o\, ’ o\, g
== — (T +—adxr 4 — o (P e
rde, RSy e dx, e d py L i r'p"(‘p"*

(i=1,9,,...18),
nma relagio da forma
andX, 4.0+ R AN —(ds _.zf}fd;ri} =0,
onde as grandezas &, ...+ . nio sio todas nullas;
¢ isto nido pode ler logar, como vamos ver.
Na verdade, se aqguella relacio exislisse ¢ p nio
fosse nullo, a equacio

(23) ds —pydtty — . .. —pda, =0

serin salisfeita pelo systema

X,=a,,..., X =a

1 1 o "t

onde a,, . .., a designam conslantes quaesquer, o que
nao pode ter logar, por ser (n- 1) 0 menor numero de
equacoes de que se compoe (§ 6) wn systema que salis-
faz a (23). Se p fosse nullo, haveria elaramente uma rela-
¢do, pelo menos, entre as funceoes X,, ..., X, 0 que ¢
contra a hypolhese.

Supponhamos, enlio, que nao ¢ identicamente nullo
o delerminants

o\, dX,
dp, T ' ap,
aX, oX




N'esle caso, podemos resolver as equacoes (14) em
ordem a Py,..., P e as ultimas n equacies (22) mostram
claramente que os valores obtidos para Py . o P, salis-
fazem tambem ds equacoes (16). Delerminadas as grande-
zas P, a equacio (13) dia em seguida o valor de fs

la assim um, e um si, systema de valores de
Py ooy Py0, que, conjunctamente com %, X,, .. ., o
salisfazem identicamente & relacio differencial (11), isto
¢, laes que as formulas (10) definem uma transformacio
de contaclo, o que justifica o theorema enunciado,

24. — Devemos notar que o problema da determi-
nacio das funcgoes 7, X, P que definem uma transfor-
macio de conlacto, nio ¢ bem determinado.

Na verdade, as equacies

Z, XJ=0 , [X, X|=o0,

a que as funecoes Z ¢ X devem salisfazer, deixam, como
¢ sabido, indeterminada uma qualquer d’estas funcgoes.
Este resultado ¢ ainda confirmado pelas equacoes
(13), (14) e (15), que, consideradas conjunclamente,
equivalem & relagio differencial (11), visto que o nu-
mero d'aquellas equacgoes ¢ (2n + 1), emquanto que o
das funccoes g, Z, X, P ¢ (2 n+2).
25. — Se as formulas
s=1(,z,p) , ¥=X,(z,2p) , P,=P,(z,2,p)
(i=1,2,... ,8)
definirem uma transformagdo de contacto, as equacies

(24) (X fl=0, ..oy [Ku fl=0

fornardo wm systema completo de b equacdes distinetas.
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Com efleilo, as equacdes (24) sio distinetas, como
facilmente se reconhece, substituindo £ successivamente
por P,... P, e altendendo 4s relagies (12); além
(isto, admittem as solucdes independentes ¢ BRI e
% l'f.--|--t*"" I'n que sio em numero egual a0 excesso
do numero das variaveis 3, x, p sobre 0o numero das
equagoes.

As referidas equacdes acham-se, portanto, nas con-
dicoes acima enunciadas.

26. — 0 symbolo [F', U], onde F e 1 designam fune-
cies das variaveis =, T,,. .. &y Pross P, ¢ invariante em
relagio a wma transformagio de contacto qualquer

"I,_-XJ. (3, -'.C,_l”] ’ f’le.j (;!‘T"!”'

ti=—=d2

Effeclivamente, exprimindo, por meio das formulas
precedentes, as funceies F e H em Z, X, PP ¢ desenvol-
vendo o colchete, acha-se :

T :' | eF &l y aF r[l
v El= 2452 ax. [Z X1+ 5 |,'._ ]+
ofF o0 . . . oF oH
n »| aF aH L
¥ }‘ \-!i ‘\ \ i\" \I (-.'[',- I-I'l',“f’ \Ji-l

i Ol S5 R Mk ]
T = {'I.[l dn“;’ | I'r 3‘:‘ "_r[ i*II




ot

Fsta expressio lransforma-se, attendendo a (12), em

[Filj=—pX B\ E~F T
n aF ol aF oN

+el (p X —7X 3P, ) *
=l g i =1 i

i'onde resulta a egualdade

“.' ”I:_a-,;pz'nrJ |b' ”Ixf.z-",pn’
que juslifica a proposicio enunciada.

Convém notar que a funccio p deve ser deduzida
da identidade

"l L !
ds — 2 I)E n’:.r!.. s (= z P du"' '
i=0 1 i=A

27. — As transformacoes de conlaclo da [Grma
o —% (2 . " g \ =T )
=l (2,ay, .. B, Py 5p)s ¥ =K, (2, p), ¥,=P (2, p)
=12 .8
as quaes se i o nome de transformagdes em &, p, con-
stituem nma classe muilo importante. D'ellas nos oceu-

pamos em seguida.
Temos em primeiro logar o theorema seguinte:
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Se (2n+ 1) funcgdes 5, &', ..., 2, P\, ..., P, da
Jorma

(20) 5'=2(5,3y5 ey By Pyye s ), @ =X, (2,0), p, =P, (2,p)
(=192, ....n)

satisfizerem identicamente i relagio differencial

n n
(1) s — ¥ fodx’ =g (dz — 2 pdzx)

i=1 =i

onde ¢ ndo ¢ nullo, @ grandesa p redus-se a uma constante
A, e ¥ tem a forma

(26} L=As+ Q(x,, S B Py e N

além d’isto. as funccies 7, X, P sio independentes e teem
logar identicamente as relagdes

- Ly ' il 1]

(A= +2.X) =0 , [P,

lx" \f] {:!I.r"I'.u‘.l __:EI.;' \'} =0 (l%‘i,’)
lI':"l '\'I'\'I =i

Az 4 Q] =AP,,
(27)

(5, =48 00 )

Este theorema deduz-se muito simplesmente d*aquillo
que ficou dito em o n.o 22,

Com elleilo, as funcedes Z, X, P verificam identica-
mente as relacoes (13), (14), (15) e (12) do n.® 22, vislo
que salisfazem a relacio differencial (11).

Na hypothese que consideramos a relagio (13) toma
a forma
al

{154

(13)

f.!




a8

e as expressoes (14) e (15), combinadas com a prece-
dente, reduzem-se respectivamente ds seguinles :

i | at o
do a*/
(14) === =0,
op. azdp,
TEL o0 ol op
o) Rl A S Ry
L9 om,  0z0¢ Pr 3.

A expressio (14) mostra que p nio contém py,....p,;
¢ de (157, que deve ser satisfeila para todos os sysle-
mas de valores de =, @, p, conclue-se em seguida que p
lambem ¢ independente de 2z, @, , . .. b A gramdeza o
¢, pois, uma goantidade constante. A formula (13) da
entio, designando por A aquella constante, a expressiao

I=A+Q(x,...,2),

onde £ ¢ mna funecido que nao contem a variavel ¢

As relagoes (12), pelo sea lado, reduzem-se na
nossa hypothese ds expressoes (27), como se reconhece
facilmente attendendo a (26) e notando que o colchele
[F, H] se reduz ao parenthesis

- -

L n (aF ol aF all
(B HY == e e e
{ [-}Jl. EJ'- f-.]'l- r'lli‘-

sempre que se trate de duas funccies F e H que nio
encerrem a variavel s,

Finalmente, as funccoes Z, X, P sio independentes
(§ 22) por verificarem idenlicamente a relacio differen-
cial (11). O nosso theorema acha-se assim demons-
trado.
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28. — Subslituindo, nas formulas (11) e (26) as fun-
ecoes Z, X,, ..., X respectivamente por AZ, AX,, ...,
AX, e pondo em seguida

l=z—1l(z, p),

0 theorema do numero precedente reduz-se ao seguinie :

Se (2n+-1) funcgoes 11, X, ..., X i Pyyoony BPLodos
In variaveis indifferentes x,, . . ., T, py, . . ., p, solisfize-
rem identicamente d relagdo differencial

" L
dll4- » PdX,= ¥ pdz,,
i=t i=t

terdio logar identicamente as relagies

X X)=(P,P)=(P,X)=0  (iZ))

4

P, ,X)=1 , X, Z—M=0 , IP,,z2—1]=P,

4
{I!JT__I‘J 21 seny '”ﬁ
e as funccies X, I’ sdo independentes wmas das outras.

29.—0 theorema do n.® 27 diz-nos que as func¢oes
Z, X, P, que figaram em uma transformacio de contacto
da forma (25), satisfazem idenlicamenle s relacoes (27).

Devemos, porém, nolar que sio sufficientes para ca-
aclerisar numa lal transformacio aguellas das expressoes
(27) que sb conteem as funceoes X, P.

Para vér isto, demonstremos primeiro a proposicio :

Dadas n funegdes X, . . ., Ny das 2n variaveis inde-
pendentes @, ..., Ty, Pyy oo, Du, distinclas e em invo-
luciio, podem determinar-se (n +1) funeges 11, P, ..., -
das mesmas variaveis, taes que tem logar identicamente a
relagio




i)

n gt n
dll4+ « |"f!",\_ o ‘H‘Fr.i"l. .
=1 = |

| R
ou ainda, que as formulas

'=z-—1l (=, p) , r"' =X (2. 9) , p": |'; (z, p)
definem wuma transformacdo em x, p. A funccio 11 é dada
por wma quadralura e satisfas identicomente ds relagoes

|:—||1 _\',I.lzn (i=1,92 ..., n):

as funegges Iy, ..., Py sdo em sequida furnecidas por um
systema de equacoes do primeive graw ¢ acham-se com as
Sunegdes X nas relacies

g S et e gl o
(38) l‘ [__\'.,,\_Jfll—tl‘i,|‘_J}—|_1I,_\IJ_‘] = 0 (i 2 ),

(P, X) =1, (. g="13..,0).

Com elleilo, pela theoria das equacoes as derivadas
parciaes de primeira ordem, ¢ sabido gue as equacoes

@) (X, gl=0 ..o [Sa,gl=0

constituem nm systema complelo de » equacoes dislin-
clas, vislo que as funecoes Xjvev oy Xy 82 achan em in-
polucdo, islo &, salisfazem idenlicamente as relacoes

(X, X)=0, (E,9=1,2,...,m).

Alem d'islo, o syslema (29) admille claramente (n 4+ 1)
integraes distinelos, (excesso do numero das variaveis
z, #, p sobre o numero das equacoes), dos quaes nm,
pelo menos, conterd a variavel o3 d'esles inlegraes sin
conhecidos X,,..., X,.
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Posto isto, transformemos o systema (29) por meio
das formulas

=X =X

(30) z=2, y,=X,,..., ,=X,, Ynit= Xnpt 102 Y n

onde Xupi, ..., Xgn designam funceoes dos variaveis z,
p, escolhidas de modo que formem com X,, ..., X, um
systema de 2n equacoes distinclas. O syslema que assim
s¢ obtém ¢ ainda completo e admitte, como inlegraes,

as grandezas y,,..., ¥,.
Para effectnar a referida transformacio, temos de
bslitui o s fyeL DO 0
subslituir e sy ———, ... POI' EXpressoes ana-
{E] oz, p ¥ 3p e : I | 5
n
logas a
dg 9y . e Oy, dp Yy,
ax, oz dy, o, 0Yyy O,

e, em seguida, as variaveis z,, ..., z_, pelas variaveis
Yyooonws Yty Prreey Pu AS cquacoes transformadas
leem, pois, a forma

[ o - g . 0% . 0
L Tk e | i el —
(31) r‘ LI ﬂyu +4 + L“ ayill + ['" +1 gz O

[ (el B A

onde os coeflicientes L sio funcgdes de y,,...,y,
Pys - « «» Py Visto que, admiltindo os integraes y,,. . ., y,,
e d
nio podem conler lermos em —- , ..., — .,
oy 0yn+[
0 syslema que acabamos de escrever ¢ resoluvel
e e 2
em ordem a - seees 3 porque, se o nio fosse,
Y 41 Yy
= 0 ¢ nio haveria portanto funccio alguma,

o
1

o
<

leriamos

)
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conlendo z, qune salislizesse ao syslema (29), o que ¢
conlraz o que acima dissemos ; islo ¢, pide reduzir-se a

um systema iacobiano da {Grma

l_{l}} t:-"‘{.- + \ t's"_l', oy o \ r’fq:-

S2) s mrres Ais=a=D z A T-=0
10~ Y - ]

Y41 0z 7 T O n g2

onde os coefficientes A, , ..., A_ nio encerram z.
Ora, quando se tem um syslema iacobiano

X(h=Y 99 9 po o
=3 r-.Ii I E'rm+l ua? ;. (3..1'm+"

¢ sabido que sio salisfeilas idenlicamente as relagoes
i)_“ :‘(f',f;r-—-_l,ﬂ,_..,m]
e
/ £ e Bl )

Xi(&i) — X, (0

No nosso easo eslas condicoes reduzem-se a

ou ainda, a

':"""k n:.-'ii ;
p— l;.“]": .,ﬂ.,.,...”'.
M4 Yt

visto que os coeflicientes A, ,. .., Ay ndo conteem z.




Existe, pois, uma funccio 11 que salisfaz a relacio
dil =Ady, ., + ...+ A dy,,,
ou, O que ¢ 0 Mesmo, is expressoes

Sodl o st o

] A 3 n
L +4 l"_l'l'i"

0 systema (32) reduz-se s relagdes precedenles,
(uando n'elle se suppoe z=z—1II e ¢ por isso salis-
feito pela funecio y =z — 1L

D'aqui se eonclue que podemos delerminar por uma
quadratura uma funeciio II das variaveis z, p que salis-
faz identicamente ds relacoes

[t —I,X]=0, (i=1,2,...,n)

Conhecida a funccio 11, reconhece-se pelo racioei-
nio do n.* 23 que as equacoes

(13) o
oz g
al. n oX.
(1%) I g e S
op =y ' op,
5 AT ¢
(15) UL = Y =—0pm,

¥ 2
oF. feid oxy

permitlem delerminar, ¢ de uma sé waneira, valores de
o, Pyy. .. P, taes que tenha togar identicamente a relacio

d(s — ) — El[".dxi=d:—_§l pda,

= izl




ou ainda, que as equacoes
Y=z—Ill(z,p) =X (2,p) , V,=P(,p),
=1, 2s.0is )

definam uma transformacio em @, p ¢ sejain salisfeilas
identicamente as equacoes (28), o que juslifica o theo-
rema enunciado.

30.— 0 theorema que vimos de demonslrar per-
mille-nos estabelecer o seguinle, que justifica o que dis-
semos no principio do n.e precedente :

Se 20 funcpdes Xy, .oy X,y Pyy oiuy P, das 2n va-
riaveis independentes Ty, . .., B P 5o 5 P satisfizercm
identicamente as equagdes
| X Xp=(P,, P)=(P, Xp=0, (13J),
(33) ' i '

f (P, X,)=A,

(=1, 3.5 . N

onde A designa uma constante differente de zero, é a ew-
pressito

] "

LP dX,—A L p dr,

=) i={
nwma  differencial exacta, isto ¢, pode  determinar-se wnia
Juegio L das mesmas variaveis, tal que tem logar identi-
camente a relagdo

"

b |". {f};l —dQ=A 2 P f_.L.-'J :
] i i=1

¥ =

o ainda, que as equacdes




(5]

[ ¥'=A2+Q(z, p), &', =X, (2,p) , V=P, (2, p)
3h |
e e NS R Y S

definem wma transformacio de contacto.
Em primeiro logar, ¢ facil de vér que as funecoes
X, P siao independentes umas das oulras,
Na verdade, se houvesse uma relacio da forma
— 1] ¥ F [
By bR e By i Py oo P X e )

"

entre aquellas funcgoes, deduzir-se-ia, allendendo 4s con-
dicoes (33), a expressio

X)) = (L. X)) =0,

a qual nio pode ter logar, como evidentemente se re-
conhece pelas mesmas condicoes.

Um resultado analogo se oblém, partindo de uma
relacio

B0 e HEop . AR &

entre as funccoes X,

As funccoes X, P sio pois independentes umas das
oulras.

Visto que as funecoes X,, ..., X,, sa0 independen-
tes € se acham, por hypothese, em involucio, podemos
ill'll'l'mlll.n, em visla do theorema do n.e precedente,
(n + 1) funceoes U, I, ..., ”u que salisfazem idenlica-
menle as equacoes

\

(35) ! {HLX, ) =1

(Xp X)) =(I1, 1) =(,X)=0. (is)),

(=1, 90l 08),
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e 4 relacio differencial

mn n
(36) dU + EILdX,= £ pdx, .
i=d =l
Comparando os dois grupos de formulas (33) e (35),
obléem-se elaramente as idenlidades

(.“;’-,I"'-.\”Jl}'--‘!! [;sf.:If'-'!"--")1

islo ¢, vé-se que cada funcgio P — Al ¢ uma solucio
commum das n equacdes differenciaes lineares

(Xpf)=0, vor (X f)m=0.

Estas equacoes sio independentes, como facilmente
se reconhece, subslituindo, em vez de f, soccessiva-
mente as funceoes Iy, ..., P, ¢ allendendo ds condicoes
(33 : admiltem, portanlo, visto que encerram 2n varia-
veis, i integraes dislinelos, que sio claramente as fun.
ecoes X, ..., X, . Disto resulta que cada inlegral
P, — AL se pode exprimir nas funcgoes X, isto ¢, que
se lem

@N P A =W.(X,,.... X)), (j=1,2....m.

Ora, vislo que devem ser idenlicamente nullos os
parenthesis

(P P)=(AIL 4+ W, ATL 4 W),
B 2 R el )

os quaes, desenvolvidos, se transformam facilmente em

(‘_.i“q‘v'_‘l r_-'l\'-l s ) :
i (T\l_ﬁ\;)' {!!J1=It""l!""!”)!
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existe uma funecio W que salisfaz 4 relacio

AW = W,dX, + ... + W,aX

Por isso, podem as expressoes (37) lomar a [orma

X 2

J

WXL 5%

|f,-=-"lij‘+' (=125 Jiswl,

d'onde resulla

n #
3 P.dX,=A yILaX, + dW,
i=d =1

ou, altendendo a (36),

3 PdX —A 3 pdr,=d(W—AlU),
i=1 i=l

expressio que fignra no enunciado do theorema, se sup-
pozermos W — AU =4

A relagio precedente pode ainda tomar evidenle-
mente a forma

d(Az+9)— v |*I.4xl=_\(.f:_ v ;J,f;’)_
i =1

d’onde se conclue, por serem independenles as funecoes
de X, P, que as formulas (34) delinem uma transforma-
ciio do conlaclo em z, p.

As expressoes (33) caraclerisam, pois, uma transfor-
macio em z, p, como linhamos diclo no principio do
n. 29,

31. — U que se disse em o n.” 26 relativamente s
transformacoes de contacto geraes, ¢ applicavel ds trans-
formacoes de contacto em z, p.




Por isso, lemos:
G parenthesis (u, v)e, p, onde w e v designam funceoes
dus variaveis @, p, converle-se, por wma transformagio da
Jorma (34), na expressdo A (i, ©)pr, i, em que A designa
uma constante differente de zero.
A constante A deve delerminar-se pela identidade

dz — ZPdX = A (d: — L pdx) .
=1 i=l

32. — leciprocamentle, seado dada uma lransformagiio

.1'_'= X. (Baiasn @ PsnasB) p__,':: I'. (x,p)

que deira invariante o parenthesis (u, v)z, . onde w, v desi-
gna funccdes das 2n variaveis independentes x, p, pode

delerminar-se wina funceio < das mesmas variaveis, tal que

soju

d=z+4Q(p) , o, =X,(z,p) , P, =P;(x,p0)

uma transformaeio de conlacto.
Esta proposicio conclue-se direclamente das rela-

COes

(‘.\‘,Xﬂw = QXJ“-J}I'._]}J = (_’bf“_fr*-;}:!lp} = ,

— » X — | ! —
g T ([ ""\j"l'-il.jr' g {P I.'a:j]x-'.p' o

(P.X)

o 1 (T ity E
“’.'I'j];.j- L.I},']’,Ll.;-' (!’.*PJ’;‘.p' =0,

(PN = (P,X)

= {.Ij;l"rJ.'};.'_p' =1

l".r.'.li xl,p

que mwostram que as funceoes X, P se acham nas condi-
goes a que se refere o theorema do n.® 30.




B

33. — Para terminarmos o que temos a dizer sobre
as lransformacoes em x, p, apresenlemos ainda os prin-
cipios seguinles, que se estubelecem do mesmo modo
(que os principios analogos (§ 21) relalivos as transfor-
magaes de eonlaclo geraes :

I. -- As transformacées de contacto em z, p formam
wm grupo € conjugam-se duas a dwas como inversas.

Il. — A transformaciio resultante da eliminacio de
al's p entre as duas transformacies de contacto

Y=A1 +Q(z,p), ¢,=X (2, p), V=P (,p)

Y =AS4+A (7)), 2 = Y (%) 9 =PX;%)

¢ ainda uma transformacio de contacto em . P

v

34. — N'esla seccido vamos considerar o caso parli-
cular muilissimo importante das transformacoes de con-
lacto em &, p,

' = Az b Yz, .;i) < J'"ll. = }o:' (z, p) , -‘u" == ['l_ (x, ‘u) -
(.;:1' 2!"‘"”}1
em que a fonecio Y se redoz a uma conslante.

Temos primeiro o theorema :
Se as formulas

o ‘ !'=Az4+ B, _1"‘. = ,\;"{,{“ o} ‘;a" == ]"1.!',14-} ;
(28) |

{ G=1,9, ..., n),
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onde A e B desiqgnam constantes quaesquer (sendo A dif-
fevenle de zero), definivem wma ransformagdo e conlu-
clo, as funeccoes X, P sio homogeneas ¢ vespeclivamente
dos graus 0 e | em relacio ds variareis p, ..., Pa € 8i-

lisfuzem ds 1 elacoes

39) S (X;.XJ)-:i_l*i.l'j):(pl'};j}:u‘ (i ;’.1‘
I:I:i"x,')=l""| {‘st-_—iy'-!u--nlﬂ).

Com effeito, as formulas (38) estio nas condicoes a
que se refere o theorema do n.* 27 e por isso as fune-
coes Az + B, X, P salisfazem idenlicamente as rela-
coes (27). Ora, sendo © constanie, as duas primeiras
d'aquellas equacoes reduzem-se as seguinles :

» -:.-'.\:I. n Ellr

—_— \ —
Z 'HJ - =0, - 1“.1 e P
=l op; j=1 P

(i=1,2, o5 0);

d’estas expressoes conclue-se, tendo em vista o theorema
de Euler sobre as funccoes homogeneas, que X, P sio
homogeneas e dos graus 0 e 1 em relacio a py, ..., Py
As oulras equacoes (27) sio exactamenle as expres-
soes (3Y9).

0 theorema acha-se assim demonstrado,

35. — Do theorema precedente, resulla immediata-
menle que :

Uma transformacio de contacto da farma (38) con-
verte cadn funegio das variaveis x, p, homogenea em re-
lacio a Py, ..y Py €M unit funceio de o', p', homogenea
e .u’l, i ‘u’u,

Esta proposicio pide inverler-se, como vamos ver:




Se wma lransformagdao de contacto da forma

(34) 2'=As+4Q(z,p) , =X (#,p) , pi=P(2,p),
(t=1,2, ....m)

converter cada funcedo dus variocveis @, p, homogenea em
relugio a pyy .oy Py, €M WL funcgio de 2, p', homoge-
nei em p",, waiy Py 8 Junegiao U veduz-se o wma constanle.

Na verdade, como as formulas (34%) delinem nma
transformacio de contaclo em @, p, as funecoes Az 44,
X, P satisfazem identicamenle 4s relacoes

[X;,A: 4+ 9] =0, [P,,Az+9]=AP
@) { &.X)=C.P)=X, X)=0, 0<]),
(P, X)=aA.; (i,j=1,2,...,n)

do n? 27, das quaes as 2n primeiras podem lomar a
forma
oX, ap

(40) (X,,¢ H\-p iy I'L,'.]}vi—'l‘(p-—-—]} 0,
1

Ora, allendendo a condicio imposla & lransformagio
de conlaclo (39, reconhece-se immedialamente que as
funecoes X, P sio homogeneas em relacio a p,, .. .. p,.

0 grau de homogeneidade de X, ..., X ¢ 0, vislo
que deve ser homogenea em relagio a p, ..., p, @ func-
cio X + X% em que se transforma a expressio o' + a®,
que ¢ homogenca do gran 0 em p'y, ..., p/,. O gran de
homogeneidade de Py, ..., P, ¢ 1, como facilmenle se
reconhece, allendendo ao grau das funccoes X e aos pa-
renthesis

(Ly X)=... = (P, X,)=A,

n?
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que sio homogeneos do grau O em p,, ..., p,. Em vista

da homogeneidade das funceoes X, P, as formulas (40)
reduzem-se is equacoes lineares

(R B)=mo , (P, D=0 , (f=1,9,...n)

(ue encerram as 2n variaveis z, p e sio dislinetas, como
se veé, subslituindo 2 suceessivamente por X, ..., X |
Py, .o, P, e lendo em allencio as formulas (27). D’aqui
se conclue qoe ¢ 2 npecessariamente uma quantidade
conslante.

36. — Consideremos mais especialmente o caso par-
ticular, em que os coelficientes A ¢ B das formulas (38)
se redozem respeclivamente a 1 ¢ 0, islo ¢, as transfor-
macoes de conlaclo da forma

!

i=3z, =X (#,p); p=0(z p),(i=1,2,...,1).

Terd logar idenlicamente a relagio
n [}
2 ¥ ) e .
di— X P dX, =d: 2 p, dr,
I.'_-J L -'l
o

(41) P, dX; + ... + P dX =p de,+ ... + P, r-'.r.‘".

Oblemos assim transformacies da fornu
-

x = _\;r ('[,1‘ ey W Py s p"'] y D= ]ll (x, p)

entre as variaveis @, p e &', p', apenas, em que as fune-
coes X, P sdo constituidas de modo que verificam identi-
camente a relagao differencial (41).

As transformagoes d'esta cathegoria, (que siao de uma
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alta importancia. did-se o nome de (ransformacies de
contuclo honogeneas,
I'ellas nos vamos ocecupar em seguida.

37. — Se a velacio differencial

(4 P’ r."X] + ...+ |’” n':\’" =9, ff.:'l +...4p dr

n Ll

fir identicamente salisfeita por 2u funceoes i S X“'
(SRR dos 2 variaveis tndependenles x, p, eslus
funegies sdo distinclas e teem logar tdenlicomente as re-
lugoes
ar & K

=P, X p,—=0,

F,l !
]
(I}}_ =il () r'Il.

i=1
49 { P, X)=X, X)=(P, P)=0, (i3j),
(P, X)=1,

{;;'r.jzl; :!-p-...,“}.

Com effeito, na nossa hypothese ¢ satisfeita idenli-
camenle a expressio

il — I"! n'}\'l — e — I'" Ff.f'u = flz — P, r.r',lf‘1 kPl e
¢ as formulas
t=n, 2 —X "z, o)y Pi== I'I. (= o) =400 on)

definem, por isso, uma transformacio de conlaclo em
T, p.

Esta transformacio ¢ um caso particular das transfor-
macoes consideradas em o n.* (34), o que jostifica evi-
dentemente o nosso theorema.

10




38. — Reciprocamente, se forem dudas 2n funceies
By =5 K" Bt I)u das 2n varinveis ry, ..., x,,
Pyse - ooy que salisfacam identicamente s erpressoes (42),
tera identicamente logar a velagio differencial (41).

Em primeiro logar, as funecoes X, P sio distinetas,
pelo que se disse em o n.° 30. Além d'isto, reconhece-se
pelas 2u primeiras formulas (42) que teem logar iden-
licamenle as expressoes

(5, X =0, [P, 8]=P (i=497 " n)
Estas condi¢oes mostram, conjunelamente com

(_I".};J-‘-Z{X'.,.‘{?] '”'."II;}Z['* {ra;),

(43)
(!':-x,-}'-ft| (=3 i

e allendendo ao que se disse em o n.° 29, que as funceoes
3, X, P satisfazem idenlicamente & relacio differencial

PydX, + ... + P dX =p doe, + ... + p dz,,
como queriamos demonstrar.
39. — Do que fica dilo nos dois n.o precedenles re-

sulta claramente o theorema :
Para que as formulas

=X (2,p), p=P(2,p), (i=1,2,..., ")

n’g'ﬁmlm Wt i h’J'J'wa'HaH{?FU de conlacto f.fmmi_rlrd‘.!.'('{l e He-
cessario ¢ sufficiente que as funceies X, P sejam homoge-
neas e vespectivamente dos graus 0 e 1 em relucio ds va-
FEAVeEs Py, ..oy p € e, além disso, satisfacam identi=
camende gs expressies (43).




40. — Demonstremos ainda o theorema :

Duadas n funegoes X, . . ., X, dos 2u variaveis in-
dependentes x, p, distinctas, em involugio e homogeneus do
graw O em rvelagio a p,, . . . s i pode delerminar-se um,
e wm $o, systema de funceies P, , . ., P, que, conjuncta-
menle com as funccoes X, . . ., X, definam wma trans-
formacao de contacto homogenea

(44) z,=X(,p), p;==P,(2,p), (i=1,2,...,n).

Na verdade, satisfazendo as fanccoes X ds condi-
coes (X, X;)=o0, podemos determinar (§ 29) um, e
um unico, systema de funceoes P, ..., P, que verifica
idenlicamente as condigoes

n'

(XJ..K”:(PI..I'J}::(XI.,.‘{i.]zu.{f'gj).
(PuX)=1, (i,j=1,2...,0).

Por outro lado, sendo as funccoes X homogeneas do
grau 0, reconhece-se pelas expressoes (P, X,) =1, como
vimos em o n.° 35, que ¢ tambem identicamente :

AL SR

= —=—=1r, [\i—'l.ﬂ-,;..,?i’).

j=i 9P,
Sio, porlanto, salisfeitas todas as condictes (42) e defi-
nem, por isso, as formulas (44) uma transformacio de
conlaclo homogenea.

41. — Para terminarmos o que temos a dizer sobre
as transformacoes homogeneas, vamos ainda notar que
subsistem para ellas as propriecdades demonstradas em
0 n.* 21 para as transformacoes de contaclo geraes:

l. — As transformacies de contaclo homogeneas sio
inversas duas o duas.
E o que resulta immediatamente da sua definicio.
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Il. — A transformacio
:?'”I. = ':‘.‘(.\E. l'} 5 i“”. e ”‘ (AP
(g2=1. 2. o i)

vesultante de duas transformacoes de contacto homogeneas

;"{"i;xl(d',ﬁ} . ,“r‘ '—:I)it-ru:!-)) »

.‘!'”I =‘:{4 (2, ln-‘:} A jJ'”I.z []I.(,r‘r, j..l":l g
T e AR | 1 D

effectiwadas sequidumente, ¢ ainda wma iransformacio de
contracto homogenea.

Com efleito, escrevendo e comparando as relacoes
differenciaes correspondentes a estas duas transforma-
coes, oblem-se a expressio

kL n
2 ILX, P d (X, P)= ¥ pdz; ,
i=1 i=1

que justifica a proposicio enunciada.
Il. — Finalmente, se os dois grupos de formulus

4%) g, =X(z,p) , pi=P(a,p),

(4) e =Y (nq) ,» ¢i=01q9),
(g =12 nont)

definerem lransformacoes de conlacto homogeneas, tam-
bem as formulas

X (e,p)=Y,(1,q) » P(2,p)=0Q(y9q),
i I P

representarde wma lransformacdo da mesma nalureza.




-¥
=3

PPorque, evidentemenle, estas ollimas equacoes sa-
tisfazem identicamente a expressio

g0, +.. .+ q iy, =pdz, -+ ...+ pde, ,

que resulta de se suppor que (44) e (45) representam
transformacoes de conlaclo.

42, — Vamos agora ver que de uma transformacio
de contacto homogenea a (2n -+ 2) variaveis se pode de-
duzir uma transformacio de conlacto geral a (2n + 1)
variaveis completamente determinada e que, reciproca-
mente, de uma transformacio d'esta ullima nalureza se
pode passar para uma transformacio homogenea.

Seja dada, em primeiro logar, uma transformacio de
contacto homogenea

46) ¥,=Y (W Yot s los ) € =000.0),
(i=1,2,....n-+1)

a(2n-42) variaveis y,, . .. YpirrTrs o+ s Qg

PPonhamos
y:u—':—i = &, -l"rl =‘-,—-1. ¥y ."-"“-_ 'F" L]
[ i, 5 q, ;
R e e Ry Wity =1
r";"J."i r'r"_:-_l n
k7 y eI Y (SRR | Ty
(47) -'yu-l—l_""yl_:"l‘ y. =z ,
f !
RE ! 7w J
L 7 =y «daly ' =t
q w4 iq n+14




R

Como ¢ sabido, as funccoes Y, 0 sio homogeneas e
respeclivimnente dos graus 0 e 1 em relacio ds varia-
VEIS ¢y . ..o 4,3 islo permille-nos eserever :

; & 7 0y
Yot =2\ W oWiree sty — ——s0eei—— | »
=iy ety Tntt Tnt1 )
: a q P
[18) { "p z}\,-(!fn_,_,‘?hs---.y"‘——!——..... " },
Tt |
0, q q
i 1
=_I|'{y,| el 1_‘——',.“.—'L- ¥
L i\ ud- 121 e Y

{E=4 8

Em vista d’isto, as formulas (46) e a relacio diffe-
rencial

(d.”) ‘JIEI\I"F_--- 'l'"‘?,‘j i " qldji _.rq:l:-f--l{fyu—k'l ’

gue as funccoes Y e (O verificam identicamente, redu-
zem-se respectivamente a

] AII‘ PR 3

h 2l =L (22 oo @ Py, -.ap,) s
(50) (e, =X/(22,p), p,=P/e,z,p),

( (t=1,2,...,0)

e

il

L
(O1) di— = I‘r.u‘x__.=p{rfz—— 2P dz,) ,
i=A i

r s Tuga i
onde p designa a expressio ﬁ'i . A grandeza ¢ pode
-1

exprimir-se em funccio das variaveis z, x, p, visto que




apenas encerra as variaveis y, q e ¢ homogenea em re.
lagho a ¢y, ... g, - A relacio (B1) serd enlio satis-
feita identicamente pelas relacdes (50), como a equacio
(49) o ¢ em virtude de (i) e por isso as formulas (50)
definem nma transformacio de contaclo em z, &, p.
Supponhamos agora que ¢ dada uma transformacio
de contacto da forma (H0), a qual satisfaz identicamente
a relagio (51). Fazendo uso das formulas de ligacio (47)
e allendendo a (48), a relaciao (51) converte-se na expres-
sio (#9) que deve ser identicamenle salisfeita pelo .sys-
tema transformado de (50), o qual, tendo a forma (46),
representa uma transformacio de contacto homogenea.

43. — A ligacio que acabamos de desenvolver enlre
as Llransformacoes de contacto geraes e as transforma-
goes de contacto homogeneas ¢ de uma grande impor-
lancia : permille-nos delerminar lodas as transformacoes
de uma d'aquellas classes, quando sio conhecidas as
da outra classe ¢ conslilue, além d'islo, um processo
geral para converter cada theorema relativo ds transfor-
macoes de conlacto em 2z, 2, p em um theorema sobre
as transformacoes de contacto homogeneas e reciproca-
mente.

Facamos uma applicacio do principio a que nos
referimos, considerando o theorema do n.” 38, o qual,
no caso de (2u + 2) variaveis y, ¢, pode assim enun-
ciar-se :

Para que (2n + 2) funcgies Y, , ..., "In+l* |8 S
O, 4.q dus (2n+ 2) variaveis independentes y, ..., Y, ..,
Q155 Qg Salisfacam vdenlicamente a relagio diffe-
rencial

Q,dY, + ...+ l-'::—H r“'uri_ 4 =q,dy, +...4 '."u-;—i“,-'-’rc-{- o
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¢ necessario e sufficiente que tenham logar idenlicamente

us relacoes

(0, =0, Y)y=(Y,Y)=0, (iZ7]),
e ar o i dl)
(02)¢ (4., "lp*—‘—‘ 1, 8 9, =1, 'fj - 3 He
A Y B j=1 1 9q

(f,j=1,2,....0+1).

PPara acharmos o theorema que procuramos, mio
temos mais do que substitnir nas relacoes precedenles
as variaveis y, ¢ pelas variaveis z, @, p, fazendo uso,
para isso, das formulas (47) e (48). Anles de fazermos
esta substiluicio, nolemos que, se transformarmos duas

r1’1 Fl’u
: gvow ey ’
U+ U1

iR -y ; ! .

pelas formulas (47), leremos idenlicamente

].Illll'i_‘(l-l'ri Felde Yisooonll, byt

| s
¥ ’”L.a‘-p :

(53 (F, ), =———
(o lj : f_.‘“_i ;

[sto reconhece-se, desenvolvendo o parenthesis (F, H)
¢ allendendo as expressoes

A e of aF Ak Jiicral
By e TRy R, ‘oo, fuir OF;
aF i & 3P
,_" —_— i — -‘—- - b l“_; —:—‘— M
rlf’u-}-l -F'.H—rl j=i ‘.l'_;
§ i el DTSR T

e ds que procedem d'eslas pela mudanca de F em 1L
Effectuemos agora a transformacio (47).




3 |

A relacio
I}l CH’I +... +0"+| d‘.w-}-i ={, !.Fllf]+ R r‘f"_H (I,y"+l

reduz-se, como vimos, a

n "
di — 2 P, dX,=p ((fz -- ¥ p, (.-'3:') ;

i=l1

onde Z, X, P, p sido funccoes das (2n + 1) variaveis
z, x, p. Achemos as transformadas das expressoes (52).

As relacoes

tomam, em virtade de (53), a forma
g o e o
[Xp X;1==0, [, X, ]=0,(j=1,2, ...,0).

Consideremos agora a expressiao (Qyaa, Yaga)=1.
fn-+4
Uu-H

==

Acha-se facilmente, attendendo s egualdades
: R :
e (guita Ky o= e relacio

: | ; i L,
(Qr 15 ’|:¢+|)'=T(‘,ln-s-h L) + futa | = -"—)

{ aL.a ,
=T‘j—'_;“-*§|?- ¢ i
!

donde resulta que ¢ (Qupr. Yogu) =1 equivalente a

2 1"—]*-?%—?’=“-
i

"

SR




Do mesmo modo se obléem para
Qi Y)=0, (Qp Q)=0, (i=12,..., ")
respectivamente a expressoes

oX

|.T'5 \1I+_? Uy |.ﬁ, P(-I—i—ﬁ-(_.—zi.-*_-“.

i
0z

Tem-se tambem
: s : . 1 :
(Q, ‘ti}z—l.'ln_i_l.[f', Y)—P.(Q, ., \,‘!r—-:[l‘,. X
T [ S
d'onde se deduz
[.P,: x.-lz‘:' y (1=1,23, ..., “\:'1

visto ser (Q,, Y)=1; acha-se da mesma [orma que As
relacoes

(0 Q=20 7405 V=0, (@ ¥ .)=0,0 ,: i,
(,)=1,2,...,n)
correspondem respeclivamente
[P, P]=o0, [P, X.JI::U, ‘|P, Z]=¢ P,, U—:"‘_’;.."'}-
(3, j=1,2,...,n). 5

Finalmente, das condicoes de homogeneidade niao
procede relacio alguma entre as funegoes 4, X, P, o,




Do que precede, resnlta pois que:
Pura que (2n 4 2) funceies Z, X, 0.0, X, Py on s
P, o das (24 1) variaveis independentes ¢, z,, .. ., €,

Prv oo Py, Salisfacam identicamente a relacio differen-
cinl

" n
d,— Z®P . d\ =gp|de— X p. dz],
iml f =4
¢ necessario e sufficiente que sejam identicamenle sulisfei-
tus as erpressoes :

X, YI=[P, P=IP, K=o, (2)).
[P, X J=¢, [Z X]=IZ, P]+¢ P,=o0, (p;::u] :

(54)
i

. - &
H )I

X, of.
'Im X)+e==l[p Pl+o57=(o, Z+e5;—e'=0,

As tres ultimas formulas do quadro precedente nio
sio dislinelas das anleriores, como se reconhece appli-
cando as funccoes Z, X, P a formula

|.[rr, ot. w-l 1 (.[l', wl, u I + |.|ju'. u],v |

dw au ar
=3 -[v, u] + a—:[n', v] + 5 [u, w],

T

devida a Maver, e conheecida da theoria das equacgies is
derivadas parciaes de primeira ordem.

0 theorema que acabimos de demonstrar completa
a proposicio do n.° 22,
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44. — Suppondo s==1 nas ultimas tres formulas
(54), obtém-se as expressoes

{-"xl '}Pf ol e )
.‘:;2'2[)' Eg:ﬂ_‘ ;‘;‘l‘“: |'-"r----|“}.,

que nos conduzem immediatamente Ao theorema se-
guinle :

Se (2n + 1) funccies 4, X,y ..., X, Py, ..., P, das
(2n+1) variaveis independentes z, x,, . .., 2, p,,. . W
salisfizerem identicamente d relacio

arl — ; PdX,=ds — 1;: p,de,
i i=i

E pm—
estus funccoes leem a forma :

L=2+4+9(z,p), ,=X;(=p), y,=P,(z,p) .




JAPITULO 111

Determinagdo das transformagdes de contacto
— Diversas propriedades das mesmas transformagdes

45, — Cada uma das tres classes de transformacies
de contacto mencionadas no capitulo anterior ¢, como
vimos, caraclerisada por um systema de equacoes li-
neares fis derivadas parciaes de primeira ordem. Para
obter, portanto, todas as transformacoes de uma qual-
quer d'aquellas classes pio lemos mais do que integrar,
pelos methodos conhecidos, o syslema de equacdes que
a caracterisa. Na delerminacio das transformacoes de
conlacto pode, porém, seguir-s¢ um processo, que & in-
dependente de quaesquer integracoes. I: este methodo
(que vamos expor no presente capitulo, onde tambem
rennimos diversas propriedades importantes das mesmas
transformacoes,

46. — Consideremos primeiro as lransformagoes de
contacto homogeneas, isto ¢, as transformacoes de con-
tacto da forma




B e, - o 5 W - AR 1
‘:r =X\ (z,, ..., By Prsmens Pl =0y P= I ; [z, p),
(1
( (== 3. 0 ).
Temos a seguinte proposicio :
Obtéem-se lodas as lransformacoes de contacto da
farmn (1), eliminando as indeterminados o }‘i. e lo-
dos os systemas da forma

f s (o a / o — F ==
(s o By Ty ooy ) =0, .., S =m0,
. ob, oY,
M2t ... Fh—=p
ﬂ] o, LT Pis
] ]
) ("l:, 4 L3 {"ll y
y —F e TN —=—.,
1 3 5 ol
L *

(=1, 2, ..., %),
wiide k representa wm dos numeros 0, 1, ..., 0 e $,==0,
«vos bp =0 rvelucies distinclas quaesquer enlre as varia-
veis x, @', em virtude das quaes se nio annulle o deterni-

niile
(-.".:.I t"l";]
T PR = .;— d B i aariaie D
o’ or
n
| ]
Ly 9%,
roy) s — e T |
or or
| 1 n
-8 2 aX | e,
Find | Fi | o, %,
-y i LR B AT 1 o aeregts
or, ok, or, t.f." o l‘."l"l
&% o°U 0%, a9,
Lt > il = L]
1 L] A = " -
or orxr or ox ) r
n 1 " n < n P n




Com efleito, por definicio, as formulas (1) satisfa-
zem identicamente 4 relacio differencial

I of | 1 ] e .
Podry + ...+ p de' =p. de; + ... + p,do,

e podem resolver-se em ordem is variaveis x, p. 0 con-
juncto das transformacoes de conlacto da classe que con-
sideramos obtém-se, pois, delerminando todos os sys-
temas de 2u equacoes que conléem as variaveis o, p, &/,
¢ e salisfazem & equacio de Plafl

@ pdr,+...+p,dz, —pde, ...~ p d¥ =0,

@ aproveilando apenas aguelles d’esles syslemas que po-
dem ser resolvidos tanlo em ordem ds variaveis @, p,
como em relacio ds variaveis &', p'. Ora, ¢ sabido (§ 9)
que, pondo de parle a solucio evidenle

Py Sufly ., eyl By =

todos os systemas de 2n equacoes que salisfazem a (3),
se deduzem pela eliminacio de hyyeoay by de lodos os
systemas da forma (2), onde as relacoes ¢, =0, ... 4, =0
Sa0 quaesquer, mas distinetas, e onde k designa um dos

numeros 0, 1,..., 2u; além &isto, reconhece-se [a-
cilmente que um systema proveniente de (2) pela elimi-
nacao de a,, ..., & ¢ resoluvel em ordem as variaveis
x, p quando, ¢ s0 quando, as equacoes (2) o fOrem em
relacio a @, k, p ¢ que consideracoes analogas teem lo-
gar a respeito das variaveis /, p'. A nossa questio re-
duz-se assim a examinar a resolubilidade das equacoes
(2), onde k nio deve agora evidentemente ser superior
a n, em relacio a cada um dos grupos de variaveis o,
A plex, k, po BN 0 que vamos fazer.




Para isso, ponhamos

Lb+...4+08¢=U,
0 que permitie dar ds equagoes (2) a forma mais sim-
ples
all , , 0U
=0, p;4+===0.

{:'.Jﬂ. l'l.T'I"
i

4 =0 ,...,%=0, —p +

((==1,2,...,0).

Consideremos primeiro a resolubilidade d’estas equa-
¢coes em ordem a 2’ &, p'. Para que ella tenha logar, ¢
necessario que o determinante funecional dos seus pri-
meiros membros em relacio dquellas variaveis seja dif-
ferente de zero para os diversos systemas de valores de
&', k@, poque verilicam (). Eserevendo aquelle de-
terminante, reconhece-se immedialamente que se reduz a

a¥) !
9% O%
A~ 70 . 1 T 0, .« 9 o
t.l'l LEN § "
R e S e Walea e e e
A a |
oy o
s caey Lty Eekalis iy
; P
iy o
ol o*l o, ddy
= a7 ¥ =5 S A F 2 ~35 L L
oT, 60y or,oxr - or, oy
T e s sr Fa el
o2l o2l g, by |
R . - L B ’ o
| OF ¢ g’ or ox' or o
| L b n

Esla expressio ¢ independente das variaveis p, p' e
Pl
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por isso so se annulla em virlude de (4), quando for
pulla em virtnde das relagcoes

(5) =0,
quaesquer que sejam os valores que deem a0s coelli-
cientes h,, .- ., kg, que entram em U.

Da mesma forma, para que as equacoes (4) sejam
resoluveis em ordem as variaveis @, &, p ¢ necessario
e sufficiente que o delerminanle funceional dos seus pri-
meiros membros em relacio a eslas variaveis nio seja
nullo para os systemas de valores de x, &, p, a'y poque
salisfazem as mesmas equacoes, Ora, ¢ facil de vér que
este delerminante se reduz & expressio

= A i
,rr o |
1 L8 |
o Tl g a sy S Cor - s R RN
o ox
1 ]

...... A R e N |
R = |
oY ("Jk |
- yoewy = RS« i R |
or ar |

1 n
ez
| 27 el
¢l ol dd, o,

r_ 5 " ge ey - oy 1 y+re< 3 AT
LA 1 1'l'|l'." & 4 ILI
2 -t T 1
ol i | e, !

o' ox VT o ax. agl it ares
n L] n (1]

a qual se transforma clarmmente em J, se permularmos

a P |
= Lk
as columnas e as linhas de modo que os elementos =%,
3 o'y
%k i s
«ny 75— Ya0 occupar :‘:'.~‘|u‘l'|l\':llll:'lllt' s |ll:.{.'|t'|'.~1 e
F clr "
(N " ada ; ;
; ¢ muodarmos em seguida as linhas em

ox,’ """ ony
columnas,




)

D'aqui resulta que a condicio a que as equacoes (2)
devem satisfazer para serem resoluveis em ordem s va-
riaveis @, &, p, ¢ ainda a que linha logar para a resolu-
bilidade em ordem #s variaveis o/, ¥/, p/, a saber: que
0 determinante J se nio annulle, quaesquer que sejam
Ay yeeey by para os systemas de valores de z, # que ve-
rificam as relagdes (5),

Isto justifica o theorema enunciado.

47. — A condicio a que o theorema precedente su-
jeila as equacoes (35), exige que estas equacoes sejam re-
soluveis separadamente em ordem a £ das variaveis o e
em ordem a k das variaveis o',

Com effeito, para que o determinante J nio seja
nullo em virtude de (5), ¢ necessario que um, pelo me-
nos, dos determinantes de k dimensdes de cade um dos
syslemas

3 v A a4 |
Oty 97, ik 1 Oty
e o T iy
o, oX or X
i 1 i
> . o e ¥ . . .
oY ol ol
Tk Tk ik !
T g . = 5
ox or 0.0
n 1 n

se nao annulle em virtude das mesmas equacdes, isto
&, que eslas equacoes salisfacam 4s condiedes enuncindas.

il
escolhidas de modo que as relacoes (2) déem origem
pela eliminacio de &, , . . . y b, @ uma transformacio
e conlacto.

48.— f‘;H[]'EI(J[Ihilll'l“:-Z as vqu;ir_'{u'-:-'. ey o .,rpk:u

Para obter commodamente esta transformacio sob
a sua forma habitual




e

i |

.!'IL. == < ‘\' L&, lli), JH". . Pj (..l‘_ J.lrj 5 (J'I = j,. el h‘:l X
podemos proceder da maneira que segue.

As equacioes

() :"-1? + e -Jr-'-'-L-{'_- = Pi, (i1=1,...,m),

que fazem parte de (2), podem evidentemente escrever-se
sob a forma

a4 '
e o . " oy
r'\l e ‘1 o e + .!'-1 =

l".I'.J. (.-;r'J_ P,l -
R et oo e v ) (j=1,....,n—1).
:'.] L i -"'Jl' ,J_L Py

or or

n "

Eliminando d'eslas equacdes as relacoes enlre as grande-
ZaS Ay, .ouy b, Oblemos (n — k) equacoes que, conjuncta-
menle com as k primeiras equacoes (2), dio as variaveis
@'y, ..., @'y expressas em funceio de xy,..., @y, o e A4S
Pn Pn
Substituindo, em seguida, as expressoes obtidas para
o'y, ... @'y nas formulas (6), podemos d'aqui lirar os
valores dos parametros &, ..., k. As nltimas »n equa-
coes (2) permittem depois exprimir ¢y, . . ., p'» em fun-
ceiao das variaveis z, p.

Devemos notar gue as expressoes oblidas para ', p/
sio homogeneas e respeclivamente dos graus 0 ¢ 1 em
relagiio as variaveis py, ..., p,, 0 que concorda com o
que se disse em o n.° 39 a respeito das transformacoes
homogeneas.

49. — Consideremos agora as transformacoes de con-
tacto mais geraes, isto &, as transformacoes da forma




o2

f__ ¥ "
o= i Wy Loy Ty Prae o s ;Jn'r 2

—

(7) :i'"l. = \: (2, 2, ) , ijl. = |’J. (z, 2: D),

.'

que satisfazem identicamente @ relagio differencial

(i=1,2,...,n),

(®) dd — 3: ja"u.",;"rE = (.{f,_, e
r=1

n
¥ -'nlrf.'.'“.} -
=]

Podemos enunciar o seguinle theorema :

Obleem-se todas ns transformacies de conlaclo il
forma (7), eliminando as grandezas hy, ..., b, de todos
os systemas da forma

[ . sl e ik
(@ (5,81 eues B s 53 @3 000y @) =04 ey 8, =0,

" n
|
l"" al
1 ¢ Tk -4
v T L -
0x; f o,
— — ),
\ oh R s
= osae = . .
1 gz k-1 o3
(9 {
r’"!l' r_I'L‘
! . L
A e A ———
1 g4 s k+H or i t
dail ad SR )
2 2Rl 4er il S50
I asf LR S BT
| -
\ =12 .58,

onde k designa wm qualquer dos numeros 0, 1,...,n ¢

By =0, .., 4 =0 relacies escolhidas de wmodo que se-
J

jam vesoluveis em ordem s variaveis o, o, p' os sysle-
mas vesullantes d'aquellas eliminagoes.
Este theorema deduz-se muito simplesmente, {endo

em vista o que dissemos em o0s n.” 42 e 40.




Ponhamos, com efleilo,

PrEEER g sy 9 b Ine
E=Yutt » O =V s = ol g oy '."';;44 '
] 'I I
(104 i SO RPN Y.
o -J’n+l L] i_Ji L] Ij_ 'T.l L1 ¥
n -
| (=1 % ..., 0):

A equaciao (8) toma claramente, em visla d'eslas formn-
las, a expressio

{ I I ) II‘-'illlhilnll’pll TeeeT rl‘Ilrn+l 'Iﬂ’n-i-l = r1JI'|.”|-"-"‘I t ... rl‘u-'; i r"--{"‘u-l-f'

I sabido (8§ 43) que as ransformacoes homogeneas de-

linidas por esta relacio se obtéem pela eliminacio de

hysoony by entre todos os systemas da forma
M/ (] ¥ ! = \] J—
. l1'-5"1*"'1."':-‘-'"',4-;4--’!' AR P "il’ =0, ..., §44==0,
' a¥,
h o i =g
"oy, S g
(12)
i i
, tl_1 L '_I_n'.;_l____;,
1 F'HIJ; (N | ",H."I. i

onde & designa nm qualguer dos numeros 0,1,...,n
4 P ‘I‘L_H- o relacoes escolhidas de forma
gue sejam resoluveis em ordem a ¥, ¢' 0s systemas

e V. =o

provenientes daquellas eliminacoes, porque enlio, como
vimos, lambem lem logar a resolubilidade dos mesmos
systemas em ordemn a y, ¢, Além @islo, cada transfor-
macio homogenea definida por (11) ¢ converlida (§ 42)




pelas formalas (10) em uma transformaciao geral (7) e
reciprocamente ; por outro lado, cada systema da forma
(12) ou (Y) transiorma-se, ainda por meio de (10), em
oulro respeclivimente da forma () on (12),

Daqui se conclue que se obléem todas as [ransfor-
macoes de conlaclo que estamos considerando, elimi-
nando A, ..., % de lodos os systemas (9) que por
aquella eliminacio se reduzam a oulros gue sejam reso-
luveis em ordem a 2/, #, p/, como queriamos demons-
trar.

Devemos notar que podemos no enunciado do theo-
rema subslituir as variaveis 2/, 2/, p' por 2z, =, p.

ExempLos — Consideremos a relacio
'TT"J ik Yyp— o, =20

que liga as variaveis %, @ is variaveis y,, o,. As formu-
las (9 reduzem-se n'esle caso ao syslema

y+4—ax,=0, —a,+y=o0, —x+y,=0,
gue ¢ claramente resoluvel em ordem a cada um dos
grupos de variaveis @, 4, ¥ e x,, y,, ¥, e que, por isso,
representa nma transformacio de conlaclo,

Do mesmo modo a relacio
$=zs+35+ar, +yy,=0

dit origem 4 transformacio de contacto

r=—p , h=—q , L,=TpT+ Yq—=

que &, como vimos (§ 20), a transformacio de Legendre.
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50. — O theorema  precedente  conduz-nog  muilo
simplesmente ao segninle, que nos permille determinar
as transformacoes em x, p:

Twdw w transformacio em v, n

[3'==A5 4 (8, cc o s @y sy s 09 Pl)s

- of F . § ;

(13) o, =X(z,p) , P;=P(xp),

= )

se ablém pele eliminacdao de
da forma

L3 e e ey by de um systema

(2! — Az — Ve 2)=0,V(28)=0,..., V=0,

oV a=av .
e et T i S
ar, ! oz, + + o,
s - — =
(14) rA Vi s
0| o | v,
A~ JEr gy Tt S f.*f
l:-,r‘. I-J," oxr”
e = : i :,NF.
| A i

onde & designa wm dos wumeros O, 1,...,neV, V...,V
funceies escolhidas de forma que sejom resoluveis em or-
dem a ', 2, p' as equacies que proveem (aguella elimi-
wagdo ;. veciprocamente, de qualquer systema du forma
(14), nas condigoes referidus, dedus-se wma transforma-
cdo de conlaclo em x, p.

« Com elleito, qualquer transformaciao de contacto da
forma (13) acha-se comprehendida eatre as transforma-
coes a que nos referimos em o n.” precedente e deve, por
isso, poder ser deduzida de um systema da forma (9).




96

Ora, eliminando p,, ..., pa das (n 4+ 1) primeiras for-
mulas (13), obleem-se relacoes da [Orma

. —Az—0 (L7000 .J"’],_ ey -J'J“\IZU, ,'|||I (x, @')=u,
(15)

s Mz ¥y=0.
Esias expressoes sio as unicas relacoes entre as varia-
eduzir-se do
systema a (13) e, por isso, sio suscepliveis de lomar a

f

! o X'y (que podem

vy Ly gy = *

veis x,, ..

forma (15) as equacoes §,==0, . ., e+1==0 de um sys
fema (9) gue dé origem a uma fransformacio em x, p,
isto &, uma transformacio d'esta natureza pode dedu-
zir-se de um systema da [Grma (14).

Reciprocamente, ¢ claro que cada systema da [Orma
(14) dia origem a uma transformacio de conlacto em

@, p.

-

51, — Agora vamos vér como se comportam em
presenca de uma transformacio de contaclo os syslemas
de equacoes que salislazem a relacio differencial

ds —p, de;, — ... —p dr =0.

Temos primeiro a proposicao :
Todo o .':li,l.\'u'i’.‘.lhl' de i"errf{'-'-l:'.s' ila fi}f'lrtli

Ty A5y ey gy Py oy ,,_luuj =0, «-s3 F=0,
ijue satisfoz a ."illrrl'rf:.'f:'r-‘ e Pluff

(16) ds —p, do, — ... —p, dz =0,
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é convertido por wma transformagio de contacto qualquer

(17) s'=i(= 2, p) , =X, 2, p) , YV =D,(3, 2, p),
G, )
ent wm nove systema que salisfuz a relogio differenciul
(18) d2' —p' do)! — .. — Py dily=0.
Esle theorema resulta elaramente da consideracio
de que a equacio (16) se muoda, por meio da transfor-

macio (17), em uma equacio que so differe de (18) por
um factor que nio é nullo.

52. — Reciprocamenle, as formulas
AN =L e.p) , ¢ =X.(52,9), p=Ps z,p),
(1 o AN )

defineme wma transformaogio de contacto, se converlerem
cada systema que salisfaz a equacio

de —p,de,— ... —pi dry=0
em wm systema gue satisfuz a
iz — ;.-"1 :f.l"’,l e -—-—-_Ju',, ﬂ'j‘*’" —— 3

com elfeilo, a equaciao (16) é manifeslamente salis-
feita por lodos os syslemas da forma

[l M
: d /
(19) 2—F (75, ..., &), pi-—-_,—r":---—n,{::l, - A )
ar,
i3
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Além d’isto, ¢ facil de vér que a ella se reduz qualquer
outra da forma
T ! i1 :
(20) L(s, o, .n)r-l'.:’—l—"\_'l.“‘ (z, }i,ltfd'i+I';]:\J-(3,J', p)dp,=0
que gose da mesma propriedade. Na verdade, se esla
uliima equacao for satisfeila por todos os syslemas (19),
a expressio
o

oF\ 2 éF n
|..(F,.r., i—) y e E N (F, .r,-—) dr,
oF | i=l oF; =t ol .

ﬂ‘ " \ X ¢ e EF'EF
X XN |F,z = e (D,
i=tj=1 7 x| oz, éx,

annulla-se para todos os syslemas de valoresde &, ..., >
dr,, ..., dr,, qualquer que seja F, isto ¢, sio nullas as
expressoes

n

dF
e ] ; “"‘ }: \ n '
I c-.r'.—'_ Yoj= 2o
(i=1,9,...,n)
.II'- ’I\.III‘ =
g ——. D’aqui resulta

—m—— i b

para todos os valores de x,,
('.rl. {.-.I"i [ ',_j

que sio idenlicamente salisfeitas as expressoes

iy My=0 , N.=o, (i=1,2....%)
i

0 que reduz a equacio (20) a forma

L (de—p, d¥y— ... —p, ”l--""}z 0.
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A equaciao (16) ¢, pois, a unica equacio differencial to-
tal & qual salisfazem todos os systemas da forma (19).
Poslo islo, seja dada uma transformacio da forma
(17) que salisfaga & condi¢io eslabelecida no enunciado
do theorema.
Esta transformacio converle a equacio
JJF — ;'ﬂ'l {i_.[_‘"l — b _j.y’“ r.f.:'r == )

b
em oulra da forma

n n
(21) Lds+ X M, dx; 4+ X N, dp,=o.
= | =l

A equaciio (21) devem satisfazer todos os systemas (19),

vislo que as expressoes transformadas de (19) pelas for-

mulas (17), verificam, por hypothese, a equacio (18).

Por este molivo, devemos fter identicamente N, = o,
= Uiy a4 a9 (@ a fOrme

L p,=—B, o que di a (21) a forma

L(de—p, de, —...—p dz)=0.
As formulas (17) definem, pois, na hypothese refe-

rida, uma transformacio de conlaclo, como queriamos
demonstrar.

53. — Dos dois numeros precedentes conclue-se cla-
amenle que :
Para que wma transformacio da forma
z=1 (z,z,p) , =X, (2,2, p) , p,=P, (2, 2, p),

=1, 2, .. h)

s#j.--! T ."rausfm‘magﬁﬁ de conlaclo, ¢ necessario e m"ﬁ-
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cienle que, por meio d’ella, todos os sysltemas que g”g,'_\-_,"u_
zem a relogio

de—p doy — ... — P, r!:;.-" i
sejam converlidos em syslemas que salisfazem a

R Vel e Lo ¥
dz Py dr 1 ki L !r.l'"-'-—'-‘O.

54. — Entre os systemas que salisfazem & relacio
differencial

dz — pdr,— ... —pdzr =0,

consideremos mais especialmente os da forma

F ;
(19) 1+—F(z,,...,2,)=0, jii—%zo. (i=1,....n)

Vamos demonstrar o seguinte :
Todo o systema da forma (19) é convertido por uwma
transformacio de conlacto qualquer

an 2=12ez.p) , ¢, =Xez,p) ., pi="F22p),
i f i i

(i=1,2,..:y8)

em wm systema de forma analoga

i dw

{‘Eﬂ:l & -~ m[.r'l, sy ”:] =0 p'll. —

e =0, (1=1.2,...,1),
O ;
L}

exceptuando os casos em que a funceao F(ry . .. ,X,) an-
nulla identicamente o determinanie




dr
"

iy

n'.\l;,. 2 =
onde o symbolo i designa a operagio
ur;

e o ; e R
aX, e o, L3 _ &% o\,
o, ¢ gz j=1 e dr, dp,

J Ny J

Com effeilo, o systema que resulta de (19) pela
transformacio de contaclo (17), pode evidenlemenle de-
lerminar-se, eliminando as variaveis @, ,...,r, en-
lre as equacoes

2L dl ol
=T Ry es s ses=—],
" oxy ar

que resullam da combinacio das equacdes (19) e (17).
ara que o systema assim oblido possa tomar a forma
(22), ¢ necessario e =ufficiente que nenhuma das suas
equacies ligue somente as variaveis #'; , ...,/ , islo ¢,
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que a fanegio s=F (z,, ...,z ) nio annulle identica-
mente o determinante funccional de X;,..., X\, e re-
lacio a oy, ...,x,, 0 qual nio differe de (23), como se
reconhece facilmente, altendendo a (19).

Por oulro lado, o delerminante (23) nio pode an-
nullar-se identicamente para toda e qualquer funceio F.
Na verdade, se islo acontecesse, islo ¢, se o referido
determinante fosse nullo para todos os syslemas de va-

a'F . . .
lores de #,,p,,-—~— =p,;, lambem seria idenlica-

L .-rt-l'.il'"j

mente nullo o determinante

ox, A ox,

| e T e i - T

i) J‘ 11 1,';-.".i F; J," ! nag= ! j rml-!,"

lt\‘n f".\-." i-'\'u o\ ;\” A ‘_\,,
o | TP it Wl Y J -

| = P75z Py op, o, " PGz B "k gp

que d'elle resulta, suppondo eguaes a 0 as derivadas
Py, €M que 0§ indices 7, j sio differentes. Ora, este
determinante s0 pode ser nullo para todos os valores de
Piy oo s Py quando se annullarem identicamente lodos
os determinantes de n dimensoes do syslema

t.l—'\l-{-j} —\’ihl—p E'—\ir\l‘
o, 1 g5 ox, ".ds " dp ap,
X X X X, aX oX

n 4 B isa n A s R *"l ST g n 2 _‘_ﬂ .
dx, 1 8z i gz T dp, ap,, ||

* ou ainda, os de n dimensoes do syslema
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e i Fyen Y m
aX, | . dX, dX, oX;, & ; X,
Cy ] 1 =y L ’ L — ~
oL, oz aopy ap. =t ' dp
oX, X, 0 \1 2 9 0 \1
i Jr'l e TR e =
oLy oz op. =i N oy

Por isso, como os elementos d'esle quadro sdo exacla-
e 2 af t
menle o3 coeflicientes de —.-i —l .I-

; nas equacoes
('1'. or, o3
] ]

differenciaes lineares
|X|.”-—-:u. sy l:\nsflz"m
o que se reconhece, desenvolvendo os colcheles, nio se-

riam eslas equacoes independenles, conlra o que vimos
em o n? 29.

55. — A propriedade a que se refere a proposicio
do n.® 52, pode claramente ser tomada como delinig
das transformacoes de contacto. Assim, podemos dizer:

Una !."a.‘u\'ﬁu':rmr'riu tlat forma

=L (5% oo 3Ty Pys voosPa )y

. =X, (2, p), vy.=P. (s 2,0,
(i=1,2,...,1)

1) -

(o [T T 1A ]

¢ wma lransformagio de contacto do espago a (i

miensoes, se converler cada rHu’”.‘;l“u idade M
Hffr“f}n’.‘li'fihfrfﬂ_' M. .

i

Esta definicio ¢ susceplivel de muilas consequen-
cias geomelricas, como vamos vér.
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Consideremos, por exemplo, o espaco a tres dimen-
soes,

Em primeiro logar, combinando a defini¢io prece-
dente com os resultados do n.® 12, conclue-se immedia-
lamente que nma transformacio de contacto qualquer do
espaco ordinario converle os «o® elementos de uma dada
superficie, on nos elementos de uma nova superficie, ou
nos elementos de uma curva, on nos elementos de um
ponto, isto ¢, que uma tal transformacio muda uma so-
perficie, on n'uma superficie, on n'uma curva, on n’'nm
ponto. Do mesmo modo se vé que nma carva e um
ponlo se converlem, ou n'uma enrva, ou n'om ponto, ou
n'nma superficie.

Sejam agora dadas doas mulliplicidades My do es-
paco ordinario que lenham um elemenlo commum, 5
evidente que nma transformacdo de contacto do mesmo
espaco converte aquellas duas multiplicidades em oulras
duas, tambem com um elemento commum. Daqui re-
sulta que essa transformacio converte duas superficies
que se locam n'um ponto, on em duas novas superficies
com a mesma propriedade, on n'uma curva e n'uma su-
perficie tangente a esla curva, on n'uma saperficie e
n'um ponto situado sobre esla superficie, ou, finalmente,
em duas enrvas (que cortam.

Se as multiplicidades propostas liverem s * elemen-
los communs, converler-se-hiio em outros com as mes-
mas propriedades. Por isso, duas superlicies langentes
ao longo de numa carva mudam-se, por uma transforma-
ciao de contaclo, ou em duas superficies com a mesma
propriedade, ou n'uma superficie e n'uma curva tracada
sobre esla superficie, on em duas eurvas tangentes n'nm
ponto, ou n'uma curva e n'um ponlo d'esta eurva.

Estes resultados complelam o que dissemos em o
B2AT,
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Podem fazer-se consideracoes analogas a respeito
das eurvas e pontos do plano, tendo em vista o n.® 13.

56. — Proseguindo nas consideracdes do n.® prece-
denle, vamos examinar como sio transformadas por uma
dada transformacio de contacto as mulliplicidades pon-
luaes do plano e do espaco ordinario.

Seja dada, por exemplo, uma transformacio de con-
lacto do plano representada por uma equacio da forma

(24) $ (=, ¥, @, ¥,) = 0.

E elaro que por esta transformacio todos os elementos
de um dado ponto (i, b) sio converltidos em elementos,
cujos pontos salisfazem i equaciio

(25) ¢ (n, b, &, y,)=0.

Ora, os elementos do ponto (u, b) constituem (§ 14) uma
multiplicidade M, e por isso, segnndo a definicio do
n.° 54, devem os elementos em que elles se translor-
mam constituir tambem uma multiplicidade M,, que ¢
claramente (§ 12) a multiplicidade definida pelos elemen-
tos da carva (25); por outras palavras, a transformacio
de contaclo (24) converle o ponto (i, b) na curva (25).
Do mesmo modo se vé que a curva (25) ¢ convertida no
ponto (u, b).

Eguaes consideracoes se applicam &s transformacoes
de contacto do espaco ordinario dadas por uma equacio
da forma

b (¥, 2, 2, Y5y 3) =0,

ou por um systema de duas equacoes distinelas

4"1 l:.'I', .’h 2, 'rp .';"1" 21)=0! ¢!zu'
1%
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Estas transformacdes converlem, pois, cada ponto
(a, b, ¢) respeclivamenle na superficie

$ (a0 ¢, 2, ¥,, 2,)=0

& una curva
% (u, b, ¢, Ty Yy zl\';:”‘ Pa (”: b, e, Tys Mys 5,)=0,

e, reciprocamenle, a corva e a superficie definidas por
eslas equacoes no ponlo (i, b, ¢).

Seja agora dada nma curva plana qualquer ¢ (z, y)= o
(que nio esleja comprehendida nas curvas representadas
pela equacio (25). Como acabamos de vér, cada ponlo
fir, b) d'esla eurva ¢ converlido, por uma Leansformacio
da forma (24), na curva definida pela equacio

¢(a, b, &, 4,)=0;

por este molivo os diversos pontos da referida curva sio
mudados nas curvas representadas pela equacio prece-
dente, onde os parametros (@, #) devem receber todos
os systemas de valores que para elles se tiram da relagio
w (1, Hy=o0. Ora, tendo em vista o n.* 54, ¢ evidenle
que cada numa das enrvas transformadas toca n'um ponto
a curva em que g (@, y)==o0 se converte. A curva pro-
posta lransforma-se, pois, em uma oulra que ¢ a en-
volvenle da familia de curvas

¢ (a, b, z,, y,)=0,
e cnja equacio se pade, portanto, obler, segundo as re-

aras conhecidas do Calenlo differencial.
Consideracdcs inleiramente analogas lem logar para
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as superficies ¢ curvas no espaco; nio insislimos sobre
este ponlo.

EXEMPLO — A Lransformacio
y+y, —or,=o,

considerada na pag. 94, converte cada ponto (x=a, y=>b)
na recta

(26) Yy —ax, +b=o0

e, reciprocamente, cada recla (26) no ponto (i, b), isto ¢,
muda o ponto (@, b) na sna polar em relacio i secciio
conica 2y — #* =0 e cada recta no seu pole em relacio
a4 mesma curva ; além d’isto, converte uma dada corva
% (@, y) = o na curva envolvente das rectas representadas
pela equacio

h -+ Yy, — vy =ao,

onde se devem dar a a e b todos os systemas de valores
que satisfazem a ¢ (a, V) =o.
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57. — Consideremos as equacoes

f A - | ! s 1 T
"P'I (5‘$1""'I||'"'T]“"'"'T'n}_”‘ T t.-lk_‘_!.—f_].,
. 9 . a':‘;,4_|
A s winw Ay e ey
1[_4.1,'.'_ + * L+| ,Jrr_
- - 1 R P,
dr{"l Lk W 2
3 3 i
R o e L ST e
(9 (
3 9% 4 e 0% 14
137,70 T B T
A e TSR I T — . 90
p!'f’ o I';‘l'r'r Py
hl é_:T ] . - ;‘F--I-l ‘—I:-:Jr"-

E sabido (§ 49) que eslas equacdes definem uma
transformacio de conlaclo, quando (e s0 n'esle easo)
as equacoes que d'ellas resulltam pela eliminacao de
Ay +«+ Mgt se podem resolver em ordem a um dos gru-
pos de variaveis z, x, p e 2/, &', p/, porque enlio, como
vimos, lem logar a resolubilidade das mesmas equacoes
em relacio ao oulro grupo.

A condicio precedente pdde dar-se uma forma geo-
metrica, lendo em vista a doulrina da seccio 1 do cap. 1.
Na verdade, para que a resolubilidade das referidas
equagoes em ordem as variaveis 2/, o/, p/ tenha logar, ¢
necessario e sufficiente que as (n + & + 1) primeiras
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-_———

equacoes (9) nio delerminem relaciio alzuma que conle-
nha apenas as variaveis 2, #, p. Ora, substitnindo nas
equacoes () as variaveis =/, 2/,, ..., o', por paramelros
arbitrarios ¢, ', ceapd € eliminando em segnida as
indeterminadas 4, ...,k 1, oblem-se (§ 14) ="+ mul-
tiplicidades M_, que se compiem de todos os elementos
das multiplicidades pontuaes da ordem n — k

(27) (X Bys i s 2,6, ..., @ )=0; | v ':‘J:--|—l=“‘
Podemos, pois, enunciar a seguinte proposicio :

Para que as (k + 1) equagies

(s . ! |y T — d pa—
Y1 (@ Ty o @ 2 2 ) =0, L., =0

definam wma transformacio de contaclo, é necessario e
sufficiente {qie os elementos (z, x, p) das cent mulliplici-
dades (27) ndo satisfagam a relagio alguma da forma
¢ (2, 2, p)=o.

58. — Da proposicio precedente deduz-se muito sim-
plesmente a seguinle :
Se as equagies

- o I Atz skl
BN 0ot 8 Wi ) =0, 50 Y

onde ¢, o'y, ..., d'y designam paramelros arbilvarios,
definirem o multiplicidades pontuaes do espago, cu-
Jos elementos (2, x, p) nio satisfazem a« wma velagio
da fivima 2 (z, ®, p)==o0, tambem as equUacoes

F

. nr - -
(28) ¢ (e, 0550 00ya ) .0 d)==0, ..., Yrpt =0

onde ¢, ay, ..., 0 designam equalmente paramelros aibi-
g N
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lrarios, represenlardo oo "+ multiplicidades differentes,

cajos elementos (2', 2/, p') ndo verificam relagio alguma

(&, @, p)=0 enire 7, &, y.
Com efleilo, as relacdes

of

)=0, ..., $.,=0

b (B @y ve s B, 2, 0, 0, T b s
que se obteem substituindo em (27) os paramelros ¢,
a'y, ..., respectivamente por 2, oy, ..., o', definem
mma transformacio de contacto, como se reconhece fa-
cilmente attendendo ao theorema do n.° anterior e s
condicoes em que suppozemos as equacoes (27). Sendo
assim, os elemenlos (¢, &/, p) das so* ! multiplicida-
des ponluaes (28) nao satisfazem, em virlude do mesmo
theorema, a relacio alguma da forma ¢ (z, @, p)=o0,
como queriamos demonstrar.

89. — A transformaogio do conlacto definida por equa-
coes da forma

(29) &, (2,200 2, &, @pyuee, @ )=0, ..cp §4,=0

1r* n J U]

converle o ponlo (z=¢, ¥;,=10y, <. ., Tn — 1, ) na multi-
plicidade pontual

] . ! J . - ! LR,
'fl {‘! t"j?--"r”n! 31"19 .*.,;3'-")—(}_ Rl T rT'J..}{_‘U

e a mulliplicidade pontual

PR i o A =k
'f;("'rl-*'*!'r‘"’”t""'”u)_”‘ e fl.-g-l'_u

no ponlo (¢! =¢, /=d, ..., o =a).

Para demonstrar o theorema, demos 4 transforma-
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cio de contacto definida pelas formulas (29) a forma
habitual

-~

@29) =Lz, p) , & =X,z 2, p) , =P, 2, p),

que se obleem, como ¢ sabido, pela resolucio em ordem
a2/, o, p/ das equacoes que resullam de (9) pela dimi-
nuicio de A, ..., A,

Posto isto, appliquemos primeiro a transformagio
(29') aos = t‘|4.‘III{'I][H:-‘| (s, @, p), do ponto (z=¢ x,=u,,
eo oy ==a ). Oblém-s¢ um conjuncto de elementos (2,
o'y p) que salisfaz ds equacoes (9), depois de nellas
subslituirmos #, @, ..., @, por ¢, a,, ..., a . D'eslas
equacoes, so as (E+41) primeiras nio conléem p/,. . B
Por isso, 08 elemenlos oblidos sio os elementos da mul-
liplicidade pontual (20), o que demonstra a primeira
parte do theorema.

Appliguemos agora a transformacio (29') aos o " ele-
mentos da mulliplicidade pontuoal

'3 Lr d o : . J ] ¥ -
R7) $ (5% 2.0, d . il )=0, ..y & =0,

Estes elementos sio definidos (§ 14) pelas equacoes
que resultam de

L= 4 o S K] AE
(b (B3 By een &, 6, 8y, o0y )=0, .., L =0,
- '""1 i |9 LT
N =itk ——==1,
og o
(30) ]
i 1 ) i W |
AL P ) 0%k 31
A ~iais e s s D — — = 1.
1 or, e ot oz, P

\ =1,2,...,n)
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pela eliminacio de 2, ..., &y Subslituindo em (29
os syslemas de valores de z, x, p, que salisfazem ds
equacoes resullantes d'esta eliminacio, obtemos, pois,
0s elementos (¢, 2/, p'), em que se transformam os ele-
mentos da multiplicidade (27). As coordenadas dos ele-
mentos (z', #', p), assim oblidos, salisfazem claramente,
com certos valores de Xy, ..., 4y, 48 equacdes (4),
d’onde resulta, comparando as (n + k + 1) primeiras
('estas equacoes com (30), que deve ser:

(s elementos obtidos perlencem, pois, todos ao mesmo
ponto, o que justifica a segunda parte do theorema.

0 theorema que acabamos de eslabelecer compre-
hende como caso partienlar o que dissemos em o n.° 5.

60. — Se us {‘i’lriui.:ﬁi',\'

(31) “-']E'E.J"...,.:r”,fr_ﬂfl,._._ri'"‘llzu' SryrL =0,
onide ¢, u'rl, 0 n’" desigiinn paramelios arbilrarios, de-
fintrem o™ multiplicidades pontuaes differentes, cujos
elementos ndo salisfazem a wenhuma relacdo da [orma
tz,2,p)=0, ¢ se conjugarmos os »"H ponlos do espago
com aguellas mulliplicidades, sequndo wma lei qualquer,
de forma que a cada multiplicidaide corresponda wm unico
ponto ¢ a cada ponto wma wnica multiplicidade, haverd
W, € S0 mia, z':'m.-.«'('m'mrrg_-:in de contucto que converte
cada multiplicidade no sew ponlo conjugado.

Com effeito, conjuguemos as mulliplicidades (31)
com o0s diversos pontos do espaco, segundo a lei defi-
nida por um syslema qualquer da forma




a que possa dar-se a expressio

Wy T T i Nl = it I
d=0(2,...,&), d=770,...,2)),

¢ ponhamos

\jq';:. Lyicivill

|¢:'r -‘-51“---"'

H n FUr TR Sy

(=12, .. 4+ 1)

Considerando 2/, &', ..., &
bilrarios, as equacoes

como paramelros ar-

(33) §,(2,2,,... , 8,87 ,..., 8 V=0, ..., =0

z,,
represenlam as mesmas mulliplicidades pontuaes que as
equaghes propostas (31). Em virtude da hypothese feita a
respeito de (31), nido existe, portanto, relacio alguma de
forma z(z,z,p) =0 a que salislacam os elemenlos (z,2,p)
das multiplicidades (33) e por isso definem § 9) as equa-
coes (33) uma transformacio de conlacto, quando se con-
sideram 2/, a',, ..., 2, como variaveis. Esta transfor-
maciio converte (§ 56) cada multiplicidade

(8@ e s B BBy o - B)=0, ..., ., =0
em cada ponto (32), ou ainda, eada multiplicidade

: 1 : 5 A
| AR SSRGS \H_!--u

]

n?

1




em cada ponto

f=ua(,dy...,d). & e ol ol o vt @)

Além d'isto, ¢ facil de vér que nio ha oulra brans-
formacio de contacto que effectue tal conversao. Na ver-
dade, qualquer transformacio de conlacto que converler
cada mulliplicidade (31) em cada ponlo (52), mudari
tambem cada multiplicidade

L] - . - I’

':-‘1 f.?,.lz.. s .,.l"1 L7 ijl! 3 l‘u}_—"‘ . =y ";‘+{_0
oy ol s s, e R s 1y o)

em cada I““HU =A== .y T o — ull £ seri i!Ul‘

isso definida por eguacoes que apenas delerminam en-
tre 3, @, p, ', &, p' as relacoes (33), isto &, coincidird
com a transformacio acima considerada.

0 theorema fica assim demonstrado.

EXEMPLO — A equacio
b=(r—a)®+ (y—b)—r'=0,

onde a ¢ b designam parameltros arbitrarios e r uma quan-
tidade constante, define um conjuncto de =* circumfe-
rencias do, mesmo raio.

0Os elementos lineares d'eslas circumferencias sio
definidos pelas equagoes

i~ ]
e

1
=

(@—a) + (y—bp=1* , y=—

|

o L)
=

ot

(@—aV+y—0r=+s (y=by+ (&—a)=0,




d'onde nio pide deduozir-se relacie alguma entre o, y, o
apenas. As curvas represenladas pela equacio proposta
eslio, pois, nas condicoes que o theorema impoe 4s mul-
liplicidades (31). Fazendo corresponder a cada eircumfe-
rencia o seu centro, isto ¢, o ponto (r, =a, y,=1"b),
a transformacio de contacto definida pela equacio

]

(33") (x—a)+y—y)=r*

que n'esle caso subslitue (33), converlerd, porlanto, eada
circumferencia no sea centro,

Querendo dar & transformacio de contacto (337) a
sua forma habitual, emprega-se o processo do n. 49,
que di immedialamente

E—z)+y—p)=r* , @—x)+y—y)y=0

(—z)+y—y) ¥,=0,
d’onde :

. r ,
J.I.:,?- “+ -—Ti 3 Iifl__:y—‘_.ﬁ y y,:—.y.
VA -y

Eslas formulas mostram que a transformacio con-
siderada converte eada elemento em um elemento pa-
rallelo.







CAPITULO 1V

Applicagdes das transformacdes de contacto

61. — Seja dado um systema de equacoes ds deriva-
das parciaes de primeira ordem, distinclas e compativeis,
da forma

{”' F[(:!ﬂ“]"-'!:rﬂ‘r]i'll1r'.ﬂl'=0\ veny F‘=n,

onde py, ..., pu designam respectivamente os quocientes
differenciaes a: i ity =
o, a:!:i'r‘l

O problema da inlegracio d'este systema, lal como
¢ ordinariamente concebido, consisle em delerminar lo-
das as solucoes communs as equacoes (1), isto ¢, todas
as funecies = das vaviaveis =, ..., 7, que reduzem si-
mullaneamente aquellas equacoes a identidades, ou
ainda, o que ¢ claramenle o mesmo, em obler todos os
syslemas da forma



—F(=,..., x)=0, p=

V= [ R Y]

que salisfazem idenlicamenle ds equacoes (1).
E manifeslo que cada systema da forma (2) satisfaz
identicamente 4 equacio de Plafl

(3 ds —p,dry — ... —p dz =o0.

Esta consideracio, posto que inleiramente simples, con-
duzin Sophus Lie a formular do modo seguinte o pro-
blema a que nos vimos referindo:

A inlegracao de wm systema da forma (1) consiste
eni delerminar todos os systemas de (n + 1) equacies dua
[forma

() #1580 s By Pry s PR) =0, ey F =0

que salisfazem identicamente a equacio (3) e eujus solu-
coes (z, x, p) verificam us equacies (1), ou mais breve-
mente, em deferminar fodas as J).’if.’ﬁpﬁﬂ."rfrrdes ,'tln il
mesno syslemo.

Esta definicio comprehende evidenlemente como
caso particular a definicio ordinaria: delerminadas todas
as mulliplicidades M de um dado systema (1), basla
effectivamente escolher aquellas, cujas equacdes apenas
delerminem uma unica relagio enlre 2, x,, . . ., Z,, islo
¢, cujas equacoes se possam reduzir & forma (2), para
termos todos Hs integraes propriamente diclos do mesmo
syslema.

Vamos vér como podemos resolver o problema da
inlegracio sob este ponto de vista geral.
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62. — Supponhamos que existe uma multiplicidade
M, definida por nm systema de equacoes da forma

(5) PRTyse e B Py Pallyyen sty 0 V=0, oy B, =0,

onde ay, ..., iy — g4 designam constantes arbitrarias, do
qual se deduza o systema proposto (1) pela eliminacio
d'aquellas constantes. A uvma mulliplicidade em laes cir-
cumslancias daremos o nome de iutegral complelo o
systema (1).

Posta esta definicio, vamos demonstrar o sezuinle
theorema :

A integragao de um systema da forma (1) reduz-se
i determinacao de wm uﬂmh.,lm-r ilos seus Eiirp:-;j'.c.fps cont-
plelos.

Com effeilo, o systema (5) deve delerminar, como é
sabido (sec. 1 do cap. 1), um certo numero (k + 1) de
relacoes

(6) (s, gy oy By 0y, 10, @y 1400 =0, iy Yoy =0

entre 5, ay, ..., &, My, ooyt resoluveis em ordem

a z e k das variaveis xy, ...,z , ¢ pode tomar a forma

2O ooy By tlygunny 00 )==0, I —,==0,

o om om g
) fo— Py = P, —— =0
b o I o, P o

(=12, ...k j=k+1,...,0),

suppondo que as equacoes (6) podem resolver-se em
ordem a 3, @, ..., x,. Ora, como o systema (1) deve
s - =1 - T s s
resultar de (u}-poht eliminacio de o, . . sy By gy ¢
claro que o conjuncto das equacdes (1) e (3) pode ser
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substituido pelo das equacoes (1) e (), desde que em
(M :w. |_‘l:l|?'~i|ll'll't'lll .rr,‘ e sy U gy COMO incognilas a
determinar. Além d'isto, pondo

b oy | oy coy
o T o — E T T [ -
Y o, 1 an P ail.

[ i i

(i=1,2....,.0—1-F+1),

lira-se de (') a relacio

n n—1+1
dz— Y pdr= X b.da,
: ! g
i=1 j=1

que nos mostra gue podemos ainda subslituir as equa-
coes (1) e (5') pelo systema das equacoes (7') e da
equacio
(7) ﬁlrfa.r] + ...+ "’..-:+|",".._-:+1_'_'"U'
Obtéem-se, portanto, todos os integraes do syslema pro-
posto, determinando lodos os syslemas que satisfazem is
equacoes (') e (7). A estas equacoes pode salisfazer-se
de qualquer dos modos que vamos indicar:

1.* —Pondo

v 4 L
i, =0 o0 ”n—:-H_la-s'
o que nos conduz ao inlegral completo de que partimos.
9.°— Pondo

b

— L T =40

1 w—=141

¢ eliminando as conslantes oy, ... .0, 4y entre estas
equaces e (), o que dd nm integral que nio conltém
elementos arbitrarios e a que se chama integral stngular,
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3.2 — Finalmente, considerando nm certo numero h
de relacdes distinctas

Fllyyonty 1 )=0, ..., p=0
entre as grandezas a,,...,a__, .., formando o systema

[71==0, =0,

a
i . T |
A da, 24

9%
1 aul.

¥ + ...+

G i il 34)

e eliminando 2, , ..., 0,4, ,..., 4, 4 €0LYe (") e
(8), o que nos conduz a um integral que depende das
funceoes arbitrarias ¢,,...,%, ¢ a que se di o nome
de sntegral geral,

Attendendo ao que dissemos na seccio | do eap. 1,
reconhece-se que nao ha outra maneira de salisfazer ao
syslema das equacoes (5) e (7), isto ¢, que nio existe
integral algum do systema (1) que nao esleja compre-
hendido em algum dos acima mencionados, Além d'isto,
vé-se claramente que, determinado o inlegral ecomplelo
(V) lodos os oulros podem obler-se com o auxilio ape-
nas de derivacoes e eliminacoes, A inlegracio do sysle-
ma (1) lica assim dependente do conhecimento de um
dos seus integraes completos, como queriamos demons-
lrar.

Convém nolar que a donfrina precedente compre-
hende como caso particular a theovia do integral com-
plete das equacoes as derivadas parciaes de primeira
ordem, lal como foi considerada por Lagrange, Jacobi,
Bour, elc., a qual corresponde ao caso de ser &k = o nas
formulas (5'), isto &, de resultar do systema (5), pela

16
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eliminacio de p,,...,p , apenas uma relacio enltre as
grandezas 3, @, a.

Devemos tambem observar que algumas vezes se
chama inlegral mnq:{rlu a0 syslema das equacoes (6),
ou ainda ao dTaquellas equacoes () que nido conteem
Pro--nap,. Esti definicio esti mais de harmonia com
as doutrinas de Lagrange ¢ Jacobi, mas pio diflere no
fundo da que acima démos, ||m|i'll||||, por isso, usar-se
nma ou oulra, conforme [Or mais commodo.

63. — A theoria das transformacoes de conlaclo con-
dnz-nos muilo simplesmente a um processo para deter-
minar um inlegral completo de um dado syslema e
equacoes s derivadas parciaes de primeira ordem—inte-
aral de gue depende, como vimos, a delerminacio de
todos os integraes do referido syslema. E o que vamos
mostrar.

Consideremos de uma maneira geral um systema dé
equacoes distinetas da forma

(9) Z(3,81,- - s T oPra - P)=0, Xi=0y, ...y X (=0,

e supponhamos que eslas equacoes se acham em invo-
luciio, isto ¢, que salisfazem identicamente as relagoes

[Z, X,]=0, [X, '.\'I|=ﬂ, 0=, 2. 05 i—1)

o que nio prejudica a generalidade do problema, visto
que a um syslema em laes cirenmslaneias se pode sem-
pre reduzir qualquer systema de equacdes as deriva-
das parciaes de primeira ordem, que admitta integraes
COMIINS.

Como as funcgoes Z, X, ..., X;—¢ sio distinclas
e se acham em involucio, as equacoes
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[Z fl=0, [Xu /] --0i [Xiew f]=0

formam um systema completo de 1 equacoes independen-
tes, o qual admitte (n -+ 1 — 1) integraes distinetos. De-
lerminemos um qualquer X; d'estes inlegraes, que seja
differente de Z, X,, ..., Xi—¢. Em segnida formemos o
syslema completo

{Z, f1=0, [X,,[]=0, ..., |'Xf, [1=0,

que admitte (n + 1 — 1) integraes distinctos, e determi-
nemos um qualgqoer X,y dos sens integraes, dillerente
de Z, X,, ..., X,. Conlinuemos d’esla forma alé chegar-
mos i consideracio do systema complelo

[Z; fl=0, ...y [Xuvgi fi=o0,

de que determinaremos ainda um integral X, differente de
L, Xioe o os Xu—yg. D'este modo, leremos ﬂ]I1I1|II (n—141)
funcedes X, ..., X,, que formam com Z, X, ..., X,_,
uin systema de (» + 1) funccoes” dislinetas, satisfazendo
ias relacoes

1Z X;1=0, [X; X;]=0, (i, j=1,2,...,n).

Pelo que se disse em o n.° 23, podemos agora de-
terminar u funcgoes Py, ..., P, das variaveis x, ...,
Pys = +s Py Laes que a relagio dilferencial

ny

M

(10) dZ — El P, dX;=p (r.’: — X P n‘.r).
= i=y ! ’

onde g nio ¢ nullo, tenha logar identicamente. Esta rela-
cio mostra-nos claramente que, pondo

() Z=a,; X,=qay, .. X,_=q —p Xi=ap ... X =a,,
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onde a, ..., a, designam constantes arbitrarias, se
oblemn um systema que salisfaz 4 relacio differencial

dz—p, dz,— ... —p, tf&ﬂzu

e que conslitue claramente (§ 62) uma inlegral completo
do syslema proposto.

Do que hiea dicto, resulla a proposicio :

A determinacio de wm inlegral completo de wm sys-
tewa em involueao du forma (D) reduz-se a procurar
successivamente wm unico tnlegral de muilos systemas
i anph.'."ux i

64. — As consideracoes do n.e anterior sdo clara-
mente applicaveis quando as equagoes do systema diffe-
rencial proposto nao encervam z, isto ¢, quando sio da
forma

(I'ﬂ} XI I:J"]‘ . .”,,!'"! .“1.9 '-=>.“n}=’r1| seay xle‘.'l.

mas a relacio (10) deve n'este caso ser subsliluida
(§ 29) por

d@—I)+ £ P dX —d: — 3 p, da,.

i=4 i=1{

Uma solucio completa do systema proposto ¢ enlio
idada pelas equacoes

(13 .\r]:![......\ri:h‘;, X

I f’lt _'”! +I"""\1|:"u‘ Il :aN-F{
onde dpqay - ooy g4 designam conslantes arbitrarias,
Por isso, podemos concluir que:
A determinagio de wm inlegral completo de um sys-




tema de equacies distinetas da forma (12), em involucio,
reduz-se a effectuar wma quadratura ¢ a delerminar wn
tnlegral de muilos systemas completos.

65. — Convém notar que o processo de inlegracio
desenvolvido nos dois numeros precedentes ¢ mina ge-
neralisacio do methodo de Jacobi para a integracio das
equacoes ds derivadas parciaes de primeira ordem,

Com elleilo, considerando, por exemplo, o caso do
n.* 63, o processo e Jacobi ¢ representado, como se
sabe, pelo systema (1), mas exige gqoe as funecoes
XX, sejam escolhidas de modo que o determinante
D(Z: X;5...,Xa)
DA, Pys.vvsp)
valores de z, x, p que verificam simullaneamente as
equacoes (1), islo ¢, exige que estas eqquacoes deter-
minem, pela eliminacio de p, ... p o uma unica re-
lagiao enlre as grandezas z, @, «; emquanlo que o me-
thodo acima desenvolvido deixa indelerminado o nu-
mero das relagoes enlre s, x, a, resullantes d'aquella
eliminacio.

No caso do n.° 64, o methodo de Jacobi s6 considera
as n primeiras equacoes (13) e exige que estas equacies
possam resolver-se em ordem a p,,...,p,, 0 (ue nao
aconlece com o methodo acima apresentado.

niao se annulle para os syslemas de

66. — Dada uma transformacio de contaclo qual-
quer, podemos formar uma infinidade de systemas de
equacoes ds derivadas parciaes de primeira ordem im-
mediatamente infegraveis. E o que resulta do seguinte
theorema :

Se as formulos

z=L(zp), =X, p=P, (i=1,2 .. ,0)
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definivem ama transformacio de conlacto, a inlegracio

de wm .\'l.','.vfmm.‘ f,l'i!r?f!l”l'f'l" tlit ,l.-ir.um
A X . " i o
(14) 0, (2 Xy on X)=0, ...y ¢=0

reduz-se a aperacoes algebricas.
Com effeito, a relacio differencial

L] / L] 1
di— T P dX =plds—~Xp n',r)
=1 ] ] i i i '

que lem logar, por hypothese, mosra-nos que as equa-

coes
(15) Ze=a, X,=@, ...y X =4,
onde @, a,, ..., a, designam constanles arbitrarias, sa

tisfazem #@ relacio differencial

(dz — p, (L(.‘ ad o R !.",f"‘l = {)

e que definem, por isso, uma multiplicidade M.
Ponhamos agora

% I:H'#, iy rr"]=u, ceey §=0
e eliminemos de (15), por meio d'eslas equacoes, [ quaes-
quer das constantes @, ¢y, .. - a . O systema (15) conver-
ter-se-ha em um oulro que apenas encerra (n 41 — 1)
conslantes arbilearias e que, pela eliminacio il'eslas
conslantes, se reduz ao syslema proposto (14), isto ¢,
dard (§ 62) wm integral completo deste systema, o que
justifica o theorema enunciado.




67. — Dados dois systemas de | equacaes distinelas

I:IHJ :.:=::“' X‘1 =0, it -\;I =1
‘\_
(17) D=0, X =20, .., Xi_y1==0,

em involucdo ¢ contendo as mesmas roriapeis, pmfn'mm
determinar wma lransformacio de conlacty gque converla
cada um elles no oulro.

Gom effeito, determinemos (2n — [+ 1) Tunecoes
Xp oo X Pyyooo, Py que, conjunctamente com 7,
Xys =os X,_p» déem origem a uma transformacio de
contacto

z=1L(z,»p), =X, p.=P

: ’ ol (t==1y 8 den)
5 claro que esta transformacio converte o syslema

(16) em
(18) =0, =0, ..., Ti_1=0.

Da mesma maneira podemos obler uma transfor-
macio de contaclo que reduza o systema (17) ds relacoes
(18). Executando seguidamente eslas duas Lransforma-
coes, leremos uma nova beansformacio, que, sendo
ainda de conlacto (§ 21, n) salisfaz claramente ao enun-
ciado do theorema.

68. — Consideremos ainda uma equacio as deriva-
das parciaes de primeira ordem

(1 File, L RS i W pl)eesio
e seja

(5, @y . o ) By 8y, .00, B)=0, ... =0,
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conde a,,...,a designam constantes arbitrarias, um
syslema ao gnal corresponda um integral completo de
(19), isto ¢, do qual possa derivar-se nma multiplicidade
M, cujas equacoes se reduzam a (19) pela eliminacio
d'aquellas constantes, Mudando s em s + a, a equacao
(1) reduz-se a outra da fHrma

(19 Flz, @y, ..o, ,0,p,...,P)=0,

a qual terd um integral completo definido pelas equa-
coes (que resultam de

[ (8, 2y ooy @0, 8 00, B)=0, ..o, P, =0,
| ) j’i‘ -i—----I—'-*-,%—'=L
(200 {
:,% T 'r.,;f:_'—:f:=4p.-,
\ =42 2
pela eliminaco de &, ... k.

Como da climinacio de L 'r.i, fy, ... -5 0, enire
as equacoes (20) deve resollar (1Y), segue-se que esle
systema pode resolver-se em ordem as grandezas a, A,
isto &, pode lomar a forma

ETT XY G 3 R W e ] TRt B
onde 7,,...,9,, 0, ..., 0, designam funccoes das varia-

veis z, o, p ¢ a primeira equacio ndo ¢ mais do que ¢
equacio (19) resolvida em ordem a.

Além d'islo, as equacdes (20) dio, formando a ex-
pressio h dd, + . ..+ hd¢, e pondo




Il 6'.:.’
flm—-(hl “?1—[—.. +Llnr),
if
i i
a expressio
: . o
(21) da —X bda, = — (dz — X pgdx).
i=1 i=l

Podemos por isso concluir :
Conhecido wm integral completo

M=19 (23,2,p), 0,;=%; vivy, Op=1%n

de wma equacio as derivadas parciaes de primeiva ordem
da forma (19), podemos, por opevacoes algebricas, obler n
funccoes by, ..., by de z, x, p que, conjunclumente com
as funceoes a, a, ..., iy, salisfocam d relagao differen-

cial (21).

69. — 0 theorema precedente ¢ susceptivel de mui-
tas applicacoes inleressantes que aqui nio desenvolve-
mos. Limitamo-nos a apresentar as duas seguinles, que
sa0 muilo importantes.

I. — Consideremos dois integraes completos de uma
dada equaciao as derivadas parciaes de I[Il'illll.'il".’l ordem
e sejam a,, ..., a_as constanles arbitrarias que figuram
n‘um d'elles e o, ..., a, as que fignram no oulro.

Introduzindo uma nova constante arbilraria a pela
mudanca de z em z 4 a, podemos, pelo que acabamos
de vir, formar as duas expressoes

" n
da —LEI.':{ da, == dz —Elp‘ dz, ,

do—2 B da,=d: — 2 p dz,,
=t

17
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d’onde resulta :
l‘:l do, 4+ ... + f:“ (.’u" o= i'ij da, + ...+ irﬂ" n‘a".

Esta equacio define as transformacoes de contacto
homogeneas ; applicando-lhe o que ficon exposto em o
n.” 46, obteremos umas formulas de ligacio enlre as
grandezas «, b, a, § que nos permillem resolver o pro-
blema importante da passagem de um integral completo
para oulros,

Il. — Seja dado um systema de equacies as deriva-
das parciaes de primeira ordem, distinctas e em involu-
cio

Nye=0y 0 Y =g

Korkine, para integrar este systema, propunha-se
subslituil-o por outro, tambem em involucio, contendo
apenas (m — 1) equacoes a (m — 1) variaveis. Esle sys-
lema pode ser oblido por uma transformacio de conta-
clo, euja delerminacao apenas depende do conhecimento
de um integra! complelo de uma das equacoes do sys-
tema proposlo.

Gom effeilo, supponhamos, por exemplo, conhecido
um integral completo da equacio Y, = a,. Como vimos,
podemos obter, por meio de operacoes algebricas, 2n
funceoes Z, X, ..., X, Py, .0, P que, conjunclamente
com Y,, originem uma transformacio de conlacto

=1z, 2,p), -E,,' =X, Pf,- =P,
(1=1,2,...;0; X;=YX,).

Ora, esta transformacio converte o systema pro-
posto em

o =m0y Vom0, inij Y. =0,
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onde Yo, .., YV designam funecdes de 2/, #/, p'. Estas
equacoes acham-se em involucio (§ 26); e, visto que
leem logar identicamente as relacoes

as funccoes Y, ndo encerram a’,.

70. — Seja dada uma equacio as differenciaes totaes

04 7 Rt : Pt

(22) L+ ..o X de =0,

onde X,, ..., X, designam funccoes das n variaveis
&y vy @y, N0 sujeilas 4s condicoes mencionadas em
3 o et

0 methodo de Pfall para a integracio d'esta equa-
¢10 funda-se na substituicio da expressio

(23) XNydey + ... + X do

por outra da mesma natureza, em que os coefficientes e
as variaveis que figuram nos elementos differenciaes se-
jam independentes, A possibilidade daquella substitui-
cio pode demonstrar-se por meio dos dois theoremas
seguintes, que se deduzem muito simplesmente da theo-
ria das transformacoes de conlaclo:

it
[. — Uma expressio da forma dy, 'r.':i't,l‘f.";,ti paide con-
L =
verler-se em outra da forma X pdx,, desde que existu uma
i=l

relugio enlre as (2n+1) _r;r.-.'u_:."l':f.-.s Yarlar ooos UpsTys +ovs G

L]
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Este theorema resulta immediatamente do que dis-
semos em o n.” 29, Com effeito, consideremos a relacio

d I + E P i f’o:‘.=.'§ ;i‘.:f.rl.,
=4 =1

i

ou, mudando I em — 11,

. L n

(24) dll 4+ £ p de,= X P.dX
i=l1 i={l

i AR Bt i ; s
e seja I uma dada funceio il By evis s Prsvees Py Deten
minemos n funeeoes Xy, ..., X que salisfacam idenli-

camente as relacoes
(X;, Xj] =0, (z—1I, X,) =0, hi=1.%:...,8)

ou

-

n 1%

@5 (X, X)=0,(,X)=E p tiJ, it i=%,2, ..., 8)
i1 % ; 3 J

j P;

Pelo que se disse em o n.° 29, podemos em seguida
obter, por meio de operacoes algebricas, n funceoes
Py 0 Py ii0ES (que' a relacio (24) seja idenlicamenle
salisfeita, o que demonstra o theorema enunciado.

"

. — Uma expressao da forma 2

A A, " §=1 4
tir-se a forma dr, + Z p, dx,, se existiv wma relagio
f=A
enlre as 2n _!,-'r'rm-‘ft':-fh' UPTICERT R SO/ PERERR [

Com effeito, supponhamos X, ==z _; das equacoes

(25) e das relacoes (§ 29)

q; dy, pode redu-

P I'ﬂ.}: 1, (P, P), {1, 1 R | .*'-}Ej}

lira-se :




AP, : : :

] r — — - el
(s :\"_"’J‘,, (=1, 3 .o )
P ol Sl

{m.” ‘.\."'_l= (}‘“h =0, (I". l\ﬂ‘&-—m: 3
2 = E‘Xn
(I, X)=2 P "’i*;- =0,

D’aqui resulta que X,,...,X,, P, ..., P
independentes de Pa € que Py tem a forma

. 11 sio

pn == pin + b,
onde 8 & uma funcedo que nio encerra Pu s
Em vista d'isto, a expressio (24) pode tomar a

forma

a4+ % p do,=
i=1

Il %=

P, dX,—p, dzr,
1

]
=t . :

= .}_:1 P, h",\' + 8 .-.4'".\.n
e as funcgdes X,, ..., X, P, ..., P B, que apenas
encerram as variaveis &, ...,z . p,, .. ., Py g 2cham-se
ligndas por uma relacio; o que justificn o theorema
enunciado.

Devemos nolar que os theoremas precedentes ainda
teem logar, quando houver mais do fque wmna relacio
entre as grandezas ¢ e y; mas wesle caso seriio as
quantidades p e x ligadas por um numero COrrespon-
denle de relagoes.

1. — Applicando alternadamente 4 expressio de
Plall (23) os theoremas que acabamos de demonstrar,




e TSR R o e

| T | g T a——

reconhece-so claramente que aquella expressio pode re-
ceber a forma

(26) Fodfy + ... + Fudfa,

onde as grandezas F, f sio independentes e 2n <m, ou
a forma

@7) dgy + Gydg, + .. .+ G, _ydg, _y,

onde G, g sio independentes ¢ 2r — 1 Zm. Isto justilica
o que dissemos no principio do numero precedente em
relacio A subslituicio da expressio (29).

As expressoes (20) e (27) sio conhecidas respecli-
vamente pelas designacoes de farma normal de caracter
par e formal normal de cavacter Emutr,

72. —Uma expressio de PRl (23) pode receber
muilas formas normaes do mesmo caracter. A thearia
das transformacoes de contacto permitle-nos passar de
uma para as oulras,

Sejam, com effeito,

L Loy R
¥ |"nf,l" - }:l Iu.'H'
=1 i=A
duas formas normaes cquivalentes a uma dada expres-
sio de PEIT (23). Teremos identicamente
n 4 H !
vFdf, = v Udn,,
e i i o 1 i
=i i=i1

Esta relacao define, como sabemos, as transformi-
coes de contacto homogeneas e, por isso, applicando o
principio do n.° 46, obleremos muilos systemas de rela-
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goes que permittem exprimir as funceoes F, f em U, v
ou, inversamente, eslas n'aquellas. Poderiamos ainda
servir-nos (§ 38) das relacoes (42) da pag. 73.

Consideremos agora duas formas normaes de cara-
cler impar

n ]
dgo+ 3 Gy, , de, + % Vv,
1

= =l

Pondo g,—wv,==1I, leremos identicamente a relacio

]

dil + ¥ Gulg, =2 V.dv,
iy I =il (] ¥

que define a classe das transformacdaes de contaclo a que
temos chamado transformacies em x, p. Para resolver a
questao, mio temos, pois, mais do que applicar o prin-
cipio do n.® 50, ou ainda, o do n.° 29,

e e —
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LINHAS
n
1

3
H
15

ERRATA

Kl EMENDAS
¢ 4
k414 k
k-1 k
(18) (19)
(29) (38)
coordenados coordenadas
X X;
(21) Deve suprimir-ee este p.»
indifferentes independentes
& 5
Eyveen i LITRRETE S N
Yyroeeo Vgn » Pyr--ilPp Wyveor Ugn
¥y Yan
Pyeseas Py deve suprimir-se
ﬁ'" + i U
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