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Escolhi para objecto da minha dissertação 
inaugural a importantíssima theoria das transfor-
mações de contacto. 

Esta theoria, posto que seja o resultado de in-
vestigações contemporâneas, constitue, no seu con-
juncto, um corpo de doutrina muito vasto, com 
varias applicações analyticas e geometricas, que 
seria impossível abranger em um trabalho como 
este. Por tal motivo me limitei a considerar os 
seus pontos fundamentaes. 

Dividi o assumpto em quatro capítulos: 
No primeiro reuni algumas noções e princí-

pios auxiliares, de grande applicação nas theorias 
que desenvolvo nos capítulos seguintes. 

O segundo encerra a definição e as proprieda-
des fundamentaes das transformações de contacto, 
cuja determinação é feita no terceiro capitulo; 
neste exponho também outras propriedades im-
portantes d'aquellas transformações. 

No quarto, finalmente, faço, muito em resumo, 
applicação das theorias precedentes á integração 
das equações ás derivadas parciaes de primeira 
ordem e ao problema de Pfaff. 



Procurei, quanto possível, usar da maior cla-

reza afim de tornar este trabalho útil para as pes-

soas que queiram pela primeira vez tomar co-

nhecimento d'esta doutrina, e modifiquei algumas 

demonstrações, já com o fim de as simplificar, já 

para poder deduzil-as dos princípios expostos. Ape-

zar d'isso, muitos defeitos decerto se encontrarão; 

sirvam-lhe de desculpa o pouco tempo de que dis-

puz, e a importancia e novidade do assumpto. 

Coimbra, outubro do i89o. 



C A P I T U L O I 

Resolução de alguns casos particulares da equação de Pfaff 
— Multiplicidades 

I 

1. - Seja 

(1) Fjite1 + . . . + Vndxn = o 

uma equação (liilerencial lotai, onde K 1 , . . . , Fn designam 
funcções das n variaveis X1, . . . , xn. Diremos que um 
syslema de equações 

(2) ^ ( X 1 , . . . , X m ) - = o , . . . , Z 1 = O, 

que eonlem as variaveis X1, .. .,xn, satisfaz á equação 
(I), ou que esta equação Iem luyar em virtude de (2), se 
todos os systemas de valores de x., x dx.,...,dx v i > n: 1 ' ' n 
que satisfazem ás equações 

5 , ( ^ , . . . , ^ ) = 0 , . . . , ? í = o 

= O , . . . , = o , 

veriticarem a equação (I). 
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D'esta definição resulta immediatamente que, se um 
dado systema 

?i(®i» ••• ' a ;„) = °> • • •> '-Pi = 0 

satisfizer á equação (I) , esta equação é satisfeita por 
qualquer outro systema 

••• >''n) = °> ^ = 0 ' 

equivalente áquelle, visto que os dois systemas 

1P1 = O, . . . , ^1 = O , I h l = O, . . . , Ilifl = O 
e 

= o , . . . , 'I1 — o , d\ = o , . . . , = o 

são verificados pelos mesmos valores de Xi, . . . ,x , 
dxj, . . , dxn . 

2.— É sabido que a equação proposta (1) pode ter 
logar em virtude de uma equação da forma 

? ( ' • • • ' ã'n) = 0 ' 

quando os seus coeflicientes F 1 , . . . , Fji satisfazem iden-
ticamente ás relações conhecidas 

/SF SF \ /SF„ ôF \ /SFr oF \ 

q p • > q' P T' 

( p , < { , r = 1 , 2 , . . . , l i ) . 

.No caso, porém, em que as relações precedentes se 
não verificam, a referida equação só pôde ser satisfeita 
por systemas de equações. 

A determinação d'estes systemas constitue um pro-
blema muito complicado, quando a equação (!) se apre-
senta sob a sua fornia mais geral. 
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Aqui consideraremos apenas alguns casos particula-
res que, embora muito simples, teem grande importân-
cia no estudo das transformações de contacto. 

Em liomenagem aos trabalhos de Pfall sobre a equa-
ção (I) , dão-lhe alguns geómetras o nome de equação <le 
Pfaff e ao seu primeiro membro o de expressão de. P f a f f . 

Empregaremos estas designações algumas vezes. 

3. — Supponhamos que não figuram em (I) as dif-
ferenciaes de todas as variaveis, isto é, que a equação 
(I) tem a forma 

(3) S G i ( r ( , . . . , T1, yv . . . , ym) ,Jxi= o. 
i = i 

Vamos demonstrar os seguintes princípios : 

1. — Toilo o systema de equações da forma 

( i ) (xv . . . , xn, yv . . . , ym) = o, . . . , = o 

que satisfaz á equação de Pfaff (3) e não determina rela-
ção alguma entre as variareis X1,..., xn, contem as 
equações 

G1 (xv xn, ? / , , . . . , ym) = o, . . . , Gn = o. 

Com eITeito, na liypotliese que consideramos, é a 
equação (3) satisfeita por cada systema de valores de 
xv . . . , xn, Ijl ym que verifica (4), quaesquer que 
sejam os valores (jne se dêem a dxv . . . , dx vislo ne-
nhuma relação poder ligar estas difterenciaes, isto é, 
annullam-se os coefficientes G1, . . , Gti de (3) para cada 
systema de valores de x, y, (pie satisfaz a ( í ) , o que jus-
tifica o theorema enunciado. 
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II. — Qinihiuer systema de equações da forma 

(4) tP1 y, y j = o, . . . , Oi = o 

que satisfaz á equação de Pfajl' (3) e determina um certo 
numero de relações 

(5) ^ (X1, . . . , a g = o, . , ¢, = 0 

entre as variaveis X1, .. xn , comprehende as equações que 
resultam de 

1 è'h % 
( 6 ) I 0

i * * '• ' f i ' * • " Vm) BSt
 + • • • + 1 * te,' 

( (» = 1 , 2 , . . . , « ) 

joe/í/ eliminação de X1, . . . , Xi. 
Effectivamente, a equação (3) tem logar, caso o sys-

tema (4) lhe satisfaça, para todos os systemas de valo-
res de x, y, dx, dy, que verificam as equações 

S1 = O, ¢, = 0 , ( / ^ - = 0 , . . . , (tej = o, 

ou, visto que dy1, ... ,dym não figuram em (3), para 
todos os systemas de valores de x, y, dx, que satisfazem 
ás equações 

¢ , = 0 , . . . , <?, = 0, í % = 0, . . . , í % = O 

A cada solução X1,..., xn , ? / j , . . . , ym do systema 
(4) correspondem, pois, I; números X 1 , . . . , I i , taes que 
tem Iogar a expressão 

(7) G1 dx, + . . . + G n dx n = X1Ih1 + ... + 

quaesquer que sejam os valores de dxt, ...,dxn, ou 
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ainda, que são satisfeitas as equações (0), que resultam 
de egualar os coefficient.cs de Ilrl, . . ., dxn nos dois 
membros de (7), islo é, cada solução do systema (A) 
satisfaz ás equações provenientes de (Ii) pela eliminação 
de XA. , como queríamos demonstrai-. 

III. — Reciprocamente, se k relações quaesquer da 
forma 

(5) ' M j I = o, • ••> ' \ = o 

forem compatíveis com as expressões 

• õ'b, , . Sí ,Tn,yi,...,ym) = > ^ + . . . + A f c 
i ' 

( i = 1,-2, . . . , » ) 

onde X1, . . . , Xx designam grandezas conveniente mente es-
colhidas, o systema 

(8) = o = o, V1 = o, . . . , V, = o 

no qual V1 = o, . . . , Xj = o representam as equações que 
proreem de (G) pela eliminação de X1 X satisfaz á 
equação de Pfaff (o). 

Na verdade, a cada systema de valores das varia-
veis x, y, ([iie satisfaz ás equações (8), as quaes na 
nossa liypothese são manifestamente compatíveis, cor-
respondem claramente valores de X1, Xfc, que, con-
junctamente com aquelles valores de x, y, verificam as 
relações (G). 

Ora, cada solução x, y, X das equações (6) satisfaz 
á relação differencial (7), quaes(iuer que sejam os valo-
res de /Ix1, . . . . dxn. 

Gi (T1,... 
(G) 
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Por isso, a equação (3) é verificada por todas as 
soluções r, y, ilx, dy do systema 

'Ti
1 = o, . . . , í»fc = o, V1 = o, V2 = o, . . . 

d(J)1 = o, . . . , d'\k — o, d\\ — o, d\\ = o, . . . 

isto é, aquella equação tem Iogar em virtude de (8). 

4 . — Do que fica dicto em o n.° anterior resulta 
claramente q u e : 

Todo o systema de equações que satisfaz á equação 
de Pfaff 

(3) l G i (X1, ..., xn, V l , ..., yj dXi=o, 
i=l 

está comprehendido em um dos systemas 

(9) G1 = o, . . . , Gn = o, U1 = o, U2 = o, . . • 
ou 

(10) ^ 1 = O , . . . , 'jj?.=o, V 1=O,. . . , Vy=o, AV1=O, W a = o , . . . 

onde U1=O, T 2 =O, . . . representam equações quaesquer, que 
conteem X1,..., xn, ?/,, . . ., ym, compatíveis entre si e com. 
G1 = o, G2 = o, . . . , e W1 = o, W2 = o, . . . equações que 
estão nas mesmas circumstancias em relação ás expres-
sões <]i = o, V = o. 

Ksta proposição indica-nos dois processos para de-
terminar systemas de equações que satisfazem á equação 
de Pfaff (3). 

O processo baseado nas formulas (!)) só é applica-
vel quando ha systemas de valores de x, y, que annnl-
Iam os coeffieientes da equação de que se t ra ta ; o que 
corresponde ás formulas (10) exige, como vimos, a com-
patibilidade das equações (*>) e (0). 
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5 . — A s considerações precedentes vão servir-nos 
para resolver da maneira mais geral as duas equações 

dz — Pl '/x, — . . . - pn Llx11 = o 
c 

P1 dx1 + . .. + Pn Clxn = o, 

onde p v . . . , p n designam quantidades variaveis. 
Estas equações teem uma grande importancia no 

estudo das transformações de contacto e na tlieoria das 
equações ás derivadas parciaes de primeira ordem. 

6. — Seja dada, em primeiro logar, a equação 

(11) dz • Pi1Ix1 . . . - P j x n = o 

0 primeiro processo indicado em o n.° 4 não per-
mitte determinar systemas de equações que satisfaçam 
á equação de que tratamos, visto ter dz n'esta equa-
ção por coefticiente a unidade. 

Estamos assim reduzidos ao segundo. 
Para o applicarmos, consideremos de um modo ge-

ral (li + I) relações distinctas 

(13) <]>, (:, X1,. . . , Xn) = o, . .. , <i>ft + 1 = o, 

entre as variaveis :, X1, . . . , <n. 
Estas equações são compatíveis com 

K f 
' ' t 1 

( / = 1 , - 2 , . . . , 

se forem resolúveis cm ordem a : e k das variaveis x, 

(13) 
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Com elleito, se as equações ( H ) forem resolúveis 
em ordem a :, X1, . . . , xk, por exemplo, o determinante 

V + ^ i l í i i f ^ - + ! 
o: Sx1 ' ' ' S.C/c 

é dilferente de zero para todos os systemas de valores 
de -z, X1, . . ., xn ([iie satisfazem a (Li) e por isso estas 
equações, coiijiinctaineute com as (n — /.) primeiras de 
( lá ) , perniitteni determinar :, X1, . . . , x/:, X1, . . . ,+ i 
em funeção das variaveis xk + x„ , P1, . . . , [>&. Pelas 
ultimas (n - I;) C(|iiaçòes (13) podemos em seguida ex-
primir }h + v . . . , p„ nas mesmas variaveis. 

As equações (12) e (13) podem assim resolver-se 
em ordem a :, ^ 1 , . . . ,xÂ. , I 1 , . . . , I i + 1 , p i + 1 , . . . ,pn 

e são por isso compatíveis. 
Por outro lado, consideremos um systema 

(15) s (:. X1 , . . . , xn, P1 , . . . ,pn) ==o, . . . , 'Ifl = o 

que satisfaça á equação (II) e que determine (h + I) re-
lações distinctas 

(•12) (:, X1, . . . , xn) = o, . . . , = o 

entre :, X1, . . . , xn. 
Estas relações, sendo distinctas, podem resolver-se 

em ordem a (I; -f- 1) das variaveis que elias encerram. 
Vamos ver que : é uma (!'estas variaveis. 
Na verdade, se as relações 'I1 = o, . . . , ^1 = O 

não contiverem : ou contiverem esta variavel apenas 
formalmente, isto é, se forem equivalentes ás expressões 

P 1 Or 1 , . . . , * , ) = o , . . . , L , + I = o , 

e se o systema (l i) satislizer á equação de Pfalf (11), 
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deve esta equação ser satisfeita por todos os systemas 
de valores de x, y, dx, que verificam 

'-P1 = O1 , . . . , O1 = O 9 ^L 1 = O, . . . , d L k + l = o. 

Ora, a este ultimo systema satisfazem claramente 
todas as soluções de (14), conjunctamente com dxl — 
= (Ixi = . . .= dx„ = o e dz qualquer. 

O mesmo deveria, portanto, acontecer com a equa-
ção (11), o que evidentemente não pôde ler logar. 

As equações (12) são, pois, resolúveis em ordem a 
z e k das variaveis x, caso resultem de um systema que 
satisfaça á equação ( I I ) . 

Do que precede, resulta que é necessaria e suffi-
ciente a resolubilidade das equações (12) em ordem a z 
e k das variaveis x, para que de (12) e ( lo) se deduza, 
pela eliminação de X1, . . . , Xfc + 1, um systema que sa-
tisfaça á equação proposta (11). Notando que o systema 
resultante d'aquella eliminação se compõe de ( » - f 1) 
equações distinctas, podemos, pois, enunciar a seguinte 
proposição: 

Obteem-se Iudus os syslemas de (/< + 1) equações que 
satisfazem á equação de Pfaff 

dz — P1 dx, — ...—pn dxn = o, 

eliminando as grandezas K1, .. ., Ik de todos os sys-
temas que resultam de 

(12) ^1 (z, X1, . . . , Xn) = o, . . . , <|;fc + 1 = 0, 
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quando se faz I: successivamente egual a o, i, . . . , n e se 
consideram todas as relações da forma (12) que sejam re-
solúveis em ordem a 2 e Ic das variaveis X1, . . ., xn. 

Designando agora por 

(15) V1 = O, . . . , V11 _ fc = o 

as equações que resultam das ultimas (n + 1) equações 
(13) pela eliminação de X1, • . . , Xfc , , e attendendo ao 
n.° 4, podemos concluir que : 

Para determinar todos os syslemas dc mais de («4- I) 
equações, que satisfazem á equação proposta ( I I ) , basta 
accrescentar a cada um dos obtidos pelo processo anterior 
relações quaesquer entre as variaveis z, x, p, que se-
jam compatíveis entre-si e com as equações (15) ¢(12) e 
que, Conjundamente com (15), não determinem relação 
alguma entre as variaveis z, X1, . . xn, independente 
de (12). 

7. — Os resultados precedentes podem ser enun-
ciados de outra maneira, Iomando as equações (12) sob 
a forma 

(12') z - t r ( % l + l ) . . . ,xa,) = 0, xUi - ivifak+v... ,X1J - o, 

(i=l, 2,...,k+\), 

onde as grandezas «15 - . . ,¾, , designam uma sequencia 
qualquer dos números I, 2, . . . , n. 

Effeclivamente, as (k + I) primeiras equações do 
systema (13) reduzem-se na nossa supposiçào ás ex-
pressões 

X 1 = I , X 2 = - p a i , . . . , X / ; + 1 = — P a c f 



24 

que convertem as ultimas (n — /.) equações do mesmo 
systema em 

(Io') n i - ^ r + P ^ + . . . + P a i ^ - = O , 
J J ] 

(.7 = «* + !< • • • ' « „ ) • 

As equações (12) e (15) do n.° anterior reduzem-se 
assim respectivamente a (12') e (1.7), o que nos permitte 
concluir: 

Obleem-se Ioilos os systemas de (n + 1) equações que 
satisfazem á equação proposta ( I I ) , fazendo I; sucessiva-
mente cqual a O, 1, . . . , » nas formulas (12') e (1.7), 
onde ic, W1, . . . são funcções ai bilrarias dos seus argu-
mentos. Os systemas de maior numero de equações podem 
em seguida ileterminar-se juntando a cada um d'aquelles 
quaesquer relações entre as variareis z, x, p, que sejam 
compatíveis entre si e com (12') e (1,7) e que não deter-
minem, conjunctamente com (17) , relação alguma entre 
z, X1, . . . , x independente de (12'). 

8 . — Da proposição que acabamos de enunciar de-
riva o lheorema seguinte que se torna evidente, pondo 
A =o nas formulas (12') e (15 ' ) : 

Tudo o systema de (n + 1) equações distinctas que 
satisfaz á equação ile Pfalf 

Ilz-P1 Ilx1-. - .-PnIl xn = o 

e que apenas determina uma relação entre as variaveis 
z, X1, . . . , xn, pôde reduzir-se á forma 

, , Sw Sw Z-IV (xv ...,xn) = 0, P 1 - ^ = O, . . . , P- -K- = O. 
1 ?i 
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9. — Determinemos agora os systemas que satisfa-
zem á equação <le PfafT 

P1
 dX1 + • • • + Pn 'Ixn= o. 

Comecemos pelos de n equações. 
Em primeiro logar, temos o systema evidente 

P1 = O, . . . , Pn = o. 

Qualquer systema, além d'este, que satisfaça á 
equação proposta, determina um certo numero k de re-
lações distinctas 

(16) (X1 , í t „ ) = O , . . . , ^ft = O 

entre as variaveis X1, ...,xn e comprehende, além de 
(16), as equações provenientes de 

i 

( » = 1 , 2 , . . . , » ) 

pela eliminação de X,, . . . , X1 . 
Por outro lado, I; relações quaesquer da forma (IO) 

são evidentemente compatíveis com (17), desde que pos-
sam resolver-se em ordem a k das variaveis x, isto é, 
desde que sejam distinctas. 

D'isto resulta, pondo de parte o systema P1 = P i = . . . 
= ?'» = o : 

Ohleem-se lodos os systemas de n equações que satis-
fazem á equação de Pfajf 

P1 dx,+ . . . + Pn dxn = o, 
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eliminando as grandezas Xi, . . . , Ik das equações 

onde ao inteiro I; derem ser dados todos os valores desde 
o até n e as equações (J)1 = O , . . . , <lk = o são quaesquer, 
mas distinctas. 

Para determinar os systemas de mais de n equa-
ções, basta accrescentar a cada um dos obtidos pelo pro-
cesso anterior relações quaesquer entre as variaveis x, p, 
que estejam em condições idênticas ás referidas na se-
gunda proposição do n.° 0. 

Devemos ainda notar que, se considerarmos as 
equações (16) sob a fórma 

as relações que resultam de (18) pela eliminação de 
. . . , \ tomam a fórma : 

a^i - " i + • • • ' x%) = o , (» = 1,2,..., k), 

P j + Pu1 Yx. + • • • + M 

(./ = % +1— > 'O-

Conclue-se d'aqui uma proposição analoga á do 
n.° 7. 
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Il 

10. — Sejam dadas 1) variaveis : , x{, . . , x . 
Consideraremos cada systema de valores cn, .Tj

0, 
..., xn°, dados áquellas variaveis, como representando 
ou definindo um ponto do espaço a (n + I) dimensões 
z, X1 xn; as grandezas Z0

jXl
0, . . . ,x° serão as 

coordenadas do ponto em questão. 
Cada uma das coordenadas de um ponto pôde rece-

ber uma infinidade de valores diflerentes, pelo que o es-
paço a ()i + I) dimensões contém um numero de pontos 
dislinclos que podemos representar por -x" . Assim, 
diremos, por exemplo, que o piano encerra cc2 pontos 
distinclos, ou ainda, que o numero dos pontos do plano 
é duplamente infinito. 

Posto isto, damos o nome de multiplicidade pontual 
ao conjuncto dos pontos definidos por uma ou mais 
equações que encerram as (n + 1) variaveis z, X1,. . . , xn 

e chamamos ordem de uma dada multiplicidade pontual 
ao numero das variaveis independentes que figuram nas 
equações que a definem. 

Lfeste modo, uma equação da forma 

? (.', X1 , . . . , X j = O , 

que define, entre os y.n ': i pontos do espaço a (» + 0 
dimensões, oo" pontos dislinclos, representa uma multi-
plicidade pontual da ordem n. 

Egualmente, um systema de equações distinctas 

, Xn) = 0, . . . , cPj-OI 
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entre as variaveis :, X1 , . . . , xn define, na totalidade 
dos pontos do espaço a (// + 1) dimensões, o c " ~ 1 _ i 

pontos distinctos e representa uma multiplicidade pon-
tual da ordem » + I — l. 

Da mesma fórma os pontos, as curvas e as super-
fícies são as multiplicidades pontuaes do plano e do es-
paço ordinário e 11111 ponto do espaço a um numero 
qualquer de dimensões constitue uma multiplicidade 
pontual da ordem zero. 

Uma multiplicidade importante, no que vae dizer-se, 
é a definida pela equação linear 

( 1 9 ) Z — : = /I1 (X 1 J1
1) -J- . . . + pn ( X H - xn) , 

onde representam: :, J1 , . . . , xn as coordenadas de um 
dado ponto; Z, X1 , . .- . , X11 as coordenadas de um ponto 
variavel; e P1 , . . . , pn coeflicientes quaesquer. 

A esta multiplicidade pontual dá-se o nome de 
multiplicidade plana, ou simplesmente plano, pela siiui-
lliança que a equação (19) tem com a equação do plano; 
as grandezas p{, . . . , pn são os coef/icientes angulares e 
Z, X1 , . . , X as coordenadas correntes. ' i ' ít 

11. — Ao lado das multiplicidades pontuaes convém 
considerar as multiplicidades de elementos do espaço. 

Cliama-se elemento do espaço a (« + I) dimensões a 
todo o systema de valores de : , . I 1

1 , . . . , xn, P1, . . . , pn , 
isto é, ao conjuncto de uni dado ponto e de um plano 
qualquer (19) que passe por esse ponto. Um elemento é 
completamente definido pelas suas coordenadas :, X1 ,..., 
xn pn : X1, . . . , xn fixam, por assim dizer, a 
posição do elcmenlo e p{ , . . . , pn determinam a sua 
orientação. 

.Xo caso de ser u = I , a equação (IS) define uma 
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linha recta em um dado plano. Por isso. um elemento 
do plano é o conjuneto de um dado ponto (x, y) e de 
uma recta 

Y — y = m (.Y — x) 

que passa por esse ponto. 
Os elementos do plano e do espaço ordinário são 

muitas vezes conhecidos respectivamente sob as designa-
ções de elementos lineares e elementos de superfície. 

Posto isto, denominaremos multiplicidade de ele-
mentos do espaço a (n -f- I) dimensões o conjuncto dos 
elementos definidos por um certo numero de equações 
que ligam as variaveis z , x , , . . . , X ^ p 1 , . . . , pn e sa-
tisfazem á equação de Pfalf 

dz — P1 Ilx1 — . . . - pn dxn — o ; 

e diremos que uma multiplicidade d'este genero é da or-
dem l se fòr l o numero de variaveis independentes que 
figuram nas suas equações. 

Representaremos urna multiplicidade de elementos 
pela letra M, ou ainda, pelo symbolo Mm , onde o iudice 
11 designará a ordem da multiplicidade em questão. 

12. — 0 que íicou dito em os n.os 0 e 7 , permitte-
nos evidentemente determinar todas as multiplicidades 
de elementos respectivas a um dado espaço. 

Vamos vèr que eslas multiplicidades são susceptíveis 
de uma representação geometrica nos casos do plano e 
do espaço ordinário. 

Consideremos, por exemplo, o espaço a Ires dimen-
sões x, y, z. 



É sabido que os syslemas de equações que satisfa-
zem á equação de Pfaff 

(20) dz — pdx — qdy = o , 

determinam uma, duas ou Ires relações entre as varia-
veis x, y, 

I. — Seja dado, em primeiro logar, um systema qual-
quer que satisfaça a (20) e apenas determine uma re-
lação 

? 0 , y, )̂ = o 

entre aquellas variaveis. 
Pelo que se disse em o n.° 6, o systema proposto 

contém, além cia relação precedente, que é resolúvel em 
ordem a :, as equações 

CX Cll 
I1 = - ^ • q = 

CZ CZ 

que resultam de 

*dz ' " dx ^ ' ' cy ^ 

pela eliminação de e não contém evidentemente outras 
que sejam distinctas de ® = o e (21), isto é, tem a 
fórma 

Ci'P c-s 
, , -., CX C ll 22) s = o , p = —~ , ij = — -,--• . 

7 ' CS ' C'Ç 

CZ CZ 

Ora, é manifesto que cada elemento de (22) se com-
põe de um cerlo ponto da superfície «p{x, y, z) = o e do 
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plano tangente a esta superfície n'aquc!le ponto; e que, 
reciprocamente, um ponto qualquer da referida superfí-
cie consfitue, com o respectivo plano tangente, um ele-
mento do espaço que pertence á multiplicidade .M re-
presentada por (22). 

Por isso, se chamarmos elemento de uma superfície 
: — z (x, 1/) = 0 ao systema de um dos seus pontos e do 
plano que lhe é tangente n'este ponto e notarmos que as 
equações (22) definem zt? elementos dislinclos, podemos 
dizer: 

.4 multiplicidade M definida por um systema que sa-
tisfaz á equação 

ds — j> dx — q dy — o 

e que apenas determina uma relação entre as cariareis 
x,y,z, é de segunda ordem e compoe-se dos oc2 elementos 
da superfície determinada por aquellu relação. 

II. — Consideremos agora um systema que satisfaz 
a (22) e que determina duas relações distinctas da forma 

(23) í pMíM) == o , U, z) = o , 

as quaes devem ser (§ ti) resolúveis em ordem a z e x 
ou em ordem i\ z e y. 

O nosso systema contém, como se sabe, as equa-
ções (23) e a equação 

' r i ('?1 i h 

CZ 
J 

CX 

t"i„ Cl 9 1 

CZ CX <b' 

— 1 > I' > 7 
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que provém de 

Sxi \ dz + \ Yz ^ 

1I 
ÓJi 

+ X2 

S f 2 
1I + X2 -

Sx OX 

K 
OO1 

+ X2 

S-Ii 
K 

OO1 
+ X2 

= K Sy 

pela eliminação de X1 e X3; além d'estas, ou não con-
tém outras equações que sejam distinctas de (2.3) e (24), 
ou contém mais uma, que é compatível com (23) e (24) e 
não determina, conjunctamente com (24), urna relação 
entre x, y, z, independente de (23). 

No primeiro caso, isto é, se (23) e (24) forem as úni-
cas equações distinctas do systema considerado, cada ele-
mento da multiplicidade M (pie este systema define, com-
põe-se claramente de um dos pontos da curva O1 = o, 
Ss = o e de um qualquer dos planos que resultam de 
dar a)> e q na equação 

(20) l — z = V (X - x) + q (V - y) 

os systemas de valores que para estas variaveis se dedu-
zem da equação (24), depois de n'ella substituir as coor-
denadas x, y, z do ponto em questão. 

Ora, todos estes planos passam pela tangente á 
curva 'X1 = O, 'f3 = o no ponto (x , y, z), visto (pie a 
equação (20), attendendo ás relações (25), se transfor-
ma na expressão 
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(27) 

Í X116P (Z - , ) + dJl (X - , ) + t f l (V - ?/)] 
1 CZ CX ClIJ j 

S'P-> N . 0¾ í4. s . S f 3 P (Z _ s ) + P (X - x) + - 7 3 ( V - y) = o , 
Sz Sx Sy J 

que é a equação geral dos planos que couteem a referida 
tangente. 

Cada elemento da multiplicidade a que nos vimos 
referindo, compõe-se por isso de um certo ponto da 
curva p̂1 = o , ®s = o e de um dos planos tangentes a 
esta curva n'aquelle ponto. 

Reciprocamente, é visível que cada ponto da curva 
O1 = O , <?á = o constitue com cada um dos planos tan-
gentes á mesma curva n'aquelle ponto um elemento do 
espaço que pertence á multiplicidade definida por (23) 

Portanto, chamando elemento da curva ¢, = 0, 
<râ = o ao systema de um ponto d'esta curva e de um 
dos seus planos tangentes n'este ponto, e notando que 
em (23) e (24) ficam independentes duas variaveis, po-
demos concluir: 

Todo o systema que satisfaz á equação 

dz — pdx — q dy = o 

e que determina duas relações distinctas entre x, y, z, 
define — caso contenha apenas Ires equações independentes 
— uma multiplicidade .\l3, que se compõe dos yJ ele-
mentos da curva representada por aqnellas duas relações. 

XTo segundo caso, isto é, quando o systema consi-
derado comprehende, além das equações (23) e (24), ape-
nas uma outra distincta d'estas e satisfazendo ás condi-
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ções acima enunciadas, a multiplicidade M que o mesmo 
systema define é evidentemente de primeira ordem e 
todos os seus elementos se encontram entre os da curva 
h = 0 ' 'te = 

III. — Consideremos finalmente um systema que sa-
tisfaz á equação proposta (20) e que determina tres re-
lações distinctas entre as variaveis x, IJ, z. 

Este systema tem uma das formas 

x = a, y = b, z = c 
ou 

x = a, y = IJ , z = c, U (p, q) = o , 

onde a, b, c designam quantidades constantes e U uma 
funcção arbitraria, isto é, representa, ou uma multipli-
cidade Mo, que se compõe de todos os elementos de que faz 
parte o ponto (a, b, c), ou uma multiplicidade M1, cujos 
elementos se encontram entre os d'aquelle mesmo ponto. 

Reunindo o que até aqui temos dicto em relação ás 
multiplicidades M2, temos a proposição: 

L ma multiplicidade qualquer M2 do espaço ordinário 
compõe-se, ou de todos os elementos de uma superfície 
(pontos e planos tangentes), ou de todos os elementos de 
uma curva (pontos e planos tangente*), ou ainda, de lodos 
os elementos de um ponto (ponto e planos que passam por 
esse ponto); reciprocamente, a totalidade dos elementos de 
uma superfície, de uma curva, ou de um ponto, constitue 
uma multiplicidade M2. 

Ficam excluídas d'esla proposição as superfícies e 
as curvas no espaço, cujas equações não encerram a va-
riavel z, como se reconhece immediatamenle pela ana-
Iyse anterior. 
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13. — Partindo da equação 

dy — y'dx = o 

o seguindo o caminho do n.° 12, chega-se sem difficul-
dade á proposição seguinte, respectiva ao p lano: 

Umn multiplicidade M1 do plano compõe-se, ou de 
todos os elementos lineares de uma curva (pontos e tan-
gentes), ou de todos os elementos lineares de um ponto 
(ponto e rectas que passam por esse ponto). 

Reciprocamente, o conjunclo dos elementos lineares 
de um ponto, ou de uma curva plana, constitue uma mul-
tiplicidade M1. 

Excluem-se as curvas, cujas equações não encerram 
a variavel IJ. 

14. — Fazendo uso da linguagem hypergeometriea, 
podemos estender as conclusões dos dois números pre-
cedentes ao caso do espaço a um numero qualquer de 
dimensões. 

Com effeito, seja dada a equação de Pfaff 

(11) I l Z - P 1 I l X 1 - . . . - P n I l x n = o 

e consideremos de um modo geral um systema de (» + !) 
equações que satisfaça a (I I) e determine (£ + 1) rela-
ções distinctas 

(12) , . . .,xn) = o, . . . , V h = O 

entre z, X1, . . ., xn. 
É sabido «pie este systema apenas contém, além das 

relações precedentes, as equações que proveem de 
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* + ' M ''+1 di 

]ii l J l f ' .,1I1 \ ~ d \ = = ~ P i ' O ' = 1 ' 2 ' - ' " ) 

pela eliminação de X1 , . . ., Xft. 
A multiplicidade M que o mesmo systema define é, 

pois, da ordem n e cada um dos seus elementos se 
compõe de um certo ponto da multiplicidade pontual 
(12) e de um dos xk planos representados pela equa-
ção 

H-1 õà.\ /''-H e>b\ 
s x a - z ) + ( z x (X1 - X 1 ) + . . 
J = 1 1 OZ ) \ j = i j VXJ 

.ia. V •> JJ + V ( x \ 
\ : . J rir.. / ^ » »/ 

• X\ = O 

/ /1'+1 a i . / * + 1 

(29) 

I 
j ' = Í o - r » . 

que resulta manifestamente da combinação da equação 

'/.-Z = P1 (X1 - T 1 ) + . . . + PN (X„ - T 1 ) 

com as equações (28). 
Reciprocamente, cada ponto de (12) constitue com 

cada plano (29) um elemento que pertence claramente á 
multiplicidade M definida pelas equações (12) e (29). 

Ora, pela analogia que existe entre as equações (29) 
e (27), diremos que os planos definidos pela equação (29) 
são tangentes á multiplicidade (12) no ponto z, X1,.. .,a? 

Por isso, chamando elemento de uma dada multipli-
cidade pontual (12) ao conjuncto de um ponto qualquer 
d'esta multiplicidade e de um dos seus planos tangentes 
n'este ponto, podemos concluir que : 

A totalidade dos elementos de uma dada multiplici-
dade pontual (12) constitue uma multiplicidade Mn, ou 
ainda, que toda a multiplicidade .Mn do espaço a (n -J- I) 
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dimensões se compõe dos elementos de uma dada multi-
plicidade pontual do mesmo espaço. 

Excluem-se d'aqui as multiplicidades pontuaes, cu-
jas equações não encerram a variavel z, como facilmente 
se reconhece pela primeira das equações (28). 

A proposição precedente tem Iogai- para todos os 
valores inteiros de h desde o até n. 

No caso de ser It = o, as equações (12), (28) e (29) 
reduzem-se respectivamente ás seguintes: 

(12') '^(ZjX1, . . .,xn) = o 

W ^ ¾ = 1 -xH: »> l 

,-WWv àò / r . . . db /vr . 
(¾') f (X1-X1) + ... +J- (X 1 1 - x„) = o 

CZ CX1 cxn 

Por isso, o conjuncto dos pontos definidos por uma 
equação da fórma 

<J> (z, X1,. . ., Xn) = o 

constilue com os planos correspondentes dados por (13') 
uma multiplicidade Alj. 

Devemos notar que esta proposição é analoga á que 
tem logar no espaço ordinário a respeito das superfícies. 

Se fòr n = k, as equações (12) podem tomar a fórma 

z = c, X1 = U 1 , . . . , xn==an. 

Os coefticientes angulares P1, . . . , p n ficam arbitrá-
rios e por isso: 

O conjuncto dos elementos relativos a um dado ponto 
do espaço constilue uma multiplicidade Mn. 
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Definição das transformações de contacto e relações 
analyticas que as caracterisam 

I 

15. — Seja dada uma transformação 

( I ) X1 -- \(x,y, z), yt = Y(a-, y, z), Zi = Z(a>, y, z), 

entre as variaveis x,y,z e as variaveis X1, Iji, Z1 e consi-
deremos cada systema de valores de x, y, z e de Xi, Ij1, Z1 

como coordenados de um ponto do espaço em relação a 
tres eixos rectangulares quaesquer. 

Esta transformação converte os pontos de uma dada 
superfície z — -ç(x, y) = o nos de uma nova superfície, 
cuja equação se obtém, eliminando de z — <ç(x, y) = o, 
por meio de (I), as variaveis x,y,z. 

Supponhamos que á equação da superfície transfor-
mada se pôde dar a forma Z1 — W1

lIx1, yj = o, o que 
acontecerá geralmente, e sejam (x, y, z) e (xt,y,, Z1) dois 
pontos (pie se correspondem nas duas superlicies. 

A cada ponto U, y, z) da primeira superfície corres-



iiondem certos valores das derivadas = p, '-- = q, e 
OX CIJ 

ao ponto X1, y,, Z1, t ransformado de x, y, z, correspon-
Bz Sz dem OUiiaImenIe cer tos va lores de ~ = ?;, , . 1 = <1 . CX1 Cy1 

Isto mostra que as formulas ( I ) , além de estabelecerem 
uma correspondência entre os pontos das duas superfí-
cies, originam, para cada ponto (x, y, z), certas relações 
entre as grandezas p, q, P1^j1. 

Para determinar estas relações, seja (x + dx, y+dy, 
^ + dz) um ponto qualquer da superfície primitiva, in-
Iinitainente próximo de (x, y, z), e (X1 + dx1, Ij1 + diI1, 
Z1 + Ch1) o ponto correspondente na superfície transfor-
mada ; t e remos : 

(2) dz — pdx — qdy = o , dz1 — Tyte1 — (J1Jly1 = o, 

A segunda d'estas equações toma, em virtude de (I) , 
a fórma 

r/Z — P1IlX — í/jí/Y = o 

ou 
*t 

I f'Z ôX ( \ , , i< Z f X i \ \ , 
W 1 - I ' ^ - Iiy ) llX + \ l y ~ -Jy ~ '>> Ty ]<i" 

, í fZ cX C'Y \ / 

lista egualdade e a primeira das equações (2) são 
necessariamenle equivalentes, visto que, por ser (x + dx, 
V + dy, z + dz) um ponto da superfície z — y (x, y) = o, 
(jue apenas satisfaz á condição de ser infinitamente pro-
x i tu o de x, y, z, é 

d z — pilr —• qdy = o 
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a única relação a que devem satisfazer as diHerenciaes 
dx, dy, dz. 

Existe, pois, uma funcção p de x, y, z, p, q, differente 
de zero e que não contém as diHerenciaes dx, dy,dz, tal 
que a relação difierencial 

(á) Í/Z — PjdX — ij^lY = p(t Iz — pdx — qily) 

é satisfeita por lodos os valores de dx, dy, dz. 
D'esta identidade resultam claramente as expres-

sões 

az a x a Y 
L dz ~ Pi dz — 'Jl CZ = P-

k ax a Y 
j dx — Pi dx — <ll dx = - P/' 

Ly. a x a Y 
I 

dy — Pi 
C// dy = - P 'J 

das quaes se deduzem, eliminaiu.o p, as relações 

i /ax , a x \ /av , az , az 
I P i ( 7 7 + / ' — ) •+ >h i 7 7 + p-77 H T l T + ^ a T 

(•O ; : , : 
/ a x ax \ , /av av \ az az 

f /'i — + v — + Vi H r - + ' / — = — + ' / — ' 1 x VlJ ' vz) \dy ' dz J cy 1 dz 

que ligam as variaveis x, y, z, p, q, , qt. 
Ora, o determinante 
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não pôde annullar-se para todas as superfícies 

* — ? y) = o , 

visto que, se isto acontecesse, seria nullo para toilos os 
systemas de valores de x, y, z, p, q, e annullar-se-iain por 
isso identicamente todos os determinantes de segunda 
ordem do quadro 

S X SX SX 
Sz ' Sy ' Sz 

SY SY SY 
Sx' Sy' ~Sz Il' 

o que não pode ter logar, porque, por hypolhese, as 
formulas (1) definem uma transformação e são portanto 
distinctas as funcções X, Y, Z. 

Em certos casos podemos, pois, deduzir das rela-
ções (5) equações da fórma 

P1 = V (x,y,z,p,q) , q1 = Q (x, y, z,p, q). 

Estas equações são claramente resolúveis em ordem 
a p, 11 e por isso o systema 

^x1=X (x,y,z) , P1 = Y f a y t Z ) , Z1=Z(XtPy2) 

I P1=V (x,y,z,p,q) , q1 = Q(x,y,z,p, q) 

define uma transformação que faz corresponder um ele-
mento de superfície (x,y,z,p,q) a um elemento (XvIj1, 
Z1, P1, 'J1)-

Além d'isto, o referido systema satisfaz identica-
mente, como é manifesto, á relação difTerencial 

dl — P1 dX — q1 d Y = p (dz — pdx — qdy), 



onde p é, como se reconhece por meio de (4), uma fun-
cção de x, y, z, p, 7, differente de zero e que não encerra 
as dilTerenciaes dx, dy, dz. 

As transformações da fórma (1) cònduzem-nos as-
sim muito naturalmente á consideração de transforma-
ções de elementos do espaço com a propriedade notável 
de deixarem invariante a equação de PfatT 

(7) dz — pdx — iply = o. 

E' de transformações com tal propriedade que tere-
mos de occupar-nos n'esta dissertação. 

16. — As formulas (tí) não definem evidentemente a 
transformação mais geral de elementos do espaço. 

Effectivamente, uma transformação d'esta natureza, 
é representada por qualquer systema da fórma 

1 x, = X (x,y,z), y, =V (x,y,z), =Z (x,y,z) , 
(S) 

' P1 = Pi (x,y,z,p,q), V1 = O1 (x,y,z,p,q) 

ou da fórma mais geral 
I X 1 = X i X J J , z , p , q ) , y =Y (x,y,z,p,q),z =Z(x,y,z,p,q), 

(9) 
I Pl = 1> {x,y,z,p,q), q, =O (x,y,z,p,q) , 

que seja resolúvel em ordem a x,y,z,p.q. 
Veremos adeante que existe uma infinidade de sys-

temas da fórma (9) que satisfazem identicamente á rela-
ção dillerencial (3) ou, o (pie é o mesmo, deixam inva-
riante a equação de Pfaff (7). 

Á transformação definida por um systema em taes 
condições deu-se o nome de transformação de contacto 
do espaço ordinário. 
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Diremos pois: 

Uma Uansformaaio ila fórma 

X1==X (x,y,z,]>,(]), Ij1 = Y (x,y,z,p,q), Z1 = '/. {x,y,z,p,q) 

/j, --I' (x.y,z,p,q), V1 = U (x,y,z,p,q) 
é uma transformação de contado do espaço ordinário, se 
satisfizer identicamente â relação di/Jerencial 

dh — VAi — 'Iidy1 = p O^ — pdx — qdy), 
onde p designa uma funcção de x, y, z, p, q, differente de 
zero e que não contém dx, dy, dz; ou ainda, se deixar in-
variante a equação de Pfajf 

dz — pdx — qdy = o. 

17. — Havemos de vèr mais tarde ijue uma dada su-
perfície nem sempre se converte, por uma transforma-
ção de contacto da fórma (9), em uma nova superfície. 

Consideremos, porém, o caso de termos duas su-
perfícies (pie, pela referida transformação, se convertem 
em duas novas superfícies. 

K fácil de reconhecer que, se as superticies primiti-
vas forem tangentes em uni dado ponto, também as su-
perfícies transformadas serão tangentes em uni certo 
ponto e reciprocamente. 

Na verdade, se as superfícies primitivas forem tan-
gentes em um ponto (x,y,z), terá Iogar a relação 

dz — pdx — qdy = o 

para todos os deslocamentos intinitamente pequenos dx, 
dy, dz do ponto x, y, z sobre as duas superfícies. Da re-



lação (.'3), oníle p não é nullo, resulta immediatamente 
<1 ue também é 

dA — PtfX — QdX = o 

para os pontos correspondentes das superfícies transfor-
madas, isto é, que estas duas superfícies também são 
tangentes. 

Claramente se vè que, inversamente, serão tangen-
tes as duas superfícies primitivas, desde que as transfor-
madas o sejam. 

O resultado precedente tem, evidentemente, sempre 
Iogar para as transformações de contacto da fórma par-
ticular (ti). 

Das considerações anteriores deriva naturalmente a 
designação das transformações a que nos vimos refe-
rindo. 

18. — Partindo das formulas 

(P) T1 = X (x, y), Ij1 = Y ( t , y), 

relativas ao plano, e seguindo a analyse dos 11.08 I e '2, 
chegaríamos sem difticuldade alguma á consideração de 
transformações de elementos lineares da fórma 

(8') X1 = X Or, y), ?/, = Y (x, y), y\ = P (x, y, y<) 

ou da fórma mais geral 

(!»') T1 = X («, y, y') Ij1=X (t, y, y') y\ = P (t, y, ,/) 

com a propriedade de deixarem invariante a equação de 
Pfalf 

(T) dy — y' dx = o. 
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As formulas (#'), onde P designa o valor de //', 
dado pela equação 

, i X , < X v c Y , (' Y 
Vi - //' i . = . .'/ "i .. r J1' o X cy CX 

(pie 11'este caso substituo as equações (5), teem ainda a 
propriedade de converter as curvas que se tocam em 
um dado ponto em curvas tangentes no ponto transfor-
mado (Peste; a mesma propriedade tem ainda Iogar 
para uma transformação da fórma mais geral (9'), que 
deixe invariante a equação (7'), quando se trata de cur-
vas que, por essa transformação, se convertem em no-
vas curvas. 

Qualquer transformação da fórma (Sf) 011 (9') que 
deixe invariante a equação (7;), define o (pie se chama 
— uma transformarão de contacto do plano. 

19. — As transformações de contacto não se limitam 
aos casos do plano e do espaço ordinário; podem ser 
consideradas 110 espaço a 11111 numero qualquer de di-
mensões. 

É sub esle ponto de vista geral (pie as vamos es-
tudar. 

20.— Consideremos o espaço a (n -f 1) dimensões 
Z , Xj , . . . , Xn. 

GeneraIisando a definição do 11.0 2, diremoS que : 
Uma transformação da fórma 
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I z' = Z (ZtX1, ...,XntP1, ...,pn) 

(10) j X1
I = X (z, x, p) , P1

i = P (z, x, p) 

( ( » = 1 , 2 , . . . , « ) 

é iimii transformação de contacto do espaço a (n + I) di-
mensões z, X1, . . . , xn, se as funcções '/., X1, . . . , X n j 

P 1 , . . . , Pn forem constituídas de modo que satisfaçam 
identicamente á relação differencial 

(U) dZ~P1d\1--...-Pnd\n=?(dz-2hdx1-...-pndxn), 

onde o designa uma funcção de z, X1, . . . , xn, P1,..., pnt 

di/ferente de zero, e que não contém as diffei enciaes dz, 
(Ix1, . . . ,<tx ; ou ainda, se deixar invariante a equação 
de Pfnff 

dz — P1 (Ix1 — . . . —pn dxn = o. 

EXEMPLO . - A transformação 

Z 1 = Z - X 1 P1- . . . - X A P Q 

x\ = P1, ...,X1
Q=PQ, x'í + l = x q + l , . . ., X1

n=Xn 

P1
1 = - X1, . . . , P1

q = -Xq, p'q + l=pq + l, . . . , P1
q=Pn, 

onde q designa nm qualquer dos números 1 , 2 , . . . , « , é 
um exemplo das transformações que vimos de definir, 
visto que, substituindo em (11) as grandezas Zt X, P 
pelas expressões de z', x', p', se encontra : 

dz' — v p'.dx'. = (h - 1 p dx. 

A grandeza p é aqui, como se vè, egual á unidade. 
6 
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d exemplo que. acabamos de apresentar compre-
hende, como casos particulares, as importantes transfor-
mações de Euler, Legendre o Ampere, as quaes corres-
pondem respectivamente aos casos de s e r : 

7 = 1 ; n = 3 , 7 = 2 ; n = ,1 , 7 = 1 . 

21. — A definição das transformações de contacto 
conduz-nos muito simplesmente ás seguintes proprieda-
des das mesmas t ransformações: 

I. — A transformação inversa de uma transformação 
de contado c ainda dc contacto, isto é. as transformações 
de contacto são inversas duas a daas. 

E o (pie se reconhece immediatamenfe cm presença 
das formulas (IO) e (11). 

II. —Executando seguidamente duas transformações 
dc contacto 

:•' = /(-•, x, ]>) , X1i = X.(z, x,])),jJ. = !>,(;, x, p) 
e 

:•" = Z ( J y v ) / , ) , X 1 1
i = X i ^ f X 1 , ) / ) , p " . = P i ( Z 1 ^ f ) / ) , 

(i= 1 , 2 , . . . ,») 

a transformação resultante é ainda de contacto, isto é. as 
transformações de contacto formam um grupo. 

EfTectivamentc, por definição, teem logar as identi-
dades 

n ' « \ 
dz' — I^ZiClx1

i = CJ (z,x,p) [ dz — l^p.dxA , 

dz" — I Pfdxn
i= O1 (z',x',p')[dz'~ 2 P1

iClx']) , 
1=1 7=1 
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oiiiJc p e O1 designam funcções differentes de zero. Des -
tas duas relações resulta a expressão 

dz" - l ^ f l x " . = ^ , X , P).p(>, x,p) ( d z - J 1 P A ) 

que justifica a proposição enunciada. 

III. — S e cada um dos systemas de formulas 

z1 = Z (ZyX1,.., xn, P1,.., p j , X1
i=Xi(ZjXfP), P1

i=Vi(ZiXyP) 

e 

Zi=L^l1,...,In,^,...,*n) , ^ = M i K l - / , - ) ,p>.=*.(r;,.^ 

(* = •!, 2,...,n) 

definir uma transformação de contacto, lambem as expres-
sões 

l(z,x,p) = L ^1I1T) , Xi = AI. , Pi = X i f 

( « = I, i n) 

representarão uma transformação de contacto. 
lieconliece-se isto claramente, escrevendo e compa-

rando entre si as relações differenciaes da fórma (II ) 
a que dão origem as duas transformações propostas. 

22 .— Consideremos duas funcções F e II das varia-
veis independentes z, x, p e designemos respectivamente 

pelos symbolos e | F, II J as operações 
i 

ail S\\_ « /SF dlI an dF 
Sx. r ]'1 Sz ' Spi dx. Spi d x j • 
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Vamos demonstrar o theorema seguinte, devido a 
Sophus Lie, e cpie é fundamental na theoria das trans-
formações de contacto: 

Se a relação diferencial 

onde p designa ama fancção, diferente de zero, das varia-
veis independentes z, x, p, jòr identicamente satisfeita por 
(2n -f I) funeções Z, X1, . ., Xn, P1, . . . , Pn das mesmas 
variaveis, estas funeções são independentes e verificam iden-
ticamente as relações 

(12) < IL , \ . | = o , IIV , X i I = P , IA Ij
iI + P Ij

i = O 

Este theorema foi deduzido por Sophus Lie dos tra-
balhos de Clebscli sobre o problema de Pfaff e estabele-
cido depois directamente por Mayer e Darboux. 

Xa demonstração que vamos dar seguimos o cami-
nho indicado por Mayer. 

Da relação (I I), que deve ser satisfeita por todos 
os valores de dz, dx,, . . . , dxn, resultam claramente as 
expressões 

ti 
(H) d Z - ^ ã ^ ^ d z - ^ d x ^ 

(i, ;' = 1 , 2 , . . . , n). 

( H ) B f c = 

(13) 

( * = 1 , 2 , . : . , » ) 

(15) 



que Ieem Iogar identicamente ao mesmo tempo que 
( I I ) . 

A eliminação de p entre (lá) e (15) dá-nos as expres-
sões 

(Iti) 
(17. n d\. 

V - Ã T - . 2 . P t - ^ T - 0 ' ( £ = 1 , 2 , . . . , n ) 
k t = i 

que podem considerar-se em vez de (15). 
Podemos assim substituir a relação difierencial ( I I ) 

pelo systema de equações (13), (14) e (16). 
Posto isto, consideremos o determinante funccio-

nal 

c Z Bl 

.I = dz ' Sx1 ' • • ' ' CXn ' SP1 ' " " Spn 

SX1 óX, 

ap ap n n 

az az 

ax, ax, 

az 
ds ' Sx1 ' ' ' ' ' dxn ' a/), ' • " ' Spn 

sx. 

ap ap ap n n n 
1 ' Sxn ' 3 P l dPn 

das funeções Z, X 1 , . . . Xji , P 1 , . . . , Pn em ordem a 
z, X1 , . . . xn , P1 , . . . , pn. 

Juntando aos elementos da primeira linha respecti-
vamente os da segunda multiplicados por — P1, os da 
terceira multiplicados por — P3 e assim por deante até 
chegarmos á linha da ordem (n + 1), e attendendo em 
seguida ás expressões ( lá ) , (14) e (15), este determi-
nante toma a fórma 
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J = 

P . — C Vi > 

OX1 ^x1 

Sz 

SV 

dX, 

PP n , 0 0 

SXj SX^ SX1^ 
ÕX

n ' "^T ' " ' ' 8Pn 

sv_ SV SV sv. 
Sz Sx1 ' " ' ' CTn ^J1 ' " " ^ n 

Addiccionemos ainda os elementos da primeira co-
Iumna multiplicados por P1 aos elementos da segunda 
columna, os da primeira multiplicados por p2 aos da 
terceira, etc., . .. , os da primeira multiplicados por pn 

aos da ordem (w + 1); teremos : 

o 

W 1 

P O , . . . 0 O , 

SX1 dXj dX, 3X, 
? OZ Cfcr1 ' dx 11 

^ > cPi 

SV n dV n d\> V 
OZ ' (̂ r1 ' dx Il Sp1 0Pn 

OU 

pondo 

A = 

dX, 

J = P A 

dX, SX1 SX, 
dx1 ' ' * * ' dxn ' Sp1 ' • ' ' ' sPn 

d P dV SV a p 
dx1 ' ' • • ' dxn ' Sp1 ' "" ' Spn 

Em vista d'isto, o determinante J é diíTerente de zero 
e, portanto, as funcções Z, X, P são independentes urnas 
das outras, desde que A não seja nullo. 



Vamos ver que A não é nullo. 
Para isso, consideremos um systema de "2u variaveis 

independentes Jy1, . . . , y„, Z1, • •. , zn e liguemos este 
systema a um outro U1, ... , un,V1, . . . , r„, também com 
•In variaveis, pelas equações lineares 

nas quaes os coefticientes das grandezas y, z constituem 
o determinante de que tratamos. 

Posto isto, derivemos a expressão 

successivamente em ordem a pk e pr\ obtém-se: 

S cl/. d c'Z óZ 
0Pk dPu ' Sz' 

J - J L = J - 3 {r<l 

Spr dxk dx1: Spr > 

Por outro lado, e 
S SYj S_ SA 

sPk
 sPr ~~ sPr

 sPk 

e, como facilmente se verifica, 

d dA d d Z 

(17) < 

dA SA SA = — f- p — 
dxk Sx1. k Sz 

dx dx. dx. dx T K K T 
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Substituindo, nas quatro formulas precedentes, 
<VA d'/, az az az 
j—. -r— > 3—• 3—• -T - pelas suas expressões tiradas de (Irk (Ixr Sph Spr dz 1 1 

(16), ( l i ) e (13), acham-se depois de reducções muito 
simples as egualdades 

S 

!=1 ^lK 

,-Adx dx, 

UP1 l \ 
dxk Sxh à p j 

d \ 
dxk dxk SprJ 

dX. Z dV 1 dX A 
dxk ( t e r / 

ax i ax,\ 
Spk Sph 

T.<, 

= O 

ás quaes devem necessariamente satisfazer as funcções 
Z , X , P . 

Effectuemos agora sobre as equações (17) as opera-
«/ ap. ax.\ 

ções indicadas nas expressões 2 I uj — vj -— I > 
« / D P . D X A , = A 

v j — v . encontra-se facilmente, attendendo 
J=A J (te, J (te./ 

ás relações precedentes, o systema linear 

(18) 

j=i 

/ ai'. SX A 
' W. 
i J Sp, JSp,j 

í dP. dX A 
H L _ v . — i 

\ J dx. J d*,-/ 
- P 2

i 

I , 2 , . . . , n) . 
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onde as equações são em numero egual ao das variaveis 
u, v. Kslas equações são distinctas, visto que as varia-
veis ;/, z podem receber valores quaesquer e que p não 
é nullo: o determinante dos coelticientes de u, v é, por-
tanto, differente de zero. 

Conclue-se d'aqui, visto ser este determinante cla-
ramente egual a + A, que são distinctas as funeções Z, 
X, P, o que justifica a primeira parte do nosso theo-
rema. 

Para demonstrar a segunda parte, mudemos no sys-
tema (18) os Índices i, j respectivamente em s e / ; c com-
paremos os resultados obtidos com o systema (17); d'este 
modo, encontramos as expressões: 

Ora, as grandezas U1, . . . , u , V i , . . . , vn são inde-
pendentes umas das outras, como se vê claramente pelo 
systema (17), visto ser differente de zero o determinante 
A dos coelticientes variaveis y, z no referido systema. 

Por este motivo, são nullos os coefficientes de u, v 
nas formulas precedentes, quaesquer que sejam os valo-

( / = 1 , 2 n) 



50 

res que se dêem ás variaveis s, x, p, isto é, as funcções 
Z, X, P satisfazem identicamente ás relações 

, [ X r X - I = I P i 5 I V I = O , | P ; , X . ] = p, 

( I») j [JV-Vl = O (7 >./"), 

! ( i , j = i , 2, • «) . 

Além d'islo, designando por Y uma funcção das va-
riaveis z, x, p, deduz-se claramente de (14) e (16) a ex-
pressão 

t í i B t (lxk 

eu \ V I BZ dl dZ ÔU\ 

t í i B t (lxk 1 J - i J ' / ' ; . dxk drI W 
n 

+ 2 I V 
\ 0Pk i=l 

P àXi 
clxk 

dl « „ ÓX \ 
(20), 

= | z , r ] + v p,.|r ,X i J , 
\ i= i 

d'onde resulta, egualando li successivamente a Xj. e I'. e 
attendendo a (19): 

" i dX. êX. 
1 W - a ^ H z ' x ^ 

" / dP: SP.\ 

( = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Kstas egualdades mostram que as funcções Z, X, P, 
que satisfizerem identicamente ás expressões A =o e B j t=O, 
também verificarão identicamente as relações 

(21) [ / - ,X 1 I = O, . . . , [ Z , P . ] + pP. = o. 
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A segunda parte do theorema acha-se assim de-
monst rada , visto que o conjuncto das relações preceden-
tes e das relações (19) constitue precisamente as expres-
sões (12) da pag. 44. 

0 theorema que vimos de demonstrar admitte uma 
reciproca que o completa c a que mais tarde nos have-
mos de referir. 

23. — Se ( n + I ) funeções distinctas 1, X1, . . . , Xn 

das ( 2n + 1 ) variaveis independentes z, X1, . . . , xn , p,, 
. . . ,pn, satisfizerem identicamente ás relações 

(21) [ Z, Xi ] = o, . . . , [ Xi, Xj.] = o, ( i , j = 1, ..,«), 

pode determinar-se um, e um só, systema de funeções P 1 , 
. . . , P71 das mesmas variaveis, taes que seja 

(IO) z'='/fz,x,p), X1
i=Xi(ZtXtf), p'.=\\(z,x,p),(i=\,...,n) 

uma transformação de contacto. 
Com effeito, fazendo U successivamente egual a Z e 

Xy na expressão (20), obtéem-se as relações 

n / dl ei\ n 

» l _ dX. ÔX, 
S Ii1.—- A. — J -

( /' = 1 , 2, . . . , H ) , 

que, em vista das condições (21) e (19), se reduzem ás 
seguintes : 



" / „ SL . S'L. 
A i - ^ - = O , 

, r/X. SX \ 
( y — 1 , 2 , . . . , » » ) . 

A = I \ '- ' ífe,. 

Este systema contém apenas « equações distinctas, 
porque, multiplicando as (pie correspondem a / = 1 , 2 , 
. . ., n respectivamente por Jj1, . . . , pn c sommando 
os resultados obtidos, encontra-se a equação 

N1 

I=t 
1V. P 1 V -J=I ' dxk 

" dX. 
At - P. . ' = o, 

(pie, attendendo a ( I I ) e (16), se reduz immediatamente 
á primeira equação (22). 

Poslo isto, vamos ver que as equações (14) e (16) 
são compatíveis c podem ser resolvidas em ordem a 
P P 

Para isso, consideremos o quadro rectangular 

JX1 OX1 SSj ciX, 
dx, ' ' " • ' dxti ' Sp1 ' " - " ' Spn 

dX ,IX SX. s x . 
dx dx ' Sx " " ' Sp 1 n n * n 

que é constituído pelos coeflicientes de At e Bt nas ulti-
mas n equações (22), ou ainda, pelos coefficientes de 
P 1 , . . . , P n em (14) e (16). 

Não podem ser identicamente nullos todos os deter-
minantes da ordem n do systema precedente, porque, 
se o fossem, existiria entre os primeiros membros das 
equações 
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(d: — 1 p.dx.) = 
i=l 

n 

( i = t, . . n) , 

uma relação tia lõrma 
n 

AjdX1 + - • • + V*Xn — Jt (í/3 - IPiJxi) = o 

onde as grandezas X1, . . . X1. |J- não são todas nul las; 
e isto não pôde ter logai-, como vamos ver. 

Xa verdade, se aquella relação existisse e não 
fosse niillo, a equação 

seria satisfeita pelo systema 

onde O1, . . . , an designam constantes quaesquer, o que 
não pôde ter logar, por ser (n + I) o menor numero de 
equações de que se compõe (§ 6) um systema que satis-
faz a (23). Se jj. fosse nullo, haveria claramente uma rela-
ção, pelo menos, entre as funcções X1, . . ., Xjl, o que é 
contra a hypothese. 

Supponhamos, então, que não é identicamente nullo 
o determinante 

(23) d~ - PlIlx1 - . . . - pndxn = o 

SX1 ax, 
Sp1 

n 

h\ n 
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N'este caso, podemos resolver as equações (1-4) em 
ordem a P 1 , . . . , Pji e as ultimas n equações (22) mostram 
claramente que os valores obtidos para P1, . . - , P t l satis-
fazem também ás equações (l(i). Determinadas as grande-
zas P, a equação (13) dá em seguida o valor de p. 

IIa assim um, e um só, systema de valores de 
P 1 , . . . , Pn, p, que, conjunctamente com Z, X1, . . ., Xjil 

satisfazem identicamente á relação dilíerencial (11), isto 
é, taes que as formulas (IO) definem uma transformação 
de contacto, o que justifica o theorema enunciado. 

24. — Devemos notar que o problema da determi-
nação das funcções Z, X, P que definem uma transfor-
mação de contacto, não é bem determinado. 

Na verdade, as equações 

[Z5X iI = O , I X p X j = O, 

a que as funcções Z e X devem satisfazer, deixam, como 
é sabido, indeterminada uma qualquer d'estas funcções. 

Este resultado é ainda confirmado peias equações 
(13), (14) e (15), <pie, consideradas conjunctamente, 
equivalem á relação differencial (11), visto (pie o nu-
mero d'aquellas equações é (2n + 1 ) , emquanto que o 
das funcções p, Z, X, P é (2 n + 2). 

25. -— Se as formulas 

z' = 'A(z ,x ,p) , X1 = Xi (s , x,p) , P1
i = Pi (z , x,p) 

( í = I , 2 , . . , n) 

definirem uma transformação de contacto, as equações 

(24) I X 1 5 Z I = O , . . . , P W I = O 

formarão um systema completo de 1; equações distinctas. 



55 

Com elleito, as equações (24) são distinctas, como 
facilmente se reconhece, substituindo / successivamente 
por I ' , . . . ,Pfc c attendendo ás relações (12); além 
d"isto, admittem as soluções independentes X 1 , . . . , X 
Z, P, .+ 1 , . • •, Pn que são em numero egual ao excesso 
do numero das variaveis z, x, p sobre o numero das 
equações. 

As referidas equações acham-se, portanto, nas con-
dições acima enunciadas. 

26. — O symbolo [ F, II|, onde F e II designam fune-
ções das variaveis 2, X1,... x-n, pK... pn, é invariante em 
relação a uma transformação de contacto qualquer 

Z1 = Z (s, x, />), x\ = Xi (z, x, p) , p' = P i (s, x, p). 

(j' = 1, 2, . . ., H), 

EIFectivamente, exprimindo, por meio das formulas 
precedentes, as funeções F e Il em Z, X, Pe desenvol-
vendo o colchete, acha-se: 

" í dV cl! BF cIl 
" l - r J . z ^ x ^ < z W ? » l V I -

«9F ôlI , , <9F dll r r i 
+ a T . l z ^ ^ + T p - ^ t P , z ] + 

« » l SF «311 , , ôK oll 
+ i £ j ã s , B ^ M - + ô-IR d P 1 I ' W 

^F ^I 1 p , ÔF ÔII | 

T J ' 3 J 
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Esta expressão Iransforma-se, atlcndeudo a (12), em 

(SF S\l SV ÔH"\ , 
LF, P.f-ãz i r - W . l z ) + 

i = í \ i i / 

n SV c l I SF r ll 

+ p . 1 , l ôk sx ~ ~sx. W1) ' 1 = 1 l I l I 

d'onde resulta a egualdade 

que justifica a proposição enunciada. 
Convém notar que a funcção p deve ser deduzida 

da identidade 

n / n \ 
dz — 2 P dxi = p [dz— 2 Hxi) 1 = 1 \ i = 1 

27.— As transformações de contacto da fórma 

z'=l(z,xu . . . Xn, P1,. .. ,Pn), T1
i=Xi(XtP), P1

i=Pi(XtP) 

(» = 1 , 2 , . . . , » ) 

ás qnãos se dá o nome de transformações em x, p, con-
stituem uma classe muito importante. l íe l las nos occu-
pamos em seguida. 

Temos em primeiro Iogar o Iheorema seguinte: 
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Se (2n + I) funeções z1, X1
1, ..., x'n, p\, ..., p'n da 

fórma 

(25) Zt=KziX1, ...,XntP1,...,pn), X1=Xi (x,p),Pi=Vi (x,p) 

(» = 1 , 2 , . . . , n ) 

satisfizerem identicamente á relação diferencial 

n n 
(M) dz' — V p'.ãx'. = ?(dz— E , 

onde p não é nullo, a grandeza o reãuz-se a uma constante 
A, e Z tem a fórma 

(20) Z = A s + Q (.T1, ...,xn, P1,..., Pn); 

alem d'isto. as funeções Z, X, P são independentes e tcem 
logar identicamente as relações 

[ A ; + 12, X,] = o , IP i, A ; + 12] = AP i, 

(X,,Xy) = (P, ,P y ) = (P, ,X y ) = o (i>j) 

( P , , X , ) = A 

( i , j = 1 , 2 , . . . , « ) 

Este tlieorenia deduz-se muito simplesmente (Paquillo 
que ficou dito em o n.° 22. 

Com effeito, as funeções Z, X, I' verificam identica-
mente as relações (13), (14), (15) e (12) do n.° 22, visto 
que satisfazem á relação dilTerencial (11). 

.Xa hypothese que consideramos a relação (13) toma 
a fórma 
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o as expressões (14) e (15), combinadas com a prece-
dente, reduzem-se respectivamente ás seguintes : 

do CrA 
(14') —'- = 7 - ^ = 0 , 
' CLPK ^DPK 

do _ dVA ___ £P 

CXv OZCX1 ^k CZ ' 

A expressão (14') mostra que o não contém P1,..., pn; 
e de (15'), que deve ser satisfeita para todos os sysle-
mas de valores de z, x, p, conclue-se em seguida que p 
também é independente de 2, X1, . . . , xn. A grandeza p 
é, pois, uma quantidade constante. A formula (13') dá 
então, designando por A aquella constante, a expressão 

Z = Ac + 2 (X1, . . . , xn) , 

onde ti é imia funeção que não contém a variavel 2. 
As relações (12), pelo seu lado, reduzem-se 11a 

nossa hypothese ás expressões (27), como se reconhece 
facilmente attendendo a (20) e notando que o colchete 
[F, II] se reduz ao parenthesis 

__ « /SF SH _ ÓF ôH\ 
1,11 ,-,I'/','''. Sxi Sp.)' 

sempre que se trate de duas funcções F e II que não 
encerrem a variavel 2. 

Finalmente, as funcções A, X, P são independentes 
(§ 22) por verificarem identicamente a relação differen-
cial ( I I ) . 0 nosso theorema acha-se assim demons-
trado. 



28. — Substituindo, nas formulas (11) e (26) as fun-
cções Z, X1, . . . , X71 respectivamente por AZ , AX1, . . . , 
AXn e pondo em seguida 

Z = z — II (x, p), 

o theorema do numero precedente reduz-se ao seguinte: 
Se 

(2»-f- 1) funcções I I , X1, . . . , X , P1, .. ., P das 
"In variaveis indiferentes X1, . . ., Xn, pv . . .,P1 satisfize-
rem identicamente á relação diferencial 

(íll_|_ v I y x i = v P ^ l x i , 
i=l i—l 

terão logar identicamente as relações 

(X i , Xi) = (P i , P.) = ( P i , Xj) = o ( i > j ) 

( P 5 X i ) = I , [Xi, Z — II] = o , [ P i i 2 - U ] = P i 

{i,j= 1 , 2 , . . . , « ) , 

e as funcções X, P são independentes umas das outras. 

29. — 0 theorema do n.° 27 diz-nos que as funcções 
Z, X, P, que figuram em uma transformação de contacto 
da fórma (25), satisfazem identicamente ás relações (27). 

Devemos, porém, notar que são sufficientes para ca-
racterisar uma tal transformação aquellas das expressões 
(27) que só conteem as funcções X, P. 

Para vèr isto, demonstremos primeiro a proposição: 
Dadas n funcções X1, . . . , Xn das 2m variaveis inde-

pendentes X1,..., xn , P1,..., pn , distinctas e em inoo-
lução, podem ãeterminar-se (n - H ) funcções II, P 1 , . . . , PJI 

das mesmas variaveis, taes que tem logar identicamente a 
relação 
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(711+ v I 'y/X = z v p a r . , 
«=i ' ' ' ' 

ou ainda, qne as formulas 

:' = : - I l (x,p) , Wi-=X. (x, p) , = P j (x,p) 

definem uma transformação cm x. p. A funcção Il é dada 
por uma quadratura e satisfaz identicamente ás relações 

f - — I I , X 1 I = O ( i = I , 2 , . . . , » ) ; 

as funeções P 1 , . . ., PN são cm seguida fornecidas por um 
systema de equações do primeiro grau e acham-se com as 
funeções X nas relações 

m \ ( X i , ^ ) = (!>,!>) = (I- ,X,) = o ( i ^ j ) , 

I ( P i i X i ) = I 1 (i,j= 1 ,2 , . . . , » ) . 

Com elfeito, pela Iheoria das equações ás derivadas 
parciaes de primeira ordem, é sabido que as equações 

(29) [ X l f ? ] = u , . . . , [ X „ , ? ] u 

constituem um systema completo de n equações distin-
ctas, visto ijue as funeções X p . . ., Xn se acham em in-
volucão, islo é, satisfazem identicamente ás relações 

( X j j X j ) = O , ( * ' , / = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Além d'isto, o systema (29) adinitte claramente (n + 1) 
integraes distinctos, (excesso do numero das variaveis 
c, x, p sobre o numero das equações), dos quaes um, 
pelo menos, conterá a variavel z; (Pestes integraes são 
conhecidos X 1 , . . . , Xn . 
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1'osto isto, transformemos o systema (29) por meio 
das formulas 

(30) e=z, JZ 1=X 1 , . . . ,2 /„=X b , ? / „ + 1 = X n + 1 , . . . , y i n = X j n , 

onde X n + i , . . . , X i n designam funcções dos variaveis x, 
p, escolhidas de modo que formem com X1, . . . , Xn um 
systema de 2n equações distinctas. O systema que assim 
se obtém é ainda completo e admitte, como integraes, 
as grandezas yx, . . . , yn. 

Para eííectuar a referida transformação, temos de 
<9cs S cp dcs 

substituir J x - J x - , . . . por expressões ana-
1 li J- 1 

Iogas a 

gtP _ d<? I d <? dIZ1 , , 
Sxi Sz ^ Sy1Sxi + • • • + Syln Sxi 

e, em seguida, as variaveis X1, . . . , xn, pelas variaveis 
IJ1 , . . . , IJln , P1 , . . . , Ihl. As equações transformadas 

teem, pois, a forma 

í , ( O + . . . + , ( O A . + , ( 0 ^ = 0 
(31) 1 *V. + i " Sy^l

 +Ln + l Sz 

! 0 = 1 , 2 , . . . , » ) , 

onde os coefticientes L são funcções de Ij1 , . . . , yn, 
P1, . . ., pn, visto que, admittindo os integraes Ij1,. • •, yn, 

não podem conter termos em —- c^ 
Sy1 ' " " Syn+l ' 

O systema que acabámos de escrever é resolúvel 
S cp d ® 

em ordem a ~ , • . . , ^— porque, se o não fosse, , Syn Sy2n
 1 1 

o cs 
teríamos 0 0 não haveria portanto funcção alguma, 



contendo z, que satisfizesse ao systema (29), o que é 
contra o que acima dissemos; isto é, pôde reduzir-se a 
mn svstema iacobiano da fórma 

ôtp dcp S'S/ S<O 

onde os coefticientes A 1 , .. ., An não encerram z. 
Ora, quando se tem um systema iacobiano 

X m _ df i /.(O sf , , hd) 
X » ( / ) - Sx. + Sx , + • • • + « Sx ' i m + 1 m+n 

(1 = 1,2 , . . . m ) , 

é sabido que são satisfeitas identicamente as relações 

{i,k = 1 , 2 , . . . , m ) 

(// = 1 , 2 , . . . , « ) • 

No nosso caso estas condições rcduzem-se a 

SAi <9 A, 5 Ai <9 A, 
- 4_ \ t _ _ i L ,\ L 

Si, , . ^ * ' _ ,, k Sz ' •'il-J-i •' íl + A-

(<, k = 1, 2 h) , 

ou ainda, a 

''Ai 'A, = ' o ,/«=1 ,2 . . . . ,«) , 
•',í + i .'n + fc 

visto que os coefficientes A1 ,. . . , A„ não conteem :. 
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Existe, pois, uma funcção II que satisfaz á relação 

(/II = A 1 C f y n ^ + . . . + An Uy i n , 

ou, o que é o mesmo, ás expressões 

SII SII _ 

Syn+4 ' ' ' • " Sy2 

0 systema (32) reduz-se ás relações precedentes, 
quando n'elle se suppõe -c = z— II e é por isso satis-
feito pela funcção <? == z — II. 

D'aqui se conclue que podemos determinar por uma 
quadratura uma funcção II das variaveis x, p que satis-
faz identicamente ás relações 

- I I , X1.] = o, (» = •!, 2, . . . , « ) . 

Conhecida a funcção II, reconhece-sc pelo raciocí-
nio do n.0 23 que as equações 

(13') 
SZ 
Sz 

SZ » SXi 
(14) _ i p .' = O, 

8Pk Í = Í
 dPk 

SZ " SX. 
( 1 5 ) v p 1 = = 

dx. . . 1 Sxl 

permittem determinar, e de uma só maneira, valores de 
p, P 1 , . . . Pn, taes que tenha togar identicamente a relação 

cí(2 — II) — S P j i i X i = ^ z - 1 Pidxi, i=i »=i 
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ou ainda, que as equações 

z' = z — Il (®, p) Xi = X1 (x, p) , P1
i = Pi (a, p) , 

(i = 1, 2, . . . , » ) 

definam uma transformação em x, p e sejam satisfeitas 
identicamente as equações (28), o que justifica o theo-
rema enunciado. 

30. — O theorema que vimos de demonstrar per-
milte-nos estabelecer o seguinte, que justifica o que dis-
semos no principio do n.° precedente: 

Se 2w funeções X1, . . . , Xn, P1, .. ., Pn das uIn va-
riaveis independentes X1, . .., xn, pv • . ., Pn, satisfizerem 
identicamente ás equações 

í (X1., X1.) = (P i, PO = (P i t X j ) = O, ( / < . / ) , 
(.-1;]) ) J ' J > 

I ( P i l X i ) = A, 

( i , j = l , 2 »), 

onde A designa uma constante differente de zero, é a ex-
pressão 

I P . dX. - A l p. dx. 
i=i ' i=i 

uma diferencial exacta, isto é, pôde determinar-se uma 
funeção !.2 das mesmas variaveis, tal que tem logar identi-
camente a relação 

2 IVdXi-C^ = A 2 Lrdxi, 
>=i i=i 

OH ainda, que as equações 
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I z ' = A z + Q ( x , p) , X1
i=Xt (x, p) , P1

i=Pi (x, p) 
(34) 

( ( » = 1 , 2 , . . . , » ) , 

definem uma transformação de contacto. 
Em primeiro logar, é fácil de vèr que as funcções 

X, P são independentes umas das outras. 
Na verdade, se houvesse uma relação da fórma 

P f c = L (P1, . . . , I1
fc—t, P f c + 1 , • - • , Pn , X1, . . . , XJ 

entre aquellas funcções, deduzir-se-ia, attendendo ás con-
dições (33), a expressão 

(Pfc, Xfc) = (L. Xfc) = o, 

a qual não pôde ter logar, como evidentemente se re-
conhece pelas mesmas condições. 

Um resultado analogo se obtém, partindo de uma 
relação 

X l = MiX 1 , . . . , X , _ „ X h . , , . . . , X J 

entre as funcções X. 
As funcções X, P são pois independentes umas das 

outras. 
Visto que as funcções X1, . . . , X n são independen-

tes e se acham, por hypothese, em involuçáo, podemos 
determinar, em vista do theorema do n.° precedente, 
(.n + I) funcções li, II1, . . . , Iln que satisfazem identica-
mente ás equações 

X/.) = ( r i j , 11^) = (11 , X J = o , ( t < 7 ) , 

(.¾) j ( I I i l X i ) = I , 

( i , ; = 1 , 2 , . . . , « ) , 
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e á relação differencial 

(36) dl] + E I U X 1 = I PiJxi. 

Comparando os dois grupos de formulas (33) e (35), 
obtéem-se claramente as identidades 

(X i , I V — A n . ) = o ( i , ; = 1,2, . . . , » ) , 

isto é, vè-se que cada funcçáo IV — AIC é uma solução 
commurei das n equações diHerenciaes lineares 

( X r Z ) = O , . . . , ( X n , / ) = 0 . 

Estas equações são independentes, como facilmente 
se reconhece, substituindo, cm vez de /, successiva-
iiiente as funeções P1, . . ., Pn e attendendo ás condições 
(33); adinittem, portanto, visto «pie encerram 2n varia-
veis, n integraes dislinclos, que são claramente as fun-
eções X1, . . . , X n . D'isto resulta que cada integral 
P — A I I se pôde exprimir nas funeções X, isto é, que 
se tem 

(37) P 7 - A f P = Wy (X1, . . . , XJ , O= I, 2, . . . , »). 

Ora, visto que devem ser identicamente nullos os 
parenlhesis 

(Pj, .̂) = ( ^ + w., Any +W i), 
(i,j = 1 , 2 , . . . , » ) , 

os quaes, desenvolvidos, se transformam facilmente em 

/ ô W . SW. \ 
A ( ã x 7 ~ ã x 7 / ' ( ^ = 1 , 2 , . . . , , 0 , 
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existe uma funcção W que satisfaz á relação 

( A V = WJFZX1 + . . . + W N , R N . 

Por isso, podem as expressões (37) tomar a fórma 

P = A n . + n I , 0 = 1 , 2 , . . . , » ) , 

(Vonde resulta 

2 PjfiXi =A v ILdXi + dW , 
i=i í=I 

ou, altendendo a (36), 

2 PiClXi-X v p.dxi=ã(\V—AU), 
i = l i=l 

/ 

expressão que figura no enunciado do theorema, se sup-
pozermos W — AU = 

A relação precedente pôde ainda tomar evidente-
mente a fórma 

cl{\z + 12) — v P.(/Xi = A (dz— v p.dx.) , 

d'onde se concilie, por serem independentes as funcções 
de X, P, que as formulas (3i) definem uma transforma-
ção do contacto em x, p. 

As expressões (33) caracterisani, pois, uma transfor-
mação em x, p, como tínhamos dicto no principio do 
ii." 29. 

31. — U que se disse em o n.° 26 relativamente ás 
transformações de contacto geraes, é applicavel ás trans-
formações de contacto em x, p. 
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Por isso, temos: 
O jtarenthesis (u, v)x,p, onde u e v designam funeções 

das variaveis x, p, converte-se, por uma transformação da 
fórma (.11), na expressão A («, V)xI,PI, em que A designa 
uma constante differente. de zero. 

A constante A deve determinar-se pela identidade 

dz - I P/ZX = A (dz — Z P dxi) . 
i=l ' Í=1 

32. — Pieciprocamente, sendo dada uma transformação 

* ! = X1 (X1 Xn, P,..., pj , p . ' = P i Or,p) 

(*' = -!, 2 , . . . , n) 

que deixa invariante o parenihesis (u, v)Xi p, onde u, v desi-
gna funeções das 2» variaveis independentes x, p, pode 
determinar-se uma funeção 12 das mesmas variaveis, tal que 
sfa 

z' = z + 12 (x,p) , X1
i = X1,. (x,p) , P1

1 = Pi Oc,p) 

uma transformação de contacto. 
Esta proposição conclue-se directamente das rela-

ções 

(X ,X. k j J = (X,Xj)x,iP, = (X1
pX1

j)xlpl = o , 

( p i . x , - k P = ( i V x
j W = ( ^ « ' , W = 0 -

( l V p i W = ( 1 V p i W = (Í»VPÍW = 0 ' 

(P , 'X;kj> = CVX,)^,,, = = 1 , 

que mostram qwe as funeções X, P se acham nas condi-
ções a que se refere o theorema do n.° 30. 
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33. -— Para terminarmos o que temos a dizer sol ire 
as transformações em x, p, apresentemos ainda os prin-
cípios seguintes, que se estabelecem do mesmo modo 
que os princípios analogos (§ 21) relativos ás transfor-
mações de contacto geraes: 

I. -- As transformações de contacto em x, p formam 
um grupo e conjuyam-se duas a duas como inversas. 

II. — A transformarão resultante da eliminação de J, 
x1, p1 entre as duas transformações de contacto 

= A: + i2 (x, p) , x'. = X. (x, p) , p'. - P. (x, v ) 

" :' = A1S-FA1 (X , TT) , X1
i = Yi (7., -) , V>. = Pi (7., *) 

é ainda uma transformação de contacto em x, p. 

IV 

34. — N'esta secção vamos considerar o caso parti-
cular muitíssimo importante das transformações de con-
tacto em x, p, 

z' = A: + 12 (®, p) , x\ = X i (x, p) , p<. = P. (<r, p) , 

(/== 1 , 2 , . . . , » ) , 

em que a funcção 12 se reduz a uma constante. 
Temos primeiro o theorema : 
Se as formulas 

í z' = Az + B , x\ = Xi (x, p) , p'. = P.(®, p) , 
(38) \ 

! (» = 1 , 2 , . . . , » ) , 



onde A e B designam constantes quaesquer (sendo A dif-
ferente de zero), definirem uma transformação de conta-
cto, as funcções X5 I' são homogéneas c respectivamente 
dos graus O e 1 em relação ás variaveis p, . . . , pn e sa-
tisfazem ás relações 

(X i , X.) = (P i, P j) = (P i , X.) = o , (i < j ) , 

(P i l X i ) = A, ( í , i = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Com cffoito, as formulas (38) estão nas condições a 
([ue se refere o theorema do n.° 27 e por isso as func-
ções Az + B5 X5 P satisfazem identicamente ás rela-
ções (27). Ora5 sendo li constante, as duas primeiras 
d'aquellas equações reduzem-se ás seguintes: 

" SX- n SP. 
2 p. = 0 , Xw--I=P. 

v=l ' S p j I=I3Spj 

(i = 1 , 2 , . . . , »0 ; 

d'estas expressões conclue-se, tendo em vista o theorema 
de Euler sobre as funcções homogeneas, que X, P são 
homogéneas e dos graus 0 e I em relação a P1, . . . , pn. 
As outras equações (27) são exactamente as expres-
sões (39). 

0 theorema acha-se assim demonstrado. 

35. — Do theorema precedente, resulta immediata-
mente q u e : 

Uma transformação de contacto da fórma (38) con-
verte cada funcção das variaveis x, p, homogénea em re-
lação a P1, -..,pn, em uma funcção de x', p', homogénea 
em P1

1, . . . , p'n . 
Esta proposição pôde iuverter-se, como vamos vèr : 



Se uma transformação de contacto da fórma 

(34) 2' = Az + Q (x,p) , x\z= Xi (x,p) , P1
i = P . ( x , p ) , 

(t = 1 , 2 , . . . , n) 

converter cada funcção das variareis x, p, homogénea em 
relação a P1, . . . , pn, em uma funcção de x', p', homogé-
nea em p1 j, ..., pn, a funcção U reduz-se a uma constante. 

Na verdade, como as formulas (3-í) definem uma 
transformação de contacto em x, p, as funeções A: + Q, 
X, P satisfazem identicamente ás relações 

^ [X( , A: + Q] = o , [ P i , A z + JiJ = AP i , 

(27) j (X i , X.) = (P i , Pj) = (X i , X.) = o , (i < j ) , 

( ( P i l X i ) = A, ( Í \ . / = 1 , 2 , . . . , « ) 

do n.° 27, das quaes as 2» primeiras podem tomar a 
fórma 

n ax. » ap. 
(40) (Xi,Q) +A X P j ~ = 0, (P p Q)+A 2 (p -i - P , ) = o . 

J = I Opj j=1 1 úpj 

Ora, atlendendo á condição imposta á transformação 
de contacto (34), reconhece-se iuunediatamenle que as 
funeções X, P são Iiomogeneas em relação a P1, . . . , pn. 

0 grau de homogeneidade de X1, . . . , Xn é 0, visto 
que deve ser homogénea em relação a j>, . . . , pn a func-
ção X + X2, em que se transforma a expressão x' + Xlt, 
que é homogénea do grau 0 em p\, . . . , p'n. 0 grau de 
homogeneidade de P1, - . . , P m é I, como facilmente se 
reconhece, atlendendo ao grau das funeções X e aos pa^ 
renthesis 

(L1, X1) = . . . = (P X„) = A, 



que são homogeneos dp grau 0 em p„ . . . , pn . Em vista 
da homogeneidade das funcções X, P, as formulas (40) 
reduzem-se ás equações lineares 

(X1., Q) = o , (P1., Q) = o , 0 = 1, 2, . . . , » ) , 

•pie encerram as 2« variaveis®, p e são distinctas, como 
se vè, substituindo Q successivamente por X1 , . . . , X N , 

P1, .. ., Pn e tendo em attenção as formulas (27). D'aqui 
se concilie que é L> necessariamente uma quantidade 
constante. 

36. — Consideremos mais especialmente o caso par-
ticular, em ijue os coefticientes A e I! das formulas (38) 
se reduzem respectivamente a 1 e 0, isto é, as transfor-
mações de contacto da fórma 

•J = z, x. = XI {x, p), Pi = Ii
i (x, p) , ( < = 1 , 2 , . . . , » ) . 

Terá logar identicamente a relação 

dz— S P JX = dz— 1 Pi dx. 
í=i 1 i=í 

ou 

(41) P1 (/X1 + . . . + Pn (/X1 = P1 (Zx1 +...+Pn dxn. 

Obtemos assim transformações da fórma 

•RI = X , (®P • • • > ®„. PV • • •. PN) . PI ~ PI O- P) 

( / = 1 , 2 , . . . , » ) 

entre as variaveis x, p e x', p', apenas, em que as func-
ções X, P são constituídas de modo que verificam identi-
camente a relação differencial (41). 

Ás transformações d'esta cathegoria, que são de uma 
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alta importancia. dá-se o nome de transformações de 
contacto homogéneas. 

D'ellas nos vamos occupar em seguida. 

37. — Se a relação differencial 

(41) P1 (/X1 + . . . + P„ ' /Xn = P1 dx, + . . . -I- P n cte,, 

for identicamente satisfeita por 2n funeções X1, ...,Xnf 

P1, . . . , P n das "2n variaveis independentes x, p, estas 
funeções são distinctas e Ieem logar identicamente as re-
lações 

cP. « ÕX 
2 P1 . ' = P , 2 p. — - = o , , J

 8Pi '

 c
 Pi 

m ( ( P t l X j ) = ( X p X i ) = ( P i 5 P j ) = O , a<j), 

(Pi, X i) = 1 , 

(i, 7 = 1, v2, . . . , n ) . 
Com effeito, na nossa hypothese é satisfeita identi-

camente a expressão 

dz — P1 c/X, — . . . — P dx = dz — p, dx, — ...» dx 1 1 n íi J l l ' n n 

e as formulas 

= zt X1
i = Xi (x, p), P1

i = Pi (x, p), ( / = 1 , 2 , . . . , n) 

definem, por isso, uma transformação de contacto em 
x, p. 

Esta transformação é um caso particular das transfor-
mações consideradas em o n.° (34), o que justifica evi-
dentemente o nosso theorema. 

10 
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38. — Reciprocamente, se forem iludas in funcções 
X i , . . . , X „ P1, . . . , P i i das 2n variaveis X1, ...,Xnt 

P1, . . ,pn, que satisfaçam identicamente ás erpressões (12), 
lerá identicamente logar a relação differencial (41). 

Km primeiro logar, as funcções X, P são distinctas, 
pelo que se disse em o n.° ;>0. Além d'isto, reconliece-se 
pelas 2n primeiras formulas (42) (jue teem logar iden-
ticamente as expressões 

U X J = O , | P., : ] = !>., ( / = 1 , 2 , . . . , ) 0 . 

Estas condições mostram, conjunctamente com 

j ( P i , X . ) = ( X i , X. ) = ( P . , P . ) = o , ( i > j ) , 
(43) J 1 J 

( ( P i i X J = I , ( 4 , . / , = 1 ,2 , . . . , » ) , 

e attendendo ao que se disse em o n.° 29, (juc as funcções 
:, X, P satisfazem identicamente á relação dillerencial 

V l d X l + . . . +VnIl X11 = P1 dx, + . •. + Pn dxn, 

corno queríamos demonstrar. 

39. — Do que fica dito nos dois n.os precedentes re-
sulta claramente o theorema: 

Para que as formulas 

X i = X i ( X t P ) , P i = V i ( X t P ) , ( i = 1 , 2 , . . . , n ) 

definam uma transformação de contacto liomoijenea é ne-
cessário e suf/iciente que as funcções X, P sejam homogé-
neas e respectivamente dos graus Oel em relação ás va-
riareis P1, . . . ,pn e que, além d'isso, satisfaçam identi-
camente ás expressões (4o). 



40. — Demonstremos ainda o theorema: 
Dadas n funeções Xv . . . ,Xn dos 2n variareis in-

dependentes x, p, distinctas, em involução e homogéneas do 
grau 0 em relação a pt, . . . ,<jn, pode determinar-se um, 
e um só, systema de funeções P1, . . ., Pn , que, conjuncta-
mente com as funeções X1 , . . . , Xn , definam uma trans-
formação tle contacto Iiomogenea 

(U) x . = X . ( x , p ) , P i = P i ( X 1 P ) , ( i = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Xa verdade, satisfazendo as funeções X ás condi-
ções (X i , Xj) = o, podemos determinar (§ 29) um, e 
um único, systema de funeções P1, . . . , Pn, que verifica 
identicamente as condições 

( X i l X j ) = (P i 5 P i ) = ( X p X j ) = O , ( I £ J ) , 

( P p X i ) = I , O' , / = 1 , 2 , . . . , n ) . 

Por outro lado, sendo as funeções X homogeneas do 
grau 0, reconhece-se pelas expressões (P j 1X i) = 1, como 
vimos em o n.° 35, que é também identicamente: 

» tíP. 
S - ^ = P i , ( » = 1 , 2 , . . . , « ) . dPj 

São, portanto, satisfeitas Iodas as condições (42) e defi-
nem, por isso, as formulas (44) urna transformação de 
contacto homogenea. 

41. — Para terminarmos o que temos a dizer sobre 
as transformações homogéneas, vamos ainda notar que 
subsistem para ellas as propriedades demonstradas em 
o n.° 21 para as transformações de contacto geraes: 

P — As transformações dc contacto lioniogeneas são 
inversas duas a duas. 

É o que resulta iminediatamente da sua definição. 
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II. — A Iransformação 

®». = Z . ( X , P ) , p". = Ili ( X , P) , 

( / = 1 , . . . , n) 

resultante de duas transformações de contacto homogéneas 

OC1
i = Xi(XtP) , P1

i = Vi(XtP) , 
e 

X11
i=I ,(X1

tP1) , P11
i=Ui(X1

tPt) , 

( 1 = 1 , 2 , . . . , « ) • 

efectuadas seguidamente, é ainda uma iransformação de 
con tracto homogénea. 

Com eíTeito, escrevendo c comparando as relações 
dilTerenciaes correspondentes a estas duas transforma-
ções, obtem-se a expressão 

s n . ( X , P ) . « X ( X 1 P ) = l PiJxi , 
i = l i = l 

que justifica a proposição enunciada. 

III. — Finalmente, se os dois grupos de formulas 

44) X1
i = X i ( X t P ) , P i

i = P i ( ^ P ) , 

e 

(45) < = Y1 ( ? / , ? ) , P1
i = Q1 (?/, q), 

( / = 1 , 2 , . . . , » ) 

definirem transformações de contacto homogeneas, tam-
bém as formulas 

Xi(XtP) = Xi(IjtIj) , ?i(x,p) = Q(y,q), 

(i = \, 2, . . . , « ) 

representarão uma transformação da mesma natureza. 
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Porque, evidentemente, estas ultimas equações sa-
tisfazem identicamente a expressão 

<IJy1 +. . .+ CinIhJn=Pifh
1 -h • • • + P1'Ivn . 

•pie resulta de se suppòr que (4-4) e (45) representam 
transformações de contacto. 

42. — Vamos agora ver que de uma transformação 
de contacto liomogenea a (2n + 2) variaveis se pôde de-
duzir uma transformação de contacto geral a (2« + 1) 
variaveis completamente determinada e que, reciproca-
mente, de uma transformação d'esta ultima natureza se 
pôde passar para uma transformação liomogenea. 

Seja dada, em primeiro logar, uma transformação de 
contacto liomogenea 

(4ti) y\ =Yiiy1,. . • , yn+l ,Cj1, qn+l), ^i=Q£y,q), 

( / = 1 , 2 , . . . , « - f 1 ) 

a ( 2/i + 2) variaveis Ij1, . . . , yn+vqlt... , qn+{. 
Ponhamos 

V n + l = 2'.'A = r I ' Vn = Xn, 

Vl 'In 

'n+l 'In-fl 

(47) ( IJ1
7^l=Zfy1

1=T1', . . . , . y'n = x'n , 

— ~R>V ••• • - , = - P 1
N , ^N+L ' " FJ'N+1 
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Como é sabido, as funcções Y, 0 são ltomogeneas e 
respectivamente dos graus O e l em relação ás varia-
veis </lf . . . , qn; isto permitte-nos escrever : 

' 7 7l In Y 7 í li _ \ 1 ji-l-i L < j q + J ' 

( 4 8 ) ( T - ' " - 6 - - - ^ ) -

O, 
n 1 < \ f i i + r f i ' •••'»«' „ '•••' „ /' 
- n + 1 X V n - i -I V1 1- i-1/ 

(«• = 1 , 2 , . . . , n ) . 

Km vista d'isto, as formulas (40) e a relação diííe-
rencial 

(49) Q1CZY1 + ...+Qn^dXn+l=qJy1 + ...+ qn+ Jyn + i 

que as funcções Y e Q verificam identicamente, redu-
zem-se respectivamente a 

z' = Z (z,x, ,xn, V l , ...,pn), 

(50) { X1
i = Xi (z, x, p) , p'. = P. (z, x, p), 

( i = H , 2 , . . . , « ) 

(51) c/Z - Ê Pfc/ Xi=Oidz- S p dx.) , 
i=l £= 1 

(Jn,, 

onde o designa a expressão . A grandeza p pôde 

exprimir-se em funcção das variaveis z,x,p, visto que 
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apenas encerra as variaveis y, q e é liomogenea em re-
lação a í/j, . . . , qn+l. A relação (51) será então satis-
feita identicamente pelas relações (50), como a equação 
(19) o é em virtude de (10) e por isso as formulas (50) 
definem uma transformação de contacto em z, x, p. 

Supponliamos agora que é dada uma transformação 
de eontacto da fórma (50), a qual satisfaz identicamente 
á relação (51). Fazendo uso das formulas de ligação (47) 
e atlendendo a (W), a relação (51) eonverte-se na expres-
são (19) que deve ser identicamente satisfeita pelo.sys-
tema transformado de (50), o qual, tendo a fórma (40), 
representa uma transformação de contacto liomogenea. 

43.—A ligação que acabamos de desenvolvei' entre 
as transformações de contacto geraes e as transforma-
ções de contacto Iiomogeneas é de uma grande impor-
tância: permitte-nos determinar todas as transformações 
de unia d'aquellas classes, quando são conhecidas as 
da outra classe e constitue, além d'isto, um processo 
geral para converter cada theorema relativo ás transfor-
mações de contacto em z, x, p em 11111 theorema sobre 
as transformações de contacto homogeneas e reciproca-
mente. 

Façamos uma applicaçáo do principio a (pie nos 
referimos, considerando o theorema do 11.0 ;>8, o qual, 
no caso de (2w -j- 2) variaveis y, q, pôde assim enun-
ciar-se: 

Para que (2« + 2) funeções Y1 ,. . . , Vf , ,, O 1 , ... , 
Qn+ l das (2Hj

r 2) variareis independentes Ij1,..., yn+l, 
(li ' • • • ' 'lu+i satisfaçam identicamente á relação dijfe-
rencial 

O1 (/V1 + . . . + Q,| + 1 ( /Y„+ 1 = q1dy1 + . . . 4 7,1+1<///,1+1, 
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é necessário e suf/iciente que tenham logar identicamente 
as relações 

/ ( O I L O Y ) = ( O J J ^ ) = ( V I I V Y ) = O, ( i < i ) , 

' " oV. " SQ. 

( / , , / ' = ! , 2 , . . . , ^ + 1) . 

Para acharmos o Iheorema que procuramos, não 
temos mais do que substituir nas relações precedentes 
as variaveis y, q pelas variaveis :, x, p, fazendo uso, 
para isso, das formulas (47) e (ÍS). Antes de fazermos 
esta substituição, notemos que, se transformarmos duas 

'/i 'In 
funcções F e Il de ih, . . . , yn + l , ,. . . , - -" > 

'In + 1 7,, + 1 

pelas formulas (47), teremos identicamente 

(5á) ( F j U ) b i 3 = - (/ ' I K - H l , . , . , , • 
In + 1 

Isto reconhece-se, desenvolvendo o parenthesis (F, II) 
e attendendo ás expressões 

SV óF c F óF SV I c F 
' Syi ~ 'OXi ' Sq. ~ 'ln + i cV 
SV I » SV 

''lInJi ~ " 'In+ 1 jhl Vj <!'/ 

(i = 

c ás <]ue procedem d'estas pela mudança de F em II. 
Elfectuemos agora a transformação (47). 
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A relação 

Q1 dY, + . . . + Q n + , dY 

reduz-se, como vimos, a 

dZ — 2 P- dX. = o 
•=( ' ' 

onde Z, X, P, p são funeções das (2« + 1) variaveis 
z, x, p. Achemos as transformadas das expressões (52). 

As relações 

(V, ^ t i i = O , ( * ' , . / = l , 2 , . . . , n + 1) 

tomam, em virtude de (53), a fórma 

[X i, XJ = O, [Z, XJ = O , (t, 7 = 1 , 2 , . . . , » ) . 

Consideremos agora a expressão (0,,-h, Y n + 1 ) = l . 

Acha-se facilmente, atlendendo ás egualdades = p 
<9 F O»+1 

e ( q n + i , P)i/, a = d > a relação 

(Q«+t, V,1+1) = y ('/«+), Z) + '/„+( ( - ^ , Z ) 

, I 1 y l 
~~ o dz ^r P2 x ' p ' 

d'onde resulta que é (Q„+ 1 , Y11+0 = 1 equivalente a 

[ p , Z ] + P f - P * = o . 
u 

Lh -- Pi dxj , 
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Do mesmo modo se obtéem para 

(Q l l-H iY i) = O , (Q 1 1 ^ 1 Q i ) = O , ( » = 1 , 2 , . . . , » ) 

respectivamente a expressões 

SX SP. 
+ = [ p , P J + P - ^ = O . 

0 = 1 , 2 , . . . , « ) 

Tem-se também 

(Qi, Y i ) = - Q n + 1 . ( P í , Y ^ - P J Q ^ , V = - i [ P „ X J , 

( / = 1 , 2 , . . . , / 0 , 

d'onde se deduz 

[ P i 5 X J = P , ( » = 1 , 2 , . . . , » ) , 

visto ser (Qi, Y j ) = 1 ; acha-se da mesma fórma que ás 
relações 

(Qi, Qj) - o , (Qi, Y.) = o , (Qi, Y n + 1 ) = o , O < ; ) , 

O, j = 1, 2, . . . , ») 

correspondem respectivamente 

[ P p P.] = o, [P2, X. | = o, ' I P 1 , Zj = p FV, (/ < , / ) , 

O , 7 = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Finalmente, das condições de homogeneidade não 
procede relação alguma entre as funcções Z, X, P, p. 
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Do que precede, resulta pois q u e : 
Pai 'a <pie (2Jt -J- 2) funeções '/., X1, . . . , Xn P 1 , . . . , 

P n , p das (2 + I) variaveis independentes z, X1, . . ., xnt 

P1, . . . , p satisfaçam identicamente á relação differen-
cial 

dZ — i * P , f/X,. = p (rf* — í / av) ' 

e necessário e sufficiente que sejam identicamente satisfei-
tas as expressões: 

j I x i l X 7 I = I P i , IVI = I r v - V l = O 5 O ^ j ) , 

(54)1 I p
i ' V V = P ' Lz ' XiI = I7" pJ i i' = ( p < 0 ) , 

oX. í p . az 
[p. -VI r P 7 V = I ? , VI + P 7 7 - I P - Z l - I - P - - P 2 = O, 

o ; Í = i , 2 , . . . , » ) • 

As tres ultimas formulas do quadro precedente não 
são distinctas das anteriores, como se reconhece appli-
cando ás funeções Z, X, P a formula 

[ Í Í , v] , w j + £ [> , W.'] , u + [w, u] , R j 

cw ,. , Su r -, Sr r , 
= -j:I<', «] + "] + [ " • « " ' ] ' 

devida a .Mayer, e conhecida da theoria das equações ás 
derivadas parciaes de primeira ordem. 

O theorema que acabámos de demonstrar completa 
a proposição do n.° 22. 
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44. — Siippontlo P = 1 nas ultimas tros formulas 
(54), obtém-se as expressões 

ÍX. ôP. ÔZ 
^ = 0 ' ^ = ã í - í • C = 2 , . . . , » ) , 

que nos conduzem immediatamente ao theorema se-
guinte : 

Se ("2n + 1 ) funcções Z, X,, . . . , Xn, P 1 , . . . , Pn das 
( 2 » + 1 ) variaveis independentes z, X1,. . . ,Xn1P1, • • • ,Pn 

satisfizerem identicamente á relação 

dl Z PiUXi = d z - v Vidx. , 
í = i t= i 

estas funcções Ieem a fórma: 

l = z+ 9. (x, p) , X1
i = Xi (x, p) , p\ = P. (x, p) -
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Determinação das transformações de contacto 
— Diversas propriedades das mesmas transformações 

45. — Cada uma das tres ciasses de transformações 
de contacto mencionadas no capitulo anterior é, como 
vimos, caracterisada por um systema de equações li-
neares ás derivadas parciaes de primeira ordem. Para 
obter, portanto, todas as transformações de uma qual-
quer d'aquellas classes não temos mais do que integrar, 
pelos methodos conhecidos, o systema de equações (pie 
a caracterisa. Na determinação das transformações de 
contacto pôde, porém, seguir-se um processo, que é in-
dependente de quaesquer integrações. K este methodo 
que vamos expòr 110 presente capitulo, onde também 
reunimos diversas propriedades importantes das mesmas 
transformações. 

46. — Consideremos primeiro as transformações de 
contacto homogéneas, isto é, as transformações de con-
tacto da fórma 
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) ) X'> = X' ̂ 1' - ' Pli •••'  pJ = P'< = P. ('T' 
I 0 = 1 , 2 , . . . , » ) . 

Temos a seguinte proposição: 
Obtéem-se Iodns as transformações de contacto da 

fórma (I), eliminando as indeterminadas X1, . ..,X,. ,/e /0-
í/os 0,? syslemas da fórma 

'M-rI- •••> <) = 0, . . . , = o, 

(2) Ô.T. + • * * + 

I - â1 • % 
> í Í 

( ' = 1, 2 H), 

onde k representa nm dos números 0, I, . .., v e 'I1 = o, 
. . . . 'K- = O relações distinctas quaesquer entre as varia-
reis x, X1, em virtude das quaes se não annulte o determi-
nante 

34>, 
cx\ " • • ' dx' 1 Jl 

, o 

.1 = 

õò, i I; 

õx\ 

O2L' 

ÒX1 
n 

SH: 

dx, dx' ' dx, I n 1 ÔX, 

d°-Y ÔH' ^ 1 dòh 

dx dx, ' ' ' ' ' Sx dx' ' dX ' ' " ' dx Ii 1 »1 n n n 

onde U designa a expressão X1 ^1 + . . . -f- Xfc <pfc. 
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Com eíTeito, por definição, as formulas (1) satisfa-
zem identicamente á relação diflerencial 

P'i llx'i + • • • + P1
n 'Ix1

n =P1 'Ixi + . • . + pnd?n 

e podem resolver-se em ordem ás variaveis x, p. 0 con-
juncto das transformações de contacto da classe que con-
sideramos obtém-se, pois, determinando todos os sys-
temas de 2// equações que contéem as variaveis x, p, x', 
P1 e satisfazem á equação de Pfafl' 

(3) p, dx, + . . . + p j x n - pUlx1, . . .- p'n dx'n = o , 

e aproveitando apenas aquelles d'estes systemas (|iie po-
dem ser resolvidos tanto em ordem ás variaveis x, p, 
como em relação ás variaveis x', ; / . Ora, é sabido (§ 9) 
(pie, pondo de parte a solução evidente 

Pl =Pí = . . . =Pn = p\ = . . . = p'n = o , 

todos os systemas de 2« equações (pie satisfazem a (3), 
se deduzem pela eliminação de K1,... ,Kk de todos os 
systemas da fórma (2), onde as relações 6, = o , . . . 4»* = o 
são quaesquer, mas distinctas, e onde k designa um dos 
números O, 1 , . . . , 2 / / ; além d'isto, reconbece-se fa-
cilmente (pie um systema proveniente de (2) pela elimi-
nação de K1, . . . ,Kk è resolúvel em ordem ás variaveis 
x, p quando, e só quando, as equações (2) o forem em 
relação a x, K, p e que considerações analogas teem Io-
gar a respeito das variaveis x',p'. A nossa questão re-
duz-se assim a examinar a resolubilidade das equações 
(2), onde k não deve agora evidentemente ser superior 
a //, em relação a cada um dos grupos de variaveis x', 
K, p' e x, K, p. E' o (pie vamos fazer. 
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Para isso, ponhamos 

X1 + . . . + Xk ^ - U , 

o que permitíe dar ás equações (2) a fórma mais sim-
ples 

(4) Ipi = O , . . . , í>t = o , - V i + g = o , p'( + ^ = 0 . 
i ' i 

0 = 1 , 2 , . . . , « ) . 

Consideremos primeiro a resolubilidade d'estas equa-
ções em ordem a x', X, p'. Para que elIa tenha logar, é 
necessário (pie o determinante funccional dos seus pri-
meiros membros em relação áquellas variaveis seja dif-
Ierente de zero para os diversos systemas de valores de 
x1, '/., y, x, p (pie verilicam (4). Escrevendo aipielle de-
terminante, reconhece-se immediatamente que se reduz a 

V i 

Bx1
1' 

Wi 
Bx' ' 0 , . . , O 

Bxr
1' 

Bà,. 
" - ' í , : ' ' 11 

0 , . . , O 

O 2 I J Bv-V 
Bx1Bx1

1' ' " ' BxlBx' ' 1 )! Bx1 ' Bx1 

Õ - i : Bj-V B'h 
Bx Bx',' ' 

M 1 " ' ' Bx Bx' ' n li Bx ' n " ' Bx n 

Esta expressão é independente das variáveis p, p' e 
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por isso só se annulla em virtude de (4), quando fòr 
nulla em virtude das relações 

(5) = o , . . . , 4/,- = o , 

quaesquer que sejam os valores que deem aos coeffi-
cientes X1, . • . , X4, que entram em U. 

Da mesma fórma, para (pie as equações (I) sejam 
resolúveis em ordem ás variaveis x, X, p é necessário 
e sufticiente que o determinante funccional dos seus pri-
meiros membros em relação a eslas variaveis não seja 
nullo para os systemas de valores de x, X, p, x1, p' que 
satisfazem ás mesmas equações. Ora, é fácil de ver que 
este determinante se reduz á expressão 

f i i 3 l O o 
Sxl Sxn ' '•••' 

0¾ 
dxI dXn 

ó2IJ PV C-P1 Styk 

i oXi dx'. Sx, '' "' ' Sx', Sx ' Sx 

S2 U S2V Styk 

"1 ' Sx' Sx, ' Sx' '•••' Sx' 

a qual se transforma claramente em .1, se permutarmos 
Sty 

as colunnias e as linhas de modo que os elementos—'.1 , 
Sx1

l ()¾ _ , ; 
. . . , t — V - vao occupar respectivamente os logares de 

e mudarmos em seguida as linhas em 
CJ/j 

columnas. 
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I faqui resulta que a condição a que as equações (2) 
devem satisfazer para serem resolúveis em ordem ás va-
riaveis x, X, p, é ainda a que Iinlia Iogar para a resolu-
bilidade em ordem ás variaveis a/, "/.', p', a saber: que 
o determinante J se não annulle, quaesquer <pie sejam 
X1 , . . . ,X f t , para os systemas de valores de x, xf que ve-
rificam as relações (5). 

Isto justifica o theorema enunciado. 

47 — A condição a que o theorema precedente su-
jeita as equações (5), exige que estas equações sejam re-
solúveis separadamente em ordem a I; das variaveis x e 
em ordem a I; das variaveis x'. 

Com efleito, para que o determinante .1 não seja 
nullo em virtude de (5), é necessário que um, pelo me-
nos, dos determinantes de h dimensões de cada um dos 
systemas 

Sty1 é-W Sty1 W1 jl 
Sx\ ' • ' • ' Sx' N Ô X j • ' TIX \ N 

; W k t - h Styk *** Ii 
~ I J • 

ll OXI • ' dx' N ! 
, . . 

CX1 ' ' *ÔXN l! 

se não annulle em virtude das mesmas equações, isto 
é, que estas equações satisfaçam ás condições enunciadas. 

48.— Supponhamos as equações 4 , = 0 , . . . , 4 ^ = 0 
escolhidas de modo que as relações (2) dêem origem 
pela eliminação de X1 , . . . , Xft a uma transformação 
de contacto. 

Para obter commodamente esta transformação sob 
a sua fórma habitual 



91 

x\ = Xi (x, p), P1. = P. (x, p), ( / = 1 , . . . , n) , 

podemos proceder da maneira que segue. 
As e(]uações 

t i 

(pie fazem parte de (2), podem evidentemente escrever-se 
sob a fórma 

+ + p 

—~d M l = T - ' c y = i 
1 c r r ' d a 1 n « 

Eliminando d'estas equações as relações entre as grande-
zas X1 , . . . , Xfc , obtemos (n — k) equações que, conjuncta-
mente com as /.' primeiras equações (2), dão as variaveis 

x',, ...,x'n expressas em funcção de .t. xn , — . —,... 
Pn Pn 

Substituindo, em seguida, as expressões obtidas para 
x\, . . .,x'n nas formulas (P>), podemos d'aqui tirar os 
valores dos parametros X1, . . .,Xi.. As ultimas n equa-
ções (2) permittem depois exprimir p\, . . .,p'n cm fun-
cção das variaveis x, p. 

Devemos notar que as expressões obtidas para x', p' 
são homogéneas e respectivamente dos graus 0 e I em 
relação ás variaveis P1, . . ., p„, o que concorda com o 
que se disse em o n.° 39 a respeito das transformações 
homogéneas. 

49. —Consideremos agora as transformações de con-
tacto mais geraes, isto é, as transformações da fórma 
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( z' = Z (*, Of1,. . ., XntP1,. . .,P11) , 

( 7 ) ' X1
i = X i (Z y X i P) , P1

i = V- (Z t X t P) t 

' (i = ,11), 

que satisfazem identicamente á relação differenciat 

(8) dz'— 2 P1Jix1
i = o (dz — 2 Pt(Ixi) . 

i= i ' i=i 

Podemos enunciar o seguinte theorema: 
Oldeem-se todas as transformações de contacto da 

fórma (I)t eliminando as grandezas X1, . . . , Xjt de todos 
os systemas da fórma 

I1 (3, X1,...,.XntZ1
tX1

lt..., X1
n) = 0, ..., -IW1 = O, / M 

(9) 

1 tó. 1 /.+i ^a7 < 

kI + • • • + 3̂ 

1 daf. + ' ' ' ^ ''+1 Sx1
1 

dz' + • • • + ^-H dz' 

' = - P',- > 

\ (t = 1, 2, . . . , » ) , 

onde k designa um qualquer dos números O, 1,..., ?) e 
= o , . . . , <J>t.+1 = o relações escolhidas de modo que se-

jam resolúveis em ordem ás variaveis z', x1, p' os syste-
mas resultantes d'aquellas eliminações. 

Este theorema deduz-se muito simplesmente, tendo 
em vista o que dissemos em os n.os 42 e 46. 
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Ponhamos, com effeito. 

In+ i 
fIl n + l' 

(IO) 7 • 
y'n+l , , V1

i= — - r -
1 n + 

(/ = ' 1 , 2 «) -

A equação (8) toma claramente, em vista (Festas formu-
las, a expressão 

( I I ) (I1Jy1, + • • • + '/'„+! = '/i''//! + • • • 4 Vji-I-I '///„+,. 

K sabido (¾ 43) que as transformações homogeneas de-
Iinidas por esta relação se obléem pela eliminação de 
K1 , . . . , K1. entre todos os systemas da (V)nna 

onde I; designa um qualquer dos números 0 , 1 . . . . , « 
e 1F1 = O, . . ., M', ( o relações escolhidas de fórma 
(pie sejam resolúveis em ordem a //', 7' os systemas 
provenientes d'aquellas eliminações, porque então, como 
vimos, também tem logar a resolubilidade dos mesmos 
systemas em ordem a ?/, 7. Além (Visto, cada transfor-
mação homogenea definida por ( I l ) é convertida (§ 42) 

••,?/'„,'/,,+,) = O, . . . , ' U l = 0 ' 

( / = 1 , 2 , . . . , » + 1 ) , 
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pelas formulas (IO) em uma transformação geral (7) e 
reciprocamente; por outro lado, cada systema da fórma 
(12) ou (9) transforma-se, ainda por meio de (10), em 
oulro respcclivamente da fórma (9) ou (12). 

D'a(jui se concluo que se obléem todas as transfor-
mações de contado que estamos considerando, elimi-
nando \ de todos os systemas (9) que por 
aquella eliminação se reduzam a outros que sejam reso-
lúveis em ordem a z1, x', p', como queríamos demons-
trar. 

Devemos notar que podemos no enunciado do theo-
rema substituir as variaveis z', x', p' por z, x, p. 

EXEMPLOS — Consideremos a relação 

'IiI = U + Vi — = o 

que liga as variaveis y, x ás variaveis y,, X1. As formu-
las (9) reduzem-se n'este caso ao systema 

y + yx — XX1 = o , — .T1 + y' = o , — x + Ij1
1 = o , 

que é claramente resolúvel em ordem a cada um dos 
grupos de variaveis x, y, y' e X1, ?/,, y\ e que, por isso, 
representa uma transformação de contacto. 

Do mesmo modo a relação 

<|> = z + J1 + XXi + Ijy1 = o 

dá origem á transformação de contacto 

X1=-Ji , IJ1 = — q , c , = xp + yq — z 

Pi = — x - 'h = — V 

que é, como vimos (§ 20), a transformação de Legendre. 
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50. — O theorema precedente conduz-nos muito 
simplesmente ao seguinte, que nos pennitle determinar 
as transformações cm x, p: 

Tinia a transformarão em .r, p 

= Az + í» Cr1 , . . . , xn ,P1 , . . . ,pn), 

X1. = Xi(XyP) , P1
i=Vi(XyP), 

(i = 1 , 2 , • • • , n) 

se obtém pela eliminação de L1 , . . . , \ de um. systema 
da fórma 

/z' — Az — V(x,z') — o , V}(x,jr') = O , . . . , V4 = o, 

. dV , . r V5 . SVk — K - f K, --1- + . . . + K, ~ Cl X. 1CX. kOX. , l i i 
(i.5) • /„\ = / J ' - ' 

. a v . ó V1 SVjt 

" < V . ~ Txr
l ' ' ' ' k I T i 

1>\ 

onde k designa um dos números 0, I , . . . , n e V, V1,..., Vfc 

funcções escolhidas de fórma que sejam resolúveis em or-
dem u ::',x',p1 as equações que proveem iVaquella elimi-
nação; reciprocamente, de qualquer systema da fórma 
(14), nas condições referidas, deduz-se uma transforma-
ção de contacto em x, p. 

. Coni elfeito, qualquer transformação de contacto da 
fórma (l.~3) acha-se comprehendida entre as transforma-
ções a que nos referimos em o n.° precedente e deve, por 
isso, poder ser deduzida de um systema da fórma (9). 
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Ora, eliminando P1, . . . . pn das (n 4 - 1 ) primeiras for-
mulas (13), obleeni-se relações da fórma 

U ' - A z — í l (X1, ...,xn, x\,..., x'n)=o, M1 (x,x')=o, 
(15)] 

f . . . , .Mfc (x, x-') = o. 

Estas expressões são as únicas relações entre as varia-
veis X1, ...,xn,x\, ...,X1

n (pie podem deduzir-se do 
systema a (13) e, por isso, são susceptíveis de tomar a 
fórma (15) as equações '^1 = O, . . ,4/. + 1 = 0 de um sys-
tema (9) (pie dè origem a uma transformação em x, p, 
isto é, uma transformação d'esta natureza pôde dedu-
zir-se de um systema da fórma (14). 

Reciprocamente, é claro que cada systema da fórma 
(14) dá origem a uma transformação de contacto em 
x> P-

II 

51. — Agora vamos vèr como se comportam em 
presença de uma transformação de contacto os systemas 
de equações que satisfazem á relação diIferenciaI 

i h — P , J x 1 - . . . - P n J x i i = o . 

Temos primeiro a proposição: 

Todo o systema de equações da fórma 

I1 (z,x,, . . . , X1, P1,. . .,Pn) = o, . . . , ' f , = o, 

que satisfaz a equação de Pfaff 

(Hi) dz -P1 dx1 — ...—pn dxn = o, 
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é convertido por uma Iransformação de contacto qualquer 

(17) z'=A (?, x, p) , X1=X. (z, p) , P1
i=Pi (z, x, p), 

(i= I, 2, . . , n) 

em um novo systema que satisfaz á relação diferencial 

(18) dz' — P1
1 dx/ — . . . — p'n dx'n = o. 

Esle theorema resulta claramente da consideração 
de que a equação (16) se muda, por meio da transfor-
mação (17), em uma equação que só dilfere de (18) por 
um factor que não é nullo. 

52. — Reciprocamente, as formulas 

(17) z'= 7.(:, x,p) , < . = X,(3, x, p) , P1
i= P1 (z, x, p), 

( / = 1 , 2 «) 

definem uma transformação de contacto, se converterem 
cada systema que satisfaz á equação 

dz — P1 Ilx1 — . . . — p„ dxn = o 

em uni systema que satisfaz a 

dz' — p\ dX1
1 --...— p'n dxJn = O. 

Com elíeito, a equação (Ili) é manifestamente satis-
feita por todos os systemas da fórma 

<5F 
(19) z — V (xv ...,xn), Pi- — = 0 , (1 = 1 , 2 , . . . , » ) . 

«3 
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Além d'isto, é fácil de vèr que a ella se reduz qualquer 
outra da fórma 

(20) L (3, x, p) dz+ v Mi (z, x, p) dxi + v Ni (*, x, p) dp.=o 
i=t i=i 

(]ue gose da mesma propriedade. Na verdade, se esta 
ultima equação fòr satisfeita por todos os systemas (19), 
a expressão 

« » / £F\ ô2K 
+ S X N. | F , x, ) -P r

3 dx. 
i=ij=i •> \ Sxj CXi Sxj

 1 

annulla-se para todos os systemas de valores de X j . . . ,xnt 

dxj, . . . , dxn, qualquer que seja F, isto é, são nullas as 
expressões 

dF " ô2F 
Sxi ' ' j=i' J Sxi Sxj' 

( i = i , 2, . . . , n) 

^ 2 p 
para todos os valores de Xi, —, ———. D'aqui resulta 

(j X • Ó X' CX: < » J 

que são identicamente satisfeitas as expressões 

d F 
L--T- + Mi = o , Nj = o , (i == 1, 2, . . . , n), 

i o que reduz a equação (20) á fórma 

L (dZ-P1 dx, — .. . —pn dxn) = O. 
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A equação (IG) é, pois, a única equação differencial to-
tal á qual satisfazem todos os systemas da fórma (19). 

Posto isto, seja dada uma transformação da fórma 
(17) que satisfaça á condição estabelecida no enunciado 
do theorema. 

Esta transformação converte a equação 

dz' — P1
1 Jx1

1 — . . . — p'n dx'n = o 

em outra da fórma 

(21) Ldz + £ Mj dx. - f l Ni dp. = o. 
I=i i=i 

Á equação (21) devem satisfazer todos os systemas (19), 
visto que as expressões transformadas de (19) pelas for-
mulas (17), verificam, por hypothese, a equação (18). 
Por este motivo, devemos ter identicamente Ni = o, 
L Pi = — Bi, o <pie dá a (21) a fórma 

L (dz — P1 dxj — . . . — pn dxn) = o. 

As formulas (17) definem, pois, na hypothese refe-
rida, uma transformação de contacto, como queríamos 
demonstrar. 

53. — Dos dois números precedentes conclue-se cla-
ramente que : 

Para que uma transformação da fórma 

z= L (z, x, p) , X1
i = Xi (z, x, p) , ^i==Pi (z, x, p), 

(i = \, 2,...,«) 

seja uma transformação de contacto, é necessário e suffi-
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ciente que, por meio d'elltt, todos os systemas que satisfa-
zem á relação 

dz — Pl dxx — . . . - pn dxn = o, 

sejam convertidos em systemas que satisfazem a 

dz' — p\ dx\ — . . . — p'n dx'n = o. 

54. — Entre os systemas que satisfazem á relação 
differencial 

dz — Pjx1 — . . . — PnClrn = o, 

consideremos mais especialmente os da fórma 

r p 

(19) F f o , . . . , x j = o , p t - — = o , (i=1,...,«)• 
i 

Vamos demonstrar o seguinte: 
Todo o systema da fórma (19) é convertido por uma 

transformação cle contado qiialquer 

(17) z' = Z(z,x,p) , X1
i = Xi(Z1XjP) , P1

i = Vi(Z1X1P), 

( / = 1 , 2 , . . . , » ) 

em um systema de fórma analoga 

(22) ^ - . 0 ( ^ , . . . , < ) = o , p'.-^=o,(i=\,2,...,»), 

exceptuando os casos em que a funcção F(,X1, . . . ,xn) an-
nulla identicamente o determinante 
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(23) 

^ x 1 

(Ix1' 
^X l 
dx 

dxj 
(Ar 
Uxn 

onde o symbolo designa a operação 

K 1 l S*F SX, 
tte. £ cte í=i Sx.Sx. Sn. i j J I ' 

Com offcito, o systema que resulta de (19) pela 
transformação de contacto (17), pôde evidentemente de-
terminar-se, eliminando as variaveis X1 , . . . , xn en-
tre as equações 

I V Ic SF z'= Z J F t X 1 , . . . , X n . - , — 
CiC1 ' " ' ' ' dx, 

/ y Iv SF SF \ 

/ n / p SF 
' Sx 

( / = 1 , 2 , . . . , « ) 

que resultam da combinação das equações (19) e (17). 
Para (pie o systema assim obtido possa tomar a fórma 
(22), é necessário e sufficiente que nenhuma das suas 
equações ligue somente as variaveis x\ , . . . , x'n, isto é, 
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que a funcção z= F ^ r 1 , . . . , x j não annulle identica-
mente o determinante funccional de X 1 , . . ., Xn em re-
lação a X1,... ,xn, o qual não dilfere de (23), como se 
reconhece facilmente, atlendendo a (19). 

Por outro lado, o determinante (23) não pôde an-
nullar-se identicamente para toda e qualquer funcção F. 
Na verdade, se isto acontecesse, isto é, se o referido 
determinante fosse nullo para todos os systemas de va-

lores de x . , » . , - — — = ». . , também seria identica-
' ' CxiSxj

 1 

mente nullo o determinante 

^X1 SX1 , BK1 SX1 SX1 SX1 

Sxl
 + Pl Is + Pu ~Sp: ' • • ' Sx~ + +P»"Sf 1 Xl n Ln 

. . ^ n SXn SXn SXn 

^r 4-P1-^ P n ~Sp1 • • • ' + ^ + i ^ i 

que d'elle resulta, suppondo eguacs a 0 as derivadas 
p.., em que os Índices i, j são differentes. Ora, este 
determinante só pôde ser nullo para todos os valores de 
P1 , . . . , pn, quando se annuIIarem identicamente lodos 
os determinantes de n dimensões do systema 

Bxi 
+Pi 

SX1 

Sz ' " ' 
SX1 

' ' ' (>Crn 
+ Pn 

SX1 

Sz 
SX1 

> 9 * cIh 
AX1 

' ' ' 3Pn 

Sx1 
+ Pi 

SX n 
~Sz ' ' ' ' • ' Sxn 

+ Pn 
SX n 
~Sz~ 

SX n 
' sPl'' ' ' '

 8Pn 

ou ainda, os de n dimensões do systema 
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S X 1 S X 1 SX1 SX1 - SXi 

Ss1 S*' ' ' " ^ 1 ' - • "'S/-,'-,'' Spi 

SX,, . , S X , , SX1 CX1 » CX1 

S«1 Ss' • • Spl' • • S^1'^y' 

Por isso, como os elementos (Peste quadro são exacta-

mente o s coefficientes d e J J - , - J - , - J - nas equações 
CPi (Jxi CiZ 

differenciaes lineares 

[X1^J = O, . . . , [X H , / ] = o, 

o que se reconhece, desenvolvendo os colchetes, não se-
riam estas equações independentes, contra o que vimos 
em o n.° 25. 

55. — A propriedade a que se refere a proposição 
do n.° 52, pôde claramente ser tomada como definição 
das transformações de contacto. Assim, podemos dizer: 

LrIiia transformação da forma 

~ = (r> X1, . . • , Xn, P1, . . . , pn ), 

^ i = - M j W X Ill
i= \\(:,x,p) , 

é uma transformação de contacta do espaço a (« + !) di-
mensões, se conrerter cada multiplicidade .M11 em uma 
multiplicidade .M1 . 

Esta definição é susceptível de muitas consequên-
cias geometricas, como vamos vèr. 
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Consideremos, por exemplo, o espaço a tres dimen-
sões. 

Kin primeiro logar, combinando a definição prece-
dente com os resultados do n.° 12, conclue-se immedia-
tamente (pie uma transformação de contacto qualquer do 
espaço ordinário converte os oo2 elementos de uma dada 
superfície, ou nos elementos de uma nova superfície, ou 
nos elementos de uma curva, ou nos elementos de um 
ponto, isto é, (pie uma tal transformação muda uma su-
perfície, ou n'uma superfície, 011 n'uma curva, ou n'um 
ponto. Do mesmo modo se vò que uma curva e um 
ponto se convertem, ou n'uma curva, ou n'um ponto, 011 
n'11111a superfície. 

Sejam agora dadas duas multiplicidades M2 do es-
paço ordinário que tenham um elemento eommum. K 
evidente que uma transformação de contacto do mesmo 
espaço converte aquellas duas multiplicidades em outras 
duas, também com um elemento eommum. Lfaqui re-
sulta que essa transformação converte duas superfícies 
que se tocam n'um ponto, 011 em duas novas superfícies 
com a mesma propriedade, 011 n'uma curva e n'uma su-
perfície tangente a esta curva, ou n'uma superfície e 
n'um ponto situado sobre esta superfície, ou, finalmente, 
em duas curvas que cortam. 

Se as multiplicidades propostas tiverem ^c1 elemen-
tos communs, conveiier-sc-hão em outros com as mes-
mas propriedades. Por isso, duas superfícies tangentes 
ao longo de uma curva mudam-se, por uma transforma-
ção de contacto, ou em duas superfícies com a mesma 
propriedade, ou i fuma superticie e n'uma curva traçada 
sobre esta superfície, ou em duas curvas tangentes n'um 
ponlo, 011 n'uma curva e n'um ponto d'esta curva. 

Kstes resultados completam o que dissemos em o 
n.° 17. 
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Podem fazer-se considerações analogas a respeito 
das curvas e pontos do plano, tendo em vista o n.° 13. 

56. — Proseguindo nas considerações do n.° prece-
dente, vamos examinar como são transformadas por uma 
dada transformação de contacto as multiplicidades pon-
tuaes do plano e do espaço ordinário. 

Seja dada, por exemplo, uma transformação de con-
tacto do plano representada por uma equação da fórma 

(1M) <]> (x, y, X1, //,) = o. 

É claro que por esta transformação todos os elementos 
de um dado ponto (<t, b) são convertidos em elementos, 
cujos pontos satisfazem á equação 

(-25) ò (n, b, X1, Ii1) = o. 

Ora, os elementos do ponto (a, b) constituem (§ 1 uma 
multiplicidade .M1 e por isso, segundo a definição do 
n.° 51, devem os elementos em que elles se transfor-
mam constituir também uma multiplicidade M1, que é 
claramente (§ I-2) a multiplicidade definida pelos elemen-
tos da curva (25); por outras palavras, a transformação 
de contacto (21) converte o ponto (u, b) na curva (25). 
Do mesmo modo se vè que a curva (25) é convertida no 
ponto (<t, b). 

Eguaes considerações se applicam ás transformações 
de contacto do espaço ordinário dadas por uma equação 
da fórma 

(A .'/, z, !J1, Z1) = o, 

ou por um systema de duas equações distinctas 

'W y, z, xv yv Z1) = o, A2 = O. 
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Estas transformações convertem, pois, cada ponto 
(a, b, <•) respectivamente na superfície 

^ (a, b, c, X1, yv Z1) = o 

e na curva 

<h (", b, c, xv IJv Z1)=o, ^2 b, c, xv uv ; , ) = o , 

e, reciprocamente, a curva e a superfície definidas por 
estas equações no ponto (n, b, r). 

Seja agora dada uma curva plana qualquer s (x, y) = o 
que não esteja comprehendida nas curvas representadas 
pela equação (25). Como acabámos de ver, cada ponto 
(n, b) d'esta curva é convertido, por uma transformação 
da fórma (2i) , na curva definida pela equação 

(", '>, xv ,V1) = o; 

por este motivo os diversos pontos da referida curva são 
mudados nas curvas representadas pela equação prece-
dente, onde os parametros (u, b) devem receber todos 
os systemas de valores que para clles se tiram da relação 
'f (a, b) = o. Ora, tendo em vista o n.° 5 i , é evidente 
que cada uma das curvas transformadas loca n'um ponto 
a curva em que ? (x, //) = o se converte. A curva pro-
posta transforma-se, pois, em uma outra que é a en-
volvente da família de curvas 

(«, b, xv Ij1) =o, 

e cuja equação se pôde, portanto, obter, segundo as re-
gras conhecidas do Calculo difiercncial. 

Considerações inteiramente analogas tem logar para 
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as superfícies e curvas no espaço; não insistimos sobre 
este ponto. 

EXEMPLO — A transformação 

y + V 1 - X x 1 = o, 

considerada na pag. 94, converte cada ponto (x=a, y=b) 
na recta 

(26) Ij1 — ax j + b = o 

e, reciprocamente, cada recta (26) no ponto (u, b), isto é, 
muda o ponto (a, b) na sua polar cm relação á secção 
cónica 2?/ — x2 = o e cada recta no seu pólo em relação 
á mesma curva ; além d'islo, converte uma dada curva 
'f (x, y) — o na curva envolvente das rectas representadas 
pela equação 

b + J1 — Ox1 = o, 

onde se devem dar a a e b todos os systemas de valores 
que satisfazem a ® (a, l) = o. 
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I l I 

57, — Consideremos as equações 

fcC*,®!,..., Xn,Z1
iX1

1,...,X1J = O, . . . , tyk + l = 0, 

, + • • • + \+i 
8 U i 

Sxi 

+ • • •• + V m 
0 W t 

dz + • • •• + V m dz 

1 dx'i 
+ .. • + 

3 W t 
d X1

i 

, Btyt _ l i • • • • + \+i 
Wu+l 

dz1 

(t' = l , 2, n). 

É sabido (§ 49) que estas equações definem uma 
transformação de contacto, quando (e só n'este caso) 
as equações que d'ellas resultam pela eliminação de 
X1, . , . Xk+i se podem resolver em ordem a um dos gru-
pos de variaveis z, x, p e z', x', p1, porque então, como 
vimos, tem logar a resolubilidade das mesmas equações 
em relação ao outro grupo. 

A condição precedente pôde dar-se uma fórma geo-
métrica, tendo em vista a doutrina da secção Ii do cap. i. 
Na verdade, para que a resolubilidade das referidas 
equações em ordem ás variaveis z', x1, p' tenha logar, é 
necessário e sufficiente que as (n + k + 1) primeiras 
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equações (9) não determinem relação alguma que conte-
nlia apenas as variaveis z, x, p. Ora, substi tuindo nas 
equações (9) as variaveis z', x\, ...,X1

n por paramelros 
arbitrarios d, a ' , , e eliminando em seguida as 
indeterminadas . . . , h + i , obtem-se ( § 14) x " + ! mul-
tiplicidades Mn, (pie se compõem de todos os elementos 
das multiplicidades pontuaes da ordem n — h 

(27) (z, X11 . . . , xn, d, a\, . . . , a'n)=o, . . . , = 

Podemos, pois, enunciar a seguinte proposição: 
Para que as (k + I) equações 

^1 (z, X1, ...,Xn^1
1X1

1,... x'n) = o, . . . , ^k+i = o 

definam uma Iransformação de contado, é necessário e 
sufficiente que os elementos (z, x, p) das ac"+1 multiplici-
dades (27) não satisfaçam a relação alguma da fórma 
f (z, X, P) = o. 

58. — Da proposição precedente deduz-se muito sim-
plesmente a seguinte: 

Se as equações 

(27) '^(z, X1,.., ,xn, d, a\,..., rt'n) = o, . . . , tyk+l=o, 

onde c', U1
1, ...,«'„ designam paramelros arbitrarios, 

definirem -x,'1+1 multiplicidades pontuaes do espaço, cu-
jos elementos (z, x, p) não satisfazem a uma relação 
da fórma 'f (z, x, p) = o, lambem as equações 

(28) (c, O1, ..., an, z'x', .. .,x*)=o, . . . , ^+1 = o 

onde c, U1,..., an designam egualmente paramelros arbi-
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trarios, representarão oc"+1 multiplicidades di'.([crentes, 
cujos elementos (z1, x', p') não verificam relação alguma 
f (2', x', p') = o entre z', x', p'. 

Com efTeito, as relações 

4»! (z, X1, . . . , xn, z', x f v . . .,X1J = O, . . . , 4 l + 1 = o 

que se obteem substituindo em (27) os parametros d, 
a',, . . . , a'n respectivamente por z', X1

1, . . . , X1
n, definem 

uma transformação dc contacto, como se reconhece fa-
cilmente attendendo ao theorema do n.° anterior e ás 
condições em que suppozemos as equações (27). Sendo 
assim, os elementos (?', x', p') das x " + 1 multiplicida-
des pontuaes (28) não satisfazem, em virtude do mesmo 
theorema, a relação alguma da fórma <p (: , x, p) = o, 
como queríamos demonstrar. 

59. — .4 transformação do contacto definida por equa-
ções da fórma 

(29) ^1 ^,X1,...,xn, Z1
tX1

1,...,x'n)=o, . . . , <l>fc+1=o 

converte o ponto (z = c, X1 = U1, . . ., Xn = Un) na multi-
plicidade pontual 

^{c, O1, ...,an, z', x\, ...,xJ = o, . . . , 4a+1 = ° 

e a multiplicidade pontual 

(*> X1, . . . , xnt d, Ci1', . . . , a'J = 0, . . . , <!>fc+t = 0 

no ponto (z' = d, X^ = U1
1, . ..,x'n = a'J. 

Para demonstrar o theorema, demos á transforma-
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cão de contacto definida pelas formulas (29) a fórma 
habitual 

(29') : ' = Z (*, x, p) , X1
i=Xi (z, x, p) , ,Z j =P j (*, x, p), 

que se obteem, como é sabido, pela resolução em ordem 
a z', x', p' das equações <pie resultam de (9) pela dimi-
nuição de X1, . . . ,X f c . 

Posto isto, appliquernos primeiro a transformação 
(29') aos ocn elementos (; , x, p), do ponto (Z=Cx1=H1, 
. . . , x n = an). Obtém-se um conjuncto de elementos (: ' , 
Xj, p) que satisfaz ás equações (9), depois de n'ellas 
substituirmos z, X1, ...,xn por c, A1, D'estas 
equações, só as (/. + I) primeiras não contéem p',.. .,/•'„• 
Por isso, os elementos obtidos são os elementos da mul-
tiplicidade pontual (20), o que demonstra a primeira 
parte do theorema. 

Appliquernos agora a transformação (29') aos oc" ele-
mentos da multiplicidade pontual 

(27) ^ ( z , X 1 , . . . , x n , c 1 , a \ , . . . , < i ' n ) = o , . . . , 4 , + 1 = o . 

Estes elementos são definidos (§ l i ) pelas equações 
que resultam de 

( / = 1 , 2 ii) 

Ity1 (z, Xt,..., Xn, c, (I1, . . . , (In)=O, . . . , 4 » i + l = 0 , 

1 èz ' + X I - M dz 
( 3 0 ) 

+ -Pp 
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pela eliminação de X1, . . . , X,(+{. Substituindo em (29') 
os systemas de valores de s, x, p, que satisfazem ás 
equações resultantes d'esta eliminação, obtemos, pois, 
os elementos (: ' , x', p'), em que se transformam os ele-
mentos da multiplicidade (27). As coordenadas dos ele-
mentos (:', xJ, p'), assim obtidos, satisfazem claramente, 
com certos valores de X1, . . . , X t + 1 , ás equações (9), 
d'onde resulta, comparando as. (h + I; + I) primeiras 
d'estas equações com (:»0), que deve s e r : 

Os elementos obtidos pertencem, pois, todos ao mesmo 
ponto, o que justifica a segunda parte do theorema. 

O theorema que acabamos de estabelecer compre-
hende como caso particular o que dissemos em o n.° 55. 

60. — Se as equações 

(.j I) V1 (z, X1,..., xn, ( J y i , . . . , a'n) = o, V , + 1 == o , 

onde c1, u\, . . . ,u'n designam parametros arbitrai ios, de-
finirem -x,"+1 multiplicidades pontuaes di/Jerentes, cujos 
elementos não satisfazem a nenhuma relação da fórma 
z{z,x,p) = o, e se conjugarmos os yo"+1 pontos do espaço 
com aquellas multiplicidades, segundo nina lei qualquer, 
de fórma que a cuda multiplicidade corresponda um único 
ponto e a cada pouto nina única multiplicidade, haverá 
uma, e só uma, transformação de contacto que converte 
cada multiplicidade no seu ponto conjugado. 

Com efleito, conjuguemos as multiplicidades (31) 
com os diversos pontos do espaço, segundo a lei defi-
nida por um systema qualquer da fórma 
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(32) z' = a ( c ' , a \ « ' „ ) , ar'. = . . . , a'n), 

(i = I , 2 , . . . , / / ) , 

a <jue possa dar-se a expressão 

C1 = C ( z ' , X 1
J , . . . , X ' J , U1

I = A { ( z ' , X1
J , . . . , x ' n ) , 

o; = 1 , 2 , . . . , a) 
e ponhamos 

X1,..., xu, O, A 1 , . . . ,A n ) = '^ (z, Xj,..., xn, z', X1
1,..., JjJt 

(j = 1, 2, . . . , /<; 4- I). 

Considerando z', X1
1, .. . , x'n como paramelros ar-

bitrarios, as equações 

(33) (J)1 (z, X1,... , xn, z', X1
1,..., X1

n) = o, . . . , -Ph 4 = o 

represcnlam as mesmas multiplicidades pontuaes que as 
equações propostas (31). Km virtude da hypothese feita a 
respeito de (31), não existe, portanto, relação alguma de 
fórma z(z,x,p) = o a que satisfaçam os elementos (z,x,j>) 
das multiplicidades (33) e por isso delinem (§ 9) as equa-
ções (33) uma transformação de contacto, quando se con-
sideram 'J tX1

1 , . . . , x ' n como variaveis. Esta transfor-
mação converte (§ 56) cada multiplicidade 

A1 (ZTX1, . . . , XN, a, ?„ • • • , ,¾,,) = o, . . . , <l&+( = O 

em cada ponto (32), ou ainda, cada multiplicidade 

V1 (:, J1 , . . . , xn, c't a'v . . . ,a'n) = 0, . . V j t f l == O 
15 
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em cada ponto 

Z 1 = a ( c \ a \ , . . . , a'n). X1
i = p . ( < / , O 7

1 , . . . , a ' , , ) . 

Além d'islo, é fácil de ver que não lia outra trans-
formação de contacto que etTectue tal conversão. Na ver-
dade, qualquer transformação de contacto que converter 
cada multiplicidade (31) em cada ponto (.!2), mudará 
tambein cada multiplicidade-

-Ji1 (^, X 1 , . . . , xn, a, rJ1,..., fg = . . . , , = o 

em cada ponto z' = «, x\ = « , , . . . , x'n = an e será por 
isso definida por equações que apenas determinam en-
tre z, x, p, z1, x', P1 as relações (33), isto é, coincidirá 
com a transformação acima considerada. 

O theorema Iica assim demonstrado. 

EXEMPLO — A equação 

4, = (X-U)3 + (;i-b)*-r* = o, 

onde a e b designam parametros arbitrários e r uma quan-
tidade constante, deline um conjuncto de ac2 circumfe-
rencias do. mesmo raio. 

Os elementos lineares d'estas circumfereucias são 
definidos pelas equações 

Sx 
(x — (O'" + (y — b)2 --= r* , — 

ou 

(x — a ) 2 + (y — bf = r', (y -b)y'+ (x - «) = o, 
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d'onde não pôde deduzir-se relação alguma entro x, y, y' 
apenas. As curvas representadas pela equação proposta 
estão, pois, nas condições que o theorema impõe ás mul-
tiplicidades (31). Fazendo corresponder a cada circumfe-
rencia o seu centro, isto é, o ponto ( .T3= o, V1 = V), 
a transformação de contacto definida pela equação 

(33') ( . T - T 1 ) 2 + O / - Í / , ) 2 = »-8 

(pie n'esle caso substitue (33), converterá, portanto, cada 
circumferencia no seu centro. 

Querendo dar á transformação de contacto (33') a 
sua fórma habitual, emprega-se o processo do n.° 49, 
que dá immediatamente 

(.r — T 1 ) 2 + (y — y j ) 2 = r2 , (x — T 1 ) + (y — i j j y ' = O 

(x — T 1 ) -+- (y — Jf1) y\ = o , 

d 'onde: 
xUl r i Xi = x + —-—- , )/, ==y — , y\ = y • 

Pl + if 1 Vl +2/'2 

Estas formulas mostram que a transformação con-
siderada converte cada elemento em um elemento pa-
rallelo. 





CAPITULO IV 

Applicações das transformações de contacto 

I 

61. — Seja dado um systema de equações ás deriva-
das parciaes de primeira ordem, distinctas e compatíveis, 
da fórma 

(1) Fi(z,x1,...,xn,p1,...,pn) = o, . . . , Fj = o, 

onde P1, . . . , pn designam respectivamente os quocientes 
..... . Sz ^ dz 

ditlerenciaes — • . . . , --—. OX, dx 1 n 
O problema da integração d'este systema, tal como 

é ordinariamente concebido, consiste em determinar to-
das as soluções communs ás equações (1), isto é, todas 
as funcções z das variaveis X1, . . . , xn que reduzem si-
multaneamente aquellas equações a identidades, ou 
ainda, o que é claramente o mesmo, em obter todos os 
systemas da fórma 
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(23) 
( s - F ( ® l t . . . , ® n ) = o, Pi=-fo =o, 

I (í = 1 , 2 , . . . , « ) 

que satisfazem identicamente ás equações (I) . 
K manifesto que cada systema da fórma (2) satisfaz 

identicamente á equação de Pfalf 

(S) dz - Pl (Ir1 — . . . - Pn dxn = o. 

Esta consideração, posto que inteiramente simples, con-
duziu Sophus Lie a formular do modo seguinte o pro-
blema a que nos vimos referindo: 

A integração de um syalemã da fórma ( I ) consiste 
em determinar todos os syslemas de (u + 1) equações da 
fórma 

(4) '^(z, X1, ...,X^p1 pn) = o, . . . , ? „ + l = o 

que satisfazem identicamente á equação (3) e cujas solu-
ções (z, x, p) verificam as equações (1), ou mais breve-
mente, em determinar todas as multiplicidades Mn do 
mesmo systema. 

Esta definição comprehende evidentemente como 
caso particular a definição ordinaria: determinadas todas 
as multiplicidades Mn de um dado systema (1), basta 
efiectivamente escolher aquellas, cujas equações apenas 
determinem uma única relação entre z, X1, . . . , xn, isto 
é, cujas equações se possam reduzir á fórma (2), para 
termos todos t>s integraes propriamente dictos do mesmo 
systema. 

Vamos vèr como podemos resolver o problema da 
integração sob este ponto de vista geral. 
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62. — Supponliamos que existe uma multiplicidade 
Mn definida por um systema de equações da fórma 

(2^,,...^,,...^,(1,,...,0^^)=0, ..., ?n+l=0, 

onde a,, . . . , ( i n - i + i designam constantes arbitrarias, do 
qual se deduza o systema proposto (I) pela eliminação 
d'aquellas constantes. A uma multiplicidade em taes cir-
cumstancias daremos o nome de integral completo do 
systema (I) . 

Posta esta definição, vamos demonstrar o seguinte 
theorema: 

A integração de um systema da fórma (I) reduz-se 
á determinação de um qualquer dos seus integraes com-
pletos. 

Cotn elfeito, o systema (5) deve determinar, como é 
sabido (sec. i do cap. i), um certo numero (k + I) de 
relações 

( 6 ) 4 , ( 3 , ^ , . . . , ^ , ^ , . . . , ^ ^ ) = 0, . . . , 4,,+, = 0 

entre z, x,,..., xn, a,, ..., an_l+r resolúveis em ordem 
a z a Ii das variaveis x,,..., xn, e pôde tomara fórma 

^ - <'> , . . . , £ n . a,,..., «B_,+ 1) = o, Xi (Of = o, 

' Sin Sio, SiOt 
( o ) ] i ^ - S ^ + - + I ^ - 0 

I J J J 

( / = I , á , . . . , A-; j = k + l, . . ., /(), 

suppondo que as equações (6) pódem resolver-se em 
ordem a z, x,, . . . , xk. Ora, como o systema (I) deve 
resultar de (.">') pela eliminação de a,, . . ., «B_I+1, é 
claro ipie o conjuncto das equações (I) e (3) pôde ser 
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substituído pelo das equações (I) e (5'), desde que em 
(5') se considerem « n _ I + 1 corno incógnitas a 
determinar. Além d'isto, pondo 

I ÔWy ^ OO1 
>l dfl. ~dã. ~~ ' ' ' ~ dã. ' i i i 

(* = I, 2,...,11-(+ I), 

lira-se de (5') a relação 

n n-l+l 
tlz — i Tp.ãx. = 2 b-da. 

i=i ' i = i 

que nos mostra que podemos ainda substituir as equa-
ções ( I ) e (•">') pelo systema das equações (5') e da 
equação 

(7) O1Ja1 + . . . + bu_l+ldan_l+1 = o. 

Obtéem-se, portanto, todos os integraes do systema pro-
posto, determinando todos os systemas <|ue satisfazem ás 
equações (5') e (7). A estas equações pôde satisfazer-se 
de qualquer dos modos que vamos indicar: 

I.0 — Pondo 

r, te Ji — /' te Uj = U ' • • • > n — !-H ~ ' 

o que nos conduz ao integral completo de que partimos. 
2.° —Pondo 

V = o , = o 

e eliminando as constantes U j , . . . , a n l + l entre estas 
equações e (5'), o que dá um integral que não contém 
elementos arbitrarios e a que se chama integral singular. 
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3.° — Finalmente, considerando um certo numero h 
de relações distinctas 

entre as grandezas K 1 , . . . , " „ _ t + 1 , formando o systema 

e eliminando X1 , . . . , Xji, a, , . . . , an l, t entre (5') e 
(8), o i|ue nos conduz a um integral que depende das 
funeções arbitrarias f 1 , . . . , f h e a que se dá o nome 
de integral geral. 

Attendendo ao que dissemos na secção I do cap. I, 
reconhece-se que não lia outra maneira de satisfazer ao 
systema das equações (5') e (7), isto é, que não existe 
integral algum do systema (I) que não esteja compre-
liendido em algum dos acima mencionados. Além d'isto, 
vè-se claramente que, determinado o integral completo 
(.7), todos os outros podem obler-se com o auxilio ape-
nas de derivações e eliminações. A integração do syste-
ma (I) Iica assim dependente do conhecimento de um 
dos seus integraes completos, como queríamos demons-
trar. 

Convém notar que a doutrina precedente compre-
hende como caso particular a theoria do integral com-
}ilelo das equações ás derivadas parciaes de primeira 
ordem, tal como foi considerada por Lagrange, Jacobi, 
Bour, ele., a qual corresponde ao caso de ser k = o nas 
formulas (5'), isto é, de resultar do systema (5), pela 

?i("i> • • • >"„_í+t> = o, . . . , -fh = o 

i s 
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eliminação de P i , • . . , p n , apenas uma relação entre as 
grandezas z, x, a. 

Devemos também observar que algumas vezes se 
chama integral completo ao systema das equações (6), 
ou ainda ao d'aquellas equações (V) (pie não conteem 
J i l . . . . , pn. Ksta definição está mais de harmonia com 
as doutrinas dc Lagraniíe e Jacobi. mas não diIfere no O o 7 

fundo da que acima dêmos, podendo, por isso. usar-se 
uma ou outra, conforme fòr mais commodo. 

63. —A theoria das transformações de contacto con-
duz-nos muito simplesmente a um processo para deter-
minar um integral completo de um dado systema de 
equações ás derivadas pareiaes de primeira ordem—inte-
gral de que depende, como vimos, a determinação de 
todos os integraes do referido systema. K o que vamos 
mostrar. 

Consideremos de uma maneira geral um systema de 
equações distinctas da fórma 

(O) rA(z,xi,...,xn,p1,...,pi)=lio, X1=C1, ..., V1=At,, 

e supponhamos que eslas equações se acham em invo-
Ilição, isto é, <pie satisfazem identicamente ás relações 

[Z, Xj = o, [ X i j X j I = O, (i,j=\,%...,l-1), 

o que não prejudica a generalidade do problema, visto 
que a um systema em taes circumstancias se pôde sem-
pre reduzir qualquer systema de equações ás deriva-
das pareiaes de primeira ordem, que admitia integraes 
coinm uns. 

Como as funeções Z, X1, . . . , X { _ t são distinctas 
e se acham em involução, as equações 
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[Z, /1 = 0, [X1, a . . . , [ X i - ^ f l = O 

formam um systema completo de I equações independen-
tes, o qual admitte (n +1 — l) integraes distinctos. De-
terminemos um qualquer X i d'estes integraes, que seja 
diíTerente de Z, X1, .. ., X j_ i . Km seguida formemos o 
systema completo 

[Z, / 1 = 0 , [X1, / 1 = 0 , . . . , [ X r H = O , 

que admitte (jj -f 1 — /) integraes distinctos, e determi-
nemos um qualquer X i - d o s seus integraes, diíTerente 
de Z, X,, . . . , X r Continuemos d'esta fórma até chegar-
mos á consideração do systema completo 

[Z, / 1 = 0 , [X„_4 , /1 = 0, 

de que determinaremos ainda um integral Xn, diíTerente de 
Z, X 1 , . . . , X«—j. D'estc modo, teremos obtido (» — / + 1) 
funcções X r . . , Xn, que formam com Z, X1, . . . , X i l 

um systema de (« + I) funcções' distinctas, satisfazendo 
ás relações 

[Z, X , . ] = o , [X j, X;.] = o, ( í , ; = 1, 2 , . . . , « ) • 

Pelo que se disse em o n.° 23, podemos agora de-
terminar n funcções P1, . . . , Pn das variaveis a r , , . . . , xnf 

P1, ..., pn, taes que a relação differencial 

( 1 0 ) ( / Z - J i P . (/X. = p p : - J ^ p . Jx^j , 

onde p não é nullo, tenha logar identicamente. Esta rela-
ção mostra-nos claramente que, pondo 

(I I) Z = a „ X , = a „ X w = a l ^ , X i = a , , . . . , X n = a n , 
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onde K1 Kn designam constantes arbitrarias, se 
obtém um systema que satisfaz á relação dilferencial 

(Iz-Ji1 Ax1- . . . — pn (Ixn = o 

e que constitue claramente (§ 62) uma integral completo 
do systema proposto. 

Do que Iica dicto, resulta a proposição: 
A determinação de 11 m integral completo de um sys-

tema em inrolução dtt fórma (9) reduz-se a procurar 
sucessivamente um único integral de muitos systemas 
completos. 

64. — As considerações do n.° anterior são clara-
mente applicaveis quando as equações do systema dilfe-
rencial proposto não encerram z, isto é, quando são da 
fórma 

( 1 2 ) X1 (X1, . . . , xn, P1, . . . , Pj=O1, . . . , X1 = O1, 

mas a relação (10) deve n'este caso ser substituída 
(§ 29) por 

d (2 — II) + 2 Pi IlXi = dz — 2 Pi dxr 
>=4 i=i 

Uma solução completa do systema proposto é então 
dada pelas equações 

(13) X,=«,. . . ,X1=W1 , X I + 1 = f l í + 1 , . . . , X „ = « „ , 2 — n = a n + 1 

onde (íj+i, . . . , ((„+1 designam constantes arbitrarias. 
Por isso, podemos concluir que : 
A determinação de um integral completo de um sys-
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temiI de equações distinctos da fórma ( H ) , em involução, 
reduz-se a effectuar uma quadratura e a determinar um 
integral de muitos systemas completos. 

65. — Convém notar que o processo de integração 
desenvolvido nos dois números precedentes é uma ge-
neralisação do melliodo de Jacobi para a integração das 
equações ás derivadas parciaes de primeira ordem. 

Com efíeito, considerando, por exemplo, o caso do 
n.° 63, o processo de Jacobi é representado, como se 
sabe, pelo systema ( I I ) , mas exige que as funcções 
X , . . . ,Xn sejam escolhidas de modo que o determinante 
D(Z, X1 , . . . , X n ) 
-T - ! ^ nao se aiiiuille para os svsleinas iIp 
D (". PI PN) 

valores de z. cr, p que verificam simultaneamente as 
equações (11), isto é, exige que estas equações deter-
minem, pela eliminação de / ' , , . . . , / > , uma única re-
lação entre as grandezas .r, a; emquanto que o nie-
tliodo acima desenvolvido deixa indeterminado o nu-
mero das relações entre s, x, a, resultantes d'aquella 
eliminação. 

Xo caso do n.° G'<, o melliodo de Jacobi só considera 
as n primeiras equações (Ir!) e exige que estas equações 
possam resolver-se em ordem a P 1 , . . . , p n , o que não 
acontece com o melliodo acima apresentado. 

66. — Dada uma transformação de contacto qual-
quer, podemos formar unia infinidade de systemas de 
equações ás derivadas parciaes de primeira ordem im-
mediatamente integráveis. K o que resulta do seguinte 
theorema: 

Se as formulas 

z = Z(z,x,p), X1
i=Xi, Pi = Vi, (» = 1,2,...,«) 



426 

definirem uma transformação de contacto, a integração 
de um systema qualquer da fórma 

(14) 9 l (Z, X1, . . . X J = o, ? J = o 

reduz-se a operações algébricas. 
Com elfrito, a relação ditferencial 

« f r - . S P 1 <?X. = P ( d = . - d a v j 

que tem logar, por liypotliese, mostra-nos que as equa-
ções 

(15) Z = Ao, X 1 = O 1 , . . . , X}l = « , , 

onde ao , A1, . . . , A n designam constantes arbitrarias, sa-
tisfazem á relação diflerencial 

(dz- p, Jx1 - . . . — Pn dxn) = o 

e que definem, por isso, uma multiplicidade Mn-
Ponhamos agora 

«Pi ( 'V " j ' O = 0 = 0 

e eliminemos de (15), por meio d'estas equações, / quaes-
quer das constantes ao, A1, . . . an. O systema (K>) conver-
ter-se-ha em um outro «pie apenas encerra (n -f- I —/) 
constantes arbitrarias e que, pela eliminação d'estas 
constantes, se reduz ao systema proposto (14), isto é, 
dará (§ 62) um integral completo d'este systema, o que 
justifica o theorema enunciado. 
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67. — Dados dois si/stcmas de l equações distinctas 

( 1 6 ) Z = o , X 1 = O , . . , X i - I = = O , 

e 

(17) Z' = o, X' t = o, . . . , X'i _ i = o, 

em involução e contendo as mesmas cariareis, podemos 
determinar uma transformação de contacto que converta 
cada um d'elles nu outro. 

Com elleito, determinemos (%n — l + I) funcções 
X{, . . . , X n , P1, . . . , P n , que, conjunctamente com Z, 
X1, . . . , XJ J, dêem origem a uma transformação de 
contacto 

z = Z (z, x, p), x'. = Xi, p\ = P., ( » = 1 , 2 , . . . , n). 

É claro que esta transformação converte o systema 
(16) em 

(18) z' = o, x' = o, . . . , J - ' Í _ ! = O. 

Da mesma maneira podemos obter uma transfor-
mação de contacto que reduza o systema (17) ás relações 
(18). Executando seguidamente estas duas transforma-
ções, teremos uma nova transformação, que, sendo 
ainda de contacto ( § 2 1 , n) satisfaz claramente ao enun-
ciado do tlieorema. 

6 8 . — Consideremos ainda uma equação ás deriva-
das parciaes de primeira ordem 

(19) F (z, X1, . . . , xn, P1, . .., pn) = o 

e seja 

Iji1 (z, X1,.. .,xn,a1,...,an)=o, . . . ^ = o , 
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onde O 1 , . . . , a designam constantes arbitrarias, um 
systema ao qual corresponda um integral completo de 
(19), isto é, do qual possa derivai-se uma multiplicidade 
Mn cujas eqiações se reduzam a (19) pela eliminação 
(Taquellas constantes. Mudando s em 3 + a, a equação 
(19) reduz-se a outra da IVtrma 

(19') F (z, ^1, . . . , xn, a, P 1 , . . . , pn) = o, 

a (piai terá um integral completo definido pelas equa-
ções ipie resultam de 

| tM*, ••»•„ ••.,•>•„•"> "l< •••' = 0> • • Tj
t = 0' 

(20) * 

, W , , Styl 
1 "^J 1 — 

x í $ i + . . . + X Í + ! = - p . , 
Sxi

 T 1 Sx. 1'' > i 

0 = 1 , 2 , . . . , « ) , 

pela eliminação de X1, . . ., Xj. 
Gomo da eliminação de X1,. . . , Xj, A1,. . . , an entre 

as equações (20) deve resullar (19'), segue-se que este 
systema pôde resolver-se em ordem ás grandezas u, X, 
isto é, pôde tomar a fórma 

a = cp, U1 = Cp1, . . . , a n = <pn, X1 = Ci1, . . . , Xj = 6{ 

onde ' f j , . . .,tpn, O1, . . . , O1 designam funeções das varia-
veis z, x, /j e a primeira equação não é mais do que a 
equação (19') resolvida em ordem a. 

Além d'isto, as equações (20) dão, formando a ex-
pressão X1 d 4»i + . . • + X{ Jtyl e pondo 
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a expressão 

(21) da—l Irdat = — (dz — S p{dxt). 
i=l i=l 

Podemos por isso concluir: 
Conhecido um integral completo 

« = <p (z,x,p), U1 = V1, . . . , a„ = fn 

de uma eguação ás derivadas parciaes de primeira ordem 
ila forma (Iil'), podemos, por operações algébricas, obter n 
funcções bv . ..,On de z, x, p que, conjunclamente com 
as funcções a, a1...,an, satisfaçam á relação diferen-
cial (21). 

69. — 0 Iheorema precedente é susceptível de mui-
tas applicações interessantes que aqui não desenvolve-
mos. Limitamo-nos a apresentar as duas seguintes, que 
são muito importantes. 

1. — Consideremos dois integraes completos de uma 
dada equação ás derivadas parciaes de primeira ordem 
e sejam ax, . . . , an as constantes arbitrarias que figuram 
n'um d'elles e «x, . . « „ as que figuram no outro. 

Introduzindo uma nova constante arbitraria a pela 
mudança de z em z -f- a, podemos, pelo que acabamos 
de ver, formar as duas expressões 

n n 
da — £ b. da. = dz — II p. dx. , 

. , I t ..1Z i t=l 1=1 

n n 
da — 2 8. da. — dz — 2 p.dx., 

i = l l 1 «=/* 1 

n 
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d'onde resul ta : 

b. da, + . . . + b da = B1 R/A, + . . . + B da . I l 1 1
 n n '1 I 1 ^ ' n n 

lista equação define as transformações de contacto 
liomogeneas; ; o ipie ficou exposto em o 
n.° i6, obteremos umas formulas de ligação entre as 
grandezas a, b, a, [i que nos permittem resolver o pro-
blema importante da passagem de um integral completo 
para outros. 

II. — Seja dado um systema de equações ás deriva-
das pareiaes de primeira ordem, distinctas e em involu-
ção 

Y 1 = O , . . . , V m = o . 

Korkine, para integrar este systema, propunha-se 
substituil-o por outro, também em involução, contendo 
apenas (m — 1) equações a (;«. — I) variaveis. liste sys-
tema pôde ser obtido por uma transformação de conta-
cto, cuja determinação apenas depende do conhecimento 
de um integra! completo de uma das equações do sys-
tema proposto. 

Com elieiIoj supponhamos, por exemplo, conhecido 
um integral completo da equação V1 = « , . Como vimos, 
podemos obter, por meio de operações algébricas, 
funeções Z, X2 . . . , Xji, P 1 , . . . , Pn que, conjunctamente 
com Y1, originem uma transformação de contacto 

Z1 = Z (z, x, p), x'. = X i , P1
i = P i, 

( » = = 1 , 2 , . . . , » ; X1 = Y1). 

Ora, esta transformação converte o systema pro-
posto em 

X1
1=O, Y1

i = O, . . . , Y7
m = o, 
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onde Y'2, . . . , Vm designam funcções de z', x f , p'. Estas 
equações acliam-se em involução (§ 20) ; e, visto que 
teem logar identicamente as relações 

[ ^ , Y ' . ] = - 3 - = o , ( » = 2 , . . . , « ) , 
0 

as funccões Y' não encerram x\. 
% i 

H 

70.— Seja dada uma equação ás dillerenciaes totaes 

(22) X1Clx1+ . . . +XnIlxn = o, 

onde X 1 , . . . , X„ designam funcções das n variaveis 
X1 , . . . , xn , não sujeitas ás condições mencionadas cm 
o n." 5. 

0 methodo de PfafT para a integração d'esta equa-
ção funda-se na substituição da expressão 

(23) ' X1 Ux1 + . . . + Xn dx 

por outra da mesma natureza, em que os coefficientes e 
as variaveis que figuram nos elementos diflerenciaes se-
jam independentes. A possibilidade d'aquella substitui-
ção pode demonstrar-se por meio dos dois Iheoremas 
seguintes, que se deduzem muito simplesmente da tlieo-
ria das transformações de contacto: 

n 
I. — Umn expressão da fórma (Iy0-^lqiJyi pode con-

11 i=l 
verter-se em ottIra da fórma X p dx , desde que exista uma 

i=i 
relação entre as (2h + 1) grandezas y0,ylt ..., Ijn^1, ...,qn. 
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Esto theorema resulta immediatamente do que dis-
semos em o n.° 29. Com elfeito, consideremos a relação 

- /TI + 2 Pd X = í p. dx., 
Í=i ' ' i=i ' ' 

ou, mudando II em — n, 

(24) < / 1 1 + 2 P i d x i = 2 I V / X . 

e seja It uma dada funcção de .T1, ...,X^p1 pn. Peter-
minemos n funeções X1, . . ., Xjj que satisfaçam idênti-
ca mente ás relações 

(XF , XJ) = o , - I I , XF) = o, (.', j = 1 , 2 , . . . , u) 

OU 
» ax. 

(25) ( X 5 X ) = O 1 ( I I j X i ) = S p j - i , (/,./ = I , 2 , . . . , » ) • J j í ' o Pj 

Pelo que se disse em o n.° 29, podemos em seguida 
obter, por meio de operações algébricas, n funeções 
P 1 , . . ., P j i , Iaes que a relação (2 í ) seja identicamente 
satisfeita, o que demonstra o theorema enunciado. 

n 
II. — Uma expressão da fórma S dy. pôde redu-

M í -1 
zir-se á fórma dxo + 2 p. dxse existir uma relação 

i = t 

entre as 2n grandezas .. ., qn, yx, . .., yn. 
COIII eífeito, supponhamos Xn = T j j; das equações 

(25) e das relações (§ 29) 

( P i l P j ) = I , (IV IV), («, j = 2, . . . , n; i ^ j ) 

t i ra-se: 
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(Pr = (í = l, 2 M— I) 

3 X; ô l > n 

D'aqui resulta que X 1 , . . . , Xn, P1 P„_4< 11 são 
independentes de p„ e que P„ tem a fórma 

P« = /'„ + B, 

onde B é uma funcção que não encerra pn . 
Em vista d'isto, a expressão (24) pôde tomar a 

fórma 

dU+ 2 p. dx. = £ P dX —p cIxn i i , 1 i ' n n 1 = 1 > = 1 

= X Pi ' 'X i + B dxn 

e as funcções X1, . . . , Xn, P1, • . . , P n _ r B, que apenas 
encerram as variaveis Xj xn, pt, ..., p t, acliam-se 
ligadas por uma relação; o que justifica o Iheorema 
enunciado. 

Devemos notar que os theoremas precedentes ainda 
teem logar, quando houver mais do que uma relação 
entre as grandezas e y; mas n'este caso serão as 
quantidades p e x ligadas por um numero correspon-
dente de relações. 

71. — Applicando alternadamente á expressão de 
Pfalf (23) os theoremas que acabamos de demonstrar, 
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reconhece-s" claramente que aquella expressão pôde re-
ceber a fórma 

( - 2 0 ) F 1 Clf1 - F . . . + F N df„ , 

onde as grandezas F, f são independentes e 2»i<fm, ou 
a fórma 

(27) dg0 + GliZfif1 + . . . + G , d g n _lf 

onde G, g são independentes e in — 1 <fm. Isto juslilica 
o que dissemos no principio do numero precedente em 
relação á substituição da expressão (23). 

As expressões (20) c (27) são conhecidas respecti-
vamente pelas designações de fórma normal de caracter 
par e formal normal de caracter impar. 

72. — Uina expressão de Pfatf (23) pôde receber 
muitas formas normaes do mesmo caracter. A theoria 
das transformações de contacto permitte-nos passar de 
uma para as outras. 

Sejam, com efleito, 

v F Afi , v \],hr 
i=l i=l 

duas Iormas normaes equivalentes a uma dada expres-
são de Pfalf (23). Teremos identicamente: 

h 11 
v VJf i = V U i ^ i . 

i=l i=l 

Esta relação doline, como sabemos, as transforma-
ções de contacto Iioinogeneas e, por isso, applicando o 
principio do n.° 40, obteremos muitos systemas de rela-
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ções que pennittem exprimir as funcções F, / em U, d 
ou, inversamente, estas n'aquellas. Poileriamos ainda 
servir-nos (§ 38) das relações (-42) da pag. 73. 

Consideremos agora duas formas normaes de cara-
cter impar 

71 tt 
dq0 + 2 G/Igi , dV0 -H v Ayicj. 

i=l i=l 

Pondo g0—W0=TI, teremos identicamente a relação 

CM + v GAgi = Zvdvi, 
;=i 1 = 1 

que define a classe das transformações de contacto a que 
temos chamado transformações em x, p. Para resolver a 
questão, não temos, pois, mais do que applicar o prin-
cipio do n.° 50, ou ainda, o do n.° 29. 
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