


ﬁ NACIONAL "—‘

130150060X

&5 UNIVERSIDADE DE COIMBRA
 Biblioteca Geral



bilﬁf’;ou_“






HENRIQUE MANUEL DE FIGUEIREDO

COIMBRA
IMPRENSA DA UNIVERSIDADE
1888







-~ DISSERTAGAO D CONGURSO

k- APRESENTADA £

FACULDADE DE MATHEMATICA

DA

UNIVERSIDADE DE COIMBRA







A0

ILLUSTRISSIMO E EXCELLENTISSIMO SENHOR

A. DAUBREE

MEMBRO DO INSTITUTO DE FRANCA,
DIRECTOR HOKQRARIO DA ESCOLA WACIONAL DE MINAS DE PARI3

6. ¢ D

Henrique Manuel de Figueiredo.







Coordenadas homogéneas

Coordenadas-pontos

1. Entre as coordenadas cartesianas d'um ponto (ﬁ ) sup-
ponhamos que tem logar a relagiio linear

ag+pnt+y=0;
e designemos por zy, .ﬁ_;. xg tres quantidades taes que seja
@y @y o=y L+ 3yntyriagl+PertyatagE+Ban+yg

“ou introduzindo um factor de proporcionalidade ¢

£ 2 . ;=g (e +ﬂ|'n+'r1](
- @y =p (azf + B +73)
___ @g=p (agE+B3n+713). ,

E claro que, quando forem conhecidas duas razoes entre as
tres quantidades z, &3, 3, ficardo determinados # e #, e assim

fixada a posicio d'um ponto no plano. -
i
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Mas se suppozermos aquellas duas relacdes ligadas linearmente
e, por isso, que entre Iy, T3, Ty existe uma equagdo linear homo-
genea da [6rma
ayxy + asxe + agxz =0,

a substituicdio dos valores de zy, @3, 3 lirados de (1) leva a uma
equacdio linear entre £ e ; isto &, o ponio dependente das duas
relacdes entre os o descreve uma linha recta.

Designemos agora por X1, Xs, X tres funccdes lineares homo-

geneaes de xy, &3, T3
X| =p r;ﬂ-'| Iy -+ ﬂ'g .‘I‘g“l‘ﬂ':] 33}'
Xo=p (a"y a1 + ay a2+ a’y x3), 2)

:'i'.3 =0 {u”"] &Iy =+ iE.'.'”gR'p_"’ a’"g .Tg).

Conhecidas duas razoes entre Xy, X3, X3 podem, por (2), de-
terminar-se as duas relacdes entre os x que introduzidos em (1)
dardo £ e m: isto é, aquellas duas relacdes entre os X fixam o
ponto (E, ) no plano.

Se 0s X estiverem ligados por uma equacdo linear homogenea

da [6rma
b X+ beXo + b3X3=0,

teremos por (2) uma equagio linear em x, e (1) conduz-nos em
seguida a uma outra equagio tambem linear entre £ € u: o ponto
dependente das duas relacdes dos X descrevera, neste caso, uma
linha recta.

Concluimos, pois, que as grandezas X ndio sdo essencialmente
differentes das grandezas x; a substituigdo de (1) em (2) di para
o0s X valores que s6 differem dos & nas constantes.
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Assentamos, portanto, a seguinle
Definicao. — Denominam-se coordenadas-pontos homogeneas tres

grandezas xy, o3, x3 que lem as propriedades seguintes:
1) Dadas duas razdes entre ellas fica determinado o logar d’um

ponto no plano.
2) O ponto dependente d’essas relacdes descreve uma linha

recta se aquellas quantidades xy, 23, 23 estdo ligadas por uma
equagdo linear homogenea,

2. As equacdes mais simples que se podem apresentar em co-
ordenadas-pontos homogeneas sio

=0, =0, x3=0,
ou em coordenadas carlesianas
aE+Piat =0, ek +Ban+ya=0, a3t + pgn+y3=0.
Estas tres rectas, excluido o caso de ser
@ BP1omn
ag By 12 |=0,
23 B3 713

formam um triangulo denominado triangulv fundamental. ao qual
se referem @y, 23, @3 como coordenadas d’'um ponto.

3. A passagem das coordenadas cartesianas as coordenadas-

pontos homogeneas effectua-se por meio de (1); isto &, estabele-
cemos que estas ultimas sio proporcionaes a expressoes formadas

zbhe
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“linearmente em relacdo ds primeiras, com coeflicientes arbitrarios
cujo determinante esti unicamente sujeito a nio ser nullo.

Para passar inversamente das coordenadas-pontos homogeneas
4s cartesianas resolvem-se em relacio a £, n, p as equacdes (1)
e obtem-se para formulas de transformaciio expressoes lineares
‘de denominador commun.

Esse denominador commum é da {érma

Apxy + Aaxa + Agas;

egualado a zero representa uma recta, para cujos pontos e s6
para elles é £ =00, v = =.
O conjuncto de pontos do plano que estio a uma distancia in-

finita, representados por aquella equagdo linear, denomina-se -

recta no infinito.

Se, em vez de xy, 3, o3, tomarmos para coordenadas tres func-
¢des lineares homogeneas dos x, Xj—1 2 3, relerir-se-hdo estas
a um novo triangulo fundamental cujos_lados sio

S [l e T, B

4. Supponhamos agora que do ponto (£, v) se baixam tres
perpendiculares sobre os lados do triangulo fundamental

b+ B+ yi=0 (i=1,2,3).

-

Chamando py, pa. pg os respeclivos comprimentos d'ellas e w
o angulo das coordenadas cartesianas teremos

P1=A (42 +34n+1y)
Pa=Aq (w2f + Pan + 9
p3=Ag(agg +33n+73)

j
;'
3
g
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em que as quantidades

SEN w

A= S

Ve + 82 _2a8 cosm

s6 dependem da posigao das rectas.
Em virtude de (1) vem

- ' b

Pripaips=A121: Agxs: Agiry,

ou, sendo g um factor de proporcionalidade,

Pi=pA1zy, pa=pAems, py=pAgxy. (3)

Podemos portanto dizer que:

As eoordenadas Iwm&geneus d'um ponto, taes como as definimos,
siio tres grandezas. que_tem enire si as mesmas relagdes que as dis-
tancias do ponto aos lados do triangulo fundamental mulliplicadas
respectivamente por uma constante arbitraria, mas fiza.

- &. Para fixar os signaes das coordenadas assentamos as regras’
seguintes: :
1) A perpendicular baixada d'um ponto sobre uma recta con-
. sidera-se como mudando de signal quando o ponto atravessa a
recta. _ :
2) Cada um dos lados do triangulo fundamental pode succes-
- sivamente suppdr-se que divide o plano em duas partes taes que
o triangulo fundamental esteja totalmente em uma d’ellas.

Se d'um ponto baixarmos sobre um dos lados z; =0 uma per-
pendicular p; esta é considerada positiva se o ponto estd n'aquella
das duas partes em que se encontra o triangulo fundamental, e
portanto negativa se o ponto esta do outro lado.




@. Vejamos como se pode estabelecer em coordenadas homo-

geneas a equacdo d’uma linha recta que passa por dois pontos
fixos e exprimir as coordenadas d’'um ponto movel sobre ella:
problema de que adeante [aremos applicacio.

A recta cuja equacio é

azy+ bz t+ezg=10
passa pelos dois pontos z e y se for a0 mesmo tempo

M1+bﬂ?!+cxg=ﬂ,
ayy + bys + eyg =0.

Estas equagdes sio homogeneas e do primeiro grau relativa-
mente aos coefficientes; para que sejam compativeis &, pois, ne-

cessario que tenhamos

e 8 X3 33

£y Ty .‘.'l:3!-=0,

Yi Y2 Y3

que, considerando os 3 como variaveis, representa a recta que
passa por & e por y.

Mas este determinante ndo s6 se annulla pela substituigio dos
z e y por 3 mas tambem pondo

si=zi+iy (1=1,2,3),

que representa, portanto, as coordenadas d'um ponto de zy.
Vejamos a significagio de 2.
Abaixadas dos pontos x, y, z, sobre os lades z; =0 do tri-

e
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angulo fundamental, as perpeﬁdicularus Pis Gis Tiy facilmente se

vé que é
x5 a3z
(' = —::) fNi=p—_—q
o ¥*

Mas, por (3), designando p, p', p” os respectivos factores de
proporcionalidade, Lemos

pi=pA:‘~"ip ! FiAfyi, f'.i.-=F”A‘51-,
logo

= o T 3
-1 :53:23=$1—:—.—:y[:zg——.:yg:xg——-.:yg.

’

o

e P aym oL P -
Cbmparnndo com a expressdo anterior de z; segue-se que &

' xm
1 Y 'g" s e
Pooy=
'
il ¢ uma quantidade arbitraria que se conserva invariavel, em
P

quanto x e y permanecem 0§ Mesmos.
A grandeza ) &, portanto, proporcional a razio dos segmentos
3, yz em que o ponto z divide ay.

Coordenadas-linhas

9. As coordenadas homogeneas a que acabamos de referir-nos
sdo relativas a4 determinacio da posicio d'um ponto no plano. Uma
equacdo existente entre os elementos determinadores do ponto re-
presenta uma curva como descripta pelas posigdes suceessivas, em
numero infinito, d’esse ponto.




Mas-uma curva péde egualmente suppdr-se gerada pelas posi-

¢des successivas, em numero,infinito, d’uma recta; e nesta hypo-
these, a representagio analytica d’este modo de geragho, a re-
presentacio d'uma curva considerada como a involvente das suas
- tangentes, por meio d'uma equagio, effectua-se tomando como
variaveis os elementos determinadores da recta: as coordenadas-
linhas.

Assim uma equagiio em coordenadas-pontos representa uma
curva como logar geometrico dos seus pontos: uma equagio em
" coordenadas-linhas representa uma curva como a involvente das
suas tannentes.

As coordenadas-pontos homogeneas correspondem as coordena-
das-linhas homogeneas, que caracterisamos d’'um modo inteiramente
analogo aquellas pela seguinte

Definicao. — Denominam-se coordenadas linhas hﬂmagfnms tres
grandezas vy, vg, v3, que lem as seguintes propriedades:

1) Dadas duas razdes entre ellas fica determinado o |D-,:|IH' d’'uma
recta do plano.

2) A recta dependente d’estas relagdes move-se em volta d'um
ponto, se aquellas quantidades vy, ve, vy estdo ligadas por uma
equagdo linear homogenea.

N'esta defini¢gdo vemos, pois, que o ponto tem o mesmo papel
que tinha a recta na definigio do n.” 1, e inversamente.

Quando se consideram os pontos e em seguida as rectas como
elementos constituintes das figuras, os desenvolvimentos geome-
tricos que tem por base, um o ponto, outro a recta, apresentam
uma reciprocidade completa: os theoremas de natureza deseri-
ptiva, que tem logar para as figuras pontuaes, podem ser trans-
portados para aquellas figuras de que a linha recta é o elemento.

Esta reciprocidade de relagies, que constitue o principio da

T T—
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dualidade geometrica. esth em eorrelagio intima com a introduccaio
das coordenadas-linhas, em cujo emprego ella tem a sua expres-
sio fundamental. ; A ‘

K assim que, demonstrados os theoremas de natureza descri-
ptiva em coordenadas pontuaes, aquellas nos dio ao mesmo tempo
os seus correlativos, em que a recta & considerada como o ele-

mento da figura. AT . .
E & isto que constitue a principal importancia das coordenadas-

' thas._

B




Curvas planas algebricas’

8. Uma curva plana é formada por todos os pontos que satis-
fazem a uma condiglio unica, expressa por uma relacio entre as
suas coordenadas: a noglio de logar geometrico, ligando-se intima-
mente com a idéa d'uma equacio entre as coordenadas, identifica
a classificacdo das curvas com a das equacdes que as representam.

E assim que uma curva se diz de ordem n quando ella péde
ser expressa em coordenadas-pontos por uma equaclo do grau n.

Quando por u designarmos uma f(unccio racional e inteira do

griu n, entre duas coordenadas cartesianas ou uma tal func¢ao
homogenea entre tres coordenadas-pontos homogeneas, a curya

representada por
u=10

denomina-se uma curva plana algebrica de ordem n.
E d’estas curvas q'l.ll}, no C[I.IB se Sﬁglte, nos vamos occupar.

®. No caso em que a funccio u ¢ decomponivel em duas ou
mais funcgdes racionaes, a curva de ordem n é formada entio de
complexos de duas ou mais curvas de ordem inferior.

e
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Se a func¢do nio se pode decompér d’aquella maneira, a curva
denomina-se uma eurva simples de ordem n.

10. Sejam =0, v=0 duas equagdes homogeneas de ordem
men em y, x5, z3. E sabido que se eliminarmos d’estas equa-
¢Oes uma das variaveis, x; por exemplo, o resultado da elimina-
¢lo ¢ uma equagdo homogenea entre x5 e x3 de griu mn.

Do que facilmente concluimos que:

Duas eurvas respectivamente de ordem m e n intersectam-se em
mn ponlos.

Se, porém, entre as funcgdes u e v existir um factor racional
commum, ¢é claro que esse [actor, egualado a zero, representa
uma curva de ordem inferior, que, ao mesmo tempo, faz parte
das duas curvas propostas u=0, v=0, as quaes, n'este caso,
tem uma infinidade de pontos communs.

A8. A equagao geral d'wma curva de ordem n, u =0, compae-se
+
de W Iems_
2
Com effeito: sejam x;, z3, x3 as coordenadas homogeneas e
u, uma funcgdo homogenea do grau h de z; e x3; ordenando a

funcgao segundo as potencias de z3 teremos
upxg* +up g tugay24 ... Fuy=0

em que sdo formados
ug de 1 termo
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Portanto o numero dos termos é

14+2+3+...+@n+1)

ou
(n+1)(n+2)

2

A®. Substituindo na equacio geral d'uma curva de ordem n
as coordenadas d'um ponto determinado, obter-se-ha uma equa-
¢io linear entre os coefficientes. Para que estes possam ser de-
terminados ¢, pois, necessario conhecer tantos pontos quantos sao
os coefficientes. Ora como, pela divisdo, um d’elles se |16{|e sem-
pre reduzir & unidade, segue-se que o numero dos pontos. neces-
sarios para a determinagiio d'uma curva ¢é egual ao numero dos

termos da equac¢iio u =0 menos um, ou

n+ f)__{rt+_2j

]_n(n+3}
2 RN R

Os valores que resultam para os coefficientes tem, como é sa-
bido, a férma de frac¢des com o denominador commum. Repre-

sentemol-os por

A

A C K
TI L] ﬂ-.' .-

B
A

1) Se A é differente de zero, ou mesmo se, sendo A nuliq,_

ndo o forem todos os numeradores A, B, C. ... K, facilmente

~ se reconhece que a infroducgio d’aquelles valores em u=0 da
uma equaciio que representa uma curva determinada.

2) Supponhamos, porém, que ) se nm—lulia, e que 0 mesmo

tem logar para todos os numeradores A, B, ... K: n'este caso

N ol

T S il . . LIS



3 A A o
as equagoes lineares ndo sdo independentes umas das outras, e

para as incognitas haverd, em vez d'um s6, infinitos systemas de -
valores que satisfazem ds-equacdes: isto €, haverd entdo um nu-
n(n+3)

mero infinito de curvas que passam pelos 5

pontos dados.

Do que deixamos dicto se conclue que:
: n (n+3)
Y R I

| or —g
ordem n que, em geral, ¢ determinada por elles: mas ha easos em
que por aquelles pontos podem passar infinitas curvas de ordem n.

pontos pdde sempre [azer-se pﬁssar uma curva de

13. Sejam agora @

Para a determinacio dos coeflicientes da curva podem, n’este

n(n+3)
2 .

fica um dos coelficientes indeterminado; isto &, ha infinitas cur-

vas de ordem n que passam pelos pontos dados.

Se u e v forem duas d'estas curvas, a équacﬁo .

—1 os pontos dados.

caso, obter-se somente — 1 equagdes lineares, e portanto

u+iv=0

representa, para cada valor de %, uma curva que evidentemente
passa pelos n? pontos de intersecgo de u e v: isto ¢, que passa

n(n+ 3)

los -
pelos )

quellas interseccoes e por

— 1 pontos dados que estio comprehendidos n'a-

(n+3) (n—1)(n—2)
ﬂ!—T+!= e T_M

outros pontos.
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Mas a equacdo u+iv=0 ¢ a equagdo geral das curvas de
n(n+3)
2
com effeito, determinar % de modo que a curva passe além d'estes
pontos por um outro qualquer p, o que a determina completamente.

" Portanto:

ordem n que passam por = 1 pontos, pois que podemos,

3
Por " [:"; 285 1 pontos, escolhidos arbitrariamente, passa um
numero infinito de curvas de ordem n: e lodas as curvas de ordem n

que passam pelos 5 (n_+ Y

(n—1)(n—2)
2
tos communs.

—1 pontos tem, além d'isso, ﬂindﬁ

pontos communs, intersectando-se lodas em n? pon-

4. Designemos por w' e v/ os valores que tem u e v no ponto
p considerado no numero anterior. A curva

utiv=10
passa por p quando for u'+%v'=0 ou J.,=—-E-.

u!

n(n+3)

Cada uma das curvas que passam pelos — 1 pontos

ficara, pois, completamente determinada se passar por um outro
']

u {
ponto tal que, para elle, o valor de % =— = tambem seja deter-

minado; e como isto s6 ndo tem logar quando p ¢ um ponto de

intersecclio de u e v, segue-se que:

Se "—(-l-lv;ﬂ ponlos s@o taes que por elles passam duas curvas
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e o 1 o JER S A e e =T

15

de ordem n, m por aquelles fazer-se ar infinttas curvas,
por ag pass
que tem, umas com outras e com as dadas, n? inlerseccies communs.

45. Um systema de curvas que tem n? pontos de intersecgiio
communs chama-se wm fasciculo de curvas de ordem n, e as n®
interseccies os pontos de base do fasciculo.

Se u e v sio duas curvas particulares do systema, a equagdo
do fasciculo sera

utiv=0.
n (n+3)
2
pontos dados formam (n.° 13) um [asciculo de ordem n.
As n? interseccdes de duas curvas de ordem n sdo ao mesmo
tempo os pontos de base d’um fasciculo de ordem n, e d'estes s6
podem ser escolhidos arbitrariamente (n.” 13)

Todas as curvas de ordem n que passam por -1

o =) (0-2)
' 9

16. Se np dos n® pontos de interseccio de duas curvas de or-
dem n existem sobre uma curva de ordem p, Cp (sendo p <n), os
restantes n (n—p) ficam sobre uma curva de ordem n—p, Cy_,.

Facamos

n(n+3) (n—1) (n—2)
ﬂn= 'é"——, Bﬂ= 72 ——

ter-se-ha, como facilmente se vé,
An_ I ——Aﬂ—_fz ﬂp-"BP.

Posto isto, tracemos por A, dos pontos restantes uma curva
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5
i

de ordem (n—p), Ci—p: esta curva [6rma com a curva G, uma
outra de ordem n (Cp, G,_,) que passa por np+ Ay, pontos.

Ora este numero & egual, pelo que assentimos acima, a
A,—1 + By,
e como By é nullo (para p=1, p=2) ou positivo, teremos .
np+ App= Ay —1.

A curva de ordem n (C,, C,—;) passa, pois, por A,—1 da-
quellas inlersecgdes e portanto (n.” 13) tambem por todas as res-

tantes. Estas existem entdo ou sobre C, ou sobre Cy—p: mas

sobre C, ndo podem existir mais de que np (n.° 10), logo as
outras n (n—p) estdo sobre Cy_p.

|
1%. Designando por
u (z|,_ xg, Tg) = Uz

uma funcg¢io homogenea racional e inteira de gréu n entre as va-
* riaveis xq, T3, T3 € POr Yy, Ya, Y3 tres novas variaveis, represen-
taremos por '

Ay (uz)
a operagdo definida pela expressio

du du du
i d—.r,+ Y2 ds +ys >l

P T e A T S TR W TR AR, oawee L T




e- pol'
Ay* ()
i operaciio

o du d?u d*u
Ay* (uz) = 1 day? +ys? dg? +ys"£—h—;;+

+2yys

e t2yiys s +2yay3 £
day dirg dxy dxy drydzg’
ete. .

D’este modo ter-se-ha

du

d2u
Ay (ur) =32 i M) =2Zmy; Indi

ddu

Ay? () =3 3 Zyn iy ey Aoty ey

onde devem successivamente attribuir-se a h, ¢, k os valores 1,
2, 3.
Posto islo, é claro que sera

48. Se desenvolvermos pela formula de Taylor a expressio

U=u (2 +2yy, 2a+2ys, a3+ dys)
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ter-se-ha, pelo que deixamos indicado,

%2 3
U = Ny + lﬂy [:u_f,\‘ + "2 !' ayﬂ (":I:) +

o, e (A)
7. an
3, =748 {um}+ s i Ay (vss)-
Supponhamos, porém, que a expressio de que partimos é

U=u(pay +ay, wza+iye. pag+2rys)

separando o factor p vem . ;
2 2 2
U=y.“.t¢(ml+-y|, xet+—ya 23+ —ys3).
@ 2 -

desenvolvendo por (A), vem

Se em vez do factor p. separarmos o factor & vird

B i - :
U=3. i ty, —xstuys — + =
u(l i) Y1 3 Ta T Y3 }. Ty yg)

d'onde

‘llu-—i k
U=3"u+ pa™— ‘g,,(uy1+ ‘ot () +

a—1 X %
TR e T S g % 8,7 ),

NN e A
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e como 0s dois desenvulwmenms devem ser identicos, segue-se
que em geral é
' A (ug) B (uy)

B ]

Passamos agora a estudar os systemas de pontos de intersec¢io
d’uma recta com uma curva.

:

19. Seja, como anteriormente, u =10 a equacio da curva de
ordem n.

Para obtermos os pontos em que uma recta, que passa pelos
dois pontos z e y, encontra a curva dada, substituimos em u =0
a_expressio . .

. si=xi+Ay (i=1,2,3)

que representa (n.” 6) as coordenadas de cada ponto z sohre a
recta zy.
Teremos assim (n.° 18) a equagio

we b Ady () + X8y ) # A () =0 - (B

que determma o0s n valores de A que correspondem aos n pnn!o&
em que a recta enconlra a curva em queslao.

Supponbamos, porém, que o ponto x exisle sobre a curva. E
claro que, n'esse caso, serd u; =0 e a equagiio (B) tem uma raiz
r=0.

Se o ponto y tiver uma posicio tal que seja Ay (us) =0, a equa-
¢io (B) terd entdo duas raizes 3 = 0; isto &, dois dos pontos em
que a recta encontra a curva coincidem em z.




O ponto y é claro que estard sobre a tangente & curva no
ponto x, e como, n'este caso, y satisloz a

du + du 1 du —0

conclue-se que:
Se for x wm ponto da curva u=0 e se considerarem Yy, ya, Y3
como coordenadas variaveis ¢

du du

du
Sl =w o g o=0

a equacdo da langenle @ curva no ponlo X.

20. Vejamos agora o que ¢ necessario para que, conservan-
do-se z fixo, se annulle para todas as posi¢des de y a expressdo ]

Ay (ug).

E evidente que, n'este caso, o ponto x deve occupar uma po-

sicio tal que, para elle, sejam .

du du du
ARinkt ] | SRR | | |
d$| d.Tg da’.'g

Mas entdo, como a equacio (B) tem para cada posi¢io da re-
cta xzy duas raizes A =0, esta recta enconlrari, em todas as suas
posi¢des, a curva dada em dois pontos que coincidem em z; isto ¢,
a curva passa duas vezes pelo mesmo ponto x.

Este ponto x, assim caracterisado, denomina-se um ponto 'duﬂo
da curva.

¥
v,
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. Portanto:
Para que x seja um ponto duplo da curva uw=0, devem ser
salisfeitas simultaneamenle para esse ponto as equagies

du du d
0, ] S =0 e ()

S R A e iy

24. A primeira u=0 ¢, em virtude do theorema de Euler sobre
as funccdes homogeneas, uma consequencia das outras tres.

As ultimas sdo tres equacdes homogeneas entre as variaveis a;,
a3, x3; da eliminaciio d’essas variaveis resultard uma equagiio de
condigiio entre as coelficientes de u= 0

R=0.

Esta expressio R denomina-se o discriminante da curva u=0.

Assim : ;

Para que uma curva possa ter um ponto duplo € necessario que
seja nullo o sew discriminante.

22. Seja x um ponto duplo da curva, e portanto para cada
posicio de y '
=0, 8;(u;)=0.

Supponhamos, porém, que y tem uma posicio tal que tambem
& Ay* (ug) =0: entdo a equagio (B) admitte tres raizes A =0;
isto &, tres dos pontos em que a recla em questio encontra a
curva coincidem no mesmo ponto x: a recta zy é uma das duas
tangentes & curva no ponto duplo. '

Mas a condigio

du :
B (ue) =3 Xyhyi gy =0 (hi=1,2,3)
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que, fazendo

du
{f;n. d.‘i",'

= Ui,

da
i y1® o+ usaye® + ugyyst+ 2usayays +

+ 2ugyysyn + 2uppy ya=10

mostra que o logar geometrico de y ¢ uma conica. E como o
ponto y pode ser qualquer dos das duas tangentes em x, segue-se
que a conica representada por (D) & identica com as duas tangentes.
Do que se conclue que:
Se x ¢ um ponto duplo da curva u=0 a equacao

]
ST D oLl B DR T O s (E)

d:.r;; -:f:r;

representa as duas langenles em X.

23. As duas tangentes representadas por (E) podem coincidir
ou ser imaginarias. () primeiro caso corresponde a ser o primeiro
membro da equacio das tangentes formado de dois factores li-
neares eguaes.

O ponto duplo denomina-se entdo um ponto de.reversao; e as
duas tangentes formam a tangente de reversio.

E muito facil de ver que a equagdo da tangente de reversao é

'Ifﬂtj - -+ 'ﬁf‘ugg -Ya + 1‘ng3 LYy = 0.

No segundo caso o primeiro membro da equacdo (E) péde de-
compdr-se em dois factores lineares imaginarios, e, embora o

e ihadk

S o

- ——

1.




ponto seja real, as tangenles e os ramos da curva que por--glle
passam, sdo :magmanm

Um tal ponto duplo chama-se um ponla isolado ou conjugado.
‘ Recapitulando Lemos a distinguir os seguintes casos: ’

Ponto duplo propriamente dicto. . duas langentes reaes.
Ponto de reversio............ uma langente de reversio.
Ponto conjugado . . ....... .. : duas tangentes imaginarias.

- 24. Uma curva simples de ordem n, Cy, nao péde ter mais do

Suppnnhamus que pudm ter mais: par exemplo

Etjlﬂbli.—ﬂl e

‘Facamos passar por estes pontos duplos uma curva de ordem
(n—2), Ca—z. Como o numero de pontos necessario para a de-
terminacdo d’'uma tal curva & (n.° 12)

b bl

i - 2
ainda faltam

m—2m+1) - (n—1)(n—2)
—ﬁ- i n T--——l=n—3

que escolheremos sobre C,.
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Ora como a curva C,_3 tem em cada ponto duplo duas inter-
-y secgdes com C,, as interseccdes de C,; com C,_s sdo

i  on-3+m—1)n—2+2=n(n—2)+1,

o que € impossivel, porque sendo C, uma curva simples de ordem n
e C,_3 de ordem (n— 2), o numero das intersecgdes de C, com

Cy—2 ndo pode-exceder n (n— 2). Concluimos, pois, que & ver-
dadeiro o theorema enunciado,

25. Uma dada curva simples de ordem n, u=0, é inter-
sectada por outra de ordem m, w' =0, em mn pontos (n.” 10).

o it

Se u'=0 é dada, estes mn pontos sdo completamente determi-
nados por uma equaclio do grau mn. Mas se a curva w' =0 ndo
¢ dada, torna-se necessario que seja conhecido um certo numero
de interseccdes para determinar as restantes.
R * Temos a considerar duas hypotheses.
% ; 1.° caso. Os pontos de intersec¢do das duas curvas ndo coin-
= cidem com os pontos duplos de u=0.
1) Seja m<n.
h;'-'.. : Entao sio evidentemente conhecidos E’:m;- ) pontos de inter-
k P seceio, qltﬁ, determinando completamente u' =0, dao as restan-
2 tes intersecgoes de u' =0 com u=0.
w E claro que o numero dos pontos de interseccio dados pelos
g outros & » d
m (m+ 3)
& s e
- 2) Seja m = n.
3 A curva representada por
3 U=u+pu=0,




em que p & um polynomio de grau (m—n), tem com u=10 as
mesmas inlerseccdes que u'=0; e podem ser eseolhidos

(m—n+1) (n—n+2)
2

coefficientes de p. de modo que se annulle um egual numero de
coefficientes de U=0: pide-se, pois, sem mudar o systema de
intersecgdes, substituir a curva u' =0 pela curva U=0, que de-
pende sémente de

mm+3) (m—n+1)({m—n+2) n— 1} (s—2)
ST > g

constantes.

(n—1)(n-2)
2

pontos: se forem dadas intersecgies de u=0 e U=0 em nu-

mero egual a este, as restantes

Esta curva fica, portanto, determinada por mn —

(n—1) (n—2)
2

ficam determinadas: e o mesmo relativamente a u=0 e v’ =0,
por isso que o systema de pontos de interseccdo é identico.

Os dois numeros determinados em 1) e 2), que indicam quan-
tos pontos de interseccio sio dados pelos outros, confundem-se,
como ¢ facil verificar, para m=n—1 e m=n—2: pide, pois,
dizer-se que para m >n—3 & sempre aquelle numero egual a

(n—1)(n—2)
T W,

o qual, como se v¢, & completamente independente de m.




/ !
2° caso. A curva u' =0 passa pelos d +r pontos duplos (pro-

priamente dictos e ‘de reversio} da curva u=0.
Os pontos duplos da cursa contam-se, para a determinagio de
u'="0, uma s6 vez, mas considerados como pontos de interseccdo
de u=0, w' =0 devem ser contados duas vezes: portanto, o nu-
mero dos pontos de intersecgdo determinados pelos outros deve
ser diminuide do numero de pontos que coincidem com os duplos
de u=0; e estes sdo, por hypothese, conhecidos. '
Do que fica dicto se conclue que:
Entre os mn pontos de interseccdo d'uma curva dada de ordem
n, u=0, com uma curva de ordem m, u'=10, que passa pelos
d + r pontos duplos de u=0 sem que ahi tenha ponlos d'essa na-
lureza,
m (m + 3}

1.’ mp— ———————d—r

2
ficam determinados pelos restantes, se é
m<n—2;

(n— 1}_{?1 —2)

-y o

ficam determinados pelos restantes, se €
m=n—2.

Se considerarmos o caso especial m =n, vemos que entre os
n? pontos de base d’'um fasciculo de curvas de ordem n

(R—1) (n—2)
2




e T ,.\-n.';::-r:n
N

?1 u*'“ﬂ“-*"‘“ {_._

FLE

27

ficam determinados pelos restantes e que por conseguinte sao
arbitrarios :
nin+3)

.—‘_I!
2

o que jh St;hiamos pelo n.* 15.

2@. O theorema do numero anterior suppde que os pontos
de intersecciio dados nao depéndem de modo algum uns dos ou-
fros.

Se, por exemplo, a curva u'=0 se decompozer n'outras de
ordem inferior, entdo o systema total dos pontos de interseccio
decompde-se egualmente em outros, e em cada um- d’estes sys-
temas devem somente encontrar-se lantos pontos, entre os que
sio dades, quantos bastem para determinar os restantes, segundo
o theorema, n'uma curva de ordem assim abaixada.

297. Se entre as equagdes u =10, u'=0 se elimina uma das

Sk
variaveis, —' por exemplo, oblem-se uma equagio de griu mn,

que & sahsfe:!a por aquelles valores das incognitas que correspon-
dem aos pontos de intersecciio dades.

Se, portanto, desugnamos as mcugml‘.as por z, pOr Zq, 33, « .« 3
os valores d'ellas correspondentes aos pontos de intersec¢do dados,
¢ por Z=0 a equagio resultante da eliminago, sera

-Z —
(z—3)(z—33) ... (53—m)

a equagio que dé os pontos restantes,

-ﬂr—s{.-- =



0 grau d'esta equagio no caso de ser m= n—2 &, claramente,

e RS o

2

Este numero p, independente de m, denomina-se o genero da
rurva u=10; e, altendendo ao que foi demonstrado no n.* 24,
podemos definil-o:

Genero d'uma curva é o numero que indica a differenca que ha
entre 0 maximo numero de pontos duplos que essa curva pdde ter
e 0s que realmente tem.

Foi Riemann quem primeiro introduziu a nogao de genero d'uma
funccao algebrica, que depois foi applicada, principalmente por
Clebsch, a theoria das curvas onde tem uma importancia funda-
mental.

28. Denomina-se ponto multiplo de ordem k d’uma curva um
ponto p, pelo qual passam k ramos d’essa curva; isto é, um ponto
tal que qualquer recta tirada arbitrariamente por elle encontra a
curva em k pontos coincidentes em p. ]

As k tangentes aos ramos da curva n'esse ponto tem k-1
pontos communs com a curva em p, em quanto que lodas as ou-
tras reclas tem sémente k pontos communs.

9. Se na equacdo d'uma curva de ordem n, u=0, a mais
alta potencia d'uma das variaveis, x3 por exemplo,~é (n—k), o
vertice do triangulo fundamental {x; =0, x3 =0) ¢ um ponto mul-
tiplo de ordem k: e reciprocamente.




Ordenando o primeiro membro da equacio em relaglo a g,
os coefficientes sdo funccdes homogeneas de a; e q; e designando
estas funccoes do grau h por v, ter-se-ha

E Mo X RUE o b CENSRR | FER S (F)

Facamos passar pelo vertice (ry =0, 23 =0) uma recta in-
determinada

Xy =Ly

se eliminarmos x3 entre esta e a equacdo (F) teremos as inter-
secgdes da recta com a curva.
Feito isto € claro que, designando por a uma constante, teremos

ag ik zg—* + gy 2 2 4 L g, n =0,

2

que da os n valores de — correspondentes és interseccoes.

: T3
Dividindo por 24" vem

k k-1
m(ﬂ) + a1 (ﬂ) +...+au(—ﬁ
Ty Ty &Iy

que admitte k raizes nullas.

No ponto (xy =0, 3 =0) ha, portanto, k intersecgdes coinci-
dentes da curva com a recta, e como esta é completamente arbi-
traria segue-se que o vertice (xy =0, z3=0) é um ponto mul-
tiplo de ordem k.

30. Se uma curva de ordem n tem no vertice (xq =10, x3=0)
do triangulo fundamental um ponto multiplo de ordem k, a equa-




¢io vp=0 da o producto das k differentes tangentes no ponto em
questao.

N'este caso a equacdo da curva é da forma (F).

A equacio vp=0 ¢ homogenea e do griu k entre z; e zs,

, ; .
tendo s6 a variavel —: pode, pois, decompdr-se em k factores
I

lineares, e representa, por isso, k rectas que passam por (z; =0,
xg =0). Essas rectas sio tangentes & curva.

: Ta m :
Com effeito: se — = — ¢ uma das raizes de vy=0, serd
Iy n ’

maxy—nxg =10

yEugt m

uma d’aquellas rectas, e pela substituigio de xy3 = — @y em (F)
: n

obtem-se uma equagdo homogenea em xy e x3 que di os valores

de gl correspondentes 4s n intersecgdes de maxy — nay =0 com
3 ]
a curva.

A substituicdo indicada annulla evidentemente o coefficiente
v, mas um oulro vy tornar-se-ha em byay®, onde b & uma con-
stante.

Temos pois

oy \FH Ty \FH2 oy \ "
— b — + ..o +b(— ) =0.
M) tha(Z) o 2A(5)

kol ’
Esta equagio tem &+ 1 raizes e nullas, e portanto a recta
< @

- maxy—nay =0 encontra a curva no vertice (#y =0, £g3=0) em
k-+ 1 pontos coincidentes: ¢é, pois, uma tangente n'este ponto.




Notamos os seguintes casos simples, de que faremos appli-
cagio: ‘
1.° Sendo a equagdo da curva

d.‘m mﬂ‘_1 +!ﬁg$3“_’+ e +t‘ﬂ='};

o lado @y =0 do triangulo fundamental ¢ tangente a ella no ver-
tice (x4 =0, x5 =0). :
. 2.% Se for

azyze x4 vgay34 ... Fvg=0

o vertice (g —0, x9=0) é um ponto duplo, e os lados z;=0
e o3 =0 as tangentes n'esse ponto.

3.° Seja 3
az ottt uga B4 ... Foy=0;

(21 =0, 23 =0) & um ponto de reversdo, ¢ xy =0 a tangente de
reversao. - "

B4. Um ponto multiplo de ordem k pdde dizer-se que tem a
k(k—1
sua origem na reunido de [—22 pontos duplos.

Com effeito: se figurarmos um numero de rectas k que se in-

tersectem fodas mutuamente, obtem-se assim um systema de
k(k—1 :
J—gﬁl pontos duplos, representados pelas intersecgdes d’aquel-
las rectas: mas se as intersecgoes se junctam todas no mesmo
ponto, ¢ claro que, d'este modo, se teri um ponto multiplo de
ordem k. :

Para as curvas o principio ¢ o mesmo, e portanto se as linhas




R o

k(k—1) 3
slio ramos de curvas o numero - Vg o da precisamente o nu-
mero das intersecgdes dos k ramos differentes. Se estes passam
todos pelo mesmo ponto, os pontos duplos sio substituidos por

um ponto multiplo de ordem k.

B32. Se um ponto determinado deve ser multiplo de ordem k
para uma curva, esta condigdo, para a determinagao da curva, ¢

k(k+1)
2

equivalente a pontos simples.

Supponhamos que o vertice (xy =0, 29 =0) do triangulo funda-
mental estd no ponto multiplo: faltardo n'este caso, na equacio
da curva (n.° 29) os termos

“ppxgh; vy s, L L. vp_gagt L,
que tem
k(k+1
1+2+34+ ...+k=-—(—2 )
coeflicientes.
Para determinar os coefficientes restantes &, pois, necessario

(n.” 12) conhecer, além do ponto multiplo

nin+3) k(k+1)

2 -

outros pontos.
Ora este numero é egual ao dos que seria preciso conhecer se,

: k(k+1
em vez do ponto multiplo de ordem k, tivessem sido dados %I
pontos simples: do que concluimos ser verdadeira a proposicio

enunciada.
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33

v

- 33. Seja 2 um ponto duplo da curva u=0. Os quocientes

differenciaes LiE sio funcgdes homogeneas de gl’ﬁl-l (n— 1); logo

ey
temos
du du - d%u d*u
gy dey ' day +£tdwid-’ﬂi+x3hrdms
Pu d‘u &y
3 o
= )d:ni ! das doy % zadxgdxg

u d*u d2u
Sy s s

Estas expressdes annullam-se quando é 2 um ponto duplo; e
d*u

se designarmos, como no n.° 22, Teviln

por i, tornam-se em

Uy &y + ugaxa +ug a3 =0,
ugy o1 + uga T3 + ugy x3 =0,
gy 21+ ugg w3 +ugg 23 =0,
que para serem compativeis @xigem
uiq) “12- uqy
Hu)=|ugy ugs ug|=0.
ug Ugy Uy

Este determinante & denominado determinante de Hesse,
3




34
Como os quocientes diflerenciaes sio do grau (n—2), H (u)
serd do griu 3 (n—2).
Se se consideram variaveis os x;, a equacio H(u)=0 representa
uma curva que é chamada a hessiana’ da curva originaria u=0.

34. Como os valores que tornam

du du du
— 0’ P — — 0. pe— ]
dxy dxy dxy 9

annullam o determinante H (u) é claro que:

Se uma curva u=0 tem pontos duplos, a sua hessiana T (u) =0
passa por elles.

A reciproca, porém, niio péde manifestamente estabelecer-se.

35. Num ponto duplo da curva originaria u=0, a hessiana
lem equalmente um ponlo duplo e as tangentes das duas curvas
n'esse ponlo sdo precisamente as mesmas.

Tomemos para tangentes no ponto duplo de u=0 os dois lados
do triangulo fundamental, xy=0, x3=0; a equacio da curva

terd entdo a f6rma seguinte (n.° 30)
U=z T xg" 2+ vgag—+ ... +oy=0.

Formando H (u) obtem-se

dv :
-d.rgz’ o3+ ' Iaﬂ_"“— ............... 7 {n—ﬁ] Taxy" 34
v
= .T].“——g'i" .............. . da:z xaﬂ—:!_'_ ------ ; (ﬂ—?)mffan_s-i—.""“.

wamy

[(n—2)xgxy"—+..., (n—2) 2" 3+..., (n—2) (n—3) ;y@a2s"—i+-...,

TN Ty T
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(pﬂn o Uy
dr®  dog
relativamente a x; e &g, vé-se facilmente que o determinante des-
envolvido s6 contém os seguintes termos inferiores & segunda di=
mensiio em & ¢ ITa

Se considerarmos que sdo da primeira dimensio

(n—2)2x, :vg#s“"—a, — (n—2) (n—3) 2y 2g 238,
(n—2)2 2y 29 2338,
cuja somma tem por coefficiente

2 (n—2)2— (n—2) (1—3) = (n— 1) (n—2):

tomando para V funcgdes analogas a v, ter-se-ha

H(@=(n— 1)(n;2)m,mgx33u~s'4vgzgsﬂ+ .o Vo p=0

para equaclio da hessiana.

Ora a ordem d’ella é 3n—6, e como a mais alta potencia de
x3 que n'ella entra é 3n—8 segue-se (n.” 29) que (#1=0, £3=0)
¢ um ponto duplo da hessiana: além d'isto as tangentes n’esse
ponto sdio dadas (n.” 30) por i

(n— 1) (n— 2).1:1 Ig=0q

isto. é, sdio as duas rectas xy =0 e x3 =0, como se queria de-
monstrar.

36. Num ponto de reversio da curva originaria u=0, a
hessiana tem um ponto triplo, e duas das suas tangentes coincidem
com a tangente de reversiio de u=0, sendo a lerceira uma tan-
gente separada.




Fazendo coincidir o verlice (x;=0, 23=0) do triangulo funda-
mental com o ponto triplo e suppondo xy =0 a tangente de re-
versdo, demonstra-se, seguindo um caminho inteiramente analogo
ao do numero anterior, que sendo quasi todos os termos do de-
terminante H (u) de quarta dimensio e superiores em x; e x3, 08
de terceira sio unicamenle

d? 3 dv

2(n—2)(n— )it s et b (n— 2t G Pt

e assim a hessiana tem por equagio

d¥v
H(u)=—2(n—1)(n—2)z* d;c-,; a9 +

+ V; :zg:*"—“]-l- e o V3H_|;=D'.

Como a mais elevada potencia de x3 é (3n—9) e a ordem da
hessiana 3n—6, ¢ (n.” 29) o vertice (2 =0, 23 =0) um ponto
triplo.

A equagio

que representa as tangentes n’aquelle ponto, mostra que duas co-
incidem com a tangente de reversio de u=0, z; =0, e que a
terceira é separada tendo por equagdo

d? U3
diy? 3

o que demonstra a proposicio enunciada.
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8%. Vimos (n.° 19) que a tangente a uma curva u=0 n’'um
ponto simples & expressa, considerando y como variavel, por
Ay (ug) = 0.

Supponhamos agora que x se desloca sobre a curva, e que z
e y adquirem posi¢des taes que €, ao mesmo tempo A, (uz) =0,
Ay (ug) =0.

Evidentemente a recta xy ¢ uma tangente 4 curva, e além d'isso
tem no ponto simples & tres pontos communs com a curva.

Este ponto z chama-se um ponto de inflexao da curva u=0,
e a tangente n'elle tangente de inflexdo.

38. Se x & um ponto de inflexdio as duas equagdes
By () =0, A (uz)=0

coexistem quando y estiver sobre a tangente de inflexdo Zy: mas
a equagdo A% (u,) =0 ndo pode ser satisfeita por cada ponto d’essa
tangente sendo se A, (u,) for um factor de A% (u;). A conica

AR (ua) =33 yayiuni=0, (hi=1,2,3)

deve, pois, decompér-se em duas rectas, e a condicio para que
isto tenha logar 6, como se sabe pela theoria das conicas e muito
facilmente se vé, dada pela annullagio do determinante

uyp U1z gy
ugy gy ugy | =H (u).

ugy Uz Ugs




D’onde se conclue que:
Os pontos de inflexio d'uma curva u=10 sao pontos de inter-
secedo da hessiana com a curva originaria.

39. Demonstremos a réciprm:a.

Havemos de ver adeante, quando nos referirmos s curvas po-
lares, que a conica A,* (u;) =0 toca a curva u=0 no ponto x;
o0 que agora admitlimos como demonstrado.

Supponhamos que # é um ponto commum & curva e & hessiana
H(u)=0: a annullagio do Heterminante H (u) leva a concluir
(pela reciproca do theorema das conicas citado acima) que a conica
Ay? (u;) =0 se decompde em duas rectas. Ora como ella deve ser
tangente a u =0, uma d’essas rectas ¢ a propria tangente e por
isso terd por equacio A, (u;)=0; isto &, A, (u;) é um factor de
Ay? (ug). -

Em virtude d'isto ter-se-ha simultaneamente ;

Ay (1) =0, A% (us) =0 &

e serdio na equagio (B) do n.° 19 tres raizes X =0.
A recta zy encontra a curva u={0 em tres pontos coincidentes
_em z; logo ¢ x um ponto de inflexdo de u=0.
Portanto:
Cada um dos pontos em que a hessiana H (u) =0 encontra a :
curva originaria é um ponto de inflexio d'esta. E
i{
I

D'isto e do que deiximos dicto no numero anterior resulta a
seguinte proposi¢io:

Os pontos de inflexio d'uma curva u=0 sio os ponlos de inter-
seccdo d'ella com a hessiana H(u) =03 e o sew numero ¢, em geral,
3n(n—2).
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40. Este modo de determinar os pontos de inflex@io torna-se
illusorio quando a curva tem pontos em que a tangente é indeter-
minada, o que traz como consequencia a annullagio do determi-
nante H (u); como tem logar nos pontos duplos pelos quaes j&
sabemos (n.” 3%) que tambem passa a hessiana.

O enunciado da propoesi¢io do numero anterior deve, pois, ser
modificado no caso da existencia de pontos d'aquella natureza,
por isso que um certo numero de intersecgdes da hessiana com
a curva originaria, que indicariam em geral pontos de inflexdo,
& absorvido por aquelles pontos.

Assim passamos a demonstrar a seguinte proposigio:

41. Cada ponto duplo d'uma curva reduz o numero w dos
seus ponlos de inflexdo de seis unidades, e cada ponto de reversao
redul-o de oito unidades; serd, pois,

w=3nn—2)—6d—8r. ....... “e. i {R)

Se a curva tem d pontos duplos e r de reversdo, vimos (n.° 3%)
que a hessiana passa por elles.

Mas em cada ponto duplo da curva originaria a hessiana tem
egualmente um ponto duplo, e além d’isso as tangentes &s duas
curvas sdio as mesmas n'esse ponto como anteriormente vimos
(n.° 35). :

Um ramo da curva &, pois, encontrado no ponto duplo por um
dos ramos da hessiana em dois pontos coincidentes: pelo outro
n'um ponto unico: e como no ponto em questdo passam dois ramos
da curva originaria, segue-se que o numero dos pontos de inter-
seccdo d’ella com a hessiana, reunidos no ponto duplo, é egual
a seis,




N’um ponto de reversao tem a hessiana um ponto triplo, e duas
tangentes n’elle coincidem com a tangente de reversdo (n.” 36).

Um ramo da curva originaria é encontrado, no ponto de re-
versio, por um dos ramos da hessiana em dois pontos coinciden-
tes; pelo segundo n'um ponto unico; e pelo terceiro egualmente
n'um sé ponto: ao todo, as intersecgdes de cada um dos ramos
da curva com os tres ramos da hessiana sdo, no ponto de reversao,

quatro; mas como os ramos da curva n'esse ponto sdo dois, se-
gue-se que no ponto de reversiio estdo reunidas oito interseccdes
da curva com a sua hessiana.

Concluimos, portanto, que o numero dos pontos de inflexio
que deveria ser dado pelas intersecgdes da curva originaria e da
hessiana tem de ser diminuido de

6d+ 8r,

como se pretendia demonstrar.

VI

42. seja z um ponto dado no plano d'uma curva de ordem n,
u=0; z, (h=1,2, ...n) os n pontos em que uma transversal
tirada por z encontra a curva; y um outro ponto da transversal.

Formando a somma dos productos das n grandezas % com-

h
binadas r a r exprimiremos o resultado por

= \Z3/




b3

i
Suppunh;mus que é

E(i_:),= ) (#;w)fl}: G R I

esta equacio indica-nos immediatamente que sobre a transversal

tirada por @ existem r pontos y taes que os valores de zy que
Ihe correspondem satisfazem a (G). Cada um d’estes pontos y
denomina-se um centro harmonico de ordem n do polo x relativa-
mente ds n inlerseccdes da curva com a lransversal.

Se imaginarmos agora que a transversal gira em volta do ponto z,
o logar geometrico dos centros harmonicos de ordem r denomina-se
a (n—r) polar do polo x relativamente d curva u=0.

43. Como x, y e =, estlo sobre a transversal podemos pér
(n.56)
z.*—.‘ri‘l-ly{ [1’= 1.2, 3:],

xz
Y5
A substitui¢iio de z na equaciio da curva da (n.° 18)

(“1_) et (%)'Hﬁy () + (_;_)H %;(:ﬂm) v

o +(i)"_' ) A
A r! n!

em que, designando K um factor arbitrario, ¢ A=K

cujas n raizes L correspondem &s intersecgdes da curva com a
transversal.
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Chamemos 3 os valores de ) correspondentes a zj, ter-se-ha

o K
E=—_A—, e portanto (G) torna-se em
h .

e 543
1
— ) =0.
E (lh)r

i . :
Ora como os n valores de 3 que aqui estlio sho 4s raizes de (H)
h

segue-se, como ¢ sabido pela theoria das equagdes, que ¢
Ay" (ug) = 0;

equacio a que devem satisfazer as coordenadas de y.

Se suppozermos agora que a transversal gira em volta de =,
repnesenlu'r& aquella equaciio, tomando os y; como variaveis, o
logar geometrico dos centros harmonicos y, ou é a equacdo da
(n—r) polar do ponto .

‘Além d'isso, pelo n.° 18, temos

AyT () o AT ()
! (n—r)! °
Portanto:
A (n—r) polar d'um ponto x relativamente a uma curva de
ordem n, u=0, ¢ uma curva de ordem r que lem por equacdo

Ay (ug)=0, ou A (uy,)=0

considerando y; como variaveis.

Devemos observar que estas equacdes representam tambem a
r polar do ponto y, considerados os x; como variaveis.




44, A (n—1) polar d'um ponlo x é evidentemente a recta
que tem por equacdo, para y; variaveis,

du du du
=1y =0,.......[1
Py e o tas Ty el M

e que se denomina a recta polar.
A equaclo A, (u,) =0 representa tambem, para x; variaveis,
a primeira- polar do ponto y, que é uma curva de ordem {n—1).
A (n—2) polar do ponto & ‘¢ a conica que tem por equagiio :

A2 (ug) =uy yy* + uga ya* -+ ugg ya* + o) d
+ 2uagyays + 2ugy yg yy + 2upy1ya =0, L

e se chama a conica polar, g

Se o ponto z esti sobre a curva primitiva a recta polar ¢, clara-
mente, a tangente & curva n’esse ponto. Mas se o ponto & duplo
a sua recta polar ¢ completamente indeterminada, porque, em 7
virtude do n.° 20, a equacio (I) & satisfeita para todos os valores : .{
de y;. S

N'esse ponto duplo as duas tangentes sio evidentemente re-

e

presentadas pela conica polar.

45. Se o ponto x estd situado sobre a curva u=0, todas as
suas proprias polares passam por elle, tocando ahi a curva pri-
mitiva. : %

A r polar de x, pelo que observamos no fim do n. 43, & re-
presentada por A;" (u,) =0 para y; variaveis.

Mas pela theoria das funcgdes homogeneas é sabido que

Afr(ug)=nn—1)...(n—r+1)u, - | ::-'.

A

) P ok
T

...
' o




bk

e como sendo & um ponto de u=0 esta expressdo se annulla, a
polar passa por z.

Vejamos agora como as polares e a curva lem em £ a mesma
tangente.

Attendendo 4 equac@io ultima do n.° 19 e a que é (n.° 17)

d [Ar ()] = Ag" EE‘_;
dy; i dy;

e a que, além d'isso, se devem tomar as coordenadas do ponto

de contacto em vez dos y;, muito facilmente se v& que a equacio

da tanzente 4 polar em z ¢, tomando z; para coordenadas variaveis,
g p 5

iy du A du)+ A dn)__ﬂ_
13z d.’.l?l k] (E 29 Qg d;ss =3

esta equaclio, por ser, como se sabe, da theoria das funcgdes

homogeneas
ar () == =) - (=)

transf6rma-se em

que ¢, (n.° 19), a tangente & curva u=0 no ponto x: do que se
conclue a verdade do theorema enunciado.

A proposicao que démos como demonstrada no n.° 39 ¢, como
se v&, um caso particular d’esta.

46. Seo ponto y estd situado sobre a (n—r) polar de x, estard
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: x situado sobre a v polar de y relalivamente 4 mesma curva pri-
E miliva.
Com effeito, tomando 3; para variaveis é

a(n—r)polarde z... AS(uz)=0, ......... (a)
arpolardey....... AT (uy)=0. ....... (0)

Se (a) passa por y & Ay (u;) = 0; mas se isto tem logar é, em
virtude da ultima relacio do n." 18, A" (i) =0, o que indica
que (b) passa por x.

449. Se uma curva primitiva tem um ponto duplo, a primeira A
polar de qualquer ponto do plano passa pelo ponto duplo. & |
E isto manifesto se attendermos a que (n.° 4%) a primeira polar . _.
e de y, para a; variaveis, é A, (u;) =0, e que além d'isso no ponto £ |

du
duplo 6 — =0.
uplo o

%
3

48. Se a curva primiliva tem um ponto de reversio, a pri-
meira polar de qualquer ponto do plano passa por elle e toca a
tangente de reversio n'esse ponto.
Supponhamos o ponto de reversio no vertice (z) =0, z3=0)
E e seja 2y =0 a tangente de reversdo: a equacdio da curva serd
E (00 30)
'.r- u=xitz"ttvgasit ... 4o, =0.

Partindo d’esta expressio facilmente se forma (n.° 44) a equa-
¢do da primeira polar d'um ponto y, considerando x; como varia-
veis, que serd da [érma

L .

E yrna—+ Va4 .. £ V,=0,
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que immediatamente mostra (n.° 30) que a polar passa pelo ver-
tice (2 =0, 25=0) e toca o lado z; =0.

49. Supponhamos que d’um ponto y se tiram tangentes &
curva de ordem n, u=0: se x é um dos pontos de contacto, a
tangente em & (n.° &%) a recta polar de x relativamente a u=0;
e como ella passa por y, passa (n.° 46) a primeira polar de y
por . '

Assim: se se tirarem d’um ponto y tangentes a u=0, a pri-
meira polar do ponto y passa pelos pontos de contacto.

Reciprocamente: se  for uma intersecgdo da curya com a pri-
meira polar d'um ponto y, sem que seja-um ponto duplo ou de

‘ reversio, a tangente em x passari por y.

Se o ponto ¢ duplo ou de reversao, .a primeira polar de y ainda
passa por elle (n.”* 47 e 48), mas a recta polar de x & (n.° 54)
indeterminada e nao coincide com nenhuma das tangentes em z.

Portanto: :

As interseccies da primeira polar d'um ponto y com a curva
primitiva, se esta ndo fem pontos duplos nem de reversdo, sdo 0s
ponios de conlacto das tangentes tiradas por y d curva.

-~

50. Como a primeira polar d’um ponto y € uma curva de
ordem (n— 1), as interseccdes d’ella com a curva primitiva u=0
serio em numero de n (n—1); isto é, a uma curva de ordem n,
‘que ndo tem pontos duplos nem de reversio, podem lirar-se_por
um ponlo ¥, n(n— 1) tangentes.

Se, porém, o ponto y esta sobre u=0, a primeira polar de y
(n.° 45) toca a curva em y, e duas das n(n—1) tangentes que
d’este ponto se podem tirar @ curva confundem-se com a sua pro-
pria tangente. Assim: d'um ponlo y que estd sobre uma curva de

S e i |



ordem n, que nao tem pontos duplos riem de reversao, podem tirar-se

além da tangente em y, n (n— 1) —2 tangentes d curva.

O numero de tangentes que se podem tirar, d'um ponto exte-
rior, a uma dada curva denomina-se a classe da curva.
~ Portanto:

Uma curva de ordem n, sem pontos duplos nem de reversdo, ¢,
em geral, de classe n(n—1).

51. Como acabamos de vér a classe d’uma curva &, geral-
mente, definida pelo numero de intersecgdes d’ella com a primeira
polar d’'um ponto exterior. _

Se a curva primitiva u =0 tem pontos duplos e de reversio,
a primeira polar de.y relativa a ella passa (n.” 47 e 48) por
elles sem que as tangentes a u=0 passem por y (n.° 49): por
isso deve-se tirar do numero n(n—1), que em geral indica a
classe da curva, o numero de pontos de intersecgio da curva e
da primeira polar que ha nos pontos duplos e de reversdo.

" Ora é claro que n'um ponto duplo estdo reunidas duas d’estas
interseccdes, e n'um ponto de reversdo, como a tangente de re-
versio é (n.° 48) ao mesmo tempo tangente da polar, estio re-

“unidas tres.

Chamando k a classe da curva de ordem n, u =03 d o numero
de pontos duplos propriamente dictos d’esta, e r o dos pontos de
reversiio, ter-se-ha :

k=nn—1)—2d—3r............. ()
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52. Ja observamos anteriormente que uma curva pode ser
considerada ndo s6 como o logar geometrico d’'um ponto movel,
mas tambem como a involvente d’uma recta variavel.

O primeiro modo de geracio das figuras geometricas planas
tem a sua expressio analytica no emprego das coordenadas-pontos;
ao segundo correspondem as coordenadas-linhas,

Definida a curva em coordenadas-pontos, uma tangente é a
recta que une dois pontos infinitamente proximos da curva.

Definida em coordenadas-linhas, cada um dos seus pontos,
isto €, a curva como figura pontual, resulta das interseccdes suc-
cessivas de duas tangentes infinitamente proximas.

A um ponto da curva corresponde dualisticamente a tangente:
& ordem corresponde a classe.

Assim: uma equaglo de gran n, em que as variaveis se re-
ferem ndo a coordenadas-pontos mas a coordenadas-linhas, re-
presenta uma curva (considerada como a invelvente d’uma recta)
de classe n.

N'este caso consideracdes analogas as que deixdmos feitas em
coordenadas pontos mostrar-nos-hiam a correspondencia dualis-
tica dos seguintes elementos:

Coordenadas-pontos

Ponto duplo com duas tangenles
reaes.

Ponto de reversio.

Ponto duplo com duas langentes
imaginarias (ponto isolado).

Ponto de inflexio.

Coordenadas-linhas

Tangente dupla com dois pontos
de contacto reaes.

Tangente de inflexao.

Tangente dupla com dois pontos
de contacto imaginarios (lan-
gente isolada).

Tangente de reversdo.




53. Em virtude do que deixdmos apontado, das relagdes (=)
don.” 41 e (a') do n.* 51, deduzem-se outras duas formulas: para
isso temos a substituir n’ellas

por
0
b
o

»

designando ¢ o numero das tangentes duplas; isto &, das tangentes
que tem dois pontos de contacto differentes.

Pela transformacio dualistica de (=) e («') temos, pois, as quatro
[6rmulas seguintes:

w=3nn— 6d—8r

r =3k(k—1)—6t —8w

2)—

k= nn—1)—2d—3r
b
I

n= k{k—1)—2t —3w |
“Tsta serie de relacdes, a que satisfazem os numeros caracte-
risticos d'uma curva, sdo conhecidas com o nome de fdrmulas de
Pliicker.

As quatro relacdes nio sdo independentes umas das outras,
pois tanto das duas primeiras como das duas ultimas resulta a
relacio

3(k—n)=w—r,

que nao pode ser modificada, como & claro, por consideracdes
&
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dualisticas: portanto, dos seis elementos que entram em (L), tres

~sio determinados pelos outros tres.

Assim, por exemplo, serio
w=3n(n—2),
k=n(n—1),

_ n(n—2) (n*-9)

2 C ’

para uma curva de ordem n, que ndo tem pontos duplos nem
pontos de reversdo.
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Curvas unicursaes planas

54. 0 genero das curvas definido no n.” 27 pela expressiio

(n—1) (n—2)
= —d—r
SRTE
tem na Geometria das curvas algebricas e na sua applicacio és
questoes de Analyse como, por exemplo, na theoria das funcgdes
abelianas, uma importancia de tal ordem que torna necessario

Y . P - . !
estudar as curvas segundo o genero, dividindo-as debaixo d’esse

ponto de vista em especies essencialmente distinctas.

Assim em vez de classificar as curvas pela sua ordem, [azendo
em seguida subdivisdes relativas ao maior ou ao menor numero
de pontos duplos e de reversao que ellas tem, podem dividir-se
em generos, segundo o numero p que lhes pertence, e enldo as
diversas ordens apparecem como subdivisdes: d'esta maneira en-
contram-se todas as ordens em todos os generos, desde p=0 até

(n— 1) n—2)
z 2

, sendo n'esle ultimo que esta comprehendida

e

s

-

i
=

p &




a curva mais geral de ordem n, isto &, aquella que ndo é sujeita

4 annullacio do seu discriminante.

Clebsch denomina do primeiro genero as curvas para as quaes
& p=0, do segundo aquellas em que ¢ p=1; etc.

No que se segue vamos occupar-nos das curvas de genero p=10.

55. As curvas algebricas de genero p=0, isto ¢, aquellas
que tem o seu maximo numero de pontos duplos, sio geralmente
denominadas curvas unicursaes: os mathemalicos allemiies cha-
mam-lhes, com todo o fundamento como veremos, curvas racionaes.

5@. Se entre os pontos duplos d'uma curva unicursal de or-
dem n nio ha pontos de reversio, o numero dos pontos de in-
flexiio, a classe e o numero das tangentes duplas sdo (n.” 53)
respectivamente expressos por

w=23(n—2),
k=2(n—1),

t=2(n—2)(n—3).

—1 2
Mas se entre os [_n* pontos duplos ha r de rever-
sdo, as grandezas w, k, ¢ sio dadas, como [acilmente se vé& (n.°
53) por

w=3({n—2) —2r,

k=2(n—1)—r,

t=2(n—3)(n— r)+'(’_”
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Como w nunca péde ser negativo, da expressio

w=3(n—2)—2r
conclue-se que:

O mazimo numero de pontos de reversio que péde ter uma curva
unicursal de ordem n é —z— (n—2).
E por isso:

O numero minimo de pontos duplos propriamente dictos que péde
n (n—6)

ter wna curva unicursal de ordem n ¢ + 4.

5%. As curvas unicursaes tem a propriedade fundamental se-
guinte:

As coordenadas d'um ponto qualquer da curva podem ser ex-
pressas sob a [érma de funcedes algebricas racionaes d'um para-
metro variavel.

(—1) n—2)
2

(2n —3), outros pontos d’'uma curva unicursal de ordem n, um

fasciculo de curvas de ordem n—1

Fagamos passar pelos pontos duplos e por

ut+ie=0.
Por isso que sao dados
(n—1) (n—2) n*+n—4

5 +2n—3= 5

pontos, o fasciculo de curvas de ordem (n— 1) & completamente
determinado.

Além d'isso estas curvas de ordem (n—1) encontram a uni-

i
|
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cursal nos pontos mencionados e ainda n'um outro ponto varia-
vel, Com effeito as interseccdes das curvas com a unicursal sio:

—1)(n—2 .
2x % nos pontos duplos; (2n — 3) nos outros pontos

dados da unicursal: isto &, sdo
(P—1)(n—2)+2n—3=n{n—1)—1,

0 que prova o que deixamos dicto, pois as intersecgdes da uni-
cursal com cada uma d’aquellas curvas sdo n(n—1).

Obteriamos identico resultado, como facilmente se vé, se em-
pregassemos um [asciculo de ordem (n—2), fazendo-o passar
pelos pontos duplos e por (n—3), outros pontos da unicursal. -

Suppondo, pois, que a unicursal e o fasciculo estio expressos
em coordenadas cartesianas, se eliminarmos uma das variaveis
entre a equacdo do fasciculo e a da curva dada, obtemos uma
equacio em que, pelo que temos visto, todas as raizes sio co-
nhecidas com excepgio d'uma. Teremos assim uma equacdo da
forma

9 (x) - ¢ (x) =0,

em que g () representa o producto dos factores lineares corres-
pondentes &s raizes conhecidas e o outro ¢ (z) é do primeiro griu.

Os coeflicientes de § (&) =0 sio unecdes racionaes dos coeffi-
cientes de U=0 ¢ de u+Av=0, e serd, por isso,

uma funccdo racional de . :
A outra variavel ¢ tambem, evidentemente, uma funecio ra-
cional de %

y=/[3 [1} ................. (ﬁ'}
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Suppondo que o ponto variavel ceincide successivamente com:

todos os da curva unicursal, as suas coordenadas estdo, para todos
esses pontos, ligados por (3) e (3'); portanto as coordenadas de
todos os pontos da unicursal podem ser éxpressas em funcgdo ra-
cional d'um parametro A: como se pretendia demonstrar.

58. A reciproca da proposigio anterior é tambem verdadeira.
Supponhamos dada uma curva de ordem n, cujas coordenadas
sio funcgdes racionaes d'um parametro }: isto é,

g b S $18)
v YT e

em que f, g, ¢ sdo funccdes inteiras de griu n em A,

Para um ponto duplo tem A os valores 1" e 1" ==2%', em quanto
que x e y se conservam invariaveis. Devem, pois, X' e )" satis-
fazer &s equagdes

i
L 4 O — 0 ¢ (1] =0,
(o ()4 (V) 9 () 4] =0.

Se. eliminarmos entre estas equagdes )" que, assim como A,
entra n’ellas no grau (n— 1), obtem-se uma equagio G (3') =0,
que conterda %' no griu (n— 1)%. Excluindo (n—1) valores que
satisfazem a  (A) =0 as equagdes propostas serdo satisfeitas pelos
(n—1) (n —2) valores restantes que satisfazem G (') =0.

Mas se em vez de 3" tivessemos eliminado %' ter-se-hia obtido
uma equagio G (1") =0, que era a mesma equaglo para 2 que
tinha anteriormente sido para )'; isto &, as (n— 1) (n—2) raizes

g -.?;




de G (1) =0 sao ao mesmo tempo raizes de G (X"} =0, ou os
valores de A’ e 1" dois a dois dao

(n—1)(n—2)
2

pontos duplos para a curva dada de ordem n.
Portanto:

l'ma curva de ordem n, cujas coordenadas sio funceies racio-

n—1)(n—2
naes d'wmn parametro, lem f—)é!:-—-—-——) pontos duplos.

A proposicio do numero anterior e a que acabamos de vér
estabelecem em toda a sua generalidade a propriedade caracteris-

tica das curvas de genero p=0.

59. N'uma curva unicursal, em que as coordenadas de qual-
quer dos seus pontos se podem exprimir como funcgdes racionaes
d’'um parametro 1, corresponde a cada valor de % um s6 ponto
da curva, mas nem sempre a cada ponto da curva corresponde s6
um valor de .

Mas:

Se a cada ponto d'uma curva unicursal correspondem n valores
de ), péde sempre substituir-se por X um novo parametro tal que
os seus valores e os pontos da eurva se correspondam d'um modo
uniforme.

A demonstraclio d'esta proposiciio, em que nio insistimos, en-
contra-se feita e exemplificada por Liiroth nos Math. Annalen.
Band 1x, pag. 163.

60. Para exprimir as coordenadas da unicursal em funcgio do
parametro variavel seguimos o caminho da demonstragao do n.® 57.




Sendo dada a equagio da curva de ordem n, U=0, em coor-
denadas cartesianas, determinamos os systemas de valores que
satislazem simultaneamente a

dU dU
U=0, —=0, —=0,
dx 0 dy -

o que determina os pontos duplos de U= 0, pois corresponde em
coordenadas cartesianas 4s condigdes do n.® 20.

Com estes pontos, e além d'isso com (2n—3) outros tomados
~ arbitrariamente sobre U= 0, determinamos um fasciculo de curyas

de ordem (n—1)
utiv=M(z,y)=0

ni4n—4%
— pontos.

que passa pelos

A eliminagiio entre U=0 e M =0, pelo methodo de Liouyille,
da-nos em seguida, d'uma maneira simples e elegante, as expres-
soes das coordenadas da unicursal em funccio do parametro va-
riavel.

A equaclo final em z, resultante da eliminagio de y entre as
duas equagdes, &

M (2, y) M (z, ys) - . . M (@, yn) =0,

em que Yy, Ys, . . . Yu 830 as raizes de U(z, y)=0.
No polynomio U agrupemos os termos de gréu n, os de grau
(n—1), ete.: entdo a equagio U=0 podera escrever-se

z{'(%) + a1, (%) a2 e) e ey
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- que fazendo Y — 1 setorna em
&

)+ e i)+ T o)+ =0, ... (M)

em que [y, f3 f3, . . . sdo quando muito respectivamente do griu
n (n—1), (m—2), ...

Os n valores de » dados por (M) reduzem-se para &= oo és
n raizes da equacio

f(a) =0.

Assim, em geral, uma raiz » da equacao (M) podera ser posta
sob a férma

em que ¢ se torna infinitamente pequeno quando for x infinita-
mente grande,

Supponhamos que f(«)=0 & satisfeita por n raizes distinctas:
por (M) e (N) ter-se-ha

Pflate)+afilate)+a2falate)+...=0;

desenm.l'rendo e attendendo a que & [(a) =0 teremos
. )2
(2 @)+ @+ [ S @+ ) 106) +fale) [+ 0.

Fazendo n’esta equacio x= o e designando por &' o limite

de ex vird
2 [ (&) + fy («) = 0,

&5
[ (=)

d’onde




oY

E claro que podemos entao pér

tx=0n-+¢

em que ¢ se annulla para z = .

A expressio (N) converte-se, pois, em

)
E
o

[ 4
n=o+—+
x

I

d’onde .
y=az+a +¢.

- Poderiamos continuar, d’'um modo analogo, na determinagio
dos outros termos que constituem o desenvolvimento de y segundo
as potencias decrescentes de x; mas para o nosso caso ¢ isso des-
necessario, e limitamo™-nos aos dois primeiros termos “mais ele-
vados: assim temos

Chamando =y, 3, 73, . . . @, 4s raizes da equagio

fla)=0

teremos os valores approximados das n raizes de U=0,

fetey),  TF f1 (a2) [1 (a)

5‘1‘—‘*“!3'—}“@: Ya

I 1 R s
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Exprimindo M d'um modo egual dquelle como exprimimos U
anteriormente, teremos

e 1 i E) n—2 R éﬂ) :
Mz, y) == b(x + a2 F, = + .00

introduzindo os y; (i=1,2, ... n) anteriores temos

M(:.l:,yﬂna:"—'F(at—-;I; ‘QE:D +

+ 22 F (a,--:? -'-r'—-{“’)) +...=21F (a)) —

[ (a1)

— 2?%::; F/ () + .o . +22F (ag)—. ..

F' (@) . f1(21) — Fy (o) - [" (o)

=g 1F(ay) — a2 —— = ——+ ..

)

e

F'(23). f1(x) —Fi(2g) fiog)
[ (@a)

................................................

M(:c, yg) ar—1F [:'Ig) a2

Multipliquemos membro a membro e dividamos por

F(aj).F(a) - F(as) . .. F(e), ]
vird
__(9: yi) . M (*’r yﬂ; M('rfyn}= ‘
F(a) F (o) . . l‘ (@) \
PR AR Ly T (0)

= gh (1) — gnln—11—1 340 (o) +
1
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que teremos de egualar a zero, e em que &

F' () f1 () —Fy (2) [ ( ).

O (x) = [" (x)F ()

Relativamente & equagdo final em y, se observarmos que as
expressoes U e M podem escrever-se

fx x
Uy = (Z)—yta (D) +. .

M{xfy)=y"“¢(§)+y"-*'h G})+

e que sio

s@=2f(1).  m-etn(3)

]
&

b@—atF (L), wl==tF (),

é claro que a obteremos mudando no resultado anterior f, f, F, Fy
em 9, 91, ¥, §y, € as raizes ay, ap, a3, ... ay pelas da equagiio
¢ =0, que sfio as suas inversas. Designando por £, Z; os coeffi-
cientes de z* e "1 em [ e f}, ler-se-ha

T
yrin—1) _ yn(n—1)—1 [(u— 1) : + Ek ay O l:rq):l =0... (P
1
para equagdo final em y.
Ora como sabemos (n.” 57) sdo conhecidas todas as intersecgdes
das duas curvas com excepciio d'wma que ¢ variavel.
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As intersecgdes conhecidas correspondem:
n—1)(n=2
E:’ Ao:_i[-: u )

5 Ppontos duplos da unicursal U=0: de-
signamos as suas coordenadas por

.[s= e -(-"f-—l}{"_:%l].
. 2

r=a

y="b

2.° Aos (2n—3) pontos simples dados sobre a unicursal e cujas
coordenadas chamamos

.:I’.!=pﬁ
‘ h=1,2, ... (2n—3)].
Y=1an

E como as coordenadas das intersecedes sho precisamente as
raizes das expressdes (0) e (P) segue-se, por um theorema co-
nhecido da theoria das equagoes, e attendendo & multiplicidade
das solugdes nos pontos duplos, que &

:z:+‘2.2a,-+ Eﬂh=2k[:](&g:].
1

y+23bhi+ 3 qu=(n— l)%—_l— Shap O (ag).
{ iy i

Estas expressoes dio as coordenadas x e y de qualquer ponto
da unicursal em func¢dio do parametro variavel; e attendendo a
que -as quantidades « que entram n’ellas sio independentes de 2,
e que © (x) contém esta grandeza no primeiro grau em F e Fy,
concluimos facilmente que x e y sio funcedes racionaes de (0
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que ja sabiamos que devia ter logar), representadas por fraccdes
de denominador commum cujos termos sao polynomios de grau n
em 2.

64. A questdo de que acabamos de occupar-nos tem no Cal-
culo integral uma applicacio notavel.
A resolugdo do integral

[ @y,

em que [ designa uma expressio racional da variavel = e da
funccao algebrica y definida por

F(x,y)=0,

pode ser reduzida a integracio de funccdes racionaes, todas as
vezes que se possam estabelecer as relacdes

z=fiQ), y=fQ),

em que [i e f3 designem funcgdes racionaes de %: com effeito, o
integral

f!‘(w-yl dx

reduz-se n'esse caso, por subhillmgﬁu, a0 |r:legrd| d'uma func¢lo
racional em 3

[rino a0 e

E claro pois, pelo que temos vislo, que a theoria das curvas




e v =

64

unicursaes consegue resolver a questdo na sua generalidade de-
terminando d'um modo uniforme quaes sio as condigdes em que
sendo dada aquella equagio que define y

F(z,y)=0,

-

se podem chegar a estabelecer as expressdes racionaes de = e
de y n'uma outra variavel A

z=[i(), y=f).

FIM.

P
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