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PREFACIO

A Matematica é uma disciplina cada vez mais importante no século XXI, seja
qual for a area de trabalho, da Fisica & Economia, passando pela Biologia, pelas
Ciéncias Sociais ou pelas Financas, e é igualmente importante mesmo para o
cidaddo comum (basta pensar nas confusdes dos métodos eleitorais usados
desde o nivel local ao nivel internacional, ou das ofertas de empréstimos com
condi¢cdes complexas).

Neste volume os Doutores Teresa Pedroso de Lima e Jorge Marques
apresentam de uma forma clara e concisa alguns dos principais métodos de
utilidade inquestionavel para a Economia e as Finangas (e muitas outras areas).
Primeiro, como simplificar o trabalho com as fungdes transcendentes,
reduzindo-as a somas (embora infinitas) de polinébmios. Segundo, como
determinar maximos e minimos de fungdes de duas variaveis reais. Terceiro,
como resolver algumas equagdes diferenciais lineares que constituem modelos
muito comuns no estudo das populacgées, da capitalizagcdo continua de juros ou
do crescimento econémico.

Os modelos matematicos da Economia e Finangas tém estado nos Ultimos anos
na arena publica, sendo que uns acusam os Matematicos de elaborarem
modelos demasiado simplistas e incapazes de modelarem adequadamente a
realidade econémica, enquanto outros acusam os Economistas de ndo saberem
lidar com os modelos por incapacidade técnica de perceberem em que
situagdes eles podem produzir conclusbes realmente confiaveis.

A realidade é que cada vez mais € preciso investir no conhecimento, tanto
abstrato como aplicado, pois, ndo s6 as condigbes do chamado mundo real
mudam constantemente, como os problemas que se pretendem resolver sao
cada vez mais complexos, até porque existem ferramentas informaticas



sofisticadissimas que “alargam”, mas nao substituem, o alcance dos métodos
tedricos disponiveis.

Uma formacao matematica de base é essencial para termos Economistas e
Gestores de qualidade, capazes de dialogarem com os técnicos especialistas
de cada area e de ao mesmo tempo tomarem decisdes informadas sobre os
problemas novos que lhes sdo apresentados.

Este volume de Matematica Il apresenta-se como uma excelente ferramenta de
trabalho para os estudantes que se iniciam no estudo das séries numéricas e
de poténcias, no estudo das fungdes de duas variaveis e no estudo das
equagbes diferenciais lineares. O texto apresenta os conceitos base com
numerosos exemplos significativos, e propde uma quantidade generosa de
exercicios para os estudantes aferiram se conseguiram ficar a dominar os
métodos propostos.

Nunca é demais chamar a atencéo dos estudantes para a importancia do estudo
cuidado de um manual como este; se tiver tempo deve ler o texto antes de ir
para a aula, deve ler novamente depois da aula e deve retomar a leitura sempre
que tiver alguma duvida sobre um conceito, o enunciado de um teorema ou a
aplicagdo de um método de resolugdo. O livro constitui um elemento de
referéncia solido que deve ser usado e “abusado” sempre que surja a mais
pequena duvida.

Resta-me desejar 0 maior sucesso a todos os estudantes que trabalharem com

este livro.

Coimbra, janeiro de 2017
Professor Doutor Jaime Carvalho e Silva
Departamento de Matematica

Universidade de Coimbra
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NOTAS INICIAIS

Em abril de 2014, a equipa responsavel pela disciplina de Matematica Il, perante
a auséncia dos estudantes nas aulas tedricas e consequente falta de empenho
e aproveitamento, desenhou uma proposta de reestruturagao do funcionamento
da unidade curricular com o propdsito de incentivar a participagao nas aulas e,
sobretudo, realgar a importancia do estudo individual e tutorial (enquanto ato de
pensar, argumentar e conhecer).

Este projeto implicava a edigdo de um texto com dois objetivos:

(i) ser elemento de consulta durante as sessdes presenciais (aulas);
(ii) estimular a componente de trabalho autonomo do aluno, tanto no

estudo pré-aula como pés-aula.

Mais concretamente, o desafio consistia em elaborar um documento
autocontido, pressupondo embora a frequéncia da unidade curricular de
Matematica I', que abordasse trés topicos (séries numeéricas e representacdo de
funcbes em séries de poténcias, fungdes reais de duas variaveis reais e

complementos de equagdes diferenciais ordinarias) aparentemente disjuntos.

Assim, a criagdo deste manual pretende ser uma resposta ao propésito acima

enunciado.

Finalmente, & conveniente referir que, no sentido de incluir alguns conceitos,
porventura esquecidos ou pouco amadurecidos, sem sobrecarregar o texto
principal foram criados quatro apéndices, designadamente, versando sobre: o
conjunto dos numeros reais e propriedades elementares, sucessdes de
nUmeros reais, nogdes de topologia em R? e exponencial complexa.

" O Programa de Matematica | inclui os seguintes temas: fungbes reais de variavel real, equagdes
diferenciais de primeira ordem, calculo integral e matrizes e determinantes e sistemas de equagdes
lineares

11



(Pagina deixada propositadamente em branco.)



CAPITULO |
SERIES NUMERICAS E REPRESENTACAO DE FUNCOES EM

SERIES DE POTENCIAS

Neste capitulo vamos estudar séries numéricas e séries de poténcias, 0 que nos
vai permitir atribuir um significado mateméatico a uma soma com um numero
infinito de parcelas. Quando nos referimos a séries numéricas estamos a
considerar somas (infinitas) de niUmeros reais enquanto designamos por séries
de poténcias as somas (infinitas) de mondémios numa variavel real.

Importa real¢ar que, neste contexto, € fundamental recorrer a nossa capacidade
de abstracao e imaginar uma infinidade de parcelas, equacionar a existéncia ou
néo da sua soma, analisar critérios para decidir se a referida soma infinita existe,
etc. De outro modo, vai ser necessario desenvolver ideias sobre os conceitos
de série, de sucessao de somas parciais, de soma de uma série e, ainda, definir

0 que entendemos por série convergente e série divergente.

.1 — Séries numéricas

Como exemplos de séries numéricas destacamos as séries geométricas e as
séries de Dirichlet. Veremos, mais adiante, que o conhecimento da natureza
(convergéncia ou divergéncia) destas séries nos permite determinar a natureza

de outras séries utilizando os chamados critérios de comparagéao.

De entre as séries numéricas estudamos as que possuem termos ndo negativos
pois, neste caso, dispomos de diversos critérios para analisar a sua

convergéncia. Referimo-nos, nomeadamente, a condicdo necessaria de
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convergéncia, ao critério do integral, aos dois critérios de comparagao, ao

critério de Cauchy e ao critério d’ Alembert.

Salientamos que para as séries em que quaisquer dois termos consecutivos
tenham sinais contrarios, designadas por séries alternadas, consideramos dois
tipos de convergéncia (convergéncia absoluta e convergéncia simples) e que o
critério de Leibniz fornece uma condicao suficiente para a convergéncia destas

séries.

Todavia, antes de nos debrugarmos sobre estas questbes e abordarmos o
estudo das séries (defini¢cdo, propriedades e algumas aplicagdes) iniciamos este
capitulo com algumas nogoes intuitivas que serdo formalizadas nas seccdes

seguintes.

I.1.1 - Nogéo intuitiva de série numérica e série convergente. Alguns
paradoxos. Representacao decimal de um numero racional. Leitura e

comentario de um texto sobre o niumero .

As séries constituem um instrumento matematico deveras interessante. Repare-
se que com uma série podemos expressar numeros reais, como por exemplo
alguns numeros racionais (correspondentes a dizimas infinitas periddicas), o

ndmero pi e o nimero de Neper.

Além disso, podemos representar fungdes reais de variavel real em séries de
poténcias, tais como as fungbes trigonométricas (seno ou cosseno),
hiperbdlicas, exponencial, entre outras. Alias, de um modo geral, as séries de
poténcias dao origem a fungbes desconhecidas o que para alguns (entre os
quais se destacam os matematicos) € uma motivacao aliciante. Contudo, este
sentimento esta longe de ser consensual. Designadamente, a maioria dos
alunos mostra aversao por este topico, ndo lhe reconhecendo qualquer utilidade

ou interesse. Esperamos ilustrar o contrario nas paginas que se seguem.

Tomamos como ponto de partida trés questdes.
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Como se pode calcular uma “soma infinita”?
Qual o significado de “soma infinita”?

Que interesse pode ter uma “soma infinita”?

Assim, sabendo calcular somas com um numero finito de parcelas, vamos

analisar somas com um numero infinito de parcelas, designadas por séries.

Exemplos I.1.

Consideremos trés somas com um numero infinito de parcelas (a que

chamaremos séries numéricas ou séries de nUmeros reais)
. 1 1 1 1
i) 14+-+-+-4+—+-=2
2 4 8 16

Comegamos entdo por calcular somas parciais da série ou seja

somamos parcela a parcela.

n S,=soma dos n primeiros termos da série
1 S =1
2 3
S, =1+-==-=1,5
2 + >
3 S—1+1+1—3+1—7—175
3 24724747
4 S, =1+ +1+1—7+1— 1,875
N 2 4 8 4 8 8 "
> Se=14+—-+ +1+1—15+1—31—19375
5T 24 816 8 16 16 '
6 S—1+1+1+1+1+1—31+1—63—196875
6 2 4 816 32 16 32 32

15



Observamos que as somas parciais vao aumentando a medida que
adicionamos mais uma parcela. Tendo por base os calculos realizados,
podemos conjeturar que as somas parciais se vao aproximando de 2 a

medida que n aumenta. Assim sendo, dizemos que a primeira série
T+-42+-+—++——+- paran€eN
2 4 8 16 2n-1

converge para 2 e escrevemos

1+-+ +1+1+ —i ! =2.i
2 48" 16 - 12n—1
n=

(i) 1+1+1+1+ =2

As somas parciais desta série vao aumentando uma unidade a medida
que adicionamos mais uma parcela. E evidente que as somas parciais

ndo se vao aproximar de um namero real a medida que n aumenta.
Deste modo, afirmamos que a série
1+141+1+--
¢ divergente.
(ii)1-1+1-141---=?

Observamos que as somas parciais ou valem 1 ou 0. Como essas
somas oscilam entre dois valores, ndo é possivel descortinar uma
tendéncia para a soma a medida que o numero de parcelas aumenta.
Assim, como neste caso as somas parciais ndo se aproximam de um

nuamero real a medida que n aumenta, concluimos que a série

T—1+1-14+1—--

também é divergente.

i Note que podemos indicar esta soma, de forma mais abreviada, recorrendo a nogéo de
somatorio que utiliza a letra mailscula grega X (sigma).

16



No inicio, o estudo da série (iii) gerou bastante controvérsia. Com efeito, se
adotarmos diferentes estratégias para calcular as somas dos termos da série

podem surgir situa¢gdes ambiguas.
Note-se que, se por um lado,
a-HD+a-H+A-1)+--=0,
por outro
1-1-D-1-D-A-1)—-=1,
Ou seja, 0 = 1! O que ndo tem sentido!

O que se passa afinal? Existe uma propriedade importante que ndo devemos

esquecer:

“Se reagruparmos os termos de uma série podemos obter uma nova série e uma

nova soma.”

Designamos a situacdo anterior de paradoxal, isto é, ficamos perante um

paradoxo.

Outro caso paradoxal é o seguinte

. 1 1 1 1 1 1 1 1 1
SeJaS—1—5+§—Z+E—g+;—§+5—5+---.

Entao
25 =2 1+2 1+2 1+2 1+2 1+
TeTiT3T T3 T T s T
2S=2-1 1+<2 1) 1+2 1+
= — _]l -4 —= =) — = —_—— oo
27373) 71 (5 5) <

o25=1- 4+1-14lt. o25=5.
2 3 4 5
Logo 1 = 2!! Nao pode ser! Onde falhamos?

Quando reagrupamos os termos da série 2S.

17



Sabemos que: “Todo o nimero racional corresponde a uma dizima finita ou a
uma dizima infinita periédica”. Vejamos que as dizimas infinitas periddicas se
podem expressar por intermédio de séries.

Exemplos 1.2. [Dizimas infinitas periddicas]

a) Aceitamos com naturalidade que se escreva § = 0,33333333... =0, (3).
Todavia, ao concordar com a igualdade anterior, estamos a assumir que
0 numero racional % é o resultado da adicdo de um nimero infinito de
parcelas, uma vez que
é =0,3+0,03+ 0,003 +0,0003 + ---.

Neste contexto, dizemos que a série numéricai

3 3 3 3
hgd —4+——

3
® == 4 — 4.
Zn_l 10m 10 100 1000 1000

1
converge para 3

b) Seja 1,11111111..=1,(1). Temos uma dizima infinita periddica de
periodo 1.
Note-se que se assumirmos que x =1,(1) entdo 10x =11,(1) e,

consequentemente,

10x—x=10<:)x=%.

Ou seja, podemos garantir que %0 =1,(1) e afirmar que

% =1+0,1+0,01+ 0,001+ 0,0001 + ---.

i De um modo geral, no que se segue, designaremos esta série por série geométrica de primeiro
3 = 1
termo e razéo ..

18



Logo dizemos que a sérieV
1+ ! + ! + ! + ! +
10 100 1000 1000

. . 10
converge para o numero racional Y € escrevemos

+oo (1 )n‘l 10
n=1\10 9"

¢) No caso da dizima infinita periédica
7,7777777 ... = 7,(7)
podemos usar a alinea anterior e concluir que

77777777 . =7 x 1,111111 ... = 7 X %" = %

e, ainda, que

n-1
+oo 7 (i) _70
n=1"\10 9"

d) E quando deparamos com a dizima infinita periédica
1,0101010101 ... = 1,(01)?

O que devemos fazer?

Comegamos por fixar x = 1, (01). Deste modo, verificamos que

100x — x = 100, e, assim, x = %

Consequentemente

1 1 _ 100

1,(01) =1+—+

+ =
100 10000 1000000 99

. 2o 100
e dizemos que a serie¥ converge para Yy € escrevemos

+oo ( 1 )”‘1 100
n=1\100 99’

v Note-se que se trata de uma série geométrica de primeiro termo 1 e razdo %

o sae . . ~ 1
Y Note-se que se trata de uma série geométrica de primeiro termo 1 e razao o

19
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Existem muitos outros casos de dizimas. Por exemplo
1
7 = 0,14285714285714 ...

€, também, uma dizima infinita periédica, uma vez que % =0,(142857).
Embora ndo seja tdo simples como as anteriores, prova-se que

4o 9 n-1 1
T — ( ) =—+—+ +oe=2
70 700 7000 7

Todavia, sabemos que grande parte dos nimeros (os chamados irracionais) que
conhecemos ndo pode ser representada por uma fracdo. Um bom exemplo

disso é o numero pi,

1 5 9
=3+t
100 1000 10000 100000

+ .- =3,14159 ...

Observacao 1.3. [Sobre o0 nimero 7]

O ndmero irracional & é transcendente, isto €, m € um nimero nao algébrico, ou

seja, T ndo é raiz de nenhuma equacao algébrica de coeficientes inteiros.

Os primeiros exemplos de numeros transcendentes foram dados por Joseph
Liouville (1809-1882) em 1844. O nimero e também é transcendente —resultado
obtido por Charles Hermite (1822-1901) em 1873. Foi, no entanto, Ferdinand
Lindemann (1852-1939) que, em 1882, provou que m €& um numero
transcendente, donde se deduziu, como consequéncia, a impossibilidade da

guadratura do circuloVi.

vi Problema da quadratura do circulo: E possivel construir um quadrado que tenha a mesma area
de um circulo?

20



O seguinte texto, extraido (e adaptado) do livro "Contacto" de Carl Sagan (1934-
1996), publicado em 1985, é extremamente elucidativo na forma como

apresenta o nimero pi.

«No 7° ano andavam a estudar o "pi". Era uma letra grega que lembrava a
arquitetura de Stonehenge, em Inglaterra: duas colunas verticais com uma trave
em cima — . Medindo a circunferéncia de um circulo e dividindo-a depois pelo
didmetro do circulo, obtinha-se o valor de pi. Em casa, Ellie pegou na tampa de
um boido de maionese, passou-lhe um cordel a volta, endireitou o cordel e com
uma régua mediu a circunferéncia do circulo. Fez o mesmo ao didmetro e dividiu

um numero pelo outro. Obteve 3,21. Parecia simples.

. . . . 22
No dia seguinte, o professor, Mr. Weisbrod, disse que m era cerca de >

aproximadamente 3,1416. Mas, na realidade, se se queria ser exato, era um
numero decimal que se prolongava indefinidamente sem repetir o padrao dos
numeros. Indefinidamente, pensou Ellie. Levanftou a mdo. O ano escolar

comecgara havia pouco e ela ndo fizera nenhumas perguntas naquela aula.

— Como pode alguém saber que o0s numeros decimais se prolongam
indefinidamente ?

— Porque é assim — respondeu o professor, com alguma rispidez.

— Mas porqué? Como sabe? Como se podem contar decimais
indefinidamente?

— Miss Arroway — o professor comegava a consultar a caderneta da turma —,

essa pergunta é estupida. Esta a desperdicar o tempo da aula.
Nunca ninguém chamara estupida a Ellie, .... ...

Depois das aulas foi de bicicleta a biblioteca de um colégio préximo, a fim de
consultar livros de matematica. Tanto quanto conseguiu depreender do que leu,
a sua pergunta ndo tivera nada de estupida. Segundo a Biblia, os antigos
Hebreus tinham aparentemente pensado que n era exatamente igual a 3. Os
Gregos e os Romanos, que sabiam montes de coisas a respeito de matematica,

ndo tinham a minima ideia de que os digitos de m se prolongavam
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indefinidamente sem se repetir. Tratava-se de um facto que sé fora descoberto
havia cerca de 250 anos. Como queriam que ela soubesse se ndo podia fazer
perguntas? Mas Mr.Weisbrod tivera razdo acerca dos primeiros digitos. Pi ndo
era 3,21. Talvez a tampa do boido da maionese estivesse um bocadinho
amachucada ou ndo fosse um circulo perfeito. Ou talvez ela tivesse sido
descuidada ao medir o cordel. No entanto mesmo que tivesse sido muito mais
cuidadosa, ndo podiam esperar que conseguisse determinar um numero infinito

de casas decimais.

Havia, porém, uma alternativa. Era possivel calcular pi tdo exatamente quanto
se quisesse. Se estudasse uma disciplina chamada Calculo, poderia
experimentar formulas para m que lhe possibilitariam calcula-lo com tantas
casas decimais quanto o tempo que lhe permitisse. O livro enunciava férmulas
para pi dividido por 4. Embora ndo conseguisse compreender algumas delas,
havia outras que a fascinavam: %, dizia o livro, era 0 mesmo que

. 1+1 1+
3 5 7
com as fracées a continuar indefinidamente. Sem perda de tempo, tentou pér a

formula em pratica, adicionando e subtraindo fracdes alternadamente. O

resultado saltava de maior do que % para menor do que E, mas ao fim de algum

tempo podia ver-se que esta série de numeros seguia em linha reta para a
resposta certa. Nunca la se podia chegar exatamente, mas era possivel alguém
aproximar-se tanto quanto quisesse, desde que fosse muito paciente. Pareceu-
lhe um milagre que a formula de todos os circulos do mundo estivesse
relacionada com aquela série de fragées. Como podiam os circulos saber

alguma coisa de fragbes? Decidiu aprender Calculo ...».

Foi s6 a partir do século XX que, com a ajuda dos computadores, se comegou

a descobrir um nimero significativo de casas decimais para .
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Hoje em dia é possivel determinar com doze trilibes de casas decimais."i

Exercicios 1.4

1. Use o simbolo de somatorio, ¥, para representar cada uma das
seguintes somas:

(i) 1-242_ L1411, Resposta: yi C ln)z ;

1

(ii) 1+1+2+ += +E+ . Resposta: 315, |;

(iii) %+%+§+%+%+%+- Resposta: X412, 7

- iyt 3.t _s.3 : n"
(iv) sty st uts . Resposta: Y12, (—1)

2. Diga, justificando, se cada um dos numeros racionais seguintes
corresponde a uma dizima finita ou infinita periédica, e expresse por

meio de uma série as dizimas infinitas periédicas:

(i) x = %. Resposta: E uma dizima finita;
(ii) x = i. Resposta: E uma dizima infinita periédica;
1 .
Znh 102" T
(iii) x = —. Resposta: E uma dizima infinita periédica;

Pt 10n+1 T 15

3. Expresse as dizimas infinitas periédicas seguintes por meio de séries:
(i) 0,(01). Resposta: Y12 102"’

(ii) 0,0(09). Resposta: ¥},

102n+1’

621
103n°

(iii) 0,(621). Resposta: Y},

Vi Recorde, registado em dezembro de 2013, por Shigeru Kondo e Alexander Yee.
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4. Determine o numero racional, cuja representagao decimal é dada por

cada uma das séries seguintes:
2

(i) 0,(18). Resposta: x = —;

11’

(ii) 0,0(18). Resposta: x = %;
(iii) 0,2(18). Resposta: x = g

5. Indique, justificando devidamente, se as seguintes afirmag¢des sao
verdadeiras ou falsas:
(i) 0,99999 ... = 1;
(ii) 0,2499999 ... = 0,25.
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I.1.2 — Definicao de série numérica, sucessao das somas parciais ou
sucessao associada a uma série, série convergente e série divergente. Séries
geométricas e série harménica. Condicao necessaria de convergéncia e
algumas operacdes com séries convergentes.

Nesta seccéo formalizamos 0s conceitos abordados anteriormente.

Definigao I.5.

Dada uma sucessao de numeros reais (u,),en, Chamamos série de nimeros

reais a soma
szlun =u1 + u2 + -+ uTl + .-

A sucessdo (u,),ey toma o nome de termo geral da série.

Observamos que a série Y}, u, € a soma de uma infinidade numeravel de

parcelas, dado que é a soma de todos os termos da sucessao (u,),en-

Para calcular a referida soma procedemos como se tivéssemos um numero
finito de parcelas, ou seja, adicionamos u; com u,, depois ao resultado

adicionamos us, € assim sucessivamente.

Deste modo formamos a sucessao (S,) ey, definida como se segue
S1 =1y,

Sy =uy +uy, =8; +u,,

S3=u;+u,+uz; =S, +us, ...

cujo termo geral é definido por

51=u1eSn=u1+u2+"'+un_1+un= n_1+un,paran22.
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A esta sucessdo — que pode ser definida por recorréncia, visto que S; = u, e
Sp = Sp_1 + u, —damos o0 nome de sucessao das somas parciais ou sucessao

associada a série Y12 u,.

No que se segue, assumimos que analisar a natureza de uma série consiste em

descobrir se a série é convergente ou divergente.
Deste modo, verificamos que esse estudo depende da convergéncia de (S,,)nen-

Distinguimos dois casos: (S,),eny CONvergente e (S,),en divergente.

Definicao I.6.

Dizemos que a série Y2 u, é convergente se a sua sucessdo associada,

(Sw)nen» € convergente para S € R e escrevemos

YiPu,=S= lim S,.

n-+oo

Ao nimero S damos o nome de soma da série.

Caso contrario, dizemos que a série Y2 u,, é divergente."ii

Exemplos L.7.

a) Asoma0+0+0+0+--=>** 0 édesignada por série nula.
Neste caso temos que (S,)ney € COnvergente para zero, uma vez

que S, = 0, e, consequentemente, S = lim S,, = 0.

n-+oo

Logo Y2 0 é convergente e tem soma S = 0.

b) Asomaa+a+a+a+--=Y;2 a,sendo a € R\{0}, é designada

por série constante.

Vi No entanto no caso em que lim §, = +00 (—0) alguns autores afirmam que a série
Y& uy, diverge para +oo (—) e escrevem Y up==00 (—00).
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Verificamos que S, = na, logo a sucessao (S,),en € divergente uma

vez que
lim S _{+00, sea>0
notoo —0, sea <0’

Deste modo, podemos afirmar que Y.}, a é divergente, pelo que

nao tem soma.

c) Asomaa—a+a—a+- =YL (—1)"1a,sendo a € R\{0} é uma
série alternada.
Observamos que (S,)ney tem duas subsucessbes associadas
definidas por
Son=0eS8,,_1=a.

Como, por hipotese, a # 0, ndo existe lim S, e, assim, dizemos

n—-+oo

que a série dada, Y,/ (—1)"a, é divergente, ou seja, ndo tem soma.

Notemos que as séries (ii) e (iii) do Exemplo I.1 sdo casos particulares das séries

das alineas b) e c) coma = 1.

Analisemos outro exemplo recordando que uma progressdo geométrica de
primeiro termo a e razao r € uma sucessao em que, fixado o primeiro termo,
cada termo se obtém do anterior multiplicando-o pela razio.

Deste modo, a soma dos seus n primeiros termos é dada por

Note-se ainda que, parar # 1, se tem
S,=a+ar+ar?+--+ar*?!
e, também,
Sy =ar+ar?+ard+--+ar® !+ ar™
Deste modo, subtraindo, membro a membro, as duas igualdades anteriores,

obtemos

Sp—1rSpy=a—ar"= (1-r)S, =a(l - Tn)<:’5n=a11__rrn
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Com base neste conceito apresentamos a definicao de série geométrica.

Definigéo 1.8.
Sejaa,r € R\ {0}.

Chamamos série geométrica, de primeiro termo a e razdo r, a toda a série

¥, u, cujo termo geral se pode escrever na forma u,, = ar™ 1K

Analisemos, de seguida, a sua natureza.

Proposicao 1.9.
Sejaa,r € R\ {0].

A série geométrica Y, ar™! é convergente se e s6 se |r| < 1.

Além disso,
(i) Se |r| < 1entdo lim S, = —.
n—-+oo 1-
Logo Y1 ar™ ! tem soma S = ——;
(ii) Ser>1ea>0entdo lir+n Sy = +oo.
n—->+oo
Logo Y% ar™! é divergente;
(iii) Ser>1ea<0entio lir+n S, = —oo.
n—->+o0o
Logo Y% ar™1 é divergente;
(iv) Se r < —1 entao nao existe liT Sn-
n—+oo

Logo Y1, ar™t é divergente.

* Sendo p € N, = N U {0}, podemos escrever a série Y+, ar™? na forma ;2 ar™ ™. Trata-se de
uma série geométrica de primeiro termo a e razéo r.
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Demonstracéo:
Consideremos o termo geral da sucessao associada a série geométrica
Sp=Yt,arkl=a+ar+ar?+--+ar™ L

() Ser=1entdo S, =a+a+a+-+a=na.

Deste modo
lim S. = {+00,sea >0
notoo * l—oo,sea <0
(b) Ser+#1,entdo S, =a 111 X Assim:

(b-i) quando |r| < 1 obtemos lim r™ = 0 e, consequentemente,

n-+oo
. a
lim S, =—.
n—-+oo 1-r
a

Assim a série geométrica é convergente e tem soma S = P

(b-ii) quando r > 1 obtemos lim r" = +co.

n—+oo

Neste caso, uma vez que 1 — r < 0, concluimos que

lim S, =
notoo

{+00,se a>0
—oo,sea <0’

Deste modo, dado que a sucessao (S,)ney € divergente, concluimos
que a série geométrica também é divergente.

(b-ii) Se r < —1 entdo lim r" n&o existe. Logo Y+ ar™! é divergente.

n—+oo

* Trata-se da soma dos n primeiros termos de uma progressao geomeétrica.
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Exemplos 1.10.

. 4\ 4 a1, - o

a) A série Y12 (— E) =yre (— E) (— E) é uma série geométrica de
P 4 = 4 4

primeiro termo a = —_ e razdo r = —. Dado que |7 =-<1,

concluimos que a série é convergente, sendo a sua soma

. 8 n+1 L.
b) Seja Y%, (ﬁ) . Podemos reescrever a série como

iR =R =TE G ER)

. o o . . 8
Assim trata-se de uma série geométrica de primeiro termo a = —

5V3
~ 8
erazéor = ..
E convergente visto que |r| = 5% < 1.
8
Neste caso temos § = —5~ = = (5v3 + 8).
1-(55)
oo o (V2 +oo (15V2) (5V2\" T, - "

C) A série Y2 3 (7) =y (T) (7) € uma série geométrica

derazdor = ¥ > 1, logo é divergente.

Analisamos, ainda, a série harmonica que é definida por
+00
21—1+ 1+1+ 1+ 1+
n- 2 3 45

n=1

Comegamos por calcular as somas parciais indicadas na tabela:
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n Sn
1 S =1
2 5—1+1—3—15
2 2_2_ 1]
3 Si=ltati=opis 1,83
37 2 '3 23 6 8(3)
4 s—1+1+1+1—M 25—2083
¢ T T3 T e T 12 ®)
> S 1+1+1+1+1—25+1—137—2283
5773 512757 60 - 2283
6 s 1+1+1+1+1 1_137+1 147 yus
6= 2 576760 6”60 ~

Observamos que as somas parciais vao aumentando a medida que
adicionamos mais uma parcela. Porém, nada nos garante que, & medida que n
aumenta, as as somas parciais se aproximam de um ndmero real positivo.
Surge entdo a questado: Sera que a série harménica é convergente?

Com o objectivo de analisar a natureza desta série, de seguida, consideramos
a subsucessao (S,n) de (S,,), constituida pelos termos de ordem 21, 22,23, ...

Por indugao matematica, provamos que S,n = 1 + g para todo n € N.
Assim, para n=1 temos S, == > 1 +— Além disso, para todo k €N,

observamos que:

1

(i) Sok+1 = S,k +_2k+1+2k+2+ +2k+1'
(ii) Se=1+ S por hipétese de indugéo;
1 1 1 1 1 1 2k 1
()  ataet tmEm ittt T Ty
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Assim obtemos

k1 k+1
52k+121+§+5=1+7,

Ou seja, provamos assim a tese de inducgao.

A desigualdade anterior permite-nos afirmar que (S,») € um infinitamente
grande positivo, logo (S,) também é um infinitamente grande positivo. Assim a
sucessdo das somas parciais, (S,) , ndo converge para um real positivo e

portanto concluimos que a série harmonica é divergente.

Contrariamente aos exemplos anteriores, de um modo geral, ndo € possivel
determinar o valor da soma de uma série convergente, embora, em alguns
casos, se consiga encontrar um valor aproximado da referida soma a partir de

um termo, de ordem suficientemente elevada, da sua sucessao associada.

Assim, no ambito do nosso curso, o estudo de séries numéricas consistira,
essencialmente, no desenvolvimento de condicdes que nos permitam
estabelecer se uma série é convergente ou ndo — isto é, determinar a sua

natureza.

Além disso, atendendo as Definigbes 1.5 e 1.6, constatamos que a natureza de
uma série (isto é, a sua convergéncia ou divergéncia) nao depende dos seus
primeiros dez, vinte ou mil termos. Ou seja se p > 1 € um numero natural entao
as séries Y42 u, e Y12, u, sdo da mesma natureza.

Existe, contudo, uma propriedade bastante importante das séries relacionada
com a convergéncia da sucessao dos seus termos.
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Teorema l.11. [Condicdo necessaria de convergéncia]

Se a série numérica Y.;, u,, é convergente entdo lim u, = 0.
n—-+oo

Demonstracéo:
Seja (S,),en @ Sucessao associada a série dada, entdou, = S; e
n =S, —Sp_1,n>1.
Além disso, uma vez que (S,).ey € convergente, temos que
lim S, = lim S,_; =S €R.

n—-+oo n—-+oo

Deste modo, concluimos que
lim u, = lim (S, —S,-1) =S—-S=0.
n—-+o

n-+oo

Como consequéncia deste resultado podemos obter uma regra bastante Gtil na
pratica.

Corolario 1.12.
Se a sucessao (u,),ey CONverge para um numero diferente de zero ou diverge

entdo a série Y12, u, é divergente.

Exemplos 1.13.

2
a) A série Y12 — e divergente uma vez que lim ==-#0;
n-+oo 3n+1 3

b) Asérie Y12 n (1 — cos (%)) é divergente dado que
lim n? (1 — cos (l)) = lim x? (1 — cos (1)) = lim LS(%) =
n—-+oo n xX—+00 x X400 xlz
= lim 2s =i siny=11. Sinyzl;t().
y-0 ¥ y-0 2¥ 2950 ¥ 2
o) A série Y12 cosn é divergente pois ndo existe lim cosn.
n—-+oco
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E muito importante salientar que o Teorema |.11. apresenta uma condicdo
necessaria para a convergéncia de uma série e que esta condicdo nado é
suficiente. Ou seja, ndo basta que (u,),ey S€ja um infinitésimo para garantir a
convergéncia de Y1 uy,.
Z o o 1 . o] Zae
Por exemplo, a série harménica, Y}, € divergente, mas a série geométrica
. . ~ 1 1 P
de primeiro termo a=1 e razdo r=-, Y+% =, é convergente, embora
2’ “m=0;,n
. 1 . 1
lim ==0e lim —=0.

n-+oon n—+oo 2™

Vamos, agora, analisar a natureza do resultado de algumas opera¢cées com
séries numéricas convergentes, nomeadamente, a adi¢do e a multiplicagéao por

um ndmero real.

Teorema l.14. [Propriedade linear]

Se Y12 u, e X+ v, sdo duas séries convergentes e 1 € um nimero real entdo

as séries
Yo (U, + 1), X8 (u, — vy) € 242 Au,s80 convergentes.
Além disso, temos:

(i ne1Un £ X081 v = X021 (Un £ vp);

(ii) A TnZiun = XnZy Ay,

Demonstracéo:
Seja S, = Yi=1 U © T = X1 Vk-

Ora se, por hipétese, Y1 u, e X1 u, sdo duas séries convergentes entao

(Snen € (Th)neny também sdo convergentes, 0 que nos permite escrever

Yru, =S =1limS, e Y}X v, =T =1limT,.
n n
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Consequentemente, as sucessodes (S, + Tp)nen € (A4S )neny S0 CONvergentes e,

ainda,
lim(S,, +T,)) =S + T e lim(AS,) = AS.
Deste modo, obtemos

e, tv,) =S+TeXt® Au, = AS.

Exemplo 1.15.

. 1\ 1 1\"] . L. .
A série Y12, [2 (5) + (— 5) ] é uma série convergente uma vez que é a soma

de duas séries convergentes:

. L. " 1\ . ~
() a série geométrica ¥+ 2 (5) , de primeiro termo a = 2 e razéo

1 2
r=3, temsoma S = F=3;
3

" - Cat 1\" . . 1 ~
(i) a série geométrica ;% (— 5) , de primeiro termo a = —3 erazéo

1

1 - 1
r=—-,temsomasS=-—-3=—-;
3 1 4

Deste modo, obtemos

Q) ()] et

Note-se que se Y% u, é convergente e Y1 v, é divergente entdo a série
1% (u, + v,) é divergente. A demonstragdo deste resultado decorre da

aplicagao do método de redugao ao absurdo. Basta utilizar

T2 (up + v) — uy] = 212 v, € 0 Teorema |.14. para obter uma contradicéo.
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Exercicios 1.16.

1.

Consideremos a série (i) do Exemplo I.1:

1+ ! + ! + ! + ! +
2 4 8 16 '
(i) Determine o termo geral, S,,, da sucessédo das somas parciais.
- p— 1 0
Resposta: S, = 2 (1 - z—n),
(i) Calcule lim S,,. Resposta: 2;
n
(iii) Classifigue a série quanto a natureza (convergéncia ou

divergéncia) e calcule, se possivel, a sua soma. Resposta: A

série é convergente e a soma da série € igual a 2.

Seja xeQ tal que x<1 e x=§ onde mdc(p,q) =1. Se a sua

representacdo decimal é dada por

! C1 C1
=10 " 100 " 1000

onde c¢; € um algarismo ndo nulo entdo mostre que a série é

x =0,c601 ... + -

convergente.

Usando o exercicio anterior averigue se as seguintes afirmagdes sao
verdadeiras ou falsas:

(i) 0,99999 ... = 1;

(ii) 0,2499999 ... = 0,25;

Considere a série
1+1+1+1+1+
379 27 81"

(a) Justifigue que se trata de uma série geométrica.

(b) Determine o termo geral, S,,, da sucessdo das somas parciais.

Resposta: §,, = 3(1 - i);

3n

36



(c) Classifique a série quanto a natureza (convergéncia ou divergéncia)
e calcule, se possivel, a soma da série. Resposta: A série é

convergente e a sua soma € igual a 1,5.

Justifigue que as seguintes séries sdo geométricas e calcule, sempre
que possivel, a respetiva soma:

(a) ;“’1 e Resposta: convergente, S = 3;
(b) ZZ“H;( 2)""!. Resposta: divergente.

(c) ¥ix 2t™ 1 onde |t| < 1. Resposta: convergente, S = —.

2
1-t

(d) X+ (i+ ) Resposta: convergente, S = 7.

217. 2‘". 2
oo 5 23
(e) X1 (—+ ) Resposta: convergente, S = -

23n-2 | 30

Determine a natureza de cada uma das séries seguintes e, sempre que

possivel, calcule a sua soma:

(a) ;‘”0 pr—r Resposta: convergente, S = 4;

(b) it % Resposta: convergente, S = %;

_1\yn—-1
(c) et % Resposta: convergente, S = —%;
(d) o 2 -==1- Resposta: divergente;

3
(e) Yr&,e~2"*1l Resposta: convergente, S = ef_l;

s 2> Resposta: convergente, S = %

n332n4

Utilizando o corolario da condigao necessaria de convergéncia, verifique

que as séries sao divergentes:

1
(a) Z°°19 ;- Resposta: lim u, =;

n-+coo

(b) X3 \/— Resposta: lim u, :?;

(©) M= D™ . Resposta: Nao existe lim u,;

n=2 In(n) n-+o
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(d) i 1 = Resposta lim u, = +oo;

n—-+oo
+o | sin (X S .
(e) iy [n sin (n)] Resposta: nl_1>rl100 u, =1;
+oo [n-1 n+2 ) o
f Xa2 (m) . Resposta: nl_l)r+nw u, = e %
(9 Zfl(—l)”nT“. Resposta: Uma vez que lim ”T“= 1#0
n—-+oo

, . +1 ~ . ;
concluimos que lim (—1)"X= nio existe.®
n—»+oo n

t+oo 27 214 _1
(h) i 14(2n 1) Resposta: ngmm4(2n 5=37 0.

~ - 1 3 )
8. Usando operagdes com séries, mostre que Z;;Sl(zn—_2+2—n) é

convergente e calcule a sua soma. Resposta § = 7.

9. Investigue a natureza de cada uma das séries seguintes:

2M 43
(@) Xre . Resposta: convergente.

n

(b) Z“’l“(s—l) Resposta: convergente.

n 2
) Tx& [(%) +n(z+1)].Resposta: divergente.

10. Suponha que a sucessdo associada a série Y1, u,, é definida por
Sy = m, n € N.
(a) Calcule limu,. Resposta: 0.
n

1

(b) Determine o termo geral da série, u,,. Resposta: u,, = BoDanTD’

X No que se segue escreveremos lim u,, ou apenas limu,, para indicar lim u,.
n n—-+oo
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I.1.3 — Séries numéricas de termos de sinal constante. Critérios para o estudo
da convergéncia de séries numéricas de termos nao negativos: critério do
integral, critérios de comparacao, critério de Cauchy e critério d’Alembert.
Séries de Dirichlet.

Consideremos a série de termos ndo negativos*, diferente da série nulaxi,
42 u, comu, = 0 paratodon € N.

Tal como vimos anteriormente, a sua sucessao associada (S,,),ey € definida por

recorréncia através de
S1 = Uy € Spy1 = Sy + Unyq-
Umavez que u,,, = 0,temos S,., — S, = 0, paratodo n € N, 0 que garante que
(S;)nen € crescente.

Entao esta sucessao ou é convergente para um numero real positivo ou é um

infinitamente grande positivo. Assim, podemos afirmar que:

Proposicao 1.17.

Seja u,, = 0 para todo n € N. A série numérica .}, u,, € convergente se sb se

a sua sucessao associada, (S,)nen, € limitada superiormente.

Exemplo 1.18.

. o 1 .
Vejamos que a série ZZZ‘H; € convergente.
Trata-se de uma série de termos positivos,

+°°i=1+l+i+i+i+...
n=1y, 2 6 24 120 )

Xi Qu, em particular, séries de termos positivos.

*i No que se segue, e se nada for dito em contrario, quando nos referimos a uma série de termos
nao negativos estamos a excluir a série nula.
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Tendo em conta que, 2¥! < k!, para todo k € N, Xv obtemos

1 1
Sn = Lk=1; S Zk=1 51

Deste modo a sucesséo associada a série satisfaz 1 < S,, < 2 paratodon € N,

uma vez que a soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica, de

L = 1 . 1\"
primeiro termoa =1 erazaor = € igual a 2 (1 - (E) )

ST . ~ 7 . 1 .
Como (S,)nen € limitada superiormente entao a série Z;;Slﬁ € convergente.

Dedicamos, agora, a nossa atengao ao estudo de critérios que nos permitem

analisar a convergéncia de séries numéricas de termos ndo negativos.

Comecemos por explorar uma relagédo interessante entre integrais improprios e
séries que nos vai ser Util na pratica.
Vamos verificar que dada uma série de termos néo negativos,
fie1 Uns

se for possivel definir uma fungéo f, real de variavel real, positiva, continua e
decrescente no intervalo [1, +oo[ tal que

f) =u,,
entdo podemos determinar a natureza da série anterior, recorrendo ao préoximo

resultado.

Teorema 1.19. [Critério do integral]

Seja f uma fungao positiva, continua e decrescente no intervalo [1, +oo[.
Entao o integral f1+°°f(x)dx e a série Y12, f(n) sdo da mesma natureza, isto €,

ou sdo ambos convergentes ou sdo ambos divergentes.

XV Esta desigualdade prova-se por indugdo matematica (ver Exemplo A.l1.19 no Apéndice I1).
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Demonstracao:
Como, por hipétese, f é continua no intervalo [1, +oo[, podemos assegurar que
f é integravel em [1,4+[ ou em qualquer subintervalo contido em [1, 4o,
nomeadamente em subintervalos do tipo [k, k + 1] para k € N.
Além disso, também por hipétese, sabemos que f é decrescente em [1,+o[ 0
qgue nos permite afirmar que

fe+1) <f(x) < f(k)
para x € [k, k + 1].

Logo, por um lado,
k+1 k+1 k+1

S, fdx< [ f(k)dx=f(k) [~ 1dx=f(k),
e, por outro lado
L7 de > [T fk+ Ddx = fle+ D) [} 1dx = f(k + D).

Assim, temos

k+1

flk+1D) < [ fl) dx < f(K).

Tomando k = 1, ...,n obtemos

n+1

k= flk+1) < [ f(0) dx < XRoy f(R)
dado que

k+1

P T fCO dx = [T FGO dx+ [ f () dx+ e+

n+1 n+1

+ G de = [ F(x) da.
Uma vez que, por hipétese, f é positiva em [1, +oo[, entdo a série Y12, f(n) tem
termos positivos.

E o termo geral da sua sucesséao associada é dado por
Sp=2k=1f(K) = f() + f(2) + - f(n).
Da desigualdade anterior, Y7, f(k + 1) < flnﬂf(x) dx < Y-, f(k), resulta

n+1

Snin = f) < [ f(x) dx < Sp.
Notamos que

nl_i)r+nw f1n+1f(x) dx = f1+°°f(x) dx.

Supondo que f1+°°f(x) dx converge para L € R temos
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Snrr s L+ f(D
ou seja, (Sy)nen € limitada superiormente, por conseguinte a série Y/ f(n) é

convergente.

Caso contrario, suponhamos que f1+°°f(x)dx diverge.

n+1

Utilizando a desigualdade S, = [,

f(x) dx verificamos que (Spnen €

divergente, o que implica que a série Y+, f(n) também é divergente.

Assim, concluimos que:

(i) +% f(n) é convergente se e s6 se f1+°°f(x)dx € convergente;
(ii) Y+ f(n) é divergente se e s6 se f1+°°f(x)dx é divergente.

Exemplos 1.20.

a) O integral f:midx é divergente.

1-
e

A funcdo, de dominio [1, +oo, definida por f(x) =

(i) E positiva, isto é, f(x) > 0, para x € [1, +oo];

(ii) E continua;

z . , 1

(iii) E estritamente decrescente dado que f'(x) = -5 <0,

para x € [1, +ool.

e . o 1 . . - . +oo 1
Pelo critério do integral, a série Y.}, ~eo integral impréprio fl . = dx

sdo da mesma natureza.

1, 4 ~ . ~ T
Como Y12 ~é divergente entdo esse integral também & divergente.

o _n2 s
b) A série Y12, ne™ é convergente.

Seja f a funcao, de dominio [1, +oo[, definida por f(x) = xe ™",

42



Entao

(i) f é positiva, isto &, f(x) > 0, para x € [1, +oo[;
(i) f é continua pois é o produto de duas fungdes continuas;
(iii) f é estritamente decrescente dado que

flt)y=Q0- 2)62)6"‘2 <0, parax € [1,+oo].

O valor do integral impréprio é dado por

2

+oo _ e
f xdx—llmfxexdx—llm - :
1 b—+00 b-+o0 2 1y

ou seja, [, xe ¥ dx = —5 lim (e7?* —e™1) = %

b—-+co
Assim, este integral é convergente e pelo critério do integral

concluimos que a série Y1, ne™™ é convergente.

Definicéao I.21.
Seja a € R*.

Chamamos série de Dirichlet a toda a série '+, u,, cujo termo geral é dado por
. o] s 1 . o ..
Em particular, a série harménica 225’1; € uma série de Dirichlet com a = 1.

Analisemos, de seguida, a natureza destas séries.

Proposicao 1.22. [Séries de Dirichlet]
Seja a € R*.

Podemos afirmar que:

(i) Se a > 1 entdo a série de Dirichlet ¥, — € convergente;

(i) Se 0 < a < 1 entdo a série de Dirichlet Y%, — — é divergente.
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Demonstracao:

Definimos, para cada a € R*, uma funcao f, de dominio [1, +] tal que
f@) ==

X

E evidente que f, é continua e positiva. Além disso, f, & estritamente

decrescente pois

fo' () = (x"9)' = —ax™%t = — <0,

xoc+1
para todo x € [1, +ool.

g 2 ¢~ epz e . Lo 1
Verificdmos que, nestas condic¢des, pelo critério do integral, a série Z;fln—a eo
. +oo 1 ~
integral [, — dx s&o da mesma natureza.

Se a # 1 entao

b

+oo 1 . b _ . x—att 1. -
) —dx=11mfx"‘dx=11m[ ] =— lim (b~*** - 1).
1 xa b+ -1 b—+oo L—a+1lq 1-a p->+o

No primeiro caso, quando a >1, obtemos que blim b~ %l =0e,
-+

consequentemente, temos bliT (b™%*1—-1)=-1. Logo o integral ¢é

convergente, dado que

[ ax="€R
x 1

1 a—
. - +oo 1 P
Por conseguinte a série Y2 — também é convergente.
No segundo caso, quando a < 1, o limite blim (b~**1 — 1) vale + e portanto a
-+

série é divergente.

Por fim, no caso em que a = 1, vem
1 . b1 . .
7?2 dx = lim [’2dx= lim [Inx]? = lim Inb = +oo,
1 x b—+o0 1 x b—+o b—+0o
Z o 1 . . et
pelo que a série Zﬁflg é divergente. Note-se que neste ultimo caso temos a

série harménica que, tal como provamos anteriormente, é divergente.

Ja estudamos a natureza de algumas séries particulares (séries geométricas e
séries de Dirichlet) que se vao revelar particularmente Uteis no que se segue,
uma vez que vamos verificar que podemos analisar a natureza de uma série por

comparacao com outra de natureza conhecida.

44



Teorema 1.23. [12 critério de comparacao]

Sejam Y1® u, e X1 v, duas séries de termos ndo negativos. Suponhamos

que existe um numero real positivo M tal que u,, < Mv,, paran € N.

(i) Se Y12 v, é convergente entdo Y1 u, é convergente;
(i) Se Y12 u, é divergente entdo Y}, v, é divergente.
Demonstracéo:

Basta demonstrar (i) pois (i) e (ii) sdo equivalentes.

Sejam (S,)nen © (T)nen as sucessdes associadas as séries Y42 u, € X172 vy,

respetivamente. Assim temos
Sp=utu,+t+u, ; T,=v+v,++1,.

Ora se Y% v, é convergente entdo (T,,),cy € limitada superiormente. Como,

por hipétese, existe um nimero real positivo M tal que u,, < Mv,, entdo

Sp < MT,,, paran € N. Logo, (S,)ney também € limitada superiormente e, assim,

concluimos que Y2, u,, € convergente.

Exemplos 1.24.
(i) A série Z;Sl

Lo . . . 1 ~ 1
Temos uma série geométrica de primeiro termo a = e razéo r =,

;“’1 . Paran = 1 obtemos
5n

1 1
<—.
2451 5n

Usando o 12 critério de comparagéo concluimos que >+

€ convergente.
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(i) A série i, e divergente por comparagdo com a série Y42

1+

Para n = 1 obtemos

1
1+n—-Vn

Z o o 1
Como a série harmonica, ZZS};, é divergente, entdo X%
também é divergente.

De seguida enunciamos outro critério de comparagdo em que nao é necessario
construir uma desigualdade entre os termos gerais de duas séries, exigindo-se
apenas que esses termos tenham o mesmo comportamento assintético quando

n tende para infinito.

Note-se que o 2° critério de comparagao € um corolario do Teorema 1.23, pelo

que o utilizaremos na forma de regra.

Regra 1.25. [22 Critério de comparacao]
Pretendemos conhecer a natureza da série de termos positivos Y2 u,,.

Assumimos que conhecemos a natureza de outra série de termos positivos,

251 Un-
Seja lim =% = A.

n—oo Un

(i) Se A1€]0,+o[ entdo as duas séries iniciais s@o da mesma
natureza, isto é,
(i.1) X+ u, é convergente < Y.} v, é convergente;
(i.2) ¥t u, é divergente & Y12 v, é divergente.

(i) Se A1=0 entdo da convergéncia de Y v, deduzimos a

convergéncia de Y}, u,, ou seja, se ;¥ v, € convergente entdo

Yt u, é convergente;¥

¥ Sel=0e X! v, édivergente, nada podemos concluir acerca da natureza da série 32 u,,.
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(i)

Se 1=+4+o entdo da divergéncia de Y; v, deduzimos a
divergénciade Y.}, u,, isto é, se ¥+, v, é divergente entédo Y12 u,

é divergente.x

Exemplos 1.26.

(i)

(i)

A séri too 3n%45m ~ -
serie anlm € convergente por comparagao com a serie

1
Tadion
Note-se que esta Ultima € uma série geométrica de primeiro termo

1 ~ 1 ,
a=-erazdor =:e, também, que

3n2+5n
. 2M(n2+1 3n?+45n
A= 1lim 20 = jiy 345 _ 55
n—-oo Zn n-oo N

A série i, é divergente por comparacdo com a série Y1, =

J—

Sabemos que a série harmonica é divergente. Além disso,

=1>0.

Pelo 2° critério de comparagéo ambas as séries sdo da mesma

natureza. Logo a série também diverge.

n 1\/—
2 . 1 2 ~ 2 1
A série Z;Z’l% é divergente por comparagdo com a série Y2, ~

Entao
Inn
A= lim 4 = lim Inn = +oco.
n—oo E n—-oo

Z o 1, . -~
Como a série Z,’;Sl;e divergente e 1 = +o0entdo usando o 2°

iz e ~ . o 1 .
critério de comparagao concluimos que a série Z;fl% diverge.

i S 1 =40 e Yi® v, é convergente, nada podemos concluir acerca da natureza da série

T2 Uy
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. - +oo N, ~ -
(iv) A série Z"=1n_2 € convergente por comparagdo com a Ssérie

+oo _1
n=1nn

Lo - 3 1
Temos uma série de Dirichlet com a == X!*—, logo

convergente. Entdo

1

oo
Como a série Y2 o~

€ convergente e 1 = 0 entao concluimos que

Z 1 s ~
a série Z;;Z’l? converge pelo 2° critério de comparagao.

2
De seguida enunciamos mais dois critérios — que também usaremos como
regras - para testar a convergéncia de uma série de termos positivos, sem

recorrer a outras séries como termo de comparacgao.

Regra 1.27. [Critério de Cauchy ou critério da raiz]

Seja Y u,, uma série de termos ndo negativos e suponhamos que

A = lim %/u,. Podemos afirmar que:

n—-oo
(i) Se 1 € [0,1] entdo ¥}% u, é convergente;

(ii) Sel=1%"oule€]l,+o[oul=+ow entdo 3} u, é divergente. i

Exemplos 1.28.

n
(i) A série ZZQ% € convergente. Recorrendo ao critério de

Cauchy obtemos

oo @)t 3n. . 3n 1 _
A,;i,lm \I [(n+2)1m Al_{?o (n+2)! Al_{?o (n+2) x (n+1)!] =0¢€[01[.

xii Quando pretendemos indicar que uma sucesséo de termo geral u, tende para 1 por valores
superiores a 1, escrevemos, limu, = 1*.
n
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(ii) A série YI2 (n“) € divergente. Por aplicacdo do critério de
Cauchy, verificamos que

2=t ()" = tim () = 1im (142) = e > 1,

n—oo n—oo n n—-oo

Regra 1.29. [Critério d’Alembert ou critério da razao]

Seja Y% u,, uma série de termos positivos e suponhamos que A = lim 2%

n—-oo Un

Podemos afirmar que:
(i) Se 1 € [0,1] entdo Y2, u,, é convergente;

(i) Sel=1%"oule€]l,+mo[oul =+ entdo 3} u, diverge.

Note-se que o critério de Cauchy é mais geral do que o critério d’Alembert uma

vez que
«Seu, >0e 7P_r){}lo ~ = A entao Tlll_{go M, = A».
Exemplos 1.30
(i) A série 1%, e & convergente.

Usando o critério d’Alembert obtemos

n+1

ShFT +1 1 n+l 1
A=1mZE = Iim 2 lim ™ =1im®l=1¢ 0,1[.
n—-oo zln nooo 2"l 0 n 2n-0 n 2 [ [

(ii) A série Y1, = s M divergente.

Usando o critério d’Alembert, verificamos que

(n+1)|

n
A= lim S~ = lim :Hllm(nH) Zlim n+ 1 = +oo.
n—-oo = n_)m n-ooo n! 5n—>oo
(iii) A série Y/ Inn é divergente. Usando o critério d’Alembert vem
1
A= lim 2D gy DO gy B o g =
n—oo nn x—»+oo Inx X—+00 x x—+o00 Xx+1
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(iv) Por aplicagéao do critério d’AIembert, nada podemos concluir sobre

a natureza da série ;2

(2 wsto que

1
(n+1)(2n+1) lim 2n?-n 4=
n—oo 2n? +31’l+1

A= lim

n—-oo

n(Zn 1)
Porém, a série é convergente por comparagdo com Y12, = Com

efeito, temos

—_— 2
. 2n— . n 1
A= lim 22 — |im ==>0.
n—oo povd n—oo 2n2-n 2

Note-se que, se pretendermos aplicar os critérios de Cauchy e d’Alembert a
série de termos positivos, Y u,, entdo a convergéncia ou divergéncia dessa
série depende do valor de A.

Recordamos que, em ambos os critérios, se 1 < 1 entdo a série converge, mas

seAl=1"oul>1o0ul=+ow entdo a série diverge.

Porém, se 21 =1~ a série poderd ser convergente ou divergente*ii, Assim,

estamos perante um caso duvidoso.

Exemplos 1.31.

(i) Aplicando o critério d’ Alembert a série z,t;q% obtemos

n 1
2= lim 251 = jim =lim<1— ):1—,
n—oo l nooon + 1 n-oo n+1
n

e nada podemos concluir. No entanto, esta série é divergente uma

vez que se trata da série harmoénica.

wil Quando pretendemos indicar que uma sucessdo tende para 1 por valores inferiores a 1,
escrevemos, limw, = 1".
n
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(i) Aplicando o critério d’ Alembert a série = obtemos

2

e nada podemos concluir. No entanto, esta série é convergente pois

é uma série de Dirichlet com a = 2.

E importante salientar que podemos utilizar o estudo das séries no calculo de
limites de sucessobes, dado que, pela condicdo necessaria de convergéncia,

podemos afirmar que:

«Se Y+ u, é convergente entao lim u,=0».
n

Deste modo, visto que pela alinea 4.a) do Exercicio 1.31., sabemos que a série

i a— € convergente, podemos concluir que llm— =0.

| o
Analogamente, constatamos que lim:—,'l=0, uma vez que, pelo critério
n

d’Alembert,

(n+1)!

nt1 n n
A = lim &9™ — Jim IR _ im (L) =1«1,
n

n _n n (mn+1)n+1 n+1 e
n

0 que garante a convergéncia da série Y}, ,’l

Consideremos, agora, o problema de uma série de termos nao positivos, isto &,
uma série do tipo
$2 u, comu, <0, paran € N.
Como Y2 (—u,) é uma série de termos ndo negativos, podemos determinar a
sua natureza utilizando os critérios desta sec¢ao, dado que
net Un = (1) ZaZi(—uy).

Deste modo concluimos que

(i) 2 (—u,) é convergente para S se e s6 se Y., u,, é convergente
para —S,
(i) Y (—uy) é divergente se e s6 se Y12 u, é divergente.
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Se, por outro lado, pretendemos determinar a natureza de uma série
Y+ uy, cujos termos tém sinal constante apenas a partir de uma certa

ordemp = 2, podemos comegar por analisar a natureza da série Y15, u, €

concluir que
(i) ;Z"p u, converge para T se e s6 se Y%, u, converge para
S=T+Y0 " uy,;
(i) =y un € divergente se e so6 se ;2 u, é divergente.

Exercicios 1.32.
1. Utilizando o critério do integral determine a natureza das séries:
(@) Xind

(b) ¥r2 — \/_ Resposta: divergente.

—=- Resposta: convergente;

2. Recorrendo aos critérios de comparacado determine a natureza das

séries:
3
(@) Xre —— TS Resposta: convergente por comparagdo com Z;m17—n;

(b) Xt2 1+§ N Resposta: divergente por comparagio com Y+, \/_;

(c) Xte 14+n\/_ Resposta: divergente por comparagdo com Y+ %;

d) Yt Resposta: convergente por comparagédo com Y1 —.
n= 1571\/— p g p p n= 1511,

3. Sejau, =0+ C1D"y, comuv, >0, paran € N.

Mostre que, se Y2, v, é convergente entdo Y./ u, é convergente.

Sugestao: Utilize o 1° critério de comparagao.

52



4. Utilizando o critério d’Alembert ou o critério de Cauchy determine a

natureza das séries:

(a) ;“’1“ sendo a > 0. Resposta: convergente, 1 = 0 < 1;

(b) ;“’1( +1)n2 Resposta: Resposta: convergente, 1 = 0 < 1;
() Xt 2’; - Resposta: divergente, 1 = - > 1;

oo n" . _1 .
(d) ;zlm. Resposta: convergente, 1 = - < 1;

5. Determine a natureza das séries:

n

[ee) . H A o 1.
(a) ;zlm. Resposta: divergente por comparagio com Y.+, —;
(b) Xty 2+1 Resposta: convergente por comparagio com Y+, 2;
(c) ;“’1\/_ = Resposta: divergente por comparagdo com Y+, —;

nz

1 1
(d) ;S’l ~" Resposta: convergente por comparagdo com Y+ =

(e) i nn Resposta: divergente por comparagéo com Y+% 1;

n3

f 1 Resposta: divergente por comparacao com 1;
() ¥i% 7= Resp gente p parag ne 1T

(g) Xt 1sm( ) Resposta: divergente por comparagdo com Y+, ;
(h) Yie & =t Resposta: convergente;

(i) ;“’1— Resposta: convergente;

() The—— oo+ Resposta: convergente;

4n+1
(k) i (3—n) " . Resposta: divergente;

2n+1
a2
+oo [N+l n . .
N Xz — . Resposta: convergente;

yo (1 1\" . .
(m) Xr2 (;—n—z) . Resposta: convergente;

(n) 232 ((:,?; Resposta: divergente.

53



6. Considere (u,),ey definida por recorréncia através de u; =1 e

1+2n

Upyr = (n )un Diga, justificando, qual a natureza da série Y}, u,,.

7. Verifique que:

2o 1 ) . o
(a) A série 2t (—;) é divergente uma vez que a série %1%

ERE
(¢

divergente;

(b) A série Z;S’( pr 1)e convergente e tem somaS = —2 visto

queZn 1211, 1=2

8. Recorrendo ao estudo de séries, calcule:

n2015
i Resposta: 0;

(a) lim

(b) hm(z—) Resposta: 0.
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I.1.4 - Séries numéricas cujos termos nao tém sinal constante. Séries
absolutamente convergentes e séries simplesmente convergentes. Séries

alternadas e critério de Leibniz.

Consideremos a série

cosn cos1 cos 2 cos3 cos 4 cos5
e —t—t—+—=

o = + .
n=1 3n 3 9 27 81 243

cosn

Comegamos por verificar o sinal dos primeiros termos de u,, = 5

Assim, temos

_ cos1 0.18
ul - 3 ~ U, )
= &8 2 0,046 = 3 0,037 =8 4 0,008
uz - ~ 1] ) u3 - 27 ~ 1] ) u4 - 81 ~ 1] ’
_cosS 0.001 _cos6 0.001 _ cos7 0
Us =3 TN U T g R UNUL S W= o187

Observamos que o 12 termo é positivo, os 22, 32 e 4° termos sdo negativos, 0s

5%, 62 e 7° s&o positivos, etc.

Tendo em conta que —1 < cosn < 1 para todo n € N e que o cosseno € uma
funcéo periddica de periodo 2w podemos afirmar que os termos da série nao
tém sinal constante e, ainda, que néo é possivel determinar uma ordem a partir

da qual a constancia de sinal se verifique.

Vamos entéo averiguar como se pode estudar a convergéncia da série 312 = .
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As primeiras somas parciais estédo indicadas na tabela:

n Sn
cos1
1 ~ 0,18
2 cosl cos2
~ 0,134
3
3 cosl+c052+c053 0,097
3 9 27
4 cosl+c052+cos3+cos4 0.089
3 9 27 81
5 cosl+c052+cos3+cos4+c055 0.09
3 9 27 81 = 243
6 cosl+c052+c053+cos4+c055+cos6 0.092
3 9 27 81 ' 243 729

Reparamos que a sucessao das somas parciais, (S,)nen, NA0 € monétona.

Assim, é dificil prever se (S, )nen tem limite, por isso nada podemos dizer quanto
a convergéncia da série. Contudo, se analisarmos a série constituida pelos

valores absolutos dos seus termos,

§|cosn| _|cos 1] 4 |cos 2| 4 | cos 3| 4 |cos 4| 4 |cos 5] 4
. 3" 3 9 27 81 243
n=

1

podemos concluir, por comparagao com a série Y3, —, que a série X% |2

377.

+oo COST

€ convergente o que garante — como veremos no Teorema 1.35. — que },;/%; T

também é convergente e classificamo-la como absolutamente convergente de

acordo com a seguinte definigéo.
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Definicao 1.33.

A série

12 u, diz-se absolutamente convergente se a série constituida pelos

valores absolutos dos seus termos (também designada por série dos médulos),

+® lun|, € convergente.

Dado que a série dos valores absolutos dos termos de uma série Y;:*, u,, é uma

série de termos nao negativos, podemos recorrer aos critérios anteriores para

verificar se Y, u,, é absolutamente convergente.

Exemplos 1.34.

(i)

(ii)

cosn . + 1
€ absolutamente convergente uma vez que Zn°°13—n

A série Z+°°

é convergente. Atendendo a

cosn; |cosn|
3n | T
para todo n € N, vejamos entdo que a convergéncia da série dos

cosn

valores absolutos dos seus termos, Y%

convergéncia da série geométrica de razédor = - Zn 157 Utilizando

cosn
3n

o 1° critério de comparagdo concluimos que a série >+

convergente dado que Y32, - é convergente.

+oo COSTL .

Assim, por definigdo, dizemos que a série ;% o

absolutamente convergente;

A série Y S‘:n é absolutamente convergente visto que podemos

garantir a convergéncia da série dos valores absolutos dos seus

termos, Y+ sinnl - hor comparago com a série y+o L Aplicando
y n=1 n |’ p p 9 n=1 nl’ p

o critério d’ Alembert vem
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1
2= 1im P Dy —0<1,
n—oo l n-on
n'

Z o 1 . . .
logo a série ¥+ —é convergente. Além disso, para todo n € N,
n!

obtemos

sinn| |[sinn|
| n! |_ n! " nl

Utilizando o 1° critério de comparacao concluimos que a série

+o 222 & convergente. Por isso a série ¥#%, 22 é absolutamente
convergente.

Teorema 1.35.

Se Y ¥ u, é absolutamente convergente entdo ;% u,, é convergente.

Demonstracao:
Seja (S,)ney @ sucessdo associada a »+% u, e (T,),en @ SUCESSA0 associada
ayr®lu,l, isto é,

Sp=ugtuy+tu, ;0 Ty = g+ ug| 4+ ugl

Por hipotese, Y12 u, é absolutamente convergente, ou seja, a série dos
médulos correspondente, Y2 |u,|, converge.
Assim, a sucessao (T,,) ey € convergente. Prova-se que toda a sucessao € uma
sucessao de Cauchy, isto é,
«para qualquer 6 > 0 existe uma ordem p € N tal que
m>pen>p=|T,—T,| <0».

Deste modo, para m>n>p, podemos garantir que

[Sm = Sl = [unsr + Ungz + o+ U | < Jtpa| + (gl + -+ |ug| < Ty — Tol < 6.
Concluimos, assim, que (S,)»ey € convergente, bem como a série Y1 uy,.
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O reciproco do Teorema 1.35. ndo é verdadeiro, pois existem séries

convergentes que ndo sao absolutamente convergentes. Por exemplo, a série

1., -
;Sl(—l)"“;.x'x € convergente (ver Exemplo 1.40.) embora a correspondente

2o ) 1 o] o . .
série dos modulos, ZZZE; (série harménica), seja divergente

Definicao 1.36.

Uma série Y.}, u, diz-se simplesmente convergente se Y2 u,, é convergente

e Y+ lu,| é divergente.

Todavia, & importante salientar que nao € possivel encontrar uma série
numérica com termos de sinal constante que seja simplesmente convergente,

visto que estas séries ou sdo absolutamente convergentes ou divergentes.

Exemplo 1.37. (Reordenacdao dos termos de uma série simplesmente

convergente)
Consideremos a série
o qyn+1l_q 1,1 1,1 1.1 1.,
Zaz1(=1) n 1 ptsats—sty gt
Sendo uma série simplesmente convergente (como veremos no préximo

exemplo), designamos a sua soma por S.

Vejamos o0 que acontece se reordenarmos os termos dessa série da seguinte

forma
1 1 1 1 1 1 1 1
=2 3%37 ¢ 85 10 12
Temos
1 1 1 1 1 1 1 1
(1_5)_1 (5_6)_5 (S_E)_E
ou seja,

; . o 1 1 o P
*ix Designaremos as séries Y12 (—1)™1 = e ¥ (—1)™ = por séries harmonicas alternadas.
n n
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ou seja,
1(111+111+1 1 1+)
2 2 4 3 6 8 5 10 12
Deste modo, obtemos uma nova série cuja soma vale g
Assim sendo, a série inicial e a série obtida através da reordenacéo de termos

da primeira ndo s&o iguais.

Este exemplo é elucidativo dado que evidencia que ndo podemos alterar a
ordem dos termos de uma série simplesmente convergente. De facto, Riemann
demonstrou que € possivel alterar a ordem dos termos dessas séries de modo

a obtermos a soma que quisermos.

Por outro lado, se uma série é absolutamente convergente entdo qualquer
reordenacéo dos seus termos nao afeta a convergéncia nem a sua soma.
Entre as séries que podem ser absolutamente convergentes e simplesmente

convergentes distinguimos as séries alternadas.

Definicéo 1.38.

Séries alternadas sao séries em que dois termos consecutivos tém sinal
contrario, ou seja, sdo séries da forma Y} (-1)"*'u, ou ¥} (—1)"u,, onde

u, = 0,paran € N.

Designadamente, ou temos uma série cujo termos de ordem par sdo nao

positivos
A D™y, = uy —up +uz —uy + o
ou entdo uma série cujo termos de ordem impar sao néo positivos

Zﬁfl(—l)”un =—U; tU; —Uz T Uy —
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Note-se que, no caso das séries alternadas, podemos afirmar que:

Yre (—1)™* 1y, é absolutamente convergente se e sé se Y12 u, é

convergente.x

De seguida apresentamos uma condi¢do suficiente de convergéncia para séries

alternadas.

Teorema 1.39. [Critério de Leibniz]

Se (u,)ney € Uma sucessao tal que:

(i) u, = 0, para n € N, ou seja, é ndo negativa;
(i) Upe1 — Uy < 0, paran € N, ou seja, é decrescente;
(iii) limu, = 0, ou seja, &€ um infinitésimo;

n

entéo Y12 (—1)"*1u, é convergente.

Demonstracéo:
Seja ¥+ (—1)"**u,, uma série alternada.
Entdo temos de demonstrar que a sua sucessao associada, (S,)nen, €
convergente.
Consideremos a subsucessao (S,,)ney coOnNstituida pelas somas com um
nuamero par de termos, definida por

Son = Uy — Uy + Uz — Uy + -+ Uy g — Upy.
Verificamos que

Santz = San = Uznt1— Uzns2 2 0,

dado que, por hipétese, (u,).en € decrescente pelo que podemos afirmar que
esta subsucesséo é crescente.
Além disso, verificamos que (S;,)ren t€M termos ndo negativos e é limitada

superiormente, pois

* Analogamente, Y (—1)"u,, é absolutamente convergente se e sé se Y+, u,, € convergente.
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Son = U —UpF U3 —UsHUs — - —Uppp T Uppg — Upp =

=up — |(up —uz) + (uy —us) + -+ (Upn—p — Upp—1) + Upp | < Uy,
20 20 =20

Assim, podemos garantir que (S,,),.ey € CONvergente para S, sendo

S = llm SZTl'
n

Por outro lado, a subsucessao (S;,-1)ney CONstituida pelas somas com um
namero impar de termos é decrescente, visto que
Son+1 = San-1 = —Ugn + Uzp41 <0,

e limitada inferiormente, pois

Son—1 = (g —up) + (U3 —uy) + =+ + (Upp—3 — Upp—3) + U1 = 0.
>0 =0 =0

Logo (S,,_1)nen € convergente para S’, sendo S’ = lim S,,,_4.
n
Finalmente, calculamos

S - S, = llm 5211 - llm SZTl—l = llm(SZn - SZTl—l) = lim(_uzn).
n n n n
Como, por hipétese, (u,,),eny € um infinitésimo, entao limu,,, = 0, ou seja,
n

S =S’', 0 que nos permite assegurar a convergéncia da sucessdo associada
(Sn)nEN-

A demonstracdo do Teorema 1.39. permite-nos concluir que a soma, S, de uma
série alternada do tipo ;% (—1)"*1u,, ndo excede o primeiro termo dado que
satisfaz 0 < S < u,.

Importa, ainda, salientar que o critério de Leibniz também pode ser aplicado a

séries do tipo ¥} (—1)™u,, uma vez que

i(—l)nun = (-1 f(—l)n“un.

Neste caso, constatamos que ambas as séries sdo da mesma natureza. Além
disso, S é a soma de Y;* (—1)""1u, se e s6 se -S € a soma de Y% (—1)"u,.
Assim, temos

0<S<u, & -u <-S<0.
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Exemplos 1.40.

o 1., .
a) A série Y2 (—1)n*?! ~€ simplesmente convergente.
Em primeiro lugar, constatamos que a correspondente série dos
p 1 . . . o] o
madulos, ZZZE;, é divergente pois trata-se da série harmonica.
Aplicamos agora o critério de Leibniz a série alternada. Com efeito,
~ 1 . .
sucessao de termo geral u,, = - satisfaz as propriedades:

(i) (u,) é positiva, isto &, u,, > 0 paratodo n € N;

(i) (uy,) € estritamente decrescente pois

1 1 1 .
Unt1 = Un =00~ 0= T noaD < 0,paratodo n € N;

(i) (u,,) € um infinitésimo, isto &, lim% = 0.
n

. o) 1 . .
Assim sendo, a série alternada Z;Z’l(—l)”“; € simplesmente

convergente.

b) A série Y; 2 (-1t n;q;:z) é simplesmente convergente.

Em primeiro lugar, € necessario mostrar que a correspondente série
2 +oo N+l xxi
dos modulos, anl—n(n”), € divergentexxi.

n+1

Consideramos de seguida a sucessao de termo geral u, =

nn+2)
Esta satisfaz as propriedades:
(i) (u,) é positiva, isto é, u,, > 0 paratodo n € N;
(i) (u,) € estritamente decrescente pois
n+2 n+1 n?+3n+3 .
tntr —Un = M+DM+3)  nm+2)  amrDn+2)(n+3) <OneN;

. s . 1 3
*XI Usando, por exemplo, a série Z;S’l; como termo de comparagao.
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1
P o g ez e . s 1 n+l . 1+5_
(iii) (u,) € um infinitésimo, isto é, llrrln v llrrln —= 0.

Assim, podemos aplicar o critério de Leibniz & série alternada e

. ;o +1 .
concluir que a série YI% —1)"+1$e simplesmente

convergente.

c) A série Y12, (— 1)"1 = € simplesmente convergente.

Em primeiro lugar, é necessario provar que a correspondente série

dos médulos, é divergentexxii,

lel()

. 1
Sejau, = OR

Como

(i) (u,) é positiva, isto &, u,, > 0 paratodo n € N;

(i) (u,) € estritamente decrescente pois

1 L Gy

In(n+1) In(m)  In(n)In(n+1)

Uppp — Up = < 0, paratodo n € N;

(iii) (u,,) € um infinitésimo, isto &, 11m =0,

1()

entdo a série alternada }}%,(— 1)”m € convergente pelo critério

de Leibniz. Além disso, concluimos que essa série é simplesmente

convergente.

Finalmente, vejamos exemplos de séries alternadas divergentes.

" s . 1 3
* Usando, por exemplo, a série Z;Z’l; como termo de comparagao.
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Exemplos 1.41.
(i) A série 332 (—=1)" —— é divergente.

Seja u, = ——. Uma vez que

. .n 1
llrrlnun—ilmn_i_z—llzn 2—1;&0

entdao o lim(—1)"u, nao existe. Pelo corolario da condicdo
n

necesséria de convergéncia a série alternada ;% (-1)"wu, é

divergente.

_o\n
(i) A série 2;;31% é divergente.
n
Sejau, = 27 Verificamos que lim(—1)"u,, n&o existe, atendendo a
n
n
que limu,= lim% =400 = 0. Pelo corolario da condigdo
n n

- A - 2n
necessaria de convergéncia a série alternada 225’1(—1)”7 é

divergente.

Regra 1.42.
No estudo da natureza de séries alternadas do tipo Y%, (—1)"*1u,, com
» = 0 podemos adotar o seguinte método.
1. Calculamos lirrlnun;xx“‘
(1.a) Se lirrln u, # 0 entdo ndo existe 1irrln(—1)"+1un e concluimos que a

série Y12, (—1)"1u, é divergente *v;

(1.b) Se limu,, = 0 entdo nada podemos concluir e avangamos para 2;
n

i Se nio é facil calcular limu,,, avangamos para 2.
i z o . n—- Z o a .
*V Pelo corolario da condi¢cdo necessaria de convergéncia.
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2.

oo

Estudamos a natureza da série Y;fX u, (série dos moddulos
correspondente) recorrendo
(i) aos critérios de comparacgao, ou ao critério do integral;

(i) ao critério d’Alembert ou ao critério de Cauchy.

-

(2.a) Se Y ¥ u, € convergente entdo a série Y% (—1)"*lu,

absolutamente convergente;

oS

(2.b) Se, por aplicagdo dos critérios definidos em (i), i u,
divergente entdo nada podemos concluir e avangamos para 3.
(2.c) Se, por aplicagédo dos critérios definidos em (ii), a série >+ u,, é

divergente entdo limu, # 0¥ o que implica que nado existe
n

lirrln(—l)”“un e, assim, concluimos que a série ;2 (—1)"*tu, é

divergentexvi.

Estudamos a natureza Y} (—1)"*'u,, recorrendo ao critério de
Leibniz.

Se u, = u,4,, paran € N, e, ainda, limu, = 0 entdo podemos concluir
n

que a série alternada Y12, (—1)"*1u, é simplesmente convergente.

*¥ Dado que:

a)

b)

pelo critério de Cauchy, se 711120 “u, =1>1(oud=1"%) entdo existe uma ordem p € N
a partir da qual se verifica que u,, > 1, o que garante que lim u,, # 0;
n—oo
pelo critério d’Alembert, se lim ”;“ =A1>1 (ou A= 1%) entdo existe uma ordem p € N
n—-oo n

a partir da qual a sucessao (de termos positivos) (u, ).y € Crescente o que nos permite
afirmar que lim u,, # 0.
n—-oo

xvi Pglo corolario da condigdo necessaria de convergéncia.
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Exercicios 1.43.

1.

Escreva duas séries geométricas que sejam séries alternadas, uma

absolutamente convergente e outra divergente.

Verifique que, embora néao seja possivel aplicar o critério de Leibniz
nestes dois casos, as séries seguintes sdo absolutamente

convergentes:

+oo €Os(2n+1),
n=1 5n ’

o CD™sinn|

n=1 n2

Determine a natureza das séries alternadas:

(a) Xre(— 1)’“rl Resposta Absolutamente convergente;

(b) x (- 1)’“rl 2n Resposta Simplesmente convergente;

(c) Z;fl(—l)”“:—n. Resposta: Absolutamente convergente;

(d i [l(_(l) —. Resposta: Absolutamente convergente;

(e) Tni(— 1)’“ranrz Resposta: Divergente;

() Z,’;“’l(;)ﬂ Resposta: Absolutamente convergente;

(@) Zai(=1)™cos (E) Resposta: Divergente;

_1\yn+1
(h) Z,’;Sz(jli_n . Resposta: Simplesmente convergente;

iy Xre,(—1)™1ln (1 + %).Resposta: simplesmente convergente;

() Z;“’Z(ll) . Resposta: simplesmente convergente;
k) Xre o eﬂ# Resposta: absolutamente convergente;

() Zfz=1)n1 (1 - %)n .Resposta: absolutamente convergente.

67



Sendo p > 0 um parametro real, determine a natureza das séries

H + 00 (_1)71
alternadas do tipo Znﬂ?'

Recorrendo ao 1° critério de comparagéo, demonstre que:
«Se Yi¥ wv,com v, >0é convergente entdo Yi¥(-1)"v,é

convergente.»

Sugestao: Utilize u, = (1 + (-1)")v,, paran € N.
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I.2. Representacao de fungcoes em séries de poténcias

Sabemos que um polinémio de grau k € N com coeficientes ¢, € R,

n=0,1, ..., k, tais que ¢, # 0, é definido por

K o CnX™ =Co + 1 x + cpx? + -+ k.

Se estendermos a operagao de adigdo de mondmios na variavel real x a um
namero infinito de parcelas (assumindo que n vai tender para infinito), obtemos

a série de poténcias de x:

Yk Cnx™.

Verificaremos que as séries de poténcias convergem para valores de x
pertencentes a um intervalo de nimeros reais. Designadamente, na sequéncia
do Teorema de Abel, determinamos o seu raio de convergéncia e o seu intervalo

de convergéncia.

Mostraremos, ainda, que estas séries podem definir fungdes reais de variavel

real cujo dominio coincide com o seu intervalo de convergéncia.

Assim, usando o conceito de série de poténcias e recorrendo a técnicas de

derivagao introduzimos a nogao de série de Taylor de uma funcgéo.

Em cursos de matematica avangada, diz-se que uma fungdo f € analitica num
ponto do seu dominio se f coincide com a sua série de Taylor na vizinhanga
desse ponto enquanto no nosso curso diremos que a fungao é representavel

pela sua série de Taylor.

No que segue, daremos varios exemplos de representagdo de fungbes

elementares por intermédio de séries de Taylor (ou séries de Mac-Laurin).
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Propomo-nos entao responder a seguinte questao:
«Como encontrar séries de poténcias que coincidam com uma funcao

indefinidamente diferencidvel num subconjunto do seu dominio?».

1.2.1 — Definicao de série de poténcias. Teorema de Abel, raio de
convergéncia e intervalo de convergéncia. Derivacao e integracao de séries

de poténcias termo a termo.
Comegamos por introduzir o conceito de série de poténcias.

Definicao 1.44. [Série de poténcias de x € R]
Sejam (c,) uma sucessao de numeros reais e x € R uma variavel. Dizemos que

a série escrita na forma
+oo
Z CxX™ = o+ €1 X + Cx?% + c3x3 + -
n=0

€ uma série de poténcias de x.

Aos numeros, ¢, € R, para todo n € Ny, chamamos coeficientes da série.

Exemplos 1.45.
a) Sejal+x+x2+x3+- =Y+ xm
Temos uma série de poténcias de x, cujos coeficientes sdo ¢, =1

para todo n € Ny;

b) Consideremos a série de poténcias de x,
x?  x3 ot X
1 +x+;+§+--- = anom.

. ~ 1
Os seus coeficientes sdo ¢, = — para todo n € Ny;

c) Seja x + 22x% + 33x3 + -+ = ¥ 2 n"x". Trata-se de uma série de

poténcias de x com coeficientes ¢, = n™ para todo n € N.
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Note-se que, para cada concretizagao da variavel x, a série de poténcias de x,
7_:230 Cnxns
se transforma numa série numérica. Designadamente, supondo que ¢,, > 0 para
todo n € N, entdo
e Paracada x > 0 temos uma série de termos positivos, Y15, ¢, |x|™;
e Paracada x < 0 temos uma série alternada, Y%, ¢, (=)™ |x|™;

e Para x = 0 a série reduz-se ao primeiro termo c,.

Definicéo 1.46. [Natureza de uma série de poténcias]

Seja x, € R.

Dizemos que a série de poténcias de x, >}, ¢,,x™, é convergente para x = x,
se a série numérica Y%, c,x,™ é convergente.

Dizemos, ainda, que a série de poténcias de x, Y.;%, c,x", é divergente para

X = x, Se a respetiva série numérica é divergente.

Notamos que, caso Y% c,x," seja absolutamente (ou simplesmente)
convergente dizemos que a série de poténcias de x é absolutamente (ou

simplesmente) convergente para x = x,.

Vamos, de seguida, determinar para que valores reais de x uma série de
poténcias converge.

E evidente que toda a série ¥}%, c,x™ é convergente para x = 0.

Com efeito, substituindo x = 0 na série, temos c, + 0+ 0+ 0 + ---.

Logo podemos afirmar que a série é convergente e tem soma S = ¢, € R.

Assim, surge a questdo: «Existem outros valores de x para os quais a série

120 cnx™ seja convergente?»
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Ha séries de poténcias de x que convergem apenas para x = 0. Por exemplo, a

série (c) do exemplo anterior

+00
Z nx™ = x + 22x% +33x3 + -
n=1

ndo € convergente para x # 0, visto que

limn™[x|* # 0
n
sempre que x # 0.V
Por outro lado, ha outras séries de poténcias de x que convergem para todos

os valores de x.

Por exemplo, consideremos a série (b) do exemplo anterior

< x" x? x3
;Hz LTdxt— ot
Para cada valor de x # 0, apliguemos o critério d’Alembert a série dos modulos
|x|n+1
_(m+1D)! _ xIn! 1
A= hrrlnﬁ == hrrlnm = |x|117£nm =0<1.
n!

Verificamos que 4 < 1, para todo valor real de x # 0.

n
Logo a série Z;SO’;—' € absolutamente convergente para todo x € R.

Por sua vez, a série (a) do exemplo anterior

+00
Zx" =1+x+x?+x3+-
n=0
transforma-se numa série geométrica de razdo r = x, para cada concretizacdo
da variavel x # 0.
Logo, trata-se de uma série convergente apenas quando |x| < 1, ou seja, 0

intervalo ]—1, 1[ é o seu dominio de convergéncia.

xvii Recorde a condigdo necessaria de convergéncia.
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Apesar desta variedade de comportamentos, prova-se que: «O dominio de
convergéncia de uma série de poténcias € sempre um intervalo de nimeros
reais que, em casos-limite, se pode reduzir a um ponto ou coincidir com o
conjunto R.

O resultado seguinte vai ser-nos muito Util no estudo destas séries.

Teorema 1.47. [Teorema de Abel]
(i) Se a série de poténcias Y%, c,x™ é convergente para x = x, # 0
entado é absolutamente convergente para todos os valores reais de
x tais que |x| < |xl;
(ii) Se a série de poténcias Y&, c,x™ é divergente para x =x; # 0
entao é divergente para todos os valores reais de x tais que

x| > |y ].

Demonstracao:
Se Y &, c,x™ é convergente para x = x, # 0 entdo X}, ¢, x é convergente.

Logo, pela condicao necessaria de convergéncia, temos lim ¢, x = 0.
n

Como a sucesséo de termo geral, (c,xg)nen, € CONvergente entéo € limitada,
isto é, existe um numero real M tal que, para todo o n € Ny, se verifica

|coxd] < M.

Por outro lado,

xn

X0

x n
|c,x™ = |cnx{)1 (—) | <M
X0
n
Ora 3+ |xi| — que € uma série geométrica de razao r = |xi| — é convergente
0 0
ara todos os valores de x tais que |=| < 1, ou de modo equivalente, tais que
X
0

x| < lxol.

Consequentemente, pelo 19 critério de comparagdo e tendo em conta que

|cpx™ < M |—| constatamos que a série Y15, |c,x™| é convergente para todo

x € R tal que |;—0| <1.
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Deste modo, podemos concluir que YF%, c,x™ é absolutamente convergente
para x € ]—xq, x|

Por outro lado, se a série Y., c,,x™ é divergente para x = x; # 0 entdo ndo pode
convergir para x, tal que |x,| > |x,|, porque se assim fosse, pela primeira parte
do teorema, teria que convergir para todos os valores reais de x tais que

|x| < |x,], 0 que contradiz a hipbtese inicial.

Na sequéncia do Teorema de Abel verificamos que, no estudo da convergéncia

de uma série de poténcias do tipo Y}, c,x™, surgem trés casos:

(i) A série Y%, c,x™ converge apenas para x = 0;
(i) A série Y15, c,x™ converge para todos valores reais de x;
(iii) Existe um numero real positivo r tal que a série de poténcias

Yo c,x™ é convergente para x € |—r,r[ e divergente para

x € ]—o0,—r[ U ]r, +ool.

Uma vez que o teorema anterior € omisso em relacdo a convergéncia nos

extremos do intervalo ]—r, r[, a analise da convergéncia quando x = —r ou

x = r serd feita caso a caso, a medida que os exercicios forem surgindo.

Chamamos raio de convergéncia ao numero real r > 0e intervalo de
convergéncia ao intervalo I constituido por todos os valores reais para 0s quais

a série Y.+, c,x™ é convergente.
Assim em (iii) podemos ter

I=]-rrlfoul=[-rr[oul =]—rrloul =[-rr].
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Finalmente, em (i) quando a série Y%, c,x™ converge apenas para x = 0,
dizemos que r = 0 e I = {0}. Por sua vez, em (ii) quando Y}, c,x™ converge

para todos valores reais de x, consideramos que r = +o el = R.

Apresentamos, de seguida, duas proposi¢coes que nos irdo fornecer uma regra

para a resolug¢édo de exercicios praticos.

Proposicao 1.48.

Seja %1% cnx™ uma série de poténcias de x, de termos néo nulos.

Se 11m ’;“ existe entdo o intervalo de convergéncia da série tem raio
n
r = lim |-
n Ifn+1

Além disso:

(i) Se r = 0 entdo X}, c,x™ converge em [ = {0};

(ii) Se r = +o entdo Y; %, ¢, x™ converge em I = R;

(iii) Se r €]0,+o0[ entdo Y1 %, ¢, x™ converge pelo menos em ]—r, v [xxviil,
Demonstracéo:

Ja vimos que Y%, c,x™ converge para x = 0.

Considerando a série dos médulos, Y1, |c,||x|™ e fixando arbitrariamente

x # 0, ficamos perante uma série de termos positivos 0 que nos permite aplicar
o critério d’Alembert.

Assim, uma vez que

|cnee |l [™*?
L=lim=2t " = [x] lim
nenllx|™ n

odemos garantir que a série dos médulos, olcallx|™, é convergente desde
n

Cn+1

Cn

que

Cn+1 <1

Cn

n+1

Sejal= 11m

Cn

xvii Neste caso falta, contudo, analisar a convergéncia da série nos extremos do intervalo ]—r, 7.
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Se 1 > 0 entdo temos

1
L<1<:>|x|A<1<:>|xI<Z

logo Y%, c,x™ é convergente para todos os valores de x tais que |x| < r, 0 que
. . . n . 1
equivale a dizer que o seu raio de convergéncia é r = 1

Se 1 = 0, ou equivalentemente r = +oo0, temos L < 1 para todos os valores reais
de x, por isso o intervalo de convergéncia I da série é R.
Por fim, o caso r = 0 ocorre quando A = +o pois a série Y%, c,x™ converge

apenas para x = 0.

Em alternativa, podemos determinar o raio do intervalo de convergéncia de

séries de poténcias aplicando o critério de Cauchy.

Proposicao 1.49.
Seja Y%, c,x™ uma série de poténcias de x, de termos nao nulos.

Se 11m "/lc,| entao o intervalo de convergéncia da série tem raio r = 11m "JT
n

Além disso:

(i) Se r = 0 entdo X1 %, ¢, x™ converge em [ = {0};

(ii) Se r = +o0 entdo Y; %, ¢, x™ converge em I = R;

(iii) Se r €]0,+[ entdo Y;;%, c,x™ converge pelo menos em ]—r, r[xxix,
Demonstracéo:

E evidente que a série Y%, c,x™ converge para x = 0.
Aplicamos o critério de Cauchy a série dos médulos, ¥ %|c,||x|™, considerando

x # 0 fixado arbitrariamente. Obtemos

L =1lim {/|c,||x|" = |x| 11m Vel
n

xix Neste caso falta, contudo, analisar a convergéncia da série nos extremos do intervalo ]—r,7[.
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Deste modo, podemos afirmar que a série dos moédulos, Y;:%lc.llx]™,

convergente desde que
L<1e |x|limY]c,| < 1.
n
Seja A =lim /|c,|.
n
Se 1 > 0 entdo temos

1
L<1<:>|x|A<1<:>|x|<Z,

logo >+, c,x™ é convergente para todos os valores de x tais que |x| <, e,

. . A L 1
ainda, que o seu raio de convergéncia é r = T Tk
n
n

Se 1 = 0, ou equivalentemente r = +oco, temos L < 1 para todos os valores reais
de x, por isso o intervalo de convergéncia I da série é R.
Por fim, o caso r = 0 ocorre quando A = +o pois a série Y1, c,x™ converge

apenas para x = 0.

Regra 1.50. [Regra para o estudo da convergéncia de séries de poténcias de
x€ER]

Seja Y%, c,x™ uma série de poténcias de x, de termos néo nulos.

Tendo em conta a expressao dos coeficientes c,,, aplicamos um de dois critérios.

Tl+1

e obtemos o raio

Se escolhermos o critério d’Alembert, calculamos A = hm

n

. Caso optemos pelo critério de Cauchy,

N . 1 .
de convergéncia r = 1= lim

n Cn+1

calculamos A = lim §/|c,| € obtemos o raio de convergéncia r = -1
n n A lim Yeql

Em ambos os casos:

(i) Se r = 0 entdo Y}, ¢, x™ converge em I = {0};
(i) Se r = +o entdo Y; %, ¢, x™ converge em I = R;
(iii) Se r €]0,+o[ entdo Y}, c,x™ converge pelo menos em |-, r[.
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No caso (iii) é necessario, ainda, estudar a convergéncia das séries

numéricas Y+% ¢, ™ e X% cp (=DM ™.

Exemplos 1.51.

a) Consideremos Y;+%,

= 3)nx . Trata-se de uma série de poténcias de

x com coeficientes definidos porc, = (_% Escolhemos o critério

d’Alembert e calculamos

n+1
C —3)n+1 n+1
A =lim |22 =1 &zlim —|
n Cn n n
3"

~ . n oz 1
Ent&o o raio de convergéncia é igualar = 2 =3

Estudamos agora a convergéncia das séries para x = —3 e para
x = 3. Assim, temos respetivamente Y &y n e ¥;:%(—1)"n que sdo
séries divergentes.

Logo o intervalo de convergéncia da série é dado por I =] — 3,3[.

b) Consideremos a série de poténcias de x, >+, x™. Sendo

= 3)"

Cp = obtemos, por utilizagéo do critério de Cauchy,

(- 3)"’

1 1

TR

Ent&o o raio de convergéncia é igualar = 3 = 3. Substituindo

. n . n
A =lim {/|c,| = lim =
n n

=

x = —3 e x = 3 na série de poténcias temos Y131 e Y&, (—1)"
respetivamente. Em ambos os casos, as séries sdo divergentes,
logo o intervalo de convergéncia da série de poténcias € dado por
I=]-33][.
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Observacao 1.52. [Série de poténcias de x € R em que o0 expoente pertence a

um subconjunto préprio infinito de N]

E se pretendermos determinar o raio de convergéncia da série de poténcias

F2(=1)"9"x %" (ou da série Y%, (—1)"9"x2"*1)? Como devemos proceder?
Neste caso ndo podemos recorrer a Regra 1.50. (Porqué?).

Temos que utilizar o procedimento indicado na demonstragdo da Proposicao
1.48 ou da Proposicao 1.49.

Ou seja, construimos a série dos moédulos, ¥1%9"|x|*". Olhando para a
expressao do termo geral da série dos médulos aplicamos o Critério de Cauchy
e obtemos

L = lim 3/9"|x|2" = 9|x|?.
n
Deste modo
L<1<:>|x|2<%<:>x2<%<:>—§<x<§,

0 que nos permite concluir que o intervalo de convergéncia da série tem

1 1
extremos —-e -.
3 3

n . o] 1 1
Estudando a convergéncia da série Y} (—1)"9"x?" para x = -;ex=3
, . n . ) 11
concluimos que o intervalo de convergéncia é I = —;,5[.

Procedendo de modo anélogo com a série Y 1%,(—1)"9"x2"*1 podemos afirmar

. N .y 11
que o intervalo de convergéncia é I = —5,5[.

De um modo mais geral, podemos considerar séries de poténcias de x — a,

sendo a € R, ou seja séries escritas na forma

+ 00

cotagx—a)tcx—a)i+cx—a)d+--= Z cp(x —a)™

n=0

Apresentamos, de seguida, mais alguns exemplos de séries de poténcias.

79



Exemplos 1.53.

. (x+1) (x+1)3 (x+1)4' +oo (x+D" .
(i) Seja (x+1)+ +e v = i1 oy Assim,

temos uma série de poténcias em que a=-1 e 0s seus

coeficientes sdoc, =0ec, = para todon € N;

(2n 1)‘

. . x-1)%2  (x-1)3 (x+1D* . (x-1)"
(ii) Seja  (x-D -+ -+ =nAaED

Assim, temos uma série de poténcias em que a =1 e 0s seus

( 1)n+1

coeficientes sao definidos porc, =0ec, = ,nE N;

. xZ2  x*  x® n x2
(iii) Seja 1l - STta— gt = e (=1) ﬂ Trata-se de uma série

de poténcias em que a = 0, sendo os seus coeficientes dados por

(GO

amr € Can- , =0 paratodon € N.

=1, ¢ =7

Queremos agora estudar a natureza da série

+o00

z cLx—a)"=cytc(x—a)+c(x—a)® +c3(x—a) +

n=0

Como devemos proceder?

Podemos recorrer a uma mudancga de variavel.

Regra 1.54. [Estudo da convergéncia de séries de poténcias de x — a]
No caso da série Y%, ¢, (x — a)™, fazemos x — a = z de modo a transformar a
série inicial numa série de poténcias de z, ou seja, na série
A cnz™ = co + €1z + 2% + 323 + -
De seguida aplicamos a Regra 1.50. e obtemos o intervalo de convergéncia da

série Y.F & cpz™.
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Regressando a variavel x, verificamos que o intervalo de convergéncia I de uma

série de poténcias Y%, ¢, (x — a)™ é centrado em x = a e tem raio r. Assim:

(i

(ii)

(iii)

r=01={a}

r=4oo<I=R

Ser>0entdo!l =]a—r,a+r[foul =[a—7r,a+7r[oU

I=la—-r,a+rloul=[a—-r,a+r7].

Recorde-se que, no caso (iii), nada sabemos em relacdo a convergéncia nos

extremos do intervalo ]la —r,a + r[. Deste modo, a analise da convergéncia

quandox =a—r ou x =a+r sera feita caso a caso, a medida que os

exercicios forem surgindo.

Exemplos 1.55.

(i)

Consideremos Y%, (x—1)” Assim, temos uma série de
2n

A . n!
poténciasemquea=1ec, = P Como

(nt 1) Cn+Dn+1) 2n* +3n+1
o + 2 n n n n
A=lim-2E3 i = lim = +oo
n ! n 2n+ 3 n 2n+ 3
2n+1

~ 1 . n . -
entdo r=-=0, logo o intervalo de convergéncia da série de

poténcias é I = {1}.

Consideremos Y1 (x +1)". Agora temos uma série de

2n +1)'
poténciasemquea=-1lec, = o +1)| Obtemos
n+1
1= (2n+3)' - lim n+1 lim n+1 3
m n n2n+3)2n+2) n 4n34+10n2+6n
n
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(i)

Entdo o intervalo de convergéncia da série € I = R uma vez que

1
r=-= 400,
2 +

. 1 . ;.
Consideremos Y1% =(x —2)*. Assim, temos uma série de
n ln

A . 1
poténcias em que a = 2 e ¢, = —. Como

n

= lim 1

+ =
n Cnl n l nn+1
n

entdo o intervalo de convergéncia da série é r = % = 1. Notemos
que x =1 e x = 3 sdo os extremos do intervalo de convergéncia.
Substituindo x =3 na série de poténcias temos Y}, % que é
divergente pois trata-se da série harmoénica. Substituindo x = 1 na

Los A s -1)" p .
série de poténcias temos Z;Sl(n), que €& simplesmente

convergente visto que se trata da série harménica alternada. Por
isso, concluimos que o intervalo de convergéncia da série de

poténcias é I = [1,3][.

Exemplos 1.56.

(i)

Seja Y12, !

=1 (myn

(x +3)™.

1

Trata-se de uma série de poténcias em que a=-3 e ¢, = oy

Uma vez que

A =1limY|c,| = lim

1 _ i 1 —o
O~ mnl

~ . Ao 1 . L
entdo o raio de convergéncia é r == 400, por ISSO a serie

converge em ] = R.
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(i) SejaXiZVal (x—3)".
Trata-se de uma série de poténcias em que a=3 e ¢, = N

Obtemos

A =1limY/|c,| = lim n,fx/ﬂ" = limVn! = +oo.

1

A série converge em I = {3} dado que r = 1= 0.

(iii) Seja ;5’1# (x — 2)™. Temos uma série de poténcias em que

1
a=2ec, = — Deste modo

2= lim /e = li nf1 _i 11
= lim Vlenl =lim ooy =lim o =

Logor=%=2XXX.ASSim,x=a—r=Oex=a+r=4.

T

Substituindo x =4 na série de poténcias obtemos a série
harménica, Y2 ni que é divergente. Substituindo x = 0 na série de

A Lo L -nHn" .
poténcias temos a série harmoénica alternada, Z;Z’l%, que é

simplesmente convergente. Assim, concluimos que o intervalo de

convergéncia da série de poténcias é I = [0,4].

No que se segue, vamos constatar um facto muito importante do ponto de vista

do estudo de fungdes reais de variavel real.

Mostraremos que, dada a série, Y42, ¢, (x — a)™, com intervalo de convergéncia
I, I # {a}, podemos definir uma fungéo diferenciavel, f, de dominio D = I, tal

que a cada x € I faga corresponder a soma f(x) da série de poténcias de x — a.

“x Tendo em conta que se lim 222 = 1 entdo lim ¥n = 1»
n—-oo N n—oo
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Exemplo 1.57.
Consideremos a série de poténcias de x, >+ x™.

Atendendo a que o seu intervalo de convergéncia é I =] — 1, 1[, podemos definir

a fungéo
f:1-11[-> R
por meio de
f) =Y o x"=1+x+x2+x3+x*+x°+
Sera que f(x) é a expressdo analitica de alguma fun¢do conhecida?

Note-se que para cada concretizagdo de x obtemos uma série geométrica de

razao r = x.

Sabemos que a série geométrica de poténcias de x é convergente se e s6 se

|x| < 1. De facto, se —1 < x < 1 entdo a sucessao das somas parciais € dada

por
1—x"
Sp=14+x+x24+x3+ - 4x"1= :
1—x
Logo
lims, = lim—— " — lim(1 — x™) =
B T A

umavez que lim x™ = 0.

n-+oo

Deste modo, para cada x €] — 1, 1], definimos f(x) como a soma da série, ou

seja,

fx) = == Xi%an

Tal como para as fungdes reais de variavel real, podemos efetuar as operagdes

de derivacgao e primitivagdo com séries de poténcias.
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Consideremos entédo a série de poténcias de x:

YA cax™ =co + c1x + cx% + c3x3 + -
Derivando termo a termo a série obtemos
n-1

c; + 2¢c,x + 3c3x2 + - = Y2 nepx

Observemos que podemos escrever
_(Zn 0CnX n) - Zn Od (Cnxn) - Zn 1 NCpX x™ 1'

Primitivando, agora, termo a termo a série dada obtemos

cx3 | cgx*

o fn_ X+l
3 + " +--4+C= Zn +1 +C,

CoX + % +
sendo C € R uma constante arbitraria.
Reparemos que podemos escrever
JOiE epx™ dx = X% [ cpx™dx = ;{fonc—"x"“+6.

+1

Se o intervalo de convergéncia da série de poténcias de x, Y%, c,x", tem raio

r entdo os intervalos de convergéncia das séries Y} nc,x" ! e Z+°° C" xmt1

tém o mesmo raio (ver alinea 7 do Exercicio 1.59.).

No entanto, os intervalos de convergéncia das trés séries podem ser diferentes.

Exemplo 1.58.
Consideremos novamente a série geométrica de poténcias de x,
Yo xt=14+x+x2+x3+ -,
cujo intervalo de convergéncia é I =] — 1,1].
Entao a série obtida por derivagédo € dada por
0+1+2x+3x2+ =Y nx" 1 = Y& (n+1)x™

Sabemos que o seu intervalo de convergéncia tem centro a = 0 e raio r = 1.
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Assim, basta analisar a convergéncia em x = —1 e x = 1. E facil provar que as
respetivas séries numéricas sao divergentes, por isso ambas as séries tém o

mesmo intervalo de convergéncia.

Por sua vez, a série obtida por primitivacdo é dada por

x+ + + CpetC= Y ——=x™t 4+ C =312 x"+c,

1

sendo C € R uma constante arbitraria.
. ~ . ;. 1 .
Como o intervalo de convergéncia da série Z,ﬁi"l;x" tem centro a = 0 e raio

r = 1 entdo devemos analisar a convergénciaem x = —1leemx = 1.

Para x = 1 temos a série harménica, que é divergente. Mas, para x = —1 temos

a série harmonica alternada, que é simplesmente convergente.

. . N . o 1 s
Assim o intervalo de convergéncia da série, Eﬁflgx", éigualal =[-1,1].

Exercicios 1.59.
1. Determine o intervalo de convergéncia, indicando o seu raio, de cada

uma das séries:

. 2 . _1 _ 1 1,
(i) YA, n*3"x™. Resposta: r = ;el= ]— 5,5[,
(i) (=)™ 1x™ Resposta:r=1el =]-1,1];
(iii) ,t°°0—x Resposta:r=1el =[-1,1][;

(iv) gy (5+x2) Resposta:r=1el =]-1,1];

(v) LoDt ——s

D" Resposta:r=1el =[-1,1].

2. Determine o intervalo de convergéncia, indicando o seu raio, de cada

uma das séries:

(i) % (’;2 . Resposta: r =3 el =]-6,0[;
H +o0 3 (x=7)" RS | _ |20 2z,
(i) a1 Resposta: r = sel= [3 3 [
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+oo 4™M(x+5)" L1 _[_21  19],
(iii) a1 Resposta: r = sel= [ T 2 [
(iv) T (’;221 Resposta: r =4 eI = [-3,5[;

(v) 1% (2x + 1)™. Resposta: r = % el =]-1,0[.

Supondo que o intervalo de convergéncia da série de poténcias de x,
+% c,x™, tem raio r , determine o raio do intervalo de convergéncia da

série Y+ % ¢, (ax)™, sendo a # 0. Resposta: ﬁ

Seja ¢, = \/%para n € N,.

Determine o intervalo de convergéncia de cada uma das séries de
poténcias de x:
(i) +e c,x™. Resposta: I = [— 1,1[;

(ii) e ca(2x)". Resposta: I = [_ l,l[;

2°2

(i) Tr%(1+2")c,x". Resposta: I = |- 3,3].

Mostre que se o intervalo de convergéncia da série de poténcias de x,
Y i cpx™, tem raio r entdo o intervalo de convergéncia de Y12, ¢, x2"

tem raio /r.

Determine o raio e o intervalo de convergéncia de cada uma das séries:

(i) hoRgirs (anjl x2"*1 Resposta: r = +o e ] = |— 00, +0o[;
(ii) ,’;SO%xZ". Resposta: r = 0 e I = {0};

2n+2
(iii) oo (’;nm, Resposta: r = +o e [ = ]— oo, 400[;

(iv) Yo (=1)"22"x2", Resposta: r = % el = ]— %%[
(v) Yo, 272+ Dy 2n Regposta:r=2el = 1-2,2];
(vi) Fe 9 n=1(x — 2)?", Resposta:r =3 el =]-1,5[.
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7. Mostre que, se o intervalo de convergéncia da série de poténcias de x,

Yo c,x™, tem raio r entdo os intervalos de convergéncia das séries

TaZ ne, X"t e A%, L x™1 t8m o mesmo raio.

8. Considere a fungédo f: Dy € R — R definida por f(x) = X2 Oix

n+1
(i) Indique o dominio de f. Resposta: Dy = [— 1,1];
(ii) Determine a func¢édo derivada de f. Resposta:
@) = Zi% o xm, x € 1= 115
(iii) Calcule fo f(t)dt eindique o intervalo de convergéncia da série
obtida.
Resposta: f f)de = Y%, (n+1)2 x"1 ox e [-1,1].
9. Seja f:Df € R — R a fungéo definida por f(x) = ;Z},%x”.
(i) Indique o dominio de f. Resposta: Dy = R;
(i) Verifique que f'(x) = f(x) para todo x € D;.
(iii) Mostre que f(x) = e*.
(iv) Escreva o desenvolvimento em série do numero de Neper.

Resposta: e = ;1% 0 —
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1.2.2 — Séries de Taylor e séries de Mac-Laurin. Representacao de fungcoes
elementares pela sua série de Taylor (ou série de Mac-Laurin). Construcao de
desenvolvimentos em série de funcoées utilizando mudanca de variavel e
técnicas de derivacéao e integracgao.

Na seccdo anterior mostrdmos que, dada a série, Y%, ¢,,(x — a)™, com intervalo
de convergéncia I, I # {a}, podemos definir uma funcao diferenciavel, f, de
dominio Dy = I, tal que a cada x € I faga corresponder a soma f(x) da série de

poténcias de x — a.

Suponhamos, agora, que temos uma fungéo f:D; € R — R indefinidamente
diferenciavel num intervalo aberto J, isto é, todas as suas derivadas sao

continuas em J.

Interessa-nos abordar a questao:
«Como determinar um desenvolvimento em série
IaZocn (x —a)"
da fungdo f de modo que
fO) =Eidcn(x—a)"

para todo x € [?».

Se assumirmos que
f) =22 ¢ (x —a)"
para todo x € I entdo os coeficientes da série sdo determinados por

EARIC))

n n!

paratodo n € Ny.
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Vamos entdo supor que f(x) = X% ¢, (x —a)™ para todo x € 1.
Substituindo x por a obtemos ¢, = f(a). Derivando vem

f'G0) = EaZine, (x — )"
e substituindo x por a obtemos ¢; = f'(a). Derivando novamente vem

f'G0) =Ea5nmn — e, (x —a)"™?

(@)
-

e substituindo x por a obtemos f"'(a) = 2c¢,, ou seja, ¢; =
Derivando f até a ordem k vem

fOX)=Yi%nmh-1Dn-2)..(n—k +1c, (x —a)"*
e substituindo x por a temos f®)(x) = k! c,, ou seja,

fP@
%= Th

Assim sendo, vamos definir séries de Taylor e séries de Mac-Laurin, uma vez

que se uma funcdo f coincide com uma série de poténcias, com raio de

convergéncia positivo (ou infinito), entdo existe apenas uma série nessas

condicdes, designada por série de Taylor da fungéo f.

Definicao 1.60.

Seja f:D; SR - R uma fungdo indefinidamente diferenciavel no ponto de

abcissa x = a € D;. Chamamos série de Taylor, em x = a, da fungo f a série

n o (W]
5im 0w - @) = f@ + (@6 - @)+ E2 - @)+ + D -y +
No caso particular em que a = 0 obtemos a série
A O) ' JO) f™o
rol ——x" = f(0) + f'(0)x + x4+ —=x" + -,

gue designamos por série de Mac-Laurin da funcgéo f.
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Exemplo 1.61.

Consideremos a fungédo f:D; € R — R definida por f(x) = 1#

—-X
O seu dominio & Dy =] — 0, 1[U]1, +oo[. Fixamos a = 0 € Dy.

Temos £(0) = 1. Calculando as sucessivas derivadas de f em a = 0 obtemos
ro=[Z G, =l =t
ro=[5EN L =B
190 =[G, = E Gl

f@0) = dx* (1ix)]x=0 - %((1—696)4)]

Generalizando, é evidente que a derivada de f ordem n em x = 0 é dada por

0 =[5 - e, -

para todo n € Ny.

= [(l—zx)3]x=0 =2

- [#]xzo - 6;

= [&]H = 24;

=0

x=0

Logo a série de Mac-Laurin da fungéo f é

n=0 n=0

ou seja, € a série de poténcias de x cujos coeficientes sdo dados por ¢, =1

paratodo n € Ny.

Exemplificamos como é possivel construir uma série de Taylor, em x = a, para
qualquer fungao indefinidamente diferenciavel num intervalo aberto que
contenha o ponto de abcissa x = a. Além disso, interessa-nos salientar que, em
alguns casos, podemos substituir o estudo da funcédo f pelo da sua série de
Taylor. Embora, no ambito do nosso estudo, essa substituicido ndo acarrete
problemas, verificaremos no Exemplo 1.64. que nem sempre é possivel

identificar uma funcao com a sua série de Taylor.
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Definicao 1.62.

Seja Y} %, U (a)( — a)™ a série de Taylor, em x = a, da funcao f.

Dizemos que a funcéo f € representavel pela série de Taylor, em x = a, da
funcéo f se
) = %m0 - oy

para todo x €1, sendo que I € o intervalo de convergéncia da série de

poténcias.

Como primeiro exemplo de representagdao de uma funcdo, vejamos que a
funcdo considerada no Exemplo 1.61 é representavel pela série geométrica de

poténcias de x.

Exemplo 1.63.

Retomamos a fungéo f: D € R — R definida por f(x) = 1#

—-X
No exemplo anterior determinamos a série de Mac-Laurin da funcéo f

)
+oo FV(0) _
nooO n! x™ Zn Ox

No Exemplo |.61. provdmos que

i =Yy % x™ parax €] —1,1].

Assim, podemos dizer que a fungdo f é representavel pela série de poténcias

de x no seu intervalo de convergéncia.

Notemos que essa representagdo nao se verifica para todo o dominio

Dy =] — o0, 1[U]1, +oo[, mas apenas no intervalo | — 1, 1[c D;.
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Introduzimos, agora, um exemplo de uma funcdo que ndo pode ser
representavel pela sua série de Taylor.

Exemplo 1.64.

1
Consideremos a fungéo f: R — R definida por f(x) = {90 *%,se x ¢00.
, se x =

E possivel mostrar que f™(0) = 0 para todo n € N,.

Uma vez que todas as derivadas de f sdo nulas na origem, entdo concluimos
gue a série de MacLaurin de f é a série nula numa vizinhanca da origem dado

que

w F™© w
Z:aTx” =2n200=0.

Porém, a fungéo f é ndo-nula em qualquer vizinhanca da origem pois
f(0)=0¢€ f(x)>0parax+0,

o que significa que f nao é representavel pela sua série de Mac-Laurin.

A questao da existéncia da representacdao de uma fungéo pela sua série de
Taylor é dificil de demonstrar. Assim sendo, a partir de agora assumiremos (sem
prova) que as fungbes elementares que considerarmos coincidem, num

subconjunto do seu dominio, com as respetivas séries de Taylor.

Pretendemos, agora, determinar os desenvolvimentos em série de algumas
fungdes reais de variavel real, assim como os respetivos intervalos de

convergéncia.
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Exemplos 1.65.

(i)

Seja f(x) = e* e a = 0. Todas as derivadas de f coincidem com a
funcdo, logo sdo continuas em R, isso significa que f €
indefinidamente diferenciavel em qualquer intervalo que contenha
a. Em primeiro lugar, determinamos a série de MacLaurin de f.
Atendendo a que f™(0) = 1 para todo n € N,, obtemos

+oof (0) x" = +oo£
n=0 - n=0n

n!
Note-se que a série de poténcias de x é convergente em R. Assim,
podemos assumir que a fungdo exponencial € representada pela

série para todo x € R, isto &,

e¥ = ;wox,, para todo x € R.

Seja f(x) = sinx e a = 0. Note que, as derivadas de ordem n € N,

de f s&o dadas por
VA
(n) = gij —
™ (x) = sin (x +n2).
Uma vez que as derivadas sdo continuas em R, entdo f é

indefinidamente diferenciavel em qualquer intervalo que contenha

-nn

a. Uma vez que f@M(0) =0 e f@1(0) = (2 D

entdo a série de

MacLaurin de f é dada por

2n+1

()]
+oo FV(0) X" = n X
n=0 nl Z ( 1) (2n+1)'

Note-se que a série de poténcias de x é convergente em R.

Além disso, podemos escrever que

sinx = Z‘r‘t: )Tl -

2n+
i Para todo x € R.
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(iii) Seja f(x) = cosx e a = 0. Note que, as derivadas de ordem

n € N, de f sdo dadas por
3
™ (x) = cos <7n - x).
Uma vez que as derivadas sao continuas em R, concluimos que f

é indefinidamente diferenciavel em qualquer intervalo que contenha

a.

Como f@=D(0) =0e f@M(0) =

de f é dada por

(0) Tl_ _ x2n
n 0 n! Z ) (Zn)!'

Note-se que a série de poténcias de x é convergente em R.

Podemos escrever que

X

i n
cosx = Y15 (=1) v

para todo x € R.

De seguida, recorrendo a uma mudancga de variavel obtemos representacdes

em série da mesma funcao centradas em diferentes pontos do seu dominio.

Exemplo 1.66.
Consideremos a fungéo f:D; € R — R definida por f(x) = é

O dominio desta fungdo € Dy =]— oo, 1[U]1,+o[. J& vimos que f &
representavel pela série de MacLaurin no seu intervalo de convergéncia, ou
seja,

i =Yyt % x™ parax €] —1,1].

Vejamos agora como representar a mesma fungéo através de uma série de

Taylor na vizinhanga de outro ponto, isto é, centrada em x = a, para algum

a¢{0,1}.
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Escolhemos, por exemplo, a = 2. Observamos que

1 1 _ 1
1-x  —-1-(x=2)  1+(x-2)

Fazendo a mudanca de varidvel y = —(x — 2) obtemos
1

e asoyt para—-1< y<1.

Regressando a variavel x vem

—= —yre (=D (x —2)" = $iE(-1)" 1 (x —2)", para 1 < x < 3.

Enunciamos, agora, dois resultados (Proposi¢des 1.67. e 1.70.) que permitem
efetuar algumas operacoes com desenvolvimentos em séries, utilizando

mudancas de variavel assim como as técnicas de derivagao e integragéo.

Proposicao 1.67.

Suponhamos que™ f(x) = ¥\ % a, x™ para x € I(r) e g(x) = X% b, x™ para
x € I(").

Temos
(i) Se k € N entdo x*f(x) = ¥1% a, x**™, para x € I(r);
(ii) Se k € N entédo f(x*) = ¥}, a, x*", para x € I(+""), sendo
r' = 4r.
(iii) Se a # 0 entdo f(ax) = X% a, a™x™, para x € I(r'"), sendo
rll — L;

(iv) Sea € Rep € Rentdo af (x) + B g(x) = Y15 (aa, + Bb,) x™, para

x € I(r'"), sendo " = min(r,r");

xxxi Temos representado o intervalo de convergéncia de uma série por I. Quando necessitamos
de fazer operagdes com séries com raios de convergéncia distintos adotamos a notagao I(s) para
representar o intervalo de extremos -s e s.
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Exemplos 1.68.

Seja e* = ;""Ox , para todo x € R.

(i) Entao
ZX—Z+°°xx = yio Iantz = yie x™, para todo x € R.
n! n=0 n= 2(n 2)!
(ii) Entao
et =yt (xn,) =Yt 0—, x2", para todo x € R.
(iii) Entéo
=Yt (1’;) = ;mo(:) x", para todo x € R.
X =X
(iv) Sabemos que cosh(x) = % Usando as operagdes para séries
obtemos

cosh(x) =% ;SO%_!DH]JC", para todo x € R.
Notemos que, se n é impar temos 1 + (—1)" = 0, mas quando n é
par obtemos 1 + (—1)" = 2. Assim

1 0 2x2k x
cosh(x) = EZLO 2o =Yoo aor Para todo x € R.

Exemplos 1.69.
Seja é =yt x", para x €] —1,1[.

(i) O desenvolvimento de f(x) = 1_—12x em série de MacLaurin é dado

por

1
1—2x 1- (2x)

=y et =35 2"x", parax €] — %’%[
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(i) O desenvolvimento de g(x) = 1_1x2

por
1
1—x2 1- (xz)

= TS = Ti% x®, parax €] — 1,1[.

Proposicao 1.70.

Se f(x) = X% ¢, x™ para x € I(r)xi entdo

(i) f'(x) =Xi8(cp x™)' = X8 ne,x™ 1, para, pelo menos,
x € |-rr[;
" x w X nge _ w (X nge _ ® gnX
(i) [y F@de =235 [} cat™dt = 8% fy eqt"dt = Ti% [en ] L isto
é, [, f(Ddt = %1 OCn I-r,7l.
Exemplos L.71.
Seja——Z ox™ parax €] —1,1].
(i) Consideremos g(x) = ﬁ O desenvolvimento de g(x) em série de

MaclLaurin é dado por

—= = Yo (=) = Yo (=) x™, parax €] — 1, 1].

(i) Consideremos g(x) = Note-se que g(x) = (—) Entao

(1+ 1+x)?"
g(x) = CrS(=D"x™) = Zr5H((=D™™)' = Er2 (=) "nx™ 1,

para, pelo menos, x €] — 1, 1].

*i |ntervalo de extremos -r e r.

98



(i)

Para x = —1 temos a série de termos negativos, Y%, (—n) e para
x = 1 temos a série alternada, Y2, (—1)"n. Em ambos os casos,
temos séries divergentes, portanto o desenvolvimento de g(x) em

série de MacLaurin verifica-se para x € ] — 1, 1].

Consideremos g(x) = In(1 + x). Notemos que

In(1+x) = foxﬁdt
entao
X 4o too X
In(1 + x) = fZ(—l)”t” dt = Z f(—l)”t” dt =
0 n=0 n=0o

+0o =" xn+1
n=0 p41

para, pelo menos, x €] — 1, 1].
2o . -1 z
Para x = —1 temos a série de termos negativos, Z;fl—, que é

divergente e para x = 1 temos a série alternada, Y12 —— ( 1) , que é

simplesmente convergente. Assim, o desenvolvimento de g(x) em

série de MacLaurin verifica-se para x €] — 1, 1].

Consideremos g(x) = In(1 — x). Notemos que

In(1—x) = [ (- =) dt = - [} =dt

01—t
Entao
In(1—x) = — [F S5 thde = — $i% [ th dt = _Tllx"“
para, pelo menos, x €| — 1, 1].
Para x =1 temos a série de termos negativos, Z;fl_—l que é

=

1) n+2
, que

divergente e para x = —1 temos a série alternada, Y.,/ —

€ simplesmente convergente. Assim, o desenvolvimento de g(x)

em série de MacLaurin verifica-se para x € [—1,1].
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(vi)

Consideremos g(x) =
de MacLaurin é dado por

=Yre (—x2)" = YrE (—1) "%, parax €] — 1, 1[.

1 —
1+x2 1- ( x2)

Consideremos h(x) = arctg(x). Reparemos que
1

arctg(x) = [,

1+t2
Entao
X 400 400 X
arctg(x) = fZ( 1)nen g = Zf( Dnengr =
n=0o

=yt SU =" 2+l

n=07m41 X ’

para, pelo menos, x € ] — 1,1[. Parax = —1 e x = 1 temos as séries

alternadas, Z,’;“’l(;)ﬂ Z;wl(zlj respetivamente.

Em ambos os casos, temos séries simplesmente convergentes,
portanto o desenvolvimento de h(x) em série de MacLaurin verifica-

separax € [—1,1].

Exercicios 1.72.

1.

Utilizando T— Yo x™, para x€]—1,1[, determine o

desenvolvimento em série de MacLaurin das expressdes e indique o

respetivo intervalo de convergéncia:

(i)

(ii)
(i)
(iv)
(v)

f(x) = ——. Resposta: %1% (~2)"x", I =] = 2,5 [;
f(x) = - Resposta: z;mo(nljl Xt 1 =]—2,2[;
f(x) == Resposta: 1+ 542 2x™, 1 =] - 1,1[;
fG) = o X 1 =] = 2,2];
f) == S(=Dx2 1 =] -1,1[.
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2.

3.

(i)

(ii)

(iii)

4.

2n+1
Sabendo que sinx = ¥} % (=1)" (zn+1)| e cosx = Xi%(~ 1)

o’ para

. d , . d .
todo x € R, verifiqgue que E(sm X) =cosx e - (cosx) = —sinx.

Considere e* = ;mox,, para todo x € R.

x— -x . .
Sabendo que sinh(x) = % determine o seu desenvolvimento

2n+1

em série de MacLaurin. Resposta: Y%, (Zn+1)"

Determine o desenvolvimento em série de MacLaurin de
glx) = e
o (D" .
Resposta: Y1 %, Tx ;
Escreva a série de Taylor de f(x) = e* em x = a, a # 0. Resposta:

Z""o— (x—a)™.

Seja sin?(x) = 1—%5(2;0 Utilizando cosx = 315 (-1)™ (z T

x € R, determine o desenvolvimento em série de MacLaurin de
f(x) = sin?(x).

Resposta: ¥ ;, 1

para todo

+152n-1
)Tl 2 n n

(2n)!

Ut|||zando — =Y+t x™, para x €] — 1, 1], calcule a derivada de ordem

10 dessa fungéo em a = 0. Resposta: 10!

1 .
Sabendo que arctg(x) = Y12, (anl n*1 para x € [—1,1], determine o
: - . .ot 4D
desenvolvimento em série do numero w. Resposta: Zn=0m'

Utilizando desenvolvimentos em série, calcule

. . sin x
(I) }cl—»o X
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(ii) }Cl_r,%

eX—1-x
2

. Resposta: %

Suponha que f:D; € R — R & representavel pela sua série de Mac-
Laurin num subconjunto do seu dominio, ou seja, f(x) = 2%, c,x™ para
todo x € I < Dy.

Mostre que:
(i) Se f é par entdo c,,_, = 0 paratodo k € N;
(i) Se f é impar entao ¢, = 0 para todo k € N,.

Suponha que a fungdo exponencial de variavel complexa é

representavel pela sua série de Mac-Laurin, ou seja, e? = Y1 %, i—rf para

todo z € C. Assuma ainda que as operacoes com séries de poténcias

de nimeros complexos gozam das mesmas propriedades das séries de

poténcias de nimeros reais.

(i) Escreva o desenvolvimento em série de poténcias de x para e
para todo x € R, sendo i a unidade imagindria, e indique os

coeficientes da série.

+oo 1"

Resposta: e* = n=o;xn

(ii) Mostre a denominada férmula de Euler, e™ = cosx + isinx
para todo x € R.

(ii) Calcule e™. Resposta: e™ = —1.

102



Tabela 1.73. [Desenvolvimento de fungdes em séries de Mac-Laurin]

IaZoCn X Intervalo de
f(x) convergéncia
B LnZox™ 1-1,1[
1—-x
e* +0o ﬁ R
n=0 n
sinh x xxiii Z+°° x2n+1 R
n=0 n+1)!
cosh x xxxiv yio x2 R
n= O(Zn)‘
In(1 + x) R 1-1,1]
n=0 n4q
cos x +oo (D20 R
n=0 " (2n)!
sin x +oo (~1)x2nHL R
n=0" n+1)
arctg x too (—1)x2nHL [-1,1]
n=0  on+1
(1 +x)* oo k(k=1)...(=n+D)a™ 1-1,1[
n=0— .

x
i Recorde que sinhx = £

v Recorde que coshx = £
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CAPITULO II

FUNCOES REAIS DE DUAS VARIAVEIS REAIS

Neste capitulo vamos estudar fungdes reais de duas variaveis reais e, com o
objetivo de ilustrar alguns conceitos e resultados, mencionaremos aplicacdes

num ambiente econémico.

Assim, definindo z como fungdo de duas outras variaveis x e y através da
expressao z = f(x,y), comegaremos por introduzir a nogdo de dominio, de
contradominio, de grafico e de curvas de nivel de fungdes reais de duas

variaveis reais.

Na teoria econémica é usual encontrarmos relagdes entre trés (ou mais)
variaveis. Por exemplo, a producdo de uma empresa depende do capital
investido e da forga laboral empregue no processo produtivo enquanto a
utilidade (ou satisfagao) que um consumidor retira ao adquirir um cabaz de dois
(ou mais) bens é funcdo das quantidades desses bens.

O conceito de utilidade marginal foi introduzido no século XIX pelos
economistas (chamados de marginalistas). Desde entao, a utilidade marginal de
um bem tem sido interpretada como a derivada parcial da fungao utilidade
relativamente a esse bem. De modo analogo, o produto marginal do capital (ou
do trabalho) é representado pela derivada parcial da funcdo de producédo

relativamente ao capital (ou do trabalho). Formalizaremos a definicdo de

" Utilidade proporcionada por uma unidade adicional de bem consumido.
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derivadas parciais de fungdes a partir destes conceitos e — atendendo a que nos
interessamos pela resolugdo de problemas — optaremos por usar fungdes

regulares'.

Focaremos também — recorrendo ao célculo diferencial — a obtengao de valores
aproximados por intermédio de aproximacgoes lineares de funcodes, o uso da
regra da cadeia na derivada de fun¢des compostas e na derivada de fungdes

implicitas.

As fungdes homogéneas e homotéticas satisfazem algumas propriedades que
se revelam particularmente interessantes no contexto econémico, razéo pela
qual a seccéo 1.4 lhes é dedicada. Recorde-se que entre as fungbes mais
utilizadas pelos economistas estéo as fun¢des (homogéneas) de Cobb-Douglas
e as fungdes CESIi.,

Por fim utilizaremos as derivadas parciais para estudar extremos (maximos e
minimos) de funcdes de duas varidveis. Prestaremos particular atengdo aos
seguintes problemas de otimizagdo: maximizagdo do lucro de uma empresa,
minimizagdo do custo total de uma empresa sujeito a uma produgdo
previamente fixada e maximizagdo da utilidade do consumidor sujeita a uma

restricdo orgcamental.

i Fungdes que admitem derivadas parciais continuas num aberto do seu dominio.

il FungGes com elasticidade de substituigdo constante; abreviatura de Constant Elasticity of
Substitution (CES).
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1.1 —Dominio, contradominio e curvas de nivel de funcdes de duas variaveis.
Funcéao de producao de uma empresa e isoquantas. Funcao de utilidade do

consumidor e curvas de indiferenca.

Recordemos o conceito de funcéo real de uma variavel real. Trata-se de uma
correspondéncia univoca definida no conjunto dos numeros reais que
encaramos como um processo que transforma numeros reais em numeros

reais.

input x outputf(x)

— —_—

De um modo geral, adotamos a notacao
f:Df € R - R definida por x € Dy = y = f(x).
E se o input for o par (x,y)? Neste caso, o conjunto dos inputs (conjunto de

partida) € um subconjunto de R? enquanto o conjunto dos outputs (conjunto de

chegada) é um subconjunto de R,

input (x,y) outputf(x,y)
—_— B

€, escrevemos

f:Ds € R* > R definida por (x,y) € Dy - z € R, onde z = f(x,y).
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E se, em vez de um par de nimeros reais, assumirmos como input um elemento

de R", isto &, 0 n-uplo x = (X1, X3, «., X)) ?

input (x1,X2,.+Xn) outputf(x1,x2,...Xn)
[

_—

Neste caso teremos a fungéo

f:Df € R™ - R definida por x = (x1, x5, ..., X,) € Dy > z = f(x1, %, .., Xp) € R,

Neste capitulo, consideramos n = 2, isto é, fungdes de duas variaveis definidas

por

f:Df € R* > R, tal que (x,y) € Dy - z = f(x,y) ER.

Deste modo, se a qualquer par (x,y) € Dy corresponde um e um s6 z € R,
dizemos que f é uma fungéo real definida em R? (ou fungéo de duas variaveis
reais), sendo Dy 0 seu dominioV; as variaveis x e y damos o nome de variaveis

independentes’ enquanto z é dita variavel dependente.

Também dizemos que z € a imagem ou transformado do elemento (x,y) € Dy,

por intermédio de f e ao conjunto
CD; ={z€eRiz=f(x,y) A(x,y) € D;} S R

constituido por todas as imagens do dominio chamamos contradominio da

funcéo f.

v Ou campo de existéncia.

vV Ou variaveis explicativas, ou, ainda, argumentos.
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Tal como no caso das fungdes reais de uma variavel faremos a seguinte
convencdo: sempre que fizermos referéncia a uma fungéo, definida por uma
expressdao com duas variaveis x e y, sem indicarmos explicitamente o dominio
da funcéo, subentendemos que esse dominio é o maior subconjunto de R?
formado por todos os pares cujas componentes, colocadas ordenadamente nos
lugares das variaveis x e y, convertem a expressao considerada na designacgao

de um numero real.

Importa, também, referir que o grafico da funcéo real f de duas varidveis e

dominio Dy € a superficie Gy definida por

Gr ={(x,y,2) e R®:z=f(x,y) A(x,y) € Dy }.V

Podemos ainda tragar curvas no plano X0Y, para cada ¢ € CDy, definidas por

I, = {(x,y) ER%:(x,y) €D A f(x,y) = c}.
Estas curvas podem ser visualizadas como sendo a intersecdo do plano de
equagdo z = ¢ com a superficie G, de equagdo z = f(x,y). Chamamos a I,

curva de nivel de f para z = c.

Deste modo, dizemos que uma curva de nivel da fungéo f para z=c é o
conjunto de todos os pontos (x,y) pertencentes ao dominio de f com a mesma

imagem, isto é, tais que f(x,y) =c.

Vi R® representa o conjunto de todos os ternos ordenados de nimeros reais, isto é,
R3 = {(x,y,2):x,y,z € R}
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Exemplos Il.1. [Algumas fung¢des polinomiais]

a)

A fungdo f:D; € R? - R definida por f(x,y) =c, sendo c ER, é
uma fungédo constante cujo dominio é D, = R*. No caso em que

¢ # 0 0 grafico de f é um plano paralelo ao plano X0Y mas se
c=0 entdo o grafico de fé coincidente com esse plano

coordenado.

Dizemos que a fungéo f: D; € R? - R definida por
f(x,y) =ax+ by +c,onde a,b,c € R, &€ um polinédmio de grau 1 se
a#0oub=0.V

O dominio de f é R? e o seu grafico é um plano.

Um polinémio de grau 2 é definido pela fungdo f: D; € R*> - R, de
dominio R%, em que
f(x,y) = ax? + 2bxy + cy?* + mx + ny +p,

onde a,b,c,m,n,p € Re,ainda,a =00ub +0ouc=0.

Seja A= [Z IZ] € R**2uma matriz simétrica. Chamamos forma
quadrética associada a 4 a fungédo Q: D, € R* — R, de dominio R?,
definida por

Q(X) = XTAX = ax? + 2bxy + cy?, paratodo X = [;C/]
Notemos que uma forma quadratica tem apenas termos de grau 2.
Trata-se de um caso particular das fung¢des polinomiais de segundo

grau (sendo estas usualmente designadas por fungdes

quadraticas).

Vi Designamos f por fungdo afim, ou fungdo linear no caso em que ¢ = 0.
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Exemplos II.2. [Gréficos e curvas de nivel de algumas formas quadraticas]

a)

O gréfico de f:D; € R* > R tal que f(x,y) =y* é um cilindro

parabdlico;

O contradominio de f é dado por CD; = [0, +ool.
As curvas de nivel de f para ¢ > 0 sao pardbolas de equacao

y? = ¢ enquanto a reta de equagio y = 0 (eixo dos XX) representa

a curva de nivel de f para ¢ = 0.

O gréfico de f:Dr S R*->R tal que f(x,y) =x*>+y?> é um

paraboléide de revolugao;

i

AT 7
)
i g
K

O contradominio de f € dado por €Dy = [0, +o.

As curvas de nivel de f para ¢ > 0 sao circunferéncias de centro na
origem e raio r = /c , enquanto o ponto (0,0) representa a curva de

nivel de f para ¢ = 0.
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c)

O gréfico de f:Dr S R*->R tal que f(x,y)=x*>—y? é um

paraboloide hiperbdlico.

I

“\\\“\{!!’l’!t’ll"""'_,! Ak
BRRAY

O contradominio de f & €Dy = R.

As curvas de nivel de f s&o: elipses de equagéo x? — y? = ¢, para
¢ > 0; elipses de equagao y? — x? = |c|, para ¢ < 0; um par de retas

deequacdoy =xey = —x,parac = 0.

Exemplos I1.3. [Dominio, contradominio e curvas de nivel de algumas fungoes]

a)

Consideremos a fungéo g: D, € R* - R definida por
glx,y) =e®™ —17.
Temos Dy = R* e €Dy = ]—17, +oo].
As curvas de nivel da funcdo g para ¢ > —17 sao hipérboles de
equacao

xy =In(17 + ¢).

1

Seja f: Dy < R* - R definida por f(x,y) = —.

O dominio desta fungéo é dado por Dy = {(x,y) € R*:y # x}.
Geometricamente, podemos afirmar que (x,y) € Dy se e s6 se (x,y)

nao pertence a reta de equagao y = x.

Por sua vez, o contradominio da funcao é dado por
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< capital K
fatores de produgdo ( N )
—)

CDy = ]—00,0[ U ]0, +ool.
As curvas de nivel de f para ¢ # 0 s&o representadas por retas de

declive m = 1 e ordenada na origem b = —c™.

Seja, agora, h: D, € R? - R tal que (x,y) = z = \/9 — x2 — y2.
Como h(x,y)=9—x2—y2€R desde que 9—=x2-y*=>0,
podemos afirmar que (x,y) € D, se e s6 se (x,y) € um ponto do
circulo de raio 3, centrado na origem, e escrevemos

D, = {(x,y) € R?:x? + y2 < 9}.

Por sua vez, o contradominio da fungéo é dado por €D, = [0,3].
As curvas de nivel de h para c € [0,3] sdo representadas por
circunferéncias de centro € = (0,0) e raio r = V9 — c2. Notemos que

a curva nivel para ¢ = 3 reduz-se ao ponto (0,0).

Exemplo 1l.4. [Funcao de producéo da empresa e isoquantas]

De um modo geral, podemos dizer que a «produ¢do consiste num processo de
transformacgao de um conjunto de bens noutro conjunto de bens».Vii Designamos

0s primeiros por fatores (de produgéo) e os segundos por produtos.

volume de producdo Q(K,L)

empresa

trabalho L

O volume de producdo de um certo produto’* pode ser determinado em fungao

da quantidade L de trabalho e da quantidade K de capital.

Vil Introdug&o a Teoria Microecondmica, Fernando de Jesus, Publicagdes D. Quixote, 1992, p. 93.

* Um produto € um bem econdmico pois tem um custo e um valor. Em particular, um bem material,
um servico ou uma informacdo sdo exemplos de produtos. [Introducdo a Teoria da
Microeconomia, Jodo Santana, IST Press, 2012].
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Designamos por fungéo de producao a relagéao entre o volume de produgéo Q e

as quantidades L e K dos fatores de producao e escrevemos

Q:[0,+o[ X [0,+0][ - R
(K,L) - z=Q(K,L).

Por outro lado, fixando o volume de produgdo em z=c =0, podemos

determinar combinagbes de K e L tais que Q(K,L) = c.

Deste modo, definimos isoquanta como o lugar geométrico das combinacdes
dos fatores de produgéo para as quais a quantidade produzida € a mesma, ou

seja,
I, ={(K,L) e Rf x R{: Q(K,L) = c}x, paracada ¢ = 0.

Notemos que, as isoquantas sao definidas apenas em R{ x R§.

Existem varios tipos de fun¢des de produgdo, nomeadamente, as que sao

definidas por

i) Q(K,L) = aK + bL, onde a e b sdo parametros reais positivos;

i) Q(K,L) = AK“LP onde A € R* e a, 8 € R* sdo parametros;

i) Q(K,L)= (aK®+ (1 —a)L%) Y%, onde 0<a<1e 0 # §<1 séo
parametros.

*R¢ representa o conjunto dos nimeros reais nao negativos.
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Exemplo II.5. [Funcao de utilidade do consumidor e curvas de indiferenga)

«Para descrever as preferéncias do consumidor, usa-se uma fungéo utilidade
que permite ordenar preferéncias: um determinado plano de consumo é
preferivel ou indiferente a outro... O plano de consumo é uma agao do
consumidor que especifica as quantidades dos produtos por ele requeridas, de

modo a obter a maior satisfagdo».

De acordo com a teoria neoclassica do valor, o consumidor é um agente
econdémico dotado de uma funcao de utilidade que atribui um valor numérico a

cada cabaz (x,y) de dois bens X e Y de consumo.%i
Considerando, apenas, dois produtos, a fungéo de utilidade

U:[0,4o[ X [0,+0] - R
(x, y) - z=U(xy)

€ a quantificagdo matematica do conceito econémico de utilidade atribuida aos

bens X e Y por parte do consumidor através de U(x, y), isto &,

utilidade de consumo U(x,y)

quantidades x e y dos bens lﬂli -
bem v consumidor

—

Uma funcao de utilidade permite descrever as preferéncias do consumidor entre

quaisquer dois cabazes (x;,y;) € (x,, v,) da seguinte forma:

i) (x1,¥1) € preferido a (x,, y,) se e s6 se U(xy,y1) > U(xy, ¥,);

i) (x2, y,) é preferido a (x;,y;) se e s6 se U(xz, y,) > U(xy,y1);

iii) (x4, y1) éindiferente a (x,, y,) se e sése U(xy,y,) = U(xy, V5).

X' Introdugéo a Teoria da Microeconomia, Jodo Santana, IST Press, 2012
*'Onde x e y sdo as quantidades dos bens X e Y, respetivamente.
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Neste caso observamos que a utilidade U do consumidor depende das

quantidades x e y dos bens de consumo X e Y.

Por outro lado, dado um nivel de utilidade ¢ podemos determinar combina¢des
de x e y tais que U(x,y) =c. Assim, uma curva de indiferenga é o lugar
geométrico das combinacgtes das quantidades x e y de dois bens para as quais
a utilidade (satisfagdo) do consumidor € a mesma, isto é, para as quais o

consumidor & indiferente.

Assim, uma curva de indiferencga é definida por

I, ={(x,y) e R} x R{: U(x,y) = c}, paracada c € R.

Tal como no caso das fung¢des de producéao, as fungdes de utilidade U podem

assumir varias formas, designadamente:

i) U(x,y) = ax + by, onde a e b sdo parametros reais positivos;

ii) U(x,y) = Ax%y#, onde A € R* e a, 8 € Rt sdo parametros;

i) U(x,y) = (ax’+ (1 —a)y®)Y%,onde 0<a<1e 0 # §<1 sédo

parametros.
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Exercicios II.6.

1.

Para cada uma das formas quadraticas Q: R? — R determine a matriz

simétrica que Ihe esta associada:

a) Q(x,y) = 2xy. Resposta: A = [(1) (1) .

b) Q(x,y) =9x? + 5y?. Resposta: 4 = [g g]

c) Q(x,y) =9x% —5y%. Resposta: 4 = [?) _g]

0 0

d) Q(x,y) = 5y*. Resposta: 4 = [0 )

e) Q(x,y) = —9x%. Resposta: 4 = [_g 8 .

9 1
1 5I°

f)  Q(x,y) =9x%+ 2xy + 5y2. Resposta: A = [
Determine e represente geometricamente o dominio de cada uma das
funcdes

f:Df S R? >R
definidas por:

a) f(xy)= ﬁ Resposta: Dy = {(x,y) € R%:x? + y? < 3}.

b) f(x,y) = In(xy). Resposta: D; = {(x,y) € R*:xy > 0}.

c) f(x,y) =v1—-=x2?+,/1-y2 Resposta: D; = [-1,1] x [-1,1].
d flxy) =VxZ—4+,/4—y2
Resposta: Dy = {(x,y) ER*: (x < —2Vx = 2)A-2<y < 2}.

e) flx,y)=+x2+y>—4+,16 —x2 —y2.
Resposta: Dy = {(x,y) € R*:4 < x* + y* < 16}.

f) f(x,y) =In(x* +y). Resposta: Dy = {(x,y) € R*:y > —x?}.
9) flx,y)= @ Resposta: Dy = R* \ {(0,0)}.

h) f(x,y) = ﬁ+§ Resposta: Dy = {(x,y) € R%:x # 1 Ay # 0}.
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3. Considere uma funcao de utilidade U: [0, +oo[ x [0,+o[ - R definida
por
U(x,y) = 3x + 5y.

Faca o esboco grafico das curvas de nivel de U para ¢ = 1,5, 15.

4. Considere uma fungédo de produgédo Q:[0,+oo[ X [0, +o[ - R definida
por
Q(K,L) = AK®*L'™* ondeAeERtel0<a< 1.
Faca o esboco grafico das curvas de nivel de Q nos seguintes casos:

a) A=l,a=2c=124%
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Il.2. — Derivadas parciais de funcoes de duas variaveis. Definicao de
derivadas parciais de primeira ordem e de segunda ordem. Nocao de vetor
gradiente e de matriz Hessiana. Regras de derivacao. Interpretacao das
derivadas parciais como taxas de variacdo em economia.

No contexto econdmico da teoria do produtor — ou do consumidor — torna-se
importante conhecer a variagdo da expressédo Q(K, L) —ou da expressao U(x,y)
— analisando um incremento (positivo ou negativo) de uma variavel

independente mantendo a outra variavel constante.

Para isso definimos derivadas parciais de uma fungéo.

Seja f: D; € R* - R definida por (x,y) = z = f(x, y).

O que se entende por derivada parcial de f em ordem a x?
Como se obtém? Tratando a segunda variavel y como constante.
E se pretendermos derivar, parcialmente, f em ordem ay?

Procedemos de modo analogo, isto &, consideramos x constante.

Mais concretamente, adotaremos a seguinte definicao.

Definicao I1.7. [Derivadas parciais de primeira ordem num ponto]

Seja f: Dy € R* - R definida por z = f(x, y). A derivada parcial de f em ordem

a x no ponto (xo,¥,) € Dy, € definida por

— af _n f(xo + AleO) _f(xm}/o)
[ (X0, Y0) = a(xon}’o) = Alalcrjlo A :

assumindo que o limite anterior existe.
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Do mesmo modo, definimos a derivada parcial de fem ordem a y no ponto

(x0,¥0) € Dy através de

f(x )_g(x )_ lim f(xo,y0+Ay)—f(x0,y0)
y X0, Yo _6y 0, Yo = %o Ay ’

supondo que o limite anterior existe.xi

Geometricamente a intersegdo da superficie G, de equagédo z = f(x,y) , com o
plano de equagédo y =y, € uma curva. Deste modo, a inclinagdo da reta
tangente a curva no ponto (x,, Yo, f (x4, V5)), nNa direcéo do eixo dos XX, é dada

por £ (xo, ¥o)-

De igual modo, intersectando a superficie Gr com o plano de equagéo x = x,
obtemos uma curva. Neste caso, f, (x,,y,) € 0 declive da reta tangente a curva

no mesmo ponto na direcao do eixo dos YY.

Além disso, supondo que existem ambas as derivadas parciais da fungdo f no

ponto P = (x4, y,), chamamos vetor gradiente de f em P ao vetor

Vf(P) = (fx(xo'J’o)'fy(xO:}’o))-

Exemplos I1.8. [Célculo de derivadas parciais num ponto pela definicao]
a) Calculamos f,(1,—1) sendo f: D; € R*> - R definida por
flx,y) = 2x + y2.
Temos uma fungéo polinomial de grau 2 em que Dy = R?.

Por definicao, vem
O 1y = vy JOFAN-D-f(-1)
f(L,=1) =52(1,-1) = lim =———"——=—

» , 0U seja,

Xt Ax representa o incremento da variavel x; é algumas vezes substituido pela letra h.

Ay representa o incremento da variavel y; é algumas vezes substituido pela letra k.
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o 21+ A0+ (1?2 =-[2(1D) + (-1)?] . 2Ax .
lim = lim — = lim 2 = 2.
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

Geometricamente, f,(1,—1) =2 representa o declive da reta
definida por
z=2x+1AN y=-1
no ponto (1,-1,3).
Calculamos f,(1,2) sendo f: D; € R* - R definida por
fx,y) = ye™.
Temos uma fungéo de dominio D; = R?.
Por definicdo, obtemos

£,(1,2) = %(1,2) _ i f2 ) -2

Ay—0 A_’y

ou seja,

o 2+ Ay)et—2er
lim = lim e =ce.
Ay—0 A_’y Ay—0

Geometricamente f,(1,2) = e representa o declive da reta de
equacao
z=ey ANx=1
no ponto (1,2, 2e).
Calculamos f£,(0,0) sendo f: D; € R? - R definida por
fly) =x*+y2.

Temos uma fungéo de dominio D; = R?. Por definigdo, vem

of . f(Ax,0)—£(0,00 Y(Ax)P  Ax
—(0,0) = lim = lim = lim —,
0x Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0 Ax

ou seja, £,(0,0) = 1.

Geometricamente, £,(0,0) = 1 representa o declive da reta definida

por
z=x N y=0

no ponto (0,0,0).
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Definigao 11.9. [Fungéo derivada parcial em ordem a x (e em ordem a y)]
Seja f: Dy € R* - R definida por z = f(x,y).
Dizemos que a fungéof,: Dy € R* — R definida por

_of(xy) _ 4. flx+Axy)-f(xy)
fele,y) = == = lim =——"—==,

¢ a (fungéo) derivada parcial de f em ordem a x. Note-se que Dy, € Dy.

Repare-se que f, mede a taxa de variagcdo de f relativamente a x, quando

consideramos y constante.

Do mesmo modo, dizemos que a fungao f,: Dy, < R? - R definida por

_0fGey) _ o Fey+Ay)—f(xy)
f(x,y) o Al;rgo—Ay

€ a (fungéo) derivada parcial de f em ordem a y. Note-se que Dy, € Dy.

Neste caso, f, mede a taxa de variagdo de f relativamente a y, quando

consideramos x constante.

Além disso, dizemos que a fungéo f é de classe C* num subconjunto aberto A

do seu dominio se fe as suas derivadas parciais sao continuas em A.

No que se segue, assumiremos que o dominio de existéncia das expressdes

f, ), f(x,y), f,(x,y) coincide com o dominio de se segue, assumiremos que
o dominio de existéncia das expressoes f(x,y), f(x,¥), f,(x,y) coincide com o

dominio de continuidade.xv

XV O dominio de continuidade de f, D,, € constituido por todos os pontos para os quais a fungéo
f é continua.
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Exemplos I.10. [Derivada parcial de algumas funges]

a) Seja f:D; € R?> = R a fungdo constante definida por f(x,y) = a,
onde a € R. Entdo
f(x ) fG+Ax,y) — fx,y) a-a 0

Sl y) = Alalcr—r»lo Ax - Alalcr—r»lo Ax Alalcr—{loﬂ =0;
e )_af(x,y)_ lim fOy+Ay)—fxy) - lim 2% hmi_o
Y dy Ay-0 Ay Ay—0 Ay Ay-0Ay ’

Assim sendo, ambas as derivadas parciais duma constante sdo

nulas.
b) Seja f: D; € R* - R a fungéo definida por f(x,y) = x. Entao
ty) = f( ,Y) I f(x+Ax,y)—f(x,y)_l. x+Ax—x_l. Ax_ll
felxy) = = Ao Ax T a0 Ax T aSoAx
£ )_af(x.y)_ lim fGy+Ay) —fxy) im T i 2o
v Y= dy  ay-0 Ay T ay-0 Ay ay-ody
Neste caso podemos esorever =1le —y =0.
)] Seja f: Dy & R* - R a fungéo definida por f(x,y) = y. Entao
£.Goy) = ey . Sfatdoy) —fGy) L oy-y 0
Y= T T Ax Ax>0 Ax  Ax50Ax
£y) = by . fay+dy)—floy) | y+dy-y A
vy dy Ay—0 Ay Ay-0 Ay sy-0Ay
ay dy
Logo .=0e By = 1
d) Consideremos a fungéo polinomial de grau 1 de dominio D; = R®
definida por
fl,y) =7x 4+ 2y.
Assim,

fx(x; y) — 6f(x,y) = lim fx+Ax,y)=f(xy)

, OU seja
ox Ax—)[] Ax
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. 7(x+Ax)+2y—(7x+2y) . 7Ax .
lim 4 y=11m—=11m7=7;
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—0

af (x,y) . fOy+Ay)—f(xy) :
X, =—"= lim ——  , 0U seja,
ftuy) == dim, y j
. Ay)- . A .
lim Tx420+ay)-(7x42y) lim 22 = lim 2 = 2.
Ay—0 Ay Ay—0 Ay Ay—0

Note-se que se f é uma funcao polinomial de grau 1, entdo a fungao e as suas
derivadas parciais de 12 ordem s&o continuas em R?, por isso dizemos que f é

de classe C! em R?.

Regras Il.11. [Regras de Derivacéo]
Sejam f:D;SR*->R, g¢g:D,SR*->R e hD,SR*->R definidas,

respetivamente, por

y)-»z=fxy), (xy) >z=gy) e (xy)>z=hxy).

A partir da definicdo de derivada parcial podemos verificar que:

(i) Seja f(x,y) = g(x,y)h(x,y), para todo (x,y) € Ds.
Sabemos que Dy = D, N Dy,. Entéo

af(xy) _ dh(xy) |, ag(x,y)
ax - g(x:Y) ax + ax h(x,J’) e

f(xy) _ Oh(xy) |, 9g(xy)
ay - ( :y) ay + ay h(x;Y),

para todo (x,y) € D, onde D € Dy.

. . _ 9y
(i) Seja f(x,y) = neyy PR todo (x,y) € Dy.

Sabemos que Dy = D, N D, N{(x,y) € R*: h(x,y) # 0}. Entdo

ag(x, dh(x,
o tuy) _ nosy® 2 —gbuiy) 252 e
ox [R(x)]?

9gxy) dh(xy)
af(x,y)_h(x,y) ay -g(x,y) 3y

ay [h(x,y)]?

]

para todo (x,y) € D, onde D € Dy.
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(iii) Seja f(x,y) = [g(x, )]*, k € Z\{0}, para todo (x,y) € Dy.
Se k > 0 entdo Dy = Dy, mas se k < 0 entao

Ds = D, N {(x,y) € R*: g(x,y) # 0}.

Temos
af(xy) _ k-1 99(xy)
o =klge == e

f (xy) _ k-1 99(x.y)
oy = klgGe I =

para todo (x,y) € D, onde D < Dy.
(iv) Seja f(x,y) = e9*¥ para todo (x,y) € Dy.
Sabemos que Dy = D,,.

Entao

Uy _ pgxy) 29&y) ( ITXY) _ g(xy) 39Xy
ox ax dy ay '’

para todo (x,y) € D, onde D € Dy.
(v) Seja f(x,y) = In|g(x,y)|, para todo (x,y) € Dy.
Sabemos que Dy = D, N {(x,y) € R*: g(x,y) # 0}.

Entao
ag(x,y) ag(x,y)
ofy) _ gaiy ofxy) _ “ oy
ox gxy) ay axy)’

para todo (x,y) € D, onde D € Dy.

Exemplos Il.12. [Calculo de derivadas parciais usando regra de derivacao]
(i) Seja f(x,y) = (7x + 2y)(5x + 9), para todo (x,y) € R%. Entao
f(x,v) = 7(5x +9) + 5(7x + 2y) = 70x + 10y + 63,
fy(x,y) =2(5x+9) + 0 = 10x + 18,

para todo (x,y) € R2.

(ii) Seja f(x,y) =

Temos Dy = {(x,y) € R*:4x + 7y # 0}. Verificamos que

3x
X

+8y
iy PATR todo (x,y) € Dy.
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(i)

of (x,y) _ 3(4x+7y) —4(3x+8y) _ -—1l1y
ax (4x+7y)2 T (4x+7y)?’

of (xy) _ 8(4x+7y) —7(3x+8y)

. 11x

dy (4x+7y)?

para todo (x,y) € Dy.
Seja f(x,y) = (x* 4+ 5y?)3, para todo (x,y) € D;. Entdo
% =12x3(x* + 5y%)% e %’;‘y) = 30y(x* + 5y?)2,
para todo (x,y) € R2.
Seja f(x,y) = e5** para todo (x,y) € Dy.
Sendo D; = R?, entdo

fel,y) =5y%e™" A f,(x,y) = 10xye™”
para todo (x,y) € R2.
Seja f(x,y) = In|4x + y?|, para todo (x,y) € D;.
Temos Dy = {(x,y) € R*: 4x + y* # 0}. Entdo

2y

4
’ == 5 /\ ’ == 7
fe(x,y) = " fGoy) =~ 52

para todo (x,y) € R2.

Seja f(x,y) = x3 + y3, para todo (x,y) € Dy.
A fungéo tem dominio Dy = R?. Entdo obtemos

2

(e y) = 3\/(36%3/3)2 AN fy) =

para todo (x,y) € D,onde D = {(x,y) € R%:y # —x}.

yZ

Definicao 11.13. [Derivadas parciais de 22 ordem]

T (ax+7y)?’

3 (x3 + y3)2

Seja f:D; € R? - R uma fungéo definida por (x,y) = z = f(x,y) que admite

derivadas parciais de 12 ordem.

Por defini¢ao, se f € uma fungdo de duas variaveis entao f, e f, sdo também

funcdes de duas varidveis pelo que podemos considerar as derivadas parciais

(tanto em ordem a x como em ordem a y) de f; e f,.
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Deste modo, obtemos quatro derivadas parciais de 22 ordem de f:
o = (£ = Z; =G
foy =)y = axay ay (Zi)

=(5), =55 = 5 (%)

(fy) ayz T oy (Zi)

Note-se que a ordem de derivacao € indicada da esquerda para a direita. Assim
fxy indica que se deriva, primeiro, em ordem a x, e, depois, em ordem a y.
Designamos f,, e f;, por derivadas quadradas ou diretas, enquanto que as

derivadas de 22 ordem f, e f,, dizem-se retangulares, mistas ou cruzadas.

Além disso, dizemos que a fungdo f é de classe C% num subconjunto aberto A
do seu dominio se f e as suas derivadas parciais de primeira ordem e de

segunda ordem s&o continuas em A.

No que se segue, vamos admitir que o dominio de existéncia das expressdes

fCay), (), f,6Y), fix(Y), fiy(, ), fyx(x,¥), fyy(x,¥) coincide com o
dominio de continuidade.

Finalmente, e assumindo que existem as derivadas parciais de 22 ordem de f no
ponto P = (x,,¥,), chamamos a matriz Hessiana de f em P = (x,,y,) a matriz

seguinte

fxx(xo'yo) fxy(xo'yo)

HP) = fyx(xo'J’o) fyy(xO'yO) '

A partir das derivadas de 22 ordem de f podem definir-se as derivadas de 32

ordem e assim sucessivamente.
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Exemplo 1l.14. [Célculo de derivadas parciais de segunda ordem]
Determinamos as derivadas de 22 ordem de f:D; € R* — R definida por
fOoy) =x%y + 7xy + y2.
E evidente que D; = R?. As derivadas parciais de 12 ordem de f s&o dadas por
Ly) =2xy+7y A f,(x,y) = x*+7x+2y

para todo (x,y) € R?. Por sua vez, as derivadas parciais de 22 ordem de f séo

definidas por

fer, ) = (R (6, y) = o= (2xy + 7y) = 2y;
fy@y) = (£, (y) = 5 (2xy +7y) = 2x + 7;
freCy) = (), (6y) = - (x> + Tx +2y) = 2x + 7;

fy @) = (), () = 7> (&2 +7x + 29) = 2;
para todo (x,y) € R2.

Tendo em conta que f é uma fungdo polinomial de grau 3, entdo a fungéo e as
suas derivadas parciais, de 12 e 22 ordem, s&o continuas em R2, por isso

dizemos que f é de classe C? em R2.

Note-se que f,y, (x,¥) = f,.(x,¥) para todo (x,y) € R?.

Observacao I1.15. [Igualdade das derivadas cruzadas]

E importante salientar que a igualdade

fxy(x,¥) = fyx(x,¥), paratodo (x,y) € A < Dy

nem sempre se verifica.
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Todavia, no contexto das fungbes de classe C?, podemos garantir que a

condicao anterior é satisfeita.
Assim, nestas condi¢des, a matriz matriz Hessiana de f em P = (x,, y,),

fxx(xoryo) fxy(xoryo)

HPY = ove)  fonCroryo)|

€ simétrica (dado que coincide com a sua matriz transposta).

Como referimos anteriormente, interessa, por vezes, analisar tanto o produto
adicional que pode ser alcangado com o aumento de uma unidade de capital
(produto marginal do capital) como o produto adicional que pode ser alcangado

contratando mais uma unidade de trabalho (produto marginal do trabalho).*

Com esse fim — e assumindo que Q(K,L) define a funcdo de produgédo —
recorremos ao calculo diferencial, dado que se considera que as derivadas
9Q
K

.. 0 . . .
parciais ——- e ﬁ representam, respetivamente, o produto marginal do capital e o

produto marginal do trabalho.

Repare-se que se a empresa utiliza K* unidades de capital e L* unidades de

trabalho entdo — tendo em conta a Defini¢do I1.7. — podemos escrever

QK™+AK,L)-Q(K"LY) _ 9Q

AK K K", L7),
para AK suficientemente pequeno;
e, ainda,
Q(K L +AL)_Q(K L ) ~ 6_Q(K*’ L*),

AL daL

para AL suficientemente pequeno.

* Em consequéncia da aplicagéo do teorema de Schwarz-Young: Seja f: Dy R? - R uma fungéo
cujas derivadas parciais f,, f, € f,, existem numa bola aberta centrada num ponto (x,,y,) € Dy €
s&o continuas em (x,,y,). Entéo existe f,,,(xq,y,) € tem-se f,,(xo, o) = fyx(x0, o) [Célculo com
fungdes de varias variaveis, A. Breda e J. Nunes da Costa, McGraw-Hill, 1996].

xi Recordemos o que estudamos no capitulo das fungdes reais de variavel real. Consideremos a
fungéo f:Dr € R - R definida por y = f(x) e x, € Dy. Verificamos que, para um acréscimo Ax
suficientemente pequeno, tem sentido escrever Ay = f(x,+ Ax) — f(xo) = f'(xo)Ax. Em
particular, quando Ax = 1 temos Ay = f(x, + 1) — f (%) = f'(x0)-
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Em particular, quando AK = 1= temos

QK™ +1,L) — QK" L) ~ 22 (K", 1),
e dizemos que g—i(K*,L*) estima a variacdo no produto devida ao aumento de
uma unidade de capital.

Por outro lado, quando AL = 1xvii, opbtemos
QK" L +1) — QK™ L) = 2 (K", L),

. d R . L .
e afirmamos que % (K™, L") estima a variagdo no produto devida ao aumento de

uma unidade de trabalho.

Consideremos de seguida o caso em que a produgao é definida por uma fungéo
de Cobb-Douglas.

Exemplo 1l.16. [Funcdo de Cobb-Douglas®* e produto marginal]

Seja Q(K,L) = AK*LP onde A,a, f € R sdo parametros estimados de acordo
com o0s dados do processo produtivo.

Suponhamos que tem sentido, numa determinada empresa, considerar A = 4,

a= % ep= i, isto é, assumir que a fungao Q esté definida por Q(K,L) = 4K3LA.

Deste modo, podemos afirmar que as derivadas parciais

1
3

2 1y =4 ()i =3 (3,

wi Assumimos que, neste contexto, AK = 1 é suficientemente pequeno.
Wil Assumimos que, neste contexto, AL = 1 é suficientemente pequeno.

Xx Em 1928 Cobb (matematico) e Douglas (economista) utilizaram esta fungdo para modelar o
crescimento da economia americana no periodo 1899-1922.
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3
aQ (N 3,3 (K\z
E(K'L) = 4(;)](4[, e (Z)
tém um determinado significado econémico.

Admitamos que a empresa utiliza 10000 unidades de capital e 625 unidades de
trabalho.
Queremos fazer uma estimativa, sem recorrer a maquina de calcular:

(i) da variagdo do produto devida ao aumento de uma unidade de

capital, i.e.
0(10001,625) — Q(10000,625);

(i) da variagdo do produto devida ao aumento de uma unidade de
trabalho, i.e.

0(10000,626) — Q(10000,625).

Repare-se que se (K* L*) = (10000,625) — i.e. se a empresa utiliza 10000

unidades de capital e 625 unidades de trabalho — entdo
Q(K*, L") = Q(10% 5%) = 4(10%)3(5%)7 = 20000.
Consequentemente:

(i) QK™ +AK, L) = QK" L) ~ 2 (K", L)AK <
AK=1

)
& 0(10001,5%) — Q(10%,5%) ~ %(104, 54) &

1

4 5%\
& Q(10001,5%) ~ 20000 + 3 (F) =
& ((10001,625) ~ 20001,5.

Neste caso dizemos que g—i (K*, L*) estima a variacédo no produto devida

ao aumento de uma unidade de capital.
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(ii) QK" L' +AL) — Q(K*, L) =~ 22 (K", L)AL &

AL=1
aQ
< Q(10%626) — Q(10%5%) ~ == (104 5%) &
10%\%
& 0(10%626) ~ 20000 + ( = ) =
& 0(10% 626) ~ 20008.

Assim verificamos que (K* L*) estima a variagdo no produto devida

ao aumento de uma unidade de trabalho.

Exemplo 1l.17. [Funcao de Cobb-Douglas e variagao do produto marginal]

Suponhamos que a fungéo de produgao Q esta definida por Q(K,L) = AK3LA.

Vamos verificar que a fungao produto marginal do trabalho é positiva e que como
funcado de L, considerando K fixo, é decrescente.-Assim, uma vez que

3

20 _ (K)s
E(K,L) = (L) >0,paraK>0el >0,
constatamos que

L 9k 1) = 2 (kaL%)=-2KkiL"i<0,parak >0eL>0.

Deste modo, podemos concluir que:
«Uma empresa com uma fungao de producao definida por Q(K,L) = 4K3Li tem

um produto marginal de trabalho decrescente —i.e. quando o trabalho aumenta

a produgao também aumenta, embora com uma taxa de variagdo menor.»

Em relacédo ao produto marginal do capital, tendo em conta que

1

aQ o (L\2 . e
&(K, Ly=3 (E) > 0, também verificamos que

22K, L) = —=(3K"3L%) = - 2K 3LE < 0.
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Exercicios 11.18.
1. Seja f:D; € R? - R a fungéo definida por f(x,y) = /xy. Recorrendo a
definicdo, calcule as seguintes derivadas parciais de f:
a) Z—i(0,0). Resposta: 0;
b) Z—£(0,4). Resposta: +x;
c) Z—£(4,0). Resposta: +x;
d) 2Z@,b) b>0.R ta: —:
) 3y (LD); para - Resposta: ——;

e) Z—i(a, b), para ab > 0. Resposta: ﬁ;
of . b
f) Ew (a,b), para ab > 0. Resposta: VT
2. Determine as derivadas parciais de primeira ordem das fung¢des
f:Ds € R* > R definidas por:
a) f(x,y) = (x+2y)3. Resposta: f,(x,y) = 3(x + 2y)?,
fy (e y) = 6(x + 2y)*.

y X y X
b) f(x,y) =ex+ ev. Resposta: f,(x,y) = —:—265 +§ey;

1 Y x x
fy(x,¥) =,er —FeY.

1

¢) f(xy)=In(x +/x%+ y?). Resposta: f,(x,y) = N

KO =
d) f(x,y) =x”. Resposta: f,(x,y) = yx¥~%; f,(x,y) = x” In(x).

3. Seja f:Dy € R* - R. Mostre que:

a) Sef(x,y) =17 entdo f;(x,y) = f,(x,y) = ;. para (x,) € Dy;

+y’
b) Se f(x,y) =In(x +y) entéo f,(x,y) = f,(x,¥), para (x,y) € Dy;
c) Se f(x,y) = sin?(2x + 3y) entdo

fx(x,¥) + f,(x,y) = 5sin(4x + 6y), para (x,y) € Dy,
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d) Se f(x,y) =[xy entdo f.(x,y) + f,(x,y) = 27 Para
(x,y) € int(Dy);
e) Se f(x,y) = arctg (%) entéo yf,(x,y) — xf,(x,y) = —1, para

(x,y) € Df.

Suponha que a funcgao de utilidade de um individuo
U:10, +oo[ x 10, +oo[ - R é definida por U(x,y) = x3(y + 2)%,onde x e y

representam as quantidades dos bens X e Y, respetivamente.

a) Determine a utilidade marginal de cada um dos bens, Z—Z(x,y) e

aou
E(X,}’)-
Resposta: U, (x,y) = 3x2(y + 2)2, U, (x,y) = 2x3(y + 2).
b) Qual a utilidade marginal do bem X quando o individuo esta a

consumir uma unidade de cada bem? Resposta (1 1) = 27.

Considere a fungéo de Cobb-Douglas Q:]0, +oo[ X ]0, +oo[ - R definida
por

Q(K,L) = AK%L177,
onde ARt e 0<a<1, em que K>0 e L>0 representam,
respetivamente, a quantidade de capital e trabalho utilizadas na
producéo.

a) MostrequeK (K L)+L (K L)=Q(K,L)yparaK >0elL >0;
b) Determine o sinal das derivadas parciais de 22 ordem, —(K L) e

22k, 1)

6L2
c) Seja P €]0,+oo[ X ]0,+[. Verifique que a matriz Hessiana, H(P)
€ simétrica.
d) Determine para que valores K,L > 0 o determinante de H(P) é

positivo.
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6. Determine as derivadas de 22 ordem de cada uma das fungdes
f:Dy € R* > R definidas por
a) f(x,y) =In(x+y).

ReSpOSta: fxx(xﬁ:V) = fxy(xﬁy) = fyy(xﬁ:V) = _ﬁ-
1

b) flx,y) = \/E Resposta:  fi,(x,y) = _JW; fxy(x:y) = 4\/E;

xZ
4/(xy)3’

fry(,y) =
c) f(x,y) =e*siny.
Resposta: f,.(x,y) = e*siny, f,, (x,y) = e*cosy,
fyy(x,y) = —e*siny.
d) f(x,y) =x”. Resposta: fi,(x,y) = y(y — Dx¥7?,
foyGey) = [1 4+ yIn()]x?™, £, (x, ) = In?(x) x”.
e) f(x,y) =xye*Y.Resposta: f,,(x,y) =y(2 + x)e* 77,
foyGoy) =1+ )1 —y)e*™, fi,,(x,y) = x(y — 2)e*™.

7. Uma fungédo g: D, € R* - R diz-se harménica se

a%g a%g ,
—(x,y)+ﬁ (x,y) = 0 para todo (x,y) € int(Dy).

dx2

Verifiqgue se as fungdes seguintes, definidas por g(x,y), sé&o

harménicas.
a) glx,y) =x*-3y%
b) g(x,y) = arctg (3;}),

c) g(x,y) =Inx?*+y?).

8. Seja F:Dr € R? > R uma fungdo de classe C! em A € D,. Calcule

F(x,y), sabendo que:

a) g—i(x,y) =3x2 + 4xy .

Resposta: F(x,y) = x3 + 2x%y + C(v), onde C(y) depende de y;
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oF _ 2.2
P (x,y) = 3x* + 4xy

oF — 242 '
3y (x,y) = 2x° + 2y
Resposta: F(x,y) = x3 + 2x%y + y2 + C, onde C é arbitréria;

OF _ 2.2
{67( (x,y) = 3x? + 4xy
c oF = 2x2 .
) 3y (x,y) =2x*+ 2y
F(1,1) =4

Resposta: F(x,y) = x> + 2x%y + y?;

Seja F:Dr € R? » R uma fungéo de classe C! em A € D,. Calcule

F(x,y), sabendo que:

oF
& &y) =x+ylny

oF .
E(x,y) =x+xlhy—y

Resposta: F(x,y) = x? + 2xylny —y? + C, onde C é uma constante

arbitraria.
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1.3 — Diferenciais de funcoes de duas variaveis. Aproximacao linear de uma
funcao de duas variaveis. Calculo de valores aproximados. Funcdao composta
e funcao implicita. Uso da regra da cadeia na derivada de fun¢cbes compostas
e na derivada de fun¢des implicitas.

Nesta seccdo vamos recorrer ao calculo diferencial para obter valores
aproximados por intermédio de aproximagoes lineares de fungées. Retomemos

o Exemplo 11.16

Exemplo 11.19. [Funcao de Cobb-Douglas e estimativas da variagao do produto]
Admitamos que uma empresa tem uma fung¢édo de produgéo definida por
3 1
Q(K,L) = 4KzLa

e utiliza 10000 unidades de capital e 625 unidades de trabalho. Queremos obter

uma estimativa, sem recorrer & maquina de calcular:

a) da variacdo do produto devida ao aumento de 10 unidades de

capital, i.e.

0(10010,625) — Q(10000,625);

b) da variagcdo do produto devida a reducdo de 2 unidades de

trabalho, i.e.

Q(10000,623) — 0(10000,625);

c) da variagdo do produto devida ao aumento de 10 unidades de

capital e a redugao de 2 unidades de trabalho, i.e.

Q(10010,623) — Q(10000,625).
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Note-se que:

a) Quando aumentamos o capital de 10000 unidades para 10010
unidades verificamos que o produto sofre um aumento de 15
unidades, dado que

Q (104 + 39,54> —Q(10%,5%) ~ Z—g(m‘*, 5%) X 10 =2 x 10 = 15;
AK AK

b) Quando reduzimos o trabalho de 625 unidades para 623 unidades

constatamos que o produto diminui 16 unidades, visto que

Q (104, 54 + @) —Q(10%,5%) ~ 2—5(104, 54) x (=2) = 8 X (—2) = —16;
AL

¢) Quando aumentamos o capital de 10000 unidades para 10010
unidades e reduzimos o trabalho de 625 unidades para 623

unidades, notamos que o produto diminui 1 unidade, visto que**:

Q (104 +10,5% + (—2)) — Q(10%,5%)
I3 v

a a
~ —Q(104,54) x 10 + —Q(104, 5 x (-2) &
0K S oL ——
AL

3
< Q(10010,623) — Q(10%5) ~ > x 10 +8x (~2) &

& (10010,623) ~ —1.

Os exemplos anteriores motivam a seguinte definigao.

* A explicagdo decorre da definicao seguinte.
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Definicao 11.20. [Aproximacao linear de uma func¢ao]
Suponhamos que f: Dy € R* — R é uma fungéo de classe C' em A, sendo
A S Dy um aberto, e seja (xo,¥,) € A.
A expresséo
9, y) =20+ filxo,¥0) (x — x0) + £, (%0, ¥0) Y — ¥o),

€ designada por aproximacao linear de f em (x,,y,), onde z, = g(xg, Yo)-

Geometricamente, como se trata de um polinédmio de grau 1 em duas variaveis,
podemos afirmar que a representacdo grafica de z = g(x,y) € um plano.

Verificamos que esta aproximagao depende do valor de
xX—xo=A0Axey—y,=Ay.

Assim, «se Ax e Ay forem suficientemente préximos de zero, dizemos que g

define uma boa aproximagao de f numa vizinhanga de (xq, yo)».

Vamos, de seguida, definir o diferencial de f(x,y) no ponto (x,,¥,) € A,

relativamente aos acréscimos Ax e Ay, através da expressao

dZ[(Xo,yO),(Ax.Ay)] = fr(x0,¥0)Ax + fy(xo'YO)AJ’-

Utilizando a aproximacgédo linear de f em (x,,y,) definida anteriormente,

podemos calcular um valor aproximado para a variacao
Az = f(xo + Ax, yo + Ay) — f (%0, o),

devida a um acréscimo Ax da variavel x a partir de x, e a um acréscimo Ay da

variavel y a partir de y,, considerando
fxo + Ax,y, + Ay) = g(x + Ax, y, + Ay),
isto &,
f(xo + Ax,y0 + Ay) = 7y + fi(x0,¥0)Ax + f, (X0, ¥0) Ay,

ou seja,
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f(xo + Ax,y0 + Ay) — f(x0,¥0) = fi(X0, Yo)Ax + f,, (X0, ¥o)Ay.
Az dz

dado que z, = f(xq, Vo).

Definicao I1.21. [Diferencial de uma funcao num ponto e funcao diferencial]

Seja f: Dy € R* —» R uma fungéo de classe C' em 4, sendo A & D; um aberto,

e (x0,Y0) € A. Dizemos que

dZ[(xo,yo),(Ax,Ay)] = fx(xO' yO)Ax + fy (xOﬁ :VO)Ay

é o diferencial de z = f(x, y) no ponto (x,, yo) € A, relativamente aos acréscimos
Ax e Ay

Chamamos fungao diferencial de f a fungdo df: 4 € R? - R tal que
(x,y) = dz = f,(x,y)Ax + f,(x, y)Ay.

Em particular, se f(x,y) = x obtemos dx = Ax, enquanto se tivermos

f(x,y) =y se conclui que dy = Ay. Assim escrevemos

df:(x,y) = dz = f(x, y)dx + f,(x, y)dy.

Exemplos 11.22. [Calculo de valores aproximados]

a) Vamos utilizar diferenciais para calcular um valor aproximado de

J4[3,992 — 7,04].

Consideramos

fl,y)=/4(x?—-y),xg=4,y, =7, Ax = —0.01 e Ay = 0.04.

As derivadas parciais de 12 ordem de f satisfazem

1 Simplificamos a notag&o, escrevendo dz em vez de dz((, y,)axay)» desde que ndo tenhamos
duvidas sobre o ponto e os acréscimos.
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8x _ 4x
2/a(x2-y)  Ja(xZ-y)’

fx(x'y) =

-4 -2
fy(x:y) - 2\/4(962—3/) - \/4(962—3/)’

para todo (x,y) € 4, onde A = {(x,y) € R%:x% —y > 0}.

Em particular, temos

8 1
L@ =326 A LG =-3=-0,0).

Logo, o diferencial de f(x,y) no ponto (4,7) € A, relativamente aos

acréscimos Ax e Ay é dado por

8 1
dz = fu(47)Ax + f,(47)8y = 2 (=0.01) = 5(0.04) = — .

De seguida, atendendo a que
Az = £(3,99; 7,04) — f(4,7) ~ dz

obtemos
12
J4[3,992 —7,04] ~ f(4,7) + dz =6 — 300 = 5,96.

1 1
Calculamos um valor aproximado de 4 (305 6‘§>.
Consideramos
11
fl,y) = 4(x2 y 3), Xg =25,y =8,Ax =5¢e Ay = —2.

Determinamos as derivadas parciais de f(x,y),

fr(x,y) =2 (x_%y_%) A fay) = —%(x% y_%>

para todo (x,y) € A, onde A ={(x,y) E R%:x >0 A y = 0}. Dai

temos

25,8 _1 25,8) = >
fx( !)_E A fy( ')__E'

Logo, o diferencial de f(x, y) no ponto (25,8) € A, relativamente aos

acréscimos Ax e Ay é dado por

dz = £,(258)Ax + £,(25,8)Ay = (é) (5)+ (— %) =14+2=1

6 6
De
Az = f(30,6) — f (25,8) = dz
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vem

11 11 71
4(302 6 3) ~f(@258) + dz =10+ =-—~=118(3).

Exemplo 11.23. [Diferencial de uma funcéo de producao]

Considere a funcao de producéo Q definida por z = Q(K, L), onde K representa

o capital e L o trabalho. O diferencial de z = Q(K, L) € dado por

0Q 9Q
dz =—(K,L dK —(K,L dL
— BK(') — +6L(') -
variacao m variacao produto variacao
da produgdo marginal do capital marginal do trabalho
do capital do trabalho

relaciona a variagdo da produg¢do com a variagdo do capital e com a variacao
do trabalho.

Recordemos que para fungdes de uma variavel real se tivermos
fix=>f(x) A git->x=g@1)
podemos definir a fungcdo composta por
y=f(g®).

Aplicando a regra da cadeia calculamos a derivada da fungdo composta através
de

(fog)'(®) = f'(g(®)g’ ®.
Usando a notagao de Leibniz, podemos escrever

dy dy dx
dt  dx dt’

Existe uma regra similar para as fungdes de duas variaveis. Analisamos dois
casos patrticulares.
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Regra 11.24. [Regra da cadeia para a fungdao composta]

CASO I
Suponhamos que a fungéo f: (x,y) - z = f(x,y) é de classe C! num
aberto A do seu dominio. Se as duas variaveis x e y dependem de uma

outra variavel t, isto é,
=) AN y=9@)
entdo podemos definir a fungdo composta através de
z = flop(®),Y@®)],

tal como se mostra na figura seguinte

input t |/ — [P®)] N|output z=r(p®) (1))
]
] — Y@ 72

Pretendemos calcular a variagao de z = f[¢(t),y (t)] relativamente a

.z . d
variavel t, i.e. d—j. Como devemos proceder?

Se ¢e Y sao fungbes diferenciaveis em I € R entdo a fungéo

composta, definida por
t>z=flp@®, O]
é diferenciavel e

=L (p®O¥©®) T+L (p®,p®)F

Podemos abreviar essa expressao escrevendo

dz af dx af dy
dt  9x dt ay dt’

Seja z = F(x,y). O diferencial de z = F(x,y) é definida por

@wm+ @ww

Assumindo agora também, y = f(x) temos z = F(x, f(x)), logo
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dz

Frie ( y)+—( y)

ou seja, o diferencial de z = F(x,y) permite apurar os efeitos diretos e

indiretos provocados por uma variagao de x sobre z.

Observe 0 esquema

input x 7 . - N output z=F(x,f(x))

_)_)\,.—> fe)| 7

e verifiqgue que se trata de um caso particular da alinea a).

CASO Il:
Consideremos que a fungéo f: (x,y) - z = f(x,y) é de classe C! num
aberto A do seu dominio. Suponhamos, agora, que ambas as variaveis
x e y dependem de duas variaveis u e v, isto &,
=ewv) A y=yvuwv)

onde ¢ e Y sdo fungdes de classe C'em A. Neste caso, a fungéo
composta é definida por

z = f(p,v), P v)).

Construimos o seguinte esquema

.. U
f v v
N 2 u

Y N v

Entao a fungéo composta é de classe C'em A S D; e as suas derivadas

parciais de 12 ordem s&o dadas por

=T (pu )Y@ v) 5 @)+ (9 ), hw ) 3 wv),

az

=L (pv) P ) @) + 2 (9w v) P v) E @ ).

De forma abreviada, podemos escrever

0z 6f'6x 6f 6y A 0z 6f'ax 6f 6y
du  0x du 6y ou v Ox v 6y o’
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Exemplo 11.25. [Fun¢édo de produgdo cujos fatores produtivos dependem de
outra variavel (tempo)]
Seja Q: (K,L) -» Q(K,L) = 25KL — K? — 2L? uma fungdo de produgéo onde os
dois fatores, K e L, sdo fun¢des do tempo,

K=03t A L=0.2t
Essas expressbdes informam-nos que as quantidades de trabalho e capital

disponiveis crescem com o tempo.

Para determinar a taxa de variagdo do produto Q relativamente ao tempo
consideramos as relagbes de dependéncia das variaveis intervenientes no

problema proposto

input ¢ |7 —  [K@®)| N output z=0(k(t).L(1))
—
N - L®)] 7

Derivamos
90 (K,L) = 25L — 2K A 90 (K,L) = 25K — 4L
oK T aL > '

e substituimos

) ]
% =25(0,2t) — 2(0,3t) = 44t A % = 25(0,3t) — 4(0,2t) = 6,7 t.

Pela regra da cadeia vem

dz _9Q dK 9Q dL

o T = @D O+ (670 (02) =132+ 1341 =266t

Exemplo 11.26. [Fungdo de producdo cujos fatores produtivos dependem do

tempo e da taxa de juro]

Retomamos a fungéo de Cobb-Douglas do Exempilo 11.16. definida por

3 1
Q(K,L) = 4K3lLa.
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Suponhamos, ainda, que os inputs K e L variam com o tempo t e a taxa de juro

T, segundo as expressoes

10t2
K =
T

A L =6t%+250r.

(a) Pretendemos calcular a taxa de variacdo do produto Q em relagdo a
variacoes de t, quandot =10 er = 0,1;
Atendendo a que (t,7) » z = Q(K(t,7);L(t,1))

sz;
Q
7t
N
L\:T

podemos escrever

dz 0Q 0K 0Q oL
ot 0K ot ' oL ot
Determinamos
J0K 20t JL
Frinhee A Frin 12t.
Em particular, parat = 10 e r = 0,1 obtemos

0K oL
Fri 2000 A Frin 120.
Ja vimos que
1 3
a0 L\ a0 K\%
ke =3() n Frwn=()

Apds a substituicdo obtemos
1 3
0Q 3 6t%r + 250r2\* A 0Q _ 10t2 *
oK 10t2 aL  \6t2r +250r2) "
Em particular, parat = 10 e r = 0,1 obtemos
0Q _ , (625 )i L _ (1000 i
0K (1000 aL 62,5) '
Consequentemente, pela regra da cadeia vem

o _ 6000 ( 62,5 )% +120 (1000)% = 3960
- 1000 62,5/ '
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(b) Pretendemos calcular a taxa de variagdo do produto Q em relacao a

variagcoes de r,quando t =10 er = 0,1.

Sabemos que
9z 0Q 0K 9Q 0L
ar 9K ar ' oL or

As derivadas parciais de K e L em ordem a r s&o dadas por

oK =— Lo¢” =-10 (—t)z A oL = 250.
ar r? r ar
Em particular, parat = 10 e r = 0,1 obtemos
6_1( =-10> A a—L = 250.
ar ar

Parat =10er = 0,1, ja vimos que

a0 (62,5)% . aQ=(1000)%

aK ~ ~ \1000 oL~ \625
Aplicando a regra da cadeia obtemos
dQ _ (62 5 ) (—10%) + ( 00)3 250 = —15(10%) + 2000 = —148000
dt ~ ~\1000 62,5 a a

Exemplos I1.27. [Derivada da fungdo composta pela regra da cadeia)

a) Queremos determlnar sabendo quez=x*+y3 x=t%e
y = 2t.
Em primeiro lugar, as derivadas em ordem a variavel t sédo dadas
por
dx dy
—=2t AN —=2.
dt dt

Agora determinamos as derivadas parciais

0z _ %_ 2
ax—2x A ay—By,

de seguida, substituindo x = t? e y = 2t obtemos
0z

— =2t A %—12#
ox dy '
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Por fim, pela regra da cadeia vem

dz _ 0z dx 4 0z dy =2 t22¢ + 12t22 = 4t3 + 24¢2
dt  ox dt "9y dt B |

b) Vamos determinar %, sabendo que Y = AK®LA, A, a, B € R,

K=f®elL=g().

As derivadas em ordem a variavel t sao representadas por
dK df dL dg
at ar N oar T ar

As derivadas parciais de Y sdo dadas por

Z—I}; = aAK* UL A Z—Z = BAK*LF-1,
De seguida, substituindo K = f(t)e L = g(t) obtemos
ay ay
K aAf 1) gk ) A T BAfE() gk (O).

Usando a regra da cadeia vem

dv _ov dK ovdL_ .o df oo dg
ar " oK dr Tor ar - AT 09RO G+ BAFT 09RO

Por vezes, a relagdo existente entre duas variaveis x e y é representada por

uma equacgao do tipo F(x,y) = 0, como, por exemplo,
x2+y?—-4=0,

x2=3xy+y3-7=0,

x%y? -3 =0,a,b € R,

xJy—2=0,x>0e y>0,etc.
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Dizemos, nestes casos, que a equagéo F(x,y) = 0 define uma relagdo implicita

entre as variaveis x e y, em contraste com a forma mais familiar

y = f(x),

que define explicitamente y em funcdo de x.

Por exemplo, se f(x) = V4 — x2 entdo y = f(x) satisfaz x> + y?> — 4 = 0.
Porqué?®i Nestas condigdes, dizemos que a expressdo

f(x) =V4—x2 parax €]-2,2|,
esta definida implicitamente pela equagdo x? + y? — 4 = 0.
Analogamente, dizemos que a expressao

g(x) = —V4—x2 parax €]-2,2],

esta definida implicitamente pela equagdo x? + y? — 4 = 0.

Consequentemente, definimos funcao implicita.

Definicao 11.28. [Funcao implicita]

Dizemos que uma equagéo F(x,y) = 0 define implicitamente y em fungéo de x

através de y = f(x) se e s6 se
F[x,f(x)] = 0, paratodo x € I € Dy,
ou, de outro modo, se e s6 se o gréfico da fungéo f,
{(xy) eR:x elNy = f(0)},

€ um subconjunto de {(x,y) € R?: (x,y) € Dr AF(x,y) = 0}.

% Note que x2 +y2 —4 = x? + (VA—x2) —4=x2 + 4—x? —4 =0,
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Mais concretamente:

Seja f:x - y = f(x) uma funcao real de variavel real traduzida pela equacao
F(x,y) = 0, nao resolvida em ordem a variavel dependente y, mas permitindo,
contudo, associar a cada x € I € Dy um unico valor para y, raiz da equagao

F(x,y) = 0 para o valor de x previamente indicado.

Deste modo, dizemos que a fungédo f:x — y = f(x) esta definida implicitamente

pela equacéo F(x,y) = 0 e designamo-la por funcéo implicita.

A teoria das fungdes implicitas tem por objetivo estudar as suas propriedades
mais importantes (homeadamente o calculo de derivadas) sem necessidade de

explicitar a fungéo.

Exemplos I1.29. [Equacdes que definem (ou n&o) fungbes implicitas]

1. Verificamos que a equagéo x2 + y? — 4 = 0:
a) define y como funcdo de x numa vizinhanga do ponto (0, —2);

b) néo define y como fungéo de x numa vizinhanga do ponto (2,0).

Repare-se que x* +y? —4 =0 é uma equagdo da circunferéncia de

centro na origem e raio 2.
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a) Comecemos por analisar a intersec¢ao dessa circunferéncia com

uma vizinhanga do ponto (0, —2), por exemplo,

V.(0,-2) = {(x,y) € R%:xT+ (y + 2)2 < e}

para € > 0. Constatamos que se trata do grafico da fungéao
fix = f(x) = —V4 —x?, numintervalo I = ]—¢, ¢[.
b) Neste caso verificamos que a interseccao da mesma

circunferéncia com uma vizinhanga do ponto (2,0), por exemplo,

V,(2,0) = {(x,y) eER%:J(x—2)2+y2 < e}

para € > 0, ndo pode ser considerada como o grafico de uma fungao
dado que, para qualquer valor suficientemente pequeno de ¢, o

conjunto

{@y)eRux?+y2—4=0na =22 +y? <&}

nao representa o grafico de uma fungao pois a cada x corresponde
dois valores de y, determinados por
gix—>y=—4—x%2 e h:x >y =4 —x2,
2. Justificamos que nao existe nenhuma funcao f:x - y = f(x) definida
implicitamente pela equagédo x? + y* + 4 = 0.
Com efeito, note-se que nado existe nenhum par de ndmeros reais,
(x,y) € R?, talque x2 + y2 + 4 = 0.

Pretendemos, de seguida, resolver o seguinte problema.

Problema 11.30. [Existéncia da fung&o implicita e calculo da sua derivada num

ponto]

Seja F(x,y) = 0 e (xy,¥,) € Dp tal que F(x,,y,) = 0.
a) Averigue se a equacao F(x,y) = 0 define y como fungéo implicita
de x, y = f(x), numa vizinhanga de (x,,y,), isto &, existe uma
fungéo f:x — f(x) de modo que

Flx, f(x)] = 0, para todo (x,y) € V.(x¢,¥0) € f(xo) = ¥po.
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b) Suponhamos que F(x,y) = 0 define implicitamente uma fungao
fix = f(x) numa vizinhanga de (x,,y,) € f € diferenciavel em
X = Xg.
Como devemos calcular a derivada de f no ponto de abcissa x,,

isto é, f'(x)?

Comecemos por analisar dois casos particulares.

Exemplo I1.31. [Existéncia de uma fungédo implicita e célculo da sua derivada

num ponto]

Pretendemos verificar que x\/} — 2 = 0 define y como fungao implicita de x,

y = f(x), numa vizinhanga de P = (1,4) para, depois, calcularmos a derivada
de femx =1, f'(1).

Seja F(x,y) = x,/y — 2. Entdo P = (1,4) € Dy e F(1,4) = 0.

Uma vez que a abcissa do ponto P é positiva entdo para x > 0 temos

4
x\/;—2=04:>y=F.

Consideramos  f(x) = 2 num intervalo J1—¢g14+¢[ sendo e>0

x2
suficientemente pequeno.*i

Facamos, por exemplo, € = 1. Deste modo, verificamos que f(1) =4 e

Flofe) =x[5-2=2-2=% 2=y

||
para x € ]0,2[, o que nos permite concluir que x\/; — 2 = 0 define y como fungéao
implicita de x, y = f(x), numa vizinhanga de P = (1,4).
De seguida, e no sentido de calcular f'(1), derivamos em ordem a x ambos os
membros de

xJf(x)—2=0.

i Qual o significado de “suficientemente pequeno” neste contexto? Podemos assumir que

1
£=;?E£=2?
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Assim, vem

1
+x———f'(x) =0,
Vi) ) Tx)f x
ou seja, dado que y = f(x), temos
\/_+ 1 dy

2\/—dx

para x € ]0,2[. Logo

dy dy 2y
2 —=0 —.
y+x dx ix dx ~  x
Substituindo x por 1 e y por 4 obtemos
f’(]_) = —8.xxiv

Exemplo 11.32. [Declive da reta tangente a circunferéncia num ponto]

Pretendemos determinar o declive da reta tangente a circunferéncia de centro

C =(0,0) eraio r =2 no ponto P = (1’_\/§)_
Consideramos F(x,y) = x% + y% — 4.

Notamos que o ponto P = (1,—v3) satisfaz a equagdo F(x,y) =0, isto &,
F(1,—V3) = 0.
Uma vez que a ordenada do ponto P é negativa entdo para y < 0 temos

x24+y2—4=0=y=—V4—x2
Assim, podemos afirmar que a fungdo f:]—2,2[ = R tal que f(x) = —V4 — x2
esta definida implicitamente pela equagdo x? + y? — 4 = 0 numa vizinhanga de
(1,—V3). Assim, sabemos que

x4+ (f(x)?—4=0

para x € ]—2,2[. Derivando em ordem a x vem

2x+2f(x)f'(x) =0

arx)

*V Repare que, neste contexto, f'(1) = o

- dy|
x=1 Axlx=1
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ou seja,

dy dy x
2 2y—=0 —=——
x + o @dx y

Substituindo x por 1 e y por —/3 obtemos

=tV
) =g2=3

Entdo concluimos que o declive da reta tangente é dado por

3
m=fm=2

3
Retomando o Problema 11.30, vamos mostrar como calcular a derivada da

funcdo implicita f no ponto de abcissa x,, isto &, f'(x).

Consideremos a equagéo F(x,y) = 0, onde F:Dr € R? - R é uma fungéo de
classe €' num aberto 4, A € Dy, e fixemos o ponto P = (x,,v,) € A tal que
F(x9,y0) = 0.

Suponhamos, ainda que F[x,f(x)]=0 para (x,y) € V.(xy,50), onde
Ve(x0,¥0) < A.

Assim, vamos derivar, em ordem a x, ambos 0s membros da equagéo

F(x,y) =0.

Note-se que

f&)

input x output z=F(x,f(x))

]

v N

< [§

— N
— 7

Utilizando a regra da cadeia vem

aF( )dx+6F( dy_o
73N ey Xy) o=

para (x,y) € V.(xq, Vo).



Dai obtemos

oF
dy  ax¥)
P
dx W(XJ’)
para (x,7) € Ve(xo, ¥o), desde que 5= (x,) # 0.

Substituindo x por x, e y por y,, concluimos que a derivada da funcao implicita
f em x = x, & determinada por

_ F, (X0, ¥o)

f,(xO) B Fy(xO'yO)'

Vamos agora apresentar a solugao do Problema 11.30.

Teorema I1.33. [Teorema da fungdo implicita]

Seja F: Dr € R? - R uma fungdo de classe C! num aberto A € D, e

(%0, ¥0) € A tal que F(xy,y,) = 0.

Se F,(xp,¥,) # 0 entdo a equagéo F(x,y) = 0 define implicitamente y como
fungdo de x, y = f(x), numa vizinhanga de (x,, y,).

Além disso f:x — f(x) é diferenciavel em x, e

’ _ Fx(X0,Y0)
FlGo) = = Z oo

Exemplos 11.34. [Existéncia de uma funcao implicita e calculo da sua derivada
num ponto]

Vejamos que In(xy) + x2(y — 1) = 0 define y como fungao implicita de x numa
vizinhanga do ponto P = (1,1).

Consideramos F(x,y) = In(xy) + x2(y — 1) e calculamos as suas derivadas

parciais de 12 ordem
1 1
Fy)=_+2x(-1D A By =3+ x2,

Atendendo a que F, F, e F, sdo continuas em A= {(x,y) € R*:xy > 0},

podemos afirmar que F é de classe C! em A.
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O ponto P = (1,1) satisfaz F(x,y) = 0 pois F(1,1) =ln1+ 0= 0.

Além disso, temos F,(1,1) =2 # 0. Assim, usando o Teorema da fungéo
implicita concluimos que y define uma fungéo implicita de x, y = f(x), numa
vizinhanga de P = (1,1). Sabemos ainda que f & diferenciavel em x = 1, sendo
a sua derivada em x = 1 dada por

F11) 1

T E@D 2

fr@=

Exemplos I1.35. [Derivada da fungéo implicita e declive de retas tangentes]
2) Determinamos uma equacgéo da reta tangente a curva
x%+y? —4 =0 no ponto (1,—v3).
Recorrendo ao Exemplo 11.32 escrevemos

y+\/§=§(x—1)<=>y=§x—¥.

b) Seja F(x,y) = x* — 3xy + y* — 7. Assumindo que
F(x,y) = 0 define implicitamente y como fungédo de x, y = f(x),
numa vizinhanga do ponto (4, 3), calculamos f'(4).
Note-se que F(4,3) = 42 —3(4)(3) + 33— 7 =0 e, ainda que
F(x,y)=2x-3y A FE(x,y)=-3x+3y%

Assim, temos

‘@) = F(43) 1
fr@) = F,(43) 15
o) Supondo que a equagao e’ — 2x — 4y +3 =0 define

implicitamente y como fungéo de x, y = f(x), numa vizinhanca do
ponto (0,1) calculamos f'(0).
Seja F(x,y) = e™* — 2x — 4y + 3. Atendendo a que

F.(x,y) = y2e™ -2 A F(x,y) = 2xye™’ — 4
verificamos que

F(01) 1

f'(0) = TEROD %
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Exercicios 11.36.

1.

Calcule o diferencial da fungdo f:(x,y) »z = f(x,y) no ponto P

relativamente aos acréscimos indicados:

a) f(x,y)=x*+y*-2x+4y, P=(3,1), Ax=01 e Ay=-0,2.
Resposta: —0,8.

b) f(x,y) = x%In (i) P=(21), Ax=0,3 e Ay=—0,2. Resposta:

1,2In2 + 1,4.

Utilize diferenciais para calcular um valor aproximado de:
a) +/3,98In(1,07). Resposta: 0,14.

b) sin(0,01) cos(0,997). Resposta: —0,01.

c) (1,02)3°! Resposta: 1,06.

No fabrico de uma caixa de fundo quadrado e sem tampa utilizam-se
dois tipos de material. O material do tipo A é usado apenas no fundo da
caixa, sendo adquirido a 8 unidades monetarias (u.m.) por cada cm?,
enquanto o outro tipo de material tem um custo de 2 unidades
monetarias (u.m.) por cada cm?.

a) Determine o custo do material para uma caixa de fundo quadrado
de lado x ¢cm e de altura y cm. Resposta: C(x,y) = 8x% + 8xy.

b) Recorrendo ao calculo diferencial, indigue um valor aproximado
para o acréscimo de custo do material, correspondente a aumentos
de 0,5 cm de altura e de 1 ¢m de lado.

Resposta: dC(x,y) = (16x + 8y)dx + 8xdy. Fazendo Ax =1 cm e
Ay = 0,5 cm, obtemos dC(x,y) = 20x + 8y.

c) Determine o valor aproximado para o acréscimo de custo do
material e compare com o resultado obtido na alinea anterior.
Resposta: AC(x,y) = dC(x,y) + 12.
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4. Determine o diferencial de z = f(x, y) sendo:
a) f(x,vy)=x*+y%—2x+4y.
Resposta: dz = 2(x — 1)dx + 2(y + 2)dy.
b) f(x,y) =x”.Resposta: dz = y x¥"1dx + x” In(x)dy.

c) f(x,y)=x%In G) Resposta: dz = x [2 In G) + 1] dx — J;—Zdy.

5. Considere a curva de equagdo x? + 2y? = 4.
a) Indique os pontos da curva onde y é localmente fung¢éo implicita de
x. Resposta: {(x,y) € R%:x2 + 2y? = 4}\ {(-2,0), (2,0)}.
b) Utilizando a derivacdo implicita, determine o declive da reta

tangente & curva no ponto (v2,1). Resposta: m = —g.

6. Determine a expressao da derivada Z—z = f'(x) das fungdes

fix - y = f(x) definidas implicitamente pelas equagdes:

_ 2x-3y

2 _ 2 _ LAy _
a) x*—3xy+y*°=0.Resposta: = 32y

1
2+e¥’

b) x — 2y =e”Y. Resposta: Z—i’ =

4

— LAY
¢) In(xy) —xy = 1. Resposta: il

. d +2/xy
d) x+./xy=y+1. Resposta: 2> = ﬁ

eX—y
eY+x’

d
f) In(y+/1+y?) —x? = 1. Resposta: = = 2x,/1+y2.

e) e¥—e*+xy =0. Resposta: Z—z =
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1.4 — Fungcoes homogéneas de duas variaveis. Definicao, operacoes e
propriedades. Teorema de Euler. Homogeneidade da funcao de Cobb-
Douglas. Defini¢cao de funcao homotética de duas variaveis.

Suponhamos, agora, que temos uma funcao de duas variaveis definida por
fC,y) =3xy + 7xy?,

e que pretendemos observar o que acontece ao output f(x,y) quando

multiplicamos ambos os inputs x e y pela mesma constante t € R*.

Verificamos que
f(tx, ty) = 3(tx)%(ty) + 7(tx)(ty)? = 3t3x2y + 7t3xy? = t3f (x, y).

Dizemos, neste caso, que f é uma fungdo homogénea de grau 3 de acordo com

a seqguinte definicdo.

Definicao 11.37. [Funcao homogénea]

Seja f: Dy € R* - R definida por z = f(x,y) e t um nimero real positivo tal que

(tx,ty) € Dy.
Dizemos que f é uma fungdo homogénea de grau p € Q se

f(tx, ty) = tPf(x,¥).

Exemplos I1.38. [Fungdes homogéneas]
a) A funcdo constante definida por m(x,y) =8 é uma fungéo
homogénea de grau p = 0.
Dado que o dominio de m é D,, = R?, temos
m(tx, ty) = 8 © m(tx, ty) = t"m(x,y)
para todo t > 0 tal que (tx,ty) € R2.
b) Vejamos que a fungdo h definida por h(x,y) = 8x3y? é uma fungdo

homogénea de grau p = 5. O dominio de h é D, = R2.
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Temos
h(tx, ty) = 8(tx)3(ty)? = 8t3x3t2y? = t5h(x,y)
para todo ¢ € R* tal que (tx, ty) € R2.

2VX+3VyY

C) Mostramos que a fungao f definida por f(x,y) = i, © UMma

fun¢do homogénea de grau p = — % O dominiode f é
D ={(x,y) ER*:x 20 A y 20 A 8x+ 11y # 0}.
Temos

243/ _VE@VE+3,5)

1
tx,ty) = = =t 2 )
fet) =g T =~ ¢ sx+1ly 2f ()

para todo t > 0 tal que (tx, ty) € Dy.

d) Verificamos que a fungéo g definida por g(x,y) = S?X € uma fungao

homogénea de grau p = 0.
Notemos que (0,0) ndo pertence ao dominio de g pois
D, = {(x,y) € R*:y # 0}. Entao

gtx,ty) ===t (x,y)

5t
ty

para todo t > 0 tal que (tx, ty) € D,.

Como consequéncia da definicdo apresentamos algumas propriedades

envolvendo operacdes com funcdes.

Proposicao 11.39. [OperacGes com fungcoes homogéneas]

(i) A soma de duas fungcdes homogéneas de grau p é uma fungao
homogénea de grau p;

(ii) O produto de duas fungdes homogéneas é uma fungédo homogénea
cujo grau é a soma dos graus de homogeneidade das funcoes
dadas;

(iii) O quociente de uma funcao homogénea de grau p por uma fungao
homogénea de grau q € uma fungdo homogénea de grau p — q;

(iv) A poténcia de expoente s de fungdo homogénea de grau p é uma

funcado homogénea de grau sp.
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Exemplo 11.40. [Homogeneidade da funcao de Cobb-Douglas]
Consideremos a fungéo de producdo Q definida por Q(K,L) = AK*L#, com
A a, B € R*.
Sabemos que o dominio de Q € dado por D, = [0, +o[ X [0,+o[ e para t > 0
obtemos

Q(tK,tL) = A(tK)*(tL) ¥ = t** P(AK*LF) = t** FQ(K, L).
Assim, verificamos que a fungédo de producédo Q € homogénea de grau

p=a+ f.

Quando B =1 — a,temos que a + B = 1 e concluimos que funcao de producao
Q é homogénea de grau p = 1. Neste caso, quando « + B = 1, dizemos que a
fungdo de producdo exibe rendimentos constantes a escala*, dado que
observamos que o aumento do output é proporcional ao aumento dos fatores,
isto €, o volume de produgdo duplica quando duplicamos a capacidade das
maquinas e o numero de trabalhadores, triplica quando os referidos fatores
triplicam, e assim sucessivamente.

De um modo geral, dizemos que:

(i) Se a+ B >1 entdo a fungdo Q tem rendimentos crescentes a
escala;

(i) Se a+ B =1 entdo a fungdo Q tem rendimentos constantes a
escala;

(iii) Se a + B <1 entédo a fungdo Q tem rendimentos decrescentes a
escala.

Exemplo 11.41. [O produto médio do trabalho como fungéao da razdo entre os
fatores produtivos]
Consideremos a fungéo de producédo Q de Cobb-Douglas definida por

Q(K,L) = AK®L*"% com A,a € R*.

J& vimos que esta funcéo de produgéo € homogénea de grau p = 1.

*¥ Os rendimentos a escala medem o efeito sobre o volume de produgé@o provocado por uma
variagao (na mesma proporgao) de todos os fatores produtivos.
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Assumindo que L >0 podemos escrever (K,L)=L(§,1). Atendendo a

homogeneidade de Q vem
oten=o(u(1)) =10(E.)

Dot

ou seja,

Q(K.L)
L

Dai podemos afirmar que o produto médio do trabalho, , € funcao da razéao

entre os fatores produtivos, capital e trabalho.
A proposigcao seguinte generaliza esta afirmagéo.

Proposicao 11.42.

Seja f: D; € R* » R uma fungdo homogénea de grau p.
i) Se x # 0 entdo f(x,y) = xPh (%)
sendo h uma funcao real de variavel real tal que
h:u=%€ D, »w=nh(u) € R;
. ~ X
ii) Sey # 0entédo f(x,y) = yPg (;)
sendo g uma fungao real de variavel real tal que

g:v=§€ Dy »w=g() € R;

Demonstracao:

’
X X

Supondo que x # 0 entdo temos (1%) = (f X) = i(x,y). Pela Definicdo 11.37.

vem

F(1Y)=rCen) =) fey =5f@y), ousea,

X

fl,y)=xPf (1,%) = xP h(%)
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Note-se que a fungéo real de varidvel real h: D, € R — R esta bem definida.

A demonstragao de (ii) € semelhante.

As fungdes homogéneas tém diversas propriedades interessantes, razao pela
qual os economistas optam muitas vezes por exigir que algumas funcoes,
nomeadamente as de producdo e as de procura, sejam homogéneas. Entre as
propriedades referidas destacamos, no que se segue, o Teorema de Euler e a
homogeneidade das derivadas parciais.

Teorema I1.43. [Teorema de Euler]
Seja f: D; € R* » R uma fungéo de classe C' num conjunto aberto A € Dy.

Se f é homogénea de grau p entdo

xZ () +y% (x,y) = pf(x,y) para (x,7) € A.

Demonstracao:

Comegamos por derivar, em ordem a t, ambos 0os membros da condi¢do

ftx,ty) = t?f(x,),

onde t € um numero real positivo tal que (tx, ty) € A. Repare-se que

9 _0fou_ 9fov_  9f of
arf<t3f’@41>_auat+avat xau(tx,ty)+yav(tx,ty).

u v
Além disso, % [tPf(x,y)] = ptP~ 1 f (x, y).
Dado que, por hipétese, f € homogénea de grau p, constatamos que
S f o ty) = LI f )] & x5l (1) + 50 (0 t9) = pt?f (x,y),

onde u = tx, v =ty e (tx,ty) € A. Em particular, para t = 1, obtemos

a a
xL00y) +y o (y) = pf ).
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Teorema I1.44. [Homogeneidade das derivadas parciais]
Seja f: D; € R* » R uma fung&o de classe C' num conjunto aberto A S Dy.
Se f é homogénea de grau p entdo as suas derivadas parciais de primeira

ordem sdo homogéneas de grau p — 1.

Demonstragao:
Por hipétese, sabemos que

f(tx,ty) = t?f(x,y), com t € R*, tal que (tx, ty) € A.
Efetuando a derivagéo parcial de f em ordem a x temos

9 tx,t —a[t?’ ]
af X, ty | = o~ JERD)!

u v

Utilizando a regra da cadeia vem

9 tx,t _aft t du_taft t
axf jx"'?;’} _au(x' y)d.x_ au(xl Y)

Usando a regra de derivagao do produto obtemos
9 14p —
o L f ()] =P == (x, ).

Assim, temos

of I of — -1
t—- (tx,ty) =t o (tx, ty) & o (tx,ty) =t P (tx, ty).
De modo analogo, prova-se que
g—i(tx, ty) = tp_lz—i(tx, ty), para t € R*, tal que (tx, ty) € A.

Definimos de seguida outro tipo de fungbes que incluem como caso particular

as fungdes homogéneas.
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Definicao 11.45. [Fungao homotética]

Seja f:D; € R?> » R definida por z = f(x,y). Dizemos que f é uma fungéo
homotética se f = g o h, isto &, se f é a fungdo composta “g apdés h” em que
h:D, € R* > R é uma fungdo homogénea e g:D;, SR — R é estritamente

mondtona.

Exemplo 11.46. [Funcao homotética]

Vejamos que a fungéo f definida por f(x,y) = e3**Y é uma fungdo homotética.

Reparemos que f é a fungao composta “g apds h”, sendo h e g definidas por
h(x,y)=3x+yeg(u) =e™

Além disso, h € uma fungcdo homogénea de grau p =1 e g € uma fungéo

estritamente crescente.

Observacao I1.47. [A fungdo homogénea como caso particular das fungdes

homotéticas]

Note-se que toda a fungdo homogénea é homotética. Basta recordar que, se
escolhermos a funcédo identidade i: R - R definida por i(x) = x (ou uma sua

restricdo) entdo f pode ser escrita como fun¢gdo composta “i ap6s f” dado que
(iof)(x) =i(f(x)) = f(x), para x € Dj.

Todavia uma fungédo homotética pode ndo ser homogénea.

Exemplo 11.48. [Uma fung@o homotética ndo é necessariamente homogénea])

Vamos verificar que fungéo f: Dy € R* — R definida por f(x,y) = %lnx + Zlny e

homotética mas ndo é homogénea.
Consideremos as expressdes h(x,y) = Vx+/y3 e gw) = Inu.

Entao a expressao analitica da fungdo composta “g apés h” é dada por
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(9 °W)Gy) = g(hx,) = g (Ve/y?) = n (Y51y?) = () + In (V7).

Tendo em conta que o dominio de f é Dy ={(x,y) ER* x>0 A y>0}

podemos escrever

1 3
flx,y) = Zlnx +Zlny =In(Vx) +1In (W) =(g°oh)(xy)

Assim, temos que f é a fungado composta “g ap6s h”. Além disso, h satisfaz

h(tx, ty) = Yex Y(@)® = Ve Vx Vi3 3% = th(x,y)

para todo t > 0, ou seja, h € uma fungdo homogéneadegraup =1,e g é uma

funcdo estritamente crescente. Logo f é homotética. Todavia f nao é

homogénea (Porqué?).

Exercicios 11.49.

1. Mostre que a forma quadrética associada a matriz 4 = [Z IZ] € R**2 ¢

uma fungdo homogénea de grau p = 2.

2. Verifique se f:D; € R* —» R é uma fungdo homogénea.

Em caso afirmativo, indique o seu grau.

a)

1 3
f(x,y) = 17xzyz — 3x3y~1. Resposta: f é homogénea de grau
p=2;

1 1 5
f(x,y) =V2xzys + gxzy‘l. Resposta: f é homogénea de grau

_ 3.

p - 4’
flx,y) =

f(x,y) = 2y +Vx. Resposta: f ndo é homogénea;

oSyt Resposta: f é homogénea de grau p = 3;
X+ 12x2y2 fyt p : g g p=5,

f(x,y) =, Resposta: f é homogénea de grau p = 0;

flx,y) = xe¥ + y. Resposta: f € homogénea de grau p = 1;

Inx

—Iny . A 4 .
—. Resposta: f € homogénea de grau p = —2;

X

fGy) =2+
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Resposta: f é homogénea de grau p = —1;

h) fy) ===
Mostre que se uma fungao de producao,

Q: Dy < [0, +0o[ x [0, +oo[ = R, de classe C* num subconjunto aberto do

seu dominio, satisfaz as condi¢des

(i) Q(tK,tL) = tQ(K,L), isto é, tem rendimentos constantes a
escala;
(ii) 61(2 (K L) < 0, isto &, o produto marginal de K é decrescente

entao —(K L) > 0, para (K,L) € D,.

Considere a fungao de produgéo Q: [0, +oo[ X [0, +oo[ — R definida por
Q(K,L) = AK*?5LF com A, € R*.
a) Determine § de modo que Q seja homogénea de grau p = 1.
Resposta: g = 0,75.
b) Escreva a identidade de Euler para Q e verifique o resultado;
c) Mostre que o produto marginal do capital, definido por Z—I‘i(K, L), é

uma fungdo homogénea;

d) Verifique que

61(2 (K L)+La oL (K L) =0, para (K,L) €]0, +oo[ X ]0, +oo;

e) Mostre que o produto marginal do capital, definido por g—z(K,L),
sendo L constante, € uma fungao decrescente.
Sendo f:D; SR> - R uma fungdo homogénea de grau p =1,

considere a fung¢édo g definida por

(2-xA)f(x, )

gloy) =—7

a) g € homogénea? Em caso afirmativo indique o seu grau de
homogeneidade.
Resposta: A fungdo g € homogénea de grau p = 2.

b) Mostre que g satisfaz a identidade de Euler.
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6. Seja f:Dy € R* - R uma fungéo de classe C? num conjunto aberto
A € Dy
Mostre que se f é uma fungdo homogénea de grau p entao
2 fx(0,Y) + 2xy fory (6, 9) + ¥2 £ (6, ¥) = p0 — D (x,3),
para (x,y) € A.
7. Construa uma fungdo composta f = goh em que h:D, S R* >R é

dada por
1 3
h(x,y) = x=y2 e g:D; € R — R € definida por:
3 9
a) g(2) = z°. Resposta: f(x,y) = xays, Dy = Dy;
1 3
b) g(2) = 5z +100. Resposta: f(x,y) = 5x2y+ + 100, Dy = Dy;
c) g(z) =e”. Resposta: f(x,y) = eW, Dy = Dy,.
8. Indique um subconjunto do dominio em que as fungdes

f:Df < R? - R, a seguir definidas, sdo homotéticas:
a) f(x,y) =e*¥e™”. Resposta: g(z) = e?, h(x,y) = x%y + xy?, para

(x,y) € R?;

b) f(x,y)= ilnx + %lny.
Resposta: g(z) = Inz, h(x,y) = x/*y3/* para

(x,y) €10, +00[ X ]0, +o0[;

c) flx,y)= % Resposta: g(z) = % h(x,y) = xy, para
{(x,y) ER*:xy > 0};

d) f(x,y) =x3y® + 3x2y* + 6xy% + 9.
Resposta: g(z) = z3 + 322+ 6z + 9, h(x,y) = xy?, para
(x,y) € R2.
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1.5 — Otimizacao livre de funcoes de duas variaveis. Definicao de extremos:
maximo e minimo absoluto (global) e maximo e minimo relativo (local).
Condicao necessaria para existéncia de extremos relativos (condi¢coes de
primeira ordem ou de estacionariedade). Extremos absolutos de formas
quadraticas e de funcdes polinomiais de segundo grau (funcoes
quadraticas). Condicao suficiente para existéncia de extremos relativos de
uma funcgao arbitraria (condi¢c6es de segunda ordem). Maximizagao do lucro

de uma empresa.

Comecemos por recordar a otimizagdo de uma fungéo real de variavel real com

0 seguinte problema.

Problema 11.50. [Maximizag&o do lucro de uma empresa que produz um Unico

bem]

Suponhamos que uma empresa tem uma fungdo de custo C, tal que C(q)
representa o custo total da producéo de g unidades do seu produto. Admitamos,
ainda, que o produto se vende a um pre¢o P(q) por unidade — dependendo,

assim, da quantidade produzida.

Consequentemente, o rendimento obtido pela empresa relativo a producgéo de

q unidades é dado por
R(q) = qP(q),
enquanto o lucro é determinado por
M(g) = R(q) — C(q) = qP(q) — C(q).

E evidente que — do ponto de vista da empresa — o “melhor valor de ¢” é aquele

que maximiza o seu lucro Il(q).
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No sentido de calcular a fungao lucro, definimos, de seguida, a fungéo custo e
a fungao inversa da fungdo procura®Vi,

Seja, por exemplo,

Cp= 9 + 5q paraq=0 e P(q) = 6—0.01q para

custo fixo  custo variavel
0 < q < 600.
Logo,
(q) = R(q) — C(q) = q(6 — 0.01q) — (9 + 59) = —0.01g* + q — 9.
Assumindo que II(g) = 0, consideremos apenas q € [10,90].

Pretendemos determinar ¢* de modo que I1(g*) seja o valor maximo da fungao

lucro II.

Nesse sentido vamos calcular os “zeros” da primeira derivada de I1: q — I(q),
n'(q)=0<:>—0.02q+1=0<:>q=01§=>q=50.
Assim g¢* = 50 € o Unico zero da primeira derivada pelo que dizemos que

q* = 50 é um ponto estacionario (ou ponto critico) do dominio da fungao lucro
I1.

Como garantir que I(g*) = (50) = 16 € o lucro maximo?
Nao basta verificar que 11’ (50) = 0. Porqué?

Precisamos de outro requisito, neste caso da condicao 1" (50) = —0.02 < 0.
Porqué?

Esclareceremos estas questbes com a seguinte proposicao.

i A fungdo inversa da procura exprime o preco em fungdo da quantidade.
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Proposicao I1.51. [Condigao suficiente para existéncia de extremos relativos de

funcdes de uma variavel num intervalo aberto]

Seja g:D; € R —» R uma fungéo definida por x — y = g(x) diferenciavel até a

ordem2emA S D, e x, € A.

(a) Se g'(xy) =0e g"(xy) <0 entdo g tem um maximo relativo no ponto
de abcissa x,;
(b) Se g'(xy) =0e g"(xy) > 0entdo g tem um minimo relativo no ponto de

abcissa x,.

Demonstracao:
(a) Por hipotese, temos g'(x,) =0 e g''(x,) < 0. Deste modo podemos

escrever

! o !
9" (%) <0 & lim 279 %0 D=0 %) o o Jjm LX
X—Xg X—=Xo X—Xxg X—Xo

<0,

0 que nos permite garantir a existéncia de § > 0 tal que

!
9™ .

X—=Xg

0<|x—x| <6=

Assim, se considerarmos x € ]x,, x, + &[, verificamos que x — x, > 0 €,
consequentemente, g'(x) < 0, para x € Jxg, xo + 6[.
Por outro lado, e de modo anédlogo, observamos que

g'(x) >0, parax € ]x, — 6, x[.
Concluimos, assim, que g tem um maximo relativo em x,.

(b) Prova-se de modo analogo ao utilizado em (a).

Logo, pela Proposicao 11.51, verificamos que I1(50) = 16 é maximo relativo da
funcao I1. Além disso, também confirmamos que o gréfico da funcao lucro I tem
um maximo absoluto no ponto (50,16) dado que I1 é concava (isto é, o seu

grafico é uma parabola com concavidade voltada para baixo). Note-se que

1" (g) = —0.02 < 0, para todo valor de q.
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Deste modo, concluimos que, no problema anterior, I1(50) = 16 € o lucro
maximo, i.e., a produgéo de g* = 50 unidades do produto em causa maximiza o

lucro da empresa.
Finalmente, também nos parece importante realgar o seguinte.

Como referimos a empresa tem como objetivo maximizar o seu lucro, isto é,

pretende determinar ¢ — quantidade produzida — de modo que I1'(q) = 0.

Orase I1(q) = R(q) — C(q) entdo
'@ =0=R'(q)—C'(q) =0=R'(q) =C'(q)-

Deste modo, podemos afirmar que «a quantidade que maximiza o lucro ocorre

guando o rendimento marginal®i iguala o custo marginalvii,

Passemos, agora, a analisar o problema da otimizacdo para fungdes de duas

variaveis.

Problema 11.52. [Maximizac¢édo do lucro de uma empresa que produz dois bens]

Suponhamos que uma determinada empresa fabrica produtos de marca X e de
marca Y. Designamos por x a quantidade produzida de marca X e y a

quantidade produzida de marcaY.

Comecemos por averiguar de que forma o rendimento e o lucro obtidos pela

empresa dependem do valor da produgéo de x e y.

Seja p,. 0 preco de venda de cada unidade do produto X e fixemos p, =4. Seja,

ainda, p, o prego unitario do produto Y e consideremos p,, = 1.

O rendimento da empresa obtido pela venda de x unidades de X e y unidades

de Y é dado por

R(x,y) =pxx+p,y © R(x,y) =4x +y.

i Rendimento obtido pela produgdo de uma unidade adicional.
il Gusto da produgdo de uma unidade adicional.
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Por outro lado, a produg¢do de x unidades de X e y unidades de Y tem um

determinado custo. Assumamos que, neste caso, a fungao custo é dada por
C(x,y) =5+ x% —xy + y2.
Deste modo a fungao lucro é definida por
M(x,y) =R(x,y) —C(x,y) =4x+y—5—x2+xy — y2.

Pretendemos, agora, determinar o valor da produ¢do que maximiza o lucro da

empresa.
Como devemos proceder?

Em primeiro lugar necessitamos das seguintes defini¢des.

Defini¢ao 11.53. [Maximo e minimo relativo (local) de um fungao]
Seja f: Dy € R? - R, definida por (x,y) — z = f(x,y), uma fungéo real de duas
variaveis reais e (x,,,) € int(Dy).

Dizemos que f tem um maximo relativo (maximo local) no ponto (x,,v,) se

existe § > 0 tal que

f(x'y) < f(xﬂ'yﬂ) para todo (x'y) € VS(xO'yO)-
Analogamente, dizemos que f tem um minimo relativo (minimo local) no ponto
(x0,¥0) se existe 6 > 0 tal que

f(x,y) = f(xo,¥0) para todo (x,y) € Vs(xo,¥o)-

Além disso, se f assume no ponto (x,,Y,) Um maximo ou um minimo local
dizemos que f(x,,¥,) € um extremo local (ou extremo relativo) e que (x,,y,) €

um extremante.xix

xix Recorde-se que Vs (%o, ¥o) = {(x, ) € R%:y/(x — x0)2 + (y — ¥0)? < 8} € que (x,,¥,) € int(Dy) se
existir Vs (x,, o) tal que Vs(x,,y,) < int(Dy).
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Definigao 11.54. [Maximo e minimo absoluto (global) de um fungao]

Seja f: Dy € R? - R, definida por (x,y) — z = f(x,y), uma fungéo real de duas

variaveis reais e (xo,¥,) € Dy.

Dizemos que f tem um méximo absoluto (maximo global) no ponto (x,, y,) se
f(x,¥) < f(x0,Y0) para todo (x,y) € Dy.

Analogamente, dizemos que f tem um minimo absoluto (minimo global) no

ponto (xo, y,) se
f(x,¥) = f(x0,y0) para todo (x,y) € Dy.

Assinale-se que todo o extremo absoluto também é extremo relativo, mas o

reciproco ndo é necessariamente verdadeiro.

Podemos interpretar a Definicéo 11.53. do seguinte modo.

Definicao I1.54a. [Maximo e minimo relativo (local) de um fungao]
Dizemos que:

i) f tem um maximo relativo (maximo local) no ponto (x,,y,) se a
variacdo de z=f(x,y) devida a acréscimos Ax,Ay € R,

suficientemente pequenos, a partir de f(x,, y,) € ndo positiva, i.e.,

Az = f(xo + Ax, ¥y + Ay) — f(x0,¥0) < O;

(i) f tem um minimo relativo (minimo local) no ponto (x,,y,) se a
variagdo de =z = f(x,y) devida a acréscimos Ax,Ay € R,
suficientemente pequenos, a partir de f(x,, y,) € ndo negativa, i.e.,

Az = f(xo + Ax,yy + Ay) — f(x0, ) = 0.

Por outro lado, o resultado que se segue também é importante na analise do
Problema 11.52.

174



Proposicao I1.55. [Condicdo necessaria para existéncia de extremos relativos]
Seja f: D; € R* » R uma fung&o de classe C' num aberto A do seu dominio.
Se a funcéo f tem um extremo relativo no ponto (x4, v,) € A entéo

fx(x0,¥0) =0 € f,(xq,y0) = 0.

Demonstracao:
Fixamos y = y, e consideremos a fungéo real de variavel real g:D; € R - R,
definida por

g(x) = f(x, o).

Note-se que, por hipétese, g'(x,) = f,(x0, Vo) € g tem um extremo relativo no

ponto de abcissa x,.

Assim, pelo Teorema de Fermat**, podemos concluir que g'(x,) = 0, ou seja,
fe(x0,¥0) = 0.

Fixamos, agora x = x, e consideremos a fun¢éo real de variavel real

h:D, € R — R, definida por h(y) = f(xo, ).

Recorrendo ao Teorema de Fermat e, uma vez que h'(y,) = f,(xo,¥,) € h tem
um extremo relativo para y = y,, podemos concluir que h'(y,) = 0, ou seja,
fy(xo'J’o) = 0.

*»x Estas condicbes sdo usualmente designadas por condicbes de 12 ordem ou de
estacionariedade e podem ser expressas em termos do vetor gradiente de f da seguinte forma

VF (0, ¥0) = (feGeo,¥0), £y (20,0 ) = (0,0).
xxi Seja @ uma fungao real de variavel real definida em [c,d]. Se ¢ tem um extremo emx, € ]c, d[
e se, além disso, ¢ ¢ diferenciavel em X, entdo ¢’(x,) = 0.
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Observacao 11.56. [Pontos estacionarios do dominio de uma fungao]

De acordo com o resultado anterior para que uma fungao f: (x,y) - z = f(x,y)
tenha um maximo (ou minimo) relativo no ponto (x,,y,) devem ser satisfeitas

as seguintes condigdes
fx(x0,¥0) =0 € f,(xp,¥0) =0,
desde que f tenha derivadas parciais de primeira ordem em (x,, y,).

Assim, dizemos que (x,,y,) € um ponto estacionario do dominio de f e,

também, que f (x,,,) é candidato a extremo local de f, desde que
fx(xO'yO) = fy(xofy()) = 0.

Se, por outro lado, as derivadas parciais f, (xo, ¥o) € f,(xo, yo) existem e ndo sao

ambas nulas podemos garantir que (x,,y,) nao é extremante local de f.

Exemplos I.57. [Calculo de pontos estacionéarios do dominio de uma fungao]
Calculamos os pontos estacionarios dos dominios das seguintes fungdes:
(@) f:D; € R* - R definida por f(x,y) = x* — 3y* + 6y + 10.
O dominio de f é D; = R?. Resolvemos o sistema

{;Cygc 3 o= {arero=hIt

Logo P = (0,1) € o Unico ponto estacionario de D;.

(b) f:D; € R* - R definida por f(x,y) = 2x® — y* — 24x + 75y + 7.
O dominio de f é D; = R*. Resolvemos o sistema

{fx(x.Y)=0(:){6x2—24=0(:){xz—4=0‘:}{x=—2Vx=2
fy(x,y) =0 —3y2475=0  |y?2—-25=0  ly=-5vy=5

Assim, temos quatro pontos estacionarios de Dy,

P, =(-2,-5),P,=(-25),P; =(2,-5) e P, =(25).
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(¢) f:D; € R* - R definida por f(x,y) = 4x3 + 6y — 48xy + 9.
O dominio de f é D; = R*. Resolvemos o sistema

{fx(x,y) =0 {12x2 —48y =0 _ {xz —4y=0_ {x(x —16) =0
fy(x:Y) =0 12y —48x =0 y =4x y = 4x :

Assim P, = (0,0), P, = (16,64) sao pontos estacionarios de Dy.

Retomamos o Problema 11.52., onde pretendemos maximizar a fung&o lucro
Mx,y) =4x+y—5—x2+xy — y2.
Constatamos que

{Hx(x,y)zo {4—2x+y=0(:}{y=2x—4 (:){x=3
M,(x,y)=0 1+x—-2y=0 1+x—-22x—-4)=0 y=2

0 que nos permite assegurar que (3,2) € o Unico ponto estacionario.
Como garantir que T1(3,2) = 2 é maximo?
Vamos recorrer a Definigao 11.54 e determinar o sinal da expressao
(3 + Ax, 2 + Ay) — I1(3,2), para Ax, Ay € R.

Comecgamos por calcular T1(3 + Ax, 2 + Ay), que é igual a
4B3+Ax)+2+Ay—5—- (B +Ax) 2+ 3+ Ax)(2 + Ay) — (2 + Ay)2.
Desenvolvendo os quadrados, obtemos
M3+ Ax,2 + Ay) =

=9+ 4(Ax) + Ay — 9 — 6(Ax) — (Ax)? + 6 + 3(Ay) + 2(Ax) +

+(Ax)(Ay) — 4 — 4(Ay) — (Ay)2.
Ou seja,
(3 + Ax, 2 + Ay) = —(Ax)? + (Ax)(Ay) — (Ay)? + 2.

Sabemos que I1(3,2) = 2, logo

2 2
M3 + Ax, 2 + Ay) — T1(3,2) = — | (Ax)? — (Ax)(Ay) + % - (Ai’)

— (Ay)?
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isto é,

M3 + Ax,2 + Ay) —11(3,2) = — [(Ax)2 — AxAy + (AZ) ] + % -(My)?
Ay 3
S NG +Ax 2+ Ay) — 1(3,2) = — (Ax - 7) ~ 2@y <o,

para quaisquer acréscimos Ax,Ay € R. Assim, utilizando a Definicdo 11.54.
podemos concluir que T1(3,2) = 2 é o maximo absoluto da funcao lucro definida

por
M(x,y) =4x+y—5—x2+xy — y2.

Comecemos por determinar o Unico extremo absoluto de algumas formas

quadréticas reduzidas.

Exemplos I1.58. [Extremo absoluto de algumas formas quadréticas reduzidas]

(a) Seja Q:D, € R?* - R definida por Q(x,y) = 2x* + 3y?;
Pretendemos calcular os pontos estacionarios de D, = R?.
Resolvemos o sistema

leno=lzo=F0

Logo (0,0) é o unico ponto estacionario do dominio da fungéo Q.
Questionamos, Q(0,0) = 0 é extremo absoluto da funcao Q?
Uma vez que

Q(x,y) > 0o Q(x,y) > Q(0,0), para todo (x,y) # (0,0)
entdo tendo em conta a Definig&o 11.54. podemos concluir que

Q(0,0) = 0 é 0 minimo absoluto de Q.

(b) Seja, agora, Q: D, € R* - R definida por Q(x,y) = —4x* — y2.

Uma vez que

xii Neste caso dizemos que a forma quadratica Q é definida positiva.
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constatamos que (0,0) é o Unico ponto estacionario de D, = R*.
Além disso,

Q(x,y) < 0o Q(x,y) < Q(0,0), para todo (x,y) # (0,0)i,
Assim, tendo em conta a Definicdo 11.54., podemos afirmar que
Q(0,0) = 0 é 0 maximo absoluto da funcao Q.

A forma quadrética Q: D, € R* - R definida por Q(x,y) = —7x* + 5y°
tem (0,0) como Unico ponto estacionario do seu dominio dado que

Qx(x,y) =0 —14x =0 x=0
{Qy(x.y)=0‘:’{10y=0 ‘:’{y=o-

Todavia Q(x,y) ndo tem sinal definido (isto é, nado tem sinal
constante)**V, visto que se, por um lado, verificamos que

Q(x,0) = -7x2 < 0  Q(x,0) < 0(0,0),
para todos os pares do tipo (x,0), com x # 0; por outro, constatamos
que Q(0,y) =5y%2 > 0 © Q(0,y) > Q(0,0), para todos os pares do tipo
(0,y), com y # 0. Nestas condi¢des dizemos que (0,0) € ponto sela do

dominio da fungao Q.

Sistematizamos, agora, os resultados anteriores na préxima proposi¢ao.

Proposicao 11.59. [Extremo absoluto de formas quadraticas reduzidas]

Seja Q:D, € R?* » R , uma forma quadrética de duas varidveis, ndo nula,

definida por

Q(x,y) = ax? + cy?, onde a,c € R.

Se ac # 0= ent&o (0,0) € o unico ponto estacionario de Dy.

i Neste caso dizemos que a forma quadréatica Q € definida negativa.
xxiv Neste caso dizemos que a forma quadratica Q é indefinida.

XV Se a=0 e c+#0 entdo Q(x,y) = cy? e a reta de equagdo y =0 é o conjunto de pontos
estacionarios de Dj,.
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Além disso, verificamos que:

(i) Sea>0¢ec>0entdo Q(0,0) =0 é o minimo absoluto de Q;
(i) Sea<0ec<0entdo Q(0,0) =0 ¢é o maximo absoluto de Q;

(iii) Se a e c tém sinais contrarios entao (0,0) é ponto sela de Q.
Consideramos, agora, o caso das formas quadraticas completas.

Exemplos I1.60. [Extremo absoluto de algumas formas quadraticas completas]

(a) Seja Q:D, € R* - R definida por Q(x,y) = 4x* + 4xy + 3y>.
Pretendemos calcular os pontos estacionarios de D,.
Resolvemos o sistema

{Qx(x.y) =0 {8x+4y =0 (:){x =0
Qy(x,y) =0 4x+ 6y =0 y=0

Logo (0,0) é o Unico ponto estacionario de D, = R?.
Surge novamente a seguinte questao: Q(0,0) = 0 é extremo da forma
quadratica Q?
Serd possivel afirmar que:
Q(x,y) >0 Q(x,y) > Q(0,0), para todo (x,y) # (0,0)?
Vamos verificar que a resposta é afirmativa dado que
Q(x,y) = 4x? + 4xy + 3y? = 4(x? + xy) + 3y? =
= 4<x2 +xy+y72—yzz> + 3y%,

ou seja,
2

2
Q(x,y) =4<x2+xy+yz>—y2+3y2 =4(x+%) + 2y2.

Dai obtemosQ(x,y) > 0, paratodo (x,y) # (0,0).0xvi

Sea#0ec=0entdo Q(x,y) = ax® e areta x = 0 é o conjunto de pontos estacionarios de D,.

xxvi Neste caso dizemos que a forma quadratica Q € definida positiva
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Assim, tendo em conta a Definicdo 11.54., podemos concluir que

Q(0,0) = 0 é o minimo absoluto da fungéo Q.

(b) Seja, agora, Q: D, € R* = R definida por Q(x,y) = —2x? + 4xy — 4y*.
Uma vez que

Q:(x,y)=0 (—4x+4y=0_(x=0
{Qy(x,y)=0‘:’{4x—8y=0‘:’{y=0

constatamos que (0,0) é o Unico ponto estacionario de D, = R*.
Além disso,
Q(x,y) = —2x% + 4xy — 4y? = —2(x% + 2xy) — 4y?
= —2(x? + 2xy + y? — y?) — 4y?
ou seja,
QCe,y) = —2(x +¥)? + 2y* —4y? = =2(x + y)? — 2*
e dai obtemos

Q(x, Y) <0, para todo (x,y) +* (0’0)xxxvii.

Assim, tendo em conta a Definicao 11.54, podemos afirmar que
Q(0,0) = 0 é 0o maximo absoluto da fungao Q.

(c) A forma quadrética Q:D, € R* » R definida por Q(x,y) = 5x* + 6xy
tem (0,0) como Unico ponto estacionario do seu dominio R? dado que

Q(,y)=0 _ (10x+6y=0__, (x=0
{Qy(x,y)=0 { 6x =0 ‘:’{y=0'

Todavia Q(x,y) nao tem sinal definido visto que

6 6 9 9
—£,2 — 24 - — 24 2y _ 2,2
Q(x,y) = 5x° + 6xy S(x +5xy) 5(x +5xy+25y) 5y

ou seja,

2
Q(x,y)=5 (x + gy) — gyz_xxxviii

Nestas condi¢des dizemos que (0,0) é ponto sela do dominio de Q.

xvii Neste caso dizemos que a forma quadrética Q é definida negativa.
xvii Neste caso dizemos que a forma quadratica Q é indefinida.
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(d) Consideremos, finalmente, a forma quadratica Q:D, € R*> - R, nédo
nula, definida por
Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, onde a, b,c € R.
Se ac — b? # 0xix verificamos que o sistema de equagoes lineares

{Qx(XJ’) =0 {Zax +2by =0 {x =0
Qy(x,y) =0 2bx +2cy =0 y=0

tem solugao Unica, o que implica que (0,0) € o Unico ponto estacionario
do dominio da forma quadrdtica Q.

Neste caso:

(d.i) se ac # 0 entdo o sinal de Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy? vai depender
do sinal de a € R e de ac — b? € R\{0}, visto que,

b b? b?
Qlx,y) = a(x2 + 2;xy+?y2> —a;y2 +cy? =

b 2
=a(x+ay) +

(d.ii) Se a = 0 e ¢ # 0 entdo Q(x,y) nao tem sinal definido dado que

ac — b? 2.

b b2 b? b _\?> p?
Q(x,y)=2bxy+cy2=c(y2+22xy+§x2)—cc—2x2=c(y+;x) -—x?

e podemos concluir que (0,0) é ponto sela do dominio da funcao Q.
(d.iii) Se a # 0 e ¢ = 0 entdo Q(x, y) também n&o tem sinal definido uma

vez que
b b? b?
Q(x,y) =ax?+2bxy=a x2+25xy+;y2 —a;y2 =

= a(x +§y)2 —%yz,

0 que nos permite garantir que (0,0) é ponto sela do dominio de Q.

Desta forma podemos resumir as nossas conclusdes na seguinte proposigao.

) 2
X Se qc —b? =0e a0 entdo Q(x,y):a(x+§y) .

2
Seac—bz:0ec¢0entéoQ(x,y):c(y+§x) .
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Proposicao 11.61. [Extremo absoluto de formas quadraticas completas]
Seja Q: D, € R* » R, uma forma quadrética ndo nula, definida por
Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, onde a, b, c € R.

Se ac — b? # 0¥ entdo (0,0) é o Unico ponto estacionario do dominio da fungéo

Q e, além disso:

(i) se ac — b% > 0 entdo Q(0,0) = 0 & extremo absoluto da fungéo Q:
(i-a) se ac — b? > 0 e a > 0 entdo Q(0,0) = 0 é o minimo absoluto de Q;
(i-b) se ac — b? > 0 e a < 0 entdo Q(0,0) = 0 é o maximo absoluto de Q;

(ii) se ac — b% < 0 entdo (0,0) € ponto sela do dominio da fungéo Q.

Repare-se que as condigbes da Proposicdo I1.61. podem ser descritas em

termos das derivadas de 22 ordem da forma quadrética Q.
As derivadas parciais de primeira ordem s&o determinadas por
Qx(x,y) = 2ax + 2by AN Qy(x,y) = 2bx + 2cy.
Todavia as derivadas parciais de segunda ordem sdo constantes e satisfazem
Quxy)=2a AN Quy)=2b A Qy(xy) =2c
Consequentemente

H(P) = Qsex (X0, ¥o) Qxy(xo'J’o)] _ [Za 2b

ny(xo.YO) ny(xo,y()) Zb 2c

e verificamos que a matriz Hessiana de Q nao depende do ponto P = (xg, ¥o).X

X' Consideramos o caso ac — b? = 0 no Exercicio 6 de 11.66.

*i Neste contexto, e uma vez que a matriz Hessiana de Q nio depende do ponto P, representamo-
la apenas por H.
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Neste caso o valor do determinante é dado por
detH = 4(ac — b?) = AN
Deste modo constatamos que se Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, onde
a,c € R\{0} e b € R, entdao
A>0(<0)=ac—b?*>0(<0) A Qupy >0(<0) e a>0(<0).

Uma vez que A = 4(ac — b?), podemos reescrever a Proposigdo I1.61. do

seguinte modo.

Proposicao Il.61.a [Extremo absoluto de formas quadraticas completas]
Seja Q: D, € R* - R, uma forma quadrética ndo nula, definida por
Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?, onde a, b,c € R.

Se A= detH # 0 entdo (0,0) é o Unico ponto estacionario do dominio de Q e,

além disso:

(i) se A > 0 entdo Q(0,0) = 0 é extremo absoluto de Q;
(i-a) se A> 0 e Q,,(0,0) > 0 entdo Q(0,0) = 0 € o minimo absoluto

de Q;
(i-b) se A> 0 e Q,,(0,0) < 0 entdo Q(0,0) = 0 € 0o maximo absoluto
de Q;

(i) se A < 0 entdo (0,0) € ponto sela do dominio de Q.

De seguida analisamos os extremos absolutos de fungbes polinomiais de

segundo grau (sendo estas usualmente designadas por fungdes quadraticas).

xi Designaremos, no que se segue, o determinante de H por A.
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Exemplos I1.62. [Extremo absoluto de algumas fun¢des quadraticas]

(@)

Pretendemos classificar os pontos estacionarios do dominio de
f:Dy € R?* - R definida por

f(x,y) = x* —3y? + 6y + 10.
De acordo com o Exemplo 11.57., 0 dominio da fungao f tem um Unico
ponto estacionario, P = (0,1).
Uma vez que ndo é uma fungdo do tipo Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?,
onde a, b, c € R., temos que recorrer a Definicdo 11.54. Nesse sentido,
consideramos dois numeros reais arbitrarios, h, k € R, e calculamos
Az=f(0+h14+k)—f(01)=h2-3(k+1)?*+6(k+1)+10—-13 =
= h? — 3k2.
Verificamos que, mesmo considerando h,k € R suficientemente
pequenos, a variagao
Az = f(0+ h,1+k)— f(0,1) ndo tem sinal definido. Logo P = (0,1) é

ponto sela do dominio de f.

Com o objetivo de classificar os pontos estacionarios do dominio da
funcéo f definida por
flx,y) =9x% —18x + 4y? + 16y — 11,

constatamos que

fe(x,y) =0 18x—18=0 x=1
{fy(x,y)=0‘:’{8y+16=0 ‘:’{y=—2'

Logo podemos afirmar que (1, —2) é o Unico ponto estacionario de
Dy = R2. Para testarmos se f(1,—2) = —36 é extremo calculamos
fA+h-2+4+k)=9(1+h)2-181+h)+4(-2+k)?+16(-2+k)—11
onde h,k € R. Temos
f(+h—2+k)=9+18h+9h* — 18 — 18h + 16 — 16k + 4k? — 32 + 16k — 11

ou seja
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f(1+h,—2+k)=9h% + 4k? — 36 = 9h% + 4k* + f(1,-2).

Verificamos que a variagdo Az = f(1+ h,—2 + k) — f(1,—2) é positiva

para todos os numeros h, k € R, ndo simultaneamente nulos.

Logo f(1,—2) = —36 é o minimo absoluto da funcéo f.

Consideremos, finalmente, a fungéo quadratica Q:D, € R*> = R, ndo

nula, definida por

Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?* + mx + ny + p, com a, b,c, m,n,p € R.

Se ac — b? # 0 verificamos que o sistema de equagdes lineares

bn—-cm
{Qx(x,y) =0 @{2ax+2by+m=0(:) X = S ae—b?)
Qy(x,y) =0 2bx +2cy+n =0 y = bm=an
2(ac—b?)

~ . . . bn—-cm bm-an z
tem solucdo Unica, o que implica que (xy,y,) = ( ) o}

2(ac—-b2?)’ 2(ac—b2)

Unico ponto estacionario do dominio da fungao Q.

Neste caso € possivel reescrever o polinémio, usando o

desenvolvimento em torno de (x,,y,), da seguinte forma

z=Q(x,y) = a(x —xy)* + 2b(x — x0)(y — ¥o) + c(y — ¥0)* +
Qa0 0) 4

Assim, obtemos
Az = Q(xo + b,y + k) — Q(x,¥o) = ah® + 2bhk + ck?

0 que nos permite tirar as seguintes conclusoes.

Xii Para obter esta expressao podemos recorrer a uma mudanga de variavel do tipo x' = x —x, e
y' =y —y, que tem por objetivo anular os termos de grau 1 do polinémio Q(x,y).

Dai resulta a expressao a(x')? + 2bx'y’ + c(y")? + Q(x,,v,). Regressando as variaveis iniciais
encontramos

a(x = x0)* + 2b(x — %) (¥ = ¥o) + c(¥y = ¥0)* + Q(x0,¥0)-
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Se ac — b* # 0 entdo (x,y,) € 0 Unico ponto estacionario de D, e, além

disso:
(i) se ac — b? > 0 entdo Q(x,,y,) é extremo absoluto da fungéo Q;

(i-a) se ac—b?2>0 e a >0 entdo Q(x,,v,) € 0 minimo absoluto da

funcao Q;

(i-b) se ac —b?> >0 e a <0 entdo Q(xyy,) € 0 maximo absoluto da

funcao Q;

(ii) se ac — b? < 0 entéo (xo,y,) € ponto sela do dominio da fungéo Q.
Torna-se assim possivel obter uma generalizagéo da Proposigéo 11.61.

Proposicao 11.63. [Extremo absoluto de fungdes quadraticas]
Seja Q: D, € R* - R uma fungéo quadratica ndo nula definida por

Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy? + mx + ny + p, com a, b,c, m,n,p € R.

bn—-cm bm-an

Se ac — b?% # 0 entdo (x,,y,) = (—Z(ac_bz),—z(ac_bz)

) € 0 Unico ponto estacionario
do dominio da funcao Q e, além disso:

(i) se ac — b% > 0 entdo Q(x,,y,) é extremo absoluto da fungéo Q:

(i-a) se ac — b? > 0 e a > 0 entdo Q(x,,y,) € 0 minimo absoluto de Q;

(i-b) se ac — b? > 0 e a < 0 entdo Q(x,,y,) € 0 maximo absoluto de Q;

(ii) se ac — b% < 0 entéo (x,,y,) € ponto sela do dominio da fungéo Q.

Também, neste caso, podemos reescrever o resultado anterior em termos das

derivadas de 22 ordem da funcao Q.
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Proposicao 11.63.a [Extremo absoluto de fungdes quadraticas]
Seja Q: D, € R* » R, uma fun¢éo n&o nula, definida por
Q(x,y) = ax?® + 2bxy + cy? + mx + ny + p, com a,b,c,m,n,p € R.

Definimos A= det H(x, y).

bn—cm bm—an
2(ac-b2)’ 2(ac-b?)

Se A+ 0xv entdo (xg,y,) = ( ) € o0 Unico ponto estacionario do

dominio da fungao Q e, além disso:

(i) se A> 0 entédo Q(xgy, yy) € extremo absoluto da fungéo Q:
(i-a) se A> 0 e Q,,(xg,V5) > 0 entdo Q(x,,y,) € 0 minimo absoluto
da funcao Q;
(i-b) se A > 0 e Q,, (x4, ¥0) < 0 entdo Q(xy,y,) € 0 maximo absoluto
da funcao Q;

(i) se A < 0 entédo (x,,y,) é ponto sela do dominio da fungao Q.

Retomamos o Problema I1.52., onde pretendemos maximizar a fungdo lucro

definida por

M(x,y) =4x+y—5—x2+xy — y?,
para o qual vamos propor uma resolucao alternativa.
Constatamos que (3,2) é ponto estacionario do dominio de II.

Como garantir que I1(3,2) = 2 € maximo absoluto tendo em conta que I1(x,y)

define uma fungao quadratica?

Xiv Se A= 0 podem ocorrer duas situagées: ou a fungédo quadratica ndo tem pontos estacionarios
ou tem uma reta de pontos estacionarios. Por exemplo, {(x,y) € R?:y = —x — 2} é o conjunto de
pontos estacionarios da fungdo definida por Q(x,y) = x% + 2xy + y% + 4x + 4y + 4 enquanto a
fungéo definida por Q(x,y) = x2 + 2xy + y? + 4x + 6y + 4 ndo tem pontos estacionarios.
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Note-se que é possivel reescrever o polindmio, usando o desenvolvimento em

torno de (3,2), da seguinte forma
z=M(x,y)=—(x—-3)2+x-3)y—2)—(y—2)2+ N(3,2).W
Assim, obtemos
Az=TI(3+ h, 2+ k) —11(3,2) = —h? + hk — k? = —(h? — hk + k?)
ou seja,

e (e B () e ap )

para quaisquer h e k, ndo simultaneamente nulos.

Utilizando a Definicdo 11.54. e tendo em conta a desigualdade anterior,

concluimos que I1(3,2) = 2 é o méximo absoluto da fungéo lucro II.

Todavia, a Proposi¢éo 11.63a. fornece-nos um modo mais expedito para obter a

mesma concluséo.
Note-se I1,,(3,2) = -2<0 e A=3> 0, pelo que estamos nas condi¢des da
alinea (i-b) da proposi¢ao referida o que nos permite concluir que 11(3,2) = 2 é

0 maximo absoluto da funcéo II.

Queremos, de seguida, encontrar respostas para a seguinte questao:

«Sera possivel classificar os pontos estacionarios do dominio de uma fungéo de
duas varidveis f:D; c R* » R por intermédio de condi¢des de 22 ordem (i.e.,

condigbes que envolvem derivadas de 22 ordem)? De que forma?»

XV Para obter esta expressdo podemos recorrer a uma mudanga de variavel do tipox’ = x —3 e
y' =y — 2. Deste modo, apés a substituigao, obtemos
Ax' +3)+ @' +2)-5-("+3)2+ (@ +3)y' +2)- (' +2)?% =
=) +xy -+ 2=-(x-37+x-3)@-2) - (y—2)*+ N3B2).
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Seja f:D; € R* - R, definida por z = f(x,¥) uma fungo de classe C* num

aberto A do seu dominio e (x,,y,) € A um ponto estacionario de D;.

Queremos dar resposta a seguinte questao: «f (x,, y,) € um extremo relativo da

fungéo f7».

Com esse objetivo vamos construir uma funcao — ja nossa conhecida do ponto
de vista da classificagdo dos pontos estacionarios — que seja “muito parecida”

com f, numa vizinhanga do ponto (x,, vo)-
Assim procuramos Q: D, < R? - R, nao nula, definida por
QCx,y) = alx — x0)* + 2b(x = %) (¥ — ¥o) + c(y — ¥0)* + m(x — x) +
+n(y —yo) +p,
coma,b,c,m,n,p €R, tal que
Q(x0,¥0) = f (%0, ¥0),
Qx(x0,¥0) = fx(x0,¥0) € @y (x0,¥0) = f,, (X0, Y0,
Qux (%0, ¥0) = fx (%0, ¥0)s Qyy (X0, ¥0) = fyy (X0, ¥0) € Quy (X0, ¥0) = frey (X0, o).

Obtemos
1 1 1
a= Efxx(xO'yO)y b= Efxy(xO'yO), c= Efyy(xO'yo)y

m = f,(x0,¥0), n = f,,(x0,¥0) € 0 = f (X0, ¥0)-

Deste modo, se considerarmos que estamos a analisar localmente — mais
concretamente, numa vizinhanga de (x,, y,) — a fungéo f: D; € R* - R definida
por z = f(x,y) podemos substitui-la, na analise em questdo, pela funcao
Q:D, €S R* > R que, por construgdo, também admite (x,,y,) como ponto

estacionario.

XVi Assumimos que as derivadas cruzadas em (x,,y,) Sa0 iguais.
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Consequentemente, classificamos o ponto estacionario (x,,y,) recorrendo ao

sinal da segunda derivada Q... (xq, Vo) = frx (X0, o) € do discriminante
A(xO' yO) = Qxx(x0: J’O)ny(xo' 3’0) - [Qxy(xm }’o)]z, iStO és

A(xp,¥0) = fxx(xo'J’o)fyy(xm}’o) - [fxy(xo'J’o)]z-

Note-se que o discriminante € precisamente o determinante da matriz Hessiana

de f em (x01y0)1
A(x,yo) = det H (x0,yo)-

Assim, se (x,,y,) € um ponto estacionario de Dy, calculamos

A(xo,¥0) = fxx(xO'yO)fyy(xo'yO) - [fxy(xo'J’o)]z-

Deste modo concluimos que:

Proposicao 11.64. [Condigao suficiente para a existéncia de extremos relativos

de uma fungao]

Seja f:D; € R? - R, definida por z = f(x,y) uma fungéo de classe C* num

aberto A do seu dominio e (x,,y,) € A um ponto estacionario de D;.

fxx(xO' yO) fxy(xO' yO)

Definimos A(x,, = det .
( 0 yO) fxy(xoryo) fyy(xoryo)

(i) Se A(xg,yy) <0 entdo (xq,y,) € um ponto sela do dominio da
funcao.
(i) Se A(xq,y,) = 0, nada se pode concluir. Isto &, (x,,y,) pode ser um

extremante local ou um ponto sela.
(iii) Se A(xy, yo) > 0 entdo f(xy,y,) € um extremo local fungéo.
Além disso, podemos afirmar que se f,, (%, vo) < 0 entdo f(x,, o)
€ um maximo local de f.
Todavia se f,,(xy,y0) > 0 podemos garantir que f(x,y,) € um

minimo local de f.
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Exemplo 11.65.
Vamos analisar se 0s pontos estacionarios do dominio da fungao
f:Dy € R* - R definida por
fle,y)=2x3—y3—24x+ 75y +7

sdo extremantes de f.
De acordo com o Exemplo I1.57, P, = (=2,-5), P, = (—=2,5),P; =(2,-5) e
P, = (2,5) s@o os pontos estacionarios de Dy = R?.
Além disso,

fox,y) =12x A f,(x,y) =—6y A fry(t,y) = 0.
Em relacdo ao ponto P, = (-2, —5) verificamos que

A(=2,-5) = fer(=2,~5)f;,(=2,=5) — [fi, (-2, -5)]" = (-24)(30) < 0.

Logo P, = (—2,—5) é um ponto sela do dominio de f.
No que respeita o ponto P, = (—2,5) temos

A(=2,5) = fue(~2,5)f,y (=2,5) = [fiy (-25)]" = (~24)(=30) > 0

e fw(—2,5) = —-24 <0, 0 que nos permite concluir que f(—2,5) =289 & um

maximo local de f.
Por outro lado, para o ponto P; = (2, —5) constatamos que
A2,=5) = f12(2,=5) 1y (2, =5) = [1y(2,=5)]" = (24)(30) > 0

e fix(2,—5) =24 > 0, pelo que podemos afirmar que f(2,—5) = —375 é um

minimo local de f.

Finalmente P, = (2,5) é um ponto sela do dominio de f visto que

AR,5) = fex(25)f,y(2,5) — [fuy (25)]" = (24)(=30) < 0.
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Recapitulando:
Para que a fungéo definida por z = f(x,y) tenha um extremo local num ponto
(x0,¥0) € int(Dy) é necessério que
fx(x0,¥0) =0 € f,(x0,¥0) =0,
desde que f tenha derivadas parciais de primeira ordem em (x,, yo). M

As condi¢des anteriores sao usualmente designadas por condi¢ges de 12 ordem

ou de estacionariedade.

Uma vez que as condigdes f,(xy,¥0) = 0 € f,,(xp,¥,) = 0 ndo s&o suficientes
para garantir a existéncia de um extremo para f em (x,,y,), devemos analisar
as derivadas parciais de 22 ordem de f nos pontos estacionarios que

pretendemos classificar.
Assim se (x,,y,) € um ponto estacionario de D, calculamos
2
A(xo,y0) = detH (x,¥,) = fxx(xo'yo)fyy(xO:yO) - [fxy(xo'J’o)] )
supondo que as derivadas cruzadas em (x,,y,) Sao iguais.

Se A(xg,y,) < 0 entdo (x,,y,) € um ponto sela do dominio da fungao f.

Se A(x,,y,) = 0, nada se pode concluir. Isto &, (x,,y,) pode ser um extremante

local ou um ponto sela.
Se A(xgy, yo) > 0 entdo f(xy,y,) € um extremo local fungéo.

Além disso, podemos afirmar que se f,..(xo, o) < 0 entéo f(xy, ¥,) € um maximo

local de f.

Todavia se f,,(xy,¥o) > 0 podemos garantir que f(x,, ¥,) € um minimo local da

funcao f.

Wi A fungdo f:D; € R? - R definida por f(x,y) = /x2 4+ y2 tem como minimo absoluto f(0,0) = 0,
apesar das suas derivadas parciais no ponto (0,0) ndo existirem.
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Exercicios 11.66.

1.

Classifique os pontos estacionarios do dominio das seguintes formas
quadraticas:
a) Q:D, € R? - R definida por Q(x,y) = x* — 6xy + y°.
Resposta: (0,0) é ponto sela;
b) Q:D, € R* - R definida por Q(x,y) = 4x* + 5xy + 4y>.
Resposta: Q(0,0) = 0 € minimo absoluto;
c) Q:D, S R? - R definida por Q(x,y) = 8x* + 4xy + 8y2.
Resposta: Q(0,0) = 0 € minimo absoluto;
d) Q:D, € R? - R definida por Q(x,y) = 2v5xy + 4y2.
Resposta: (0,0) é ponto sela;
e) Q:DpcR*->R definida por Q(x,y) = —6x+ 4xy — 6y°.
Resposta: Q(0,0) = 0 é maximo absoluto;
f)  Q:Dy, € R? - R definida por Q(x,y) = —x* + 6xy + y*.

Resposta: (0,0) é ponto sela.

Determine, caso exista(m), o(s) extremo(s) absoluto(s) das funcdes

polinomiais de grau 2 (ou fungbes quadréaticas) definidas por:

fx,y) =x*+xy +y*+x+y+ 1. Resposta: f(—é,—%) = % é minimo
absoluto.

f(x,y) = —5x%+ 4xy —y? + 16x + 10. Resposta: f(8,16) =74 &
maximo absoluto

f(x,y) = x? — 8xy — 5y% + 2. Resposta: f ndo tem extremos absolutos.
flx,y) =x>+xy+y?—2x—7y. Resposta: f(1,0)=-1 é minimo

absoluto.
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Classifique o(s) ponto(s) estacionario(s) do dominio das funcdes
definidas por:

f(x,y) = 2x* — 4xy + 5y?. Resposta: f(0,0) = 0 € minimo absoluto.
f(x,y) = 3x% — 5xy + y2. Resposta: (0,0) é ponto sela.

f(x,y) = x% + y?. Resposta: £(0,0) = 0 € minimo absoluto.

f(x,y) = xy. Resposta: (0,0) é ponto sela.

f(x,y) = 3x% + 8xy + 3y? + 28. Resposta: (0,0) é ponto sela.

f(x,y) = —3x? + 6xy + 5y% — 24. Resposta: (0,0) é ponto sela.

35 42
13’13

f(x,y) = —=3x? — y? + 5xy — 7y. Resposta: ( ) € ponto sela.

flx,y) = x*+2x%y + 2y* + y. Resposta: (0, —%) € ponto sela e

VZooo1 1 VZooo1 1 . .. .
f (—.——) =—-ef (——,——) = —- 530 minimos relativos.
2 2 4 2 2 4

flO,y) =x3—y3—2xy + 1.

Resposta: (0,0) é ponto sela e f (—éé) = % € maximo relativo

f(x,y) = 3x%+ 2xy + 2y? — 160x — 120y + 18.

Resposta: f(20,20) = —2782 é minimo absoluto.

I(x,y) = -5 +%x +§y —gyz _;xz +§xy.

Resposta: 11(2,3) = 43—4 € maximo absoluto

h(x,y) = y3 + 3xy — x3. Resposta: (0,0) é ponto selae h(—1,1) = -1 ¢

minimo relativo.

f(x,y) = x® — 3xy? + y*. Resposta: f(%,%)z—ﬂ ef(_,__)z_R

16

sao minimos relativos e (0,0) é ponto sela.

Determine, caso exista(m), o(s) extremo(s) relativo(s) das funcdes

definidas por:

f(x,y) = (x — 1)(x? — y?). Resposta: f (20) = —% é minimo relativo e
(0,0), (1,1) e (1,—1) séo pontos sela;

f(x,y) = xye* . Resposta: (0,0) é ponto sela e f(-1,1) = —e™2¢

minimo relativo.
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5. Verifique se (-5,-5), (—1,1) e (1,—1) sédo pontos estacionarios do
dominio da fungao definida por f(x,y) = 2x3 + 6y3 — 6xy? + 15y? e,
em caso afirmativo, classifique-os.

Resposta: (—1,1) ndo é ponto estacionario, (1,—1) é ponto sela e

f(=5,—5) = 125 € maximo relativo.

6. Seja Q:D, S R* » R, uma forma quadratica ndo nula, definida por
Q(x,y) = ax? + 2bxy +l;—2y2, onde a,b e Rea # 0.

a) Verifique que A= detH(x,y) = 0.

b) Mostre que {(x, y) ER%x = —Zy} € o conjunto dos pontos
estacionarios do dominio da forma quadratica Q.

c) Sabendo que A = 0, prove que:
(i) se a > 0 entdo a forma quadratica Q atinge o seu valor minimo
(absoluto) no conjunto de pontos estacionarios dado por

{(x,y) € R%:x = —Sy};x""“

(i) se a < 0 entdo a forma quadratica Q atinge o seu valor maximo

(absoluto) no conjunto de pontos estacionarios dado por

{(x,y) €ER%:x = _Zy}_xlix

il Neste caso dizemos que a forma quadrética Q é semidefinida positiva.
xix Neste caso dizemos que a forma quadratica Q é semidefinida negativa.
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11.6 — Otimizacao condicionada de fun¢coes de duas variaveis. Método de
substituicao e método dos multiplicadores de Lagrange. Minimizacao do
custo total de uma empresa sujeita a uma produgao previamente fixada e
maximizacao da utilidade do consumidor sujeito a uma restricdo orcamental.

Nesta seccdo estudamos problemas de otimizacdo com uma restricdo de
igualdade. Trata-se do caso mais simples no &mbito da otimiza¢do condicionada
(também conhecida por otimizagdo com restricdes). Vamos resolver exercicios
aplicando o método da substituicdo ou o método dos multiplicadores de

Lagrange.

Exemplos I1.67. [Otimizagao condicionada de uma forma quadratica]

Consideremos a fun¢éo (forma quadratica) Q: D, € R?> - R, nao nula, definida

por
Q(x,y) = ax? + 2bxy + cy?,com a,b,c € R
sujeita a restrigéo:

(@) x=0;
(b) y = kx, com k € R\{0};
(¢) ax + By =0,com a,B € R\{0}.

Determinamos e classificamos o(s) extremo(s) do problema de otimizagéao.

(a) Se x =0 entao

Q(0,y) = cy?,comc € R.

Deste modo verificamos que o problema inicial se resume ao estudo de

extremos de uma fungao de uma variavel definida por

h(y) = cy?, sendo ¢ € R\{0}..

'Se ¢ = 0 entdo h é a fungéo nula.
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Uma vez que

KMy)=0=22cy=0=y=0,
concluimos que h(0) = 0 é candidato a extremo de h.
No entanto, atendendo a que h''(y) = 2¢, podemos afirmar que:
(i) se ¢ > 0 entdo h(0) = 0 € minimo absoluto da fungéo h;
(i) se ¢ < 0 entdo h(0) = 0 € maximo absoluto da fungéo h.
Logo podemos assegurar que:

(i) se ¢ > 0 entdo Q(0,0) = 0 é minimo absoluto da funcdo Q sujeita a

restricdo x = 0;

(i) se ¢ < 0 entdo Q(0,0) = 0 € maximo absoluto da fungéo Q sujeita a

restricdo x = 0.

Se y = kx, com k € R\{0} entdo
Q(x,y) = Q(x, kx) = ax? + 2bx(kx) + c(kx)? = (a + 2bk + ck?)x?,
com k € R\{0}.

Estamos perante um problema de andlise de extremos de um fungéo de

uma variavel definida por

j(x) = (a + 2bk + ck?) x? = mx?, com m € R\{0}.

m

Assim,
(i) se m > 0 entdo j(0) = 0 € minimo absoluto da fungéo j;
(i) se m < 0 entdo j(0) = 0 € maximo absoluto da funcao j;

vistoquej/(x)=0=2mx=0=x=0ej"(x) =2m.
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Consequentemente:

(i) se a + 2bk + ck? > 0 entdo Q(0,0) = 0 € minimo absoluto da fungéo

Q sujeita a restrigdo y = kx, com k € R\{0};

(ii) se a + 2bk + ck? < 0 entdo Q(0,0) = 0 é maximo da absoluto fungéo

Q sujeita a restrigdo y = kx, com k € R\{0}.

(b) Se ax + By =0, com a,B € R\{0} entdo y = kx, com k = —% € R\{0}

e, tendo em conta a alinea (b), podemos concluir que:

2
(i) se a—2b%+c(%) >0 entdo Q(0,0) =0 é minimo absoluto da

funcéo Q sujeita a restricao ax + By = 0, com a, 8 € R\{0};

2
(i) se a—2b%+c(%) < 0 entdo Q(0,0) =0 é maximo absoluto da

fungéo Q sujeita a restrigdo ax + By = 0, com a, 8 € R\{0}.

Exemplos 11.68. [Otimizacdo condicionada de uma funcdo sujeita a uma

restricdo linear]

1. Mostramos que a funcéo definida por f(x,y) = —2x* + y? sujeita a
restricdo y = 2x — 1 tem um minimo.
Se y = 2x — 1 entdo
fl,y)=f(x2x—1)=-2x2+ 2x —1)? =2x2 —4x + 1.
Definimos h(x) = 2x% — 4x + 1 e verificamos que h(1) = —1 é o minimo
absoluto da fungéo h porque h'(1) =0e h”"(1) =4 > 0.
Deste modo f(1,1) = —1 é o minimo absoluto de f sujeita a restricao

y=2x—1.

2. Determinamos os extremos da fungéo definida por

f(x,y) = (x + y)? — Inx — y sujeita a restrigdo 2x + 2y = 3.
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Se 2x + 2y =3 entdao y =§—x e, assim,

f(X,y)=f(x,§—x)=§—§+x—lnx=%+x—lnx.

Considerando h(x) = Z +x —Inx para x > 0, constatamos que
h(1) =Z € 0 minimo absoluto da fungdo h uma vez que h'(1) =0 e
R'(1)=1>0.

Consequentementef(l,%) =£ € 0 minimo absoluto de f sujeita a

restricdo 2x + 2y = 3.

3. Calculamos o méaximo da fungao definida por
m(x,y) = 90x—4x? + 45y — y? — 2xy sujeita a 10x + 5y = 100.
Se 10x + 5y = 100 entdo y = 20 — 2x e, também,
m(x,y) = w(x,20 — 2x) = 500 + 40x — 4x2.

Definimos p(x) = 500 + 40x — 4x* e verificamos que p'(5) =0 e
p"'(5) =—-8<0. Logo p(5) =600 € o maximo absoluto de p e,
consequentemente n(5,10) = 600 é o maximo absoluto de =« sujeita a

restricdo 10x + 5y = 100.

Nestes exemplos — onde analisamos o problema de otimiza¢do de uma funcao

f de duas variaveis, definida por z = f(x,y) sujeita a uma restricdo do tipo

g(x,y) = k li— utilizamos o método de substituicdo que passamos a descrever.

i Tal como referimos no inicio desta secgao, trata-se de um problema de otimizag&o condicionada,
com uma restricao de igualdade.
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Método 11.69. [Método de substituicao]
Consideremos o problema

max/min f(x,y) .
s.a. glx,y) =k’
1. Usamos a restricdo g(x,y) = k para exprimir y em fungao de x, por
exemplo, seja y = ().l
2. Substituimos y = y(x) em f(x,y) e obtemos uma fungao que depende
apenas de x.
Isto €&, transformamos o problema inicial (problema de otimizagao
condicionada) num problema de otimizagdo de uma fungdo de uma
varigvel.
Definimos h(x) = f(x, ¥ (x)).
3. Calculamos os “zeros” da primeira derivada da fungéo h resolvendo a
equagao h'(x) = 0 e determinamos os pontos estacionarios do dominio
da fungao h.
4. Classificamos os pontos estacionarios por intermédio do sinal da
segunda derivada da fungdo h em cada um deles.'v
5. Seja x, um ponto estacionario do dominio de h.

Se h(x,) € extremo da funcdo h entdo f(xy, Y (x,)) é extremo de f
Yo

sujeita a restricao

glx,y) =k.

No exemplo que se segue vamos analisar um problema usual em Economia:
«Minimizar os custos totais do trabalho e do capital de uma empresa, assumindo

a obrigacéo de produzir um output previamente determinado».

i Usamos a abreviatura s.a. para indicar “sujeito a”

i Em alguns casos pode ser Util explicitar x como fungéo de y, x = ¢(y). E procede-se de forma
analoga.

v Em alternativa, podemos construir o quadro de variagéo de h.
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Exemplo 1.70. [Custo minimo de uma empresa sujeita a uma produgao

previamente fixada]
Consideremos uma empresa em que a fungédo de producéo Q é definida por
Q(K,L) = 5KL,com K,L € R*,
onde K e L sao fatores de producgéo, e, a fungdo custo C é definida por
C(K,L) = 10K + 8L.

Pretendemos minimizar os custos da referida empresa sabendo que esta
obrigada, por contrato, a um volume de producao igual a 1600 unidades. Vamos

resolver o seguinte problema

min C(K, L)
s.a. 5KL = 1600

Uma vez que

5KL = 1600 & L = =2 & L =22 para K > 0,

verificamos que

320

C(K,L)=C (K,T) = 10K + 8(

22) = 10k + 22,
K K

Definimos

2560
c(K) = 10K +T

para K >0, e provamos que c(16) =320 é o minimo absoluto da fungao

definida por c(K) = 10K +%, umavez que c¢'(16) =0 e ¢'"(16) = z > 0.

Consequentemente, podemos concluir que o custo minimo da empresa

mencionada — sujeita a restrigdo 5KL = 1600 — ¢ atingido quando K = 16 e

L = 20.
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Formulamos agora o problema do consumidor em Economia que consiste em
«Maximizar a fungao de utilidade assumindo que o consumidor dispée de uma

restricdo orgcamental.».

Exemplo II.71 [Utilidade maxima do consumidor sujeita a uma restricdo

orgcamental]
Suponhamos que a fungéo de utilidade U do consumidor é definida por
U(x,y) = xy, com x,y € RY,

onde x e y representam as quantidades de dois bens A e B, respetivamente,
adquiridos ao preco de 1 e 2 unidades monetarias (u.m.). Sabendo que o
consumidor dispde de M unidades monetérias (u.m.), quais as quantidades de

bens que maximizam a sua fungéo de utilidade?

Vamos resolver o seguinte problema

max U(x,y)
s.a. x+2y=M
Arestrigéoédadaporx+2y=M(:»y:%—g
entao
e )—U( M x)_ (M x)_Mx x?
Y =U\NS )TN T2 T T2
Definimos

M 2
—~_% parax =0,

ulx) = 2 2

M M? Lo ~
€ provamos que u (;) =~ € 0 maximo absoluto da fungéo u, uma vez que

w(3)=0eu (5)=-1<0
Assim sendo, podemos concluir que a utilidade maxima do consumidor — sujeita

a restricdo orcamental x + 2y = M — é atingida quando x = % ey= %.
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O método de substituicao tem o inconveniente de exigir que, a partir da restricao
g(x,y) =k — que define uma relacdo implicita entre as variaveis x e y —

explicitemos y em fungao de x.

Todavia existem outros métodos adequados ao estudo do problema de
otimizagdo de uma fungao f definida por z = f(x,y), sujeita a uma restricdo do

tipo g(x,y) = k, nomeadamente o método dos multiplicadores de Lagrange.

Vamos verificar que este método transforma o problema de otimizagédo
condicionada descrito por

max/ min f (x,y)
s.a. glx,y) =k

num problema de otimizagao livre (otimizacao sem restrigbes) que consiste no

estudo dos extremos de uma funcao auxiliar (fungéo de Lagrange) definida por

L(x,y,A) = f(x,y) + A[k — g(x,y)], sendo 1 € RV

Método 11.72. [Método dos multiplicadores de Lagrange]
Consideremos o problema

max/ min f(x,y)
s.a. glx,y) =k’

1. Comegamos por construir uma funcdo auxiliar (fungdo de Lagrange)
definida por

LGy, ) = f(x,y) + Alk — g(x, )],
onde A € R é o multiplicador de Lagrange.V

v Note-se que se admitirmos que a relagéo g(x,y) — k = 0 define y implicitamente como fungéo
de x, y = ¥(x), e, ainda, considerarmos F(x) = f(x,(x)) entdo

dar _ _ x(xy) _ L(x,y,4) =0
{ Ty =0 [fx(x,y) BENEER=0 N G o,
glx,y)—k=0 gx,y) =k Ly(x,y,2) =0

VM No que se segue tratamos A como uma variavel adicional.
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2. De seguida, determinamos todos os ternos (x,y,A) que satisfazem o
seguinte sistema de equagdes

Lx(xry'ﬂ-) =0 fx(x,)’) —Agx(x,J’) =0
Ly,(x,y,4) =0 =1 f,(xy) —1g,(x,y) = 0.
Ly(x,y,4) =0 g,y =k

As solugbes deste sistema sdo pontos estacionarios do dominio da
funcdo auxiliar e, nessa qualidade, sdo candidatos a extremos do
problema inicial.

3. Para cada um dos pontos estaciondrios encontrados atras,
P; = (x;, 1, 4;), calculamos as seguintes derivadas
I Y Ay Gy (X0 Vis Ay Lo (X0 Vs Ai)s Lyy (X Vis Ai), Ly (X ¥i, A1) €
formamos a matrizVi

0 _gx(Pi) _gy(Pi)
f]'[(PJ = _gx(Pi) Lxx(Pi) ny(Pi) .
_gy(Pi) ny(Pi) Lyy(Pi)

4. Calculamos o determinante da matriz anterior, det % (P;), que é dado

por

2L,y (PG (P) Gy (P = Liex (P9 (PI]” = Lyy (P9 (PII.

5. Finalmente, classificamos os pontos estacionéarios P; = (x;,y;, 4;), de
acordo com o sinal de det H (P;).
Deste modo,
(5.1) Se detH(P;) < 0 entdo f(P;) € um minimo relativo do problema
inicial;
(5.2) Se detH (P;) > 0 entdo f(P;) € um maximo relativo do problema

inicial. Vi

Vi Usualmente designada por matriz Hessiana orlada.

wii Repare-se que ZZTZ(Pi) =- ﬁ det[H (P))] (ver Exercicio 11.74, alinea 7).
gy (P
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Exemplos I1.73. [Otimizacao condicionada e método dos multiplicadores de

Lagrange]
(a)

Seja f: D; € R* - R definida por f(x,y) = x* + 2y* — xy.
Calculamos os extremos da fungao f sujeita a restricdo

x +y=16.

Construimos a fungao auxiliar

L(x,y,2) =x%+2y? —xy + 1(16 — x — y) e verificamos que

L,(x,y,)=04y-x—-21=0=]y=6.
Ll(x’y’l)zo x+y=16 A=14

Logo P = (10,6,14) é um ponto estacionario do dominio de L.

Le(x,y,4) =0 {Zx—y—/1=0 {x= 10

Por outro lado

0 -1 -1
HP) =]-1 2 —1] e, consequentemente,
-1 -1 4

detH (P) = —8 < 0, 0 que nos permite concluir que £(10,6) é o
minimo relativo da fungéo f sujeita a restricdo x + y = 16.

Este minimo relativo também sera absoluto?

Determinamos os extremos da fungédo f: D; € R* - R definida
por f(x,y) = xy sujeita a restricdo x + y = 42.
Note-se que L(x,y,1) = xy + A(42 — x — y) e, ainda, que

L,y )=0{x-1=0 &{y=21.
Ly H)=0 ‘\x+ty=42 =21

Deste modo P = (21,21,21) € um ponto estacionario do dominio
de L.

Lx(x‘J’:)l)ZO {y_2—=0 {x=21

Além disso
0 -1 -1
HP)=|-1 0 1].
-1 1 0
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Uma vez que det H'(P) = 2 > 0 podemos concluir que f(21,21)
€ um maximo relativo da funcao f sujeita a
x+y =42

Este maximo relativo também sera absoluto?

Verificamos que ( ) € um minimizante da fungéo

2 8
17’17

f:Dy € R?* - R definida por f(x,y) = x* + y* sujeita a restricao

x+4y = 2.
Neste caso, temos L(x,y,2)=x2+y?+12—-x—4y) e
também
(=2
L,(x,y,4) =0 2x—1=0 17
Ly(x,y,2) =0 (:){Zy—él/l =0 y:%,
Ll(x,y,l):[) x+4y =2 )l_i
k T 17
0 que garante que P = (%,%,%) € um ponto estacionario do
dominio de L.
0 -1 -4
Dado que H(P)=|-1 2 0] e, consequentemente,
—4 0 2
det 7 (P) = —34 < 0, podemos afirmar que f(i 3) =2 6um
' P g 17’17 17

minimo relativo da fungao f sujeita a restricao x + 4y = 2.

Este minimo relativo também sera absoluto?

Classifique os extremos da fungédo f: D; € R*> - R definida por
f(x,y) = x + 2y sujeita a restricdo x% + y? = 5.
Escrevemos L(x,y,1) = x + 2y + A(5 — x%2 — y?) e obtemos

(v - L
L(x,y,) =0 1-2xA=0 Y=
L,y N)=0={2-2y2=0 yZ% _
LGy y=0 P4y =5 1=+
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Logo P; = (1,2,%) ep,= (—1, -2, —%) sao pontos estacionarios
do dominio de L.

Observamos que

0 -2 —4 0 2 4
HP)=|-2 -1 0] e H(P,) = [2 1 0].
—4 0 -1 4 0 1
Consequentemente,

detH (P;) = 20 > 0 e detH(P,) = —20 < 0, 0 que nos permite
concluir que f(1,2) =5 é o maximo relativoe f(—1,-2) =-5¢

o minimo relativo da fungéo f sujeita a restrigdo x? + y? = 5.

Exercicios 1.74

1.

Determine o custo minimo de uma empresa que esta obrigada, por

contrato, a um volume de produgéo igual a g* unidades, sabendo que:

a)

Q(K,L) = 4KL + 12, C(K,L) = K + 2L, com K,L € R, e, ¢* = 252.

funcao de produgao fungao custo
Resposta: €(6,9) = 21;
Q(K,L) =50KL, C(K,L) = 2K + 3L, com K,L € R*, e, ¢* = 1200.

funcdo de produgido funcgdo custo

Resposta: C(6,4) = 24;

Q(K,L) = 2K2L2, C(K,L) = 9K + 4L, com K, L € R*, e, ¢* = 120.

funcio de produgio funcgdo custo

Resposta: €(40,90) = 720;

,L) = 8K3Li, C(K,L) = 4K + 5L, com K, L € R*, e, q* = 400.
Q(K,L) = 8K q

funcio de produgio funcgdo custo

Resposta: €(250,100) = 1500.
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2.

Seja f: D; € R* - R, definida por f(x,y) = SOx%y%.

Verifique que:

a)

f(tx, ty) = tf(x,y), para t € R*;

b) x5 (x,y) +y L (ey) = f(xy), parax #0ey #0;

c)

Considere h: D, € R - R uma funcgéo definida por
3 1
h(x) = f(x,smodtﬂ) — 5043 (810"4&)3 — 15052 (30Z_x)3'

(c.1) Defina uma fungdo m: D, c R — R, tal que m(x) = In[h(x)].

Resposta: m(x) = 2Inx +In(300 — x) + In (%) D,, = 10,300[;

(c.2) Utilizando a regra da cadeia, calcule m'(x).

200-x
x(300-x)"

Resposta: m'(x) =

Suponha que uma empresa tem uma fungao de producéo Q definida por

Q(K,L) = SOK%L%, em que K, L € R* sdo fatores de produgéo.

(a) Atendendo a que o volume de produgéo correspondente a utilizagéo

de 200 unidades de capital e 675 unidades de trabalho é

0(200,675) = Q(23 x 5%,3% x 52) = 15000 indique uma estimativa da

variagao da produgao devida ao aumento de 10 unidades de capital e a

reducdo de 3 unidades de trabalho. Resposta: 478.

(b) Sabendo que a fungao custo é definida por C(K,L) = 27K + 4L
determine o custo minimo da empresa assumindo que esta esta

obrigada, por contrato, a produzir 15000 unidades. Justifique. Resposta:

€(200,675) = 8100.
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4. Suponha que uma empresa tem uma fungao de producao Q definida por
Q(K,L) = 4K%L%, em que K, L € R* sdo fatores de producéo.

a) Atendendo a que o volume de produgao correspondente a utilizagao

de 100 unidades de capital e 100 unidades de trabalho é

Q(100,100) = 400 indique uma estimativa da varia¢do da produgao

devida ao aumento de 10 unidades de capital e a reducdo de 3

unidades de trabalho. Resposta: 14.
b) Sabendo que a funcéo custo é definida por C(K,L) = 16(K + 9L),
determine © € R de modo que o custo minimo da empresa — sujeita a

restricao 4K3L2 = 0 — seja atingido para K = 135 e L = 15. Resposta:
0 = 180.

5. Seja F:Dp € R? - R definida por F(x,y) = —2x — 2y + x? + y2.
Verifique que:

a) F(tx,ty) #tF(x,y), parat > 0;

a d
b) x 32 (6, ) +y 5 (0y) = F(xy) +x7 +y7.

6. Determine e classifiqgue o ponto estaciondrio da fungao:
a) definida por F(x,y) = —2x — 2y + x? + y?. Resposta: a fungdo F
atinge um minimo absoluto em P = (1,1) de valor f(P) = —2;
b) definida por F(x,y)=—-2x—2y+x?+y? sujeita a restricdo
x+y=4.Resposta: a fungdo F atinge um méaximo absoluto em

P = (2,2) de valor f(P) = 0.
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7.

8.

Sejam f:D; S R* >R e g:D; € R* » R duas fungdes de classe C?
definidas num conjunto aberto A € Dy N D,. Admitamos que
g(x,y) = 0 define implicitamente y como fungdo de x em A.

Mostre que se F(x) = f[x,y(x)] e Py = (xo,¥0) € A entao

dxz ( 0) = ay(P )]2 [ [fxy(PO) lgxy(PO)]gx(PO)gy(Po) +

+[fxx(P0) - lgxx(PO)] [gy(PO)]z + [fyy(PO) - Agyy(PO)] [gx(PO)]z]

Sejam f:D; € R* - Re g:D;, € R* — R duas fungdes definidas por

fO,y)=4x+9yeglx,y) =xy.

Otimize a fungéo objetivo f sujeita a restricdo g(x,y) = 100 usando:

a)
b)

0 método de substituicéo;

0 método dos multiplicadores de Lagrange.

Resposta: f atinge um minimo relativo em P, = (15,?) de valor

f(P;) =120 e atinge um maximo relativo em P, =( 15, ——) de valor

f(pP,) = —120.
9. Determine os estremos da fungdo f:D; € R* - R sujeita a restricao
indicada:
a) f(x,y) =3x?+4y? —xy sujeitaa 2x + y = 21.
Resposta: f atinge um extremo relativo em P = (2 ) de valor
fpy =25
b) f(x,y) =x?+y? sujeitaa xy = 9.
Resposta: a fungéo f atinge um minimo relativoem P, = (—3,-3) e
P, = (3,3) de valor f(P,) = f(P,) = 18;
c) f(x,y) = 2xy sujeitaax? +y? =4.

Resposta: f atinge um minimo relativo em P, = (—vV2,v2) e
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P, = (V2,—V2) de valor f(P,) =f(P,) =—4 e atinge um maximo
relativo em P; = (—v2,—v2) e P, = (v2,V/2) de valor

fPs) = f(P) = 4;

f(x,y) = x? —y? sujeita a x? + y? = 1.

Resposta: a fungéo f atinge um minimo relativoem P, = (0,—1) e

P, = (0,1) de valor f(P,) = f(P,) = —1 e atinge um maximo relativo em
P; =(—1,0) e P, = (1,0) de valor f(P;) = f(P,) = 1;

f(x,y) = e* sujeita a x? + y* = 8.

Resposta: a fungéo f atinge um maximo relativo em P, = (-2,-2) e
P, = (2,2) de valor f(P,) = f(P,) = e* e atinge um minimo relativo em
P;=(2,-2)e P, =(-22)devalor f(P;) = f(P) =e™%;

f(x,y) = In(xy) sujeita a 2x + 3y = 5.

Resposta: f atinge um maximo relativo em P = Gg) de valor

fP)=m(%).
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CAPITULO 1l

COMPLEMENTOS DE EQUAGCOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

As equagles diferenciais constituem uma das areas de investigagdo mais
relevante, quer do ponto de vista da Matematica pura, quer do ponto de vista
das suas aplicagdes no ambito da modelagdao matemética. Embora inicialmente
se tenham utilizado na compreensdo de fenémenos da Fisica, Mecénica e
Astronomia, atualmente sdo um instrumento poderoso para modelar algumas

realidades, nomeadamente na Biologia, na Economia e nas Finangas.

O nosso principal objetivo é a resolucao de certos tipos de equacdes diferenciais

ordindrias de primeira e segunda ordem.

Na primeira secgao resolvemos alguns tipos de equacgdes diferenciais ordinarias
(EDOs) de primeira ordem: equacdo de variaveis separadas, equacdo de
variaveis separaveis, equacdo homogénea, equacao exata e equacao linear.
Esta tarefa requer a identificacdo da equacao pois para cada tipo existe um
método de resolugao apropriado. Quando a equagado nao € de nenhum destes

tipos referidos podemos recorrer a um fator integrante para a resolver.

Na segunda secc¢do preocupamo-nos com a determinacdo do conjunto das
solugbes de equagdes lineares de segunda ordem sendo conveniente distinguir
dois tipos: EDOs com coeficientes variaveis e EDOs com coeficientes
constantes. No primeiro caso nédo dispomos de um método geral, razdo pela
qual resolveremos apenas EDOs mais simples utilizando a dupla primitivacao,

ou combinando esta técnica com a redugédo da ordem da equacdo inicial por
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intermédio de uma mudanga de variavel. Em contrapartida as EDOs com
coeficientes constantes — para as quais dispomos de um método geral — vao
merecer um tratamento especial visto que representam modelos mateméaticos
para alguns fenémenos que ocorrem nas Ciéncias Exatas. Finalmente,
podemos ainda aplicar o método de abaixamento de ordem para resolver ambos
os tipos de equacdes (homogéneas e ndo homogéneas) desde que se conhega

uma solucéo da equagao homogénea correspondente.
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lll.1 — Equacoes diferenciais ordinarias de 12 ordem.

O estudo das equacbes diferenciais ordinarias de primeira ordem, no que diz

respeito & determinacéo de solugdes, pode ser feito usando as seguintes

abordagens:

e Analitica, que consiste em recorrer ao calculo diferencial e ao célculo
integral;

e Geométrica, que utiliza a interpretacdo geométrica do conceito de
derivada para descrever o comportamento qualitativo;

e Numérica, que é baseada na implementagéo de algoritmos em meios

computacionais na busca de uma solugéo aproximada.

De um modo geral, no contexto da abordagem analitica surgem trés tipos de
questdes: analise da existéncia de solugbes, estudo da natureza (local ou

global) das solugdes e célculo de solugbes.

lll.1.1. - Equacoées diferenciais ordinarias de 12 ordem: definicoes, exemplos
e solucoes.

Ha modelos matematicos que descrevem a taxa de variagdo de uma fungao
num intervalo, sendo por isso representados por equagbes diferenciais
ordindrias de primeira ordem. Por exemplo, mencionamos os modelos de
crescimento populacional, o modelo de capitalizagdo continua de juros
compostos, o modelo de desintegragdo de uma substancia radioativa e os

modelos de crescimento econémico, entre outros.

Comegamos com um modelo que pode ser usado para estudar o crescimento

de uma comunidade.
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Exemplo lll.1. [Modelo de crescimento populacional]

No crescimento das populacées intervém fatores que tendem a diminuir a sua
taxa de crescimento. Assumimos que esses fatores estao relacionados com a
escassez de recursos e com a competicdo (por esses mesmos recursos). O
efeito dessa competicdo, que se intensifica com o aumento da populacao,
traduz-se num aumento das taxas de mortalidade e/ou na diminuigdo das taxas

de natalidade.

O modelo descrito pela equagéo

dax
- TWN —x),

onde

x = x(t) representa a dimenséo da populagao no periodo t,

r > 0 & um parametro (de crescimento) que depende da populagéo,
N a dimensao maxima da populacao,

. . . d
baseia-se no seguinte argumento: «A taxa de crescimento, d—’;, de uma

populagao diminui & medida que o efetivo populacional x aumenta».

Suponhamos, agora, o caso de uma reserva africana que pode acolher uma
manada de 600 elefantes e tem atualmente um grupo de 250 animais que cresce
a uma taxa anual de 12%. Pretendemos calcular a dimensdo da manada daqui

a 8 anos.

Para isso, consideramos N = 600, x(0) = 250 e r = 0,12, e escrevemos

2 = 0,12 (600 — x), com x € [0,600].

Logo

dx
600—x

0,12 dt, com x € [0,600].
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donde

[——dx = [0,12dt,

600—x
isto &,
—In(600 —x) = 0,12t + € © In(600 — x) = —0,12t — C &
600 — x = g~ 012t-C,
Deste modo, obtemos
x(t) = 600 — Ae %12t sendo A = e~ €.
Além disso, sabemos que parat = 0, temos x(0) = 250, logo
250 = 600 — 4e® & A = 350.
Finalmente, fazendo A = 350 e t = 8 (anos), verificamos que

x(8) = 600 — 350e~©12(® = 600 — 3507 ~ 600 — (350)(0,383) =~ 466.

Apresentamos, de seguida, alguns conceitos.

Uma equacéo diferencial (designacdo proposta por Leibniz em 1676) € uma
equacao que envolve derivadas de uma variavel dependente relativamente a
uma ou mais variaveis independentes. Uma equagéo diferencial diz-se ordinaria
(EDO) se envolve apenas derivadas de uma variavel dependente relativamente
a uma unica varidvel independente; se as variaveis independentes sdo mais do

gue uma entdo a equacao diferencial diz-se de derivadas parciais (EDP).

A ordem de uma equagao diferencial € a ordem da derivada mais elevada que

aparece na equagao diferencial.

217



Exemplos Ill.2. [EDOs de 12 ordem]

As equagoes a seguir indicadas sdo EDOs de 12 ordem:

. d
) ¥y +2x=0 i) >+ 2y=1
N
iy 9= 1 V) Y= ES
dy 1-xy

V) ydx+xdy=0 vi) xdx+ydy=20

Fixando x como variavel independente e assumindo y como fungéo de x, uma
equacgéo diferencial ordinaria (EDO) de 12 ordem € uma equacao constituida por
termos que envolvem a incognita y, a derivada de y em ordem a variavel x,

expressdes de x e constantes reais.

A equacao diferencial é designada de ordinaria porque a incognita y é funcéo
de uma Unica variavel independente x, a qual pertence a um intervalo de

ndmeros reais.

A designacao de 12 ordem é devida ao facto da equagao incluir apenas a

primeira derivada (ou derivada de primeira ordem) de y relativamente a x.

~ . ~ . . d
Escrevemos a notagao de linha, y’, ou a notacao de Leibniz é para representar

a derivada de y. Contudo, mais adiante assumiremos que qualquer uma das
variaveis pode ser considerada como dependente sendo que a outra sera
independente.

A equacao mais facil de resolver é intrinseca ao problema matemético da

primitivacéo.
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Recordemos que para uma dada funcdo f:D € R — R continua em D, esse
problema consiste em determinar as fungdes diferenciaveis, definidas por y, tais
que

o f(x), paratodo x € D.

dx
Estamos perante uma EDO de 12 ordem, cuja derivada da funcao incégnita é
conhecida. Esta equagao tem uma infinidade de solugdes, que se obtém usando
0 seguinte resultado:
«Se F é uma primitiva de f entdo o conjunto de todas as solugdes da EDO

Z—z = f(x) é representado por

y=ff(x)dx=F(x)+C

onde C € R é uma constante arbitraria.».

O integral indefinido de f representa uma familia de fungdes e os seus graficos
constituem uma colegcédo de curvas que diferem entre si por uma translacao

vertical de C unidades.

Definigéao 111.3. [EDO de 12 ordem]

Dada a fungao g: D € R? - R, continua em D, consideremos agora que a EDO

de 12 ordem é escrita na seguinte forma

dy (A)
T g(x,y)

para todo (x,y) € D.

Note-se que D pode ndo ser necessariamente o dominio de g, mas um seu

subconjunto nédo vazio.
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E importante salientar que enquanto as solugdes das equacdes algébricas sdo
nameros (reais ou complexos), de um modo geral as solugbes das equacdes

diferenciais sdo expressdes de x representadas por y que definem funcdes.

Definigéao lll.4. [Solugédo da EDO de 12 ordem]
Uma dada fungao f: 1 € R — R é solugao da equacgdo diferencial (A)em I se f é
diferenciavel em [ e, além disso, f satisfaz a condicao
1@ = g(x f()
paratodo x € I e paratodo (x, f(x)) € D, isto é, a equagdo é transformada numa

identidade quando substituimos y por f(x) e Z—i por f'(x).

Por vezes f nédo é solugao da equagéo diferencial em todo o seu dominio D,
mas apenas num certo intervalo I tal que I € D;. Assim, quando dizemos que f
€ solucdo da EDO em I, isso significa que f € definida pelo menos em [ e que

arestricdo de f a I é solugdo da equacgao.

A equacéo (A) fornece o valor da derivada da fungdo incégnita em x para cada
P=(x,y)eD,m=gxy).
Geometricamente, m é o declive da reta tangente ao grafico da fungéo

desconhecida em P. Isso permite-nos tragar segmentos de reta para todos os

pontos do plano pertencentes a D.

Ao conjunto de todos os segmentos de reta chamamos campo de dire¢des da
equacao (A). Usando esta preciosa informacéao, tentamos determinar as fungoes

diferenciaveis por primitivacéo.
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Assim sendo, de um modo geral — e a semelhanga do que acontece no processo
de primitivacdo de uma fung¢é@o —, temos um conjunto infinito de solu¢des para

uma equagao diferencial de 12 ordem.

Ao conjunto de solugdes representadas por y = ¢(x;C), onde € € R é uma
constante arbitraria, designamos por solugdo geral (ou integral geral) da

equagao (A).

Se atribuirmos um valor concreto a constante temos apenas uma solucgao,

chamada de solucéo particular da equagéo.

Exemplo lII.5. [Solugéo geral e solugdes particulares de uma EDO de 12 ordem]

Consideremos a EDO de 12 ordem Z—z = —2xy.

Em primeiro lugar verificamos que a fungéo f: R — R, definida por f(x) = e,
€ solucao da equagéo diferencial.
De facto, f € diferenciavelem R e
f'(x) = —2xe™*’
para todo x € R e para todo (x,e**) € RZ.

E evidente que a fungdo constante h: R - R, definida por h(x) = 0, para todo

x € R, também é solugao da equacao diferencial.

Para obter mais solu¢des desta equacdo basta multiplicar f(x) por uma

constante C € R, ndo nula.

Com efeito ¢(x;C) = Ce~*"é uma familia de solugbes da equagao diferencial

pois ¢ é diferencidvel em R e
f'(x) = —2xe™

para todo x € R e para todo (x,Ce™") € R2.
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Por outro lado, se y € uma qualquer solugéo da equacao diferencial, entao

dy

X2y _ 2
ety =e*

+ 2xexzy =¥’ (Z—i] + 2xy> =0
para todo (x,y) € R2. Por isso, existe uma constante C € R tal que
ye"2 =Ceoy= Ce ™",
Assim podemos dizer que a solugdo geral da equacdo é representada por
¢(x; C) = Ce ", onde C € R é uma constante arbitraria.

Além disso, f e h sdo duas solugdes particulares pois

fG)=¢(;1) A h(x) =¢(x;0).

No estudo das aplicagcdes das EDOs é frequente estabelecer uma condi¢édo
adicional sobre a incégnita.

Definigao III.6. [Problema de valor inicial]

Seja g: D € R? - R uma fungdo continua em D.

o =0®y)
Para cada ponto (a, b) € D, consideremos o sistema {dx gy

y(@=b
O problema de valor inicial (ou problema de Cauchy) consiste em determinar

uma solugéo da equagéo diferencial Z—z = g(x,y) que verifique y(a) = b.

A condicdo y(a) = b é chamada de dado inicial (ou condigao inicial).
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No estudo do problema de valor inicial € importante analisar as seguintes

questoes:
(i) a existéncia de solugéo;
(i) a unicidade de solugéo;
(iii) a sensibilidade da solugdo a pequenas alteragdes no dado inicial.

Para um problema de valor inicial existem varios teoremas que garantem a
existéncia e a unicidade de solucdo, sendo o teorema de Cauchy o mais

conhecido.

Porém, apresentamos um resultado mais facil de verificar na pratica.

Teorema lII.7. [Existéncia e unicidade de solugéao do problema de valor inicial]
Seja S={(x,y) ER%:x€[a—h,a+h] A y€[b—kb+k]}um subconjunto
de D. Se g e a sua derivada parcial em ordem a y, Z—‘y’, sao continuas em S entao

0 problema de valor inicial

d
% =g(x,y)
y(a)=b

tem solugdo Unica y = ¢(x) emI =[a —6,a+ 5], para algum § > 0, isto é,
existe uma funcao ¢ definida em I tal que y = ¢(x) é uma solugéo da equagao

diferencial Z—z = g(x,y) que verifica ¢(a) = b.

Supondo que y = ¢(x) é solugao do problema de valor inicial, entao
y = ¢(x) satisfaz a equacéao (A) e o seu grafico passa pelo ponto P = (a, b).

Geometricamente, usando o campo de diregbes da equagao (A) podemos
esbocar o grafico de ¢ tendo em conta que a reta tangente ao grafico em cada

ponto constitui uma boa aproximagéo ao gréafico na vizinhanga desse ponto.
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Exemplos III.8. [Resolugéo de problemas de valor inicial]

d_y
1. Consideremos o problema de valor inicial {dx ©
y =

Javimos que ¢(x;C) = Ce*"é a familia de todas as solugbes da equacéo

= —2xy

diferencial £ = —2xy.
dx
Vejamos agora que se verificam as condigbes do teorema no retangulo’ S € R?
gue contenha o ponto P = (0,1).

As fungbes definidas por

a9
glx,y) =-2xy A @ (x,y) = —2x

sdo continuas em S uma vez que sdo continuas em R2.

Pelo Teorema 11l.7 existe uma unica funcao ¢ definida em I =[-§, 6], para
algum 6 > 0, tal que y = ¢(x) é uma solugdo da equacao diferencial que

verifica y(0) = 1.
Usando o dado inicial obtemos
qb(O;C):l(:)CeO:l(:»C:l

logo a solugdo do problema de valor inicial € dada por ¢(x; 1) = e, para todo

x € 1.
dy _ _ .2
2. Consideremos o problema de valor inicial {dx .
y(@0)=b

Exemplificamos, de seguida, o modo como a solugédo de um problema de

valor inicial reage a pequenas alteragdes no dado inicial.

" Referido no Teorema Il1.7.
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Vejamos que ¢(x;C) =ﬁé uma familia de fungbes que verificam a

equacao diferencial dado que

2= () =g = —#* O,

dx x+C - (x+0)2
onde C € R é uma constante arbitraria.

Se b # 0, obtemos

1
y(0)=b<:>E=b<=>C=E

e, por conseguinte, para cada b, a funcao y, definida por

PO = — =
x — —
n % bx +1
satisfaz o problema de valor inicial.
Tendo em conta que os limites laterais,
lim _Y) e lim Px),
x"(_E) x=(-3

sdo infinitos, entdo a solugao nao esta definida em todo o dominio de 1,

mas apenas num seu subconjunto I que depende do dado inicial.

Assim temos que:

(i) Se b < 0 entao Y é solugao do problema de valor inicial em
1=]=o0,~

(i) Se b > 0 entdo Y é solugao do problema de valor inicial em

I=]—2,+oo[.

Além disso, se b = 0 é facil de verificar que a fungao nula é solugédo do

problema de valor inicial.
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Exercicios IIl.9.

1. Consideremos a EDO de 12 ordem x Z—i’ =y.

a) Verifique que as fungdes f; e f;, definidas por f;(x) = —x e
f2(x) = x, sdo solugdes da equacao diferencial;

b) Justifique que a fungéo j, definida por j(x) = |x|, ndo é solugao da
equagao diferencial em R;

c) Justifique que a fungao h, definida por h(x) = x?, ndo é solugdo da
equacgao diferencial;

d) Determine uma funcdo constante que seja solugdo da equacao
diferencial;

e) Mostre que y = Cx, onde C € R, é um conjunto de solugbes da

equacgao diferencial.

2. Faga a correspondéncia entre a fungéo da coluna da esquerda e a EDO

da coluna da direita, de modo que a funcéo seja solugédo da EDO:

_ - dy _

a) y=In(V2x+1) i) e —= 2,y
. d

b) y=(e*+1)? i) yP+2y =0
d_y_ —2

)] y=\/% ) ax € g
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lll.1.2. — Equacées de variaveis separadas e equacoes de variaveis

separaveis.

Dada uma familia de curvas no plano é possivel determinar uma EDO de 12
ordem de modo que as solugdes tenham como representagdo geométrica essas

curvas.
Por exemplo, consideremos a familia de elipses definidas por
x? + 4y? = C, onde C > 0 é uma constante.

Por um lado, recorrendo a diferenciacdo obtemos

d(x* +4y*) = dC & 2xdx +8ydy =0 & |xdx +4ydy = 0|

Desta forma, temos uma EDO de 12 ordem escrita na forma diferencial, onde dx

e dy representam os diferenciais das variaveis x e y respetivamente.

Por outro lado, e reciprocamente, mostramos agora que o conjunto de todas as

solugdes é constituido pela familia de elipses acima referida.

Note-se que a equagdo x dx + 4y dy = 0 pode ser reescrita como

dy _
dx

—X.

Recordando que Z—zzy’ e primitivando ambos os membros da igualdade

anterior obtemos
2
2y’ ==+ C e xt+4y’=C
onde C = 2C; € R* é uma constante arbitraria.

Finalmente, observemos que

xdx +4ydy =0 d(x*>+4y?) =0 = x? +4y? = C.
S~— ————

solugido geral
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Assim, de um modo geral, se for possivel escrever a equacao (A) — definida por

4y _ _
ol g(x,y) - naforma

d
b()’)% =—a(x) © a(x)dx + b(y)dy =01

forma diferencial

dizemos que estamos perante uma equacao de variaveis separadas.

Repare-se que a(x) é uma expressdo que depende apenas da variavel x
(podendo, contudo, ser constante) e b(y) € uma expressdo que depende

apenas da variavel y (podendo ser constante), ndo nula.

Na forma diferencial desta equacao verificamos que o primeiro membro é uma
soma de duas componentes em que cada parcela depende apenas de uma

Unica variavel.

Definicao 111.10. [Equagéo de variaveis separadas]

Sejam a(x) e b(y) expressbes de uma Unica variavel, ndo nulas, definindo
funcbes continuas em D. Dizemos que uma equacao é de variaveis separadas

se pode ser expressa na forma
a(x)dx +b(y)dy =0 (B)

para todo (x,y) € D.

Método lll.11. [Resolucdo de uma EDO de variaveis separadas]
A primitivacdo de (B) é imediata obtendo-se como solugao geral
JaG)dx + [b(y)dy = C

onde C € R é uma constante arbitraria.

i Quando escrevemos uma EDO na forma diferencial estamos a assumir que qualquer uma das
variaveis pode ser considerada como dependente sendo que a outra sera independente.
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Notemos que a equacgéo (B) ndo tem nenhuma solugdo que seja constante, ou

seja, nenhuma solugéo do tipo x = hou y =k, sendo h, k € R.

Exemplos Ill.12. [Resolugdo de EDOs de variaveis separadas]

1 y _
mdx + T dy = 0.

Trata-se de uma equacao de varidveis separadas em que

a) Consideramos a EDO de 12 ordem

a(x) = ﬁ e b(y) = ﬁ Entdo

1 y
f 1_x2dx+f—1+y2dy—C

onde C € R é uma constante arbitréria. Logo a familia de curvas
) 1
arcsinx + Eln(l +y3)=C

representa a solucdo geral da equagéo.

b) Seja y% = —x uma EDO de 12 ordem.
Esta equacgéo pode ser escrita na forma diferencial como
xdx + ydy = 0.
Trata-se de uma equagado de varidveis separadas onde a(x) =x e
b(y) = y. Por primitivacdo vem
2 y2

x
fxdx+fydy=€1(:>7+7=61

onde C; € R é uma constante arbitraria.
Deste modo concluimos que a familia de circunferéncias definida por

x2+y?=C

onde C = 2(,, representa a solu¢do geral da equacao.
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Suponhamos, agora, que a equagao (A) — definida por Z—z = g(x,y) — pode ser

escrita na forma
dy
az(x)bz(J’)E = —a; ()b (y),
e, consequentemente, na forma diferencial seguinte
a; (X)by (¥)dx + az(x)by(y)dy = 0.7
Uma vez que a, (x) e a,(x) sdo expressdes que dependem apenas da variavel

x e by(¥) e b,(y) sdo expressdes que dependem apenas da variavel y, dizemos

gue estamos perante uma equagao de variaveis separaveis.

Definigéao Ill.13. [Equagéao de variaveis separaveis]

Sejam a, (x), a,(x), b;(y) e b,(y) quatro expressdes de uma Unica variavel, nao

nulas, definindo funcbes continuas em D.

Dizemos que uma equagao é de variaveis separaveis se se pode expressar na

forma

a; (x)by (y)dx + a,(x)b,(y)dy = 0. (©)

para todo (x,y) € D.

Método lll.14. [Resolucdo de uma EDO de variaveis separaveis]
Na resolugédo de uma equacao de varidveis separaveis, definida por
a; ()b (y)dx + a,(x)b,(y)dy = 0,

comegamos por “separar as variaveis” com o objetivo de transformar a equagao

inicial numa equagao de variaveis separadas.

i Quando escrevemos uma EDO na forma diferencial estamos a assumir que qualquer uma das
variaveis pode ser considerada como dependente sendo que a outra sera independente.
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Assim, assumindo que a,(x)b;(y) # 0, multiplicamos a equagédo (C) por

_ m
T e obtemos

a,(x) b, (y) _
PR RN C) R

De seguida, primitivando ambos os membros da equagéo anterior, encontramos

a solucéo geral

a0, () b
fazm R ey e

onde C € R é uma constante arbitraria.

Note-se que, em alguns casos, podemos ter fun¢des constantes como solugdes.

Nomeadamente:

(i) y =k, k € R, define uma solugéo da equacao (C) se e s6 se k é raiz
da equacao b, (y) = 0;
(ii) x = h, h € R, define uma solugao da equacao se e sé se h é raiz da

equacéo a,(x) = 0.

Exemplos Ill.15. [Resolugdo de EDOs de variaveis separaveis]

a) Consideremos a EDO de 12 ordem (2 — x)ydx — xy2dy = 0.
Trata-se de uma EDO de variaveis separaveis em que
a;(x) = (2 =x), b1 (y) =y, a;(x) = —x e b(y) = y*.
Note-se que as funcdes constantes definidas por x =0 e y = 0 séo
solucbes da equacao dada (Porqué?).
Assumimos, agora, que xy # 0 por forma a permitir a separagéo das
variaveis.
Assim, multiplicando ambos o0s membros da equagdo por $

transformamos a equacao inicial na seguinte equagao de variaveis

separadas
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2—x
( o )dx—ydy=0.

Por primitivagdo vem
(2-x) _ v:_
J=—dx—[ydy=Ce2lnlx| -x-=-=C,

onde C € R é uma constante arbitraria. Deste modo, obtivemos uma

familia de curvas que representa a solu¢do geral da equagéo inicial.

2
b) Seja ys —y’ = 0 uma EDO de 12 ordem.
Escrevemos esta equacao na forma diferencial
2
y3dx —dy =0,
e observamos que a fungdo constante definida por y = 0 é solugéo da

equacao (Porqué?). Assumindo que y # 0 e multiplicando a equagao

_2
3

anterior por y~ 3, obtemos a equacao de variaveis separadas

2
dx —y 3dy =0.

Por primitivagdo encontramos

2
Jdx— [y sdy=Cex-33y=C,
onde C € R é uma constante arbitraria. Finalmente, concluimos que a

solucao geral da equacdo inicial € representada por

3

(59

(I +e)yy’ =e”
y(0)=1
Comegamos por escrever a equacgao dada na forma diferencial

c) Consideremos o problema de valor inicial {

d
(1+ex)y£—ex =0 = 1+e¥)ydy—e*dx =0.
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De seguida transformamo-la numa equagao de variaveis separadas

X

dx =0.v

dv —
yay 1+4+e*

Da primitivacéo resulta a solugéo geral

fd fexd—c@yz In(1 + e*) = C
YT T e T 7 ~In(d+en=

sendo C € R uma constante arbitraria. Finalmente, e com o objetivo de
calcular a constante C € R, substituimos y por 1 e x por 0 na solugao

geral e obtemos
1 1
y(0) =1 @E—ln(1+e°) =C&e C=§—1n2.

Deste modo, concluimos que a solugao particular da EDO de 12 ordem
(1 +e®)yy' = e*, definida por
yZ

1
7—ln(1+e")=z—ln2,

€ solucao do problema de valor inicial.

Exercicios Ill.16.

1.

Resolva as seguintes EDOs de 12 ordem:
a) y% = 3x2. Resposta: y?2 —2x3 =C, C € R;
1dy

N .
b) s —1. Resposta: —x +y =C,C ER;

C) ex% = 3x. Resposta: y = —3e™*(1+x) + C,C € R;
2
d) xy1-—y%dx =dy. Resposta:%—arcsinyzC,CE]R,yz le
y = —1 também sao solucdes;
e) (e*+ e‘x)% = y2. Resposta: §+ arctge* =C,CER; e y=0

também é solucéo;

v Assumindo que y # 0.
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fy 2 =y2_4 Resposta: %ln|z—;z|—x=c,Ce]R{, y=2e y=-2

dx

também sao solugdes.

Sejam a € R um parametro tal que 0 < a < 1. Consideremos a EDO de

12 ordem:

A-a)x Z—i}=—ay.
a) Identifique de que tipo € a equacdo. Resposta: Equacado de
varigveis separaveis;
b) Determine a solugdo geral da equagéo. Resposta: x%y1~¢ = C,
C eR;

c) Fazendo a = § determine a solugdo particular da equagéo que

ifi L sy = L.
verifica y(1) = > Resposta: y = L
d) Averigue se existem fungdes constantes que sejam solugbes da

equacao. Resposta:

x =0 ey = 0sao solucdes.

Sejama € Re § € R pardmetrostaisque 0 <a<1e0# 4§ < 1.

1-6
Consideremos a EDO de 12 ordem & = —L(X) .
dx 1-a \x

a) Identifique de que tipo é a equacado. Resposta: Equacdo de
variaveis separaveis;

b) Determine a solugéo geral da equacao.
Resposta: ax® + (1 —a)y® =C, C € R;

c) Fazendo a = % ed = % , determine a solucéo particular da equacao
que verifica a condicdo y(4) = 1. Resposta: y = % — 2Vx +4;

d) Averigue se existe alguma funcao constante que seja solugéo da

equacao. Resposta: y =0

234



lll.1.3. — Equac6es homogéneas.

Recordamos que g: D, € R* -» R é uma fungdo homogénea de grau p € Q se
g(tx, ty) = tPg(x,y)
para t € R* tal que (tx,ty) € D,.

Identificamos a equagédo (A) — definida por Z—z=g(x,y) — como sendo

homogénea se o seu segundo membro verificar a propriedade de

homogeneidade de grau zero.

Definicao 111.17 [EDO homogénea de 12 ordem]
Seja g: D, € R* — R uma fungéo continua no seu dominio. Dizemos que

d
Y _ ey o

para todo (x,y) € D,, € uma equacdo homogénea se g é uma funcéo

homogénea de grau p = 0.

Método IIl.18. [Resolugcido de uma EDO homogénea]

E importante salientar que, em alguns casos, as equacdes do tipo (D) podem

ter como solugdes fungdes lineares de variavel x.
Recorrendo & homogeneidade da fungdo g, podemos escrever

gxy) = glokx) =x°g(1,k) = g(1,k).
y=kx

Assim, verificamos que y = kx com k € R constante é solugdo da equacéo

diferencial (D) se e sé se k = g(1,k), desde que x # 0.

Todavia, para obter as outras solugbes € preciso recorrer a uma mudanca de

variavel dependente.
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Deste modo, introduzimos uma nova variavel u , considerando

Yy = ux.
Por derivagéo escrevemos

dy _ d_u

dx X ax + u.

Sabemos que g(x,ux) =g(1,u), atendendo a que, por hipétese, g €
homogénea de grau p = 0, 0 que nos sugere a utilizacdo de uma fungéo f de
variavel u, definida por f(u) = g(1,u).
Substituindo, agora, Z—z e y na equacao (D) obtemos uma equacgéo de variaveis
separaveis

xZ—Z+u = f(w) @xi—z-i-u—f(u) =0 (u—f(u))dx+ xdu = 0.
De seguida, assumindo que f(u) # u, transformamos a equacao homogénea

inicial numa equacao de variaveis separadas

1
u—f(u)

idx+ du =0,
X

cuja solugéo geral € dada por

1
fu_f(u) du +In|x| = C,

onde C € R é uma constante arbitraria.

Finalmente, obtemos a solugdo geral da equagdo homogénea inicial
substituindo u por % e, sempre que possivel, apresentamos a solugao geral
escrita na forma explicita.

Em resumo, apresentamos o método de resolugéo para a equacao (D):

1. Transformacdo da equagdo dada numa equacdo de variaveis
separaveis através da mudanca de variavel y = ux;

2. Resolugéo da equacgdo de varidveis separaveis nas variaveis u e x;
Obtengédo da solugdo geral da equagdao homogénea, regressando a

variavel dependente inicial y;
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4. Caso seja possivel, representacao da solugao geral na forma explicita;

5. Determinagéo de eventuais solucées da EDO inicial na forma

y = kx com k € R constante.

Observacao Ill.19. [Forma diferencial da EDO homogénea]

Se for possivel escrever a equagéao (A) — definida por Z—z = g(x,y) —naforma

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0

onde as fungdes definidas por M(x,y) e N(x,y) sdo homogéneas do mesmo

grau, p € QV, e, além disso, a fungdo N é nao nula, entdo

_ M(x,y) _ dy _ _ Mxy)
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 & Ny dx+dy =0« = Ny
gxy)

onde a fungéo g, de dominio D = Dy, N Dy N {(x,y) € R%: N(x,y) # 0}, é definida
por

M(xy)
X, = ——0.
9(x,y) NGey)
Note-se que g é uma fungdo homogénea de grau zero, uma vez que

M(tx,ty) _ tPM(x,y) _ M@y)
N(txty)  tPN(xy)  N(xy) g(x: Y)

g(tx, ty) =

Deste modo, podemos afirmar que a equagéo (A) é homogénea se se pode
escrever na forma diferencial como
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 (E)

em que as fungbes definidas por M(x,y) e N(x,y) sdo homogéneas do mesmo

grau.

Vlisto é, se M(tx,ty) = tPM(x,y) e N(tx,ty) = tPN(x,y), parat € R* tal que (tx,ty) € D.
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E importante salientar que, caso existam funcées diferenciaveis que verifiquem
M(x,y) =0 e N(x,y) =0, a equacdo (E) pode ter mais solugcdes do que a

equagio (D).v

~ d .
Quando escrevemos a equagéao (A) na forma ﬁ = g(x,y) estamos a assumir

que y é funcéo de x. No entanto, podemos trocar o papel das variaveis usando
a regra da derivada da fungéo inversa. Assim sendo, a equacao (E) escrever-

se-a na forma

dx _ N xy) 1
dy M(xy)  gxy)

=f(xy)M

. ~ dx .
Se quisermos resolver a equagao E=f(x,y), devemos considerar os
seguintes passos:

1. Transformacdo da equacdo dada numa equacdo de variaveis
separaveis através de x = vy;
Resolucao da equagéao de variaveis separaveis nas variaveis v € y;
Obtengédo da solugdo geral da equagdo homogénea, regressando a
variavel dependente inicial x;
Caso seja possivel, representacao da solugao geral na forma explicita;
Determinagéo de eventuais solugées da EDO inicial na forma

x = my com m € R constante."i
Destacamos, novamente, que caso existam funcdes diferenciaveis tais que
M(x,y)=0e N(x,y) =0,

a equacao (E) pode ter mais solugdes do que a equagao Z—; = f(x,y).%

Vi Note-se que nos casos em que M(x,y) = 0 e y constante ou N(x,y) = 0 e x constante também
pode acontecer que a equagao (E) tenha mais solugbes do que a equacgao (D).

Vi Repare que @ representa a fungdo reciproca da fungéo g que, de um modo geral, ndo
coincide com a funcéo inversa de g.

vil £ facil de verificar que x = my é solugdo da equacéo
y # 0.

* Note-se que nos casos em que M(x,y) = 0 e y constante ou N(x,y) = 0 e x constante também
pode acontecer que a equagao (E) tenha mais solugdes do que a equagéo (D).

dx

o = f(xy) seesésem=f(m,1) para
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Exemplos Ill.20. [Resolucado de EDOs homogéneas de 12 ordem]

y2—x2

a) Consideremos a EDO de 12 ordem A .
dx 2xy

Seja g a fungdo de dominio D = {(x,y) € R%:x # 0 Ay # 0} definida por

yz_xz

gl,y) =

2xy
Esta funcdo é homogénea de grau p = 0 pois

_ @)?-n)® _ PeP-x?)
gltx,ty) == = == ey, =9y,

para todo (x,y) € D, (tx,ty) € D com t > 0. Assim, por defini¢ao,
dizemos que a equacgao é homogénea. Uma vez que

k=gl ok="ok =1,
podemos concluir que a equagédo dada ndo tem solugbes da forma
y = kx, com k € R constante.
Recorremos, agora, a mudanca de variavel dependente y = ux que nos
permite transformar a equacgdo inicial numa equagdo de variaveis
separaveis

du u?-1 du | u?+1 u?+1
x—tu=—— x— =0 xdu+ —dx =0.
dx 2u dx u 2u

De seguida, e supondo que u # 0, transformamos a equagao anterior

numa outra de varidveis separadas

2u
uZ+1

du +§ dx = 0.

Primitivando ambos os membros, encontramos a sua solugéo geral
In(u?+ 1) +Injx| = ¢; & In((W? + Dx|) = €; & @W? + Dx =C,

onde C = +e‘* € R é uma constante arbitraria.

Finalmente, regressando a variavel y, obtemos

y2+x2

2
((X) +1)x=C<:>—=C<:>x2+y2=Cx.
X X

Geometricamente, x2?+ y? =Cx corresponde a uma familia de

. a c . A
circunferéncias de centro (E‘ 0) eraior = (E) = — visto que

2

x2+y2=Cx(:>x2—Cx+C4—2+y2=C4—2<:>(x—§)2+y2=(§)2.
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b) Consideremos a EDO de 12 ordem (x? + xy)dx + x2dy = 0.
Comegamos por verificar que a fungao constante definida por x =0 é
solucéo da equacao (Porqué?).

Definimos, seguidamente, M(x,y) =x*+xy e N(x,y)=x?> e
constatamos que M e N séo fungdes homogéneas de grau 2, 0 que nos
garante estarmos na presenga de uma equagéo homogénea.

Supondo que x # 0, escrevemos a equagao na forma

dy dy x+y dy y
2—:— 2 _—= - —_—= - —_
X In (x +xy)<:>dx . (:}dx (1+x).

onde g, definida por g(x,y) = — (1 +%) € uma fungdo homogénea de

grau p = 0. Uma vez que

k:g(l,k)(=>k=—(1+k)ﬁ>2k:—]_¢>k:_%,

podemos afirmar que a fungéo linear definida por y = — %x é solugdo da

equacao. No sentido de obter outras solugdes, fazemos a mudanga de

variavel y = ux e calculamos

Substituindo y e Z—z na equagcao inicial obtemos a equacao de variaveis

separaveis
u+x2—:=—1—u<:>2u+1+x3—2=0(:>(2u+1)dx+xdu=0.

Supondo que u # —%, podemos transformar (2u + 1) dx + x du = 0 na

equacao de variaveis separadas dada por

du = 0.

1
—d
x X+ 1+ 2u
Por primitivagdo vem
1 1 1
f;dx + fmdu =C < Infx| +:In]1+2ul =,
onde C; € R é uma constante arbitraria.

Finalmente, regressamos a variavel y e simplificamos
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2 In|x| +1n|1 + 2%| =2, & In|x(x + 2y)| = 2¢,

S x? + 2xy = te?r,
Assim concluimos que a solucao geral da equagéo inicial € dada por

+e2C1_y2 c x

y:—@y=___

2x x 2

+ 2Cq , .
onde C = % € R é uma constante arbitraria.

dy Y
. X—=7Yy+ xex L
Seja " ax Y um problema de valor inicial.

y) =1
Y
Visto que a equagéo diferencial x% = y + xex esta definida em
D = {(x,y) € R?:x # 0}, podemos escrevé-la na forma

dy 'y >
a—;+ex.

Note-se que a fungéo g definida por g(x,y) = % + e¥ € homogénea de

grau p = 0 dado que

ty, o
g(tx,ty) = —+etx = g(x,y),

para todo (x,y) € D, (tx,ty) € D comt € R*.
Assim, por definicao, constatamos que a equagao é homogénea.
Verificamos que a equagéo nao tem solucdes da forma y = kx com

k € R constante, pois
k=g(l,k) ok=k+e*=ek=0.

De seguida, recorremos a mudanga de variavel y = ux para transformar
a equacao numa equacao de variaveis separaveis. Assim temos
u
u+x—=u+e*e —edx+xdu=0
dx
ou seja,

1
—dx— e *du=0.
x

Por primitivacdo vem
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1
f;dx—fe‘“du=C<=>ln|x|+e‘“=C<=>u=—ln(C—lnx)

onde C € R € uma constante arbitraria. Regressamos & variavel y e

escrevemos a solugao geral da equacgao na forma explicita

y = —xIn(C — In|x]).

Usando a condicao inicial y(1) = 1 obtemos

l=—InCehC=-1=C=e¢L

Deste modo, concluimos que a solugao do problema de valor inicial é a

funcéo definida por

y = —xIn(e™! — In|x]).

Exercicios Ill.21.

1.

Verifique que as equagdes seguintes sdo homogéneas e resolva-as:

a)

b)

c)

(y —x)dx + (x + y)dy = 0. Resposta: A solugdo geral é definida
por y? + 2yx —x? = C,C € R;

xydx — (x? + y?)dy = 0. Resposta: A solugéo geral é definida por
y?(2In|y| + €) = x?,C € Re y = 0 também é solugio;

dx x . = , ..
5=y Resposta: A solugao geral é definida por

x(x+2y)=C,C €ER.

Consideremos a EDO de 12 ordem (x? — y?)dx + 2xy dy = 0.

a)

Supondo x como funcdo de y, escreva a equacgao diferencial na

2xy .
y2—x2’

forma Z—; = f(x,y). Resposta: Z—; =
Resolva a equagao na forma Z—; = f(x,y).

Resposta: x2 + y? = Cx, C € R.

Tendo em conta que no Exemplo 1ll.18 resolvemos a equacgao
escrita na forma Z—z = g(x,y) averigue se obteve a mesma solugéo
geral; Resposta: Sim;

A equacdo terd mais alguma solugédo? Justifique. Resposta: x = 0

é solugéo.
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lll.1.4. - Equacées diferenciais exatas. Equac¢ées transformaveis em

equacoes diferenciais exatas e fatores integrantes.

Recordemos, agora, que se F:Dp € R? - R, definida por z = F(x,y), € uma
fungéo de classe C! em 4, sendo A € D, um aberto, entéo a fungao diferencial

de F, dF: A € R? - R, é definida por

a a
dF(x,y) = é (x,y)dx + é (x,v)dy.

Definicao 11l.22. [Expressdo que define uma diferencial exata]
Sejam M e N fungbes reais de duas variaveis x e y continuas num aberto

A € R?. Dizemos que a expressdo M(x,y)dx + N(x,y)dy define uma diferencial

exata em A se existe uma fungéo F: D € R? - R de classe C! em A tal que
dF (x,y) = M(x,y)dx + N(x,y)dy

paratodo (x,y) € A. Nesse caso, as derivadas parciais de F de 12 ordem devem

satisfazer as condigbes
oF _ aF _
a(x‘J’)—M(x:J’) A ay(x:Y)—N(X'J’)-

De seguida, e com base no conceito anterior, definimos equagao diferencial

exata.

Defini¢éo 111.23. [Equagéo diferencial exata)
Sejam M e N fungdes reais de duas varidveis x e y continuas num aberto

A € R?%. Dizemos que M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 é uma EDO exata em A se
M(x,y)dx + N(x,y)dy define uma diferencial exata em A.
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Note-se que, de acordo com a Defini¢ao I11.23, se M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 é
uma equacéo diferencial exata em A entéo existe uma fungédo F:Dr € R? - R

de classe C! em A tal que
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 & dF(x,y) = 0.

Deste modo, podemos concluir que F(x,y) = C, sendo C € R uma constante

arbitraria, € a solugéao geral da EDO exata dada.

Exemplo lil.24.
A equagio x%y3dx + x3y?dy = 0 € uma EDO exata em R? visto que
d (§x3y3)=x2y3dx + x3y%dy
para todo (x,y) € R?. Sendo C € R uma constante arbitréaria, §x3y3 =Céa

solucdo geral da equacéao.

Assumindo uma restricdo mais forte sobre a regularidade de M e

N estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 11l.25. [Condi¢cdo necessaria e suficiente para identificar e resolver

uma EDO exata]

Consideremos a EDO M (x, y)dx + N(x,y)dy = 0, onde as fungdes definidas por

M(x,y) e N(x,y) séo de classe C! num aberto 4 € R2.
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Nestas condigdes, podemos afirmar que M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 é uma

equacgao diferencial exata em A se e sé se
oM N -
5y oY) =5-(xy), paratodo (x,y) € AX~

Ressalve-se que assumimos uma restrigdo mais forte sobre a regularidade de
Me N, isso implica que o conjunto 4 indicado neste teorema pode ser um

subconjunto do aberto A apresentado na definicdo da EDO exata.

Apresentamos o método de resolugéo para as EDOs exatas:

* Demonstragao:
Suponhamos que M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 € uma equagao diferencial exata no conjunto aberto
A € R?. Entdo existe uma fungdo F:Dr € R? - R tal que

Z—i(x,y) =M(x,y) e Z—;(x,y) = N(x,y), paratodo (x,y) € A € Dg.
Ora, por hipdtese, as fungdes definidas por M(x,y) e N(x,y) sdo de classe C* no conjunto aberto

A, 0 que nos permite garantir que F é uma fungéo de classe C? em A C Dy e concluir que

9%F(x,y) _ 9%F(xy) . owm _ON
xoy = oy’ ou seja, que % (x,y) = o (x,), para todo (x,y) € A.

Assumamos, agora, que ‘;—’:(x,y) = Z—I:(x,y), para todo (x,y) € A. Pretendemos provar que
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0

€ uma equagcao diferencial exata, isto é, queremos provar que existe uma fungéo F: D € R? > R

tal que

Z—i(x,y) =M(x,y) e Z—;(x,y) = N(x,y), para todo (x,y) € A € D;.

Ora, se Z—i(x,y) = M(x,y) entdo obtemos
F(x,y) = [ M(x,y)dx + C(y) onde C(y) define uma fungéo de y desconhecida.
No sentido de conhecer C(y) calculamos
a a a d
Ty) = S MG+ Co)] =5 [ M, y)dx + 22
E, atendendo a que Z—;(x, y) = N(x,y), escrevemos

P dc dc(y) 2
N(x,y) zan(x,y)dx+%<:)d—;= N(x,y) —an(x,y)dx.

Deste modo verificamos que C(y) =f[N(x,y)—f%[M(x,y)]dx] dy e obtemos a fungdo F

Esta expressdo depende apenas
da variavel y

definida por
a
F(x,y) = [ MG y)dx + [ [NGey) - [ 2 [MCx,)]dx] dy,
t_al que dF(x,y) =0 < M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
X Recorde-se que, pelo Teorema de Schwarz-Young, se F é uma fungdo de classe C? entdo
*F(xy) _ 9*F(xy)
axdy  dydx
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Método I11l.26. [Resolucao de uma EDO exata]
Seguimos os seguintes passos para resolver a EDO exata definida por

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

1. Primitivagdo parcial de uma das derivadas parciais de F(x,y), Z_i(x' V)

ou §§<x,yx

Derivacao parcial de F(x,y) em ordem a outra variavel;

Determinacao de C(y)ou C(x);

Determinacado de F(x,y) e obtengédo da solugéo geral da EDO, que é

representada por F(x,y) = C, onde C € R é uma constante arbitraria.

Exemplo 111.27. [Integragdo de uma EDO exata e escolha da primeira variavel

de integracao]

Consideremos a EDO de 12 ordem (3x2 + 4xy)dx + (2x% + 2y)dy = 0.
Recorrendo ao Teorema 111.25, consideramos duas fungdes Me N definidas por
M(x,y) = 3x% + 4xy e N(x,y) = 2x2% + 2y.

Note-se que Me N sdo fungbes de classe Clem RZ%:i que satisfazem as
condi¢des

Z—Ay/[ (x,y) = g—:(x, y) = 4x, para todo (x,y) € R?.

Deste modo, podemos afirmar que estamos perante uma equacdo EDO exata

em R?, 0 que nos permite garantir que existe uma fungdo F: R? — R tal que

o =3x*+4
ax(x'y)_ X 'xy

oF =2x%>+2 .
kwww—x y

*i Dado que s&o fungdes polinomiais.
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1. Com o objetivo de calcular F(x,y), primitivamos — parcialmente e em

ordem a x — a primeira equag¢ao do sistema anterior, isto €, escrevemos
Il [Z—i (x,y)] dx = [(3x% + 4xy)dx & F(x,y) = x> + 2x%y + C(y),
onde a constante de primitivagdo, C(y), depende da variavel y.
(Porqué?)
Consequentemente, obtemos

Z—i(x,y) = 3x% + 4xy F(x,y) =x3+2x%y + C(y)

54 oF

Z—;(x,y)=2x2+2y 5(%}’):29524‘23’

Torna-se, agora, necessario calcular C(y).

Nesse sentido, derivamos — parcialmente e em ordem a y — a primeira

equacao do sistema como se segue

oF _d[x3+2x?y+c()] _ ., o , dC
dy (x;Y) - ay =2x + dy’

e substituimos a expressdo encontrada na segunda equagédo do
sistema.

Assim

{F(x,y) =x3+2x%y + C(y) {F(x,y) =x3+2x%y + C(y)

oF ) 2,4C _ 5 2 =
ay(x,y)—Zx + 2y 2x +dy—2x + 2y

{F(x,y) =x3+2x%y + C(y)
Cy)=y2+4+C,C,eER
Finalmente, concluimos que a solugao geral da equacao
(3x2 + 4xy)dx + (2x? + 2y)dy = 0 pode ser representada por
x3+2x%2y+y2=C

onde € € R é uma constante arbitraria.
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2. Consideremos novamente a EDO de 12 ordem
(3x? + 4xy)dx + (2x? + 2y)dy = 0 que, como verificdmos, é uma

equacio exata em R2.

Desta vez, optamos por primitivar — parcialmente e em ordem ay — a

segunda equagao do sistema anterior, isto é,
a
J [é (X,Y)] dy = [(2x% + 2y)dy = 2x%y + y? + C(x).

Repare-se que, agora, a constante de primitivagédo, C(x), depende da

variavel x. (Porqué?)

De seguida derivamos — parcialmente e em ordem a x — e obtemos,

sucessivamente,

61 3 2
a ('/"y) X 1'Cy
[—1

oF ,
. a(x, y) = 3x° + 4xy
@(x,y)=2x2+2y F(x,y) = 2x%y + y? + C(x)

=

@{ 4xy +%=3x2+4xy @{ C(x)=x3+C1,C1€]R
Flx,y) =2x2y+y2 +C(x) \Fly) =2x*y+y*+C(x)

Tal como esperavamos obtivemos a mesma solugéo geral,

x% +2x%y +y? =C,onde C € R.

Devemos, contudo, salientar que a opgao pela resolucdo duma EDO exata
comecando pela primitivacdo parcial de F relativamente a x em detrimento da
primitivagcdo parcial de F relativamente a y, pode nao ser indiferente, como é

revelado no exemplo seguinte.
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Exemplos II1.28. [Integracdo de uma EDO exata e escolha da primeira variavel

de integragao]
Consideremos a EDO de 12 ordem (x + yIny)dx + (x + xIny — y)dy = 0.

Trata-se de uma EDO exata uma vez que, se considerarmos duas fungdes Me

N definidas por
M(x,y) =x+ylnyeN(x,y) =x+xIny —y,em A = {(x,y) € R%:y > 0},
observamos que:

(i) as fungdes Me N, bem com as suas derivadas parciais de 12 ordem
sdo continuas em A, o que nos permitir afirmar que Me N sao de

classe C'em 4;

. oM _ B_N _
(ii) E(x,y) =—-(xy)=1+Iny.
Assim, sabemos que existe uma fungdo F: R? - R tal que
oF 3 |
{ ax(x,y) =x+ylny
0

F

k@(x,y) =x+xlny—y

Comegando pela primitivagao parcial de F relativamente a x, obtemos

x? x?
F(x,y)=7+xylny+C(y) F(x,y)=7+xylny+C(y)
oF < dc '
@(x,y)=x+xlny—y x(lny+1)+E=x+xlny—y

ou seja,

x? x?
{F(x.y)=7+xylny+6(y) F(x,y) =—+xylny +C(y)
(= 2 .
dc y?
dy ==y k Cly) = _7
Por isso, a solugéo geral da equagéo pode ser representada por

2 2
7+xylny—y7=C14:>x2+2xylny—y2 =C
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onde C € R é uma constante arbitraria.
Se, em alternativa, comeg¢assemos a primitivar — parcialmente e em ordem a y
— a segunda equacao, teriamos

a—F(x y)=x+ylny a_F(x'J’)=x+ylny

ax = ox

F(x,y) = [(x +xIny — y)dy F(x,y) =xy+xflnydy—yz—2+C(x)’

e, para prosseguir, teriamos que recorrer ao método de primitivagao por partes.

E se pretendéssemos resolver a equacgao (x + y)dx + (xInx)dy = 0?
Nao se trata de uma EDO exata, pois verificamos que
Z—A;(x,y) ;tg—[:(x,y), emD ={(x,y) ER:x>0Ax # 1}.
Além disso a equagdo ndo € uma EDO de variaveis separdveis nem é
homogénea de 12 ordem.
O que fazer?

Vamos recorrer ao chamado método do fator integrante e transformar a

equacdo anterior numa equagao diferencial exata.

Observacao 111.29. [Equagdes transformaveis em EDOs exatas]

Sejam Me N fungbes, definidas por M(x,y) e N(x,y), de classe C! num aberto

A € R?. Se as derivadas parciais de 12 ordem de M e N satisfazem
oM . oN

para (x,y) € D € A, entdo a EDO
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0
néo é exata em D.

Como transforma-la numa EDO exata?
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Neste caso pretendemos encontrar uma expressao u(x,y), ndo nula, de modo

que

p(x,y) M(x,y)dx + p(x,y) N(x,y)dy = 0

seja uma EDO exata em D. Isto é, vai-nos permitir integrar/primitivar (isto é,

resolver) a equacao transformada.

Defini¢éo 111.30. [Fator integrante]
A expressao u(x,y) é um fator integrante para a equagao

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 se transforma essa equagdo numa EDO exataem D,

isto é, se satisfaz a condicao

G 0
3y K@) MG = 50kt y) NG, y)]

para (x,y) € D.
Em geral, é muito dificil determinar um fator integrante visto que determinar

u(x,y) é equivalente a resolver a seguinte equagao diferencial de derivadas

parciais

9 9 9 9
M(x,y)@u(x, y) +ux,y) @M(x. y) = N(x,y) au(x, y) +ulx,y) aN(x.y)-

Método I1Il.31. [Método de fator integrante]

Como acabamos de referir, o calculo do fator integrante ndo €, muitas vezes,

mais simples que a integragdo da equacao dada.

Esta dificuldade leva-nos a procurar fatores integrantes particulares. No que se

segue consideramos dois casos.
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1)

Suponhamos que u depende, apenas, de x, isto €, u(x,y) = u(x) tal que
u(x) > 0.
Usando a Definicao 111.30, sabemos que u(x)tem de satisfazer a

condicao
0 0
3y [1() M(x, Y] = o~ [u(x) N(x, p)].

Aplicando a regra do produto obtemos

M(x)—(x ¥) = N(x, y)ﬂw( )—(x »)

ou seja,

1 du(x) 1
100 dx N(xy)<—( Y) — x(x.y)>-

Por hipétese, o primeiro membro dessa equagédo depende apenas da

variavel x, por isso consideramos

_ 1 oM JON
d(x) = NGty E(x:}’)—a(x,ﬁ :

Assim temos uma equacao de variaveis separadas

e )dll(x) —¢p(x)dx = 0.

Por primitivagao resulta
In(u(x)) - f P(x) dx = C; & p(x) = eC1el 9O & o y(x) = Cel 9 &

onde C € R é uma constante arbitraria.
Logo, escolhendo € = 1, podemos afirmar que um fator integrante para
a equacao M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 é determinado através de

u(x) = ef PG ax,
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2) Suponhamos que u depende, apenas, de y, isto &, u(x,y) = u(y), tal
que u(y) > 0.

O fator integrante tem de satisfazer

mw—4xw——M(wJ%Q+mw—4xw

ou seja,

L) (P ey - D)
) dy | MGy\ay P T ax )

Considerando

1
Y) = —m<—( ,Y) ——(x }’)>

temos uma equacao de variaveis separadas

1
0 du(y) —y () dy = 0.

Por primitivacdo obtemos

onde C = e“1 € R é uma constante arbitraria.
Logo, escolhendo € = 1, podemos afirmar que um fator integrante para
a equacao M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 é€ determinado através de

u(y) = el vy,

Exemplo II.32.
Consideremos a EDO de 12 ordem (x + y)dx + (xInx)dy = 0.
Sejam M(x,y) = x + ye N(x,y) = xInx definidas em 4 = {(x,y) € R?:x > 0}.

As fungbes M e N e as suas derivadas parciais de 12 ordem s&o continuas em

A, logo podemos dizer que Me N sio de classe Clem A.
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Como

Pow=1 r Lay=1+
ay = gx oY) = LT

entdo a equagdo ndo é exataem D = {(x,y) E R%:x > 0 A x = 1}.

Uma vez que

0 = s (Z—f(x.y) —%(xy)) =L (-1-mx=-1

entdao um fator integrante é determinado por
U(x) = e $Idx — of A _ o-inx _ %
Multiplicando a equagéo dada pelo fator integrante obtemos

(1 +%)dx+lnxdy=0.

Esta equacdo ja é exata em D, por isso existe uma fungdo F: D € R? - Rde

classe C? tal que

or =142
ax(x'Y)_ x
oF

k @(x, y) =Inx
Resolvendo vem

y y dc y

JdF
_— ) :1 —_ . _:1 i
ax(xy) +x PN x+dx +x

Fx,y)=ylx+C(x) (F(xy) =yhnx+C(x)
ou seja,

{ *_q { Cx)=x+¢C,

dx = .
Fix,y) =ylnx+Cx) F&y) =yhx+Cx)
Ent&o a solugao geral pode ser representada por

yhx+x=Ceoy="2

Inx’
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onde C € R é uma constante arbitraria.

Por fim, assinalemos que x = 1 também é solugéo da equagao inicial (Porqué?).

Exemplo 1I1.33.
Consideremos a EDO de 12 ordem (xy? — y*)dx + (1 — xy*)dy = 0.

E evidente que M(x,y) = xy? — y*eN(x,y) = 1 — xy? definem fungdes de

classe Ctem R2. Determinamos as seguintes derivadas parciais de M e N

aM( = 2ay—3y A 6N( N
5y oY) = 2wy =3y 5 ©Y) = —y%

Tendo em conta que

V=g ey-3y' =y o2yk-y)=0=y=0vy=x,
podemos afirmar que a equagao nao é exata em
D={(x,y) ER:y=0Ay #x}.

Uma vez que

0) =~ T ) = oe (1) | = — s 2y~ 25) = —
PO Ty \ay O T )T Ty YT T

entdo um fator integrante é determinado por
w(y) = ef ¥ = of(=2/0dy = o=2Iny — =2
Multiplicando a equagéao dada pelo fator integrante obtemos
(x— y)dx+ (y ™2 —x)dy = 0.
Como se trata de uma EDO exata em D, entdo existe uma fungao
F:Dp € R? - Rde classe C? tal que

oF B
a(x.y) =x—-y

oF L,
ay(x.y)—y x
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Resolvendo vem

2 2
Faoy) =5 = yx+C0o) _ [Fery) =5 = yx+C0)

oF =y 2_ e+ %2
ay(x,y)—y X x+ o=y X

ou seja,

xZ
F)=5-yx+C0) _ (Fiy) =%~ yx +C0)
w = 2 .

= — 1
ay y Cy)=-y"+¢
Assim, a solugao geral é representada por

x? 1_C
2 yx y_

onde C € R é uma constante arbitraria.
Por fim, assinalemos que y = 0 € outra solu¢do da equacao inicial, mas

y = x ndo é solugao (Porqué?).

Exercicios 111.34.

1. Sejam f:D; € R* » Re g: D, S R? - R duas fung¢des definida por
fG,y) = 2xy +3y*+3x% e g(x,y) = x* + y°.

Calcule:
a) [f(x,ydx; b) [f(xy)dy c) Jg(xy)dx d) [gCy)dy

Resposta: a) x2y + 3y%x + x3 + C(y); b) xy? + ¥ + 3 yx? + C(x);

c) %3+xy2+C(y);d) y3+yx2+C(x).

3
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Verifique se as seguintes equacgdes diferenciais sdo exatas e, em caso

afirmativo, indique a sua solugéo geral:

(3x% + 4xy)dx + (2x* 4+ 2y)dy = 0. Resposta: E uma EDO exata
com solugao geral definida por x3 + 2x%y + y2 = C, C € R;

(x + y)dx + xInx dy = 0. Resposta: Nao é uma EDO exata;
%dx +1Inxdy = 0. Resposta: E uma EDO exata com solugdo
geral definida por ylnx + x = C, C € R;

(x+y—1dx + (x +e”)dy = 0. Resposta: E uma EDO exata com
solucao geral definida por xz—z +xy—x+e’=C,CER,;

(v — 3x%)dx — (4y — x)dy = 0. Resposta: E uma EDO exata com
solugéo geral definida por xy — x® — 2y? = C, C € R;

(x + y)2dx + (2xy + x2 — 1)dy = 0. Resposta: E uma EDO exata

3
com solugao geral definida por xy? + x?y —y + x? =C,CER.

Determine um fator integrante u, definido por u(x) ou u(y) para cada

uma das equagbes seguintes e determine as respetivas solugdes

gerais:

a)

b)

(4x + 3y?)dx + 2xydy = 0. Resposta: u(x) = x?;
x3y?2+x*=C,C €R.

6xydx + (4y + 9x?)dy = 0. Resposta: u(y) = y?;
3x%y3 +y*=C,C eR.

y(x +y+ 1)dx + (x + 2y)dy = 0. Resposta: u(x) = e*;
e*(y* +xy)=C,C €R.

(xy? — y®)dx + (1 — xy?)dy = 0. Resposta: u(y) = )%;

x? 1
?—Xy—;—C,CE]R.

Verifique que u(x) = x ndo é um fator integrante para a EDO de 12

ordem

(x+y)dx+xInxdy = 0.
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5. Determine a € R e b € Rde modo que u(x) = ax + b seja um fator

integrante para
(x?2 +y? + x)dx + xydy = 0.

Resposta:a e Re b = 0.

6. ,u(x,y)=—% € um fator integrante para a EDO de 12 ordem

(x2 + xy) Z—z = y2? Justifique. Resposta: E fator integrante.

7. Mostre que u(x,y) = x%y é um fator integrante para a EDO
3y + 4xy?)dx + (2x + 3x2%y)dy = 0.
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lll.1.5. — Equacées lineares de 12 ordem.

Identificamos a equagéo (A) — definida por Z—i’ = g(x,y) — como sendo linear se

o seu segundo membro for linear relativamente a variavel y, isto é, se

g, y) = —p(x)y + q(x).

Definigao 111.35. [Equagéo diferencial linear de 12 ordem]

Sejam p(x) e q(x) expressdes que definem fungdes continuas. Chamamos

EDO linear de 12 ordem a toda a equacao escrita na forma

dy _
F p(x)y = q(x).

Dizemos que 1 e p(x) sédo os coeficientes da equacdo e gq(x) é o termo

independente.

No caso particular, p(x) = a , onde a € R é constante, dizemos que a equagao

linear tem coeficientes constantes.

No caso contrario, a equacao linear tem coeficientes variaveis.

Método 111.36. [Resolugédo de uma EDO linear de 12 ordem com coeficientes e

termo independente constantes]
Consideremos a equacgéo linear com coeficientes constantes

dy
— = b.
dx + ay

Se a = 0 temos a equacgao Z—z = b e por primitivacdo obtemos a sua solugéo
geral y = bx + C, onde C € R é uma constante arbitraria.
Se a # 0 escrevemos a equacao na forma diferencial

(ay —b)dx +dy = 0.
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Trata-se de uma equacao de variaveis separaveis. Assinalemos que a fungéo
. b ~ ~ ~ N
constante, definida por y=- ., é uma solugdo da equacao (Porqué?).

Transformamos a equagao numa equacao de variaveis separadas

dx + dy = 0.

1
ay—b

Por primitivagéo resulta

1 1
J-l dx+fay_bdy=61<:>x+aln|ay—b|=C1

Simplificamos
ax +1Inlay —b| =C, © lay — b| = e“1e™* @ ay — b = +el1e™

logo a solugéo geral é definida por
y = 2 + Ce 9%
a

onde C € R é uma constante arbitraria.

Método 111.37. [Resolucdo de uma EDO linear de 12 ordem com p(x) # 0 e
q(x) = 0]
Consideramos, de seguida, o caso particular em que p(x) # 0xiiie q(x) = 0, ou

seja, a equacéo linear

d
%+p(x)y=0(:>p(x)ydx+dy=0.

Assinalemos que a funcédo constante, definida por y = 0, é uma solugéo da

equagao (Porqué?).

Xil Sg p(x) = 0 a EDO reduz-se a Z—z =q(x).
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Supondo y # 0 transformamos a equagdo numa equagdo de varidveis

separadas
1
p(x) dx +—dy = 0.
y
Por primitivagcédo obtemos
1
fp(x) dx+f;dy =0 & fp(X) dx +Inly| =¢,
ou seja,
Inly| =¢; - f px) dx &y = ieﬁe—fp(x)dx_

Logo a solugéo geral é definida por

y = Ce_fp(x)dx

onde C € R é uma constante arbitraria.

Observacao Il1.38. [Resolucao de uma EDO linear de 12 ordem — caso geral]

A EDQO linear Z—z + p(x)y = q(x) pode ser escrita na forma diferencial como
(p(x)y — q(x))dx +dy = 0.

Sejam M(x,y) = p(x)y — q(x) e N(x,y) = 1 definidas em

A ={(x,y) € R:x € (D, N D,) }. Atendendo a que

1
N(x,y)

$00) = (Z—’;’(x,y) —Z—j(x.y)) =p(),

verificamos que pu(x) = e/ P)9% determina um fator integrante.

Concluimos, assim, que as equacgdes diferenciais lineares de 12 ordem podem
ser transformadas numa EDO exata, multiplicando, ambos os seus membros,

por um fator integrante adequado.
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Método I11.39. [Resolucdo de uma EDO linear de 12 ordem pelo método do fator

integrante]
Seja Z—z + p(x)y = q(x) e consideremos u(x) = e/ P)ax,

Note-se que

TPy = q(x) o e PWE L 4 [P (x)y = e[ PG (),

£{ervioms)

Uma vez que
el pldx Z_i: + e/ Py (x)y = j_x (efp(x)dxy)
podemos escrever
D4 p@)y = q(x) & L (eI Pxy) = o[ PItg ().
Logo
el PMaxy, — f el P@xq(xydx + C.
Assim

y = e—fp(x)dX(f efp(x)dxq(x)dx + C),

onde C € R é uma constante arbitraria, define a solu¢édo geral da equagéo inicial.
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Exemplo I11.40.
Consideremos a EDO de 12 ordem
(ytanx —sinx)dx + dy = 0.

Trata-se de uma equagcéo linear, com p(x) = tanx e q(x) = sinx, uma vez que

a equacao também se pode escrever na forma

Ot inx) dy 0 dy ¢ .
—_ — = = — = .
ytanx — sinx +dx dx+y anx = sinx

Um fator integrante é determinado através de

u(x) — efp(x)clx — eftanxdx — e—lnlcosx|+C — ecelnlsecxl = eCsecx.

Escolhendo € = 0, consideramos u(x) = secx.
Multiplicamos a equagao pelo fator integrante
dy . dy
secx——+ ytanxsecx = sinxsecx < secx—— + ytanxsecx = tanx.
dx dx
Tendo em conta que
4 (ysecx) = secx L 4yt
dx ysecx —secxdx ytanxsecx
temos
: ( )=t
dx ysecx) =1tanx
logo a solugao geral da equacao é dada por

ysecx = ftanx dx & ysecx =In|secx| + C & y = cosx In|secx| + C cosx

onde C € R é uma constante arbitraria.
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Exercicios lll.41.

1.

Consideremos a EDO de 12 ordem (2y — x)dx + dy = 0.

a)
b)

Justifiqgue que a equagao ndo ¢ exata em R2.
Determine um fator integrante para a equacgéao.
Resposta: u(x) = e?*;

Determine a solugao geral da equacao.
Resposta: y = % —i-l— Ce™2* C € R.

Determine a solugao particular da equagao que verifica

= _ sy =X_1_3,-2x
y(0) = —-1. F{esposta.y—2 s Le

Resolva as seguintes equacoes lineares de 12 ordem:

—3t2

%+ 3ty = t. Resposta: y =§+ Cez ,CER

t2%+yt = 1. Resposta: y =%(lnt+ C),C ER.

dy | 2x+1 _  —2x o= (1 C\ -2x
™ —y=e Resposta: y (Zx + x) e “*,C eR.
2 dy _ . 4ax*+2x?+4ac
(x*+1) -, T 4xy = x. Resposta: y = i ,C ER.
dy
(xP+1)=+4xy=x 4x*+2x%+76
dx . Resposta: y = —————.
{ y(2) =1 4(x2+1)2

2
y2dx + (3xy — 1)dy = 0. Resposta: y3x = y7 +C,CEeR.
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lll.2 — Equacoes diferenciais ordinarias lineares de 22 ordem.

Nesta seccao vamos estudar equagdes diferenciais ordinarias (EDQ's) lineares
de 22 ordem, cuja classificagdo em homogéneas ou ndo homogéneas depende
do termo independente. Assim, neste contexto, a designa¢cdo de homogénea

tem um significado diferente do usado para equacgodes de 12 ordem.

Ao longo desta seccao verificaremos que:

e O calculo das solu¢des de uma EDO linear de 22 ordem homogénea
com coeficientes constantes se baseia na resolugdo de uma equacao
algébrica do segundo grau;

e A solugédo geral de uma EDO ndo homogénea com coeficientes
constantes é dada pela soma da solugcdo geral da EDO homogénea
correspondente com uma solu¢do particular da equacao inicial. Para
determinar uma solugéo da equac¢ao nao homogénea dispomos de dois
métodos - 0 método dos coeficientes indeterminados e o método da

variacao das constantes arbitrarias.

ll.2.1. EDO’s lineares de 22 ordem: definicoes, exemplos e solugoes.

No que se segue, fixamos x como variavel independente e assumimos y como

fungéo (desconhecida) de x.

Usamos ainda a notagéo de Leibniz para indicar as derivadas de y de primeira

e segunda ordem, ou seja, consideramos

d d?
y/ — _ye "no_ 32’
dx dx

Comegamos com algumas definigoes.
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Definicao 111.42. [EDO linear de 22 ordem]

Sejam a(x), b(x), c(x) e g(x) expressodes que definem fungbes continuas num

intervalo ] € Re a(x) # 0.
Chamamos EDO linear de 22 ordem a toda equacao que se escreve na forma

d?y (1)

a(x) TxZ + b(x)

dy _
7 P c(x)y = g(x)

dx

para todo x € J.
As expressodes a(x), b(x) e c(x) chamamos os coeficientes da equacao.

Tendo em conta o termo independente, g(x), dizemos que a equacéao (1) é

homogénea se g(x) = 0 para todo x € J, isto é, se
d’y dy
a(x) TxZ + b(x) Tx +c(x)y=0.

Caso contrario, isto é, se g(x) # 0 para algum x € J, dizemos que (1) é nao

homogénea (ou completa).

As solugbes da equagdo (1) sao fungdes definidas por expressdes de x (ou

eventualmente fungdes constantes).

Por vezes, uma fungéo f n&o é solugéo da equagéo em todo o seu dominio Dy,

mas apenas num certo intervalo I tal que I € Dy nJ.
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Definicao 111.43. [Solugdo da EDO linear de 22 ordem]
Uma dada funcdo f:1 € R — R é solugdo da equacao (1) em I se é f de classe
C*ivem | e
a()f"(x) + b()f'(x) + c()f (x) = g(x)
para todo x €1, isto é, a equacao é transformada numa identidade quando

substituimos y por f(x), Z—z por f'(x) e a’y por £ (x).

dx?

Exemplo 1ll.44. [Solu¢do de uma EDO linear de 22 ordem]

Consideramos a EDO homogénea de 22 ordem

28y _ o Ay = +
oz /X t15y=0,x€R".

Dada a fungao cubica f definida por f(x) = x3, verificamos que esta é uma
solugdo da equagdo em R*. E evidente que f e as suas derivadas, definidas
por f'(x) =3 x% e f"(x) = 6 x, sdo continuas em R. Isso significa que f é de

classe C%em R, logo, em particular, f é de classe C?em R*.
Além disso, f satisfaz a equacao dado que
x2(6x)—7x(3x3)+15x3> =0 0=0

para todo x € R*.

Exercicios 111.45.
1. Diga, justificando, quais das seguintes EDO's de 22 ordem s&o lineares
e, em caso afirmativo, classifique-as quanto ao termo independente:

a)xy" + e*y =+x b)xzdz—y+xd—y=1

dx? dx

XV Dizemos que a fungéo f ¢ de classe C? num intervalo aberto I de R se f e as suas derivadas
de primeira e segunda ordem s&o continuas em todos os pontos pertencentes a I.
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c)yy'+ e*y=0 dxy"+ e’x=0

2
2d%y dy 2
e) x m+x;+y—y

fly"+y=0

Resposta: a) EDO linear ndo homogénea; b) EDO linear néo
homogénea; c) EDO néo linear; d) EDO néo linear; ) EDO néao linear;

f) EDO linear homogénea.

Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem Z% +4y=0.

a) Verifique que as fungdes f e g definidas por f(x) = sin(2x) e
g(x) = cos(2x) sao solugdes da equagdo em R;

b) Determine uma fungao constante que seja solu¢do da equagéo em
R. Resposta: y = 0;

c) Verifique que a fungéo h, definida por h(x) = (cos x)?, ndo é solugdo
da EDO em R.

d?n(x)
dx?

Resposta: +4h(x) =2.
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lll.2.2. Resolucao de algumas EDO’s lineares

Tal como ja referimos, pretendemos determinar o conjunto de solugbes de

EDO's lineares de 22 ordem.

Em geral, a equacgéo (1) tem uma infinidade de solugdes, que sdo representadas

por
y=¢(xC,C),

onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias.

A esse conjunto chamamos solugéo geral (ou integral geral) da equagéo.

Nesse sentido comegamos por abordar dois casos particulares:

(A) Se b(x) = 0e c(x) =0 entdo a equacgao (1) assume a forma
d*y .
a(x) m = g(X),
(B) Se b(x) # 0 e c(x) =0 entdo a equacgao (1) é escrita como

a(x)ZzTZ+ b(x)% =g(x).

Nestes casos é possivel resolver as EDO's lineares de 22 ordem reduzidas

utilizando como técnica a dupla primitivacdo em ordem a variavel x.

Analisamos estas situagdes particulares em dois exemplos.

Exemplo 111.46. [Resolucado por dupla primitivagao]
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem Z% = 0.
Verificamos que

2= [0dx=CAy=[Cdx=Cx+C

onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias. Deste modo, a solugao geral

da equacao inicial é dada por

y=¢(x;C,C) =Cix+C,.
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Exemplo 11l.47. [Resolugao por dupla primitivagao apds redugéo de ordem]

2‘13/

Consideremos a EDO ndao homogénea de 22 ordem x + x% =1,x € R*.

Utilizando a mudanca de variavel dependente u = % transformamos a equacgéo
dada numa EDO linear de 12 ordem

du du 1
X>—+rxu=1=—+4- u—xz.
dx dx

Multiplicando ambos os membros pelo fator integrante x vem

du+ _1‘:}d(ux)_1
x dx u x dx  «x
dado que == d(ux) Z—Z + u. Por primitivagao obtemos
Inx + C;
ux=lnx+C1<=>u=T.
Regressamos, agora, a variavel inicial
dy Inx (
dx ~ «x x
Integrando uma vez mais obtemos
Inx (ln x)?
y=f—dx+C1f dx & +Clnx+C,

onde C; € R e C, € R sado constantes arbitrarias.
Assim, concluimos que

(Inx)?
y=@(x;C,C) =T+Cllnx+ C,

representa a solu¢do geral da equagéo.

Apresentamos agora um método para resolver EDO's lineares de 22 ordem
completas. Porém, a sua aplicagdo requer o conhecimento de uma solugéo

particular da equagédo homogénea correspondente.
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Proposicao 111.48. [Resolucdo de uma EDO linear de 22 ordem por abaixamento

de ordem]

Seja y, uma solugéo, nao nula, da equagcao homogénea
d?y dy _
a(x)m + b(x); +c(x)y=0eml.

Se y = y,u entdo a equagao nao homogénea (1) assume a forma

2

du dy, du
a7 + (200 2+ b ) 7= 9.

Demonstracéo:

Sendo y; uma solugéo, ndo nula, da equagdo homogénea
d?y dy _

a(x)m + b(x);+ c(x)y=0eml,

consideremos a mudanga de variavel dependente, y = y, u.

As derivadas de y sdo determinadas por

dy _ du dy, R d’y  d*u N dy, du N d%y,
dx = Nax dx u dx dx? 71 dx? dx dx = dx? u

para todo x € I.

2y

22 €m (1) obtemos

Substituindo y, < e

2

a@y Ta+ 2002 Lt aw <

du dy,
u + b(x)y, —+ b(x) u—x
+ C(x)ylu = g(x).

Esta equagédo assume uma forma mais reduzida

2

du (2 dy, b )du_
aG)ys g+ (2000 -+ b@y:) 2= g(0)
dado que

= 0.

a(x
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Método 111.49. [Resolucdo da EDO linear de 22 ordem completa por

abaixamento de ordem]

N .. d . ~ .
Recorrendo a mudancga de variavel v = ﬁ baixamos a ordem da equacéo, isto

é, a EDO de 22 ordem

d?u dy, du
a@)ys 7+ (260 22 + by ) - = 9

é transformada numa EDO linear de 12 ordem

d d
aGoy, 7+ (2000 22 + b ) v = g0o).

Por este motivo, 0 método de resolucao é chamado de abaixamento de ordem.x

Para aplicar este método procedemos do seguinte modo:

1. Mudanca de variavel dependente por meio de y = y,u;

Reduc¢éo de ordem da equacao fazendo v = Z—Z;

2

3. Resolugéo da equacéo linear de 12 ordem para determinar v;
4. Célculo de u por primitivagao;
5

Regresso a variavel inicial y através de u = yl
1

Exemplo 111.50. [Resolugdo de uma EDO linear de 22 ordem por abaixamento
de ordem]

2
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem x? Z% + x% —y=0,x € R*.

Dada a funcao f definida por f(x) = x, vejamos que é uma solugéo da equacao

em R*. De facto, esta fungao é de classe C2em R*e verifica a equagéio, isto é,

)0+ ) (D —x=0

paratodo x € R*.

* Também designado por Método d’Alembert.
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Em primeiro lugar, podemos efetuar a mudanga de variavel dependente por

meio de y = xu e de seguida, determinamos as derivadas de y de 12 e 22 ordem

dy du+ R d’y d2u+ du
dx Cax Y dx? X dx? dx’

Substituindo na equacao inicial vem

2

5 d2u+2du N (du+ ) 0 o 3du_i_3 2du_0
x| x = X \(xootu)—xu= X+ 3xto— =0,

.. d .
Com nova mudanca de varidvel dependente v =£ reduzimos a ordem da

equagao. Assim, temos
dv dv
x3—4+3xv=0 = x—+3v=0 @xdv+3vdx =0.
dx dx

Resolvendo esta equacéo de variaveis separaveis obtemos v = Cx~3, onde

C R é uma constante arbitraria. Como v = Z—Z temos Z—Z =Cx"3. Por
primitivacdo vem

u=Cx"2+ C,,onde C; = —2C € Re C, € R sdo constantes arbitrarias.
Por fim, sabendo que u =% entdo a solugdo geral da equagéo inicial é

representada por
y = % + C, x,onde C; e C, sdo constantes arbitrarias.

Além da equagao linear podemos ter duas condigdes adicionais sobre a

incognita.

Definicao Il.51. [Problema de Valores Iniciais]

Dados os nimeros x, € I, « € R e B € R, dizemos que
2
a(x)ZTJZ/ + b(x)z—z-l- cx)y=gx),x €l
y(xy) = , € um problema de valores iniciais.

o x0) =
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Tal como para as equacgoes lineares de 12 ordem, conhecemos um teorema que
garante a existéncia e unicidade de solugéo para o problema de valores iniciais

para as equagoes lineares de 22 ordem.

Nesse caso a solugdo deste problema é chamada de solu¢do particular da
equacao diferencial uma vez que resulta da solugéo geral por concretizagéo dos

valores de C, e C,.

Teorema I11.52. [Existéncia e unicidade de solugcao do problema de valores
iniciais]

Sejam a(x), b(x),c(x) e g(x) expressdes que definem fungdes continuas num
intervalo I Rea(x) #0paratodox€l. Sex,eleaeRe feERentdo o

problema de valores iniciais definido por

a(x)ZZTZ+ b(x)j—i+ cx)y=gx), x €1
y(x) = a

() =8

tem uma dnica solucdo em I.

Exemplo 1I1.53. [Resolugéo de um problema de valores iniciais]

Retomemos a equagédo do Exemplo Il1l.47 e consideremos o problema de

valores iniciais definido por

a? d
222 1 x 2=

X
dx? dx
y(1) =0 ,x € R*.
dy _
E(l) =-1

Verificamos que

__ (Inx)?
T2

+ C,Inx + C,, onde C; € R e C, € Rsao constantes arbitrarias,

€ a solugao geral da equacao diferencial dada.
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Procuramos, agora, uma solucao particular que satisfaga as condi¢cdes acima
indicadas, isto é, tal que

(Inx)?
= +Clnx+C,
y(1) =0
dy
— (1) =-1
L D
Atendendo aque y = (1”) +CInx+C, e dx = me + % obtemos
! (G20
_y(l) =-1 G =-1
dx
pelo que y = 1— Inx é a solugdo particular em R*.

Exercicios lll. 54.

1. Recorrendo a dupla primitivagdo resolva as seguintes EDO's de 22

ordem:
d? d? d?
a) —5 =2 b) x* =5 =1 o) (x+ 1?25 =

Resposta: a) y =x2+ C;x + C,;b)y=—In|x| + C;x + Cy ;

C)y=Q+x)In|lx+ 1| +C; x + C,.

2. Utilizando uma substituicdo reduza a ordem das seguintes EDQO's de 22

ordem e determine as respetivas solu¢des gerais:

a? d? d
a) x? y+x—_o x € R* b) =2 +32=0
dx dx
a? d d? d
c) =2 4+32=2 d =2 -3Z =y x eR?
dx? dx dx? d
d? d d? d
e)x =2 -X=yxxeR" f) 22222 =¢*
dx?  dx dx? dx
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Resposta:a) y = C;Inx + C,;b)y = C;e™3* +(, ;

2
C)y= Cle_3x +Cz+2?x;d)yzcle3x +Cz_x?_§.

x21In(-x)

e)y=C1x2+C2+ ,f)y=€x(§+C1)+C2.

2
3. Resolva a EDO nao-homogénea de 22 ordem x? % + x% -y =+/x.

Sugestao: Considere uma solugdo particular da EDO homogénea

correspondente (ver Exempilo 111.50).

Resposta: y = —%x/? + % + Cyx.
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1ll.2.3. EDOs lineares homogéneas de 22 ordem

Consideremos a equacao homogénea linear de 22 ordem escrita na forma

O 4 pn &
alx dxz X

y _ (2)
T +cx)y=0

para todo x € I.

Definicao 1lI.55. [Classificagdo da EDO linear de 22 ordem relativamente aos

seus coeficientes]

Dizemos que a equagao (2) tem coeficientes constantes se a(x) = a, b(x) = b
e c(x) = ¢ para todo x € I. Caso contrario, dizemos que (2) tem coeficientes

variaveis.

Enunciamos o principio da sobreposi¢cdo que descreve as propriedades das

solugdes para equagdes lineares de 22 ordem homogéneas.

Proposicao II1.56. [Principio da sobreposigao]

Se y, e y, sdo duas solugdes da equacao (2) em I entdo qualquer fungdo i
definida como y(x;Cy,C,) = Cyy,(x) + C,y,(x), onde C; €ER e C, € R sao

constantes arbitrarias, também é solucéo de (2) em I.

Demonstracéo:
Suponhamos que y, e y, sdo duas solugdes da equacgao (2) em |.

Para quaisquer constantes C; € Re C, € R, seja

fx) =Y(x;Cy, ) = Gy (x) + Coy, (x).
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Derivando vem

af dy, dYZ d*f d*y, d*y,
O e N T g Thge
Substituindo y, —= e — por f(x) — e ™ ’; respetivamente, no primeiro membro

da equacgéao (2) obtemos

d? d? d d
a(x)(cl G dyz>+b( (64 G 22+ c@(En () + Cya(0)

ou seja,
C1< >+C2 <a(x) +b( )—+c(x)y2>
Usando
a(x) + b(x )— +c(x)y, =0
e

a(x) + b(x )—+ cx)y, =0

para todo x €lobtemos C;.0+ C,.0=0, logo y=f(x) =¢(x;C,C,) €

solugéo de (2) em 1.

Fixando as constantes C; € R e C, € R verificamos que a solugdo definida por

Y(x; €1, C3) = Cry1(x) + CRy,(x)

€ combinagao linear das solugdes y; € y,.
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Corolario 111.57. [Principio da sobreposigao]
a) Sey; € uma solugdo de (2) em I entdo qualquer fungdo y = C,vy;,
onde C; € R é uma constante arbitraria, também é solugéo de (2) em I.

b) Afungdo nulaem I € sempre uma solugao de (2) em I, sendo designada

por solucao trivial.

Exemplo 111.58. [Principio da sobreposi¢ao]
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem

2
d—y+y=0.

dx?
As fungdes definidas por y; (x) = cosx e y,(x) = sinx sdo solugbdes da equagao

em R pois sdo de classe C?em R e satisfazem a equagao dado que

d? d?
d;1+y1=—cosx+cosx=0 A d,?}zz

+y, =—sinx +sinx =0

para todo x € R.
Agora pelo principio da sobreposi¢ao podemos construir mais solugdes.
Por exemplo,
3 1 . . . .
V3 = gcosx + Esmx = COoS (E) cos x + sin (g) SIn X = COS (x - E) xvi

também é solucdo da equagéo em R.

Verificamos, de seguida, que o conhecimento de duas solugbes duma EDO
homogénea nem sempre nos permite obter a solugdo geral da EDO por

aplicagao do principio da sobreposicéo.

xi Recorde que cos(a — B) =cosa cosf§ + sina sinf.
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Exemplo 1Il.59. [Combinacéo linear de solugbes de uma EDO linear de 22

ordem homogénea]
p d? d
Queremos resolver a EDO homogénea de 22 ordem x —= — > = 0,x € R".

Assumimos que temos uma solugdo da equacédo em R*. Por exemplo, a fungao

definida em R* por f(x) = x? é solugéo pois € de classe C?2em R* e

d’f df
XW—E—ZX—ZX—O.

Pelo corolario do principio da sobreposicdo podemos construir mais uma
solugéo, por exemplo a fungédo definida em Rtpor g(x) = —2x% também ¢é
solugdo. Invocando agora esse principio podemos afirmar que a familia de
fungbes quadraticas do tipo

ll}(x; Cl’ Cz) = Clxz + CZ(—ZXZ),
onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias, também é solucao.

Sera que Y (x; Cy, C,) representa a solugao geral da equagédo?

A resposta é negativa.

Vejamos que qualquer funcdo constante, definida em R*por h(x) =k, k € R,

também é solugao visto que é de classe C?em R* e

d*h dh
xdxz dx —

0-0=0.
Reparemos que ja sabemos resolver a equagéo dada.

.z d
Fazendo a mudanga de variavel dependente u =ﬁ transformamos essa

equagao numa equagao de 12 ordem

du _ 0
xdx u=0.
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Esta equacéao é de variaveis separaveis e admite a fungdo nula como solugéo.
Para u # 0, temos uma equacgao de variaveis separadas

du ldu 1
=0

Por primitivagdo vem
Inju| =Inx + € = |u| = eCx.
Regressando a variavel inicial temos
dy

—= = +eCx.
dx

Recorrendo novamente a primitivagao obtemos a solugéo geral da equagao

y = Clxz + C2,

c
onde C; = i% € R e C, € R sao constantes arbitrarias.

Observacao IlI.60. [Independéncia linear de solugoes]

E pertinente colocar a seguinte questio: Como encontrar um conjunto de duas
solugdes {y,, y,} de modo que qualquer solugédo y da equagao se possa exprimir

como combinacao linear dessas solugoes, isto é, tal que
¥y =@(x; €1, C) = Cry,(x) + Gy, (x)?

Observemos que a solugao geral da equacao do Exemplo 111.59 € uma soma de
duas parcelas e cada parcela é o produto de uma constante arbitraria por uma

solugéo, pois {x2,1} é um conjunto de duas solugdes.

De acordo com a préxima definicdo, podemos dizer que este conjunto é

linearmente independente em R* dado que
x2 1 _ x2 1 _
det [(xz)’ 1,] =det [Zx 0] ==-2x+#0

para todo x € R*.
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Todavia, o conjunto de fungbes {x?,—2x2} ndo € linearmente independente

em R* visto que

2 9.2
det X 2x

2 -2 2
(xZ)I (_2x2)l] = det |:32Cx X ] = —4x3 + 4-x3 =0.

—4x

Definicéao I1l.61. [Wronskiano de duas fungdes]
Sejam y; e y, duas fungdes diferenciaveis num intervalo I < R.
Chamamos wronskiano de y; e y, ao determinante

W(y1;y2) = det yl(x) yZ(x):l.xvii

y1(x)  yy(x)

Definicao 111.62. [Independéncia linear de duas fungdes]
Sejam y, e y, duas fungdes diferenciaveis num intervalo I < R.

Dizemos que {y;,y,} € um conjunto linearmente independente em I se o

wronskiano de y, e y, é diferente de zero em I, isto é, se

y1(x) ¥ (x)

/ / + 0 para todo x € I.2il
yi1(x)  y3(x) P

W(y1,y,) = det

I Notamos que se trocarmos y, por y, o determinante muda de sinal, isto é,

v, (x)  y1(x)
y2(x)  yi(x)

i Notamos que se y, = Cy,, para algum C € R, entdo o wronskiano de y, e y, é

yi(x) Cyi(x) _
yix) Cyiol

isso significa que {y,, Cy, } ndo é um conjunto linearmente independente.

W(yz y1) = det ] = -W(yy,y2)-

W(yy,y;) = det
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Proposicao Il.63. [Condigdo necessdria da independéncia linear de duas

solucoes]
Se {v;,¥,} € um conjunto linearmente independente em I entao

Ay;(x) + By,(x) =0=A=B=0.

Demonstracao:
Suponhamos que W (y,,y,) # 0 para todo x € I.
Sendo 4 € R e B € R constantes, consideremos a equacao
Ay, (x) + By, (x) = 0.
Por derivacédo obtemos
Ay,'(x) + By,'(x) = 0.
Temos assim um sistema linear de duas equagbes a duas incognitas:

e | AR

Sendo o determinante da matriz do sistema o wronskiano, o qual é ndo nulo,

entao o sistema é possivel e determinado.

Como se trata de um sistema homogéneo a solugao nula (4, B) = (0,0) é Unica.

Defini¢éo Il.64. [Conjunto fundamental de solugées da EDO linear de 22 ordem

homogénea]

Dizemos que {y,,y,} € um conjunto fundamental de solugbes da equagao (2)
em | se y, e y, sdo solugbes em e {y;,y,} € um conjunto linearmente

independente em I.
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E importante referir que o conjunto fundamental de solugdes da equacéo (2) ndo
€ unico.

Por exemplo, se considerarmos y; = Cy,, onde C € R é uma constante arbitraria
ndo nula, entdo {y;,y,} também é um conjunto fundamental de solugdes

(Porqué?).

Deste modo, podemos garantir que existe uma infinidade de conjuntos

fundamentais de solugbes para a mesma equacao homogénea.

Exemplo IlI.65. [Conjuntos fundamentais de solu¢des de uma EDO linear de 22

ordem homogénea]
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem Ly _ y =0.
dx?

Queremos encontrar dois conjuntos fundamentais de solug¢des para a equagao.
Em primeiro lugar, as funcdes exponenciais definidas por y;(x) = e* e
y,(x) = e™* séo de classe C?em R e satisfazem

d2y,
dx?

d?y;
dx?

—yy=e*—e*=0 A -y, =e¥—e*=0,

logo séo solugdes da equacdo em R.

Agora, calculamos o wronskiano dessas solucdes
e* e *
Wony) =det[?, % ]= -2

Como o wronskiano € ndo nulo em R, entéo {e*, e~ } € um conjunto linearmente
independente em R, por conseguinte também é um conjunto fundamental de

solugbes da equacao em R.
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Consideremos agora as fungdes hiperbolicas definidas por

] e —e™* eX+e™*
sinhx = — A coshx = —

Pelo principio da sobreposicao, essas duas fungdes sao solugbes da equacao

em R.

Além disso, {sinh x, cosh x } € um conjunto fundamental de solugdes em R uma

vez que

sinhx coshx

Coshx Sinh x] - (Slnh x) (COSh x) 1 * 0.

W, y2) = det[

O préximo resultado permite-nos construir a solugao geral de uma EDO linear
homogénea de 22 ordem a partir do conhecimento de quaisquer duas solugdes

linearmente independentes.

Proposicao Il1.66. [Solugédo geral da EDO linear de 22 ordem homogénea]

Se {y1,y,} € um conjunto fundamental de solugbes em I entdo a solugado geral

de (2) é escrita de modo Unico na forma y = C,;y,(x) + C,y,(x) para todo

x €1,onde C; € Re C, € Rséo duas constantes arbitrarias.

Prova-se que a solucdo geral (ou integral geral) da equacgéo (2) é igual ao

conjunto de todas as solugoes.

De um modo geral ndo é simples resolver a equagao (2) com coeficientes

variaveis.

A partir de agora, preocupar-nos-emos com a resolucao das equagoes (1) e (2)

com coeficientes constantes.
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Exercicio 111.67.

Indigue uma EDO homogénea linear de 22 ordem com coeficientes constantes

gue admita o seguinte conjunto fundamental de solugdes:

) {e73%, e},
i) (e™*, e3%):;
iy {1, e2);
iv) {sin x, cos x};
v) {e* sinx, e* cosx};
vi) {e™*, xe™*}.
Resposta: |)——9y_0 )d2 %_33’:0;

ii) y—Zd—y—O |v)—+y—0 v)d—y—zdy+2y—0
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lll.2.4. EDOs homogéneas com coeficientes constantes

Assumimos, agora, que a equacao diferencial linear de 22 ordem é homogénea
e tem coeficientes constantes, isto é, que estamos perante uma EDO escrita na

forma

d*y  dy (3)

onde b € R e ¢ € R sdo constantes.

Assim, verificamos que procuramos fungbes de classe C? definidas num
intervalo aberto I € R tal que a soma de miltiplos da primeira e segunda

derivadas e ela propria seja igual a zero.

Neste contexto, tem sentido considerar y(x) = e™*, sendo m uma constante,

como possivel solugédo de (3). (Porqué?)

Consequentemente, escolhemos a fungdo exponencial definida por y = e™ , m

constante, que é de classe C? em R e satisfaz as condigoes

4y _  mx _

dx—me =my,
dzy_d<dy)_d( mx)_ dy_ 2,mx __ 2
dx?  dx\dx) dx € T Tme =my

Verificamos que

d?y dy 2 2
—+b;+cy=m y +bmy +cy = (m*+bm+c)y,

dx?

Ou seja, fazendo a substituicdo y = e™*, obtemos

(m*+bm+c)e™=0=m?+bm+c=0,

Xx Uma vez que, por definigdo, o coeficiente a do termo de ordem 2 é n&o nulo, podemos
considerar, sem perda de generalidade, a = 1.
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0 que nos permite concluir que, y = e™* define uma solugéo da equagéao (3) se

e sO se a constante m satisfaz
m?+bm+c=0.

Deste modo, no final da resolucao desta equacao determinamos, no maximo,

duas solugoes de (3).

Definicao 111.68. [Equagao Caracteristica]
Chamamos equagéo caracteristica (ou equagao auxiliar) da EDO (3) a equagao
m?+bm+c=0. (4)

Trata-se de uma equagdo algébrica de grau 2, cujas raizes dependem do

bindbmio discriminante

A = b% —4c.

Distinguimos trés casos:
e Caso I: duas raizes reais distintas, ou seja, A > 0;
e (Caso Ill: umaraiz real dupla, ou seja, A = 0;

e (Caso lll: duas raizes complexas conjugadas, ou seja, A < 0.

Proposicao Il.69. [Caso I: Duas Raizes Reais Distintas]
Se A > 0 entéo a solugao geral da equacéo (3) é definida por
y = C;e™* + C,e™2* onde C, € R e C, € R sado constantes arbitrarias e

m, € R e m, € R sdo as raizes da equacao carateristica (4).
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Demonstracéo:
Se A > 0 entédo a equacgao caracteristica tem duas raizes reais distintas,
my # my,, pelo que
y1(x) = e™* e y,(x) = e™2*
definem duas solu¢des da equagédo em R.

Além disso, o0 conjunto {e™1*, ¢™2*} ¢ linearmente independente em R, visto
gue o wronskiano é nao nulo em R. Note-se que

emx eMa*

W (e™¥*, eM2*) = det ] = (m, — m,)eMtm2)x

me™* m,em*

Assim garantimos que {e™*, e™2*} & um conjunto fundamental de solugbes em

R, e, consequentemente, pela Proposicéo 111.66, a solu¢édo geral € definida por

y = C;e™* + C,e™2* onde C; € R e C, € R sao constantes arbitrarias.

Exemplo 111.70. [Caso 1]
2
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem Z% + % -2y =0.

A sua equacao caracteristica
m*+m—-2=0
tem duas raizes reais distintas, m; = -2 e m, =1, pelo que as fungdes
definidas por y; (x) = e 2* e y,(x) = e* s&o solugdes da equacido em R.
Além disso, {e7%*, e*} € um conjunto linearmente independente em R pois 0

wronskiano € nao nulo em R uma vez que

—-2x x
—2X LX) — e erl _ —-x
W(e %, e*) = det [_26_2x e"] =3e* £ 0.

Assim, {e7?*, ¢*} é um conjunto fundamental de solugbes em R e a solugao
geral é definida por y = C;e™2* + C,e*, onde C; € R e C, € R sdo constantes

arbitrarias.
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Proposicao lll.71. [Caso II: Uma Raiz Real Dupla]
Se A = 0 entao a solugéo geral da equacao (3) é definida por
y = C,e™* + C,xe™* onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias e

m, € R é araiz dupla da equagéao carateristica (4).

Demonstracao:

Se A = 0 entdo a equacgao caracteristica tem uma Unica raiz real

my=m, = —g, pelo que a funcao definida por y, = e™1* é solugédo da equacgéo
diferencial.

Vamos obter outra solucao recorrendo o método de abaixamento de ordem.

Mais concretamente, se fizermos a mudanca de variavel y = uy; concluimos

que a fungao definida por y, = xe™* também é solugao da equagéo diferencial.
Além disso, podemos afirmar que {e™*,xe™*} é um conjunto linearmente
independente em R pois

eMx xe™mx

mix mixy —
W(e ,xXe ) det mlemlx (1+m1x)em1x

]=ezm1x¢ 0

Deste modo determinamos um conjunto fundamental de solugées em R.

Consequentemente, a Proposicao 111.66 permite-nos afirmar que a solugao geral

da EDQO inicial é dada por

y = C;e™* + C,xe™*, onde C; € R e C, € R séo constantes arbitrarias.

Exemplo lIl.72. [Caso ]

2
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem ZTZ - 4“% +4y = 0.

A sua equagao caracteristicam? — 4m + 4 = 0 tem uma Unica raiz real, m = 2,

pelo que fungéo definida por y, (x) = e?* é solugéo da equagéo em R.
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Precisamos de mais uma solugdo y, de modo que {y;,y,} seja um conjunto

linearmente independente em R.
Se escolhermos y, = xe?* ent&o o wronskiano é nao nulo em R visto que

er erX

— p4x
202 (1+2x)e?| = ¢

W(e?*, xe?* ) = det

Assim, {y;,y,} € um conjunto fundamental de solugbes em R, por isso a solugéo
geral é definida por y = C;e?* + C,xe?*, onde C; € R e C, € R sdo constantes

arbitrarias.

Proposicao Il.73. [Caso Ill: Duas Raizes Complexas Conjugadas]
Se A < 0 entéo a solugao geral da equacéo (3) é definida por

y = eP*(C, cos(qx) + C,sin(gx)), onde C,€ER e C,€R sdo constantes
arbitrérias e p + iq e p — iq sdo as raizes complexas conjugadas da equagao

carateristica (4).

Demonstracao

Se A<0 entdao a equacdo caracteristica tem duas raizes complexas

conjugadas, escritas na formam, =p +igem, =p — iq.

Algumas das propriedades conhecidas para a fungdo exponencial de variavel
complexa* combinadas com o principio da sobreposicdo®, permitem-nos

encontrar as fungdes definidas por
y1(x) = eP* cos(gx) e y,(x) = eP*sin(gx)
que sao solugdes da equagdo em R.
Além disso, {y;,y, } € um conjunto linearmente independente em R.

Note-se que o wronskiano é dado por

** Ver Apéndice IV.
*! Neste caso consideramos uma combinagao linear de duas solugdes no conjunto C.
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px DX o3
W(yey,) = det eP* cos(gx) e sm(qx)]

eP*(p cos(gx) — g sin(qx)) eP*(psin(gx) + q cos(gx))
ou seja,
W (y1,¥2) = qe*P*(cos(qx))* + qe*P*(sin(gx))* = qe*»*

Logo, tendo em conta que g # 0, concluimos que o wronskiano é nao nulo em
R. Assim podemos afirmamos que {y;,y.} € um conjunto fundamental de

solugbes em R e que a solugdo geral é definida por
y = eP*(C; cos(gx) + C; sin(qx)),

onde C; € R e C, € R sao constantes arbitrarias.

Exemplo 1Il.74. [Caso Il1]

2
Consideremos a EDO homogénea de 22 ordem Z—y + 2% +2y =0.

x2
A sua equagao caracteristicam? + 2m + 2 = 0 admite duas raizes complexas

conjugadas,

Dai podemos afirmar que a equacéo diferencial possui duas solugbes em R

definidas por
y1(x) = e * cos(x) e y,(x) = e * sin(x).
Além disso, o wronskiano é ndo nulo em R pois

— p,—2x

W(yey,) = det e ™ cos(x) e™™ sin(x)]
vY2) =

e *(—cos(x) —sin(x)) e *(—sin(x) + cos(x))

Assim {y;,y,} € um conjunto fundamental de solugdes em R, por isso a solugao

geral é definida por

y = e *(C; cos(x) + C, sin(x)), onde C, € R e C, € R sdo arbitrérias.
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Exercicios llII.75.

ii)

Seja + b + y = 0 uma EDO linear de 22 ordem homogénea.

Mostre que m; = —; ¢ a raiz dupla da equagio carateristica da EDO
dada;

Verifique que y = xe"?/2* define uma solugéo particular da equagao
acima referida;

Determine um conjunto fundamental de solugdes em R para a EDO em

b b
causa. Resposta: {e‘E, xe‘E}.

Considere a EDO 22 — 2p 2 + (p? + ¢?)y = 0.

a) Determine as raizes da equacgéo caracteristica da EDO dada.
Resposta: m; =p +qi e m, =p — qi;

b) Verifique que as fungdes definidas por

y1(x) = eP* cos(gqx) e y,(x) = eP*sin(gx), sendo q # 0,

sdo solucdes em R da equacdo referida;

¢) Indique a solugao geral da EDO considerada.
Resposta: y = C; eP* cos(qx) + C, eP* sin(qx)

Calcule a solugéo geral das seguintes equacgdes diferenciais lineares de

22 ordem homogéneas com coeficientes constantes:

d%y dy . d dy
Z-32+2y=0 i) 5 -102 425y =0
2 . d

d_;zz s _ iv) +25y—0

dx dx

Resposta: i) y = Cie* + C,e?* ;i) y = (C; + Cyx)e>*;

i)y y = C; + C,e™2%*, iv) y = C; cos(5x) + C, sin(5x).
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4. Calcule a solugao geral das seguintes equagdes diferenciais lineares de

22 ordem homogéneas com coeficientes constantes:

. >y ,ady " d?y dy _
i) 2 4 ot 5y=0 ii) 3_de +2 o 0
2 . d? y dy _
i szng_sz_z_3y=0 iv) 4- +12 +9y 0
. d2y dy
2 dy —
v) 982 122 44y =0 vip 20t +10y =0

Resposta: i) y = e2*(C; cos(x) + C, sin(x)) ;ii) y = C; + C,e™2*/3
iii) y = Cre™/% 4+ C,e% ;iv) y = (C; + C,x)e™3¥/%;

V) ¥y = (C; + Cx)e?*/3 ;vi) y = e7*(C, cos(2x) + C, sin(2x)).

5. Resolva os seguintes problemas de valores iniciais:

. d?y dy _ _ dy _ .
i) o —+y—0/\y(0)—5/\dx(0)—10,
i) %—4d—y—5y_o/\y(0)_o/\ 0) = 2;

dy (m\ _
ii) dx2+y—0Ay(>—10AE(§)—4.
Resposta: i) y = 5(1 + x)e* ;ii) y = %(esx —e™);

iiiy ¥ = (5 —2v3) cos(x) + (2 + 5v3) sin(x).
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ll1.2.5. EDOs ndao homogéneas com coeficientes constantes

Consideremos agora a equagao linear de 22 ordem nado homogénea com

coeficientes constantes, escrita na forma

d’y  dy (5)
W+ba+cy—g(x)

onde b € R, c € R e g(x) é uma expressao de x (ou uma constante) nao nula

em[.

Como devemos proceder neste caso?

Verificaremos — no resultado seguinte — que na resolugdo deste tipo de

equagoes, a equacao homogénea correspondente, definida por

dz—y+bd—y+cy=0, (6)

dx? dx

desempenha um papel fundamental, desde que conhecamos uma solucéo

particular da equagao ndo homogénea.

Proposicao Ill.76. [Solugao geral da EDO linear de 22 ordem ndao homogénea]

Seja {y;,y,} um conjunto fundamental de solugdes da equagdo homogénea (6)

em[.

Se y, € uma solugéo particular da equagao nao homogénea (5) em I entéo a

solucéo geral da equacéao (5) é definida por
y = Cy1(x) + Gy, (x) + yp(x)

para todo x € I, onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias.
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Demonstracéo:

Suponhamos que y, € uma solugdo particular de (5) em I e consideremos a
mudanga de variavel dependente y = u + y,,.

Consequentemente, as derivadas de primeira e segunda ordens de y sdo dadas
por

dy _du dy, d’y d*u d%y,

dx  dx | dx dx?  dx? | dx?

2
Substituindo, agora, y, Z—z e ZTi na equacao (5) obtemos

d2u+dzyp+bdu+bdy”+ +cy, = g(x)
dx? = dx? dx dx U T T I

Atendendo a que y, € uma solugéo particular de (5), temos que

2
dcyp
dx?

d
+ b%—i— cyp = g(x).
Logo a equagéo anterior pode ser transformada na equacao homogénea

d*u b du
dx? dx

+cu=0.

Por hip6tese, sabemos que {y,, y,} € um conjunto fundamental de solugdes da
2

equacao homogénea (6) em I, logo a solugcéo geral de %+ bZ—:+ cu=0¢

definida por u = C;y,(x) + C,y,(x), onde C; €R e C, € R sdo constantes

arbitrarias. (Porqué?)
Regressando a variavel inicial concluimos que

y = Cy1(x) + Gy, (x) + yp (x).

=u
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Observacao lll.77. [Solugao geral da EDO linear de 22 ordem ndo homogénea]
Designando por y; a solugdo geral da equagcéo homogénea correspondente (6),
isto é,

Yr = C1y1(x) + Gy, (x)

entdo escrevemos a solucao geral da equagao ndo homogénea (5) na forma

Y=Ynt ¥

A determinagdo da solugdo particular da equagéo (5),y,, vai depender da

expressao do termo independente g(x).

No que se segue, vamos aplicar o método dos coeficientes indeterminados para
obter uma solugéo particular da equagéo (5), y,. Todavia este método so se
utiliza quando o termo independente, g(x), € um polinémio, uma exponencial,
uma fungao trigonométrica do tipo seno ou cosseno, ou ainda uma soma ou

produto dessas fungdes.

Proposicao II.78. [O termo independente é uma constante ndo nula]

Se g(x) = a, @ € R entdo uma solucao particular de (5) é determinada por

a
(= se c*0
c
ax

=17 se ¢c=0Ab=#0
ax?

—_ =0Ab=0
5~ se ¢

Estes trés casos estdo relacionados com a existéncia da raiz nula para a

equacao carateristica da equacdo homogénea (6), definida por

m2+bm+c=0 (7)
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i) Sec = 0entdo m = 0nao é raiz da equacao caracteristica (7);

i) Se c=0Ab+#0entdo m=0¢€ raiz simples da equagao
caracteristica (7);

i) Se c=0Ab=0 entdo m=0 € raiz dupla da equacao

caracteristica (7).

Proposicao II1.79. [O termo independente € um polinémio]

Se g(x) é um polinémio de grau
1) n = 0definido por g(x) = «;
2) n = 1definido por g(x) = ax + f;

3) n =2 definido por g(x) = ¥j_ya; x/;

ent&o a solugéo particular y, € do tipo indicado pela tabela:

m = 0 nao é raiz de (7) m = 0 é raiz simples de (7) m = 0 é raiz dupla de (7)
1) yp=A yp = Ax yp = Ax?
2) Yp = Ax+ B yp = Ax?* + Bx yp = Ax® + Bx?

3) n n n
yp=ZA]-x] yp:Z:ij“1 yp=Zij]+2
j=0 j=0 j=0

Exemplo 111.80. [EDO em que o termo independente € um polinémio de grau 1]

2
Consideremos a EDO linear de 22 ordem 37’2’ - 4% +5y = x.

Trata-se de uma equagdo ndo homogénea, g(x) =x, com coeficientes
constantes

a=1,b=—-4ec=5.
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Comegamos por resolver a correspondente equagdo homogénea.
A sua equacao caracteristica
m?—4m+5=0
tem duas raizes complexas conjugadas, m; =2 +iem, =2 —i.
Como A < 0 entdo a sua solugao geral é dada por
yn = e?*(C; cos(x) + C, sin(x))
onde C; € R e C, € R sao constantes arbitrarias.

Tendo em conta que m = 0 nao é raiz da equacgao caracteristica procuramos

uma solugéao particular na forma

Yp = Ax + B.
Assim, para que seja solugdo da equacao inicial tem de verificar a equacao, isto
é1

d*y,  dy,
—4—2 45y =
dx? dx oYy =X

Substituindo obtemos
0—4A+5(Ax+B)=x © 5Ax+ 5B —4A = x.

Da igualdade de polindmios temos um sistema linear de duas equacgdes a duas

incégnitas:

{5B5:44T41= 0

Dai resulta A = 1/5 e B = 4/25, logo obtemos y, =§+24—5 € por conseguinte a

solucéo geral da equagédo nao homogénea é dada por

x 4
Y =Yn + ¥, = e*(Cy cos(x) + C, sin(x)) + Ttoz

299



Proposicao IlIl.81. [EDO em que o termo independente é o produto de um
polindmio por uma exponencial]
Se g(x) € uma exponencial, e™, r € R, ou produto de um polinémio por uma

exponencial tal que
1) glx) =ae™, a € R;
2) g = (ax+ple™;
3) g(x)=(toa;x))e™, n 22;

entdo a solugéo particular y, € do tipo indicado pela tabela:

m =71 nao é raiz de (7) m =r é raiz simples de (7) m =r é raiz dupla de (7)
1) Vp = Ae™ Vp = Axe™ Vp = Ax2e™
2) | Yp=(Ax+B)e™ ¥p = (Ax?* + Bx)e™ ¥y = (Ax® + Bx*)e™

n n n
ZAj xJ |e™ ZA x}+1 e’ Yp — zAj x}+2 e’
j=0 Jj=0 j=0

Exemplo 1lI1.82. [EDO em que o termo independente € o produto de um

polinémio por uma exponencial]
. . d? -
Consideremos a EDO linear de 22 ordem d—x’z’ + 4y = xe ™.

Trata-se de uma equagao nao-homogénea, g(x) = xe ™, com coeficientes
constantes

a=1,b=0ec=4.

Comegamos por resolver a correspondente equagdo homogénea.
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A sua equacao caracteristica
m?+4=0
tem duas raizes complexas conjugadas, m; = 2i e m, = —2i.
Como A < 0 entdo a sua solugéo geral é dada por
Y = C; cos(2x) + C, sin(2x)
onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias.

Tendo em conta que r = —1 ndo € raiz da equagao caracteristica procuramos

uma solugéao particular na forma
Yp = (Ax + B)e™.

Determinamos as derivadas de 12 e 22 ordem

d da?
%z (—Ax — B+ A)e™ A d;;’ = (Ax + B —24)e™™
Como
d?y.
dxzp + 4y, = xe™
entao

(Ax+B—-2A)e ™"+ 4(Ax+B)e™* = xe * ©5Ax+5B —2A = «x
Assim temos um sistema linear de duas equacgdes a duas incégnitas

{535:4;41: 0

Dai resulta A=1/5 e B =2/25, logo obtemos y, = (§+%) e ™ e por
conseguinte a solucao

geral da equacao nao homogénea é dada por

x 2
Y =Yn +Yp = Cycos(2x) + C; sin(2x) + (g + ﬁ) e ™.
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Proposicao 11.83. [EDO em que o termo independente é uma fungéo

trigonométrica (seno ou cosseno)]
Se g(x) = asin(fx) ou g(x) = acos(6x) entdo uma solugéo particular y, €
determinada por

Asin(0x) + Bcos(0x)  se m = @indo éraiz de (7)

Yp =
Axsin(6x) + Bxcos(6x) se m = 0i éraiz de (7)

Exemplo IlIl.84. [EDO em que o termo independente é uma funcao

trigonométrica (seno ou cosseno)]

. . a? .
Consideremos a EDO linear de 22 ordem d—xz +y =sinx.

Trata-se de uma equacao ndo-homogénea, g(x) =sinx, com coeficientes

constantes

a=1,b=0ec=1.
Comegamos por resolver a correspondente equagdo homogénea.
A sua equacao caracteristica

m?+1=0
tem duas raizes complexas conjugadas,
m;=iem,=—i.
Como A < 0 entdo a sua solugéo geral é dada por
Y = €y cos(x) + C, sin(x)

onde C, € R e C, € R sd@o constantes arbitrarias. Atendendo a que m =i € raiz

da equacao caracteristica procuramos uma solugéo particular na forma

¥p = A x sin(x) + B xcos(x).
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Determinamos as derivadas de 12 e 22 ordem

d
% = A(sin(x) + x cos(x)) + B(cos(x) — x sin(x))
= (Ax + B) cos(x) + (A — Bx) sin(x)
e
d’y, . .
e Acos(x) — (Ax + B) sin(x) — B sin(x) + (4 — Bx) cos(x)
isto é,
d*yp .
I (=Bx + 24) cos(x) + (—Ax — 2B) sin(x).
Como
d?y, .
dxzp +)p = sinx
entdo
(—Bx + 2A4) cos(x) + (—Ax — 2B) sinx + A x sin(x) + B xcos(x) = sinx
ou seja,

2A cos(x) + (—2B) sinx = sinx
Sabendo que {cos(x),sinx} é um conjunto fundamental de solucdes, temos
entdo um sistema linear de duas equacgdes a duas incognitas

Eh

Dairesulta A =0e B = —1/2, logo obtemos

X COSX
yp - = 2

e por conseguinte a solugéo geral da equacao ndo homogénea é dada por

X cosx
2

Y =Yn + ¥ = Cycos(x) + C;sin(x) —
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Proposicao 111.85. [EDO em que o termo independente é o produto de uma
funcao trigonométrica (seno ou cosseno) por uma exponencial]

Se g(x) = asin(6x) ef* ou (x) = a cos(6x)eP* entdo uma solugao particular y,
€ determinada por

Asin(8x)ef* + B cos(8x) eP*  se m = + 0indo éraiz de (7)

Yp =
Axsin(6x)eP* + Bxcos(8x)eP* se  m=p +0i éraizde (7)

Quando o termo independente ndo estd incluido na classe restrita das fungbes
atras referidas podemos recorrer a um método mais geral — embora de aplicagao

mais dificil — conhecido por método de variagao das constantes arbitrarias.

Proposicao 111.86. [Método de variagdo das constantes arbitrarias]

Se {v,,¥,} € um conjunto fundamental de solu¢des da equagao homogénea (6)

em I, entdo uma solugdo particular da equacao ndao homogénea (5) em I é

. d d .
determinada por y, = u;y, + uy,, onde % e %satlsfazem

du,  y29(0) 0 duy 39 (x)
dx W1, y2) dx = W(Ly2)'

Demonstracéo:

Seja {y,, y,} um conjunto fundamental de solu¢des da equagdo homogénea (6)
em I. Entdo a sua solugéo geral é definida por y, = C,y;(x) + C,y,(x), onde

C, € R e C, € R sdo constantes arbitrarias.

Assumimos que essas constantes sao substituidas por expressdes de x, u, (x)
e u,(x). Assim, pretendemos determinar uma solugéo particular de (5) de modo

que

Yo = u (%) y1 + up(x) y,.
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Determinamos agora

dyp du1 dy, du, dy,
o am T Eul(x)+ﬁ Y2 + EuZ(x)'
Se fizermos
duy du,

— —= =0
i + I 2
entdo a primeira derivada de y, satisfaz

dy, _ dy,

dy,
I - dx u () + = uy(x).

dx

Derivando mais uma vez vem

dz)’p d?y, dy, du1 d V2 dYZ duz
a2 = ez MOt o e I+ G

Sabemos que

dz)’1 dy, dz)’z dy,
Z A, pA =0 Z 72 )
dx? + dx tn dx? + dx

>
S

+ cy, = 0.

Além disso,

d*y,
Ix? + bd_+ cyp, = g(x).

ayp

Entao substituindo y,, —=

e L% g equacao (5) obtemos

dy;du, = dy,du,
B dx T dx ax - 9@

Deste modo, temos um sistema linear de duas equacgdes a duas incégnitas

du,
1 V2 d_ 0
dy, dy X :[ ]
prli | ] BRC)
dx

Como o wronskiano W (y;,y,) é nao nulo em I entdo o sistema é possivel e

determinado. Usando a regra de Cramer obtemos
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4 0 V2
et d
duy, (9 % __ %9®)
dx Wy, ¥2) W1, y2)
e
p 1 0
et|d
duy _ ), _ g
dx W()ﬁ.y:) W(ylryz).

Exemplo II.87. [Resolucdo de uma EDO pelo método de variagdo das

constantes arbitrarias]

Consideremos a EDO linear de 22 ordem &2 zz
dx? 2

2ty =secx ,x E]—E,—

Trata-se de uma equagdo ndo-homogénea, g(x) =secx, com coeficientes

constantes

a=1,b=0ec=1.
Comegamos por resolver a correspondente equagdo homogénea.
A sua equacao caracteristica

m?>+1=0
tem duas raizes complexas conjugadas, m; =i e m, = —i.
Como A < 0 entdo a sua solugéo geral é dada por
Yp = Cy cos(x) + C, sin(x)

onde C; € R e C, € R sdo constantes arbitrarias.

Sendo {cos(x),sin(x) } um conjunto fundamental de solugbes em ]—%,

NI

[,

procuramos uma solugao particular na forma

Yp = Uq €0s(x) + u, sin(x).
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Pela proposi¢ao anterior sabemos que u; e u, satisfazem

dup _ %200 _ —sin(x) secx = —tanx,
dx W(y1,2)
du X
—zzL() = —cos(x)secx =1
dx  W(1y2)

uma vez que W (y,,y,) = 1.

Por primitivacdo vem
u1=f—tanx dx =In(cosx)+ C;, A u, =f1dx=x+ C,

Escolhendo por exemplo C; = C, = 0, obtemos
¥p = In(cos x) cos(x) + x sin(x).
Por fim, a solugao geral da equacdo nao homogénea é dada por

Y = Yn +¥p = C; cos(x) + C; sin(x) +In(cos x) cos(x) + x sin(x).

De seguida exemplificamos a utilizagdo de séries de poténcias na obtengéo da
solucdo de problemas de valores iniciais

Exemplo 111.88. [Uso das séries de poténcias na resolugao de um problema de

valores iniciais]

Pretendemos resolver o problema de valores iniciais definido por

(d*y
ax2 V=0
y(0)=1

d

(%(0) = -1

O Teorema l11.52 permite-nos garantir a existéncia de uma solugao Unica para
este problema.
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Assumimos que a solucao é da forma
fG) =XaZcn x™.
Note-se que
f1e) =ZaZinc, x" e f(x) = X n(n — ey x"72.
Por definicdo de solu¢do escrevemos
ff) —fx) =0e f"(x) = f(x).
Ou seja,
ronm—1)c, x" 2 =Y, S cpx" © YiSm+2)(n+ ey x" = X8 ¢, x™.
Deste modo, temos

(n+2)(n+1Dcpz =Cp © Cpyz = Cn, paran 2 0.

n+2)(n+1)
Usamos, agora, as condigdes iniciais para obter ¢, € ¢4,
fO=1ec¢c=1e f'0)=-1c¢ =-1.

Assim, estamos em condi¢des de encontrar uma expressao para c,. Obtemos,

sucessivamente,

1. _1 1. __1__1 -t . _1t_1

G2=30=5 8T 75T T TR T Ty
1 1 1

c5—5c3——a——a,etc.Logo,

cp = (1=, paran = 0.

1
n!’
Entdo o desenvolvimento em série de Mac-Laurin de f (funcdo que define a

Unica solugédo do problema de valores iniciais) € dado por
— v+ 1
fO) = ThG(=D" = xm,
Note-se que, recordando o desenvolvimento em série da exponencial,

o+ 1 ot 1 .
e* = nfomx”,e constatando que f(x) = anoz(—x)”, podemos concluir que

a solugado do problema dado é y = e™*.
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Exemplo 111.89. [Uso das séries de poténcias na resolu¢do de um problema de

valores iniciais]
Queremos resolver o problema de valores iniciais definido por

(,d%  dy ,
xdx2+xdx+xy—0

(0)=1
( =0

Uma vez que o Teorema IIl.52 garante a existéncia de uma solugdo Unica

vamos, tal como fizemos no exemplo anterior, assumir que a solugéo é da forma
f) =XaZcn x™.
Sabemos que
fle) =ZaZinc, x" e f(x) = ZaZn(n — e, x72,
logo, por definicdo de solugdo escrevemos
X))+ xf () +x2f(x) =0 @ x*f"(x) + xf'(x) = —x*f (x).
Por um lado, escrevemos o 12 membro como se segue

X2f' )+ xf'(x) =x2 Y nn— Ve, xV 2+ x Y2 ne, a1 =
(%) ')

=yionn— Ve, x™ + X2 ne, x™ =
=yi2nn—1) + nlc, x™ + c1x = ¢ x + X nlc, x™.
Por outro, o 22 membro pode escrever-se como
—x2f(x) = —x? LiZo cn x™ = TR (—cn) x™2 = X2 (—cnp) X

Deste modo, temos
Zf”(x) +xf'(x) = _xzf(x) S ox+ I 2n Cnx™ = Y35 (—cp_p) x™

Ou seja,

1
c1=0 e n’c,=—Chp, Sy = ——Cpz, Paran = 2.
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Usamos, agora, as condi¢des iniciais para obter o valor de ¢, e confirmar o

valor de ¢,
fOO=1eoc¢=1e f'(0)=0sc¢ =0.

Assim, estamos em condigbes de encontrar uma expressao para c,,. Obtemos,

sucessivamente,

c ——ic ——lc ——ic =0,c ——ic =1 c:=0
27 40T T gt T M T 6" 2 T (1e)(2)2 ) S T
67 36 %7 (256)(24)2" "

Verificamos que os coeficientes de ordem impar sdo nulos enquanto os de
ordem par séo dados por

(GEOL XXii
Cop = 221‘(—k!)2’ para k=0.
Consequentemente, obtemos a série de poténcias (convergente em R)

too DR ok
k=0 sz(k[)z

que define uma fungéo real de variavel real f.

Entdo podemos concluir que a solugdo do problema de valores iniciais é
representada por

_ _ vt D ok i
y = Q) = B g i

xii Recorde que 0! = 1.

+oo (-1)k

i A fungdo definida por f(x) = k:omx” é designada por fungdo de Bessel de ordem zero.
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Exercicios 111.90.

1. Verifique se y, € uma solugéo particular da equagéo diferencial linear

ndo-homogénea com coeficientes constantes e, em caso afirmativo,

calcule a sua solucéo geral:

. dzy _
I) el +4y = 12,
Yp = 3
d%y _
iii) = 4y = cosx,
1
Yp = —;COSX
Y L 38 4 10e*
V) dx2+3dx 4y = 10e*,
Yp = 2xe*

Vi)

- — _ 3
ez Ay =6x —4x7,
3
Yp =X
dzy_ _ 4x
dx? =€
1 ax
=—e
Y =15

@y dy — Dp3x
Tz 6dx+9y—23 ,

yp — X2€3x

Resposta: i) y = C; cos(2x) + C, sin(2x) + 3 ;i) y = C;e™2* + C,e?* + x3 ;

i) y = Cie™* + C,e?* —%cosx JiV)y = Cie ™ 4+ Ce* + %e”‘" ;

V) y = Cie ™ + Ce* + 2xe*; Vi) y = (C; + Crx + x?)e3*.

2. Resolva as seguintes equagbes diferenciais de 22 ordem com

coeficientes constantes:

. dzy dy _
i) dx2+4dx+4y—2
d’y . ody _ _sx
iii) oz 1de +25y=e

d’y dy _
V) v R 2y =sinx

i)

vi)

Resposta: i) y = (C; + Cyx)e 2 +§ Ji) y = CLe 3 + Cye?* —g—g :

—5x 6Xx
iily y = (€, + C,x)e>* + iT; iv) y = Cie*™ + C,e5* +eT(2x2 —6x+7)

V)y =Cie™ + C,e?* + %(cosx —3sinx) ;

—x
Vi) y = C;cosx + C, sinx — i—o(—Zcosx + 4 sin x).
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3. Resolva as seguintes equagbes diferenciais de 22 ordem com

coeficientes constantes:

d’y dy

i - e a?y Ay _ 2
i) oz 3 ii) Tz T =X tx
: d%y dy x
a2y dy _ X iv) ey Sd +4y=3xe
iii) oz o TAy=9e
T 102 4 25y = 5 vi) Ly 4y = sin(2x)
v) Tz 10 -+25y=e xZ

3 2
Resposta: i) y = C; + C,e* +3x ;i) y = C; + C,e™ +"?_%+ x:

_ x 4x __ X . _ x 4x _ ﬁ x ..
i) y = Cie* + Cye 3xe* ;iv) y = Cie* + Cye 2+3 ex:

es:c

2
1)y = (€ + Cpo)e™ + 25

sin(2x)—4x cos(2x)

vi) y = C; cos(2x) + C, sin(2x) + —
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APENDICE |

O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS — ALGUMAS
PROPRIEDADES ELEMENTARES

Distinguimos varios tipos de niUmeros, nomeadamente:

0s numeros naturais, cujo conjunto designamos por

N={123 .. k—1kk+1..};

0s numeros inteiros, cujo conjunto designamos por
Z={.,-2,-10123,.. k—1,kk+1,..}

os nUumeros racionais ou fragbes (que sdo razbes entre numeros

. . . P h ~
inteiros, isto é, que se podem escrever na forma o onde h e k sao

inteiros e k # 0), cujo conjunto designamos por
k i
Q={xx=1, hkeZrk=o}

0S numeros reais (racionais e irracionais, sendo que estes ultimos nao
se podem expressar como quociente de dois nimeros inteiros) que se
podem representar por uma dizima finita ou infinita, cujo conjunto

designamos por R = ]—e, 4o i;
0s numeros complexos, cujo conjunto designamos por

C={zz=a+bi, a,b e RA i? =—-1}.

" Z do termo alemao Zahlen que significa nimeros.

i Q da palavra quociente.

i O simbolo +o (I&-se mais infinito) € um conceito abstrato que representa algo superior a
qualquer numero real;

o simbolo —oo (Ié-se menos infinito) € um conceito abstrato que representa algo inferior a qualquer
namero real. Assim, € importante salientar que +o e —co N30 s@o numeros reais.
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Observamos que N é um subconjunto de Z, Z é um subconjunto de @, Q é um

subconjunto de R e R é um subconjunto de C, ou seja,
Nc ZcQcRcC.

Além disso, sabemos que todo o numero racional pode ser representado por
uma dizima finita ou infinita periddica, sendo conveniente recordar que os

ndmeros inteiros sao numeros racionais.

Exemplo A.1.1. [Dizimas finitas ou infinitas periédicas]

Damos, de seguida, alguns exemplos de nimeros racionais

0,0205 = 205 _ 41 0,363636...=0,(36) = s6_4.
’ ~ 10000 ~ 2000’ ’ e 997 11’
538 269 10663

5,38 = 21,5414141 ... = 21,5(41) =

100 50’ 495

Todavia, existem ndmeros cuja representacdo decimal ndo € nem finita nem

infinita periddica. Esses nimeros chamam-se irracionais.

Exemplo A.1.2. [NUmeros irracionais]

S&o numeros irracionais todas as raizes quadradas de numeros naturais que
ndo sejam quadrados perfeitos'. Assim, dizemos que

VZABNENGNT, -,

v Dizemos que 0,363636.. e 21,5414141.. sdo dizimas infinitas periédicas de periodo,
respetivamente, 36 e 41; usamos a notagéo (36) e (41) para indicar os algarismos (do periodo)
que se repetem indefinidamente.

v Dizemos que n € N é um gquadrado perfeito se existe um nimero natural m tal que n = m?.
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sd0 numeros irracionais desde que n € N e n ndo seja um quadrado perfeito.
Note-se que 0s numeros anteriores sao representaveis por dizimas infinitas ndo

periodicas.

Além disso, também s&o irracionais os numeros resultantes da adigcao,
subtragdo, multiplicacdo e divisdo de um nudmero irracional com um ndmero

racional.

1+V5  V8-1

Por exemplo, 1 + /3, —— e —— s80 nimeros irracionais.

Sao igualmente irracionais os nimeros V4, /3, V2 e V12.
Contudo, ndo sdo irracionais os nimeros \/Z\/:is V16,38,3-8,° %7 Porqué?

Séo, também, irracionais alguns numeros interessantes como:
(i) 0 nuamero pi, T = 3,14159265358979323846 ...,

(ii) o nimero de Neper¥, e = 2,71828182845904523536 ---;

(iii) € 0 numero de ourovi, ¢ = 1+2—£ = 1,6180339887 ---, que se obtém

do seguinte modo

¢>=%>0,Sendo%=—<:>%=M=>¢=w=>¢2—¢—1=0.

. N
V' e é o0 valor aproximado de (1 +%) , para N suficientemente grande, ou seja,
o 1\"
e =lim (1+7)"

Vi Também conhecido por proporgéo divina ou razdo de ouro.
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Assim, dizemos que existem dois tipos de nUmeros irracionais:

e numeros algébricos — os que se podem definir como raizes duma
equacao algébrica de coeficientes inteiros;

e numeros transcendentes — 0s que ndo se podem definir como raizes
duma equagdo algébrica de coeficientes inteiros, ou seja, os que

transcendem os limites da algebra.

Os numeros e e T sdo numeros transcendentes e ¢ é algébrico. Habitualmente
consideram-se 0s seguintes valores aproximados para estes niumeros: e = 2,7,
m~314e¢ = 1,6.

Consideremos em R (conjunto dos numeros reais) uma relagdo de ordem total

(em sentido lato) designada por <, isto é:
(i) < é reflexiva, ou seja,
a < a, paratodo a € R;
(ii) < é antissimétrica em sentido lato, ou seja,
seasbeb<aentdoa=b,paratodoa,b € R;
(iii) < é transitiva, ou seja,
seaxbhbebsxcentdoa =< c,paratodoa,b,c € R;
(iv) < é dicotémica, ou seja,
as<boub<a,paratodoa,b € R.

Dizemos, neste caso, que R € um conjunto totalmente ordenado, ou, apenas,

conjunto ordenado.
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Exemplo A.1.3. [Relacdo de ordem em R]

E f4cil verificar que a relagdo “menor ou igual” é uma relacdo de ordem total em
R.

Por outro lado, sabemos que no conjunto dos ndmeros reais se definem duas

operagdes internas:
(x,y) » x + y (adicdo) e (x,y) » x X y (multiplicagcéo).

Neste contexto dizemos que (R, +,Xx) € um corpo, visto que, além dos axiomas
anteriores, podemos afirmar que, no conjunto dos nimeros reais:
(i) A adicdo e a multiplicagéo sédo operagdes comutativas, ou seja,
a+b=b+aeaxb=>bxa,paratodoa,b € R;
(i) A adicao e a multiplicagao sao operagbes associativas, ou seja,
(a+b)+c=a+b+c)e(axb)xc=ax(bxc),paratodoa,b,c € R;
(iii) Existe elemento neutro para a adi¢ao, ou seja,
a+0=0+a=a,paratodo a € R;
(iv) Existe elemento neutro para a multiplicacao, ou seja,
ax1l=1xa=a,paratodo a € R;
(V) Todo o numero real tem oposto aditivo (ou simétrico), ou seja,
a+ (—a) =(—a)+a=0,paratodo a € R;
(vi) Todo o numero real ndao nulo tem oposto multiplicativo (ou inverso),
ou seja,
axal'=alxa=1,paratodoa € R\ {0};

(vii) A multiplicagao é distributiva relativamente a adi¢éo, ou seja,
ax((Mb+c)=axb+axc,paratodo a,b,c € R.
Finalmente, atendendo a que

(viii) sea<bentdoa+c <b+c,paratodo a,b,c € R;

(ix) se 0<ae0<bentdo 0 < ab, paratodo a,b € R,

dizemos que (R, +,X%, <) é um corpo (totalmente) ordenado.
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Definicao A.1.4. [Majorantes e minorantes de um conjunto]
Seja A c R e A # @vii. Dizemos que:

(i) A é limitado superiormente a direita ou majorado se existe um
ndamero real L tal que x < L para todo x € A. Chamamos a L € R
majorante ou limite superior de A4;

(i) A é limitado inferiormente a esquerda ou minorado se existe um
namero real ¢ tal que x = ¢ para todo x € A. Chamamos a £ € R
minorante ou limite inferior de A;

(iii) A é limitado se for simultaneamente limitado superiormente e

limitado inferiormente.

No que se segue representamos o conjunto de majorantes de A por Cy(4A) e 0

conjunto de minorantes de A por C,,,(4).

Definicao A.1.5. [Elementos notaveis de um conjunto ordenado]
Seja A c Re A # @. Dizemos que:

(i) s € R é o supremo de A — e escrevemos s = sup(4) —se s < L para
todo L € €y (A), ou seja, se s € o menor dos majorantes;

(ii) i € Réoinfimode A—eescrevemos i = inf(A) —se i = ¢ para todo
¢ € C,,(4), ou seja, se i € o maior dos minorantes;

(iii) M € R € méximo de A — e escrevemos M = max(4) — se
M =sup(A) e M € 4;

(iv) m € R é minimo de A — e escrevemos m = min(4) — se

m = inf(A) e m € A.

Vil O conjunto vazio é um conjunto que no possui elementos e é denotado por @ ou { 3.
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Finalmente, recordamos outra propriedade fundamental do conjunto dos

ndmeros reais™:
«Qualquer subconjunto ndo vazio de R limitado superiormente tem supremo».
Consequentemente, também podemos afirmar que:

«Qualquer subconjunto ndo vazio de R limitado inferiormente tem infimo».

Neste contexto dizemos que (R, +,%X, <) é um corpo ordenado completo.

Alguns tipos de subconjuntos de R podem ser representados por intervalos.

Dados a € R e b € R tais que a < b, um intervalo de extremidades a € b € um

subconjunto que se pode definir do seguinte modo:

[a,b] ={x€R: x =2aAx <b}oulab[={xeR: x>aAx<bh}ou
[a,b[={x ER: x =aAx<b}oula,b]l={x€R: x>aAx<b}.
Além disso, um intervalo ilimitado pode ser representado por
]—oo,c[={xeR: x<c}ou]—oo,c]={x€R: x <c}ou
[c,+o[={x ER: x >c}ou]c,+o[={x ER: x =}

onde c € R.

Relembramos que o conjunto R também é um intervalo pois R =] — oo, +0].

Exemplos A.l.6. [Elementos notaveis de um intervalo de nimeros reais]

a) Seja A ={x € R:—3 < x < 7}. Verificamos que:
(i) A é limitado superiormente, sendo €y (A) = [7, +[ € sup(4) = 7;
(ii) A é limitado inferiormente, sendo C,,(4A) = ]—, —3] e inf(4) = —3;

*x Usualmente conhecida por axioma do supremo ou axioma da continuidade ou ainda axioma da
completude.
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(iii) A nédo tem maximo visto que sup(4) = 7 ¢ 4, todavia A tem minimo
m = —3 jd que inf(4) = -3 € A.
b) Seja A =]-8,+oo[. Entdo A é limitado inferiormente, sendo
Cn(A) =]—,—8] e inf(4) = —8 ¢ A, logo A ndo tem minimo. Além

disso, 4 ndo é limitado superiormente.

Exemplos A.L.7. [Elementos notaveis de um conjunto de nimeros reais]

Indicamos, caso existam, os elementos notaveis*, de cada um dos subconjuntos

de (R, +,%, <), a seguir indicados:
@ B={xeRix=1-=, neNn}
B = {O%%% } é limitado inferiormente, sendo
Cm(B) =]—,0] e inf(B) = 0 € B, logo B tem minimo m = 0.
Embora nado tenha maximo, o conjunto B também € limitado
superiormente, uma vez que Cy(B) = [1,+»[ e sup(B) =1 ¢ B.

1+(-1)™n

(ii) Cz{xE]R:xz ,nEN};

C é limitado superiormente e inferiormente, pois verificamos que

1+(-1)™"n
n

-1< < % para todo n € N.

Neste caso temos
Cu(C) = 3,400, Cu(€) = ]=00,—1],
sup(C) = % ECeinf(C)=-1¢C.

~ P Lo 3
LOgO, C nao tem minimo mas tem maximo M = >

(iif) N;

* Recorde a Definicao A.1.5.
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N € limitado inferiormente, sendo C,,(N) = |-, 1] e

inf(N) = 1 € N, logo N tem minimo m = 1. Todavia, N n&o é limitado

superiormente.

(iv) Q

Q nao é limitado inferiormente nem é limitado superiormente.

Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nimeros reais e 0s
pontos de uma reta Isto €, podemos associar a qualquer nimero real um (e um
s6) ponto de uma reta onde definimos, previamente, uma origem e sentido.

Designamos essa reta por reta real.

De seguida, vamos definir em R uma distancia (ou norma), que designaremos

por d.

Definicdo A.1.8. [Distancia em R]
Seja d: R? - R tal que d(x,y) = |x — y|.X
Chamamos distancia entre dois numeros x,y € R ao nimero real

d(x,y) = |x —yl.

Comecemos por recordar o conceito de médulo ou valor absoluto de um ndmero

real.

X R? representa o produto cartesiano R x R = {(x,y):x,y € R}.
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Definicao A.1.9. [Mddulo ou valor absoluto de um nimero real]
Chamamos valor absoluto ou médulo de a € R ao nimero |a| assim definido:

a,sea>0
la| =4 0,sea =0 .
—a,sea <0

Deste modo |5| = 5,10 =0, |-3| =3, |V2—-1|=vV2-1,|3—n| =7 - 3.

Repare-se que usamos o conceito de valor absoluto para definir a distancia

entre dois nimeros reais quaisquer.

Sejam a e b sdo as abcissas de dois pontos A e B da reta real. A distancia entre

A e B, denotada por d(4, B), é o comprimento do segmento [AB], ou seja,
d(A,B)=d(B,A) dado que |b — a| = |a — b|.

Assim, a distancia do ponto A a origem O da reta real é dada por

d(4,0)=|a — 0] = |a|, 0 que esta de acordo com as afirmagdes anteriores.

Propriedades A.1.10. [Igualdades e desigualdades com médulos]

Sejam x,y € R e a > 0. Verificamos que

@ —lx| < x < |xl;

(id) x| <ae —a<x<a;
(i) x| =a = x=aVx=—a;
(iv) x| >a = x<—aVx>a;
) [x| =0 x =0;

(vi) |=x| = |x];

i) eyl = Ixllyl A x| = x?;

(vii)  [x +y] < x| + [yl
(ix) lx + vl = |Ix| = |y];
®) lx —yl < |x| + |yl;
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(xi)

(xii)
(xiii)
(xiv)

(xv)

lx =yl = |Ix| = |yl];

x| =lyl ®x=yVx=-y;
x| = a © x? = a?;

x| = |yl & x* = y?;

|x| = V2.

Exercicios A.1.11. [Resolucéo de equacdes e inequagdes com modulos]

1. Utilizando as propriedades anteriores, resolva as equagoes:

|x — 2] = 6. Resposta: § = {—4, 8};
[2x + 1| = x + 2. Resposta: § = {—1,1};

x_31| = 1. Resposta: § = {_2'1}"

3

2x—
[x — 1] + |x + 6] = 13. Resposta: § = {-9,4};

LC 5
|3 —|4x — 1|| = 6. Resposta: S = {—2,5}.

2. Determine, na forma de intervalos de ndmeros reais, o conjunto de todos os

nameros que satisfazem cada desigualdade:

(i)

|x — 7] < 2. Resposta: S =]5,9[;

(i) |5x — 8] < —1. Resposta: S ={ };
(i) 1 < |x —1| < 3. Resposta: S = [-2,0[ U ]2,4];

(iv) 2x — 7 + |x — 1] = 0. Resposta: S = ]§,+oo[_

Tendo em conta o que dissemos anteriormente, podemos afirmar que a

distancia, d, definida em R satisfaz as seguintes propriedades.
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Propriedades A.1.12. [Propriedades da distancia em R]
Sejam x,y,z € R. Verificamos que

(i) d(x,y) = 0;

(ii) dlx,y) =0 = x =y;

(iii) d(x,y) = d(y,x);"

(iv) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) X

No que se segue, consideraremos que, em R, esta definida a distancia

d:R? - R tal que d(x,y) =[x — y].

Definicao A.1.13. [Vizinhanga de um ponto em R]
SejaaeRed > 0.

Chamamos intervalo aberto de centro em a e raio §, ao conjunto de nimeros

reais I5(a) definido por
Is(@) ={xeR:|x—a|<é}=]a—-8,a+6[;
e intervalo fechado de centro em a e raio §, ao conjunto de nimeros reais J5(a)
definido por
Js(@)={xeRi|x—a|l|<6}=[a—6,a+ 6]
Finalmente, dizemos que um conjunto V c R é uma vizinhanga de a se existe

6 > 0talque Is(a) S V.

Por vezes, também chamamos vizinhanca de a, ao intervalo aberto de centro

em a. Nestes casos, quando escrevemos Vs(a) estamos a referir um intervalo.

Xit Simetria.
Xl Desigualdade triangular.
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Definicdo A.1.14. [Pontos interiores, pontos exteriores e pontos fronteiros de

um conjunto]
Seja A um subconjunto ndo vaziode Re a € R.

Dizemos, por um lado, que a € um ponto interior de A se existe pelo menos uma
vizinhanga de a contida em A; por outro lado, se existe pelo menos uma
vizinhanga de a contida no conjunto complementar de A%V dizemos a é um ponto
exterior de A. Finalmente, se a ndo é ponto interior nem ponto exterior (de A)

dizemos que a € um ponto fronteiro de A.

O conjunto de todos os pontos interiores de A constitui o interior do conjunto 4,
e é designado por int(A4), o conjunto de todos os pontos exteriores o0 seu
exterior, designado por ext(A4), € o conjunto de todos os pontos fronteiros a sua

fronteira, designada por fr(4).
Note-se que R = int(4) U fr(4) U ext(4).

O conjunto 4 diz-se aberto se coincide com o seu interior e A diz-se fechado se

contem a sua fronteira.
Note-se que existem conjuntos que néo sédo abertos nem fechados.

Contudo, R e @ sdo simultaneamente abertos e fechados, sendo os Unicos

conjuntos nestas condigées.

Exemplos A.1.15. [Conjunto aberto e conjunto fechado]

1. O intervalo aberto ]3,7[ é um conjunto aberto, visto que 13,7[ = int(]3,7[); 0

intervalo fechado [3, 7] € um conjunto fechado, uma vez que

fr(3,7D) = {3,7} c [3,7]; o intervalo ]3,7] ndo é um conjunto aberto nem um

conjunto fechado.

Note-se que fr(13,7]) = fr([3,7]) = fr(3,7]) = {3,7}.

v Recorde que A¢ = {x € R:x ¢ A} é o conjunto complementar de A.
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2. A = {-1,4/11,10%} é um conjunto fechado. Além disso A = fr(A).
3. N é um conjunto fechado e N = fr(N).
4. A = [-5,0[U]—-1, 7] € um conjunto fechado, sendo fr(4) = {—5,7} c A.

5. {x ER:x > %} € um conjunto fechado;

6. O conjunto [—v2, 3[U{r} ndo é aberto nem fechado.

Definicao A.1.16. [Pontos de acumulagao e pontos isolado de um conjunto]
Seja A um subconjunto ndo vaziode R e a € R.

Dizemos que a é um ponto acumulagao de A se toda a vizinhanca de a contém,

pelo menos, um ponto de 4, distinto de a.*

Se a nao é um ponto de acumulacao (de A) dizemos que a € um ponto isolado
de A.

O conjunto de todos os pontos de acumulagéo de A chama-se conjunto derivado
de A e designa-se por A’. A reunidao de A com o seu conjunto derivado chama-

se fecho ou aderéncia de A e designa-se por 4, isto é, A = AUA'.

Exemplos A.1.17. [Conjunto derivado e fecho de um conjunto]
Se A = [—V2, 3[U{rn} entdo A’ = [-V2, 3] e 0 nimero = é um ponto isolado.

Repare-se que, embora [—\/7, 3[U{n} ndo seja nem aberto nem fechado, o seu

fecho, isto é, o conjunto 4 = AUA’ = [-V2, 3]U{r}, é fechado.

* Note-se que a pode ndo pertencer ao conjunto A.
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APENDICE Il

SUCESSOES DE NUMEROS REAIS — BREVE REVISAO

Definicao A.Il.1 [Sucessao]

Dizemos que uma sucessao de numeros reais (ou, simplesmente, sucessao

real) € uma aplicacdo u de N em R definida por u(n) para todo n € N.

E usual adotar a notacdo u,, = u(n) para todo n € N, sendo esta expressdo

designada por termo geral da sucessdo. Assim, a sequéncia infinital

(un)nEN = (ulﬁ Uy Uz, ony U1, Uy U 1) - )
representa uma sucessao de numeros reais.

Note-se que os termos da sucessao estdo ordenados, u, é 0 12 termo, u, € 0 2°
termo, u; € o 3° termo, etc. Além disso, com exceg¢do do primeiro termo u,,

qualquer outro termo u; € precedido por uy_, € seguido por Uy, 4.

Exemplos A.ll.2 [Sucessbes]

a) Seja u:N — R uma aplicagdo definida por u,, = 2 — Zn%l Dizemos que

1 1 ~ . . . ~
1,5, Te $Aa0 0s cinco primeiros termos da sucessao de termo geral

I

1
Igl
1

Up =2 =

b) Verificamos que ﬁlg%g L

" sa0 0s seis primeiros termos de uma

n-1
~ , . - 2
sucess&o de nimeros reais, (a,),ey, definida por a,, = V2 (g) .

" Por vezes escrevemos apenas (u,,) em vez de (1) ey-
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A . 1 1 . ~ . .
c) Asequéncia (1,—, 1,5, 1,5, 1, ) define uma sucessao de numeros reais

_4yn-1
de termo geral b, = EALGE i

Exemplos A.Il.3 [Progressdes aritmética e geométrica)

a) Dados os numeros reais a e r, consideramos a sequéncia
(wWnen = (@, a+r,a+2r,...,a +(k—Dr,a+kr,a+ (k+ Dr,..).
Verificamos que a diferenca entre quaisquer dois termos consecutivos,
ui,1 — Uy, € constante e igual a r.
Deste modo, dizemos que (u,),ey € UMa progressao aritmética de

primeiro termo a e razédo r, sendo o seu termo geral dado por

u,=a+mn-1r.

b) Dados os nimeros reais a e r, ndo nulos, consideramos a sequéncia

k=2 g

(uy) = (a,ar,ar?, ...,ar k=1 ark,..).
Dizemos entdo que (u,) é uma progressao geométrica de primeiro

termo a e razdo r, uma vez que a divisdo entre quaisquer dois termos

Uk+1
Uk

consecutivos, , € constante e igual a r.

Neste caso o seu termo geral é dado por

u, = ar™
Exemplo A.ll.4 [Sucessédo dos numeros fatoriais]
Consideremos a sequéncia

(1,1,2, ..., (k= DLk, (k+1),..)

onde k! representa o fatorial de k, ou seja, o produto de todos os nimeros

naturais de 1 a k, isto é,

kl=®&k-1Dk-2)..03)2)Q).
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Esta sucessao é definida pelo termo geral
a, = nli
e pode, ainda, ser representada por recorréncia

a,=1Na,=(m-1)a,_4,n = 2.

Definicao A.II.5 [Sucessdes mono6tona e estritamente monoétona]

Uma sucessao de numeros reais diz-se monétona quando é crescente ou

decrescente.

Além disso, se uma sucessao de numeros reais é estritamente crescente ou

estritamente decrescente dizemos que é estritamente monétona.ii

Deste modo,

(i) (u)nen € estritamente crescente se s6 se u, < Up,1,

para todo n € N;

(i) (u,)nen € crescente se sé se u, < u,,;, paratodon € N;

(iii) (un)nen € estritamente decrescente se sé se u, > U1,

para todo n € N;

(iv) (U, nen € decrescente se s06 se u,, = u,,q, para todo n € N.

i Recorde que, por convencgao, 0! = 1.
i Note-se que toda a sucessao estritamente mondtona é monétona.
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Exemplos A.ll.6 [Sucessdes monétona, estritamente mondtona e nao

monétona]
(i) A sucessdo (u,)ney definida por u, =n?+1 é estritamente
crescente, dado que, para todo n € N,
Uy <Upp S Uy — Uy <00 n?+1-[(n+1)?+1]<0
S -2n—1<0;
(ii) A sucesséo de termo geral v, = % € estritamente decrescente,

visto que

Uy > VUpy1 ©Vy—VUpy >0 —— 0

— >0 —>
n n+1 nn+1)

para todo n € N;

(iii) A sucessao de termo geral w, = (—1)" + 1 ndo é monotona.

(Porqué?).

Definicao A.Il.7 [Subsucessao]

Chamamos subsucesséo de (u,) a toda a restrigao de (u,) a um subconjunto

infinito S c N.

Logo se (s,) = (51,52, 53, ) Sk—1, Sk, Sk+10 ) € UMa sequéncia crescente de

ndmeros naturais entdo uma subsucessao de (u,,) é representada por

(V) = (Usy) Uy, Uggy ooy Ugy o Uspy Uy, o)

Exemplo A.ll.8 [Subsucessao dos termos de ordem impar]

. = 1-(-1)"
Consideremos a sucessao de termo geral u,, = (—), para todo n € N.

n

Dada a sequéncia

2 2
(un) = (2, 0;5, O,E, 0, )
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construimos uma nova sequéncia
2 2
) =@ 5 5D

que representa uma subsucessao de u,,. Esta é definida pelo termo geral

2

Vh = Upp-1 = n—1

para todo n €N, sendo s, =2n—1 a sequéncia crescente de nimeros
impares.

Definicao A.ll. 9 [Sucessao limitada]

Dizemos que
(i) (u)nen € limitada superiormente se existe um real M tal que
u, < M, paratodon € N;
(i) (U)nen € limitada inferiormente se existe um real m tal que
u, = m, para todo n € N;
(iii) (U neny © limitada se é limitada superiormente e limitada
inferiormente.

Exemplos A.ll.10 [Sucessoes limitada e n&o limitada]

__ 40n-5

a) A sucessédo de termo geral u,, = p— é limitada.
Repare que podemos escrever
21
Un =8 - 5n+ 2
Esta sucessado € mondtona crescente dado que
21 21 1 1
Unt1 ™ Un =8_5n+7_<8_5n+2> - 21(m_5n+7) -
105

= GntdenEn
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para todo n € N. Assim sendo, a sucessao satisfaz
5 <u, < 8,paratodon € N.

Deste modo, a sucessao é limitada.

N n-1
A sucesséo (a,)nen, definida por a,, = \/5(7) € limitada.
Trata-se de uma progressdo geométrica de primeiro termo a = V2
= V2
erazdor = —. Atendendo a que

Un+1

V2
Uppr < U, © <14:>7<1,

n

para todo n €N, podemos garantir que (a,),ey € mondtona
decrescente.
Logo

0 < u, <+2,paratodon €N,

e, consequentemente, a sucessao é limitada.

2
A sucessado definida por v, =% nao é limitada superiormente

(Porqué?). Repare que podemos escrever o termo geral na forma

Vp=n—1+—7p
" n+1

para todo n € N.

Definicao A.Il.11 [Limite de uma sucessao]

Dizemos que o numero real L é o limite da sucessao (u,) se qualquer que seja

& > 0 existe uma ordem p € N a partir da qual se verifica

nzp=lu,—Ll<c¢

Caso exista, escrevemos lim u, = L.V
n—oo

v Informalmente, isso significa que existe uma ordem a partir da qual os termos da sucessao se
podem aproximar de L tanto quanto se queira.
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Exemplos A.ll.12 [Limite de sucessdes]
a) Constatamos que 1111_)1210% = 0 umavez que
para qualquer € > 0 existe uma ordem p = EJ a partir da qual se verifica
n 2p=>|%—0| < e.
Por exemplo se escolhermos ¢ = 1073, obtemos p = 1001.V

g . 40n-5
b) Verificamos que lim ~*— = 8 uma vez que

n—oo

. : 21-2
para qualquer € > 0 existe uma ordem"' p = l . £

J a partir da qual se

&

verifica
n=p=|u —Ll < e

Por exemplo se escolhermos ¢ = 1073, obtemos p = 4201.

Definicédo A.Il.13 [Infinitésimo e infinitamente grande]
No caso particular em que, na Definigao A.Il.11, L = 0, ou seja, quando

lim u, =0,

n—-oo
chamamos infinitésimo a sucessao (u).

Quando a sucessado (u,) tende para +o (—), dizemos que (u,) é um

infinitamente grande positivo (negativo).
Afirmamos, ainda, que

i) lim u, = + oo se qualquer que seja M > 0 existe uma ordem

n—-oo

p € N a partir da qual se verifican =2 p = u, > M;
ii) lim u, = — o0 se qualquer que seja M > 0 existe uma ordem

n—-oo

p € N a partir da qual se verifican 2 p = u, < —M.

¥ Note-se que |x| = max{neN:n < x}.
vi A ordem p é determinada a partir da condigdo |u, — 8| < &, uma vez que

21 21-2¢
lu, —8|<e e —<eesSn> .
5n+2 5¢
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Definicao A.Il.14 [Sucessao convergente e sucessao divergente]
Dizemos que:

(i) (u,) é convergente com limite L € R ou, de modo equivalente, que
(u,) converge para L € R se
lim u, = L;
n—oo

(i) (up,) é divergente se ndo é convergente.

Observacao A.ll.15 [Sucessao divergente]

Podemos distinguir dois tipos de divergéncia: infinitamente grande (positivo ou
negativo) e sucessao sem limite. Neste segundo caso, dizemos que a sucessao
diverge por oscilacao.

Proposicao A.Il.16 [Alguns resultados sobre convergéncia de sucessoes]

1. Toda a sucessao convergente € limitada.

2. Toda a sucess@o monétona e limitada é convergente.

Se a sucessao (u,) € crescente mas ndo é limitada superiormente
entao (u,) € um infinitamente grande positivo.

4. Suponhamos que, a partir de determinada ordem p, os termos das
sucessoes (a,) e (b,) satisfazem a condicao a, < b,,. Se (a,) € um
infinitamente grande positivo entdo (b,) também é um infinitamente
grande positivo.

5. Principio das sucessdes enquadradas: «Se, a partir de determinada

ordem, os termos da sucessdo (u,) se encontram constantemente
enquadrados pelos termos homélogos de duas sucessoes — (v,,) € (w,,)
— convergentes para o mesmo limite L € R, entdo (u,) converge
igualmente para L».

6. Se a sucessdo (u,) converge para o numero real L entdo qualquer

subsucesséao de (u,) também converge para o0 mesmo limite.
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7. Se a sucessao (u,) tem duas subsucessdes com limites diferentes

entdo (u,) é divergente.

Proposicao A.ll.17 [Algumas regras para o calculo de limites de sucessoes]

0selr|<1
1. lim 7" ={400 se r > 1.
" lser=1

Ser < —1 entdo a sucessao (r™) nao tem limite.

L osep=gq
2 i aonP+aynP t+anP 2 +-+a,_n+ap ) Do
: nl—r}c}o bond+bynd~1+bynd=2+-+bg_sn+bg 0sep<gq
oo se p>q
3. Sek€eR,limu, =+we limv, =0 entdo
n—-oo n—-oo
n
i) lim (1 +E) =ek;
n-oo n
u
i) lim (1+2) " =e;
n—oo Un
u
ii) lim (1+25)" = ek;
n—oo Un
1
iv) lim (1 + kv,)vn = ek.
n—oo
4. lim*™ =1elim*“%=1.
a-0 «a a-0 «a
5. SekeR,a>1e limu, =+ entdo
n—oo
. . Un . (nup)* A
I) 711—{1;10 (nuk — toe 711—{{;10 un 0;
u
ii) lim > = +c0 e lim (uz) = 0.
nooo (up)k nooo akn

6. Para calcular lim %/u,, quando u, > 0, podemos utilizar o seguinte
n—-oo

facto:
«Se lim 2% = 4 entdo lim "y, = A» Vi

n—-oo Upn n—oo

Como consequéncia, obtemos lim %/u u, ...u, = lim u,.
n—oo n—oo

Vi Ver demonstracdo deste resultado na pag. 57 do “Curso de Andlise Matematica” de J. Sousa
Pinto, Universidade de Aveiro, 2010.
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7. Paracalcular lim =%, podemos utilizar o seguinte facto:

n—-oo N

«Se lim (U, — up) = A entdo lim = = A» Vi
n—oo

n—oo

A . FUgteot .
Como consequéncia, obtemos lim 22270 — iy

n—oo n n—-oo

Para calcular lim u,”» quando limu, =1 e lim v, = too, isto é,

n—-oo n—-oo n—oo
guando somos conduzidos a uma indeterminag&o do tipo 1%, podemos
utilizar o seguinte facto:

«Se lim v,(u, — 1) = k entdo lim u,’n = e*».
n—-oo n—-oo
Quando, no célculo do limite lim u,”», somos conduzidos a uma
n—-oo
indeterminagéo do tipo «°, 0° ou 1° podemos resolver o problema

considerando u,,’n = eVn!nn)

Método A.1l.18 [Principio da indugdo matematical]

O principio da indugdo matematica permite demonstrar a veracidade de uma

condicao no conjunto dos nimeros naturais, N:

p(n),n € N.

Este método consiste em:

1.

Verificar que a condi¢do se transforma numa proposi¢éo verdadeira
paran =1,
Supondo que n =k verifica a condicdo, qualquer que seja k € N,
mostrar que a condicao é verificada paran = k + 1, isto é,

p(k) = plk+1).

Nesta implicagao p(k) é designada por hip6tese de indugao e p(k + 1) por tese

de indug¢éo. Notemos que o principio da indugdo matematica também se aplica

num subconjunto infinito de N.

Vil \Ver demonstragéo deste resultado na pag. 56 do “Curso de Analise Matematica” de J. Sousa
Pinto, Universidade de Aveiro, 2010.
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Exemplos A.1l.19 [Utiliza¢&do do principio da indugado matematica])
Vamos mostrar, por indugdo matematica, que:

(i) 1424444 t——=2-——neN.
2 4 8 16 2

Em primeiro lugar, substituindo n = 1 na igualdade, verificamos que 1 = 2 —io
2

€ uma proposigao verdadeira.

Por hipétese de indugéo, suponhamos agora que

n
1 1
z 2k-1 =2- 2k—1‘

k=1

para qualquer k € N. Queremos provar que:

n+1

k-1 “ T oK

Com efeito,

n+1

1 1 1
sz ZZk S ltomitmTiooge

por hipotese
de indugao

1-

(ii) 1+x+x?+x3+-+x"1=

Considerando n = 1 obtemos uma proposigao verdadeira dado que

1= % #1.
1-x

Suponhamos, agora, que

k
noak-1 — 1—x
k=1 1—x '’

para k € N e x # 1. Queremos provar a tese de indugao:
n+
Z _1- x*
T 1-x
k=1
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De fato, obtemos

—_xk _xk _ k k1
Lhx+a?+x Hotxblpyk = gk o X000 1

1-x 1-x 1-x

por hipdtese
de indugao

(iii) 2k=1 < k!, para todo k € N.
Verificamos que 2° < 1!.
Sabendo que 2P~ < p!, para p € N, pretendemos provar que
2P < (p+ 1D
Ora
2 l<ple2<2p)eo22<(p+1),
dadoque2<p+1e(p+ 1! =(p+ 1)pl

Exercicios A.Il.20

1. Descubra

(a) o sétimo termo da sucessao (1,2,6,24,120, 720, ...).
Resposta: 5040;

(b) o oitavo termo da sucesséo (2,10,12,16,17,18,19,...).
Resposta: 200;

(c) o nono termo da sucessao
(1,11,21,1211,111221,312211,13112221,1113213211, ...).
Resposta: 31131211131321;

(d) o décimo termo da sucessao (1,1, 2,3,5,8,13,21,34, ...).
Resposta: 55;

(e) o décimo primeiro termo da sucesséao (U,D,T,Q,C,S,S,0,N,D,...).
Resposta: O;

(f) o décimo segundo termo da sucessao
(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31, ...). Resposta: 37.
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Seja §,, a soma dos n primeiros termos duma progressao aritmética de

_ (aitup)n

primeiro termo a e razao r. Prove que S,, = >

Seja S, a soma dos n primeiros termos duma progressao geométrica de
primeiro termo a e razdo r. Prove que S, = %_:n) parar # 1.
Suponha que o senhor X foi contratado para desempenhar uma
determinada tarefa, por um periodo de dois anos, com as seguintes
condicdes: salario mensal de 500€ sujeito a um aumento mensal de
50€.
(a) Quanto ganhou o senhor X ao fim dos dois anos?

Resposta: 25800 €;
(b) A partir de que més o senhor X comegou a ganhar mais de 1000€?

Resposta: 12¢.

Na sala de um restaurante as mesas individuais sdo quadradas e

permitem 4 lugares sentados. Se juntarmos duas mesas passamos a

ter 6 lugares sentados, se juntarmos trés mesas teremos 8 lugares, e

assim sucessivamente.

(a) Quantos lugares sentados obtemos quando juntamos vinte mesas?
Resposta: 42;

(b) Quantas mesas, assim juntas, sd0 necessdrias para sentar um

grupo de 103 pessoas? Resposta: 51.

Considere duas sucessoes de numeros reais (Up)ney € (Vn)nen

definidas por

12000 sen=1

w, = 12000 + 600(n — 1) ; v, = {1’05%_1 com o1

(a) Calcule v, vg € v4,. Resposta: v; = 13230, v, = 15315,4 e v,; =
19546,7;
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(b) Verifiqgue se 16320 é termo da sucessao (u,),en- Resposta: Nao;
(c) Uma empresa apresentou a um candidato dois tipos de contrato,
a iniciar em 1 de Janeiro de 2015:
Contrato A: salario mensal de 1000€ e um aumento anual de
600<€.

Contrato B: salario mensal de 1000€ e um aumento anual de 5%.

(c.1) Determine o valor total dos saldrios acumulados
(relativamente aos contratos A e B) no final dos anos a seguir
indicados: 2017 e 2020. Resposta: 13200 € e 15000 € com o
contrato A e 13200 € e 15315,4 € com o contrato B;

(c.2) Se estivesse na posicao do candidato referido que proposta

escolheria? Comente e justifique a sua deciséo.

7. Apresente um exemplo de uma sucessao limitada superiormente e ndo
limitada inferiormente, e indique outro exemplo de uma sucessao
limitada inferiormente e ndo limitada superiormente.

Resposta: a, = —(1,001)" e b, = —a,.

8. Classifique, quanto a monotonia, a sucessao (a,),cy definida por:

2
(@) a, = % Resposta: Estritamente crescente;

3
(b) a, = ’;—n Resposta: Nao é monétona;

1

= ——. Resposta: Estritamente crescente;
In(n+1)

(€) an

(d) a, = % Resposta: Estritamente decrescente.

_3+(-)?

PR Resposta: Ndo € monoétona.

(€) an
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10.

Calcule

(a) lm Resposta: 2;

Jn_
(b) lim (% + % 4+t %) Resposta: %;
(c) lirrln(\/nz+72n —n). Resposta: 1;

(d) lign[ln n? —In(n? + 1)]. Resposta: 0;

o Tk .1
(e) hrrln = . Resposta: >

. In(n+1) 4.
(f) hrrln ) . Resposta: 1;

1
(9) lim(n + 1)in@. Resposta: e;
n

(h) lim[ln(n + 1) — In(n)?], para p > 0. Resposta: 0;

2

n
1- l) . Resposta: e77;

n2

=
[

= ) . Resposta: 1;

2

n
) . Resposta: 1;

) Resposta: e7?;

2n+2
(m) lim[n~™*Y. (n + 1)"]. Resposta: 0;
n
(n) lim—22" Resposta: 1;

n n+1-In(n)’

) lim *3/n — In(n). Resposta: 1.

Considere a sucessao (a,) definida por recorréncia do seguinte modo
a1 = 6
Uiy =50 + 1,sen €N’

(a) Calcule os seis primeiros termos de (a,); Resposta: a; = 6,

_ _ 5 9 _ 17,
az—4,a3—3,a4—5,a5—zea6—?,

(b) Prove, por indugdo matematica, que a,.; = 2 + 237";
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11.

(c) Mostre que (a,) € estritamente decrescente e convergente;

(d) A sucesséao (a,) é limitada? Justifique. Resposta: 2 < u,, < 6.

. ~ !
Considere a sucessao (u,,) de termo geral u,, = :—n n € N.

(a) Prove, por inducao matematica, que n! < n™, paratodo n € N;
(b) Justifiqgue a afirmagédo: «A sucessao (u,) é limitada».
Resposta: 0 < u, < 1;
(c) Estude a monotonia de (u,). Resposta: Estritamente decrescente;

(d) Calcule lim u,. Resposta: 0.
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APENDICE IlI

BREVES NOGCOES DE TOPOLOGIA EM R?2

No estudo de fungdes definidas num subconjunto ndo vazio de R?, em particular
nos conceitos de limite, continuidade e diferenciabilidade, a importancia de

algumas nocdes topoldgicas é evidente.

Comecemos por recordar que R? = {(x,y):x,y € R} representa o conjunto de
todos os pontos do plano onde, previamente, definimos um sistema de eixos

coordenados ortogonais € monométricos de origem 0.

Deste modo, chamamos ponto P do plano R? a qualquer par ordenado (x,y),
em que 0s numeros reais x e y sdo chamados coordenadas de P e escrevemos
P =(x,y).

Além disso, — dado que a cada vetor livre (representante de uma classe de
equivaléncia de segmentos orientados de igual comprimento, dire¢éo e sentido)
podemos associar um segmento de reta orientado com origem em 0 = (0,0) e
a cada segmento de reta orientado com origem em 0 = (0,0) podemos associar

um vetor livre — estabelecemos a seguinte correspondéncia biunivoca
OPo P= (x,y).

Isto é, confundimos propositadamente pares ordenados, segmentos orientados

com origem em O = (0,0), vectores e pontos do plano.

Assim, neste manual, assumiremos que RZ2=RXR={(x,y):x,y ER} e

tomaremos como ponto de partida as seguintes definigdes.
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Definicao A.lll.1 [Igualdade de vetores em R?]

Dizemos que dois vetores de R?, u = (x4, e v = (x,,Y,), SA0 iguais se e sO
Y1 2 Y2

S€Xx; =X €Y1 =Y,

Definigao A.lll.2. [Adicdo em R?]
Sejam u = (x;,y,) € v = (x;,y,) dois vectores de R2.
Dizemos que o vetor u + v, resultado da operagao

+:R? x R? — R?
(w,v) s u+v,

€ a soma do vetor u com o vetor v, e definimos u + v = (g + x5, 91 +¥2).
por
definigao

Definicao A.lIl.3. [Multiplicagao escalar em R?]

Seja u = (x,y) um vetor de R? e « um nimero real’. Definimos multiplicagao
escalar em R? como se segue
-t Rx R? — R?
(aq,u) > a-u
Neste caso, o resultado da operagdo é, também, um vetor de R?. Mais

concretamente, o produto do vetor u pelo nimero real a é o vector
a-u au = (ax,ay).

notagdo por
definigdo

£l

" Recorde-se que, usualmente, designamos os nimeros (reais e complexos) por escalares.
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Definicao A.lll.4. [Produto interno em R?]

Sejam u = (x;,y;) e v = (x;,y,) dois vetores de R?. Dizemos que o resultado
da operagéo

():R?x R2 — R
w,v) — (U, v) = x1%, + Y1),

é o produto interno’ do vetor u pelo vetor v.

Exercicio A.llILl.5. [Propriedades do produto interno em R?]
Prove que o produto interno satisfaz as seguintes propriedades:

1. N&o-negatividade:
1.a) < u,u > > 0 para todo u € R?;
1.b) <u,u>=0seesbdseu=(00);
2. Comutatividade: < u,v > = < v,u > para quaisquer u, v € R?;
3. Distributividade: <u,v+w>=<u,v> +<uw > para quaisquer
vetores u, v,w € R?;
4. Multiplicagao escalar: < ku,v > =k < u,v > paratodo u € R? e todo o

real k.

Definicédo A.lIL.6. [Vetores ortogonais]

Dois vetores, u = (x;,y,) € v = (x,,¥,) , dizem-se ortogonais em R? se e s6 se

0 seu produto interno é nulo, isto é, se e s6 se (u,v) = 0.

i Alguns autores também utilizam a designagao “produto escalar”.
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Definicao A.lIL.7. [Comprimento euclidiano (ou norma euclidiana) em R?]

Dado u = (x,v) € R?, dizemos que o nimero real

[[ull = \/(u,u) = \/xz + y2

€ o comprimento euclidiano (ou norma euclidiana) do vetor u.

Exercicio A.lll.8. [Propriedades da norma euclidiana em R?]
Prove que a norma euclidiana satisfaz as seguintes propriedades:

1. N&o-negatividade:

1.a) ll u |l = 0 para todo u € R?;

1.b)llull=0seesbdseu=0;
2. Desigualdade triangular: llu+vI<llull +lvI para quaisquer
u,v € R?;

3. Il kull=|k| Il ull paratodo u € R? e todo o real k.

Definigao A.lIL.9. [Distancia em R?]

A distancia entre dois vetores de R?, u = (x1,¥,) € v = (x3,¥), € 0 nUmero real

dwv) =llu—vi=vy<u—v,u—v>=(x; — %)%+ (¥, — ¥1)%

Neste contexto, dizemos que
(R?%, +,-) € um espago vetorial real;
(R%, +,]I.11) é um espaco euclidiano;

(R?%, +,,d ) é um espago métrico.
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Topologiaii é o ramo da Matematica que estuda a nocdo de proximidade através
dos conceitos de vizinhancga e distancia. Tal como referimos no inicio, estes
conceitos sdo muito importantes na analise de questdes relativas a continuidade

e diferenciabilidade das fungtes definidas num subconjunto nao vazio de R?.

Generalizamos, de seguida, os conceitos de intervalo e de vizinhanga definidos
no Apéndice I.

Definicao A.lIl.10. [Bola aberta, bola fechada e vizinhanga em R?]
Dado o ponto P = (a,b) e o real § > 0, dizemos que:

a) oconjunto Bs(P) ={(x,y) € R%: (x —a)? + (y — b)? < 6%}
€ uma bola aberta de centro P e raio 6;
b) o conjunto Bs(P) = {(x,y) € R%: (x —a)? + (y — b)? < 6%}
€ uma bola fechada de centro P e raio §;
c) A qualquer subconjunto que contenha uma bola aberta de centro P

chamamos uma vizinhanga de P.V"

Prosseguimos com outros conceitos topolégicos basicos.

Definigdo A.lll.11. [Conjunto limitado em R?]

Um conjunto diz-se limitado se existir uma bola aberta que o contenha.

i Etimologicamente, a palavra “topologia” deriva do grego (topos, “lugar”, e logos, “estudo”)
v Em particular uma bola aberta de centro P é uma vizinhanga do seu centro.
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Definicdao A.lll.12. [Ponto interior, ponto exterior e ponto fronteiro de um

subconjunto de R?]
Seja S um subconjunto néo vazio de R2. Dizemos que:

1. P = (a,b) é um ponto interior do conjunto S se existe uma bola aberta
Bs(P) tal que Bs(P) c S;
2. P =(a,b) € um ponto exterior do conjunto S se existe uma bola aberta
Bs(P) tal que Bs(P) NS = @;
3. P = (a,b) é um ponto fronteiro do conjunto S se

Bs(P) NS+ @ eBs(P) NR2\S=0

para qualquer bola aberta de centro P.

Definicao A.lIl.13. [Interior, fronteira e exterior de um subconjunto de R?]

O conjunto de todos os pontos interiores de S constitui o interior do conjunto S,
e é denotado por int(S); o conjunto de todos os pontos fronteiros, designado
por fr(S), é a sua fronteira. Finalmente, o exterior de S, que denotamos por

ext(S), € o complementar da reunido int(S) U fr(S) em R? uma vez que

R? = int(S) U fr(S) U ext(S).

Definicao A.lll.14. [Conjunto aberto e conjunto fechado em R?]
Dizemos que conjunto S é aberto se coincide com o seu interior, isto €, se

S = int(S); e afirmamos que S é fechado se contém a sua fronteira, isto é, se

S=SUfr(s) .y

v O conjunto S = S U fr(S) é, usualmente designado por fecho ou aderéncia de S.
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Exemplo A.lll.15. [Semiplano aberto e semiplano fechado]

O conjunto 4 = {(x,y) € R%:x < 3} é um conjunto aberto, todavia o conjunto
B ={(x,y) € R%x < 3}

€ um conjunto fechado.

Definicao A.lll.16. [Ponto de acumulagio em R?]

Seja S um subconjunto ndo vazio de R2. Dizemos que P = (a, b) é um ponto de
acumulacéo de S se qualquer bola aberta de centro P contém pelo menos um

ponto de S distinto de P, isto é,
(Bs(P)\{PHNS+0

Caso P nao seja ponto de acumulacao de S, dizemos que P é ponto isolado de
S.

Exemplo A.llIl.17.
Seja A ={(x,y) € R%:x < 3}u {(m, 1)}
(3,1) € um ponto de acumulacao de A, embora (3,1) ¢ A.

Por sua vez, (r,1) € A mas (r, 1) ndo é um ponto de acumulagao de A.

De acordo com as definigdes anteriores podemos concluir que:

a) Se P é um ponto interior de S entdo P pertence a S;

O

Se P é um ponto exterior de S entdo P nao pertence a S;

o O

)
)
) Se P é um ponto fronteiro de S entdo P pode pertencer ou ndo a S;
) Se P é um ponto isolado de S entdo P pertence a S;

)

e) Se P é um ponto de acumulacao de S entao P pode pertencer ou ndo a

S.
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Teorema A.llIl.18. [Teorema de Bolzano-Weirstrass]

Todo o subconjunto de R2, infinito e limitado, tem pelo menos um ponto de

acumulagéo.

Estamos finalmente em condicdes de introduzir a nocao de limite de uma fungéo

de duas variaveis reais, f: Dy € R* - R.

Assim, sendo L € R e (a,b) um ponto de acumulagio de Dy, dizemos que a
fungdo f tem por limite L quando (x,y) tende para (a,b) — e escrevemos

) l)irr(1 b)f(x, y) =L — se e sO se a toda a trajetéria que conduz (x,y) a (a,b)
x,y)—a,

corresponde uma trajetoria f(x,y) a L.

Definigao A.llIIl.19. [Limite de uma fung&o definida num subconjunto de R?]
Seja f: D; € R* - R definida por (x,y) - z = f(x,y) e suponhamos que
P = (a,b) € um ponto de acumulagao do dominio D da fungao f.

Dizemos que f tem por limite o nimero real L quando (x,y) tende para (a, b), e

escrevemos X 1)irr(1 b)f(x,y) = L, se qualquer que seja § > 0 existe € > 0 de
x,y)=a,

modo que

0<J(x—a)2+@y-b2<e=|f(x,y)—L <8

Prova-se que o limite, quando existe, é unico.

Terminamos este apéndice com as definicdes de funcdo continua e fungéo

diferenciavel em R?, e ainda uma condigao suficiente para a diferenciabilidade.
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Definicao A.lll.20. [Continuidade de uma fungao definida num subconjunto de
R?]

Seja f: Dy € R* - R definida por (x,y) = z = f(x,y).

Dizemos que f é continuaem P = (a,b) se

lim f(x,¥) = f(aDb).

(x.y)—(a,b)

O dominio de continuidade de f, D, , € constituido por todos os pontos para os
quais f é continua. Assim sendo, o dominio de continuidade de f pode coincidir

com o dominio de f, D¢, ou ser um subconjunto de Dy.

Exemplo A.lll.21. [Continuidade em R?]

A fungéo f: D; = R? - R definida por f(x,y) = x + y é continua em R?,
Queremos provar que (x,yl)iir(la,b)f(x’ y) = f(a,b), para qualquer (a, b) € R?, isto
é, pretendemos mostrar que qualquer que seja § > 0 existe € > 0 tal que

0<J(x—a)?+(y—-b2<e=|x+y—(a+b)<S$.

Note-se que

Ix—al=y(x—-a)? <,/ (x—a)?+ (@ -b)?<e¢,
e, ainda, que

ly=bl =y -b?<{(x-a)?+(y-b?<e
Além disso,

x+y—(a+b)|=|x—a+y—b|<|x—a|l+|y—b| <

<2/(x—a)?+(y—b)2<2e=4.
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Consequentemente, dado § > 0, escolhemos ¢ = g, de modo que

0<\/(x—a)2+(y—b)2<£ﬁ|x+y—(a+b)|<5.

Definicao A.lll.22. [Diferenciabilidade de uma fungao definida num subconjunto
de R?]

Seja f: Dy € R? - R uma fung@o definida por z = f(x,y) e (x,,¥,) € int(D;).¥

Dizemos que f é diferenciavel no ponto (xy,¥,) € int(D;) se existirem dois

ndmeros reais, a € B, tais que

Az = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(x0,¥0) =
Af

= alAx + BAy + Ax p; (Ax, Ay) + Ay p,(Ax, Ay)

em que pi(Ax,Ay) =0, parai = 1,2.

lim
(Ax,Ay)—(0,0)

Provamos que, quando a fungdo € diferenciavel, temos f,(xy,y,) =a €
fy(xo'J’o) =p.

Note-se que quando Ay = 0, obtemos

f(xo + Ax,¥0) — f(x0,¥0)= aBx + Ax p; (Ax, 0) &

PN f(xo+Ax,y0)=f (x0,0)
Ax

=a+ pl(Axl 0)!

desde que Ax # 0. Logo

lim f(xo+Ax,y0)—f (X0,¥0)
Ax—0 Ax

= lim [a + p, (Ax, 0)].

Donde, f,(xq,v0) = a.

Vi Recorde-se que Vs(a,b) = {(x,y) € R?: (x — a)? + (y — b)? < 6%} e que dizemos que
(a,b) € int(Dy) se existir Vs(a, b) tal que Vs(a,b) c D;.
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De modo analogo, se considerarmos Ax = 0, podemos escrever

[ (x0,¥0+8y)—f (x0,¥0)
Ay

=B + p,(0,Ay), desde que Ay # 0.

Consequentemente, f,(x,,y,) = f. Assim, podemos concluir que f &
diferenciavel no ponto (x,¥,) € int(Dy) se e s6 se
Az = f(xo + Ax,yo + Ay) — f(x0,¥0) =

= fx (%0, Y0)Ax + £, (x0, o)Ay + Ax p (Ax, Ay) + Ay p,(Ax, Ay),

em que ox Al) (oo)p‘(Ax ,Ay) =0, parai=1,2.

Exemplo A.lIl.23. [Diferenciabilidade em R?]

Vejamos que a fungéo f:D; € R? - R definida por z = x? — y? é diferenciavel

no seu dominio.
Reparamos que Dy = R*. Qualquer que seja P = (xq,¥,) € R?, calculamos

f(xo +Ax, 50 +Ay) = (xo + Ax)? — o + AY)Z

isto é,
(x0)? + 2x(8x) + (Ax)? = (0)? — 2y0(AY) — (Ay)* =
= f (%0, ¥0) + 2x0(Ax) + (Ax)? — 2y, (Ay) — (Ay)*.
Dai vem
Az = f(xo + Ax,yo + AY) — f(%0,¥,) =
= 2x0(Ax) + (Ax)(Ax) — 2y, (Ay) — (Ay)(Ay),
ou seja, obtemos a = 2xg, f = —2y, €

pi(Ax,Ay) = Ax 5 p,(Ax,Ay) = — Ay.

Uma vez que

(Ax,A%I-l»(o,o) p1(Ax, Ay) = (Ax, Ay)—>(0 0) Ax =0,
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lim Ax,Ay) = - =0,
(Ax,0y)—(0,0) pa( y) = (Ax Ay) (o, 0)( Ay)

concluimos que a fungéo f é diferenciavel, sendo as derivadas parciais de f de

12 ordem em P = (x,, y,) dadas por

fixo,¥0) =2x9 A f,(x0,%0) = -2, -

Observacao A.lll.24. [Diferenciabilidade de fungdes reias]

E importante salientar que o conceito de fungéo diferenciavel num subconjunto

de R? ¢ diferente do conceito analogo definido para fungbées de uma variavel.

Sabemos que uma fungao real de variavel é diferencidvel num subconjunto A

de R se e s6 se tem derivada finita em A.

Todavia, para fungbes definidas num subconjunto de R?, ndo basta garantir a
existéncia das duas derivadas parciais. E também necessario exigir a sua

continuidade para que a fungao seja diferenciavel.

Neste sentido definimos fungéo de classe C* definida num subconjunto de R2.

Definicdo A.lIl.25. [Fungéo de classe C*definida num subconjunto aberto de R?]

Seja f:Dy € R* > R definida por (x,y) »z=f(x,y) e k€N (ou k =),
Dizemos que a fungao f é de classe C* num subconjunto aberto A de R? se f é
continua e, além disso, admite derivadas parciais continuas até a ordem k em

todos os pontos pertencentes a A.

Proposicao A.lll.26. [Condicéo suficiente para a diferenciabilidade em R?]
Seja f: Dy € R* - R definida por (x,y) = z = f(x,y).

Se a fungéo f é de classe C* num subconjunto aberto A do seu dominio entao

f é diferenciavel em A.
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APENDICE IV

EXPONENCIAL COMPLEXA

Ao longo deste curso temos considerado apenas fung¢des reais de uma ou mais

variaveis reais.

Definimos, de modo anélogo, fun¢des complexas de variavel complexa.

Assim, adotamos a notagéo

f:Dy € C — Cdefinida por z € Dy » w = f(2),

sendoz=x+iyeC,ondex = Rez e y= Imz
N—— N——

parte real parte imaginaria
de z de z

Note-se que a cada fungdo complexa estdo associadas duas fungdes reais de

duas variaveis

f(z)=ulx,y) +i v(x,y) €C.
—_— —_—
parte real parte imaginaria

de f(2) de f(2)

Exemplo A.IV.1.

Consideremos a fungéo f: Dy < C — C definida por
z€D; - f(z) =z* +3.

Verificamos que

f@=fx+iy)=(x+iy)>?+3=0&%*—-vy>+3)+i (2xy)

parte real - P
parte imaginaria

de f(z) de £(2)
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Entre as fungdes de variavel complexa destaca-se a exponencial complexa.

Definicédo A.IV.2.

A fungao exponencial (de variavel z € C), f: Dy = C - C de dominio C, é definida

por

z=x+iy € Df » e’ =e*(cosy +isiny).

No exercicio seguinte elencamos algumas das propriedades da funcao

exponencial complexa.i

Exercicio A.IV.3. [Propriedades da exponencial complexa]

Mostre que a fungé@o exponencial complexa satisfaz as seguintes propriedades:

(i) e’ =1;

(ii) e?1e?2 = gZ1t22;

(iii) e ?=1/e%

V) (e =em;

(V) e? +0;

(v
(

)

i
vi)  e? = el

paratodoz, €C,z, €C,ze Cen € Z.

" Trata-se de uma generalizagdo da fungéo exponencial definida em R, dado que se y = 0 entdo
z = x € R e, consequentemente, e? = e*.

i Qutro aspeto interessante desta exponencial prende-se com o facto de se tratar de uma fungéo
periédica de periodo 2i.

i Recorde que se z = x + iy entdo z = x — iy € o complexo conjugado de z.
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No estudo das equagdes diferencias lineares de 22 ordem com coeficientes
constantes interessa-nos obter uma relacao entre as fung¢des trigonométricas de
variavel real (a funcdo seno e a fungdo cosseno) e a fungdo exponencial

complexa.

Proposicéao A.IV.4.
As funcoes reais de variavel x € R definidas por cos(gx) e sin(qx), onde q € R,

podem ser representadas do seguinte modo

cos(gx) = %(e"(‘m +e71) e sin(gx) = %(ei(tm — emi@m),

De fato, temos

w; = e!@) = cos(gx) + i sin(gx)

e
w, = e~4) = cos(qx) — i sin(gx).
Logo
wy, +w, = 2cos(qx) e w; —w, = 2isin(gx).
Dai resulta

cos(qx) = %(ei(q") +e7U@) e sin(gx) = %(ei(qx) — e @),
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