Prética de Computagio






Nuno Manuel Clemente de Oliveira

Pratica de Computacao

» COIMBRA 2006

i€
EH
ig

g



Coordenacéo Editorial
Imprensa da Universidade de Coimbra

Concepcao Grafica
Antonio Barros

Execucao Grafica
Inova — Artes Gréficas, Porto

ISBN
972-8704-74-7

Depé6sito Legal

246754/06

© Agosto 2006, Imprensa da Universidade de Coimbra



‘A slow sort ofcountry!”’said the Queen. “Now, here, you see, it takes all the
runningyou can do, to keep in the sameplace.
Ifyou want to get somewhere else, you must run at least twice asfast as that!”

LEWS CARROLL, Through the Looking Glass (1871)
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Prefacio

stes apontamentos descrevem a matéria abordada na disciplina de Prética

de Computagdo da licenciatura em Engenharia Quimica da Faculdade de
Ciéncias e Tecnologia da Universidade de Coimbra, em particular durante o
ano lectivo de 1998/99. A sua organizacdo e énfase reflectem o conteudo
programatico estabelecido para esta disciplina, bem como o ordenamento da
formacdo nesta area pelas diferentes disciplinas do curriculo.

Com a frequéncia deste curso pretende-se que os alunos desenvolvam capa-
cidades de formulagdo e de resolucdo de alguns problemas computacionais
simples, encontrados com relativa frequéncia na actividade de Engenharia. Esta
formacdo é antecedida pela familiarizacdo com uma (ou mais) linguagens de
programacéo (tipicamente Fortran 77 ou 90) na disciplina de Introducéo aos
Computadores e Programacéo, sendo Posteriormente completada pelo estudo
da resolucdo de outros problemas, na disciplina de Métodos Numéricos. O do-
minio de alguns conceitos basicos de Algebra Linear e de Analise Matemética,
abordados nas disciplinas dos 19 e 29 anos da licenciatura, é também vital para
a correcta assimilagdo dos assuntos aqui mencionados.

Tratando-se de uma abordagem introdutéria a resolucdo de problemas numé-
ricos com o auxilio do computador, procura-se imprimir a esta formacdo uma
indole vincadamente pratica, limitando voluntariamente a extensdo teérica das
matérias tratadas, e enfatizando simultaneamente os aspectos necessarios a im-
plementacdo das técnicas ensinadas. Neste sentido, faz parte do ensino desta
disciplina um nimero consideravel de sessdes “em frente ao computador”, onde
0 caracter pratico da disciplina pode ser devidamente exercitado. A formacdo
recebida é consolidada, com vantagem, na disciplina de Métodos Numéricos,
ja na posse de uma maior sensibilidade e com bases mais sélidas relativamente
a utilizacdo dos meios de célculo. As aptidGes desenvolvidas neste grupo de
disciplinas revelam-se fundamentais, mais tarde, para a resolucdo de proble-
mas concretos em areas avancadas dos curriculos em Engenharia, em especial
nos dominios do Projecto de Processos e Produtos, € na analise e sintese de
Estratégias de Superviséo.

Este tipo de abordagem tem também reflexo na organizacdo destas notas. Sem-
pre que se justifique sdo incluidos algoritmos (em pseudo-c6digo) para os mé-

Xi
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Prefacio

todos descritos. Sdo também incluidas referéncias bibliograficas abundantes
relativas a algoritmos mais sofisticados, a resolucdo de problemas relacionados
com os descritos, ou ainda referentes & demonstracdo de resultados tedricos
adicionais considerados importantes. Um conjunto de exercicios tipicos de
ilustracio das matérias abordadas € incluido no final destas notas. E também
efectuada uma breve resenha critica dos principais grupos de ferramentas dis-
poniveis (tais como sistemas, bibliotecas numéricas, conjuntos de informacdes)
considerados Uteis a resolucdo de problemas numéricos do tipo considerado.

Estas notas estdo divididas em varios Capitulos, com a seguinte estrutura:

Capitulo 1 Séo descritas algumas das principais caracteristicas dos computado-
res, e 0 modo como estas influenciam as tarefas numéricas mais comuns.
E considerada a representacdo de quantidades numéricas, e efectuada
uma introducdo a analise de erros. Outros conceitos basicos necessa-
rios a analise dos algoritmos descritos nos Capitulos seguintes (tais como
normas vectoriais e matriciais) sdo também tratados.

Capitulo 2 Séo descritos algoritmos para a resolucdo de equacdes e de sistemas
de equacBes nao-lineares.

Capitulo 3 E abordada a resolucdo de sistemas de equacdes lineares (através
de métodos directos e iterativos), conjuntamente com a analise de erros
e 0 melhoramento iterativo da solucdo obtida.

Apéndice A E efectuada uma breve descricdo de algumas ferramentas e recur-
sos adicionais disponiveis.

Apéndice B Neste apéndice é incluido um conjunto de exercicios tipicos, que
ilustram a aplicacdo da matéria abordada.

E natural que estas notas contenham varias gralhas e omissées, e que algumas
passagens nao tenham sido descritas com toda a clareza possivel. Correcgdes e
sugestBes adicionais relativas a este manuscrito devem ser enviadas para:

Nuno Oliveira (nuno@gq.uc.pt)
Departamento de Engenharia Quimica
Universidade de Coimbra

Rua Silvio Lima — Polo 1l

3030-790 Coimbra

Portugal

Uma errata, conjuntamente com outros recursos adicionais relacionados com
este documento, incluindo os ficheiros relativos aos programas usados nos
exemplos considerados, podem ser consultados através da Internet, em
<http://www.eq.uc.pt/~nuno/pc/>.


http://www.eq.uc.pt/~nuno/pc/
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Capitulo 1

Introducao

uitas das tarefas existentes em todas as vertentes da vida comum sdo
M actualmente realizadas com o auxilio de computadores. No dominio da
Engenharia, e mais particularmente no ambito da Engenharia Quimica, estes
meios sdo frequentemente utilizados como auxiliares de calculo, em problemas
de caracter numérico, envolvendo tarefas de natureza repetitiva ou de grandes
dimensoes.

Um conjunto importante de problemas estudados ndo possui solugdes analiticas
“exactas”, mesmo depois de formulados com rigor em linguagem matematica.
As solucbes podem ndo ter sido ainda descobertas ou, em alguns casos, ter
sido demonstrada a ndo existéncia de métodos exactos para a sua determi-
nacdo; noutras situacdes, é a complexidade dos procedimentos de resolucdo
analitica rigorosa que dificulta (podendo mesmo impedir) a sua utilizacdo em
problemas reais. Nestes casos torna-se necessario o recurso a métodos aproxi-
mados, onde a qualidade da solucdo é tradicionalmente seleccionada através
de um compromisso face ao esfor¢o envolvido na sua obtencéo, traduzido por
exemplo no volume de calculos necessario ou no tempo de espera corres-
pondente. O computador revela-se um auxiliar precioso no tratamento destes
problemas, permitindo a realizacdo dos célculos necessarios para a obtencédo
de solucdes precisas.

Noutras situa¢fes, embora existam métodos de resolucdo conhecidos e aplica-
veis, a solucdo dos problemas é dificultada pelo elevado volume de dados a
tratar. Estes problemas requerem o estudo de implementa¢Ges computacionais
eficientes para a sua resolucéo.

O estudo de algoritmos (ou procedimentos detalhados) para a resolucdo de
problemas de natureza numérica faz parte do dominio da Anélise Numérica ou
dos Métodos Numéricos. A implementagdo préatica destes algoritmos requer con-
tudo a familiaridade com um conjunto adicional de conhecimentos relativos ao
funcionamento e a utilizacdo de meios de calculo, habitualmente considerados
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no ambito das Ciéncias da Computagdo. Da associacdo destes dois ramos de
conhecimento surge a disciplina aqui designada por Pratica de Computacéao,
visando a resolucdo pratica de problemas numéricos comuns no dominio da
Engenharia com o auxilio de computadores.

Antes de iniciar o estudo de métodos de resolucdo para alguns problemas de
caracter numérico é conveniente analisar as particularidades das representacoes
numéricas mais comuns, tendo em vista a avaliagdo das suas principais limita-
¢Bes. O uso de representagdes ou processos de calculo aproximados pode
originar o aparecimento de erros, que devem ser identificados e controlados
na sua propagacdo, por forma a garantir a qualidade do resultado final. Estes
assuntos, juntamente com a exposi¢do de outros conceitos elementares, sdo 0s
temas abordados neste Capitulo.

1.1 Representacdo de quantidades numeéricas

Um sistema de numeracdo de base n é caracterizado pela utilizacdo de n di-
gitos distintos. O sistema binario utiliza os digitos d2 = {0,1}; no sistema
decimal (de base 10), a que estamos acostumados, sdo usados os digitos
do={0,1,2,, 9}1

O sistema binario (de base 2) é presentemente usado, quase exclusivamente,
para representar todos os elementos de informagdo armazenados nos compu-
tadores. Esta utilizacdo generalizada deve-se sobretudo ao facto dos elemen-
tos de informacdo assim representados poderem ser facilmente codificados em
circuitos eléctricos, usando apenas dois valores distintos (ligado / desligado,
voltagem elevada / baixa). Esta facilidade é aproveitada com vantagem para
a construgdo de circuitos que efectuam milhares de milhfes de operacBes por
segundo, como 0s microprocessadores actuais. Dada a sua relativa imunidade
ao ruido, o sistema de codificacdo binario é também cada vez mais utilizado em
sistemas de comunicacdo, como por exemplo em circuitos telefonicos, discos
compactos de audio e video, e muito brevemente também em sistemas de radio
e televisdo totalmente digitais.

A quantidade elementar de informacdo que pode ser representada através de
um digito binario (elemento de d<) é designada por bit (Figura 1.1). Como 1 bit
€ uma quantidade muito pequena, é utilizado habitualmente o multiplo

1 byte (1 B) = 8 bits

INa vida comum, algumas quantidades sdo ainda medidas as duzias (base 12), quarteirdes (base
25), etc.; alguns sistemas de unidades arcaicos também usam uma base diferente da decimal (por
exemplo, 1 pé = 12 polegadas). A principal razdo apontada para a popularidade do sistema decimal
é o facto de possuirmos 10 dedos nas duas maos :).



11 Representacdo de quantidades numéricas

1bit 1 bit
_[1]ofo]1]1]1]0[1
1 byte

Figura 1.1 Organizacdo tipica de informacdo na memdria dos computadores.

e definidos os multiplos decimaiscomuns, na base decimal:

1 kilobyte (kB) = 1000 bytes 103 B
1 megabyte (MB) = 1000 kilobytes 106 B
1 gigabyte (GB) = 1000 megabytes = 109 B

Até a pouco tempo atras, estas designacdes eram também usadas para indicar
mualtiplos binarios de quantidades de informacgdo; daqui resultava, por vezes,
alguma ambiguidade nos valores representados. Para eliminar este problema
foram recentemente criadas novas designacfes para os nomes e simbolos dos
prefixos dos multiplos binarios a usar na expressdo de quantidades de informa-
¢do (Heldoorn, 2000). Assim, temos:

1 kibibyte (KiB) =1 024 bytes = 210 bytes—1024 B
1 mebibyte (MiB) =1024 kibibytes 220 bytes = 1048576 B
1 gibibyte (GiB) =1024 mebibytes 230 bytes= 1073741824 B

Alguns exemplos de quantidades de informacdo correntes, expressos nestas
unidades séo:

» Um caracter alfa-numérico (letra do alfabeto romano, digito decimal, ou
sinal de pontuacdo), expresso no standard ASCII2 ocupa geralmente 1
byte de memdria num computador3. Uma pagina A4 com bastante texto
em ASCII ocupa, em formato hinario, cerca de 2 kB de meméria. Assim, a
quantidade de informagdo expressa num livro com cerca de 500 paginas
(sem ilustracBes) caberd, teoricamente, numa disquete de 3,5", com uma

2American Standard Code for Information Interchange.

3Este standard néo considera contudo a representacdo de caracteres acentuados existentes nas
linguagens europeias, ou dos caracteres especiais das linguas orientais. Para ultrapassar esta difi-
culdade foi desenvolvido mais recentemente o standard de codificagdo Unicode (Unicode, 2003).
Este Standard adoptou uma representacdo de 2 bytes por caracter, embora seja possivel a utilizagdo
de formatos abreviados como o UTF-8, onde alguns caracteres sdo representados apenas por um
byte.
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capacidade de 1,4 MiB.

» Um disco compacto (CD) vulgar, com uma capacidade de 74 minutos de
audio, permite armazenar cerca de 650 MiB de dados. O novo formato
de discos digitais (DVD) define varios standards de armazenamento, com
capacidades préximas de 4,4 GiB de dados por camada do disco.

« As conversagdes telefonicas actuais sdo digitalizadas, por forma a tirar
partido da maior imunidade ao ruido deste formato de transmissdo, e a
simplificar o seu encaminhamento. Na Europa, a velocidade de transmis-
sdo habitual nestes sistemas é de 8 kB por segundo (64 kbit/s) por canal
de udio, na rede fixa. Nas redes moveis e na telefonia através da Inter-
net (VOIP) sdo definidos vérios standards de codificacdo de som {codecs),
usando frequentemente técnicas de compressdo de dados. Isto permite
uma redugdo tipica no fluxo de dados para cerca de metade, sem perda
de qualidade aparente.

1.1.1 Quantidades inteiras

As quantidades inteiras positivas i G N sdo representadas habitualmente num
computador usando uma notacdo semelhante a notacdo da base decimal. Isto
permite a sua conversdo para o sistema decimal, através de uma simples analo-

gia:
199810 =1 x 10% + 9 x 10 +9 x 10 + 8 x 10
10011101, =1 x 2% + 1 x 2% 1 1 x 28 1+ 1 x 2% 1+ 1 x 2% = 157,

Como se verifica:
* a base da poténcia usada coincide com a base do sistema de numeracéo.

« 0s digitos da representacdo vdo sendo multiplicados por poténcias suces-
sivamente maiores da base, a medida que estdo situados mais a esquerda
no ndmero.

As linguagens de programagdo recorrem por vezes a representagdes noutras
bases, como a octal, com d8 = {0,1,2,..., 7}, e a hexadecimal, onde d\s =
{0,1, 2,..., 9, A B,..., F}. Nesta ultima base tem-se por exemplo:

FC9:6 = 15 x 162 + 12 x 16% + 9 x 16" = 4041,

Como se pode ver, quanto maior for a base, maior serd a economia de digitos
para representar a mesma quantidade, embora a custa de um “alfabeto” mais
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25 |2
. 122
™o 6Lz
0 3 2
o L2

Figura 1.2 Exemplo de conversao decimal / binario.

extenso4.

A conversdo de nimeros no sentido oposto (decimal —binario, por exemplo)
pode ser obtida facilmente, por divisdo sucessiva do nimero original pela base
para a qual se pretende converter o nimero, retendo depois 0s restos obtidos
(por ordem inversa), como se pode observar com o exemplo da Figura 1.2.

Problema 1.1 Obtenha as representacdes de 200110 nas bases binarias e hexa-
decimal.

Esta codificagcdo carece contudo de alteragbes por forma a possibilitar a re-
presentacdo de quantidades inteiras que podem assumir valores positivos ou
negativos. As modificagdes mais usadas actualmente requerem que seja conhe-
cido o tamanho da representagdo (i.e., 0 nimero total de digitos das maiores
quantidades representaveis), sendo comum o uso dos seguintes sistemas:

» Reserva de um bit adicional para representar o sinal do nimero através
de uma convencdo simples (por exemplo, 0 —positivo, 1 —>negativo).
Neste caso ter-se-ia, por exemplo numa representacdo com tamanho de
4 bits

510 = 01012 (& = 510 — 11012

usando o bit mais a esquerda para expressar o sinal do nimero.

» Formato de complemento binario: para obter um nimero negativo nesta
representacdo escreve-se a quantidade positiva correspondente, comple-
mentam-se todos os digitos binarios5, e soma-se 1 unidade ao resultado
obtido.

Por exemplo, usando um formato de 8 bits, a quantidade —1 pode
ser obtida comecando com +1 (O000000R), complementando o0s bits

4Esta é a principal razdo para o uso da base hexadecimal em algumas linguagens préximas da
linguagem maquina dos computadores (por exemplo, nas linguagens Assembler), em vez do uso
directo da numeragéo binaria.

5l.e., substituem-se todos os digitos 0 por 1, e vice-versa.
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0 0001 10 0 — 12
+ 1 1 1 11 0 11 — =5
R T 7 S W W

Figura 1.3 Adicao algébrica no formato de complemento binario.

(111111102), e somando uma unidade ao resultado, obtendo-se final-
mente:

Esta representacdo permite a realizacdo de operacbes de adigdo e sub-
traccdo com o mesmo hardware; a subtraccdo corresponde, neste caso, a
adicdo do nimero complementado (Figura 1.3).

E importante notar que a mesma sequéncia binaria 111111112 pode ser inter-
pretada quer como 25510 (no caso da representacdo de apenas quantidades
positivas), ou como —io no caso da representacdo em complemento binario.
Mais genericamente, a utilizacdo de 8 digitos binarios permite representar os
inteiros (0 *++255) ou (—128 ...+ 127) usando cada um dos sistemas anteriores.
Devido a este facto, a interpretacdo correcta das quantidades em causa requer
0 conhecimento prévio do método usado na sua representacao.

1.1.2 NUmeros reais

Os numeros reais X E Msao representados habitualmente nos computadores
usando o formato de virgulaflutuante, em base binaria. Esta representacdo é
actualmente aceite como um compromisso eficaz entre o espaco de memoria
usado, a sua precisdo, e a velocidade de manipula¢do que esta forma permite.

Uma quantidade deste tipo, expressa na base decimal, é por exemplo:

—2.321 x 10%° = —2321000---0
~—_——

25 algarismos

Nesta representacdo, a quantidade 2,321 é designada por mantissa, sendo 25
0 expoente. Uma quantidade semelhante expressa em base bindaria sera por
exemplo —1,0012 x 211(. Esta quantidade pode ser facilmente convertida para
decimal, atendendo a que

mantissa: —1,001o=1x224+0x2"14+0x2"2+1x2"%=1,125;0
expoente: 11042 = 619
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03 x2=10,6
0,6 x 2 =82
02x2=0,4
04x2=10,8 = ‘0}810=0;01001_§£-~-2"
08x2=1.,6
0,6 x 2= 18,2

Figura 1.4 Conversao de valores fracciondrios para a base bindria.

e logo:

(1,001 x 10*19), = (=1,125 x 2%)10 = ~7210

A conversao inversa (decimal —» binaria) pode ser efectuada separando previ-
amente as partes inteira e fraccional da quantidade a converter, e juntando-as
novamente depois de convertidas. Uma vez que a conversdo de quantidades
inteiras foi j& descrita na Seccéo anterior, resta apenas ilustrar aqui a conversao
da parte fraccional de quantidades reais. Isto é conseguido através de multipli-
cagdes sucessivas da quantidade a converter (ou da sua parte fraccional) por 2,
retendo o algarismo das unidades obtido em cada passo, conforme ilustrado na
Figura 1.4. Este exemplo permite também constatar que os nimeros fraccionais
expressos numa base através de um namero finito de digitos ndo o sdo neces-
sariamente noutra base. Este facto origina erros de arredondamento, analisados
na Seccdo 1.2.

O Standard IEEE 754

Praticamente todos os computadores actuais usam o standard 1SO / IEEE 754
(IEEE, 1985), na representacdo de quantidades reais em memoria. Este standard
¢ bastante exaustivo, uniformizando ndo sé as representacBes usadas como
também o seu tratamento, inclusivamente em situacdes excepcionais. O uso
deste standard permite o desenvolvimento de programas cientificos portateis
entre diferentes sistemas (i.e., que podem ser executados, de forma fidvel, em
computadores com arquitecturas bastante diferentes)6.

6lsto ndo significa, no entanto, que um programa executado em dois sistemas que obedecem
estritamente a esta norma, terd que produzir necessariamente os mesmos resultados. Por exemplo,
com a introducdo crescente das capacidades de paralelismo nos microprocessadores actuais, a
probabilidade de os céalculos serem efectuados por ordem diferente em arquitecturas distintas,
produzindo erros de aproximacao diferentes, é cada vez maior. Este comportamento é analisado
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Precisé@o simples:

4 bytes &

slee .. i:‘inlmimi 2 m
sinal expoente 'l— mantissa
(1 bit) (8 bits) (23 bits)

virgula fraccional
z = (—1)® x 1,mm- - -my x 2(ee-e2=-127)

Precisao dupla:

8 bytes
sle e e mjmim m
) Pm— -
sinal expoente mantissa
(1bity (11 bits) (52 bits)

virgula fraccional

z=(—1)*x 1,mm: - mgy x 2(¢ee2-1023)

Figura 1.5 Formatos de representacdo no standard IEEE 754. O sinal do numero
é codificado especificando o primeiro bit igual a 0 ou 1, consoante se tratem de
quantidades positivas ou negativas. O offset no expoente (127 ou 1023) permite
representar quantidades positivas e negativas de magnitude aproximadamente
idénticas.

O standard define varias precisdes de representacdo, denominadas simples,
dupla e dupla estendida (Kahan, 1996). As duas primeiras categorias sdo as
mais usadas, correspondendo ao modelo de representacdo disponivel nos stan-
dards das linguagens Fortran 77 e 90; estas duas categorias de representacdo
encontram-se disponiveis na maioria dos sistemas actuais, mesmo noutras lin-
guagens de programacdo. O standard IEEE 754 especifica os tamanhos e a
organizacao de cada um dos tipos anteriores de dados na memoria do compu-
tador, de acordo com a informac&o contida na Figura 1.5.

Em todos estas representacdes € usado um formato de representacdo normali-
zado, com um Unico digito (ndo-nulo) a esquerda da virgula (Figura 1.6). Re-
presentacGes desnormalizadas (também designadas como subnormais), com
um digito nulo a esquerda da virgula, apenas sdo permitidas em casos ex-
cepcionais, evitando o arredondamento para zero de quantidades demasiado

no Exemplo 1.3, mais a frente.
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Figura 1.6 Representacdes alternativas da mesma quantidade no formato de
virgula flutuante.

123,4510 (base 10)
l
1111 011,0111 0011 0011 0011 03 x 2° (nao-normalizado)
l
1,1110 1101 1100 1100 1100 110, x 2° (normalizado)

(IEEE 754)

Figura 1.7 Exemplo de utilizagcdo do formato IEEE 754 em precisdo simples.
E notorio que a quantidade 123,45i0 ndo é representavel de forma exacta no
sistema binério, produzindo o padrdo infinito de digitos 00110011-es na sua
parte fraccional.

pequenas para serem representadas no formato normalizado?.

Uma vez que no formato normalizado o primeiro bit € sempre unitario, este
pode ser implicitamente assumido (e ndo representado), usando-se a posi¢do
livre para representar um algarismo adicional na mantissa. Desta forma torna-se
possivel trabalhar com quantidades com 24 digitos binarios na mantissa, em pre-
cisdo simples, e 53 digitos em precisdo dupla. A Figura 1.7 ilustra a utilizagéo
desta representacdo em precisdo simples. O programa REPIEE (Apéndice A)
permite examinar facilmente a representagdo em memdria de quantidades se-
gundo esta norma.

Para representar quantidades complexas, este standard utiliza um par de nime-
ros do tipo anterior, guardando separadamente as componentes real e imagi-
naria do nimero. Posteriormente, o standard IEEE 854, da mesma origem, veio

7A implementacdo da representacdo desnormalizada pode ser por vezes ineficiente, e efectuada
apenas por software. Isto torna a manipulacdo destas quantidades mais lenta do que o uso do
formato normalizado. Por esta razdo, alguns programas podem requerer maior tempo de execugao
com conjuntos de dados onde a geracdo de quantidades desnormalizadas seja mais frequente (por
exemplo, na resolucdo de equacdes diferenciais através de diferencas finitas). A utilizacdo destas
quantidades evita a divisdo por zero em instrugdes do tipo if (@ ~ b) then x = a/(a-b).
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permitir uma representacdo mais liberal de quantidades reais. Esta norma pos-
sibilita a utilizacdo das bases binarias ou decimal, ndo especificando a forma
exacta como os numeros sdo codificados em memdria, e caracterizando as
precisdes simples e dupla apenas em termos de gamas de precisdo possiveis
(Goldberg, 1991).

Em qualquer dos casos, 0 uso das normas anteriores tem implicagdes profundas
em termos das possibilidades de representagdo. Assim:

1 Existe um nimero de magnitude maxima (e minima) que pode ser repre-
sentado em cada um dos formatos anteriores. Este nimero pode ser ligei-
ramente diferente nos casos de quantidades positivas e negativas devido a
pequenas assimetrias da representacdo usada, embora as suas magnitudes
(o aspecto mais importante aqui) sejam sempre semelhantes.

2. Arepresentacdo da recta real passa a ser descontinua, havendo necessi-
dade de introducdo de aproximac@es (Figura 1.8). Por exemplo, com uma
precisdo de 4 casas decimais, a0 desejarmos representar a quantidade #
(um namero irracional), podemos optar pelas aproximagdes = 3,1415
e 72 = 3,1416. Qualquer destas quantidades constitui uma aproxima-
cdo de * = 3,1415927---, sendo o erro de aproximacgdo menor (embora
finito) no caso de 72

Convém também esclarecer que estes erros ndo sdo apenas cometidos
com quantidades irracionais, mas com todos 0s numeros que nao po-
dem ser representados exactamente na base escolhida. Por exemplo, a
quantidade 1/10 = 0,lio = 0,0001 1001 1001 e -2 pode ser represen-
tada exactamente na base decimal, mas ndo na base 2. A quantidade
1/3 = 0,333 e+-i0 = 0,0101 0101 «+*2 ndo pode ser representada exacta-
mente em qualquer destas bases, com um numero finito de digitos.

Ao substituirmos quantidades reais pelas aproximacgfes de virgula flutu-
ante mais proximas, de acordo com as limitagdes da representacdo usada,
estamos a cometer erros de arredondamento. Estes erros sdo cometidos
na aproximacdo de infinitas quantidades, uma vez que a recta real (um
conjunto continuo) é aproximado, neste modelo de representacdo, por
um conjunto discreto de pontos. A implementacdo de um algoritmo nu-
mérico (que pode envolver, por exemplo, 1010 operacGes elementares),
tendo por base esta representagdo inexacta (usada tanto para os dados de
entrada como para guardar os valores intermédios produzidos), devera
garantir que estes erros ndo se acumulam de forma perigosa, retirando
toda a precisdo aos resultados finais obtidos8.

8Como notado por Dowd e Severance (1998), o calculo cientifico é muitas vezes usado para
criar modelos do universo que nos rodeia, sendo irénica a utilizacdo de nameros reais simulados
nestas simulagées do mundo real.
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Valores representaveis
no formato normalizado

Quantidades
subnormais

2

LT T
+ e LS o] e 4 ST el teS L AT U e tf 3 B W

Nmin 0 "maxo Pmin 0 P max
x< x>

Figura 1.8 Aproximacédo da recta dos nlimeros reais usando aritmética de virgula
flutuante. Os pontos nesta recta correspondentes ao formato normalizado néo
estdo regularmente espacados, tendo antes uma distribuicdo semi-exponencial;
na zona subnormal o espacamento € uniforme.

Os limites das representagcdes anteriores podem ser determinados de forma
aproximada, tendo em consideracdo o espa¢o ocupado por cada um dos seus
componentes. Assim, atendendo a Figura 1.8:

Magnitude maxima: Usando um formato normalizado, o nimero de maior mag-
nitude que pode ser representado sera £1,11*1 x 21"1, ou seja apro-

ximadamente medindo o tamanho do expoente através
do seu numero de bits. No caso da representacdo IEEE 754, isto significa
que:

_ J2'28~10%  (precisao simples)
|nmin|7pmax 21024 = 10308

(precisao dupla)

Como se pode ver a magnitude maxima representavel depende sobretudo
do tamanho do expoente usado.

Precisdo: A precisdo da representacdo quantifica as distancias entre pontos vi-
zinhos na Figura 1.8. Se o arredondamento for efectuado correctamente,
0 seu erro maximo correspondera a metade desta distancia. Como o
espagamento da representagdo ndo é uniforme, é definida a quantidade
Orach (precisdo da maquina, numa dada representacdo) como a menor
quantidade que pode ser somada a unidade, e produzir, depois de cor-
rectamente arredondada, um valor distinto de 1

€mach = inf{z > 0:1+ 2z #1}

Este valor depende do tamanho da mantissa usado. Designando por n.c.b.
0 nimero de casas binarias usadas, tem-se

€ h = 2—n.c.b.
mach —

11
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ou seja:

2728 ~12x 1077 (precisio simples)
€mach = .
2752~ 22 x 10716 (precisio dupla)

Esta quantidade, tal como os limites de magnitude da precisdo escolhida, de-
sempenha um papel bastante importante na concepgdo de software cientifico
portatil. Como tal, muitas bibliotecas de métodos numéricos necessitam de co-
nhecer (ou determinam automaticamente) estes valores, para garantir que a sua
funcdo é executada adequadamente. A quantidade emech pode ser facilmente
determinada através do seguinte algoritmo:

Algoritmo 1.1 (Determinagéo da precisdo da maquina)

e=1

Enquanto (1+¢€) # 1 fazer
€=¢€/2

Fim_Enquanto

Escrever €gacn = 2¢€

Problema 1.2 Usando o algoritmo anterior; determine a quantidade emach da
sua calculadora. O quepode dizer acerca daprecisédo da representacédo usada?
(NOTA: As calculadoras ndo utilizam necessariamente o sistema binariopara a
representacdo interna de quantidades numéricas).

Problema 1.3 Preveja o resultado de execugdo do seguinte programa num sis-
tema que implemente a norma IEEE 754, em preciséo simples:

PROGRAM TESTPS

IMPLICIT NONE

REAL X, vy
X = 1.23E6
y = X + 4.56E-3

IF (x .EQ. y) THEN
PRINT *, "x = y. Estranho, nédo?"
ELSE
PRINT *, "OK"™
END IF
END

Problema 1.4 Preveja o resultado de execu¢do do seguinte programa num sis-
tema que implemente a norma IEEE 754, em precisao simples:
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PROGRAM TESTRD

IMPLICIT NONE
DOUBLE PRECISION xI, x2
REAL yl, y2

xl = 2453957.09236
yl = 2453957.09236
X2 = 2453957.09236D0
y2 = 2453957.09236D0

WRITE (*,7(2F12.3)") xI, yl

WRITE (*,”(2112.3)") x2, y2

END
Oformato das instrucdes WRITE indica que os resultados devem ser apresentados
com 3 casas decimais, sem usar uma notacéo de virgulaflutuante.

Os limites |nmin| e prmex sdo mais dificeis de determinar directamente. A aplica-
cao directa de um método semelhante ao usado no Algoritmo 1.1 produziria um
numero tdo grande cuja representacdo deixaria de ser possivel. Em vez destas
quantidades, é mais facil calcular primeiro os valores correspondentes |[nmax| e
Pmin através de um algoritmo semelhante ao anterior, detectando quando quan-
tidades muito pequenas sdo arredondadas finalmente para zero9. Estes valores
podem depois ser usados na determinacdo de pmex e |nmin|, efectuando apenas
algumas suposicdes adicionais (Cody, 1988).

Aritmética com precisao infinita e o standard IEEE754 Uma caracteristica extre-
mamente importante desta norma é a especificagdo do uso de 3 digitos binarios
adicionais na mantissa (para além dos tamanhos indicados na Figura 1.5), du-
rante a realizacdo das operagdes aritméticas previstas pelo standard. Assim, as
quantidades a processar sdo inicialmente copiadas da memoria para 0s registos
internos do processador onde sdo efectuados os calculos (estes registos neces-
sitam portanto de possuir um tamanho adequado). Quando necessario (por
exemplo, no final dos calculos) as quantidades produzidas como resultado das
operac¢Oes efectuadas sdo de novo guardadas em memoria, arredondando o seu
valor para os formatos da Figura 1.5.

Os dois primeiros digitos adicionais existentes nos registos (denominados de
guarda) séo usados de forma idéntica aos restantes digitos da mantissa previs-
tos na representacdo. Estes sdo Uteis, por exemplo, durante o alinhamento da
virgula fraccional dos operandos para as operagdes de soma e subtracgdo, evi-
tando a perda de precisdo do resultado. O 3Cdigito adicional (denominado por
“sticky bit”) assume o valor 1 sempre que um dado operando possuir digitos
ndo nulos para além das posicdes disponiveis na mantissa (Figura 1.9). Este

9Serd necessario, no entanto, lidar ainda com a possibilidade de serem geradas quantidades
representadas num formato subnormal.

13
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__ Mantissa 8 8 s | armazenivel
1, - 01 000 O 0[00O0 --- |12o0perando
- ; 0 1.1 00 1 0|010 29 operando
1 1 01 0|0 1 O0|010O0 soma c/precisao
infinita
1, -~ 1 0 1 0|0 1 1] — “stickybit”usado
1 , - 1 0 1 0| — valor final arredondado

Figura 1.9 Exemplo de utilizacdo dos digitos adicionais no standard IEEE 754.

Tabela 1.1 Regras de arredondamento no standard IEEE 754 (Dowd e Seve-
rance, 1998).

Resultado Valor Justificagéo para
da operagdo armazenado o valor guardado

1,0100 000 1,0100 Truncado com base nos digitos
de guarda

1,0100 001 1,0100 Truncado com base nos digitos
de guarda

1,0100 010 1,0100 Arredondado para baixo com
base nos digitos de guarda

1,0100 011 1,0100 Arredondado para baixo com
base nos digitos de guarda

1,0100 100 1,0100 Arredondado para baixo com
base no “sticky bit”

1,0100 101 1,0101 Arredondado para cima com
base no “sticky bit”

1,0100 110 1,0101 Arredondado para cima com
base nos digitos de guarda

1,0100 111 1,0101 Arredondado para cima com
base nos digitos de guarda

bit € consultado para desempatar as indicacfes de arredondamento fornecidas
pelos 2 digitos de guarda, de acordo com as regras indicadas na Tabela I.110.

E possivel demonstrar que os resultados obtidos pelo modelo de aritmética
IEEE 754 coincidem com os resultados equivalentes obtidos num sistema com
precisdo infinita, arredondados correctamente no final das operaces para o
tamanho da representacdo utilizada (Goldberg, 1991).

Problema 1.5 Elabore umprograma numa linguagem a sua escolhapara deter-
minar emech num computador que implemente o standard IEEE 754. Quais as

10Para efeitos de ilustracdo foram apenas considerados 5 digitos significativos nesta Tabela.
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implicacdes da utilizacéo de digitos de guarda na determinacéo desta quanti-
dade?

1.1.3 CondicOes de excepcao

O standard IEEE 754 define as condigdes de excepgdo como situagdes andma-
las, quando as operacdes especificadas geram valores especiais ou resultados
indefinidos (tal como a que acontece quando se divide uma quantidade finita
por zero), ou quando a representacdo do resultado da operagdo deixa de ser
possivel no formato utilizado. Nos sistemas actuais, estas situagfes podem ser
tratadas de duas formas distintas:

1 O programa que esta a ser executado é interrompido imediatamente, com
a indicacdo da condicdo especial que motivou a paragem.

2. O programa assinala a ocorréncia de uma condicdo excepcional, numa va-
riavel interna apropriada, prosseguindo os calculos como habitualmente.
O resultado da operacdo onde foi gerada a excepgao € substituido por
uma quantidade especial (pré-definida). Cabe, neste caso, ao utilizador,
a responsabilidade de detectar a ocorréncia destes erros, examinando as
variaveis apropriadas.

A maioria dos sistemas actuais que implementam a norma IEEE 754 possui
um comportamento (por defeito) correspondente ao segundo caso. Algumas
implementacfes permitem a escolha da estratégia a adoptar, tendo em consi-
deracdo a natureza da aplicacdo pretendida. Como a verificacdo das condigdes
de falha em cada passo acarreta habitualmente uma penalidade importante no
desempenho, é frequente a adopc¢do da seguinte estratégia:

* E usado um algoritmo rapido, mas com a possibilidade de produzir em
alguns casos resultados pouco precisos, ou gerar condi¢bes de excepcéo.
Caso estas ocorram, 0 programa prossegue a sua execucdo da forma
habitual.

 Efectua-se um teste rapido & exactiddo da solugdo obtida, verificando-se
também se foram geradas condi¢des de excepg¢do durante a sua execugao.

 Se necessario (supostamente apenas em casos raros), a tarefa numérica é
repetida, usando algoritmos mais seguros embora geralmente mais lentos.

O exemplo seguinte ilustra as consequéncias possiveis do ndo tratamento ade-
quado destas situacoes.

15
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Exemplo 1.1 (Tratamento incorrecto de condicGes de excepgao)

Séo conhecidos varios casos onde o tratamento incorrecto de condicBes de
excepcdo deu origem a consequéncias desastrosas. Dois incidentes recentes
foram:

Ariane 5 (ESA, 1996): No voo inaugural, em 4 de Junho de 1996, o foguete Ari-
ane 5, da Agéncia Espacial Europeia, explodiu apenas cerca de 40 segun-
dos depois do inicio do voo, apés um desvio violento da sua trajectoria
prevista. A analise dos dados de voo revelou que o veiculo tinha perdido
o controlo de orientacdo, apesar da redundancia dos seus sistemas.

Uma analise mais detalhada permitiu compreender que os sistemas de
orientacdo inerciais, reaproveitados do veiculo Ariane 4, tinham produ-
zido condigOes de excepcdo ao tentarem converter um dado (a velocidade
lateral do veiculo) de um formato de 64 bits (em precisdo dupla) para um
formato inteiro de 16 bits. O resultado produzido era demasiado grande,
tendo sido produzido um erro de overflow. Como o software de controlo
ndo foi concebido para lidar com estas situacGes de forma apropriada,
0 sistema de célculo parou, tendo como consequéncia a destruicdo do
veiculo e da sua carga. A parte mais curiosa deste exemplo é que a in-
formacdo gerada pelos sistemas que falharam apenas era usada antes da
descolagem. Caso estes componentes tivessem sido desligados apés o
langcamento, o acidente ndo teria ocorrido.

USS Yorktown (Hayashi, 1998): Em Setembro de 1998, um navio da marinha
de guerra norte-americana equipado com novas tecnologias de controlo,
ficou totalmente imobilizado durante varias horas em alto mar, depois
de um membro da tripulacdo ter introduzido, por engano, o valor zero
num dado de entrada. O sistema dividiu outra quantidade pelo dado
nulo introduzido, provocando um overflow e a corrup¢do de uma zona
de memoria continua. Isto causou a desactivacdo completa do sistema de
propulsdo do navio, que acabou por ter de ser rebocado para o porto.
Como é ébvio, acontecimentos deste tipo ndo abonam de forma positiva
a fiabilidade do sistema operativo usado (Windows NT).

No standard IEEE 754 séo definidas as seguintes excepces numéricas:

1 Overflow, quando uma quantidade finita se toma tdo grande que a sua
representacdo no formato em causa (também finito) se torna impossivel.

2. Underflow, quando uma quantidade se toma demasiado pequena para ser
representada (em formato normalizado), sendo consequentemente apro-
ximada por zero. A possibilidade de utilizagdo de quantidades subnor-
mals evita a existéncia de um espaco vazio significativo entre o menor
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+ Zero:

Numeros normalizados (ndo-nulos):

NUmeros desnormalizados:

+ Infinito:

NANSs:

Figura 1.10 Representacbes possiveis no formato IEEE 754. Os campos dos
expoentes com digitos todos iguais a 1sdo usados para representar quantidades
especiais.

inteiro positivo e zero, permitindo o underflow gradual para zero (Fi-
gura 1.8).

3. Divisdopor zero (dado que o seu resultado é indefinido).

4. Operacdo invalida (por exemplo, ao calcular VAT, 0/0, 0 X 00, ou na
conversdo de ndmeros de virgula flutuante para outros formatos, quando
0s seus limites sdo ultrapassados).

5. Resultado inexacto, quando a operacdo pretendida ndo pode ser calcu-
lada com a precisdo apropriada.

Na sequéncia de algumas destas ocorréncias podem ser gerados os seguintes
valores especiais:

- NaN, uma abreviatura de “Not a Number”. Esta quantidade é produzida,
por exemplo, nas opera¢6es 0/0, oo + (—e0), 0 X 00, 00/00, € V.

« +Inf (00): estas quantidades sdo produzidas, por exemplo, ao tentar-
mos calcular 1/0, ou em situacGes de overflow.

Por curiosidade, as representacBes usadas no standard IEEE 754 para estas
quantidades especiais, juntamente com as outras formas possiveis sdo apresen-
tadas na Figura 1.10.

A Tabela 1.2 descreve os valores gerados quando ocorre cada uma das con-
dicBes de excepcdo anteriores. Em geral, estes valores especiais propagam-
se através das operacgdes aritméticas seguintes (por exemplo, O -f NaN = Nan,
0+ Inf = Inf), gerando resultados consistentes.

17
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Tabela 1.2 Valores gerados quando ocorrem condi¢es de excepg¢do no Stan-
dard IEEE 754.

Excepgéo Resultado gerado

Overflow tInf

Underflow Aproximacdo por uma quantidade subnormal

Divisdo por zero tInf

Operagdo invalida  NeN

Resultado inexacto  Resultado aproximado, eventualmente tam-
bém com over ou underflow

Figura 1.11 Deteccdo dos valores especiais NaN e Inf no standard IEEE 754.

Apesar destes mecanismos estarem disponiveis actualmente na generalidade
dos microprocessadores, os standards de muitas linguagens de programacdo
(por exemplo, Fortran 77, Fortran 90/95 e ISO/ANSI C 1989-90) ainda ndo es-
pecificam mecanismos para detectar a ocorréncia destas excepgdes numéricas
(excepto quando o programa é interrompido abruptamente), sendo necessario
recorrer a solugBes especificas do compilador ou sistema operativo usadoll
Nos casos em que ndo sdo viaveis melhores solugBes, a ocorréncia de excep-
¢Bes numéricas com geracdo das quantidades especiais NaN e Inf pode ser de-
tectada através de fragmentos de codigo tais como os indicados na Figura 1.11.
O funcionamento destes testes apenas é possivel devido as particularidades da
definicdo do préprio standard12

110 segundo standard ISO/ANSI para a linguagem C (C99, oficialmente publicado em 1999) ja
inclui mecanismos detalhados para a detecgdo e tratamento destas excep¢des numéricas. Algumas
versdes recentes dos sistemas UNIX incorporam estes desenvolvimentos, acessiveis também a partir
de outras linguagens. Capacidades semelhantes foram também adicionadas a linguagem Fortran,
no seu standard 1SO/J3 de 2003.

12Por exemplo, as quantidades -f0 e —0, com representacdes distintas possiveis, devem verificar
0 primeiro teste da igualdade da Figura 1.11.
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1.1.4 Outras representacdes

Algumas linguagens de programacao permitem outras representacdes (por exem-
plo, a precisdo dupla estendida do Standard IEEE 754, ou mesmo preciséo
arbitraria, disponivel através de algumas bibliotecas especializadas, ou directa-
mente em linguagens de manipulagdo simbdlica como os sistemas Mathematica
ou Maplel3. Contudo, como estas formas ndo sdo habitualmente suportadas
pelo hardware de forma nativa, a sua manipulacdo (por software) torna-se
significativamente mais lenta. De facto, a diferenca de velocidades de proces-
samento entre quantidades manipuldveis directamente pela maquina e quanti-
dades de precisdo multipla pode facilmente atingir varias ordens de magnitude.
Este facto torna proibitivo o uso destas representacdes especiais, excepto em
situacdes que exijam uma grande precisdo nos calculos efectuados, ou em pro-
blemas de pequena dimensdo.

1.2 Erros numeéricos e sua propagacao

Pela sua natureza, e também devido a representacdo numérica usada, todos os
métodos para a resolucdo de problemas numéricos com o auxilio de compu-
tadores sdo susceptiveis de gerarem erros. Os erros cometidos podem ter uma
expressdo individual diminuta, como por exemplo no caso da necessidade de
arredondamento. No entanto, dado o elevado nimero de operagdes aritméticas
elementares efectuadasl4, torna-se necessario garantir que os erros individuais
ndo se acumulam, conduzindo a resultados finais sem qualquer significado para
0 problema que se pretendia resolver inicialmente. O estudo da estabilidade
dos métodos de célculo constitui pois um dos principais objectivos da Analise
Numérica. Para uma melhor compreensdo do fendémeno da propagacdo dos
erros, é conveniente comegar por enumerar as suas fontes, tentando simultane-
amente perceber a sua natureza. Assim, temos (Dahlquist e Bjorck, 1974):

Erros nos dados de entrada: Quando os dados usados, provenientes por exem-
plo de um processo de medicdo, estdo sujeitos a incertezas. Estes desvios
podem ter uma natureza sistematica ou ndo deterministica.

Erros de arredondamento: Estes erros sdo cometidos quando as quantidades a
manipular ndo podem ser representadas directamente na maquina, sendo

13Descritos no Apéndice A.

14As unidades aritméticas dos microprocessadores usados nos computadores pessoais actuais
utilizam uma arquitectura com diversas etapas em série, tendo também a possibilidade de execucéao
de varias operacdes em paralelo. Isto permite-lhes efectuar uma ou mais operagdes de virgula
flutuante por ciclo de relégio. Para processadores com frequéncias de relégio da ordem dos GHz,
isto pode significar centenas ou milhares de milhdes de operagdes com nimeros de virgula flutuante
por segundo.
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aproximados por representacdes com um numero finito de algarismos
fraccionais. Por exemplo, a quantidade 1/10 —O0,lio ndo pode ser re-
presentada exactamente na base 2, usando um numero finito de digitos
fraccionais, tal como o nimero 1/3 ndo pode ser representado exacta-
mente na base decimal.

Erros de truncatura: Quando a resolucdo de um problema inicial, envolvendo
um ndmero infinito de operacdes aritméticas, é aproximada pela reso-
lucdo de um outro problema, a que corresponde um numero finito de
operagdes (por exemplo, truncando a soma de uma série infinita).

Simplificacbes no modelo matematico: Quando sdo cometidas idealiza¢Bes na
modelacdo dos fendmenos fisicos que se pretendem descrever (por exem-
plo, no caso de modelos fisicos sem atrito, ou supondo tanques de mistura
onde ¢ atingida uma homogeneizacao perfeita).

Erros humanos ou do equipamento: Nesta categoria podem ser incluidos erros
de natureza bastante diversa, tais como erros de programagao (por exem-
plo ao escrever x = a x 2 em vez de x = a * 2), ou avarias do hard-
ware (equipamento fisicol5).

Infelizmente, sdo conhecidas bastantes situacdes recentes, onde erros de varias
categorias anteriores tiveram consequéncias graves importantesi6.

Exemplo 1.2 (Estimativa dos erros de natureza humana)

Relativamente & componente humana, algumas fontes apontam para as seguin-
tes estimativas relativas a presenca de erros deste tipo em software (Huckle,
1999), também conhecidos como ‘“bugs”:

» programas de qualidade média contém até 25 erros por 1000 linhas de
cadigo.

 programas de boa qualidade contém até 2 erros por 1000 linhas de co6-
digo.

« programas onde a fiabilidade é primordial (por exemplo, na industria
aeroespacial) podem conter menos de 1 erro por 10 000 linhas de codigo.

15Por vezes, podem surgir erros imprevisiveis, em equipamentos em perfeito estado de funcio-
namento. Com a crescente miniaturizacdo dos componentes, a energia necessaria para alterar o
valor guardado num registo ou numa posicdo de memoria de um computador é cada vez menor.
Este facto, conjugado com o aumento das capacidades de armazenamento, toma maior a proba-
bilidade de ocorréncia de alteragdes imprevisiveis, devido a causas como a radiagao exterior, ou
erros durante a transferéncia de valores entre subsistemas de memoéria. Por esta razdo alguns sis-
temas, onde é importante uma fiabilidade elevada, recorrem a mecanismos de paridade ou outros
esquemas para a deteccdo e correccdo destes erros.

I6Algumas compila¢des deste género podem ser encontradas em Huckle (1999) e Dershowitz
(1998).
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Esta qualidade é conseguida prolongando consideravelmente os periodos
iniciais de teste e certificacdo, e resistindo a introducdo de modificacdes
posteriores no sistema.

Usando estas estimativas é possivel efectuar as seguintes previsdes:

« A versdo inicial do sistema de gestdo de um telefone movel digital de
1- geracdo (cerca de 200 000 linhas de codigo) podera conter até 400 bugs.

« Aversdo inicial de um sistema operativo como o Windows 95 (cerca de
106 linhas de cédigo) podera conter entre 20 000 e 200 000 bugs.

Obviamente, estes nimeros devem ser considerados apenas como estimativas.
Na pratica o nimero de erros depende de um grande nimero de outros facto-
res, tais como a natureza da tarefa (e o seu “grau de dificuldade™), da experién-
cia do(s) programadores), da linguagem escolhida, da reutilizagdo de cddigo
previamente testado, bem como até do proprio compilador ou do sistema de
implementacdo da linguagem usada, e do uso de ferramentas sistematicas de
depuracdo de codigo (Apéndice A).

Exemplo 1.3 (Erros de arredondamento)

Considere-se 0 problema de determinar a soma de um conjunto de termos
consecutivos da série harmoénica:

111
ket ds + Z— (1.1)

Como é conhecido, esta série é divergente. Para n finito mas elevado, nédo é
portanto possivel aproximar a sua soma de ordem n

S=33

i=1

S| -

(1.2)

por uma quantidade finita, conhecida & priori. O programa da Figura 1.12
tenta obter este resultado para n = 107, directamente, ordenando o0s termos por
ordem crescente e decrescente do indice z17, e comparando os resultados com a
aplicacdo do método de Kahan (Goldberg, 1991) para a soma de um conjunto
de termos (ordenando também os termos por ordem crescente e decrescente).

Os calculos sdo repetidos em precisao simples e em precisdo dupla, obtendo-se
0s seguintes resultados num computador que respeita a norma IEEE 754

Termos em ordem crescente:
15.4036827 (p. simples), 16.6953114 (p. dupla)
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100

200

300

400

PROGRAM CALSUM
--- Calculo de uma soma através de varios métodos ---

IMPLICIT NONE

INTEGER i, N

PARAMETER (N=10000000)

REAL rsum, rc, ry, rt

DOUBLE PRECISION dsum, dc, dy, dt

--- Calculo directo (ordem crescente) ---
rsum = OEOQ
dsum = ODO
DO 100 i =1, N
rsum = rsum + 1EO/REAL(i)
dsum = dsum + 1DO/DBLE(i)
CONTINUE
WRITE (*, *) ’Termos em ordem crescente:’
WRITE (*, *) rsum, ’ (p. simples), ’, dsum, ’ (p. dupla)’

--- Calculo directo (ordem decrescente) ---
rsum = OEQ
dsum = ODO
DO 200 i = N, 1, -1
rsum = rsum + 1EO/REAL(i)
dsum = dsum + 1DO/DBLE(i)
CONTINUE
WRITE (*, *) ’Termos em ordem decrescente:’
WRITE (*, *) rsum, ’ (p. simples), ’, dsum, ’> (p. dupla)’

--- Férmula de Kahan (ordem crescente) ---
rsum = 1EO

dsum = 1D0O

rc = OEO

dc = 0DO

DO 300 i = 2, N

ry = 1EO/REAL(i) - rc
dy = 1DO/DBLE(i) - dc
rt = rsum + ry
dt = dsum + dy
rc = (rt-rsum) - ry
dc = (dt-dsum) - dy
rsum = rt
dsum = dt

CONTINUE

WRITE (*, *) ’Férmula de Kahan (ordem crescente):’
WRITE (*, *) rsum, ’ (p. simples), ’, dsum, ’ (p. dupla)’

--- Férmula de Kahan (ordem decrescente) ---
rsum = 1EO/REAL(N)

dsum = 1DO/DBLE(N)

rc = 0EO

dc = 0DO

DO 400 i =N-1, 1, -1

ry = 1EO/REAL(i) - rc
dy = 1DO/DBLE(i) - dc
rt = rsum + ry
dt = dsum + dy
rc = (rt-rsum) - ry
dc = (dt-dsum) - dy
rsum = rt
dsum = dt

CONTINUE

WRITE (*, *) ’Férmula de Kahan (ordem decrescente):’
WRITE (*, *) rsum, ’ (p. simples), ’, dsum, ’ (p. dupla)’
END

Introducéo

Figura 1.12 Célculo da soma de ordem n da série harménica, em Fortran 77.
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X =X +h
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Problema real

Formulag@o de modelos
matematicos e numéricos

Método de solugao

Incertezas

Implementacgéo da solugéo

‘ Solugdo I

Figura 1.13 Fontes de erro na resolugdo de problemas numéricos (Rice, 1993).
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1.2.1 Erro absoluto e relativo

Dada uma quantidade x G M e uma aproximacao desta x G M define-se 0 mio
absoluto da aproximagao como:

(1.3)

Por exemplo:

z=1/3, z=0333 = e=]|1/3-0,333|=0,000333---
z=m, =314 = e=|r-3,14|=0,001592---
z=1/3000, =0 = e=]1/3000—0|=0,000333---

Deve notar-se que:

 a quantidade e nem sempre é calculavel, uma vez que pressupde o co-
nhecimento da quantidade exacta x, nem sempre disponivel.

* se X ndo pode ser representado exactamente na maquina, e também nao
0 poderd ser, em geral.

O erro relativo é definido como

(1.4)

para x A 0. Nos exemplos anteriores, tem-se:

t=1/3, £=0333 = r~0,001

z=1/3000, =0 = rc~l1 %
Como se pode verificar, embora as aproximagdes anteriores tenham erros ab-
solutos idénticos, os erros relativos correspondentes sdo bastante diferentes.

Com base na definicdo de r, é usada também a quantidade percentagem de
erro, igual a 100r. O calculo de r é por vezes dificil, uma vez que a quantidade
exacta x aparece nesta expressdo. E no entanto possivel usar a aproximagao:

e
r=

|z

Quando x~0,a definicdo de erro relativo perde a sua utilidade, e a definicdo
de erro absoluto é mais usada. Para prevenir esta dificuldade no uso do erro re-
lativo, é por vezes utilizada em implementagfes computacionais uma definicéo
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mista;

(1.5)

Esta definigdo tem as propriedades

|z| 200 = e—r

20 = e

assumindo portanto o papel de cada uma das defini¢cdes anteriores, consoante
a magnitude da quantidade em causa.

Problema 1.7 Complete a seguinte tabela:

> 7 e P €

e 2,7183

1/13 | 0,076923
V200 | 14,142

1.2.2 Algarismos significativos e arredondamento

Como o préprio nome indica, na representacdo aproximada de uma quanti-
dade numérica, sdo designados significativos todos os algarismos que expres-
sam informacdo concreta relativamente a essa quantidade. Em termos préaticos
sdo considerados significativos todos os digitos com potencial excepg¢do do 0,
sobretudo quando este é usado a esquerda da quantidade a representar, ou
apenas para posicionar a virgula fraccional. Assim:

e Um zero a esquerda do 19 digito ndo nulo ndo é considerado algarismo
significativo. Por exemplo a quantidade 00021 possui 2 algarismos sig-
nificativos, podendo ser representada sem perda de informacgdo apenas
como 21.

» Os zeros usados a esquerda para posicionamento da virgula fraccional
também ndo sdo considerados algarismos significativos. Por exemplo
0,0271 = 2,71 x 10-2 possui apenas 3 algarismos significativos; no entanto
0,027100 = 2,7100 x 10-2 ja possui 5 algarismos significativos18.

* Quando subsistir alguma ambiguidade na caracterizacdo do nimero de
algarismos significativos de uma dada quantidade (por exemplo, 1000)
18Deve notar-se que estas quantidades apenas podem ser consideradas numericamente equiva-

lentes em contextos muito restritos, por exemplo através da sua caracterizagdo exacta (i.e., com
infinita precisdo).
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Figura 1.14 llustracdo dos conceitos de exactiddo e precisdo numéricas. A
esquerda, na recta real, x - quantidade exacta; Xi - estimativas. A direita é
efectuada uma analogia bidimensional, usando um alvo centrado em x: (a)
Exactiddo comparavel com a precisdo dos resultados, (b) Precisdo superior a
exactiddo dos mesmos.

pode recorrer-se a notagdo de virgula flutuante para suprimir esta ambi-
guidade. No caso anterior, a quantidade pode escrever-se como 1,000 x
103 no caso de pretendermos denotar 4 algarismos algarismos significati-
vos, ou 1 x 103 no caso de apenas ser usado um algarismo significativo.

A representacdo de quantidades numéricas incertas pode ser efectuada usando
os algarismos significativos disponiveis (ou um subconjunto considerado ade-
quado), caracterizando simultaneamente a incerteza do valor indicado, por
exemplo através da forma:

x =45312+0,0082 e y=27x 103+ 1 (1.6)

Esta descricdo permite individualizar (pelo menos implicitamente) as compo-
nentes de precisdo e de exactiddo do valor apresentado (Figura 1.14). Cla-
ramente 0 nimero de algarismos usado pode ser relacionado com a precisao
da representacdo usada (e com a resolucdo Ultima atingivel na caracterizagdo
de uma dada quantidade, na auséncia de outros erros), enquanto que a incer-
teza apresentada, ao fixar o raio de um intervalo que contém seguramente o
valor numérico em causa, podera servir como medida da exactiddo do valor
proposto.

Quando se toma conveniente reduzir o numero de algarismos significativos
de uma representacdo, recorre-se ao arredondamento desta quantidade. Este
processo obedece ao seguinte conjunto de regras, com vista a minimizar o erro
cometido:

* O arredondamento de uma quantidade para n algarismos significativos

27
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depende do valor do digito na posicdo n + 1 Caso esse digito seja
inferior a 5, a quantidade é truncada na posi¢do n\ se for superior a 5,
soma-se uma unidade ao digito na posi¢do n. Por exemplo:

45312 — 4,53 (3 algarismos significativos)
25362 — 2,54 (3 algarismos significativos)

» No arredondamento para n algarismos significativos, se o digito na posi-
cdo n-f 1 for igual a 5, e existirem mais algarismos significativos diferentes
de 0 a direita do digito de ordem n-hl, entdo a quantidade devera ser
arredondada somando 1 unidade ao digito na posi¢do n19. Assim:

4,25003 — 4,3 (2 algarismos significativos)

Caso o digito na posicdo n-f 1 seja igual a 5, sendo simultaneamente o
altimo digito diferente de zero, entdo a quantidade poderia ser arredon-
dada na posi¢do n tanto para cima como para baixo, com erro idéntico.
Por exemplo:

4,15 4,1 (ou 4,2)

Nesta situacdo opta-se por arredondar as quantidades terminadas em 5em
metade dos casos para cima (estatisticamente), e nas restantes vezes para
baixo. Isto pode ser conseguido, por exemplo, usando a regrapar: se 0
digito na posicdo n for par o arredondamento é efectuado para baixo, e
caso seja impar o arredondamento é efectuado para cima20. Assim:

1235 — 124 (3 algarismos significativos)
2,306 — 2,30 (3 algarismos significativos)

Exemplos adicionais de aplicacdo destes conceitos podem ser encontrados em
Lemos Ferreira (1999).

E importante notar que, para além da sua verbosidade, o processo ilustrado por
(1.6) pode conduzir, por si so, a uma escolha pouco adequada do namero de
algarismos usados. No 1" caso anterior tem-se

¢ =45312+0,0082 = =z € [4,5230;4,5394]

19De forma andloga a utilizacdo do “Sticky bit” na norma IEEE 754.

20Um outro método mais simples consiste em truncar a quantidade na posi¢cdo n se o digito na
posicao seguinte for 0, 1, 2, 3 ou 4, e adicionar uma unidade ao digito na posi¢cdo n caso o digito
da posigdo seguinte seja 5, 6, 7, 8 ou 9 As vantagens do sistema da regrapar sobre esta solugdo
sdo analisadas por Goldberg (1991).
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subsistindo dividas quando a veracidade dos algarismos (significativos) usados
a partir da 22 casa decimal (inclusive). No 29 caso fica

y=27x10+1 = ye[2709;2711]

sendo possivel inferir que a quantidade representada deveria ter sido expressa
com uma precisdo superior, uma vez que pode ser correctamente arredondada
para y = 2,71 x 103 (portanto com mais um algarismo significativo do que os
usados).

Para evitar estas dificuldades, usando simultaneamente uma nota-
¢do mais compacta, as quantidades numéricas sdo habitualmente
expressas de forma a apresentarem todos os seus algarismos signi-
ficativos correctos, com potencial excep¢do do Gltimo que, embora
correspondendo a melhor estimativa disponivel, é usualmente in-
certo.

Deste modo, as quantidades mencionadas em (1.6) poderdo ser expressas ape-
nas como:
X = 4,53 e y =271 x 103

1.2.3 Algarismos significativos e casas decimais correctos

Os conceitos anteriores de erros podem ser usados para a caracterizacdo de
algarismos significativos e casas decimais correctos numa dada aproximacao
numérica. Assim, temos:

Casas decimais correctas: Uma aproximacdo x de x tem k casas decimais cor-
rectas se |z — z| < 0,5 x 107F,

Algarismos significativos correctos: Se
|z — z|/|z] < 0,5 x 107%

entdo x é uma aproximagao de x com k algarismos significativos correc-
tos. Portanto, um algarismo significativo é correcto se o arredondamento
do nimero aproximado depois desse digito corresponder a um erro ab-
soluto inferior a 1/2 na posicdo daquele digito.

Por exemplo
|m —22/7| = 0,00126--- < 0,5 x 10~2
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e logo 22/7 = 3,14286 <+ constitui uma aproximacdo de n = 3,14159 es com
2 casas decimais correctas. Também

|w —22/7|/|7| = 4,025---x 1074 < 0,5 x 1073

e portanto a aproximagdo 22/7 possui 3 algarismos significativos correctos.
Estas defini¢Bes sdo Uteis no arredondamento dos resultados obtidos, tendo em
atencdo a precisdo dos dados de entrada, e as formas possiveis de propagacgéo
de erros durante o processo de calculo.

Férmulas alternativas que relacionam os varios tipos de erros com o nimero de
algarismos significativos e de casas decimais correctos podem ser encontradas
em Conte e de Boor (1981) e Rosa (1988).

1.2.4 Formula de Taylor

A ferramenta basica na anélise de propagacdo de erros é o desenvolvimento
em série de Taylor. Para uma fungdo F(X) univariavel tem-se, caso f(X) possua
derivadas continuas até a ordem n-hl, num intervalo [a,6

f(n)(ﬂf())

n!

f(x) = f(z0) + f'(z0)(x — m0) +--- + (¢~ z0)" + Ra(z) (1.7
para x,£0 € [a,6] O termo RW(X) é designado por restode ordemn, podendo
ser expresso de varios modos. Para as aplicacdes aqui consideradas € suficiente
usar a forma de Lagrange:

Ft(m)
Rn(:l‘) = (”—+1)'—

(z — zo)™ !, n € [min{z, o}, max{z, zo}| (1.8
Esta expressao € aplicavel a quaisquer pontos x, X0 £ [a,6], desde que a deri-
vada /~n+1H7) se encontre definida no intervalo correspondente. Rn§X) podera
ser exactamente zero para funcfes polinomiais a partir de uma determinada or-
dem. No caso de funcGes “bem comportadas” (i.e., com comportamento apro-
ximavel por funcgdes polinomiais), este termo pode também assumir magnitudes
bastante pequenas para N suficientemente elevado, passando o segundo mem-
bro da equagdo (1.7) sem o termo RNX)

f(zo) + f'(zo)(x — o) + -+ - + ——=

a constituir uma aproximacéo razoavel de (). Frequentemente, é também
usada a notagdo Rn@) = O(hnt+L), com h= X—Q, pretendendo-se evidenciar
o0 facto de que a magnitude deste termo depende da distancia entre estes dois
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pontos, elevada a poténcia apropriada2l. A férmula de Taylor com resto de
1"~ ordem

f(z) = f(zo) + f'(n)(x — x0), 7 € [min{z,z0}, max{z,zo}] 1.9)

¢ bastante utilizada, sendo este resultado também conhecido como teorema do
valor médio.

1.2.5 Fdérmula basica de propagacdo de erros

A férmula geral de propagacdo de erros pode ser deduzida com relativa faci-
lidade para o caso de uma funcdo de duas variaveis f(x,y). O método usado
pode depois ser generalizado sem dificuldade a qualquer outra funcéo envol-
vendo um nUmero arbitrario de variaveis.

Supondo que estdo disponiveis duas aproximacdes x e y para as quantidades x
ey, 0 objectivo deste exercicio consiste em verificar qual o erro correspondente
induzido em /(x, y), relativamente a f(x,y). Usando uma generalizacéo de (1.7)
para funcdes de duas variaveis, e admitindo que f(x,y) e as suas primeiras
derivadas sdo continuas, tem-se

- af (x, _ of (z, -
fey) = 1@+ L2 oog YDy
(m,n2) Y (m,m2)
com:
m € [min{z, z}, max{z, T}, e € [min{y, y}, max{y, §}|
Tendo em atencdo a desigualdade triangular
la+b| < |a| + [b] (1.10)
e a identidade
la-b] = |a| - |b| (1.11)
para a, bGM vem:
af(m, 5} !
few) ~ 10| < [LIB g - gy |G,
™ or N—— ay N——
€s €z €y

A utilizac8o desta equacao esté limitada pelo facto de, em geral, o ponto (771,772
ndo ser conhecido, e portanto as suas derivadas ndo poderem ser calculadas.

21A notagdo O(-) — “ordem de” — identifica os termos assimptoticamente dominantes numa
expressdo matematica.
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No entanto, em muitas situacGes concretas, é possivel avaliar os limites Mx, My
de variagdo das derivadas de / neste intervalo:

M, = sup |2Lmm) | af (m,m2)
n1,72 Oz oy

m € [min{z,i},max{x,:i}], 2 € [min{y.y},max{y,g}]

(1.12)

M, = sup
m,n2

Substituindo, por majoracdo, estas quantidades na equacao prévia, resulta:
ef S Mz-ex+ My ey (1.13)

Em alternativa a utilizagdo de (1.13), para x e y suficientemente préximos de x
ey, é possivel por vezes aproximar:

9f(z,9)

M, ~ ay

Neste caso, a equagdo (1.13) pode ser aproximada por

s _";"’"’”),l . _hlaf(z,y)i o3 (L.14)

oz

requerendo apenas o conhecimento das derivadas no ponto base (x,y). Esta
expressdo indica que no caso mais desfavoravel os erros cometidos na especi-
ficacdo dos valores de entrada de f(x,y) surgem, deforma aditiva, na saida.
Os erros em cada um dos termos sdo “pesados” através de uma constante de
proporcionalidade, que corresponde a derivada parcial (ou sensibilidade) da
funcdo em relacdo a essa variavel. Isto significa que quanto mais sensivel for
uma fungdo em relagdo a uma sua varidvel, maior serd a propagacao do erro
cometido na especificacdo dessa variavel para a saida.

Uma expressdo semelhante pode ser obtida para o erro relativo de /, obtendo-
se neste caso:

I—L&,‘ﬂl

T

Problema 1.8 Usando uma analise semelhante a anterior, deduza aférmula
basica de propagacao de erros relativa a determinacdo de uma quantidade es-
calar z apartir das variaveis x ey também escalares, quando estas estéo relaci-
onadas através de umafunc¢ao implicita g(x,y,z) = 0.

Problema 1.9 Considere o problema inverso na propagacao dos erros, no cal-
culo do volume de um reservatério cilindrico: Usando aformula V = 7rD2L/A,
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determine as incertezas maximas em D e L (em termos dos seus erros absolu-
tos), que permitem garantir que V é calculado com um erro relativo maximo de
0,5x 10-3. UtilizeD = 0,5meL = 1,7m, esuponha comparaveis as incertezas
absolutas na especificacdo destas 2 vanaveis.

1.2.6 Condicionamento e estabilidade

Quando se pretende avaliar a origem dos erros observados na resolugdo numeé-
rica de um dado problema, é também importante distinguir entre a sensibilidade
do préprio problema (por exemplo, face a pequenas variacdes nos dados de
entrada), e a estabilidade do algoritmo numérico usado para o resolver.

Condicionamento de problemas numéricos

O condicionamento numérico descreve a sensibilidade de um problemaface a
variagdes nos valores dos seus dados. Este conceito pode ser ilustrado através
do seguinte exemplo:

Exemplo 1.4 (Pontos de interseccdo de duas rectas)

Uma interpretacdo possivel para a resolucdo do sistema de equacdes

Ty +2x9 =2

{ I1/2+(1+6)l‘2 =45 (115)

corresponde a localizacdo do ponto de interseccdo de duas rectas, em M.

O determinante deste sistema é e, sendo facil observar que se trata de um

problema mal condicionado (i.e., extremamente sensivel a variacBes em e),

a medida que este pardmetro tende para zero (Figura 1.15). Por exemplo,

quando e varia entre 0,01 e 0,02 a localizagdo deste ponto sofre uma variacdo

de cerca de 50% no valor das suas coordenadas. O mau condicionamento deste

problema linear reflecte-se também na matriz de coeficientes correspondentes,
que se torna singular para e = Q.

E importante podermos dispor de uma medida quantitativa da condigio de
problemas numéricos, sobretudo tendo em vista o diagnostico de problemas
mal-condicionados, como o exemplo anterior. Isto pode ser conseguido equa-
cionando o problema em causa & avaliacdo de uma funcéo escalar f(x) num
ponto xo pré-determinado. Se f(x) satisfizer as condi¢Ges de aplicabilidade de
(1.7), ao considerarmos ligeiras perturbagdes no valor de entrada xq, € possivel

33



Capitulo 1 Introducao

Figura 1.15 Pontos de interseccdo das rectas (1.15), para varios valores de e.

escrever a relacdo
f(@o + Az) — f(z0) = f'()Az

usando o teorema do valor médio, com & € [min{xo,xo + Ay}, max{xo, X0 +
Ax3}]. Para Ay pequeno pode considerar-se

TCo+ ax) - TGo) ~ /'(x0)Ax (1.16)
de onde se obtém, evidenciando os termos dos erros relativos:

() = - () (&)

—

Tfo K(zo) Tz,

O factor da equacdo anterior

(1.17)

pode ser interpretado como o indice de condi¢cdo do problema correspondente
a avaliacdo de /(x), uma vez que permite quantificar a propagacdo das in-
certezas nos dados da entrada para o resultado, na auséncia de outros erros
durante o processo de calculo. Problemas mal-condicionados estdo associados
a valores elevados deste indice.

O conceito de condicionamento descreve apenas a sensibilidade da formulacéo,
ndo dependendo por isso do método de resolucdo usado. Contudo, para re-
solver um problema bem-condicionado podem ser propostos varios algoritmos
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que, embora equivalentes do ponto de vista matematico (quando as operacgdes
envolvidas sdo efectuadas com precisdo infinita), possuem diferentes graus de
estabilidade numérica, depois de implementados computacionalmente.

Problema 1.10 Usando a expressédo (1.17), avalie a condigdo do problema des-
crito no exemplo anterior emfunc¢éo de e (efectue separadamente os calculos
para cada uma das coordenadas x ey da solugéo).

Estabilidade de algoritmos

Este conceito descreve a sensibilidade dos algoritmos relativamente a acumu-
lacdo de erros ocorridos durante o processo de calculo. Consoante a sua sen-
sibilidade, os métodos numéricos podem ser classificados como estaveis ou
instaveis. Uma propriedade desejavel para a maioria dos algoritmos é a sua
estabilidade regressiva (Stewart, 1973):

Designando por /caic(x) uma implementagdo computacional para o
calculo de /(x), entdo /caic(x) é descrito como um algoritmo com
estabilidade regressiva se, para todos os argumentos X, existir um
valor *pequeno” Ax tal que:

Icaic(x) = /(X + AY)

Isto corresponde a dizer que /caic(x) correspondera sempre a solugdo exacta
(devido a igualdade na equacdo anterior) de um problema com caracteristicas
ligeiramente diferentes das pretendidas (atendendo a x + Ay).

A propriedade anterior permite estabelecer facilmente limites para o erro das
quantidades pretendidas, uma vez que

|feate() — f(@)| = |f(z + Az) — f(2)| > |f'(z)]|Az]|

usando um raciocinio semelhante a (1.16). Desta forma, se /caic(x) tiver esta-
bilidade regressiva, |Ax| na equacdo anterior terd sempre um valor pequeno.
O erro final correspondente sera também pequeno, a menos que a condicdo
do problema (relacionada, como se viu, com |/'(x)|) seja elevada. E possivel
portanto afirmar que um método dito estavel deveraproduzir sempre bons resul-
tados (com erros reduzidos), em problemas razoavelmente bem condicionados.

Devido a forma de propagacdo dos erros numéricos, métodos equivalentes do
ponto de vista tedrico podem produzir, na pratica, solugdes bastante diferentes,
como ilustra 0 exemplo seguinte.
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Exemplo 1.5 (Raizes de polindmios de segundo grau)

As operacGes de subtraccdo de quantidades de magnitude quase idénticas
constituem uma fonte especial de erros, devido a perda de precisdo envol-
vida. Por exemplo, numa calculadora com 7 digitos, ao subtrairmos 1,000007 —
1,000002 obtemos o resultado de 5 x 10“5. Deve ser notado que embora 0s
valores iniciais possuam 7 digitos significativos, o resultado s6 possui um Unico
digito significativo! Sempre que possivel, estas ocorréncias devem ser evitadas,
devido a perda de precisdo envolvida. Muitas vezes é possivel rearranjar o
método de calculo por forma a evitar estas situacdes.

Um exemplo pratico deste comportamento ocorre na formula resolvente para
equacdes polinomiais de 2" ordem. Se ax2+ bx+ ¢ = 0 for a equacdo a resolver
(com ¢ @ 0), a formula usada para determinar as solucdes tem a forma habitual:

—b+ Vb2 — 4ac
Tle= 5 (1.18)

No entanto, se b2 for muito superior em magnitude a 4ac, Vb? — 4ac ~ |b] € a
férmula anterior fica, num dos casos

-b+b
2a

~

Ty =

com a consequente perda de precisdo. Torna-se preferivel neste caso determi-
nar primeiro uma raiz usando

—b— Vb2 — 4ac
_'(:l = —-——---
2a
no caso de b ser positivo, ou
—b+ Vb2 — dac
_7,'2 = e————
2a

se b < 0. A determinagdo da raiz restante pode ser efectuada reconhecendo
que c/a —xi#2, de onde resulta:
C C
Tyg = — ou T = —
ary ars
Este método alternativo pode classificar-se como mais estavel que a férmula
cléssica (1.18).

Problema 1.11 Determine as raizes de uma equacao de 29 grau, com a — 1,
b= 100, e c = 2 usando cada um dos métodos antenores. Compare a exactiddo
das solucbes obtidas, substituindo os seus valores na equagéo onginal.
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Problema 1.12 Efectue a analise da propagacéo de erros naformula resolvente
de equacbes de segunda ordem, para ambos os casos, coma = 1, b = 100 e
¢ —2. A sensibilidade é idéntica para todos os coeficientes?

1.2.7 Exemplo de aplicacdo: aproximacgao de derivadas

Uma tarefa frequente em problemas de engenharia consiste na aproximacao de
derivadas de fungbes. Em muitos casos as func¢bes cujas derivadas se tornam ne-
cessérias sdo complexas, envolvendo célculos complicados ou morosos. Neste
casos é possivel o recurso a sistemas de diferenciacdo automética, ou ainda
a aproximagdo das derivadas, sobretudo em situagBes que requeiram apenas
uma estimativa da mesma, como é o caso de muitos problemas de solucdo de
equacdes ou de optimizacao.

Usando a defini¢do, a derivada de uma funcdo escalar f(x) em x = a pode,
por exemplo, ser aproximada por uma diferenca finita progressiva:

fla+h)— f(a)

f'(a) = S22

(1.19)
Para |ft| arbitrariamente pequeno, o erro cometido serd, em principio, diminuto,
uma vez que esta expressdo coincide com a prépria definicdo de derivada. No
entanto, isto s6 é rigorosamente verdade quando é usada aritmética de preci-
sdo infinita. Em aritmética finita, se a perturbacdo h for demasiado pequena,
corre-se 0 risco de termos \f(a -f h) —f(a)\ < emachis(ay|. Obtendo-se neste
caso /' (a) = 0, para qualquer fungdo /. Mesmo que esta situacdo ndo se verifi-
que, podemos incorrer facilmente em dificuldades semelhantes as descritas no
Exemplo 1.5, ao subtrairmos duas quantidades de magnitudes semelhantes.

Por outro lado, quanto maior for |ffj mais grosseira sera a aproximagéo (1.19).
Coloca-se portanto a questdo de saber se existe um incremento h* éptimo a ser
usado em expressdes deste tipo, atendendo a estes dois factores.

Toma-se necessario reconhecer que na pratica é impossivel garantir que o valor
exacto de f(a) seja obtido no decurso do processo de célculo. Mesmo que isso
aconteca, ndo é possivel garantir que este valor seja exactamente representavel
na maquina usada. Assim, em vez desta quantidade exacta, poderemos estar a
trabalhar com uma quantidade préxima fcic(a), relacionada com a quantidade
anterior através de:

fac(a) = f(a) X ea = f(a)(1 £ 7a) (1.20)

Nesta expressdo, ea representa o0 erro absoluto na determinacdo de f(a) erao
respectivo erro relativo, calculado de acordo com (1.4). O termo ra depende
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fundamentalmente da natureza de /(#). Para func¢Bes simples, este pode ser
associado sobretudo a propagacdo dos erros de arredondamento cometidos no
célculo dos vérios termos de f(x), sendo consequentemente diminuto. Um
limite inferior para esta quantidade é o erro méaximo de arredondamento enech,
caracteristico da precisdo usada, independente portanto do ponto X = a em
que é avaliado. No entanto, para fungdes f(x) mais complexas (envolvendo
nomeadamente a aplicacdo de outros métodos numéricos) este termo pode ser
consideravel, dependendo por exemplo das tolerancias impostas nas diferentes
etapas do célculo de f(x).

O erro correspondente a aproximacdo de f'(a) por (1.19) representa um erro
de truncatura, uma vez que esta expressdo pode ser obtida a partir de uma
série de Taylor truncada ap6s o termo de 1~ ordem. O erro correspondente
pode ser estimado a partir de

fla+h) = f(a) + f'(a)h + @h? (1.21)

onde n G [a,a + h] (supondo h positivo). De (1.21) vem

fla)= Lot =S@) _Ap
——

em que et representa o erro de truncatura de (1.19).

Ao implementarmos a aproximagdo (1.19) num computador, estamos de facto
a lidar com a quantidade

Jac(@a+h) — fac(a)  fla+h)+te,— fla)te,

h h
fla+h) — f(a) N 2€q
h h

supondo que h é escolhido de forma a poder ser representavel exactamente no
computador (recordando as consideragdes da Seccdo 1.1.2). Com este objectivo
é comum encontrar fragmentos de cédigo semelhantes a

xh = x +h
h =xh - x

na aproximacdo de derivadas, embora este tipo de solugbes nem sempre pro-
duza os resultados desejados (Press et al., 1992). Deste modo fica

f'(a) = f—(‘ﬁw ig;_ - gf”(n) (1.22)
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onde Er{h) designa o erro total da aproximagdo (1.19). O objectivo restante
deste exercicio consiste na escolha de um valor dptimo de h que minimize o
valor absoluto deste erro.

Quando h — 0, o termo 2ea/h cresce bastante em magnitude. Quando
[ff —o00, 0 termo hfn(rj)/2 toma-se em geral dominante. Para isto é apenas
necessario admitir que f n{rj) ®o. e que |//,(*7) ndo decresce mais rapidamente
do que VUft2, com o aumento da amplitude do intervalo2. O comportamento
observado neste caso é exemplificado na Figura 1.16. Devera portanto existir
um valor intermédio de ft, denominado ft*, que minimize Et- Este valor é
obtido calculando o seu ponto de estacionaridade, onde a primeira derivada
desta fungcdo em ordem a ft se anula. Assim, considerando a soma dos valores
absolutos dos dois termos23:

. Qea |}l| 7 dET
min Ex n = TR T =0
|k| Ihl 2 If ( )| dlh] [h|*

Para simplificar a derivada da expressdo anterior, é conveniente supor que a
magnitude da 2" derivada ndo se altera significativamente com o tamanho do
intervalo escolhido, e portanto com o ponto n onde é calculada. Neste caso, a
estimativa de [ft* vem:

2ea _If"(0)l _ o [(tea
TRtz T0 2 sy (123

No ponto [ft]*, a 2* derivada de Ex(h) é positiva, confirmando tratar-se de um
minimo da funcéo.

Em muitas situacGes, a quantidade f n(rj) € dificil de avaliar, dado tratar-se de
uma 2? derivada, e o problema em causa ser estimar a 1? derivada. Vaérias
solucBes podem ser adoptadas para tornar o resultado anterior directamente
utilizavel:

* No caso de funcdes ‘bem comportadas”, e na auséncia de informacéao
adicional sobre a 2" derivada, é possivel admitir magnitudes semelhantes

|F* ()] == | £(a)] (1.24)

no intervalo x G [a a -f f{]24. Neste caso, devido a (1.20), a equacéo

22Estas condigdes sdo pouco restritivas, sendo verificadas num conjunto muito vasto de situacdes
de natureza pratica.

23Por conveniéncia é usado o valor de |ftj em vez de ft, permitindo que esta expressdo seja
também valida para h < 0. Neste caso ter-se-ia n £ [a+ ft,a].

24Uma forma simples de procurar atingir este comportamento, embora sem garantias formais, é
normalizar previamente f(x), de modo a que tanto os valores de X como de / sejam préximos
da unidade, no dominio do problema.
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> h

Figura 1.16 Comportamento tipico de E7 em (1.22).

anterior pode ser simplificada para:

(1.25)

Este resultado indica que para um erro minimo na estimativa da derivada,
a amplitude da perturbacio em (1.19) deve abranger cerca de metade dos
algansmos significativos de /(a), sendo a precisdo da estimativa obtida
da mesma ordem de magnitude deste valor. No caso mais favoravel cor-
respondente ao modelo de representacdo IEEE 754, quando ra ~ emech
(i.e., 0 erro maximo no célculo de f(x) € semelhante ao erro de arredon-
damento da propria representacdo), a expressdo anterior aponta como
valores indicados para o tamanho da perturbacdo:

Deve ser realcado que os valores obtidos dizem apenas respeito a esti-
mativas da 1" derivada calculadas através de (1.19), quando a aproxima-
cdo (1.24) for razodvel. Se for usada outra expressdo para aproximar a
I~ derivada, a deducdo anterior deve ser repetida, podendo conduzir a
valores de \n\* significativamente diferentes.

* Se a aproximacdo (1.24) ndo puder ser efectuada, entdo a equacdo (1.23)
pode ser escrita na forma

h|* ~ 2z/a
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onde xc = y/|/(a)//"(17)|, com as mesmas unidades fisicas que a, re-
presenta um “comprimento caracteristico” ou uma “escala de curvatura
caracteristica” da funcdo f(x) (Press et al., 1992). Este facto justifica a
sugestdo, encontrada por vezes, de escolher h* ~ dy/r” para valor da am-
plitude da perturbacdo, na auséncia de outra informacdo sobre f(x). Em
termos préaticos, esta abordagem pode ser implementada estabelecendo
(Kelley, 2003):

h” =n

Nesta expressdo, o operador sig assume os valores +1 ou —1 consoante
o sinal algébrico de a, sendo este definido a partir de:

: z/lz|, =#0
sig(z) = ; Al

(1.26)

A sua inclusdo na equacdo anterior permite que sejam considerados va-
lores superiores em magnitude (i.e., mais negativos) para x + h, com
argumentos x < 0, o que faz parte da definicdo de diferencas finitas
progressivas2. O operador max em (1.26) é usado neste caso com um
objectivo semelhante a abordagem anterior: perturbar, na maioria dos ca-
so0s, cerca de metade dos algarismos significativos de f(x) no numerador
de (1.19), com vista a obter a maxima precisdo na estimativa efectuada.
No entanto, isto apenas ocorrera se xc —\d\, 0 que ndo é garantido na
generalidade dos casos.

» Finalmente é possivel adoptar procedimentos sistematicos de estimativa
da amplitude 6ptima da perturbacdo, tentando quantificar directamente
0 erro total da aproximagdo (1.19). Isto requer geralmente o calculo de
f(x) em mais pontos na vizinhanca de x = a. Abordagens deste tipo
podem ser encontradas em Gill et al. (1981, Seccdo 8.6.2; 1983); Press et
al. (1992); Herstine (1998).

Problema 1.13 Considere a aproximagdo numérica da 1Qderivada do poliné-
mio f(x) = x5—x —500, noponto x = 3. A Figura 1.17 representa o erro
relativo r obtido na aproximacdo de f'(x) pela aplicagdo de (1.19), supondo
que os valores de f(x) sdo obtidos com 5 algarismos significativos, e que os
restantes calculos sdo efectuados com precisdao dupla, de acordo com a nonna
IEEE 754. Com base nesta informagdo, compare as estimativas correspondentes
a este caso:

1 Para os valores de h* produzidos pelos diferentes métodos considerados
5A influéncia da sua presenca em (1.26) é portanto diminuta; a andlise anterior permanece valida

se 0 operador sig ndo fosse usado, embora neste caso, tecnicamente, pudessem estar a ser usadas
diferencas finitas regressivas para alguns valores de X.
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0.025

0.02

X 0.015}

0.005

0 0.005 0.01 0.015 0.02
h

Figura 1.17 Erro relativo na aproximacdo da primeira derivada, no Pro-
blema 1.13. A curva representada a cheio foi obtida por amostragem desta
guantidade para valores discretos de h, o que explica a sua natureza fortemente
oscilatoria. As curvas a tracejado representam duas possiveis envolventes para
os valores méximo e minimo deste erro.

anteriormente.

2. Para o erro total minimo de aproximacdo de f\x) através de (1.19).
Quantos algarismos significativospodem ser esperados neste valor, no caso
maisfavoravel?

NOTA: Detalhes adicionais relativos a minimizagao de erros numéricos na ma-
nipulacdo defungdespolinomiais sdo considerados na Secgdo 2.11.3.

Neste exemplo de aplicacdo, foi apenas usado um valor adicional da funcdo
para aproximar a sua derivada. Quando diversos valores de f(x) estdo dispo-
niveis na vizinhanca de x = a ou quando o calculo de f(x) ndo é moroso,
encontram-se disponiveis outros métodos, mais precisos, para aproximar as de-
rivadas desta funcdo (usando, por exemplo, outros tipos de diferengas finitas).

Problemas semelhantes

Dificuldades semelhantes as analisadas nesta Sec¢do pode ocorrer também no
calculo da soma de séries convergentes. Por exemplo, na auséncia de bibliote-
cas que implementem funcdes especiais, a série de Taylor (1.7) pode ser usada
para aproximar fungdes transcendentes, como as fungdes exp(x) ou sin(x). No
entanto, para além de eventuais erros de cancelamento, que podem ocorrer
na soma de termos de magnitudes semelhantes mas de sinais opostos (como
considerado no Exemplo 1.5), a precisdo desta metodologia pode ser limitada
pela acumulagéo de erros de arredondamento.
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Quando sdo considerados poucos termos na soma da série, o erro total da
aproximagdo é dominado pelo erro de truncatura cometido. A inclusdo de
mais termos na soma pode no entanto conduzir & acumulacdo de erros de
arredondamento, ndo se tomando o resultado necessariamente mais preciso
a medida que sdo adicionados novos termos. Estas observagdes conduzem
nalguns casos a existéncia de um nimero “Optimo” de termos que devem ser
usados na aproximacdo destas séries (Rice, 1993; Overton, 2001), a semelhanca
da escolha do incremento h no exemplo anterior.

Problema 1.14 Considere novamente a série harménica, analisada no Exem-
plo 1.3 Admita neste exemplo ignorar que esta série é divergente, i.e.

n
. 1
lim E - =0C
n—oo 4 1
=1

e experimente escrever um programa, numa linguagem a sua escolha que im-
plemente o standard IEEE 754, para calcular a soma desta série. Utilize como
critério de paragem o teste da soma nao ser alterada pela adicdo de novos ter-
mos, somando os termospor ordem crescente do indice i (ignorandoportanto os
problemas deprecisdo deste método, analisados no Exemplo 1.3).

Para tomar a analise mais simples, implemente todos os calculos em precisdao
simples. Acha que a execuc¢do deste programa vai terminar num intervalo de
tempofinito? Se terminar sem overflow, que relacdo existira entre o valor cal-
culado para a soma e oprimeiro termo desprezado?

1.3 Normas vectoriais e matriciais

A anélise do comportamento dos métodos numéricos estudados nos Capitulos
seguintes requer a definicdo do conceito de normas de vectores e matrizes,
brevemente abordado nesta Seccéo.

1.3.1 Normas vectoriais

No espaco vectorial Vh, uma norma € qualquer funcdo / : Rn —R que verifica
as seguintes condicdes:

1 f(x) >0, MxeRngO.

2 f(x) =0 <sx=0.

3. f(ax) =]a|/(x), VaeR, VxeRn.

4 f(x +y) <f(x) +/(y), VXY e Rn (desigualdade triangular).
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O significado fisico de uma norma f(x) coincide pois com o tamanho ou com-
pnmento do vector x. As infinitas normas que se podem definir, respeitando
as condigOes anteriores, correspondem aos varios “sistemas de medida” pos-
siveis desse tamanho. A desigualdade triangular (propriedade 4) é idéntica a
propriedade escalar usada em (1.10).

A norma mais comum é a norma Euclidiana:

llzll2 =

Esta norma é um caso particular da familia de normas-p:

n 1/p
lzll, = (Zw)
=1

Como casos especiais nesta familia temos:

Um vector unitério relativamente a norma | -|| possui ||x|| = 1. Na Figura 1.18
sdo ilustrados os contornos delimitados pelas extremidades de todos os vectores
unitarios em varias normas-p no espago R2.

1.3.2 Normas matriciais

As normas matriciais podem ser definidas por analogia s normas vectoriais. E
no entanto preferivel introduzir as normas matriciais induzidas ou subordina-
das através da definicdo

para qualquer norma vectorial ||-|]. Neste caso, a matriz A E Rmxn pode
ser vista como um operador linear, cuja aplicacdo através de y = Ax produz
valores y E Rm a partir de quantidades x E Rn. De acordo com a defini¢do
anterior, a norma de A corresponderd a norma maxima dos valores possiveis
de saida y, quando este operador é aplicado a vectores x unitarios.
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X2 lxl
1
o 0.5
Il =1
2
X
0.5 1
X X2
1 1
0.5 0.5
|lx||3=l |bd|~=|
x
0.5 il 1 0.5 0.5 g7
-0.5
-1 =1

Figura 1.18 Contornos delimitados por vectores com normas ||x||p unitarias em
R2.

Este conceito esta ilustrado na Figura 1.19, para a matriz

o [; ;] (1.27)

através da delimitacdo dos contornos das extremidades dos vectores y = Ax
obtidos usando vectores x unitarios, para varias casos da familia de normas-p.
Os vectores originais x que permitem determinar WA\P estdo também individu-
alizados em cada caso. Neste exemplo, [|A|lt = 6, [|j42 —5,12, ||A]I3 ~ 5,06 e

II"lloo = 5.

No caso da familia de normas-p temos

Al = max || Az,
llzllp=1
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Figura 1.19 Determinagdo de algumas normas-p matriciais para A definida por
(1.27).

sendo possivel demonstrar que, para A e Mmxn (Golub e Van Loan, 1989):

| Allx 1<]<nz:]a,,| (maxima soma por colunas)

l|Alloo

max Z|a0| (méxima soma por linhas)
sm

A simetria das expressfes anteriores ilustra bem o facto de as diferentes normas
traduzirem, de modo semelhante, a nocdo de comprimento dos vectores aos
guais sdo aplicadas (ou de comprimento dos vectores de saida correspondentes,
no caso de matrizes). E possivel por exemplo mostrar as seguintes propriedades
adicionais (Golub e Van Loan, 1989):

1
ﬁllAlloo < Allz < vm|| Al (1.28)

1
\/—ﬁIIAIh < ll4]l2 < vnl|Allx (1.29)
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Para além das propriedades anteriores, qualquer norma matricial induzida sa-
tisfaz ainda as desigualdades

lAz|| < [|Allll]l (1.30)
IAB| < Al |BIl (1.31)

para A e RmXn e B e Rnxg, uma vez que a partir da definicdo, no 19 caso:

A A
1Al = sup 1Azl 5 I4al
[lz||0 ll]| [l

= [ Az|| < || Allll=]l

Assim, no segundo caso pode facilmente escrever-se:

|AB|l'= max || ABz| < max [|A|§ Bz = | Al sank || Bai= lAlBI - =

z|

= [|AB| < ||A]l |Bll

Os resultados (1.30) e (1.31) devem ser comparados com a propriedade (1.11),
notando a necessidade da introducdo da desigualdade no caso vectorial. 1sso
pode ser interpretado como o facto de o resultado depender ndo apenas do
‘“tamanho” de x (i.e., da sua norma), mas também da direccdo que representa,
e das direccdes caracteristicas das matrizes A e B.

Raio espectral e valores singulares de A

Para uma matriz quadrada genérica A G Rnxn o seu raio espectral p(A) é
definido através de

onde Xi (i = 1,2,..., n) sdo os valores proprios de A. E possivel demonstrar
que

p(4) = inf 4]

ou seja, o valor do raio espectral de qualquer matriz coincide com a menor
norma subordinada que é possivel definir para essa matriz.

Para matrizes simétricas, ||A|[2 = p{A). No caso geral tem-se:

lAll2 = /p(ATA)

Os valores proprios de A'YA sdo todos ndo-negativos. As suas raizes quadradas
sdo denominadas valores singulares de A, o*(A), i = 1 , 2 n. Deste modo,
a equacdo anterior indica que ||A||2 é igual a a1, o maior valor singular de A.
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Exemplo 1.6 (Raio espectral de A)

Os valores proprios de A definida por (1.27), obteniveis a partir da resolucédo
da sua equacdo caracteristica \XI —A\ =0, sédo = 5 A2 = —2 e portanto
p(A) =5, que coincide com ||AJjoo. Neste caso também

10 10
g B T
ATA= [10 20]

e portanto:

|All2 = 01(A) = 1/5(3 + V5) ~ 5,12

Aplicagdes na anélise de erros

Como referido atras, a no¢do de norma € extremamente Gtil para quantificar o
tamanho de entidades vectoriais. Este conceito sera usado nos Capitulos seguin-
tes para medir (ou comparar) o tamanho dos erros cometidos na aproximagao
de quantidades vectoriais.

Por exemplo, se f(x) £ Rm for uma funcdo vectorial com argumento x £ Rn
também vectorial, as normas atras definidas permitem generalizar facilmente a
este caso as defini¢des de erros introduzidas na Secgdo 1.2.1. Aqui, dado um
valor x £ Rn e uma aproximacéao deste x £ Rn, o erro absoluto da aproximac&o
pode neste caso ser definido como

e(z) = |l - 2|

para uma norma especifica, de forma semelhante a (1.3). Para uma aproxima-
¢do f{x) do valor exacto /(#), o erro relativo correspondente ¢é

= _elf) _If =7l

T = ——

D=37="Tm
também por generalizacdo de (1.4). Se / coincidir com um operador linear
/(#) = Ax, e/ = Ax, entdo o erro maximo induzido ao utilizarmos uma
quantidade x proxima de x pode ser majorado (i.e., estimado por excesso)
fazendo

e(f) = || Az — Az|| = ||A(z — 2)|| < [|Alle(2)

atendendo a (1.30). A norma de A actua neste caso como factor maximo de
amplificacdo no erro original presente em x.

A escolha de uma norma especifica nos resultados anteriores ndo é, em geral,
particularmente importante, dadas as propriedades (1.28) e (1.29). Habitual-
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mente sdo escolhidas as normas que mais simplificam o célculo dos resultados
pretendidos.
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Equacgbes nao-lineares

ada Uma equacdo ndo-linear f(x) =0, com/ e x escalares, um problema
bastante comum consiste na determinagdo das raizes desta equagdo. As
raizes sdo valores x* que satisfazem exactamente a equagdo anterior:

f(z*)=0

Os valores x* sdo também conhecidos como zeros da fungdo f(x). Alguns
exemplos de equagOes deste tipo séo:

z —sin(z) =0 e z—e =0

Para estes exemplos, assim como para a maioria das equac6es ndo-lineares, ndo
existe um método fechado (envolvendo apenas um namero finito de operac6es
basicas) que permita a obtencdo exacta das suas raizes. Este é portanto um
problema numérico que é resolvido habitualmente através de métodos aproxi-
mados.

Por exemplo, com funcbes f(x) polinomiais, aformula resolvente para poli-
nomios de 29 grau (considerada no Exemplo 1.5) é conhecida desde ha mais
de 4000 anos. Formulas de natureza idéntica (embora mais complicadas) para
polindmios de 39 e 49 graus, estdo também disponiveis desde a época do Re-
nascimento. No entanto, ndo sdo conhecidas férmulas resolventes semelhantes
para equagdes polinomiais de ordem superiorl.

INo principio do século passado foi demonstrado que para a determinacdo dos zeros de poli-
némios de ordem igual ou superior a 5, ndo pode ser escrita qualquer férmula finita envolvendo
apenas as operagdes aritméticas basicas, conjuntamente com a extrac¢do de raizes. Ainda no sé-
culo passado, a teoria de grupos desenvolvida por Galois, veio permitir determinar rigorosamente
quando é que uma equacdo polinomial pode (ou ndo) ser resolvida de forma exacta. Uma ideia
do esforgo envolvido na determinacdo exacta de raizes de equagdes de ordem superior pode ser
encontrada em Wolfram Research (1996).
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) fix)

< =
/X X

Figura 2.1 Localizacao aproximada dos zeros de f(z).

2.1 Métodos graficos, rearranjos e aproximacdes da so-
lucdo

Os métodos conceptualmente mais simples para a localizacdo de raizes de
equacdes recorrem a representacdo grafica de f(x) (Figura 2.1). Estes métodos
permitem, em muitos casos, determinar rapidamente o nimero e o valor apro-
ximando das raizes x*. Possuem ainda a vantagem de fornecerem indicacdes
adicionais sobre a velocidade de variacdo de f(x) no intervalo considerado,
que pode ser correlacionada com a magnitude das derivadas da funcéo.

Com a profusdo de calculadoras com capacidades graficas, e programas que
permitem fazer a representacao grafica de funcdes, estes métodos tornaram-se
a forma mais expedita de localizar as raizes pretendidas. No entanto, estes
métodos requerem algum esforco e cuidado no tracado da curva, evitando
possiveis perdas de informacdo sobre o comportamento da funcdo, sobretudo
em zonas de variagcdo mais rapida.

Este procedimento pode também ser aplicado a sistemas de equagdes, envol-
vendo mais do que uma equacdo e uma incognita. No entanto, o numero adi-
cional de dimensBes complica consideravelmente a representacdo, limitando a
utilidade destes métodos. Muitas vezes esta técnica é combinada com 0 uso
de rearranjos algébricos das equacdes iniciais, conforme ilustrado no exemplo
seguinte.
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Exemplo 2.1 (Sistema de 2 equacgdes ndo-lineares)

Considere-se o sistema de 2 equacdes ndo-lineares a 2 incégnitas:
z,y) =0
{fl( Y) 2.1
fa(zy) =0

A aplicacdo directa do método gréfico a resolucdo deste sistema de equacdes
requer a realizacdo de 2 gréaficos tridimensionais de f\(x,y) e /2(#?/), sendo
adicionalmente necessario localizar os pontos onde as 2 fungfes se anulam
simultaneamente. Esta é uma tarefa morosa, mesmo para fungdes com compor-
tamentos simples, como ilustrado na Figura 2.2,

Se em vez disto for possivel, por rearranjo algébrico (ou manipulacdo simbo-
lica), expressar a primeira equacgédo de (2.1) na forma

filz,y) =0 = =zx=g(y) (ouy=h(z)

entdo, substituindo a variavel explicitada na segunda equacdo de (2.1) fica

f2(9(y),y) =0 ouseja |4(y) =0

tendo sido obtida uma Unica equagdo a uma incégnita. A raiz desta equacdo
y* pode agora ser localizada mais facilmente usando o método grafico uni-
dimensional anterior. ApGs isto é possivel calcular x* = g{y*), constituindo
(x*,y*) a solucdo do sistema de equagGes original (2.1). Este procedimento
pode ser generalizado a casos de maior dimensdo, usando eliminagdes sucessi-
vas. No entanto, o seu uso requer algum cuidado, relativamente a analise dos
pontos de singularidade das diferentes fungdes consideradas. A aplicacdo deste
método ao exemplo considerado na Figura 2.2, substituindo y = exp(—x) na
2" equacdo, encontra-se ilustrada na Figura 2.3.

Outras vezes é possivel obter uma estimativa rapida da solugdo, por aproxi-
macdo da funcdo f(x). A técnica de aplicacdo deste procedimento varia no
entanto de caso para caso, conforme ilustrado no seguinte exemplo.

Exemplo 2.2 (Raizes de um polinémio (Rosa, 1988))

Considere-se 0 problema de determinagdo de uma raiz positiva da equagdo
polinomial:
f(z)=2%-2—-500=0

Neste caso, 0 conhecimento antecipado da existéncia de uma raiz no intervalo
x £ [0,10] pode ser usado para simplificar a determinacdo da solugdo. Com
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—1—10 -10-10
fi(zy) =y — exp(—z) f2(z,y) = = — sin(y)

(b

Figura2.2 Localizacdo das raizes de um sistema de duas equacdes: (a) Gréaficos
tridimensionais, (b) Interseccdo das duas superficies e solucdo do sistema de
equacdes (ponto e).

g(z) = z — sin(exp(—z))

g(x)

Figura2.3 Localizacdo de uma das raizes do exemplo considerado na Figura 2.2.
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1500

1000

-500

Figura 2.4 Localizagdo aproximada dos zeros de f(x) no Exemplo 2.2.

efeito:

= = B "

Paraxz =5, f(5)=_5" —5—500 > 0;
3125

Paraz =3, f(3)=_3% —3-500<0.
243

Em qualquer dos casos, 0 segundo termo do polindmio possui uma magnitude
bastante inferior ao valor dos outros dois termos, podendo ser desprezado, sem
erro significativo. Assim:

2 -2-50=0 — z°-500~0 = z*~ v/500=3,466

Para comparacéo, a solucdo exacta é x* = 3,471, tendo sido obtida uma apro-
ximagdo com 3 algarismos significativos correctos. A localizacdo aproximada
dos zeros de f(x), usando o método gréafico anterior, encontra-se ilustrada na
Figura 2.4.

2.2 Meétodos iterativos

Sensivelmente todos os métodos estudados para a resolugdo numérica de equa-
¢Oes ndo-lineares (bem como para outras classes de problemas) sdo métodos
aproximados, de natureza iterativa. Estes métodos possuem uma forma geral
do tipo:

Tey1 = O(zk), k=0,1,2,3,... (2.2)
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Todos eles utilizam uma estimativa inicial xo da solucdo, geralmente fornecida
pelo utilizador, e iteram-na, gerando uma sequéncia infinita de valores:

xi = @(x0)
X2 = @(x1)
X3 = ©{x2)

Geralmente o valor pretendido x* é obtido como limite da sequéncia anterior:
25 = lm
- k—oo
A aplicagdo préatica destes métodos requer a interrup¢do da sequéncia anterior,
ap6s um numero maximo (finito) de iteracdes. O erro da aproximacao corres-

pondente, apds k iteragles, pode ser definido como e& = \x* —XKk|, assumindo
a natureza de um erro de truncatura.

2.2.1 Razéo e ordem de convergéncia

A rapidez de convergéncia de um método iterativo genérico da forma (2.2)
pode ser caracterizada do seguinte modo:

Se existirem constantes 0 <c<Il,p>lefco>0 tais que, para
todas as iteragdes k > fug, se tem

(2.3)

entdo o método tem ordem de convergéncia p. A constante ¢
designa-se neste caso por razdo de convergéncia.

Quanto maior for o indice p e menor a constante ¢, maior é a rapidez de conver-
géncia do método. Um método iterativo com p = 1 é descrito como possuindo
ordem de convergéncia linear; se p = 2 0 método tém ordem de convergéncia
quadréatica. Para 1< p < 2, 0 método tem ordem de convergéncia superlinear,
verificando-se também neste caso

|* — Tp]
|z* — x|

< ek com lim ¢x = 0.
k—o0

A equacdo anterior é por isso usada, por vezes, como definicdo alternativa da
propriedade de convergéncia superlinear.
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Para métodos com ordem de convergéncia baixa, € sobretudo a constante ¢
que determina a sua velocidade de convergéncia. No entanto, o efeito de p
é geralmente o mais importante, sobretudo quando ele é superior a unidade.
Métodos com p elevado podem requerer contudo a continuidade (e o conhe-
cimento) das derivadas de ordem superior de /(#), ndo sendo sempre pratica
a sua aplicacdo. Como se pode adivinhar, existe em geral um compromisso
ideal entre o nimero de iteragdes necessarias (minimizado para métodos de or-
dem elevada) e o esforco requerido por iteracdo (em geral maior nos métodos
com ordem de convergéncia elevada), considerando a rapidez de obtencéo da
solucdo de uma equagao ndo-linear. Este assunto é analisado na Seccdo 2.10.

2.3 Meétodo das substituicdes sucessivas

Este é talvez 0 método iterativo mais simples para resolucdo de equagdes néo-
lineares, sendo também designado como método dopontofixo. Se for possivel
re-escrever a equacdo

f(z)=0 (2.4)

na forma equivalente
z—g(z)=0 (2.5)

entdo é possivel construir o método iterativo

(2.6)

dado que os pontos x* que verificam (2.6) sdo também solucdes de (2.4) e
(2.5). Nem sempre g(x) tem de ser definida de forma Gnica, como ilustrado no
seguinte exemplo.

Exemplo 2.3 (Polindbmio de 5- grau)

Considerando novamente a equagdo polinomial de 5- ordem x5—x —500 = 0,
é possivel rearranjar esta equacdo de forma a obter imediatamente pelo menos
2 férmulas recursivas:

Try1 = v + 500 (27)
Th41 = 25 — 500 (2.8)

Na Tabela 2.1 representam-se os valores sucessivos obtidos por aplicagdo de
(2.7) e (2.8), usando a estimativa inicial x0 = 3. Como se pode observar,
a 1- expressdo converge para uma raiz finita do polindmio, ao passo que a
2" parece divergir para —eo.
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Tabela 2.1 Aplicacdo do método das substitui¢des sucessivas com base em (2.7)
e (2.8).

k Equacdo (2.7) Equacéo (2.8)
0 3 3

1 3,46987 -257,000

2 3,47052 -1,12115 x 1012
3 3,47052 -1,77145 x 1060
4 3,47052 -1,74438 x 10301
5

Problema 2.1 Utilize a expressdo (2.3) para caractenzar a rapidez de conver-
géncia do método iterativo (2.7), determinando as constantes ¢ ep aplicaveis a
este caso.

O exemplo anterior ilustra o facto de a convergéncia (ou ndo) do método das
substituicdes sucessivas depender mais da forma particular de g(x) escolhida,
do que da equacdo inicial. Em qualquer dos casos a implementacdo pratica de
métodos iterativos requer a definicdo de criténos de paragem, estabelecendo
limites no prosseguimento dos calculos. Os critérios mais comuns sio:

Limite maximo no nimero de iteragBes: Este critério especifica 0 nimero ma-
ximo de aplicagOes sucessivas da expressdo iterativa (2.2), sendo sempre
usado conjuntamente com um dos critérios de erro seguintes.

Erro da aproximacdo: Geralmente, a quantidade = \x*- XK\ apenas pode ser
calculada apos ser conhecido x*. Como tal, é frequentemente substituida
pelo critério de erro

|k — zk-1| < €@ (2.9)

que ja pode ser facilmente calculado. No entanto deve notar-se que
|z — k1| < €1 # 2" —zi| < €@

i.e., 0 progresso para a solugdo pode tornar-se diminuto, sem que a solu-
¢do tenha sido atingida. Deste modo, o critério (2.9) apenas é indicativo
do progresso para a solugdo em métodos que oferegam garantias quanto
a sua rapidez de convergéncia, ou quando é usado conjuntamente com
critérios de erro no valor da fungéo, do tipo (2.12).

Este critério possui ainda a desvantagem de ser dependente da escala do



2.3 Método das substituigdes sucessivas

A
fix)

&

-—

€

Figura 2.5 Critérios de paragem relativos ao erro da solucdo e ao valor da
funcdo.

problema (i.e., da magnitude de x*), sendo por vezes substituido por

|z — Th—1]

< € (2.10)
|zk|

O critério de erro relativo revela contudo dificuldades na sua aplicagéo
quando x* ~ 0, sendo frequentemente substituido pela quantidade

|zx — zr—1]

2.11
1+ |k (210

que tem como limites as equacdes anteriores (2.9) e (2.10), quando a
magnitude de Xk tende para zero ou para infinito, respectivamente.

Valor da funcdo: Neste caso, o critério de paragem tem a forma

|f(zk)| < €3 (2.12)

avaliando o residuo de uma quantidade que deveria ser exactamente zero
na solucao.

Muito frequentemente é usado um critério de cada uma das classes anteriores,
sendo os célculos interrompidos apenas quando todas as condi¢bes considera-
das forem simultaneamente satisfeitas (Figura 2.5).

E também necessario conhecer melhor quais as condigbes de convergéncia do
método das substitui¢des sucessivas. Condigdes suficientes sdo fornecidas pelo
seguinte teorema:

9
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Teorema 2.1 (Convergéncia do método das substituicdes sucessivas) Consideran-
do a equacdo x = g{x), com g : [ab] —»{ab] diferenciavel no intervalo usado,
se

(2.13)

entao:

1. Existe um Gnico ponto x* E [ab] tal que x* = g(x*)- Esteponto é desig-
nado como ponto fixo de g(x) em [a,8].

2. Apartir de qualquer xo E [a,6], x* pode ser calculado iterando
Xk+1l = g(xk), k=0,1,2,...
uma vez que lim”~oo x" = x*,
3. Tem-se ainda:

" = Zky1] < Lia* — 24 (2.14)

Aequacdo (2.14) pode também ser escrita na forma:

l9(z*) — g(ak)| < Llz* — x| (2.15)
Uma equacdo deste tipo € designada habitualmente por condicéo de Lipschitz.
Demonstragdo Da férmula de Taylor com resto apropriado, vem

9(zk) = g(zk—1) + ¢'(n)(zk — Tk—1)
com N E [inin{}*_t, x*}, m ax”.!,~}]. Rearranjando a equacgdo anterior fica:
|Zks1 — k| = lg(zk) — g(zh-1)| = |¢' (M)||24 — TR2] =
= |Tk41 — Tk| < Llzg — zk-1| (2.16)
Aplicando esta expressdo repetidamente tem-se
|Zk+1 — zk| < Llzk — Tp—y| < LP|Tp-1 — Th—2| < -+ < L¥|z1 — 20

0 que significa que a sequéncia converge (uma vez que L < 1). Neste caso,
quanto menor for L, maior sera a rapidez de convergéncia da sequéncia.

Outra aplicacdo da formula de Taylor em torno de Xt da-nos

9(z%) = g(zx) + ¢'(€) (=" — k)



2.3 Método das substituicbes sucessivas

com & G [min{xfc,£*},max{£fc,£*}], de onde resulta:

2% — zk4a| = lg(2*) — g@x)| = 1g'E)l|z" —zx| =
= |&¥ — xk41| < Liz* — x| (2.17)

A aplicacdo repetida desta equacdo garante portanto a convergéncia para a
solucéo:

|z* — Tk41| < Llz* — zx| < LP|2* — 21| < -+ - < LFFHz* — 20
Exemplo 2.4 (Substitui¢des sucessivas com equagdes polinomiais)

E instrutivo verificar se a condi¢do de convergéncia (2.13) se aplica a ambas as
férmulas iterativas do Exemplo 2.3. Para a formula Xk+\ = gi{%) = x\ —500,
temos:

gi(z) =5z > 1, Vze[1,10]
Para zx41 = g2(xx) = vz + 500 fica

1

gz(IL') = W <1l, Vze [0.10]

e portanto a condicdo suficiente sd é verificada no segundo caso.

A situacdo verificada neste exemplo é bastante comum com equac@es polino-
miais. Dai que a férmula iterativa preferida para a determinacdo de raizes de
equacgOes polinomiais genéricas

azT” + 12" '+ a1z+ag=0 (2.18)

seja geralmente 61

Tp4+1 =% '\‘/—an_lx"‘l — =@ T — Qg
obtida por rearranjo de (2.18), a partir da poténcia de ordem mais elevada.

Se n for par, toma-se necessario optar por um dos sinais na equacdo ante-
rior, sendo para o efeito necessario conhecer antecipadamente o sinal da raiz
procurada.

A aplicacdo do método das substituigdes sucessivas possui uma interpretacéo
gréfica simples. A construcdo efectuada possui geralmente um aspecto tipico
em degraus ou em espiral (Figura 2.6).
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y=x
y=8(x)
(@
1
x*x3 X X Xy X
y=x
N
(b)
y=g(x)
X .r'3 X¥ X7 Xp X
y=g(x)
y=x
62
©
T xp X X3 X

Figura 2.6 llustracdo gréafica do método das substituicbes sucessivas. Cada
situagdo corresponde a um valor de g'(x) numa gama distinta: a) 0 < g'(x) < 1;
b) 4<g'(x) <0 c)g'(x) >1.
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Estes gréaficos sdo obtidos comegando pelo desenho da curvay = g(x) € da
rectay = x. Aliteracdo € depois iniciada, obtendo-se 0 ponto y\ —g(x0), dado
pela interseccdo de uma recta vertical x = xo com a curva y = g{x)\ 0 valor
correspondente pode ser lido directamente no eixo das ordenadas. Este valor
pode ser copiado para o eixo das abcissas (onde é necessario para a segunda
iteracdo), através da sua reflexdo na recta y = x, obtendo-se x\. Este valor é
usado para a segunda iteragdo, obtendo-se y2 = g(x 1), e assim sucessivamente.

Problema 2.2 Obtenha a representacdo grafica correspondente a Figura 2.6,
para o caso em que g'(x) < —L

Problema 2.3 Construa a representacdo grafica correspondente a aplicacéo das
férmulas iterativas (2.7) e (2.8), consideradas no Exemplo 2.3.

De modo semelhante a demonstracdo do Teorema 2.1, a constante L da con-
dicdo de Lipschitz (2.15) pode ser usada para demonstrar vérias propriedades
desta classe genérica de métodos iterativos:

Erro na iteracdo k

Os critérios de paragem (2.9) a (2.11), embora de aplicacdo simples, ndo permi-
tem quantificar directamente o verdadeiro erro cometido na localizagdo da raiz
x*no final da iteracdo k, dado por \x* —xk\. Como tal, corre-se o risco de inter-
romper o processo iterativo devido a aplicacdo de um dos critérios anteriores,
sem localizar a raiz com a exactiddo desejada.

No entanto, € possivel escrever

¥ —zp = (¥ — Tp41) + (Th+1 — Tk)
e portanto:

|.I‘t — .'77;\-‘ < |;7?‘ o~ .‘I‘/\-_H' -+ !-l'k+l — .I‘k|

No caso do método das substituicbes sucessivas, usando (2.17) a equacdo an-
terior fica:
|z* — zk| < Llz* — x| + |TRs1 — Tk

Agrupando o termo \x* —XK\ no lado esquerdo, tem-se:

|[z* — xx| < ( — T

1
T[J)|ll'k+l
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De igual modo, usando (2.16) vem:

1
|z* — zx| < m|1k+l — k| <
Lk
|zx — Tp—1| L+ < mlml —z0| (2.19)

L
= HoD

Esta expressdo permite portanto delimitar o erro na localizagdo da solugdo x*
no final da iteracdo k, com base na quantidade \xk —Xk-i|, ou outro valor
anterior da mesma natureza. Pode observar-se que o factor de amplificagdo
do erro \xk —xk-i\ depende apenas da constante L; valores desta constante
préximos da unidade conduzem a intervalos de maior amplitude na localizacéo
de x*

Problema 2.4 Usando os valores da Tabela 2.1 e com base em (2.19) estime o
erro na localizagdo da raiz de (2.7) ap6s 2 iteracoes.

Exactiddo final atingivel

Dahlquist e Bjorck (1974) desenvolveram uma andlise semelhante a anterior
para quantificar a incerteza final na localizacdo de raizes de equacdes ndo-
lineares através de métodos desta categoria, quando a iteracdo € prolongada
indefinidamente. Esta andalise é efectuada com base na sequéncia de valo-
res calculados X\,Xz,... ,Xfc, que podem diferir dos seus congéneres exactos
Xi, X2, -.. uma vez que se admite que em cada iteragdo o erro no calculo
de g{xk) seja de 5k

jk+1 :g(j“k)‘{'éky k:011‘21"'
Subtraindo a equacgdo anterior de x* = g(x*) vem
(&% — Tk41) = g(2*) — g(Tx) — Ok
=g(z*) — [g(z*) + ¢'(&)(@k — 2°)] — Ok

usando o teorema do valor médio, com £* € [min{xfc,x*} max{xfc,x*}]. Tem-
se portanto

(@" = Tr41) = ¢'(€k) (@ — Zk) — Ok
de onde resulta, somando e subtraindo nesta equagdo a quantidade g'(£k)xx+i-
(@ = k1) — ' (&) (" — Tpy1) = ' (&) (Tr4r — Zx) — 6 =

(1 - 9'(&k)] (2" = Zp41) = ¢' (&) (@k+1 — Tk) — Ok
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Assumindo um limite superior para oS erros
o <Ag, Vk=0,12,...
e uma condicdo de Lipschitz (2.13) para g(x)
lg'(€) < L<1, Vk=0,12,...

resulta da equacdo anterior:
L Ag
* < e -7 e
2% = Zrqa| < - L)l$k+1 Ti| + a-I

Quando k —»00, se Wk+i —XK\ — 0, o Ultimo termo desta equacdo torna-
se dominante, podendo ser considerado uma limitagdo final na incerteza de
delimitacdo da raiz x*. No limite, este termo apenas depende do erro de
aproximagdo tipico por cada iteracdo (A#), e da constante L; nestas condicdes,
0 uso posterior da expressdo Xk+i — g(xk) ndo produzird (estatisticamente)
nenhuma melhoria na estimativa da solugéo ja disponivel. Tal como observado
na Sec¢do anterior, este comportamento é particularmente pertinente quando a
constante L da condigdo de Lipschitz se aproxima da unidade.

2.4 Delimitagdo preévia da solucido e métodos abertos

Os métodos numéricos estudados para resolucdo de equagfes ndo-lineares po-
dem ser agrupados em duas classes genéricas, consoante envolvam ou néo
uma fase de pré-processamento destinada a delimitacaoprévia da solucdo. Os
métodos que ndo necessitam desta etapa sdo por isso frequentemente desig-
nados como métodos abertos. O método das substitui¢des sucessivas descrito
anteriormente pertence a classe de métodos abertos.

Nos métodos que delimitam previamente a solucdo, o objectivo da etapa de
delimitagdo consiste em encontrar um intervalo [a,6], tal que /(a)-/(6) < 0.
Se f(x) for uma fungdo continua, é entdo possivel garantir que existe sempre
um ndmero impar (1, 3, 5, etc.) de zeros de f(x) em [a, (Figura 2.7). Estes
métodos possuem portanto como principal vantagem a facilidade com que se
pode demonstrar a sua convergéncia, ap6s a delimitagdo prévia da solugdo2. No
entanto, os métodos que requerem uma pré-delimitacdo da solugdo possuem
alguns inconvenientes:

» Pode ser necessario, durante a fase de pré-processamento, avaliar f(x)
2Para garantir a convergéncia de um método deste tipo basta apenas mostrar que ele permite

gerar intervalos [a*,6*] de amplitude sucessivamente mais pequena, com limfc_KX)(ofc —ak) = 0,
sempre com f(ak) -f(bk) < 0.
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fix) Jix)
fib)

/ b x / \_/bx

fla) fla)

Figura 2.7 Delimitacdo prévia da solucao.

bastantes vezes, 0 que pode ser desvantajoso, sobretudo para problemas
de grande dimensao.

» Podem ser ignoradas regifes contendo um ndmero par de zeros da fun-
cdo.

e Caso sejam identificados intervalos com um ndmero impar de raizes,
como é possivel garantir a convergéncia para uma destas raizes espe-
cificas?

Uma comparacdo mais extensiva entre estas classes de métodos deverd ter
como base as vantagens e desvantagens de métodos representativos das duas
classes. Alguns métodos mais comuns sdo apresentados seguidamente.

2.5 Meétodo da bisseccao

Este método corresponde talvez a implementacdo mais simples das técnicas
que recorrem a delimitagdo prévia da solugdo. Admitindo que, na iteragdo k, se
tem um intervalo com /(a”) -f(bk) < 0, este método sugere que seja
calculado o valor da funcdo no ponto intermédio do intervalo:

ay + by
2

Try1 =

Consoante o sinal de f(xk+1), o novo intervalo escolhido podera ser [dk,Xk+i\
ou [ajfcH, 6] Em qualquer dos casos, 0 novo intervalo tera uma amplitude
igual a metade do intervalo anterior. O intervalo escolhido devera ser tal que
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fix)
fib)

. a+b
2

z2_x1 +b
2

$3=$1 + X2
2

Figura 2.8 Aplica¢ao do método da bissec¢ao.

se tenha sempre /(a”+1) -/(6”+1) < 0 (Figura 2.8). Deste modo:

Como se pode verificar, se /(ao) *f(bo) < 0, e f(x) for continua, o0 método
converge sempre para uma das solucdes de f(x) = o. O progresso efectuado
ao fim de k iteracbes pode ser antecipado:

(b —a1) = ‘;‘(bo — ag)

(b2 — az) = 5(b1 — a1) = 35(b0 — a0)

(b — ) = 560 — a0) (220)

Deste modo, se \bk—o& for usado como uma estimativa superior da incerteza na
aproximacdo de x* (ao fim de k iteracfes), a expressdo anterior permite prever
guantas iteracbes sdo necessarias para reduzir a amplitude de um intervalo
inicial arbitrario \bo —ao\ a um valor pré-determinado.
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Problema 2.5 Utilizando as equacdes (2.3) e (2.20), mostre que este método tem
convergéncia linear (p = 1), com razdo de convergéncia ¢ = 1/2.

Deve notar-se que os valores de c e p determinados no problema anterior ndo
dependem da funcdo /(#) a avaliar, uma vez que nao € usada nenhuma infor-
macao especifica sobre 0 seu comportamento no intervalo em estudo. Como tal,
ndo é de estranhar que este método requeira em geral muitas iteracdes, quando
comparado com os métodos seguintes. Na pratica, este método é apenas reco-
mendado para a determinacdo aproximada de zeros de funcbes simples, e de
avaliagdo rapida.

2.6 Metodo da regula falsi

Este método recorre a uma estratégia semelhante ao método da bisseccéo, par-
tindo também de um intervalo inicial [00,&0] que deve delimitar a solu¢do. No
entanto, em vez de em cada iteracdo se calcular o valor de f(x) no ponto
médio do intervalo, a funcdo é aproximada neste intervalo por uma recta, que
passa pelos pontos (0&,/(0&)) e (0fc/(0fc)). A medida que a amplitude do
intervalo [dk,bk] diminui, esta aproximacdo torna-se cada vez melhor, gerando
uma sucessao de aproximacgdes convergente para a solucao.

Na iteracdo k, a recta que passa pelos extremos do intervalo tem como equagéo:

f(bk) — flax)

e~ ix) (z — ak) (2.21)
N, !

y(z) = flax) +

declive dj
Nesta equacdo, para que ) =0, fica
a
TP (2.22)
(lk

com:
de = f(bx) — f(ax)
% (b — ax)

A aplicacdo do método da regula falsi encontra-se ilustrada na Figura 2.9. Tal
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fix)
fib)

Figura 2.9 Aplicacao do método da regula falsi.

como no método anterior:

Em algumas situacdes (por exemplo, se /(#) for uma funcdo convexa), é possi-
vel demonstrar que este método possui igualmente convergéncia linear (Rosa,
1988). Neste caso, a rapidez de convergéncia podera ser inferior & do método
da bisseccdo, se a constante ¢ para 0 método da regula falsi em (2.3) for su-
perior a 1/2. Este comportamento depende contudo da natureza especifica da
funcdo. Como o método requer a mesma informagdo por iteracdo (uma avali-
acao da funcdo /(x)), este pode ser preferido ao método da bisseccdo, depois
de implementadas algumas modificagdes no seu modo de aplicacéo.

2.6.1 Meétodo da regula falsi modificado

Observando a Figura 2.9 pode constatar-se que neste método, por vezes, um
dos extremos do intervalo se mantém fixo até ao final das iteracbes. Este feno-
meno ocorre habitualmente quando f(x) mantém a sua curvatura num intervalo
[afc, bK] da sequéncia de iteragBes, embora também possa ocorrer noutros casos,
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como na Figura 2.9. Nesta situacdo a amplitude do intervalo [0&6& néo con-
verge para zero, coincidindo no limite a solugdo x* com um dos seus extremos.
Este facto impossibilita o uso da amplitude do intervalo final como uma estima-
tiva do erro na determinacdo da solugdo, prejudicando também frequentemente
a velocidade de convergéncia do método.

Para evitar este comportamento, a modificagdo mais comum consiste em di-
minuir artificialmente a ordenada do extremo que se mantém fixo, até este
ponto ser finalmente substituido no decurso do processo iterativo. Uma forma
empirica de forcar isto é a seguinte: sempre que

f(zk) - f(xk-1) >0

ou seja, sempre que sejam geradas duas iteragfes consecutivas do mesmo lado
da raiz, é usada na iteracdo seguinte apenas metade do valor dafungéo no
extremo oposto do intervalo.

Por exemplo na Figura 2.9, tanto f(xi) < 0 como f(x2) < 0, e logo neste caso
a condigdo f(xi)'f{xz2) > 0 é vdalida. Deste modo, 0 método modificado ird
utilizar na terceira iteragcdo os pontos de coordenadas <3 = x*, f(as) = f(x.), e
63 = ¢, f(bs) = f(b)/2, para tragar a recta correspondente, usando novamente a
equacdo (2.22). Aaplicacdo deste método modificado é ilustrada na Figura 2.10.
Como se pode observar, esta modificacdo permite uma reducdo significativa da
amplitude do intervalo na terceira iteracdo. Apoés esta iteracdo, o intervalo que
delimita a solucéo € bastante menor que o intervalo que se obteria por aplicacdo
do método da bisseccdo com a fungdo ilustrada nas Figuras 2.9 e 2.10. Por esta
razdo, a aplicacdo do método de regula falsi modificado € em geral preferida
ao método da bisseccao.

A aplicacdo deste método pode ser sumarizada através do Algoritmo 2.1.

2.7 Método das secantes

Contrariamente aos métodos anteriores, este método (e os seguintes) ja ndo
depende de uma delimitacdo prévia da solucdo, antes do inicio da aplicacdo do
método iterativo. O método das secantes utiliza apenas duas estimativas Xk e
Xk-i da solucdo, juntamente com os respectivos valores de f(x) nestes pontos,
para estimar a localizacdo do zero de f(x). Usando novamente a equagdo
(2.21), tem-se neste caso

Thyl = Ak — Z—k (2.23)
k
com: .
g = L 1 ) (2.24)
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fix)
fib)
f(by)=f(b)2
a *1
flay T

Figura 2.10 Aplicacdo do método da regula falsi modificado.

A principal diferenca destas equacdes relativamente a (2.22) é que no caso
presente € possivel que os dois pontos base Xk e Xk-i estejam situados do
mesmo lado da raiz, (i.e., com f(xk) ’f(xk-1) > 0), o que ndo era permitido
no método anterior.

Este facto pode originar a divergéncia do método, com algumas fungbes. Por
exemplo, se os valores de f(xk) e f(xk-1) forem aproximadamente iguais,
a recta tracada é quase horizontal, estando o seu ponto de intersec¢do com
0 eixo das abcissas bastante longe da zona onde se encontram xk € Xk-i-
O método pode igualmente divergir se 0s pontos iniciais estiverem ‘“bastante”
afastados da solugho. Consequentemente, os resultados disponiveis para a
andlise da convergéncia deste método recorrem a definicdo de uma vizinhanga
“suficientemente proxima” da solugdo, onde devem estar contidas as estimativas
iniciais #0 e x\, para assegurar a convergéncia do método. A dimensdo dessa
vizinhan¢a depende de f(x), sendo dificilmente quantificivel na prética (Rosa,
1988).

Pode demonstrar-se que quando o método das secantes converge, a sua ordem
de convergéncia é p = (1 + y/b)/2 ~ 1,618 (Kincaid e Cheney, 1991). Esta
convergéncia serd portanto mais rapida do que a de qualquer um dos métodos
estudados na classe dos métodos fechados. Tendo presente as semelhancas
entre (2.22) e (2.23) constata-se pois que manter a solucdo delimitada, nos
métodos considerados antenormente, teve como principal consequéncia uma
diminuicdo da velocidade de convergéncia do método iterativo, embora ofereca
a seguranca adicional da convergéncia assegurada.

O método das secantes é bastante utilizado, sobretudo com fung¢des cujo desco-
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Algoritmo 2.1 (Regulafalsi modificado)

Dados a, b com f, = f(a), fo=f(b) e fafe <O

Para k=1,2,..., Niter.max. fazer
di = (fo — fa)/(b—a)
Tk = a— fa/d
fr = f(xx)

Se convergéncia ndo verificada
Se fofk >0 fazer

a=2zk; fa=fk
Caso contrario fazer

b=zk; fo=Ffk
Fim_Se

Se k> 2 fazer
Se frfr—1 >0 fazer
Se fofrk >0 fazer
fo = fo/2
Caso contrario fazer
fa=fa/2
Fim_Se
Fim_Se
Fim_Se
fe-1= fr
Fim_Se
Fim_Para
Assinalar a ndo-convergéncia do algoritmo

nhecimento (ou dificuldade no célculo) das derivadas impeca o uso do método
de Newton, descrito na Secgéo seguinte.

2.8 Método de Newton

Este método é também conhecido por método de Newton-Raphson, ou das
tangentes, distinguido-se dos métodos anteriores pelo uso de uma férmula re-
cursiva de um s6 ponto, do tipo x"+i = g¢(xic)r A ideia base do método
consiste em desenvolver uma aproximacao local da funcdo em causa, usando
esta aproximacdo para obter o zero da funcéo.

Dado um ponto Xk tal que f(xk) ¢ 0 (sendo Xk seria ja uma solugdo), vamos
escolher um novo ponto xk+i de modo a que f(xk+i) = o. Escrevendo a
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fix)

"y

4o
___.__-—/'Xs X2 XX

Figura 2.11 Interpretagdo geométrica da aplicacdo do método de Newton.

férmula de Taylor desta expressdo, tomando Xk como ponto base, temos

0 / Y)

= f(zk+1) = f(@k) + f'(zr)(Tr41 — zx) + 50 (T41 — 2k)?

com n G [mm{xk, Xk+i}, max{xfe Xk+i}]. Geralmente o ponto n ndo é conhe-
cido, sendo possivel escrever, de forma aproximada

02 f(zx) + f'(zx)(Ths1 — T) (2.25)

por truncatura da série correspondente a seguir ao termo de primeira ordem.
Resolvendo a equagdo anterior em ordem a x”+i, resulta a expresséo iterativa
do método de Newton:

The1 = Tk - f'((fc’;)) (2.26)

Deve ser notado que a equagdo (2.25) constitui uma aproximacao linear da
fungdo f(x). De facto, a recta y = f(xk) + f'(xk){x —Xk) é tangente a curva

= f(x) no ponto Xk. Dai resulta a interpretacdo geométrica do método
ilustrada na Figura 2.11, sendo esta a razdo pela qual o método também é
conhecido como método das tangentes.

Tal como o método das secantes, 0 método de Newton pode divergir com
algumas estimativas iniciais. Este facto € ilustrado na Figura 2.12. No entanto,
quando converge, este método € ainda mais rapido que o método das secantes,
possuindo convergéncia quadratica @ —2, na equagdo 2.3). Este resultado é
estabelecido de forma rigorosa através do seguinte teorema:
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fix)

Equacdes ndo-lineares

fix)

X2 X

Figura 2.12 SituagBes onde o método de Newton diverge.

Teorema 2.2 (Convergéncia do método de Newton) Se/(x)forumafuncédo con-
tinua, com primeira e segunda derivadas continuas em [&fi], verificando-se
f(a) -f(b) < 0ef'(x) f O Vx e [di], entdo o método iterativo de Newton
converge quadraticamentepara x* E [ab\ (com /(x*) = 0), desde que xo esteja

suficientemente préximo de x*.

Uma perspectiva histérica do desenvolvimento deste método pode ser encon-
trada em Ypma (1995); Sebah e Gourdon (2001).

A principal desvantagem do método de Newton face ao método das secantes
reside na necessidade do calculo das derivadas. Esta desvantagem é mais severa
para fun¢bes complexas, ou quando é necessaria a resolucdo de sistemas de
equacOes ndo-lineares de grandes dimensdes, envolvendo muitas variaveis. Fre-
quentemente, estas derivadas sdo aproximaveis por diferengas finitas (usando,
por exemplo, os métodos estudados na Seccdo 1.2.7), embora essas aproxima-
¢Oes possam diminuir ligeiramente a ordem de convergéncia do método.

Tal como no caso das secantes, a convergéncia deste método pode depender
da proximidade entre xo e x*. Uma vantagem importante do método de New-
ton é que a sua convergéncia pode ser globalizada, i.e., assegurada a partir de
qualquer estimativa inicial da solucdo, por transformacdo de (2.26) num mé-
todo de Optimizagdo. A descricdo das modificacfes necessarias esta fora do
ambito destas notas, podendo ser consultada por exemplo em Dennis e Schna-
bel (1983). O uso desta técnica ndo se estende contudo ao caso do método das
secantes, sendo esta uma importante vantagem do método de Newton face ao

primeiro.

Apesar do método de Newton ser em geral eficiente, existem algumas situacdes
onde a sua convergéncia pode ser bastante lenta, por exemplo quando existe
“ruido” ou variagOes rapidas nos valores de /(x), como ilustrado na Figura 2.13.
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fix)
[ Convergéncia normal
a partir deste ponto
(9 /8 157 6 : A 3
10| 11 12 : NG 14 5 13 3 42
xS Inicio

Figura 2.13 Dificuldades de convergéncia no método de Newton (Rice, 1993).
Partindo do ponto 1, o método de Newton comporta-se quase como um método
de pesquisa aleatoria, até a estimativa chegar a uma vizinhanga proxima de uma
das solugBes. Isto acontece na iteracdo nimero 16. A partir daqui, ocorre a
convergéncia muito rapida do método.

2.8.1 CondicGes suficientes de convergéncia

A expressdo (2.26) tem uma forma genérica Xk+i = sendo as condicdes
suficientes de convergéncia do Teorema 2.1 aqui aplicaveis. Neste caso, tem-se:
_ f@)f"(z)

¢(z) =z — f(z)/f'(x), elogo ¢'(z)= TFEPr

Consequentemente o método de Newton é sempre convergente quando, nas
condicdes de aplicacdo do Teorema 2.1, se tem:

(2.27)

Na prética esta condicdo raramente é aplicada, uma vez que requer o conhe-
cimento da segunda derivada de f(x) num intervalo englobando a solucéo.
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Exemplo 2.5 (Determinacao de raizes quadradas)

Uma das aplicagdes possiveis do método de Newton consiste na determinacéo
rapida de raizes quadradas, em dispositivos electronicos que ndo disponham
desta fungdo. Com efeito, para calcular y/a, pode escrever-se x = y/a =
x2 —a = 0, coincidindo a raiz positiva desta equacdo com o valor de y/a
pretendido. Aplicando o método de Newton a equagdo anterior fica

f(x) =x2- 48 f'(x) =2x € f"(x) =2

resultando a expressdo recursiva:

_ flz) gi—a | 1 a
T4+l | = Tk F(ze) = Tk o7k =l 3 Tr + " (2.28)

A aplicacdo recursiva desta equacdo é bastante simples3. No entanto, a sua
aplicabilidade depende muito das suas condi¢des de convergéncia. Usando
(2.27) tem-se como condicdo suficiente

2
—a)2
¢/ (z)] = = —a)2 4x2") <L<1
ou seja:
(z* - a) (2 —a)
T <1 A T > —1 =4

o 2—a<22? A z2P—a>-22 &
s z2>-a A 3z°>a

A 1” condicdo é sempre satisfeita para x G I, resultando apenas como condigio
de convergéncia (para raizes positivas):

B
3

|

Consequentemente, desde que os valores produzidos por (2.28) satisfacam a
relacdo anterior, 0 método iterativo tem convergéncia garantida. O conheci-
mento deste facto simplifica bastante a tarefa de especificacdo de estimativas
iniciais para este processo iterativo.

3Usando, por exemplo, aritmética binaria, torna-se necessario efectuar apenas uma operacgédo de
adicdo e de divisdo por iteracdo, uma vez que a multiplicacdo pelo coeficiente 1/2 corresponde
simplesmente ao deslocamento da virgula fraccional de uma unidade para a esquerda.



2.8 Método de Newton

Problema 2.6 Os microprocessadores com menos recursos, usadospor exemplo
em controladores auténomos, implementam por vezes em hardware apenas as
operacOes de adigdo (e subtracgdo), e multiplicacdo. Neste caso, as operacoes
de divisdo necessitam ser implementadas em software. Devido a sua rapidez
de convergéncia, o0 método de Newton pode ser Util neste caso, reformulando os
termos b/a através doproduto bx (1/a). A quantidade (1/a) pode ser calculada
através da solucdo da equacdo nao-linear:

f(x) =a—1/x=0

Usando esta informacéo, e considerando a > 0, efectue uma analise semelhante
a do exemplo antenor, determinando como o método de Newton podena ser
usado para avaliar os termos (1/a), e as respectivas condi¢cdes de convergéncia
do procedimento.

2.8.2 Zeros multiplos

A presenca de solugBes maltiplas simultaneas de f(x) = 0 (Figura 2.14) pode
também introduzir dificuldades na aplicacdo do método de Newton. O conceito
de zeros mudltiplos € facilmente apreensivel no caso de funcbes polinomiais,
podendo ser entendido a outras funcdes através da seguinte definicdo (Pina,
1995):

Definicdo 2.1 A multiplicidade m de uma raiz x* da equacdo
f(x) = 0 corresponde ao maior (supremo) dos valores de k onde:

R 4 U 77

Je 5 ey

As raizes com multiplicidade m = 1sao ditas simples, com multi-
plicidade m = 2 sdo duplas, e assim sucessivamente.

Caso f(x) seja suficientemente diferencidvel na vizinhanga de um zero x* de
multiplicidade m tem-se também

f@)=f@) =" =f"D(z*) =0
com f(m\x*) ¢ 0. Neste caso, na vizinhanga de x* é possivel aproximar
f(z) = (z — z%)"g(z)

onde g(x) € uma funcdo continua com g(x*) ® 0, em x —x*.
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fix) fix)

x* x / x*

(a) (b)

Figura 2.14 Func¢bes com mdltiplos zeros simultaneos: (a) Multiplicidade dupla,
(b) Multiplicidade tripla.

Para m > 2 toma-se portanto necessario alterar a equacdo (2.26), para cal-
cular o limite de f(xk)/f'{xk) a medida que nos aproximamos da solucdo.
Contudo, a definicdo deste limite pode requerer a avaliacdo de derivadas de
ordem superior de f(x), tornando por vezes complexa a aplicacdo do método
de Newton nestes casos. Estas dificuldades sdo igualmente partilhadas pelos
outros métodos descritos anteriormente. Por exemplo no caso do método das
secantes, como se viu, é também utilizada uma “estimativa” da derivada da
funcdo na vizinhanca de x*, podendo ocorrer uma divisdo por zero caso nao
sejam tomadas medidas especiais na implementacdo deste método. Também
a aplicabilidade dos métodos anteriores que recorrem & delimitacdo prévia das
raizes se encontra bastante restringida nestes casos, e em especial quando ndo
existe uma variacdo de sinal de f(x) de cada um dos lados de x* (por exemplo
na Figura 2.14 (a)).

Mesmo quando as dificuldades numéricas sdo evitadas, 0 método de Newton
na forma (2.26) pode apenas apresentar convergéncia linear para raizes de
multiplicidade m > 2, sendo conhecidas algumas modificacGes para restaurar a
sua ordem de convergéncia quadratica (Chapra e Canale, 1989).

Problema 2.7 Uma alternativa sugendapara ultrapassar as dificuldades de apli-
cacdo do método de Newton a um problema f(x) = 0 com raizes multiplas
simultaneas consiste em definir uma novafuncgao

_ J@)
f(a)

e aplicar antes 0 método de Newton a equacéo ¢(x) = 0.

¢(z)

1. Em que condigdes tera ¢(X) zeros nas mesmas localizagdes que f(x)?
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2. Mostre que a aplica¢ao do método de Newton a @(x) = 0conduz & expres-
so iterativa: )
i g B f(zx) f' (k)
(f'(zx)]? = f(zk) " (zk)

(2.29)

3. Compare 0 desempenho numérico de (2.26) e de (2.29) no problema:
f(z)=22-322+32z-1=0
Utilize a estimativa inicial xo = 0,5 em ambos 0s casos.

4. Tendopresente o conceito de indice de condicio descrito na Seccéo 1.2.6,
e 0 Exemplo 1.5, comente a robustez numérica da aplicacdo da expres-
sao (2.29) nos pontos de estacionandade de f(x), i.e., onde f'(x) = 0.
Sugestdo: Utilize a equacédo f(x) = (x —I)2sin(x) = 0.

2.9 Comparacao das velocidades de convergéncia

Tal como foi mencionado, é de esperar que os métodos iterativos com maior
ordem de convergéncia se aproximem mais rapidamente da solucdo, por cada
iteracdo efectuada. Este facto é ilustrado no exemplo seguinte. No entanto, e
para além deste critério, a escolha do algoritmo mais apropriado para a reso-
lucdo de um dado problema deve ainda ter em consideracdo outros critérios,
tais como a natureza da funcdo, a disponibilidade de derivadas da mesma, ou
a exactiddo pretendida para a solug&o.

Exemplo 2.6 (Convergéncia de diferentes métodos iterativos)

Para comparar a eficiéncia dos métodos iterativos descritos, considere-se a re-
solucdo numérica da equacao

1
e 1 -10z __ -~ - .
f(z) = 10e =0 (2.30)
com solucdo analitica:
In 100
g* = ——— =~ 0,4605

O comportamento desta funcdo no intervalo x* G [0,2] encontra-se represen-
tado na Figura 2.15. Este é tipico de numerosas fungdes encontradas na pratica:
possui um andamento regular, com fortes variacdes de curvatura em determi-
nadas regides do seu dominio. Para melhor ilustracdo, sdo representadas na
Figura 2.16 as 1" e 2" derivadas desta funcéo.
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Figura 2.15 Localizacdo das raizes da equacao (2.30).
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Figura 2.16 Primeiras derivadas de f(x) na equacdo (2.30).

A aplicacdo do método de Newton ou de outros que aproximem o comporta-
mento por rectas para x > 1 aparenta ser problematica neste problema, sendo
facil antecipar neste caso a divergéncia dos métodos anteriores. O comporta-
mento mais seguro corresponde neste caso ao dos métodos que efectuam uma
delimitagdo prévia das solugdes do problema.

Partindo das estimativas iniciais xo = 0,35 e X-\ —1 (quando necessério para
iniciar o procedimento iterativo ou para delimitar previamente a solu¢do), a Fi-
gura 2.17 ilustra a variagdo do erro absoluto na localizagdo desta raiz, para cada
um dos métodos atras descritos4. A informacdo contida na Figura 2.17 pode

4Nesta ilustragdo, os céalculos numéricos correspondentes foram efectuados com uma precisdo

superior a habitual, por forma a permitir uma visualizacdo correcta do desempenho relativo dos
varios métodos numa gama alargada de precisdes.



2.9 Comparacao das velocidades de convergéncia
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Figura 2.17 Evolugdo dos erros absolutos ek — |Xk —x*\ durante a aplica¢do
dos diferentes métodos iterativos a (2.30).

também ser usada para confirmar numericamente a ordem de convergéncia de
cada um dos métodos usados. Definindo o erro absoluto = Ww* —XKk|, para
um método iterativo com ordem de convergéncia p, tem-se da equacdo (2.3)

P
ek+1 = cey,

ou seja:
logex+1 ~ logc+ plogex

Deste modo, um grafico de \ogek+i em funcdo de loge™ permitird confirmar
a ordem de convergéncia do respectivo método iterativo através do declive
da recta obtida. A Figura 2.18 apresenta esta informagdo correspondente a
aplicagdo dos diferentes métodos testados com a equagdo (2.30).

Como se pode observar, dentro dos algoritmos estudados, 0 método de New-
ton é aquele que apresenta a convergéncia mais rapida, permitindo localizar
a raiz pretendida com qualquer exactiddo (na gama estudada) em menos de

81



82

Capitulo 2 Equacdes ndo-lineares

Substituigoes sucessivas
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Figura 2.18 Confirmagdo numérica das ordens de convergéncia dos diferentes
métodos iterativos do Exemplo 2.6.

7 iteragbes. O método da regulafalsi modificado tem também neste caso um
desempenho bastante eficiente, embora requeira cerca do dobro das iteragdes
do método de Newton para localizar a raiz com a mesma incerteza. Como
0 método da regulafalsi modificado ndo requer a avaliacdo das derivadas de
f{x), o desempenho pratico destes dois métodos pode ser considerado como
comparavel, nesta aplicacao.

A Figura 2.18 revela também que, para esta funcdo, a convergéncia do método
da regulafalsi oscila entre a 1* e a 2" ordens, consoante o método utiliza o
algoritmo nominal ou as modificagBes nele introduzidas para acelerar a sua
convergéncia. Por si s6, 0 método da regulafalsi nominal apenas consegue
atingir uma convergéncia linear neste problema, devido a convexidade de f(x).
A este comportamento estd também associado o facto de as estimativas produ-
zidas pelo método da regulafalsi nominal estarem localizadas sempre a direita
de x*, coincidindo o extremo esquerdo do intervalo final de delimitagdo da
solucdo com o valor homologo do intervalo inicial! Devido a isto, o seu de-
sempenho neste problema torna-se comparavel ao do método das substituicdes
sucessivas.

Na Figura 2.18 é também possivel constatar a ordem de convergéncia superli-
near5 do método das secantes. Este método revela-se contudo mais sensivel
as estimativas iniciais que os métodos anteriores; por exemplo, a sua aplica-

5Com um coeficiente p > 1, na equacédo (2.3).
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¢do a partir de xo = 0 diverge, enquanto que o método de Newton demora
apenas 2 ou 3 iteracdes adicionais para convergir a partir deste ponto. Neste
exemplo, as secantes produzidas durante as primeiras iteracdes do método sdo
bastante afastadas das respectivas tangentes, atrasando um pouco 0 progresso
deste método durante a sua fase inicial.

2.10 Outros métodos

Usando as metodologias empregues na elaboragcdo dos métodos das secantes
e de Newton, é possivel construir outros algoritmos que aproximem a fungéo
em causa por polinémios de ordem superior. Por exemplo, generalizando a
formulagdo do método das secantes por forma a aproximar f(x) por um po-
lindbmio de segunda ordem, obtém-se o método de Muller (Conte e de Boor,
1981). Este método tem convergéncia quadratica, na proximidade da solucdo,
podendo também ser utilizado para a determinacdo de pares de raizes comple-
xas de equacdes. Para equacdes polinomiais, analisadas em maior detalhe na
Seccdo seguinte, é também preferivel a utilizacdo de métodos especificos.

Uma outra alternativa para a determinacdo de raizes de equagBes ndo-lineares
gerais € 0 método de Brent. Este método combina a delimitacdo prévia das rai-
zes, 0 método da bissec¢do e uma aproximagao quadratica da fungdo em causa,
proporcionando um método robusto e rapido de resolucdo de equacdes ndo-
lineares, permitindo uma convergéncia superlinear, usando apenas valores da
fungdo f(x) (Brent, 1973). Devido a sua complexidade, a generalizagdo deste
algoritmo para sistemas de equacGes ndo-lineares é no entanto complexa. Uma
implementagdo computacional para o problema unidimensional é apresentada
em Press et al. (1992).

Na escolha de métodos iterativos deve ter-se em consideracdo o nimero de
iteracBes necessarias (relacionado com a ordem de convergéncia do método),
e o esforco ou volume de calculos necessario por iteracdo. Por sua vez, estas
caracteristicas estdo também relacionadas com o custo relativo da avaliagdo da
fungdo. Com funcgbes cuja avaliacdo seja demorada (requerendo, por exemplo,
a implementagdo de outros métodos numéricos), sdo preferiveis métodos que
requeiram relativamente menos avalia¢Ges de f(x) (o que geralmente coincide
com métodos de ordem mais elevada). Para fungfes menos complexas, pode
ser preferivel a utilizacdo de métodos iterativos também mais simples, uma vez
que o tempo gasto no célculo de f(x) ndo vai ser tdo desfavoravel. Finalmente,
deve também ser ponderada a complexidade da tarefa relativa ao célculo (ou
estimativa) das derivadas necessarias.
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2.11 Equacodes polinomiais

Os métodos gerais descritos anteriormente podem ser utilizados para resolver
equacdes polinomiais

P(z) = @™ + 12"+ + a1z 4+ a0 =0 (2.31)

com an * 0. No entanto, a sua forma especifica, associada a sua ubiquidade,
tornam vantajoso o estudo de alguns aspectos particulares destas equagdes.
As fungdes polinomiais sdo bastante flexiveis, adaptando-se bem & descri¢éo
aproximada do comportamento da maioria das funcfes “regulares”, sendo ainda
bastante faceis de manipular.

Em alguns casos € necessario conhecer uma solugdo da equagao anterior com
significado especial. Por exemplo, um problema de pH pode requerer a de-
terminacdo de uma raiz positiva de uma equacdo deste tipo. Um problema
de estabilidade de sistemas dindmicos pode requerer encontrar (ou delimitar) a
raiz de maior magnitude, ou com maior parte real, de um polinémio. Noutros
casos pode ser necessario encontrar todas as raizes de uma equacao polinomial.
Algumas destas podem ser complexas, sendo necessarias algumas modificacbes
nos métodos anteriores para lidar com este facto6.

Um resultado importante é o Teorema Fundamental da Algebra, que garante
que todos os polinémios de grau n tém exactamente n raizes (ou zeros), re-
ais ou complexas. E também conhecido o facto de que se os coeficientes
{ao, ai,..., an} forem reais, as raizes complexas do polinémio (2.31) aparecem
em pares conjugados = az jb. Como consequéncia, qualquer polinémio
de grau impar (i.e., com n impar), com coeficientes reais, tem pelo menos uma
raiz real.

Existem outros resultados que permitem estabelecer limites para a localizagdo
de raizes de equacdes polinomiais, descritos seguidamente.

2.11.1 Regra dos sinais de Descartes

Esta regra especifica que o nimero de raizes reaispositivas de p(x) = 0, com
p(x) = anxn + an-\xn~I -f---- I oAx + 00, é igual ao nimero de variages
de sinal da sucessdo de coeficientes ao, ai, ..., an, ou um numero inferior, da
mesma paridade.

6Por exemplo, o método de Newton, implementado usando aritmética complexa, pode ser
usado para determinar raizes complexas de equagdes; existem no entanto outros métodos mais
eficientes para a resolucédo de equacdes polinomiais.
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Por exemplo, se

p(z) =2 -3 2% +4 2> + 52 -3 =0 (2.32)
~ = ~~
1+ 1+ 1

este polindmio terd 3 ou 1 raizes positivas. Se 0 nimero de variagfes de sinal
for par, é possivel que um dado polinémio tenha O raizes reais positivas. Os
termos com coeficientes nulos podem ser ignorados. Por exemplo

4 2
r)=2"+4zxz°+5x -3 =0
p(z)
1
tera apenas uma raiz real positiva.

O numero de raizes negativas pode ser contado do mesmo modo, usando a
equacdo p(—x) = 0. No primeiro dos exemplos anteriores, temos

p(-z) = (-z)* - 3(-z)® +4(—2)* +5(-7) -3=0 <&

2 +323+422 -52-3=0
~—
1

ou seja apenas uma raiz real negativa. Resumindo toda a informacdo relativa a
este polinémio, temos dois cenarios possiveis:

1 raiz real negativa

1 raiz real negativa 1 raiz real positiva
3 raizes reais positivas 2 raizes complexas conjugadas
4 raizes reais 2 raizes reais + 2 raizes complexas

Esta regra pode também ser aplicada por forma a delimitar o nimero de raizes
reais de um polindmio a esquerda e a direita de um ponto arbitrario x$ no eixo
real7. Para o efeito, basta aplicar a regra de Descartes ao polinémio p(x + #o)
e contar o numero de variagfes de sinais dos seus coeficientes (ou do seu
simétrico). Por exemplo, no polinémio (2.32) o nimero de raizes a direita
de xo = 1 pode ser estimado a partir do nimero de variagbes de sinal dos
coeficientes de:

g@)=pz+1)=(x+1)*-3+1)°+4=z+1)2+5(@z+1)-3
=z + 2%+ 22 +8x+4

Este polinémio ndo apresenta variagdes de sinal nos seus coeficientes, e logo

7Desde que xg hdo coincida com uma raiz do préprio polinémio p(x).
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p(x) ndo tem raizes reais a direita de xg = 1. O seu simétrico
g(-z)=2*—2*+2% -8z +4

apresenta 4 variagdes de sinal nos seus coeficientes. Conjugando esta infor-
macdo com a informacdo obtida anteriormente sdo possiveis pois 0s seguintes
cenarios:

1 raiz real negativa

1 raiz real negativa 1 raiz real positiva (< 1)
3 raizes reais positivas (< 1) 2 raizes complexas conjugadas
4 raizes reais 2 raizes reais 4- 2 raizes complexas

2.11.2 Delimitagdo de zeros de polinémios

Se
lasl

. (2.33)

p=1%

entdo todos os zeros de P(X) em (2.31) estdo localizados no interior de um
circulo no plano complexo, com centro na origem e raio P (Conte e de Boor,
1981).

Para o polindmio anterior temos:

w

<

4
slw

-1

p:l+max{ T) }:6

Os zeros do polinémio, juntamente com o circulo resultante da aplicacdo deste
critério estdo ilustrados na Figura 2.19- Como se pode observar, este critério
produz frequentemente uma estimativa conservadora (i.e., bastante alargada) da
localizacdo das raizes do polinémio. A transformagdo de varidveis usada com a
regra de Descartes permite também, de forma semelhante, desenhar um circulo
centrado em qualquer ponto do plano complexo que englobe todos os zeros
de um polinémio. A aplicacdo repetida deste critério produz frequentemente
regides bastante alargadas, ndo sendo particularmente eficaz a sua intersec¢do
com vista a obtengdo de uma regido mais reduzida demarcando, de forma
eficaz, a localizacdo das raizes de equacBes polinomiais.

- |

Uma outra possibilidade de delimitagdo da regido que contém as raizes de um
polinémio p(X) dado por (2.3D consiste na construgdo do polinémio (Kincaid
e Cheney, 1990:

q(z) = z"p(1/x) (2.34)
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1,76-1,79j

Figura 2.19 Localizagdo das raizes do polinémio, e a regido resultante da apli-
cacdo de (2.33).

Neste caso:

" 1 n 1 n—1
q(z) = z" | an - + Gy = o

= Gn + Gn-12 + Gn—222 + - - - + ap2™

Facilmente se verifica que g(x) possui os mesmos coeficientes que p(x), embora
utilizados pela ordem inversa. Assim, g(x) tem também ordem méaxima n. A
partir de (2.34) facilmente se verifica que, para qualquer valor x0 ¢ 0, a equacao
p(xo0) = 0 ¢é equivalente a q(1/x0) = 0 (i.e., as raizes destes dois polindmios séo
inversas). Deste modo, a aplicacdo do critério (2.33) a q(x) permite concluir
que se todos os zeros de q(x) estdo localizados no interior de um circulo de
raio p centrado na origem, entdo todas as raizes de p(x) = 0 diferentes de
0 estdo fora de um circulo correspondente, de raio 1/p, centrado também na
origem.

Para o polinébmio anterior temos

q(z) = —3z* + 52 + 422 - 3z + 1

-

|
| =

Y o

ol

1 + max 0
-_ a —‘
P 307

w

3
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Consequentemente, todas as raizes de p{x) estdo localizadas no exterior de um
circulo centrado na origem e com raio 1/p —3/8 = 0,375.

2.11.3 Manipulagao de polinbmios

A forma expandida (2.31) ndo é normalmente empregue no célculo do valor
de fungBes polinomiais. Existem duas razfes fundamentais que desfavorecem
a sua aplicacdo:

 Esta forma requer demasiadas operacGes, quando comparada com outras
alternativas (sdo necessarias no minimo n adi¢des e 2n— multiplicaces).

» Para polindmios de ordem moderadamente elevada, as poténcias xn
tornam-se quantidades grandes. A sua adicdo algébrica pode provocar
importantes problemas de perda de precisdo no calculo do valor da fun-
cao.

Na avaliagcdo do valor de fungdes polinomiais é habitualmente usada a forma
factorizada:

p(z) = ((-++ (@nT + @n-1)z + - - -a2)T + a1)z + @

Esta expressdao é conhecida como aforma de Homer, requerendo n adicbes e
n multiplicagdes, e ndo envolvendo o calculo de poténcias. Usando esta forma,
o0 polindmio (2.32) pode ser escrito como

p(x) = (((x - 3)x + 4)x + B)x - 3

em vez de:
p(x) = x4—3x3+ 4x2+ 5x —3

Esta forma é frequentemente codificada de modo recursivo através do seguinte
algoritmo:

Algoritmo 2.2 (Método de Homer para avaliar p0 = p(x0))

Po = Gn

Para i=n—-1,n—2,...,0 fazer
Po = PoZo + @i

Fim_Para

Devolver pg.
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A aplicacdo deste algoritmo para calcular p(xo) é também frequentemente ilus-
trada pelo seguinte quadro (para quantidades reais):

Qn An-1 An—-2 An-3 B ao

+ To Toln xob"_1 2 AT
an  (Toan i‘an—l)l (zobn_:’+ an-2) - .o = p(zo)
bn bpn—1 bn—2

Por exemplo, para calcular p(3) em (2.32), o quadro correspondente serd

1 -3 4 5 -3
+ 3 3 0 12 51
1 0 4 17

sendo p(3) = 48. Existem modificacBes possiveis neste quadro para facilitar
o0 célculo de valores de fungGes com argumentos xg complexos, ou para po-
lindmios com coeficientes complexos. Uma outra caracteristica importante da
forma de Horner reside na facilidade com que é paralelizado, para execu¢do
eficiente em sistemas multi-processador (Dowd e Severance, 1998).

O desempenho das formas polinomiais anteriores é comparado na Figura 2.20,
usando neste caso um exemplo bastante conhecido, onde p(x) — (x —I1)6
(Conte e de Boor, 1981). Neste caso compara-se 0 comportamento numérico
desta funcdo, avaliada usando as formas expandida

p(z) = 2® — 62° + 152 — 2023 + 1522 — 6z + 1
efactonzada
p(x) = (((((z — 6)z + 15)z — 20)z + 15)z — 6) + 1

na vizinhanga da sua raiz maltipla. Como se pode observar, as dificuldades
na localizacdo exacta sdo consideravelmente superiores no primeiro caso. As
vantagens da utilizagdo da forma factorizada, tanto em termos de precisdo da
resposta como em termos do nimero total de operagdes necessarias, sdo dbvias
neste exemplo.

Problema 2.8 Considerando a Figura 2.20, investigue aspnncipais razdes que
justificam que a amplitude do ‘fuido’numérico seja diferentes nos dois lados
do eixo das ordenadas, em cada um dos casos. (Sugestdo: Considere o efeito
do cancelamento de termos de magnitudes semelhantes, analisado no Exem-
plo 1.5.)

O exemplo anterior mostra que na avaliacdo de funcbes polinomiais, 0 uso
da forma de Homer pode, em geral, ser vantajoso relativamente a sua forma
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p(x)

(@)

p(x)

(b)

-0.00002

Figura 2.20 Gréfico dos valores do polinémio p(x) = (x —I)6, efectuando os
calculos com uma precisdo de 7 algarismos. Em (a) é usada aforma expandida
do polindmio, e em (b) aforma de Homer correspondente. As curvas repre-
sentadas foram tracadas por amostragem da funcdo num conjunto discreto de
pontos.

expandida. Contudo, este 19 método ndo é por si sO totalmente imune a
producdo de erros numéricos diversos (como se pode observar no exemplo an-
terior), especialmente em redor das raizes do polinémio em causa. Um volume
substancial de literatura mostra que existem diversas alternativas, envolvendo
nalguns casos menos operacBes algébricas, noutros casos permitindo aproxi-
macdes mais precisas do que a forma de Horner correspondente (Press et al.,
1992; Higham, 1996; Knuth, 1997; McNamee, 2002). Apesar disto, este método
pode ser considerado como um bom ponto de partida, correspondente a um
algoritmo simples e eficiente para o célculo de fungdes polinomiais.

O método anterior pode também ser usado para obter as derivadas de fungdes
polinomiais que, sendo também polindmios, deverdo ser avaliadas do mesmo
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modo. Isto é ilustrado no algoritmo seguinte, avaliando simultaneamente a
funcdo e a sua derivada (Press et al., 1992).

Algoritmo 2.3 (Método de Homer para avaliar p0 = p(x0) e do = p'(x0))

Po = an
(1() = 0
Para i=n—-1,n—2,..., 0 fazer

do = dozo + po
Po = PoTo + a;
Fim_Para
Devolver pg, dp.

Deflacéo de polinémios

O método de Horner pode também ser usado para efectuar a deflacéo depo-
lindbmios, quando se pretendem encontrar todas as raizes de p(x). Com efeito,
depois de conhecida uma primeira raiz Xi, é preferivel factorizar

p(Z) = anT™ + an_12" 1 -+ a1z + a0 = (z — z1)g(z)

sendo qg(x) um polinémio de grau n —1, e prosseguir encontrando as raizes de
ofx). Isto evita que o método iterativo volte a convergir para as raizes ja encon-
tradas (a menos que estas sejam maltiplas). Nesta expressdo, os coeficientes de
q(x) correspondem aos termos 0 obtidos na construcdo do quadro anterior.

Exemplificando com o polinébmio anterior de quarta ordem, e admitindo que ja
é conhecida a raiz x*= —4, temos 0 quadro seguinte

1 = 4 5 -3
+ (-1 ~1 4 -8 3

1 =4 8 =3 [o]

e logo:
xt — 323 + 422 + 52 -3 =(x +1) (2® — 42® + 8z — 3)

q(x)

2.11.4 Outros métodos

Os algoritmos descritos anteriormente apenas permitem a determinacéo de rai-
zes reais, quando implementados em aritmética real, e com estimativas iniciais
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também reais. Contudo, se 0s polindmios ndo possuirem raizes reais, 0s méto-
dos podem divergir. A determinacdo de raizes complexas pode ser efectuada
usando uma implementacdo dos métodos numéricos anteriores em aritmética
complexa (por exemplo com o método de Newton). Se os polinémios tiverem
coeficientes reais, as suas raizes complexas aparecem em pares conjugados,
sendo mais eficiente a sua determinacdo também aos pares. Para além do mé-
todo de Muller, ja& mencionado, os algoritmos mais indicados para o efeito sdo
0s métodos de Bairstow ou de Laguerre (Kincaid e Cheney, 1991), ou ainda o
método de Jenkins-Traub (Jenkins e Traub, 1970; Pan, 1997).

Problema 2.9 Usando o método de Homer, construa o algoritmo correspondente
ao método de Newton para a determinagao de zeros defun¢des polinomiais:

D(Z) = Bna™ + a1z + - + g

2.12 Sistemas de equac0Oes nao-lineares

Os métodos anteriores podem ser adaptados para a resolugdo de sistemas de
equacdes ndo-lineares
f(z)=0

onde /(-) e x E Wh. A aplicacdo das transformacdes sugeridas na Seccdo 2.1
nem sempre € viavel, sendo portanto necessaria, em alguns casos, a sua So-
lucdo conjunta. Um estudo aprofundado da robustez e convergéncia destes
métodos requer o uso de conceitos de Optimizacdo, estando por isso fora do
ambito destas notas. Aqui, procurar-se-a sobretudo fornecer uma ideia geral do
funcionamento destas extensoes.

2.12.1 Método de Newton

Tal como no caso escalar, 0 método de Newton tem por base uma expansdo
semelhante a série de Taylor de uma funcéo vectorial f(x) e Rn, com x E Rn
também. Tomando como ponto base xo E IVh, esta expansdo pode ser escrita
numa forma simplificada usando uma notacéo vectorial:

9T T 3
$@) = fan) + () _@=s0)+5@-a) (52) @-a0)t
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Nesta expressdo, a quantidade 0(\\x —£0||3) representa os termos restantes da
expansio8, de ordem igual ou superior a 3. E no entanto importante realcar
que ndo é possivel expressar aqui o resto de ordem n de forma semelhante a
(1.8), uma vez que o teorema do valor médio ndo é aplicavel nesta situacao9.
Para uma melhor elucidacdo, a estrutura vectorial desta equagdo é a seguinte:

f(z)

e+ (%) @20+ Se-ao (2L) (- +

T=To =z

+ O(llz — o|®)

A matriz de primeiras derivadas tem o nome de Jacobiano, possuindo a forma:

[ of 0fz ... Ofn ]
oz, oz, oz,
9f1 a Ofn
afTZVf()_ 5% &% 5‘% Rnxn
or ~ )= : S S € (2:35)
| 9z, Oz, ozn

Esta matriz ndo é simétrica, requerendo algum cuidado na sua utilizagdol0.
Como se pode observar, o conjunto das segundas derivadas forma um tensor
(uma entidade com 3 dimens@es), ndo sendo contudo necessaria a sua utiliza-
¢80 no método de Newton.

Tal como no caso escalar, 0 método de Newton pode ser deduzido partindo de
um ponto Xk onde f(xk) @ 0. Pretende-se escolher um incremento h G Rn, de
forma a que f(xk + h) = 0. Expandindo esta equacdo, fica:

f(zx +h) = f(zx) + Vf(zx)Th+---=0

8A notagdo 0 ( -) (“ordem de™ é usada por vezes para identificar os termos assimptoticamente
dominantes.

9Por exemplo, cada componente  podera satisfazer individualmente este teorema num ponto
intermédio n diferente. Esta situagdo é portanto distinta da expansdo de uma funcédo escalar f(x)
com X G Mn, considerada na Secgdo 1.2.5.

10AIguns autores preferem definir a matriz Jacobiana na forma transposta da equacgéo (2.35). Isto
permite poupar o sinal de transposto em muitas das equacdes seguintes. Na pratica, qualquer
destas defini¢des é equivalente, desde que usada de forma coerente.
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Truncando esta equagdo depois dos termos de primeira ordem vem:
f(zx) + Vf(zx)Th ~0

A notacdo desta Ultima equagdo pode ser simplificada, denotando a matriz
Jacobiana S7f(xk) apenas por Jk, e f(xk) por fk. Se Jk for uma matriz ndo-
singular a equagdo anterior permite obter, de forma Gnica, uma correc¢do hk
que nos aproxima da solucdo. Este valor pode ser obtido a partir da solugéo
do sistema de equagdes lineares de ordem n

Jehk = —fi (2.36)
ou de forma explicita através de:
b =% — g = —(I0) Y= =J7 i

Embora estas duas formas sejam teoricamente equivalentes quando é uma
matriz ndo-singular, na préatica prefere-se o uso da equacdo (2.36), uma vez
que a resolugdo de um sistema de equacdes lineares é geralmente um processo
mais rapido e mais robusto, do ponto de vista numérico, do que o calculo da
inversa da matriz correspondente, conforme analisado no Capitulo seguinte.

O método de Newton aplicado a um sistema de equag¢des ndo-lineares requer
portanto a resolugcdo de um sistema de equac8es lineares, de igual dimensao,
em cada iteracdo. Alguns métodos eficientes para a resolucdo de sistemas
lineares sdo descritos no Capitulo seguinte.

Os requisitos necessarios para a convergéncia do método de Newton baseado
em (2.36), onde \\x* —xk\\ —* 0, sdo conhecidos desde o trabalho de Kantarovich
(1948):

1. f(x) deve ser diferenciavel duas vezes, devendo existir x* tal que /(x*) =
0.

2. Jk\~ 0, para k= 1,2,..., por forma a garantir a unicidade de hjc.
3. o ponto inicial x0 deve estar localizado “préximo” da solucéo.

Tal como no caso escalar, quando o método de Newton (2.36) converge, possui
convergéncia quadratica na vizinhanga da solugéo, verificando-se neste caso:

|z* — zr4all _

|lz* — x| —

Esta equacgdo é semelhante a (2.3), devendo notar-se neste caso o uso da horma
em vez do modulo do erro de aproximacdo (no caso escalar), como medida
desta distancia. Os restantes critérios de paragem, definidos na Seccdo 2.2.1
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para o caso escalar, podem ser adaptados de modo semelhante a esta situacao,
através do uso das normas vectoriais definidas na Sec¢do 1.3.

Exemplo 2.7 (Método de Newton com 2 equagdes ndo-lineares)
A Tabela 2.2 ilustra a aplicacdo do método de Newton ao sistema n&o-linear:

{ y=expl~2) =0 (2.37)

xz —sin(y) =0

Como se pode verificar, 5 iteragcfes sdo suficientes para produzir uma estimativa
da solugdo com cerca de 5 algarismos significativos correctos.

Apesar da sua convergéncia rapida, uma das principais desvantagens do mé-
todo de Newton é o facto de este requerer derivadas das funcdes correspon-
dentes. No caso de sistemas de equacfes ndo-lineares, este requisito facilmente
se torna limitante, mesmo em problemas de média dimensao. Por exemplo, um
sistema de dimensdo N — 10 requer o calculo delOx10=100 derivadas indivi-
duais. Para n = 100 ja sdo necessarias 104 derivadas. As principais dificuldades
sdo o volume de calculos envolvidos, e a possibilidade de ocorréncia de erros
na codificacdo das derivadas, quando estas sdo fornecidas pelo utilizador.

Uma possibilidade de obviar esta segunda limitagdo consiste na utilizacdo de
métodos de diferenciacdo automatica (Bischof et al., 1992; Bischof, 1999; Noce-
dal e Wright, 1999), ou de linguagens de manipulagao simbdlica de expressdes,
como o Mathematica ou o Maple (Apéndice A), para gerar derivadas analiticas
de /(#). Outras alternativas sdo analisadas nas duas Secc¢des seguintes.

2.12.2 Aproximacao das derivadas por diferencas finitas

A necessidade do céalculo de derivadas no método de Newton pode ser contor-
nada, aproximando a matriz Jacobiana por diferencas finitas, tal como descrito
na Sec¢do 1.2.7. Usando, por exemplo, diferengas progressivas de 1™ ordem, e
designando f(X) = /([#i, £2,---,£EN]T), por forma a explicitar os argumentos
escalares individuais de /, a generalizacdo da equag¢do (1.19) ao caso vectorial
pode ser escrita como

()/ ~ f([;l‘l """" it Riysos s I'n]'l‘) = f(ill ------ Wi yuiiozacat I’n}’l-) -

W i h;
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atendendo a necessidade de avaliar individualmente o efeito de cada compo-
nente escalar Xi. Uma forma equivalente, mais compacta, desta equacéo é

é_f_ ) f(:'L' + h,-ei) = f(.’L‘)
61‘,’ - }Li

. i=1,2,...,n (2.39)

onde ei representa a coluna i da matriz identidade de dimensdo n (ou seja,
0 vector unitario na direccdo da coordenada O11: A equagdo (2.39) permite
portanto obter o vector correspondente a linha i da matriz Jacobiana (2.33),
definida anteriormente. Deste modo, a estimativa completa da matriz Jk requer
n + 1avaliacdes de f(x), por iteracdo do método de Newtonl12

Para que a estimativa produzida seja precisa, é relevante a analise efectuada
na Secgdo 1.2.7, relativamente aos cuidados a tomar na especificacdo de cada
hi. No entanto, a escolha Optima destes parametros pode tornar-se agora uma
tarefa mais dificil, atendendo a natureza vectorial de /(-), neste caso.

Os parédmetros hi utilizados influenciam também a rapidez de convergéncia
deste método de Newton modificado. Consoante os valores utilizados (tendo
em atencdo os limites impostos pela precisdo dos valores de f{x) e pela natu-
reza da aproximacdo usada), a ordem de convergéncia deste método pode ser
superlinear ou quadratica (Dennis e Schnabel, 1983).

Exemplo 2.8 (Aproximagéo por diferencas finitas)

ATabela 2.3 ilustra os valores das estimativas da solucdo do problema anterior,
produzidas usando o método de Newton modificado, onde as derivadas foram
aproximadas por (2.39), com hi = 0,01. Como se pode verificar, os valores pro-
duzidos sdo bastante proximos dos representados na Tabela 2.2. Para valores
menores de hi, os resultados produzidos pelos dois métodos séo praticamente
indistinguiveis neste problema.

Em exemplos como o anterior, onde ndo existem dificuldades em aproximar
adequadamente todas as derivadas, este método parece ser a variante do mé-
todo de Newton mais facil de implementar. Caso esta abordagem ndo permita
obter estimativas suficientemente precisas das derivadas para ser usado, € re-
comendavel a modificacdo considerada na proxima Seccdo. Uma vez que esta
aproximacdo € relativamente facil de programar, é geralmente sempre reco-
mendado o seu uso numa fase inicial da solucdo de sistemas de equacdes, para
validar as derivadas analiticas quando estas sdo fornecidas pelo utilizador.

11Na préatica, a operacdo hiei ndo é efectuada, sendo antes usada a forma (2.38). A notacdo
usada em (2.39) apenas é preferida por vezes para indicar a operacdo correspondente numa forma
mais compacta.

12Portanto com um volume de célculos comparavel, em geral, ao requerido na avaliacdo das
derivadas analiticas de /(-), mas eventualmente uma tarefa bastante mais simples de programar.
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Tabela 2.3 Resultados da aplicacdo do método de Newton modificado, com
hi = 0,01.

k zy | & Ty

0 [2 2] 3 [0,547432 0,573225]
1 [1,693 0,176267] 4 [0,546936 0,578718]
2 [0,411658 0,416546] 5 [0,546948 0,578714]

2.12.3 Método das secantes

Outra possibilidade, que também evita a necessidade do célculo de derivadas
analiticas de /(-), consiste na generalizacdo do método das secantes (Sec-
¢do 2.7) a sistemas de equacdes nao-lineares.

Conforme descrito na Secgdo 2.7, qualquer generalizagdo da equagdo (2.24)
tera de satisfazer no caso vectorial

Bk (;I,‘k - -Tk—l) = Sf(l;\) - f(.’l‘k_l))

~

2
Sk Yk

onde Bk G Rnxn é a matnz das secantes. Como esta equacdo é utilizada
com muita frequéncia, é comum definir as quantidades Sk = Xk —xk-1 e
yk = f(xk) —f(xk-1), o que permite a sua escrita numa forma mais compacta:

Bisk = yx (2.40)

Tal como no caso escalar, esta equacgdo é utilizada no método das secantes
para obter a matriz Bk, que desempenha neste caso um papel semelhante
a matriz Jacobiana Jk do método de Newton. Para n > 1, surge contudo
uma dificuldade na sua aplicagdo: o sistema de equacdes (2.40) comporta n
equag0es individuais, mas envolve n2 incognitas (os coeficientes de Bk), sendo
insuficiente para a especificacdo Gnica da matriz B. Este problema pode ser
ultrapassado de dois modos:

« Utilizando tantos pontos anteriores Xk, Xk-i, xk-2, --- quantos os neces-
sérios para definir os declives das secantes que passam por todos eles.
Por exemplo, para n = 2 seriam necessarios 3 pontos para definir o plano
secante que passa por Xk, Xk-i e Xk-2-

» Usando condic@es adicionais para além de (2.40), para definir unicamente
Bk a partir dos pontos Xk e Xk-i- Neste caso a equagdo (2.40) servira
como base para a definicdo de umafamilia de métodos secantes.
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A segunda estratégia é a mais utilizada na pratica. De um conjunto quase
infinito de possibilidades, qualquer escolha razoavel para Bk, para além de
satisfazer (2.40), deve ainda obedecer aos seguintes requisitos:

« Constituir uma *boa” aproximacédo de Jk, tentando preservar a rapidez de
convergéncia observada no método de Newton.

« Facilitar o seu uso num método iterativo, nomeadamente requerendo ape-
nas um volume de calculo moderado.

Um dos algoritmos desta familia com mais sucesso é o método de Broyden
(1965). Neste método, Bk é escolhido através da resolucdo do seguinte pro-
blema de optimizagédo

i Bi — Bi_1||F
min || B k-1l F

sa Bgsg = yk

onde | -\ representa a norma de Frobenius:

Esta norma especial foi escolhida porque permite a resolucdo analitica do pro-
blema anterior, obtendo-se (Dennis e Schnabel, 1983):

S - T
Bi=B W = 19435 (2.41)

Como estratégia, 0 método efectua portanto apenas as altera¢fes “minimas” ne-
cessarias na matriz B, entre iteracGes sucessivas, por forma a respeitar sempre
a equacdo das secantes (2.40). Deste modo, informacdo anterior eventualmente
presente na matriz B numa dada iteragdo € preservada, tanto quanto possi-
vel, desde que esta seja compativel com a equacdo das secantes, aplicada na
iteracdo presente.

As correcgOes efectuadas na matriz B, em cada iteracdo, envolvem um esforgo
da ordem das n2 operaces. A expressdo (2.41) é também conhecida como
uma actualizacdo de caractenstica unitana (“rank-1 update™), uma vez que a
matriz (yk - Bk-isk)sJ/(sjsk) tem apenas caracteristica 1

Depois de conhecido Bk, o algoritmo prossegue de forma semelhante aoc mé-
todo de Newton, obtendo-se em cada iteracdo uma correcgdo hk = xk+ —xk
através de:

Brhi = —fx ou hp=-Bilfk (2.42)
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As diferentes fases do método iterativo podem ser descritas através do seguinte
algoritmo:

Algoritmo 2.4 (Método de Broyden)

Dados zo e By
Enquanto convergéncia ou limite de iteragdes ndo verificados
Resolver Bjisi+1 = —fr em ordem a spi;
Tk+1 = Tk + Sk41
Ye+1 = f(Tk+1) — f(zx)
Biy1 = B + (Yk+1 — Bksk+1)3r{+1/(sz+13k+1)
Fim_Enquanto

Como se pode observar, este algoritmo requer, para além de um ponto base X0,
uma matriz inicial de secantes Bg. Uma vez que o método é algo conservador
quanto as alteracGes efectuadas nesta matriz, convém que ela seja “préxima” da
matriz Jacobiana equivalente, tendo este facto geralmente um impacto positivo
na rapidez de convergéncia do método. Por essa razdo, BO é frequentemente
construida através de uma aproximacgdo de JO por diferencas finitas, embora
sem necessariamente muito rigor.

Exemplo 2.9 (Método de Broyden com 2 equacdes ndo-lineares)

A aplicagdo do método de Broyden ao sistema ndo-linear (2.37) encontra-se
ilustrada na Tabela 2.4. Como se pode observar, a convergéncia é agora algo
mais lenta que no caso do método de Newton, embora ainda possa ser con-
siderada rdpida. A matriz inicial das secantes Bq fornecida era proxima do
Jacobiano correspondente; como tal, as actualizacfes posteriores de Bk permi-
tiram manté-la sempre préxima do Jacobiano do problema, apesar das variages
observadas nos seus coeficientes.

Problema 2.10 Estime a ordem de convergéncia do método das secantes, usando
como base os dados numéricos do exemplo anterior.

Para além de (2.41), sdo também usadas na préatica outras expressdes semelhan-
tes. Por exemplo, em vez de actualizar directamente Bk é possivel trabalhar
com a sua inversa Hk = B”1. Isto permite a obtengdo de hk directamente
através de

hk = - H kfk (2.43)

em vez de usar (2.42), e portanto sem envolver a resolugdo de um sistema de
equacOes lineares, ou a inversdo de uma matriz. Isto é possivel, por exemplo,
através do uso do seguinte lema:
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Lema2.1 (Sherman-Momson-Woodbury) Dados u.v € Rn, e uma
matriz A E Enxn ndo-singular; entdo:

A lupTA?

TGt
Sk eeyey

(2.44)
Deve notar-se que a matriz uvT possui sempre caractenstica unita-
ria, e que se (A-fuvT)for ndo-singularentdo (1-fvTA~1u) é sempre
uma quantidade nédo-nula.

Aplicando este lema a expressao (2.41) obtém-se, ap6s algumas manipulag8es
algébricas (Dennis e Schnabel, 1983):

(8k — Hi—1yx)sy Hy—1

Hy = Hg_; +
Sy Hy— 1k

Tal como na actualizacdo de os produtos matriciais nesta expressao e em
(2.43) envolvem um esforgo global da ordem de n2 operacdes, sendo a sua
aplicacdo consequentemente mais econdmica do que (2.41), de acordo com
a andlise efectuada no Capitulo seguinte. As implementagGes praticas destes
métodos actualizam por vezes directamente uma factonzacao tnangular de
Bk, 0 que permite utilizar qualquer um dos métodos anteriores com um volume
de célculos semelhante.

2.12.4 Outros métodos

Como mencionado no inicio desta Sec¢do, foram aqui abordados apenas méto-
dos que correspondem a generalizacdes directas das técnicas univaridvel des-
critas no inicio deste Capitulo. Um estudo aprofundado da robustez e conver-
géncia destes métodos requer o uso de conceitos de optimizagéo, estando por
isso fora do d&mbito destas notas.

Alguns problemas relativos a solucdo de sistemas de equacdes ndo-lineares be-
neficiam também da sua reformulacdo como problemas de optimizacéo, restrin-
gindo por exemplo o dominio das suas variaveis independentes (e estimativas).
Outros problemas beneficiam da sua reestruturagdo usando métodos iterativos
para a solugdo aproximada dos problemas lineares resultantes em cada iteracéo,
semelhantes aos analisados no Capitulo seguinte. Neste caso, sdo usados proce-
dimentos iterativos em diversos niveis do seu processo de solucdo, tornando-se
conveniente observar algumas das recomendacfes do Capitulo 1 relativas a
manipulacdo das diferentes incertezas de aproximacao.



2.12 Sistemas de equagdes ndo-lineares

Alguns desses aspectos, conjuntamente com diversas técnicas adicionais de so-
lucdo de sistemas ndo-lineares podem ser encontrados por exemplo em Dennis
e Schnabel (1983); Nocedal e Wright (1999); Kelley (2003).
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Capitulo 3

Sistemas de equacodes lineares

determinagdo da solucéo de sistemas de equacgdes lineares constitui uma

das tarefas numéricas mais comuns, aparecendo muito frequentemente
como um subproblema resultante da aplicagdo de outros métodos numéricos.
Por exemplo, a extensdo dos algoritmos descritos no Capitulo anterior a reso-
lucdo de sistemas de equagfes ndo-lineares requer, na maior parte dos casos
(nomeadamente no método de Newton), a resolugdo de um sistema linear em
cada iteracdo. Noutras situagdes, os problemas fisicos podem ser formulados
directamente nesta forma, sendo por vezes necessaria a resolucéo de problemas
de grandes dimensédo (envolvendo, por exemplo, 105 a 106 variaveis). Torna-se
assim importante o desenvolvimento de métodos eficientes para a resolucdo de
sistemas lineares.

Um sistema de n equacdes lineares a n incognitas

a11Z11 + @12T12 + - - + Q1aT1n = by
a21T21 + G22T22 + -+ - + A2nT2n = b2

@3.1)
An1Tn1 + An2Tp2 + - + AunTpn = bn

¢ habitualmente escrito numa forma compacta A- x = b, usando uma notacao
matricial, onde A G Mhxn é a matnz de coeficientes correspondente e 9, x G
Rn sdo o termo independente e o vector solucdo, respectivamente. Como é
conhecido, para que o sistema (3.1) tenha uma solucdo Unica, é necessério
que A seja ndo-singular ou, de forma equivalente, que tenha determinante
ndo-nulo QA\ ~ Q).

A interpretacdo geométrica mais comum para a solucéo de um sistema de equa-
¢Oes lineares corresponde as coordenadas de interseccdo de um conjunto de
rectas (para n = 2, Figura 3.1), planos ou hiperplanos (de dimensdo n —1)
para dimensdes superiores. Se \A\ ~ 0, o problema resultante pode ser nu-
mericamente mal-condicionado. As rectas ou planos correspondentes podem
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ser neste caso quase paralelos, e qualquer pequeno desvio na especificacdo
dos seus coeficientes pode introduzir grandes alterac6es na localizacdo do seu
ponto de interseccdo, e portanto na resolugdo do problema. Este comporta-
mento foi observado no Exemplo 1.4, e serd analisado em maior detalhe na
Seccdo 3.2.3:

3.1 Casos especiais

O esforco necessario para a determinacdo da solucdo de A x = b depende
fortemente da estrutura da matriz A. Por exemplo, se A = |, onde | é a matriz
identidade de ordem n, a resolucdo do sistema é x —b (trivial). Se A for uma
matriz diagonal, o sistema

ail 0 sie. 0 I bl
0 Q2 °°° 0 ) bg
0 0 e Qnn Tn bn

terd a solugdo (também simples)

I = bl/(lu
Ty = bg/(ng

(3.2)
Tn = bn/ann

para ao @ 0,Vi = 1,... ,n. A determinacdo da solucdo para este caso envolve
portanto apenas n divisdes (em geral).

3.1.1 Resolucao de sistemas triangulares

Se A for triangular superior ou inferior, a resolucdo do sistema correspondente
pode ser encontrada usando o método de substituicao regressiva ou progressiva,
respectivamente. Exemplificando com um sistema 3 x 3 triangular superior

a;; a2 a3 ) by
0 a9 Q23 Z9 = b-g
0 0 ass I3 b;;

temos inicialmente, a partir da terceira equacao X% = bs/ass. Substituindo este
resultado na segunda equacdo, e resolvendo-a em ordem a #2 fica x2 = (62 —
0%3Xs)/fl22- Finalmente x\ pode ser obtido da primeira equacdo, substituindo
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a X +(1|2X2=b|

ay X +aynX,=b,

°
F >
x; X,

Figura 3.1 Determinagdo da interseccdo de 2 rectas.

nesta os valores das variaveis x2 e x3 calculados anteriormente, e resolvendo-a
em ordem a x1.

O método da substituigdo regressiva para um sistema geral de dimensdo n pode
portanto ser resumido através do seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.1 (Substituicdo regressiva)

Tn = bn/ann

Para i=n—-1,n—2,...,1 fazer
n
T; = (bl = E (l,'j(l'j)/(l,‘,‘
Jj=i+1
Fim_Para

Problema 3.1 Usando como base o algoritmo anterior, escreva o algoritmo cor-
respondente para o método de substituicdo progressiva, aplicado em sistemas
triangulares inferiores.

3.1.2 Complexidade computacional

Conforme ja mencionado, uma caracteristica fundamental dos algoritmos para a
resolucdo de sistemas lineares é a sua eficiéncia, tendo em vista a sua aplicagao
em problemas de dimensdo elevada, ou bastante frequentesl. Esta eficiéncia
esta relacionada com a complexidade computacional de cada algoritmo, ex-

xPor exemplo quando esta tarefa surge como subproblema resultante da aplicagdo de outros
métodos numéricos.
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pressa através do volume de operagfes envolvido na resolucdo de um sistema
geral de ordem n.

Como analisado, o algoritmo para a resolugédo de sistemas diagonais correspon-
dente a (3.2) envolve apenas n divisdes, sendo a sua complexidade habitual-
mente designada por 0{n) — ordem de n. Noutros casos (por exemplo, na
resolucdo de sistemas triangulares) é necessario proceder & contagem manual
das operacGes elementares efectuadas para determinar a complexidade corres-
pondente do método. Este valor pode Posteriormente ser relacionado com o
tempo de execucdo da tarefa, para varios tamanhos do problema a resolver2.

Na generalidade dos processadores actuais, o tempo requerido para a execugdo
de cada operacdo elementar entre duas quantidades reais (soma, subtraccéo,
multiplicagdo ou divisdo) ndo é idéntico, podendo variar significativamente de
acordo com a natureza da operacdo efectuada. Toma-se por isso conveniente
agrupar as operacdes realizadas por classes, de acordo com a sua complexidade
relativa (por ordem crescente):

« adicles e subtracgoes.
» multiplicaces e divisdes.

 operagdes transcendentes, tais como o célculo de raizes quadradas e de
fungdes trigonométricas.

E comum considerar nesta analise apenas as operacdes relativas a quantidades
de virgula flutuante, supondo-se que as opera¢@es com inteiros sdo significati-
vamente mais rapidas3. A analise correspondente do algoritmo de substitui¢do
regressiva anterior é efectuada no exemplo seguinte.

Exemplo 3.1 (Analise do método de substituicao regressiva)

No Algoritmo 3.1 a instru¢do xn = mn/ann requer 1 divisdo. O ciclo seguinte é
repetido n —1 vezes, devendo este factor ser usado para multiplicar o nimero
de operacdes correspondentes a linha compreendida no interior deste ciclo.

Em termos de adicOes e subtracgbes, a linha z; = (b; — 3°7_;,, aijz;)/aii

2Vérias caracteristicas dos micro-processadores actuais dificultam contudo esta correlagdo. Por
exemplo, a maioria possui uma estrutura super-escalar, que permite executar mais do que uma ins-
trucdo por ciclo (i.e., em simultéaneo), possivelmente fora da ordem em que estas sdo especificadas
no programa. E também frequente a existéncia de instrugdes combinadas que permitem realizar
uma operacdo de adicdo e outra de multiplicacdo em simultdneo na mesma unidade de virgula
flutuante. Nestas condicdes, o tempo de execucdo de um dado programa ira depender ndo s6 do
namero de instrugdes que este contempla, como do seu tipo, e do modo como estas podem ser
ordenadas para tirar partido do paralelismo existente. Dowd e Severance (1998) consideram em
detalhe estes aspectos relativos a optimizagdo de programas de calculo numérico.

3isto facilita os aspectos relativos a contabilizagdo do uso de varidveis inteiras em ciclos iterativos
e como indices de variaveis ndo-escalares.
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corresponde a
1+[n—(j+1)]=n—1i adicdes.

O total de operacOes deste tipo serd portanto:4

= i, n(n—1) n? n
2(n—z)=(n—l)n—§z=(n—l)n——2—2 =5
No interior do ciclo temos 1 divisdo e
n—(t+1)+1l=n—1
O namero total de operagdes deste tipo sera portanto:
n—1 n—1 TL2 S
1+Z;(n—z+l)=1+(n—1)(n+1)— 2 i= 7-1-5

Conclui-se portanto que a resolucdo de sistemas triangulares envolve aproxi-
madamente tanto n2/2 adi¢Bes / subtrac¢cbes como multiplicagdes / divisdes
de virgula flutuante. Trata-se portanto de um algoritmo com complexidade de
0(n2), uma vez que para n elevado, este € o termo dominante em cada um
dos resultados de contagem anteriores.

3.1.3 Matrizes com estrutura especial

Deve notar-se que as indicagdes anteriores relativas a complexidade dos méto-
dos de resolucdo apenas sdo validas para matrizes A gerais, com relativamente
poucos elementos nulos na sua parte triangular principal (ou diagonal), e sem
outra estrutura especial; se isto ndo se verificar, o nimero de operacdes ne-
cessarias pode ser consideravelmente inferior a este valor, através da omissao
de um grupo significativo de passos que produziriam valores nulos, ou outras
quantidades facilmente antecipaveis. Por esta razdo, as bibliotecas numéricas
existentes para a determinacdo da solugdo de sistemas lineares possuem habitu-
almente subrotinas ou fungdes especificas para varios tipos de matrizes. Alguns
dos tipos de matrizes tratados habitualmente em separado séo:

* matrizes triangulares, sendo os sistemas resolvidos pelos métodos anteri-
ores.

¢ matrizes por bandas, onde todos os elementos ndo-nulos estdo situa-
dos na sua diagonal principal, e nas diagonais imediatamente acima e

4Usando o facto de que Y - ;i =n(n+1)/2.
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o S = -

0 0
0 0

Figura 3-2 Estrutura de matrizes tridiagonais e por bandas (com largura M).

abaixo desta (Figura 3.2). Estas matrizes sdo frequentemente originadas
em problemas descritos por equagfes que descrevem a interac¢do en-
tre elementos préximos (ou vizinhos), como por exemplo problemas de
redes, de diagramas de fabrico (tal como o Exemplo 3.6, considerado
na Seccdo 3-3), ou problemas resultantes da discretizacdo de equacdes
diferenciais.

Uma matriz A com apenas M diagonais ndo-nulas é designada como uma
matriz por bandas com largura M. Como caso especial, as matrizes com
M — 3 (tendo portanto apenas uma diagonal acima e outra imediata-
mente abaixo da diagonal principal) sdo designadas como tridiagonais.
Estes sistemas sdo tratados muitas vezes por reducdo a forma triangular
(superior ou inferior), seguida da aplicacdo de uma versdo especializada
do método de substituicdo regressiva ou progressiva, que tenha em con-
sideracdo os elementos nulos da matriz original.

* matrizes simétricas, onde A = AT. Neste caso, a simetria da matriz pode
ser usada para prever o resultado de algumas operagdes (dado que alguns
coeficientes da matriz sdo idénticos entre si), ndo sendo sequer necessario
0 armazenamento da matriz inteira.

110 Os métodos existentes para a resolucdo de equacdes lineares podem habitual-

mente ser enquadrados numa das duas classes seguintes:

» meétodos directos, onde o problema original é convertido, através da apli-
cacdo de uma sequéncia de operacdes elementares, num problema sufici-
entemente simples para permitir a sua resolucdo imediata (por exemplo,
um sistema triangular, ou diagonal).

« métodos iterativos, onde se parte de uma solucdo aproximada para o
problema, e se refina sucessivamente esta estimativa (por iteracdo), até
determinados critérios de paragem serem obedecidos, de forma seme-
Ihante aos métodos estudados no Capitulo anterior.

A parte restante deste Capitulo é dedicada a analise de cada uma destas classes
de métodos.
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3.2 Métodos directos

Salvo indicacdo em contrario, os métodos considerados nesta Seccdo dizem
respeito a uma matriz genérica A e Rnxn, densa (i.e., com poucos elementos
nulos), e sem nenhuma estrutura especial.

3.2.1 Eliminacdo Gaussiana

O método de eliminacdo Gaussiana efectua a conversdo do sistema Ax = b
num sistema triangular equivalente, por aplicacdo de operacbes elementares,
sendo depois usada a substituicdo regressiva (ou progressiva) com o sistema
triangular resultante, para a obtengdo da solucdo completa.

OperacOes e matrizes elementares

As operagOes elementares possiveis no processo de eliminacdo Gaussiana sdo
as seguintes:

» Multiplicar uma equagdo por uma constante ndo-nula.

» Permutar duas equacdes.

* Adicionar um multiplo de uma equagéao a outra.
Cada uma destas operacfes pode ser representada através de uma matriz ele-
mentar M equivalente, da forma

M —I —uvT (3.3

onde I E Rnxn corresponde a matriz identidade de ordem n, e u,v E Rn sdo
vectores arbitrarios.

A aplicacdo de uma operacdo elementar a matriz A equivale assim
a sua multiplicagdo pela matriz M correspondente. Para formar a
matriz M relativa a uma dada operacdo elementar basta realizar a
operacdo pretendida sobre a matriz identidade correspondente.

Designando por € a coluna i da matriz identidade de dimensdo compativel
temos, como exemplos de cada uma das categorias anteriores, para n = 3

1 0 0
e Mi=|0 a 0| =I-(1-a)eel =
0 0 1
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ai a2 a3
= MA= |aay; «aaze «ass

asy ag2 az3

Esta operagdo corresponde a multiplicacdo da 2" linha de A pelo escalar

[0 1 0 az G2 a3
e M= (1 0 0| =1I- wt = MA = a1y a2 a3
0 0 1 a3y a3z @33

com u = ei —f32- Aqui a h linha de A foi permutada com a sua 2" linha.

1 0 0
e Mz=1|0 1 0 =I+Qe36’1r =
la 0 1
a a2 a3
= M3A= asy o9 a23

aay; + a3 «a2 +az2 a3+ ass

Agora a h linha foi multiplicada por a e adicionada a 3- linha de A.

Em vez da multiplicacdo a esquerda, se A for multiplicada por M a direita
obtém-se um resultado equivalente, mas desta vez sobre as colunas de A (por
exemplo, colunas permutadas em vez de linhas permutadas, colunas multipli-
cadas por a, etc.).

As matrizes do tipo de M2 anterior sdo também conhecidas como matrizes de
permutacdo. Como se pode observar, no caso geral, estas matrizes possuem
apenas um coeficiente unitario por linha (e coluna), sendo os restantes coe-
ficientes todos nulos. Se P G Rn for uma matriz de permutacdo é possivel
demonstrar que Pt = P _1, i.e.,, as matrizes de permutacdo sdo ortogonais.
O produto de matrizes de permutacdo origina também sempre uma matriz de
permutago.

Todas as matrizes elementares dos varios tipos anteriores sdo ndo-singulares,
podendo a sua inversa ser obtida através de uma forma particular do lema de
Sherman-Morrison-Woodbury (equacdo 2.44):

uvT

TaA=1 __
A R o

(3.4
A partir desta expressdo facilmente se constata que as inversas de matrizes
elementares sdo também elas proprias matrizes elementares, da forma (3-3).

Deve notar-se que, embora o uso de matrizes elementares seja uma forma
conveniente para expressar as operacOes efectuadas, estas matrizes ndo sdo
necessariamente criadas explicitamente durante a sua utilizacdo. Por exemplo,



3.2 Métodos directos

as matrizes permutacdo anteriores sdo frequentemente representadas usando
apenas um vector de inteiros, contendo em cada posi¢do o indice do elemento
unitario em cada coluna. Deste modo, em vez de criar a matriz

P =

o = O C
o O = O
o O O
-0 O O

a informacao equivalente pode ser codificada através de um vector
pa=[3 2 1 4]

sendo o resultado da sua aplicacdo facilmente obtido a partir desta forma con-
densada. Para cada uma das categorias anteriores, o resultado das operacgdes
correspondentes sobre matrizes desse tipo pode ser igualmente antecipado em
vez de ser obtido através do calculo do produto matricial explicito, tendo em
conta o elevado nimero de coeficientes nulos presente nestas matrizes elemen-
tares.

Aplicacdo do processo de eliminagéo

O resultado da aplicacdo das operagbes elementares durante o processo de
eliminacdo Gaussiana é frequentemente descrito usando a matriz aumentada
[Ab]. Pretende-se portanto efectuar a transigdo

! ! ! /

ai a2 oW A1n bl all alz e aln bl

/ / /

az @z -+ G | b 0 abhy --- ah, | b
-— 0o ) .

! /

An1 Qn2 *** Qpn | bn 0 ) Y | Aol I

usando as operagfes elementares anteriores.

A eliminagdo Gaussiana é habitualmente aplicada por colunas. Assumindo que
an @ o, procede-se numa primeira fase ao anulamento dos coeficientes da
primeira coluna abaixo da diagonal principal. Para isso adiciona-se a cada
linha cujo coeficiente se quer anular um madltiplo apropriado da primeira linha.
Por exemplo, para anular a2, adiciona-se a segunda linha a primeira linha
multiplicada por —«21/~11- A segunda linha da matriz fica entdo

(2) (2) (2) (2)
[0 Goo; Gggt ¢ a’2n|b2 }

designando o expoente (2) a segunda versdao dos coeficiente respectivos.
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Como se podera confirmar com o decorrer da aplicacdo do método, os coefici-
entes ay} , a23>-->azn ir*° ser mantidos até ao final, a menos que exista uma
permuta de variaveis. Para anular 231, o procedimento é semelhante, havendo
neste caso necessidade de multiplicar a primeira linha por —a*1/an antes de a
somar & terceira linha. A terceira linha da matriz fica portanto:

[ 0 Uz(s?z) "g) S U:(;i) 1’:(52) ]

Esta fase termina com a adicdo da 1* linha multiplicada por (—ani/*ii) a n-
ésima linha da matriz aumentada. As quantidades

mi1 = l—l) (’l = 2 3 ..... “) (35)

utilizadas durante esta fase sdo denominadas de multiplicadores, aparecendo
também noutros métodos de resolucdo. O coeficiente an estd sempre em
denominador dos multiplicadores criados nesta fase, sendo por isso designado
de pivot. No final, a matriz aumentada tera portanto o aspecto
(1 ) (1) | 30
... [)1

ay; Q9 A1n
(2) :

2 2

0 as - (1.(2") b; )

2 2 2

0 (1512) oo @D | b2
com A . X
ug;-) — uij) — m,-lagj)

(2,5 =2, 35555 n)
1)52) = bil) - m“b(ll)

sendo os multiplicadores mn definidos por (3.5).

E facil confirmar que o resultado desta operacdo pode também ser obtido mul-
tiplicando A a esquerda por uma matriz elementar apropriada que, para a
condensacdo da 1 coluna, possuird a forma

1 0o --- 0
—mor 1 -+ 0

)\[1 =
—Mpy 0 -+ 1

onde os coeficientes mn correspondem aos multiplicadores definidos por (3.5).
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Em termos da defini¢do (3.3), esta matriz corresponde a M\ = I —viej, onde

0
ma1

v =
Mn1

e e\ corresponde a 1? coluna da matriz identidade.

Na fase seguinte, para anular os termos da segunda coluna abaixo da diagonal
principal, definem-se de forma semelhante os multiplicadores
o
Mip = ——’—% (1==8,:051m) (3.6)
ag2
desde que ai? @ 0. Para anular ai? sera necessario multiplicar a segunda linha
por —o%); o2 e adiciona-la & terceira linha, que fica entdo:
@) (3 (3) | 13
[ 00 a3 a3y - a3, I b ]

O aspecto da matriz aumentada no final desta segunda fase sera portanto:

- (1 1 1 1 1) 7
o o) o ol |40
(2) (2 (2) (2
0 ay ‘123) e gy, | by )
3 3 3
0 0 aff - af)|bfY 37)
| 0 0 af) o off) |69 |

Este resultado pode ser igualmente obtido formando uma matriz elementar M-
correspondente & eliminacdo da 2" coluna. O produto M2 -M\ -[A\b\ produzira
assim uma matriz com a estrutura de (3.7). Neste caso M: terd a forma

1 0 <o 0
0 1 saiss ()
My=|0 —-m32 --- 0
0 —mpz -+ 0

com os multiplicadores ra*2 definidos por (3.6). Esta matriz corresponde a
M2=1 - v2f , onde

U’2r = [0 0 mgzy --- mn2]
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e B2 corresponde a 2" coluna da matriz identidade.

Prosseguindo de forma idéntica para as restantes colunas ter-se-a, no final, a
matriz triangular superior:

r 1 1 1 1 1) .=
o o ol o o o)
2 2 (2) 2)
0 agz) ag;,) trr Qg bg
0 0 af ... o[ (3.8)
L0 0 0 v a®|e® |

De uma forma genérica, para a coluna k < n, se ¢ 0, temos portanto

(k)
a:
mik=—}'f5 (E=k+1,...,n) (3.9)
Ak
e
al¥ ) = ag?) — maxal)

ij ij
(i,j=k+1,...,n)

b£k+1) - bgk) _ mikb,('k)

Né&o é necessario guardar todas as versdes sucessivas dos coeficientes ® ,uma
vez que a aplicagdo do algoritmo apenas requer a Ultima versdo de cada coefici-
ente. Isto permite uma redugdo significativa do espaco de memoria necessario.

A estrutura final do processo de eliminagdo (3.8) pode ser obtida, de forma
equivalente, através da sequéncia de multiplicacdes

My_y -+~ Mo My [Alb] (3.10)
onde
My =1 — ey (3.11)
tem a estrutura:
[1. 20 e 0 0 --- 0] F 0
1 0 0 0 )
I - . : : 3 0
My=1|0 0 --. 1 0 - 0| e we=] (3.12)
00 -« —mgpae 1 -+ O "‘.“v"
0 0 Mg 0 1] L Tk
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Em termos praticos, o produto das matrizes Mi em (3.10) ndo é efectuado
explicitamente, uma vez que estas possuem demasiados elementos nulos. E
possivel verificar que o produto Mn_i ---M2M1 vai corresponder a uma matriz
triangular infenor, uma vez todas as matrizes elementares usadas em cada um
dos passos da eliminacdo Gaussiana é também triangular inferior.

Uma implementacdo deste método é considerada no seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.2 (Eliminagdo Gaussiana)

Para k=1,2,...,n—1 fazer (varrer colunas)
Para i =k+1,k+2,...,n fazer (criar multiplicadores)
m = @k /akk
Para j=k+1,k+2,...,n fazer (a direita da diagonal)
Aij = Q45 — M Akj

Fim_Para
bi = b,‘ —m bk
Fim_Para

Fim_Para

Complexidade do método de eliminacdo Gaussiana

Usando uma metodologia semelhante a do Exemplo 3.1, é possivel demonstrar
que o processo de eliminacdo Gaussiana envolve

nd n? bn L~ 5
i A adigOes / subtraccdes
n3 2

n .y ~ R
—+n° - 3 multiplicacdes / divisbes

incluindo a fase de substituicdo regressiva. Este processo pode portanto ser
considerado como tendo uma complexidade de 0(2n3/3).

O processo de eliminagdo Gaussiana pode também ser repetido com a matriz
triangular superior obtida, eliminando desta vez os elementos acima da diago-
nal. Dai resulta uma matriz diagonal, permitindo obter a solugdo apenas com
n divisdes. Este método é conhecido como o método de Gauss-Jordan. O
numero de operacBes necessarias é neste caso

adigdes / subtracgdes

multiplicacBes / divisdes

t‘Dl :w t‘DI :c»
M':N N3
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portanto superior ao método de eliminagcdo de Gauss5, sendo por isso menos
usado.

Qualquer destes dois algoritmos requer um esforgco consideravelmente superior
aos dos métodos de substituicdo progressiva e regressiva descritos anterior-
mente, com complexidades de 0(n2). E (til estabelecer uma comparagéo entre
estas grandezas e as correspondentes a outras tarefas comuns em Algebra Li-
near:

y = Az (A eR™™ z eR") —  0(2n?)
C=A+B (A,BeR™™) —  O(n?)
C=A+zy" (AeR™™ z,yeR") — O(2n?
C=AB (A, B € R™*") —  0(2n®)

Pode verificar-se que o processo de multiplicacdo de matrizes densas é a tarefa
de maior complexidade entre as consideradas, apesar da resolucdo de sistemas
lineares poder parecer aparentemente “mais dificil”. Mesmo o céalculo explicito
da matriz inversa A~Il através da reducdo de [A] pelo método de Gauss-
Jordan requer apenas n3 multiplicagdes e divisdes, e um nimero semelhante de
operacdes de adicdo / subtracgdo (Meyer, 2000), sendo portanto um processo
de complexidade comparavel a multiplicacdo de matrizes densasé.

Necessidade do processo de permuta

O método de eliminacdo correspondente ao Algoritmo 3.2 apenas pode ser
usado quando os coeficientes a  sdo diferentes de zero. Quando um destes
coeficientes se anula, 0 método deixa de poder ser aplicado, devido a divisao
por zero que ocorre no calculo dos multiplicadores. Isto ndo significa necessa-
riamente que o sistema ndo tenha solucdo. Por exemplo o sistema

{ 23=1 (3.13)

T1+T9 =2

ndo pode ser resolvido pelo método anterior. Ele é, no entanto, equivalente ao

sistema
T3+ T2 =2
I = 1

5Para n elevado, a diferenca entre 0(n3/2) e 0(n3/3) pode corresponder a 50% do volume
total de célculos!

6De igual modo, pode concluir-se que a resolugdo de sistemas lineares formando explicitamente
A~\ requer cerca de 3 vezes o esforco da solucdo do mesmo sistema através da eliminagédo
Gaussiana.
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—— Inverter ordem S Inverter ordem =
IS das equagdes 0 J— das variaveis —— O
) —_— —
Matriz triangular Matriz triangular
superior inferior

Figura 3.3 Conversdo de uma matriz triangular superior em inferior, por per-
muta de equac@es e variaveis.

onde 0 método anterior ja é aplicavel. Uma estratégia simples para minimizar
este problema consiste portanto na permuta de equacgdes para evitar o0 apareci-
mento de pivots nulos durante a eliminacdo Gaussiana.

O aparecimento de pivots bastante pequenos, com ~ 0, pode também co-
locar alguns problemas. Como estas quantidades aparecem como divisores em
(3-9), existe a possibilidade de serem criados multiplicadores com magnitude
elevada. A adicdo algébrica das linhas correspondentes pode causar Posterior-
mente problemas de perda de precisdo da solucdo, ao serem subtraidas quan-
tidades elevadas, com sinais contrérios, tal como analisado no Exemplo 15.
Por esta razdo, deve ser evitado o uso de pivots de magnitude reduzida. Para
isto, é conveniente modificar o método anterior, introduzindo a possibilidade
de reordenacdo sistematica das equacbes. Surgem assim os métodos de elimi-
nacao Gaussiana com pivotagem. Estes métodos permitem minimizar 0s erros
inerentes a resolucdo de sistemas lineares usando aritmética com precisdo finita.

Problema 3.2 Aplique oprocesso de eliminacdo Gaussiana apresentado anten-
ormente ao sistema linear
€1+ 22 =1
{ Ty + a9 =2
semelhante a (3.13). Em que medida o célculo numénco da solugéo podera
neste caso ser afectado porproblemas deperda deprecisdo, quando |e| —»OF

Pivotagem em sistemas lineares

Num sistema linear é possivel permutar a ordem pela qual as equagdes sao es-
critas isto corresponde a troca de linhas da matriz aumentada [A\b\. Apermuta
da ordem das variaveis é também possivel, correspondendo neste caso a uma
troca das colunas de A. Na Figura 3.3 é ilustrada a aplicacdo destes mecanismos
na conversdo de uma matriz triangular superior em inferior.

Problema 3-3 Reescreva as operacOes realizadas na Figura 33 em termos do
produto de A por matrizes elementares correspondentes.
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1 2.3 6 7 8 1 2 6 7 4 5 8 3
1 [ ° ® T 5[ e i
2 ® ° 6 e o °
3 © 2 ° ®
4 ® e o ° — 1 e o
5 ° 4 © °
6 e o ® 7
7 ° 8
8 ° 3_ e o ° ° |

Figura 3.4 Exemplo de rearranjo preliminar da matriz A de um sistema de equa-
¢Oes, usando o método de Markovitz (Mah, 1990). Apenas sdo representados
os elementos ndo-nulos da matriz. Os nimeros no topo e no lado esquerdo
da matriz indicam a numeracdo das equacgdes e varidveis antes e depois de
realizado o reordenamento.

Existem essencialmente duas formas de implementar o rearranjo sistematico
de sistemas lineares. As operacbes de pivotagem podem ser implementadas
em 19 lugar através de um rearranjo preliminar do sistema de equacdes, an-
tes de este ser resolvido. Em alguns casos, esta abordagem permite converter
um sistema “desordenado” num outro sistema equivalente, com uma estrutura
proxima de um caso especial (por exemplo quase diagonal, ou quase triangu-
lar). Isto acontece frequentemente com sistemas esparsos (i.e., quando muitos
coeficientes da matriz A sdo nulos), tais como os resultantes da resolucdo de
diagramas de fabrico de processos quimicos (“flowsheeting’0- Neste tipo de
sistemas, geralmente de grandes dimensdes, pode nem ser necessario (ou con-
veniente) armazenar a matriz A explicitamente. Alguns métodos para efectuar
o rearranjo preliminar deste tipo de matrizes sdo descritos por Mah (1990). De-
pois de rearranjado, o sistema é convertido num sistema triangular, com um
esforco tipicamente bastante inferior ao necessario para processar uma matriz
A genérica equivalente (Figura 3-47).

Este tipo de analise, numa fase prévia a resolucdo, é particularmente vantajoso
em diversas situacdes:

» Quando permite reducgdes significativas no esforco necessério para a re-
solucdo do sistema de equacgGes resultante.

7Para garantir a sua aplicabilidade, o método usado nesta ilustracdo elimina também alguns
coeficientes ndo-nulos, em posicdes chave da matriz; isto pode ser constatado atendendo a que a
matriz inicial apresenta 29 coeficientes ndo-nulos, enquanto que a matriz final apenas possui 20 ele-
mentos ndo-nulos. No entanto, o método procura sobretudo tirar partido efeito do reordenamento
das equagdes e variaveis no esforco necessario para a resolucdo do sistema. Uma implementagdo
computacional deste algoritmo pode ser encontrada nas rotinas MA28 e MA48 da biblioteca HSL
(AEA Technology, 1978).
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« Quando é necesséria a resolugdo consecutiva de varios sistemas de equa-
¢cBes, com a mesma estrutura de elementos ndo-nulos. Isto pode aconte-
cer, por exemplo, na aplicagdo de um método iterativo como o método
de Newton, considerado anteriormente, a um sistema de equacBes ndo-
lineares. Neste caso, a informacao obtida na fase de pré-processamento é
gerada antes da resolucdo do 19 sistema linear, sendo depois usada para
acelerar a resolucdo dos varios problemas lineares considerados.

Uma outra estratégia consiste em proceder ao rearranjo das equacdes a medida
que a determinacao da solucaoprossegue. Isto pode ser acomodado no método
de eliminacdo Gaussiana de varias formas distintas:

1 No modo de pivotagem parcial, no inicio da eliminac¢do relativa a coluna
k, em vez de dkk é seleccionado o pivot apk, onde:

Gpk = 10ax |a;x|

Isto significa que, se p @ ¢, as linhas (equacgdes) hep sdo permutadas.
Por exemplo, com a matriz

sy (1) (1) 1 7

apn ajy a3 a4
(2)
0 |92 o  of)
(3.14)
(2) (2) (2)
0 Qzo Q33 a3y
2
B I

0 pivot é escolhido como o elemento com méxima magnitude entre 0s
coeficientes a2, %2 e a\2. Alinha onde este ocorre é permutada com

a segunda linha, se necessario. Evita-se assim, tanto quanto possivel, a

divisdo por quantidades pequenas. E facil verificar que neste caso todos 121
os multiplicadores passam a satisfazer:

(k)

a; R
|mu¢l=l ;’;) <1 (i=k+1,..,n
lagy |

Em termos da utilizacdo de matrizes elementares, para descrever o pro-
cesso de eliminagdo com permuta de linhas é necessério alterar (3.10)
para a forma

(Mp—1Pp_y--- MaP, M, Py) [Alb] (3.15)

prevendo a necessidade de aplicar uma permuta de linhas Pi antes de
eliminar cada coluna de A.

2. No modo de pivotagem completa é escolhido para pivot o elemento com
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maior valor absoluto na submatriz com k,j > i. Se necessario,
procede-se a permuta de linhas e colunas em A para colocar esse ele-
mento na posicdo pivotal. No caso da matriz (3.14), o pivot sera portanto
escolhido como o elemento de maior magnitude da submatriz:
2 (2 (2
Qo Q33 (24

2 2 (2)
agz) az(ss) a34q

(2) (2) (2)
Qg Q43 Gy

Este elemento € depois trazido para a posi¢cdo do coeficiente a?, por
permuta de linhas e colunas de A, se necessario. Esta estratégia propor-
ciona uma maior seguranga quanto a escolha dos pivots, a custa de uma
implementagdo mais complexa (€ necessario registar as alteragdes das va-

ridveis originais do sistema). Usando matrizes elementares, a sequéncia
de operagBes necessaria pode ser descrita através do produto de matrizes

(Mp—1Pp—y - MaPo My Py) [Alb) (Q1Q2 - Qn—1), (3.16)

onde Pi e Qi correspondem a matrizes permutacdo, usadas para colocar
as linhas e colunas da matriz A nas posi¢des adequadas.

. Na resolucdo de sistemas esparsos, a aplicacdo de qualquer um dos mé-

todos anteriores de pivotagem pode introduzir o aparecimento de um
namero significativo de coeficientes ndo-nulos na parte da matriz ainda
ndo eliminada, devido ao rearranjo de equacdes e variaveis efectuado, e
as restantes operagdes elementares que se tornam necessarias em seguida.
Este fendmeno, designado por enchimento ou fill-in, é geralmente inde-
sejado, uma vez que pode aumentar consideravelmente o esforgo compu-
tacional necessario na resolucdo do sistema (induzindo a necessidade da
realizacdo de mais operacOes elementares), e 0 espaco de memdria neces-
sério para guardar a matriz A. Nestes casos, pode ser importante atingir
um compromisso equilibrado entre a estabilidade numérica do algoritmo
de resolucdo e a sua rapidez de aplicacdo. Para o efeito € frequentemente
usada uma regra de pivotagem com limiar (ou “threshold pivoting”) onde
0s pivots escolhidos satisfazem o critério

](12‘;\)] > ulagz)]. parai>k

sendo 0 < u < 1 um parametro ajustavel, escolhido de forma apropriada.
Este modo de pivotagem é particularmente (til para a resolucdo de sis-
temas esparsos, sendo o seu desempenho com sistemas densos bastante
semelhante ao modo de pivotagem parcial, descrito anteriormente.
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A complexidade computacional dos algoritmos resultantes é idéntica a do mé-
todo original de eliminacdo Gaussiana, uma vez que as operac¢fes de permuta
necessarias nos elementos de A ndo sdo contabilizadas na medida de comple-
xidade usada. E importante realcar que, com alguns tipos de matrizes, a pivota-
gem pode ser uma operagdo supérflua, nomeadamente em situagdes onde A é
uma matriz diagonal dominante. Diz-se que uma matriz A E Rnxn é diagonal
dominante (por linhas) se

lasl = lail  (=12,...,n)
j=1
J#i
e estntamente diagonal dominante caso:
n
laii| > Z|a,'j| =120 n)
=1

J#i

E possivel demonstrar que o método de eliminagio Gaussiana com
escolha parcial de pivots ndo efectua qualquer permuta de linhas
quando aplicado a uma matriz A estntamente diagonal dominante
(Kincaid e Cheney, 1991).

Problema 3.4 Efectue as modificagdes necessanas no Algontmo 3-2para imple-
mentar uma estratégia depivotagem parcial.

Resolucdo de sistemas tridiagonais

Como mencionado, sdo frequentes as aplicagdes que envolvem a resolucdo
de sistemas com matrizes por bandas, e em especial matrizes tndiagonais,
onde todos os elementos ndo nulos estdo localizados na diagonal principal,
e nas diagonais imediatamente acima e abaixo da diagonal principal. Devido
ao numero consideravel de coeficientes nulos, € conveniente armazenar neste
caso os elementos da matriz em 3 vectores a, d e ¢ (de tamanho n ou n —1),
de acordo com a forma:

(11 8] T b]
a; do ¢ To b

as (13 C3 I3 1)3

n-2 dp-1 Cp-1 Tn-1 bn—1

an-1 dn b B & In | L bn _
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Estes sistemas podem ser resolvidos com vers@es especializadas dos algoritmos
anteriores, atendendo a localizagdo dos coeficientes ndo-nulos do problema.
Em particular, se ndo for necessaria a utilizagdo de pivotagem8, é apenas ne-
cessario eliminar a diagonal abaixo da diagonal principal para se obter uma
matriz triangular superior. Também durante a fase de substituicdo regressiva
cada equacdo envolve apenas duas variaveis, tomando este processo bastante
mais econémico que o caso geral. O algoritmo de Thomas permite resolver
estes sistemas com um esforco de cerca de 3n adicBes e subtraccfes, e 5n
multiplicagdes.

Algoritmo 3 3 (Algoritmo de Thomas)
Para i = 2,3,...,n fazer (eliminar subdiagonal)

m=ai_1/di_;
di =d; —mci

bi =bi —mbi_y

Fim_Para

Tn = bn/dn

Para :=n—1,n—2,...,1 fazer (substitui¢ao regressiva)
z; = (b — ciTiy1)/d;

Fim_Para

Implementacdes eficientes para a resolucdo geral de sistemas com matrizes por
bandas podem ser encontrados na biblioteca LAPACK9 (Anderson et al., 1992).

Escala do problema e escolha dos pivots

Em qualquer dos métodos anteriores a escolha do pivot pode depender for-
temente da escala do problema, nomeadamente das unidades usadas para re-
presentar as diferentes varidveis fisicas intervenientes. O uso de unidades do
Sistema Internacional (por exemplo, com concentragfes expressas em mol/m3,
temperaturas em K, e energia em J) implica muito frequentemente que existam
no mesmo problema grandezas com varias ordens de magnitude de diferenca
entre si. Esta diferenca pode condicionar o desempenho das estratégias anteri-

8Por exemplo com matrizes simétricas positivas definidas (Kincaid e Cheney, 1991). Uma matriz
real simétrica A é positiva definida quando vx E Rn, x ® 0 => xTAx > 0. Neste caso todos os
valores préprios de A sdo também positivos. Se uma matriz simétrica tiver valores préprios nulos,
esta sera singular.

9Descrita no Apéndice A
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ores, introduzindo erros desnecessarios. Por exemplo, o sistema
10 1000 ][ z: ] _ [ 1000
L. "l z2 | | 2
¢ equivalente ao sistema:
0,01 1 I - 1
1 1 z2 | |2

No entanto, no primeiro caso, a existéncia de coeficientes de maior magnitude
na primeira equacdo pode influenciar artificialmente a escolha dos multiplica-
dores. Toma-se portanto Gtil “condicionar” os sistemas lineares antes da sua
resolucao.

Condicionamento de sistemas lineares

O objectivo desta tarefa consiste em obter um sistema equivalente, com uma
matriz que contenha apenas coeficientes de magnitudes reduzidas (e semelhan-
tes entre eles), uma vez que a sensibilidade a problemas de escala sera em geral
menor neste caso. O condicionamento de sistemas lineares pode ser efectuado
através da introducdo de factores de escala para as diferentes equacdes, e ainda
através da normalizagado de variaveis\

1 Quando as componentes X{ sdo calculadas com precisdo semelhante (i.e.,
quando possuem aproximadamente 0 mesmo numero de algarismos sig-
nificativos), os residuos \A{X —& (onde Ai representa a linha i da matriz
A) podem assumir magnitudes bastante diferentes. Por exemplo, é ex-
pectavel que um balango energético JMi HiXi = constante, onde cada
termo Hi é da ordem de 106 ou 109J produza um residuo maior que um
balango massico  xi —1>onde as fracgdes Xi sdo inferiores a unidade.
Neste caso é aconselhavel introduzir factores de escala para cada equa-
¢do, no sentido de tomar os residuos comparaveis. Isto pode ser feito
através da introducdo de uma matriz elementar diagonal

dy 0
da
0 dn
usada para pré-multiplicar o sistema inicial:

Az=b & (D.A)xz = (D.b) (3.17)

123



Capitulo 3 Sistemas de equac0es lineares

Para minimizar os erros resultantes deste processamento, os factores de
escala sdo muitas vezes escolhidos na forma di = Bpi, correspondendo
[ a base de numeragéo utilizada (por exemplo decimal, binaria, etc.), e
sendo € um inteiro que permite obter di com uma magnitude proxima
do valor pretendidol0.

2. Quando se prevé que as componentes da solu¢do tenham magnitudes
bastante diferentes é possivel proceder a sua normalizacdo, definindo
novas quantidades = Xil xiref, onde Xi,ref representa um valor de
referéncia (tipico) para a componente i da solugdo. Estas componentes
podem também ser combinadas numa matriz elementar diagonal:

Ty ref 0
T2 ref

0 Tn ref

Efectuando esta substituicdo em (3.17), resulta o sistema equivalente
(DCAD1))$A' = (le) (318)

com X = Dwvxn- Para matrizes Dve Deescolhidas de forma apropriada,
é preferivel resolver (3.18) em vez do sistema original AX = k uma vez
que a resolucdo do primeiro sera mais imune a erros numéricos durante
0 processo de eliminagdo Gaussiana.

Em algumas situagdes, o desconhecimento do significado fisico do problema
ndo permite efectuar estas transformacdes (por exemplo, em bibliotecas ma-
tematicas de uso geral). Nestes casos é contudo possivel aplicar métodos ge-
néricos para equilibrar ou balancear a matriz A, antes de resolver o sistema

126 AX = b(Golub e Van Loan, 1989). Tal como no caso anterior, o sistema original
é transformado num equivalente

(D.ADy)z* = (Deb) & |A'z" =b"

onde os elementos da matriz A* tém magnitudes semelhantes.

Existem varios modos de atingir este objectivo. Uma abordagem procura obter

Vi=1,2;05:3 n max|aej;| ~ max|aj;|, Vji=1,2,..., n
J . i )
ou seja, aproximar as magnitudes maximas em cada coluna e linha correspon-

dentes. Abiblioteca LAPACK (Anderson et al., 1992) inclui este pré-processamento

10Isto permite manter intacta a mantissa dos coeficientes originais, ajustando apenas 0 seu expo-
ente (representado como uma quantidade inteira, como descrito na Seccédo 1.1.2).
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0
0

(nxn) (nxn) (nx1) (nxlI)

Figura 3.5 Estrutura do sistema de equagdes Ax = b com a decomposicdo LU.

nas rotinas para resolucio de sistemas lineares gerais. E também possivel efec-
tuar a minimizacdo directa da soma dos quadrados dos valores absolutos dos
logaritmos dos elementos ndo-nulos de A (Curtis e Reid, 1972); este método
é usado na biblioteca HSL (AEA Technology, 1978). Um método alternativo é
apresentado em Gill et al. (1981, Secgéo 8.7.3.2).

3.2.2 Decomposicdo LU

A decomposic¢do LU de uma matriz A e RnXn
A=L U

produz duas matrizes também de dimensdes nxn, sendo L triangular inferior e
U triangular superior. A principal vantagem desta decomposicao reside na faci-
lidade de resolucdo de um sistema de equagbes Ax —b, depois de conhecidos
os seus factores L e U (Figura 3-5). Com efeito, partindo da forma

LUX =b (3.19)

e usando a propriedade associativa do produto matricial é possivel escrever
L(Ux) = b, definindo:
Ux =y (3.20)

Substituindo esta expressdo em (3.19) resulta:
Ly=bhb

Este sistema ¢ triangular inferior, podendo ser resolvido facilmente por substi-
tuicdo progressiva, com um esforco de 0(n2) operacGes. Conhecido vy, basta
resolver o sistema (3.20) (também triangular) para obter a solu¢do x do sistema
de equac0es original. A decomposicdo LU de uma matriz A G Rnxn permite
pois resolver um sistema Ax = b genérico com um esfor¢o de apenas cerca de
n2 adicdes / subtraccdes e um nimero idéntico de multiplicagdes / divisdes.
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Existem muitas semelhancas entre a decomposicdo LU e o método de elimina-
cdo Gaussiana descrito anteriormente. Por exemplo, tendo presente a equagao
(3.10), e uma vez que o resultado final do processo de eliminacdo é uma matriz
triangular superior (aqui designada por £/') pode escrever-se

(Mp_y---MoM)A=U" = A= Mu_y---MM;)U’
= A=(M{'M;t--.

MIIHU

sabendo-se que a inversa de cada uma das matrizes elementares Mk existe, e
pode ser calculada através de (3.4). Usando (3-12), obtém-se

1 0 --- 0 0

i e 0 D
M'=lo00 - 1 0
0 0 -+ mppx 1

0 0 -+ max O

0
0

1

(portanto apenas com a troca de sinal dos elementos rriik na coluna fc), e de

(3.11) resulta

MMM = (I +viel)(I +vze3) - (I +vn—req_y) =

T T
= I+vlfz;r +voey + -+ Up_1€,_; =

1 0 0
mai1 1 0
— |Mm31 ma2 1

Mp1 Mnp2 Mn3

g
0
0

1

atendendo a ortogonalidade entre a maioria dos vectores
produto das matrizes elementares é uma matriz triangular inferior, é possivel

pois estabelecer as relagbes

L=M1 Mt M2 e

U=

e Vi. Como o

(3.21)

entre (pelo menos) uma possibilidade de efectuar a decomposicdo LU e o

processo de eliminagdo Gaussiana.
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Célculo da decomposic¢éo LU

O modo mais directo de obter as matrizes L e u parte da definic&o:

- - -

ly 0 O --- 0 U1l w12 13 - Uln
loy lpp O -+ 0 0 wyp wug3z -+ uUn
lay lzp lzgz --- 0 0 0 w3z -+ usn | =
_lnl lng lnz - nn | | 0 0 0 unn_
a1 @12 -+ Qin
a1 G2 -+ Q2n
(3.22)
An1 Qp2 *** Qpn

Facilmente se verifica que esta igualdade corresponde a n2 equacgdes ndo-
lineares (uma para cada coeficiente de A), envolvendo n(n + 1) incognitasll
O sistema ndo tera portanto solu¢do Unica (em geral), sendo possivel fixar
condigBes adicionais de modo a simplificar a sua resolugéo.

Uma escolha frequente consiste em igualara unidade os elementos da diagonal
de uma das matrizes triangulares. Consoante a matriz escolhida surgem duas
variantes na decomposicao LU

* na variante de Doolittle (a mais usada) faz-se la — 1
na vanante de Crout escolhe-se uu = 1

No final de cada uma destas especificacdes o sistema contém exactamente n2
incégnitas, podendo ser resolvido unicamente. Estabelecida a unicidade da
decomposicdo, facilmente se conclui que as equacgfes (3.21) identificam as
matrizes Lei/da variante de Doolittle.

A decomposicdo pode ser obtida directamente a partir de (3-22), varrendo al-
ternadamente as linhas e colunas de A a partir do canto superior esquerdo,
e expressando cada nova variavel encontrada em funcdo das ja conhecidas.
Obtém-se assim um algoritmo com trés ciclos iterativos:

n Cada matriz triangular tem n(n -j- 1)/2 coeficientes ndo nulos.
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Algoritmo 3.4 (Factorizagdo LU de Doolittle)

Para k=1,2,...,n fazer (indice de varrimento)
ek =1
Para j=k,k+1,..., n fazer (linhas)
k-1
Ukj = Qkj — Z lkmumj
m=1
Fim_Para
Para i=k+1,k+2,...,n fazer (colunas)
k—1
lLix, = (”ik - Z lim“mk)/ukk
m=1
Fim_Para
Fim_Para

As semelhangas entre este algoritmo e o correspondente a eliminacdo Gaus-
siana sdo bastante Obvias. Em particular, as condi¢cGes para a existéncia da
factorizacdo (pivots Wkk ndo nulos) sdo partilhadas pelo método de elimina-
cdo Gaussiana sem pivotagem. Este algoritmo requer também 0(n3/3) ope-
ragdes12, possuindo uma complexidade idéntica & do método de eliminacéo.
Deste modo, resolver um Unico sistema linear através de qualquer destes dois
métodos tem um custo semelhante; no entanto, quando é necessario obter a
solugdo de mais do que um sistema linear com a mesma matriz A torna-se
preferivel o uso da decomposicdo LU. Embora o 19 passo em cada uma destas
alternativas tenha um custo de 0(2n3/3) — tanto para resolver o 19 sistema
linear por eliminagdo, como para calcular os factores L eU e a solugdo a partir
destes — estando disponiveis os factores L e U toma-se possivel resolver os
sistemas seguintes com um custo de apenas 0(n2) operacBes cada, o que é
bastante vantajoso.

Exemplo 3.2 (Célculo da matriz inversa)

Como mencionado, a inversdo de matrizes ndo corresponde ao método mais
conveniente para a resolugdo de sistemas de equacdes lineares; no entanto,
é necessario, em algumas situagdes, formar explicitamente a inversa de uma
matriz quadrada.

Um método para obter A~1 consiste na resolucdo do conjunto de n sistemas
lineares AX =1, onde / representa a matriz identidade de ordem correspon-
dente, e X G Mhxn a solucdo pretendida. Neste caso, a utilizacdo da factori-
zacdo LU é preferivel ao uso da eliminacdo Gaussiana, uma vez que permite

12Tanto em termos de multiplica¢des / divisdes como de adicBes / subtracgdes.



3.2 Métodos directos

resolver os n sistemas lineares equivalentes Axk = e, k = 1,2,..., n onde
ek corresponde a coluna /c da matriz identidade, com um esforco individual
de 0(n2) operacdes, depois de obtida a factorizagdo LU de A. Os passos
envolvidos neste processo sao:

» Definir yj = Uxj e resolver Lyj = ej, por substituicdo progressiva.

» Depois de conhecido yj, resolver Uxj = yj por substituicdo regressiva,
para obter o vector coluna Xj de X.

Este método possui também a vantagem de permitir a utilizacdo de codigo
desenvolvido para a resolugdo de sistemas lineares na inversdo de matrizes.

Uma outra possibilidade de obtencdo da inversa seria utilizar A~A = (LU)-1 =
{7_1L_1, e calcular as inversas de cada um destes factores em separado (que
correspondem também a matrizes triangulares). No entanto, este método revela-
se mais trabalhoso, devido a necessidade de inversdo separada, seguida da
multiplicacdo dos factores obtidos que, como se viu, é sempre uma operagdo
de complexidade consideravel.

Problema 3.3 Identifique a complexidade do calculo de A—x através do método
descnto no exemplo anterior. Compare este valor com o avangado para o ou-
tro método descnto nofinal da Seccéo relativa a complexidade do processo de
eliminagdo Gaussiana.

A forma do Algoritmo 3.4 permite que a decomposicdo Se processe armaze-
nando os elementos kj e uij no espaco de memdria correspondente a propria
matriz A, uma vez que os elementos dij deixam de ser necessarios depois de
usados pela primeira vez. Neste caso, usando por exemplo a forma de Doolittle,
obtém-se no final:

Ujix w12 - Uln
loy wgp -+ wuy

lnl ln2 Rieie Unn

Decomposi¢do LU com pivotagem

Se as quantidades Ukk no Algoritmo 3.4 se tornarem nulas (ou, de forma equi-
valente, os pivots rriij em (3.9) se anularem), a factorizagdo LU ndo se encontra
definida. As consideracdes desenvolvidas no método de eliminacdo Gaussi-
ana relativamente a necessidade de evitar pivots com magnitude reduzida séo
também aplicaveis a este caso. A pivotagem é uma operagdo que melhora a
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estabilidade numérica da decomposi¢do LU, podendo também ser usada nas
formas de pivotagem de linhas (parcial), ou de linhas e colunas (completa).

Quando é utilizada a permuta de linhas, tem-se a partir de (3.15)
(Mn_lp o KAL) M2P2M1P1) A=U

onde cada Pi representa uma matriz permutacdo correspondente a troca de 2
linhas13. E possivel demonstrar que este reordenamento de A pode ser conse-
guido, de forma equivalente, antes do processo defactonzacao ser iniciado, tal
como aconteceria com a aplicacdo do método de eliminagdo Gaussiana (Meyer,
2000). Deste modo, a equacdo anterior pode ser escrita na forma

(Mp—y -+ MaMy) (Ppey - P,P)A=U
N e

P

onde as matrizes Mi representam as operacdes elementares originais, tendo
agora em atencdo o ordenamento diferente das linhas de A. Isto permite ex-
pressar a decomposicdo LU com pivotagem de linhas na forma

P'A=LU (3.23)

com L —M i1M21---M-_Y A semelhanca do método de eliminagio Gaus-
siana, a decomposicdo com pivotagem de linhas (3.23) encontra-se sempre
definida, desde que A seja ndo-singular. Este facto pode ser usado para diag-
nosticar a singularidade de uma matriz.

No caso de utilizagdo do processo de pivotagem completa (de linhas e colunas)
na decomposicdo LU, a equacdo (3.16) permite obter, de modo semelhante

PAQ=LU

onde P representa a matriz de permutacbes relativa a permuta de linhas e
Q a matriz referente a troca de colunas. Este método é mais robusto que
a decomposicdo com pivotagem parcial, uma vez que possibilita uma maior
liberdade na escolha dos pivots em cada passo da factorizagdo.

Exemplo 3 3 (Célculo de determinantes)

Para além da sua utilidade no calculo da matriz inversa, o conhecimento dos
factores L e U permite também obter rapidamente o determinante de uma

13E, deste modo, cada matriz Pi sera simétrica, diferindo da matriz identidade correspondente
em apenas 2 linhas e 2 colunas.
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matriz quadrada. Com efeito, a partir de A = LU tem-se:
|A| = |LU| = |L||U|

Uma vez que o determinante de matrizes triangulares ¢ dado pelo produto dos
seus elementos diagonais fica apenas

|A] = U| = TT uk
k=1

na variante de Doolittle, confirmando-se uma vez mais que os elementos dia-
gonais de U necessitam de ser todos ndo-nulos para que a matriz A correspon-
dente seja invertivel.

Quando é usada uma decomposi¢do com pivotagem parcial tem-se:
|PIlA] = |U|
Uma vez que P 1= PT (devido a sua ortogonalidade) e atendendo a |P| =

|PT|, resulta da equacgdo anterior:

(3.24)

E conhecido o facto de que \P\ = 1se o numero de permutacdes de linhas for
par, e |P| = —1 em caso impar, o que permite avaliar facilmente \A\ a partir
da equacéo anterior. A utilizacdo da decomposicdo com pivotagem completa
pode ser analisada de forma semelhante.

E importante notar que a implementacdo directa de (3.24) pode produzir facil-
mente situagdes de “overflow” ou “underflow”, mesmo que a matriz A seja ndo
singular, ou que \A\ tenha uma magnitude razoavel. Para evitar isto é conveni-
ente utilizar neste calculo factores de escala do resultado, evitando ultrapassar
os limites da representacdo numeérica utilizada.

Decomposicdo de Cholesky

Quando a matriz A é simétnca (A = AT) é conveniente definir L = UT,
preservando nestes factores a simetria de A. Este método é conhecido como a
decomposicéo de Choleskyl4

A=LLT (3.25)

14Tarefa que em principio deveré envolver metade do esforco anterior, uma vez que neste caso
apenas se torna necessario calcular um dos factores.
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onde L é uma matriz triangular inferior (desempenhando o papel da matriz
L anterior). No entanto, esta decomposi¢do apenas se encontra definida para
matrizes simétricas e positivas definidas.

O célculo da decomposicdo de Cholesky pode ser efectuado a partir da de-
finicdo, usando um varrimento das equagdes (3.22) por colunas (a partir da
esquerda), de modo semelhante ao usado na decomposic¢do LU. Por exemplo,
é possivel mostrar que as equacdes relativas aos elementos diagonais de L séo
neste caso

k-1
i +l=a (k=12,...,n) (3.26)
=1

de onde se retira

desde que a quantidade no interior da raiz quadrada seja positivals. O algoritmo
completo da decomposigdo pode ser escrito na forma:

Algoritmo 3 5 (Decomposicdo de Cholesky)

Para k=1,2,...,n fazer (indice de varrimento)

=1 1/2

)
Ik = (”kk - E ij)
=1

Para i=k+1,k+2,..., n fazer (abaixo da diagonal)

Lk = (u,k = kijlluzk,)/zkk

j=1
Fim_Para
Fim_Para

Tal como as factorizagdes anteriores, este algoritmo possui uma complexidade
de o (n3/3)16. E importante notar que, a partir de (3.26) se tem

k
2
Ak = g [kj

Jj=1

e portanto \Ikj\ < >/adkk, paraj = 1 , 2 Daqui é possivel concluir que
os elementos de L possuem sempre magnitudes limitadas pela raiz quadrada
150 que apenas é possivel garantir para matrizes A positivas definidas, e dai a necessidade de

restricdo da decomposi¢do a matrizes deste tipo.
I6Cerca de metade do numero de operagdes correspondentes & decomposi¢do LU equivalente.
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do elemento diagonal de A correspondente, nunca assumindo portanto valores
consideraveis relativamente a A, mesmo sem o uso depivotagem.

Decomposicdes LDUe LDLT

De uma forma mais genérica, é ainda possivel definir a decomposicao
A =LDU (3.27)

onde L eU sdo matrizes triangulares inferior e superior (respectivamente), com
elementos diagonais unitarios, e D é uma matriz diagonal. Nesta decomposi-
cao, é facil associar a variante LU de Doolittle ao produto L(DU), e a variante
LU de Crout ao produto (LD)U. Com matrizes simétricas esta decomposicao
pode ser escrita na forma

A=LDLT

pressupondo que ndo € necessario efectuar permutacdes para obter esta de-
composicdo, especialmente no caso de matrizes simétricas indefinidasl7. Para
matrizes positivas definidas esta forma é equivalente a decomposi¢do de Cho-
lesky, tendo como principal vantagem a possibilidade de evitar o célculo de
raizes quadradas, uma vez que os elementos de D correspondem aos quadra-
dos dos elementos diagonais respectivos na decomposi¢cdo de Cholesky.

No caso de matrizes simétricas, e ao contrario da factorizagdo de Cholesky, a
decomposi¢do LDLT pode ser possivel com algumas matrizes simétricas néo-
definidas. A sua existéncia ndo pode ser contudo assegurada no caso geral,
mesmo considerando a possibilidade de serem efectuadas permutacfes simé-
tricas de linhas e colunas de A (na forma PAPT = LDLT), como se ilustra no
exemplo seguinte (Gill et al., 1991):

Exemplo 3A (Decomposicdo LDLT inexistente)

. [o 1
4_[1 (J

(que constitui ja por si uma matriz permutacdo), qualquer permutacdo simétrica
produz de novo A, uma vez que 0s elementos da diagonal se mantém sempre
na diagonal ap6s este processo. A decomposicdo LDLT poderia ser escrita

Para

17Para preservar a simetria da decomposigao seria necessario efectuar simultaneamente a mesma
permuta numa dada linha e coluna.
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neste caso através de:

1 0][dr O][1 ln] [0 1

ly 1)[0 d2J|0 1] |1 0
O conjunto de equacges anteriores originaria no entanto as contradi¢es d\ = 0
e d\l2\ —1, que inviabilizam a existéncia desta factorizacao.

Mesmo quando existente, a decomposicdo LDLT de matrizes indefinidas pode
apresentar propriedades numéricas pouco satisfatorias, sendo esta factorizacéo
habitualmente usada apenas (tal como a decomposicdo de Cholesky) com ma-
trizes simétricas positivas definidas.

3.2.3 Condigado numérica de uma matriz e andlise de erros

No final da aplicagdo de um método directo para a resolu¢cdo de um sistema
linear, se os calculos forem efectuados com precisao finita (por exemplo, num
computador), é natural que a solucdo obtida x difira da solucdo exacta do
sistema, x*. O erro Ax = e(x) = \W* —x\\ dependera em geral da natureza
do método usado, bem como do prdprio sistema linear. Usando o conceito de
normas de vectores e matrizes, definido na Sec¢do 1.3, toma-se possivel estimar
o efeito de erros ou incertezas na especificacdo dos coeficientes da matriz A ou
do vector b na solugdo encontrada:

1. Para perturbagbes AA na matriz dos coeficientes é possivel escrever o
sistema equivalente
(A+AA)(z+Az)=b

sendo x + Ax a solucdo exacta deste sistema modificado. Desenvolvendo
a equacdo anterior vem

Az + AAz + AAz + AAAz=b = AAz+AA(z+Az)=0
de onde se obtém, supondo A invertivel:
Az = —A"'AA(z + Az)
Tomando normas nesta equagéo fica

Azl < |A7H 1AA] |z + Az
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e portanto:

(3.28)

2. Com perturbagdes A6 no lado direito é possivel escrever
Az + Az) =b+ Ab

de onde resulta
AAz=Ab = Az=A"'Ab

assumindo que a matriz A € invertivel. Aplicando normas nesta expressao

resulta
Ab Ab
lAz]| < |A7Y) |Ab]| = [|A7Y| || Az| ""b”” < (1A~ Al = "”b""
e logo:
(3.29)
A quantidade

que desempenha em (3.28) e (3.29) o papel de “factor de amplificacdo” do erro
original na solucéo é designada por nimero de condigdo ou indice de condigéo
da matriz A. O seu valor exacto depende da norma escolhida, embora a sua
magnitude seja em geral bastante insensivel a definicdo usadals.

E possivel mostrar também que k(A) > 1, para qualquer matriz A n&o-singular,
e qualquer norma induzida. Tendo presente (1.30) e as propriedades da matriz
identidade | de ordem correspondente, tem-se

=1 =1 = &s{I)=1
=1 = 1=[A7 4] <[A7M]|lAll = x(4)

e consequentemente k(A) > 1. Matrizes com indices de condic¢do baixos (i.e.,
préximos da unidade) originam sistemas lineares ditos bem-condicionados. De
acordo com (3.28) e (3.29), se este indice for elevado, qualquer pequena incer-
teza na especificacdo dos dados do problema tem frequentemente como con-
sequéncia um erro elevado na solugdo obtida. Os sistemas lineares com n(A)
elevados correspondem pois a problemas mal-condicionados (Secc¢do 1.2.6). As

18Tendo por exemplo presentes os limites (1.28) e (1.29).
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matrizes A correspondentes sdo designadas por vezes como quase-singulares,
uma vez que no caso limite, com k(A) = oo, se tem A singular. Estes conceitos
estdo ilustrados no exemplo seguinte.

Exemplo 3 5 (Exemplo 1.4 revisitado)

De forma equivalente a proposta no Problema 1.10 é possivel calcular k(A)
para avaliar o condicionamento do sistema descrito no Exemplo 1.4. A partir

de (1.15) tem-se:
S[EE 2 a_1[1+e -2
A‘[1/2 1+J’ 5 —e[—l/‘z 1]

Neste caso

3 1
|AllL = IIlaX{§.2+ 1 +e]}, |Alloe = max{3.§ + |1 +e]}

3

3 1 1
|A~!||; = max{ —, — + L5
eI’ 21e]

€

3 2

A s :max{———.—— +

1+e€
€

}

No caso limite
lim||A|; = lim||A]j =3
e—0 e—0

mas.
o =3 ) T -1 -
lim[| A7 1 = lim[|A™ oo = 00

Portanto lim,._.o k(A) = oo, devido ao termo ||A~1].

Em termos numéricos, é preferivel avaliar a proximidade de uma matriz A
da singularidade usando k(A) em vez do seu determinante, como se pode
constatar a partir dos exemplos

0,1

0,1 —20
s . =0,1I0 = k(A1)=1, [A4]=10
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10

Ay

Il
—
]
Il
o
S
s

= k(A2) = 107, |A2| = 1013
10-6

dentro da familia de normas-p definida na Seccdo 1.3. Se o Gltimo coeficiente de
A2 ndo for exacto, a matriz A2 pode ser considerada préxima da singularidade,
ao contrario de A\, apesar de \A2\ > \Ai\. Para matrizes diagonais do tipo
A = ai, o determinante destas matrizes corresponde ao produto dos seus
valores proprios, bastante dependente da escala do problema que originou A,
enquanto que o indice de condicdo definido anteriormente ndo depende desta
escala.

Dada a importancia deste pardmetro, surge frequentemente a necessidade de
calcular k(A). O seu valor pode ser determinado exactamente quando A pos-
sui uma estrutura simples, facilmente invertivel. Na maioria dos casos, torna-se
mais econémica a determinacdo apenas de uma estimativa da sua magnitude,
evitando o célculo de A~I apenas para este fim. A maioria dos algoritmos
disponiveis para este fim utiliza os factores L e U de A (ou uma factorizagéo
equivalente) para estimar este indice com um esforco de 0(n2) operacdes (Go-
lub e Van Loan, 1989; Demmel, 1997). Este processo torna expedito o calculo
deste indice simultaneamente com (ou apds) a resolucdo de um sistema de
equacdes lineares.

3.2.4 Melhoramento iterativo da solugéo

Para além do efeito de propagacdo de eventuais incertezas nos coeficientes do
sistema linear, devido ao indice de condicdo da matriz A, a solucdo obtida x é
também sensivel a erros de arredondamento e truncatura produzidos durante a
aplicacdo de um método directo, com efeitos potencialmente cumulativos. No
final da aplicacdo é sempre possivel calcular o residuo correspondente:

r=Ax—b

Se esta quantidade for pequena a solugéo calculada pode ser tomada como uma
boa aproximagdo da solucdo exactald. Quando isto ndo acontece é possivel
refinar x iterativamente, produzindo uma sequéncia de vectores

#9310~ (2),

19Pelo menos no sentido de que Ax é uma boa aproximagdo de h
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eventualmente convergente para a solugdo exacta #*, onde |[dKD —x*\\ — 0.
Definindo por exemplo
x =x() + Ax0 (3-30)

vem de AX = b
A(X™ +Ax(°) =b

ou seja:
A AX=b—Ax" =1(° (3.3D

Este sistema de equacdes pode ser resolvido em ordem a Ax(°), de forma a
corrigir a solucdo inicial x* em (3.30)20. Depois de obtido Ax(°\ a solucdo
inicial pode ser melhorada através de:

~() — "(o) d_s x (o)

Como a resolucdo do sistema (3.31) estd também sujeita a erros, a estimativa
X(V poderéd nédo corresponder ainda a solucdo exacta. O procedimento anterior
podera entdo ser aplicado novamente para melhorar esta estimativa. Definindo
novamente

X=x"+ Ax"

e resolvendo, de modo semelhante a (3-31), o sistema linear
AAXN =hb—AxX" =17

obtém-se a segunda correc¢do da solugdo. Este processo iterativo pode ser re-
petido de forma idéntica, até o valor das correcgfes sucessivas ser desprezavel.

Deve notar-se que apesar do processo anterior permitir melhorar com frequén-
cia a estimativa da solucdo, este nem sempre é convergente, no sentido em
que |[A#"|| —»0. Se os erros cometidos na resolugdo dos sistemas (3.31) de-
penderem da condicdo da matriz A, a solugdo A x” pode ndo ter a precisdo
necesséria para melhorar a estimativa da solucdo, a partir de determinada fase.
Para minimizar este comportamento, sempre que possivel, é vantajoso efectuar
0 célculo dos residuos r®* = b—Ax”™ em precisdo superior (por exemplo,
dupla) a utilizada nas restantes operagcfes (Golub e Van Loan, 1989).

3.3 Métodos indirectos (iterativos)

A resolucdo de sistemas lineares Ax = b por métodos indirectos ou iterativos
envolve o refinamento de uma estimativa inicial da solucdo através de um

20No caso de ter sido usada a decomposicdo LU para resolver o sistema inicial, este passo
adicional representara apenas um acréscimo de 0(n2) operagdes.
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processo iterativo, gerando uma sequéncia de valores:

r©@ r,r@,
Colocam-se neste caso as possibilidades de:
* 0 processo iterativo divergir;

» quando o processo iterativo converge, o volume de calculos necessarios
para atingir uma exactiddo pré-definida ser desconhecido;

sendo oportuno indagar a aplicabilidade destes métodos face aos seus congé-
neres directos (de natureza exacta), estudados anteriormente.

Os métodos iterativos sdo competitivos quando o nimero de operagdes ne-
cessarias para a resolucdo de um sistema linear é bastante inferior as 0(2n3/3)
operagdes necessarias para a sua resolucdo através de um método directo. Deve
também ter-se em consideracdo que a resolucdo de sistemas lineares é frequen-
temente um passo intermédio na aplicagdo de um algoritmo mais complexo,
ndo sendo necessario por isso obter sempre a sua solugdo com toda a precisdo
disponivel (pelo menos antes das etapas finais). Assim, os métodos iterativos
sdo geralmente aplicados na resolucdo de sistemas de grandes dimensdes, ge-
ralmente esparsos (com muitos coeficientes nulos), tais como os resultantes da
resolugdo de diagramas de fabrico (“flowsheeting”).

Exemplo 3.6 (Resolucdo de diagramas de fabrico)

Considere-se por exemplo o diagrama de fabrico simplificado da Figura 3.6.
Nesta Figura, o bloco correspondente a cada unidade principal é descrito pelo
conjunto de varidveis ui, sendo as correntes que as unem representadas pelos
vectores x\. Neste caso € natural escrever as equagdes correspondentes ao
bloco Ui na forma:

FI(xi,X2,X5,Ul) = 0

De igual modo, o segundo bloco pode ser representado através de
12(X2,X3iU2) = 0
e 0 ultimo bloco por:
£5,143) = 0O

Como se pode verificar, qualquer destes conjuntos de equagdes envolve ape-
nas um subconjunto das variaveis totais u2,"3} Assim, o
sistema de equacGes que descreve todo o processo /(£ i, E2>#3>#4>#5>U1i,u 2,
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X4 X X3 X4
— uy > u2 I u:3 b

X5

Figura 3.6 Exemplo de um diagrama de fabrico simplificado.

us) = 0, quando linearizado, produzira uma matriz A com estrutura por blocos:

0o 00
A= 0o O
0oao O

Se 0s vectores #i, #2,£3,#4, %> tiverem dimensBes apreciaveis (por exemplo,
quando sdo usados modelos detalhados ou rigorosos), a matriz anterior tera
provavelmente uma estrutura esparsa, com muitos coeficientes nulos.

3.3.1 Matrizes esparsas

Designa-se por densidade de uma matriz a fracgdo de coeficientes dessa matriz
que sdo ndo-nulos. A Figura 3.7 ilustra a estrutura de matrizes de teste obtidas
na simulacdo de diagramas de fabrico, sendo a origem de cada modelo des-
crita na Tabela 3.1. Como se pode constatar, a maioria destes exemplos, com
dimensdo da ordem das centenas de variaveis, possui uma densidade proxima
de 1%, sendo este valor ainda inferior nos exemplos de maior dimenséo.

Para matrizes com baixa densidade, a representacdo habitual em memodria atra-
vés de um array bidimensional ndo é econdmica, uma vez que esta forma
inclui muitos elementos nulos. Nesta situagcdo prefere-se o uso de represen-
tacOes especiais guardando apenas os elementos diferentes de zero. Existem
diversas formas que podem ser utilizadas para o efeito, variando consoante a
estrutura das matrizes e a aplicagdo em causa. Uma das representacdes mais
simples utiliza dois vectores inteiros para as posi¢fes de linha e coluna, e um
vector real para os coeficientes ndo-nulos, na forma:

Esta representacdo é conhecida como armazenagem comprimida por linhas
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IC
Fﬁ . ‘F: HI\ 1 I8 |
b NN ‘ 0
a b C

Figura 3.7 Estruturas de matrizes correspondentes a modelos de processos qui-
micos (Duff et al., 1992). A descrigdo dos modelos correspondentes encontra-se
na Tabela 3.1.

(compressed row storage — CSR). Embora esta seja uma das representacdes
menos complexas, ela ndo é necessariamente a mais simples de manipular,
nem a mais eficiente. Outros formatos comuns de armazenamento de matrizes
esparsas podem ser encontrados em Barrett et al. (1994); Saad (2003). A repre-
sentacdo escolhida depende por vezes da estrutura existente na matriz. Para
além das formas especiais descritas no inicio deste Capitulo (triangulares, por
bandas, tridiagonais, simétricas) é Gtil também verificar se a matriz em causa
possui uma estrutura por blocos (Figura 3.8).

Em todos estes casos é geralmente vantajoso adoptar uma versdo especializada
dos algoritmos descritos anteriormente, tomando em consideracdo a estrutura
especial da matriz.
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Tabela 3.1 Descricdo dos modelos representados na Figura 3.7.

Modelos IC:
Néiic Desciicn n Elementos Densidade
< (tamanho)  ndo-nulos (%)
a Rede de permutadores de 207 572 1,3
calor
b Processo de Cavett 59 312 9,0
c Modelo de uma fibrica de 137 411 2,2
etileno
Modelos WEST:
Noie  Desciicio n Elementos Densidade
¢ (tamanho)  ndo-nulos (%)
067 Problema de Cavett com 5 67 294 6,5
componentes
132 Modelo flash rigoroso 132 414 2,4
156 Modelo de uma instalacio 156 371 15
simples
Modelos UC:
Noic  Descecso n Elementos Densidade
§ (tamanho)  nao-nulos (%)
Hda  Modelo de hidro-dealquila- 2024 6505 0,16
¢a0 do tolueno
Anl Modelo de uma fibrica de 10053 47014 0,047

anilina
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(a)

Figura 3.8 Estruturas de matrizes por blocos: (a) Diagonal por blocos,

Triangular superior por blocos.

0

(b

(b)

Como foi referido, uma preocupacgdo comum na resolugdo de sistemas lineares
esparsos é a de evitar o enchimento da matriz, @ medida que o método de

resolucdo é aplicado.

Isto corresponde ao aparecimento de mais elementos

ndo-nulos (e portanto a um aumento da sua densidade), tornando mais morosas
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(e menos atractivas) as fases posteriores do algoritmo. Por exemplo, se 0s
factores L e U da decomposic¢do de uma matriz tiverem bastante mais elementos
diferentes de zero do que a matriz original A, a aplicacdo deste método podera
acarretar “pbastante” trabalho nas fases de substituicdo regressiva e progressiva;
sera também necessario um espaco de memoria consideravelmente superior
para armazenar cada um dos factores, relativamente ao espago necessario para
guardar A.

A experiéncia mostra que com matrizes esparsas o grau de enchimento obtido
é fortemente dependente da forma como as equagdes sdo escritas e resolvidas,
sendo também influenciado pela estratégia depivotagem usada. Embora as es-
tratégias anteriores possam ser adaptadas por forma a minimizar o crescimento
de termos néo-nulos, este objectivo revela-se muitas vezes conflituoso com ou-
tros objectivos, tais como a obtencdo da maxima estabilidade numérica, ou
a minimizacdo do numero total de operagdes necessarias. Como referido na
Seccdo 3.2, o rearranjo preliminar destes sistemas é geralmente vantajoso, dado
permitir reduzir o nimero de operagdes elementares necessarias para a resolu-
¢do do sistema, diminuindo simultaneamente a probabilidade de ocorréncia de
enchimento significativo, conforme observado no exemplo seguinte.

Exemplo 3 7 (Enchimento em matrizes com estrutura especial)

A factorizacdo LU pode ser aplicada a matriz (Demmel, 1997)

1 0,1
1 0,1
0,1
1 01
01 01 01 01 1

Ay

I
—

sem necessidade de pivotagem de linhas ou colunas, originando os factores:

1 1 0,1

1 1 0,1

A= 1 1 0,1
1 1 01

01 01 01 01 1 0,96

Matrizes com a estrutura de A\ sdo conhecidas como matrizes seta, dada a
sua forma caracteristica. O nimero de operacdes elementares necessarias para
realizar esta factorizacdo cresce neste caso apenas linearmente com a dimensao
da matriz, em vez de depender de 0(2n3/3), como no caso geral, uma vez
que é apenas necessario eliminar os coeficientes da Ultima linha. De forma
semelhante, o armazenamento dos factores L eU pode ser feito num espago
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idéntico a0 minimo necessario para armazenar A\.

Por contraste, a matriz

1 01 01 01 0,1
g1 3

A; = |0,1 1
0,1 1
0,1 1

obtida a partir de A\ por inversdo da ordem das linhas e colunas, origina uma
decomposicdo LU com estrutura bastante diferente. Usando 2 casas decimais,
tem-se:

1 1 0,1 0,1 0,1 0,1
0,1 1 0,99 -0,01 -0,01 -0,01
A= 10,1 -0,01 1 0,99 -0,01 -0,01
0.1 -0,01 -0,01 1 0,99 -0,01
0,1 -0,01 -0,01 -0,01 1 0,99

Também neste caso ndo foram necessarias permutagdes de linhas. No entanto,
os factores L e U obtidos sdo neste caso completamente densos.

O rearranjo exacto (no sentido “6ptimo™) de sistemas lineares, tendo em vista
a minimizacdo do espaco de armazenagem ou do esforgo de resolucdo é no
entanto conhecido como um problema de complexidade exponencial, consti-
tuindo frequentemente uma etapa mais demorada que a propria resolucédo do
sistema linear (Demmel, 1997). Por este motivo sdo habitualmente empregues
estratégias aproximadas, com algum caracter heuristico, para melhorar a es-
trutura de sistemas esparsos, antes da sua resolucdo (Saad, 2003). Apds este
pré-processamento, 0s sistemas esparsos podem ser resolvidos através de méto-
dos directos adaptados a sua estrutura especial, ou de métodos iterativos como
0s descritos em seguida.

3.32 Meétodos iterativos basicos

O desenvolvimento de alguns dos principais métodos iterativos usados na re-
solucdo de sistemas lineares envolve a utilizacdo de conceitos de Optimizagdo,
estando por isso fora do ambito destas notas. Nesta Seccdo sdo apenas apre-
sentados alguns métodos iterativos basicos. Um tratamento mais aprofundado
deste assunto pode ser encontrado em Barrett et al. (1994); Greenbaum (1997);
Saad (2003).
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Existem bastantes familias de métodos iterativos para resolucdo de sistemas de
equacdes lineares. Ao contrario dos métodos directos, cuja resolucdo é ga-
rantida ap6s um grau pré-determinado de esforco, ndo existe neste caso, em
geral, uma garantia de convergéncia para a solu¢do. Aqui, a escolha dos mé-
todos mais apropriados é bastante dependente das caracteristicas do problema
em causa, uma vez que alguns métodos apenas funcionam quando aplicados
a certas classes de problemas. Deste modo, torna-se necessario algum conhe-
cimento prévio sobre as caracteristicas do sistema, para seleccionar o0 método
iterativo mais apropriado.

Meétodo de Jacobi

A ideia fundamental deste método consiste em escolher, em cada equacgédo, uma
variavel com coeficiente ndo-nulo, rearranjando o sistema de forma a expressar
a variavel individualizada em funcéo das restantes. Por exemplo, o sistema de

3- ordem
@111 + a12T2 + 41373 = by
a21T1 + a22T2 + a23x3 = by
a31T1 + azaT2 + azzrz = b3

pode ser re-escrito na forma

z1 = (b — a1222 — ay323)/an
zy = (ba — ag121 — az3x3)/aze (3.32)
z3 = (b3 — az 11 — as2x2)/ass

desde que «11,022,«33 ™ 0. Esta equacdo podera ser utilizada como base
para a definicdo de um procedimento iterativo de resolucdo: partindo de uma
estimativa inicial x(°\ se ela for introduzida no lado direito de (3.32) sera obtida
uma nova estimativa x » da solucdo, que pode ser melhorada Posteriormente
por uso repetido de (3.32). E possivel portanto resumir este método através do
seguinte algoritmo (assumindo du @ 0,i= 1,2,...,n):

Algoritmo 3.6 (Método de Jacobi)

Dado z(?)
Enquanto convergéncia ou limite de iteragdes ndo verificados
Para 1 =1,2,...,n fazer
i—1 n
k+1 k k
ot = (bi -Zaijl'§ = ) ai;z; ))/aii
i=1 j=it+1
Fim_Para

Fim_Enquanto
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Como se pode adivinhar este é um dos métodos iterativos mais basicos. A
sua principal vantagem reside na facilidade de implementagdo, embora a sua
convergéncia seja em geral lenta.

Método de Gauss-Seidel

No algoritmo anterior ndo é usada a estimativa mais recente para cada variavel.
Quando este aspecto é considerado obtém-se o denominado método de Gauss-
Seidel

Algoritmo 3 7 (Método de Gauss-Seidel)

Dado z(®
Enquanto convergéncia ou limite de iteragdes ndo verificados
Para 1 =1,2,...,n fazer
-1 n
) = (bi - Zaiﬂ;kﬂ) -y asz‘ﬁ-k’)/au
Jj=1 Jj=i+1
Fim_Para

Fim_Enquanto

Tal como no caso anterior, este método nem sempre converge para a solucao.
Quando isso acontece, a sua convergéncia €, em geral, mais rapida do que o
método de Jacobi.

Os dois métodos anteriores podem ser considerados membros de uma familia
genérica de métodos definida por

Mz®+) = Nz(®) 4 p (3.33)

onde A = M —N corresponde a uma particdo da matriz A. A matriz M
é também conhecida como factor pré-condicionador do sistema de equagdes
lineares. Estes métodos apenas possuem interesse pratico quando é relativa-
mente simples resolver um sistema com matriz de coeficientes M. Definindo
os factores

0 0 0 0
a1 0 0 0
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2 B 0 0 a2 a3 -+ ain

g @ 0 0 0 a3 --- a2n

D= - o | 0 @ 0 e s
o [0 0 0 - 0 |

ou seja, representando por L, D e U a parte triangular inferior, diagonal e
triangular superior de A, respectivamente, tem-se, nos casos anteriores:

Método de Jacobi: Mj = D (diagonal), e Nj = —L + U).
Método de Gauss-Seidel: Mqgs = D + L (triang. inferior), e Ngs = —U.

De forma semelhante a analise de convergéncia do método das substituicdes
sucessivas efectuado na Secgdo 2.3, a convergéncia da familia de métodos (3.33)
depende dos valores proprios da matriz M~IN, sendo portanto influenciada
tanto pela matriz A do problema, como pela forma como é definida a sua
particdo. Usando o conceito de raio espectral definido na Sec¢do 1.3, é possivel
mostrar que a familia de métodos (3.33) converge para a solugdo do problema
x* = A~Ib, a partir de qualquer estimativa inicial x(°\ quando:

p(M~IN) < 1 (3.34)

Com efeito, dada uma particdo A = M —N, definindo o erro na iteragdo k

k)

e®) = z(*) _ z*

como Mx* = Nx* + b, isto significa que
M (:z(k“) - x‘) =N (:c(k) - a:')

149
e portanto:

elktl) — M'lNe(k) = (M_IN)ke(O)
Tomando normas, considerando (1.30) tem-se:
le® 9 < I (M N)* [1le@) < || (M72N) ¥l
Como consequéncia da definicdo do raio espectral (Seccdol.3.2)

lim (M~'N)* =0eR*"

k—o0
quando p(M~xN) < 1, o que permite estabelecer esta Gltima desigualdade
como condicdo suficiente para a convergéncia de (3.33). E possivel também
mostrar que a condicdo (3.34) é ainda necessaria para a convergéncia da familia
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de métodos iterativos definidos por (3.33) (Kincaid e Cheney, 1991). Este resul-
tado, mais completo do que as condigdes de convergéncia do Teorema 2.1 refe-
rente ao método das substituicdes sucessivas (aplicavel ao caso escalar), pode
ser interpretado como uma consequéncia da linearidade da equacéo (3.33).

Tanto o método de Jacobi como o método de Gauss-Seidel sdo convergentes
com matrizes A diagonal dominantes (Secgdo 3.2). E também conhecido o
facto de que o método de Gauss-Seidel é globalmente convergente quando a
matriz A é simétrica epositiva definida (Golub e Van Loan, 1989). Deve ser no-
tado que a convergéncia (e a sua rapidez) destes métodos iterativos é bastante
sensivel a forma como as equagles e varidveis se encontram ordenadas num
problema particular. De forma semelhante, a aplicacdo prévia dos processos
de equilibragem da matriz A, descritos na Seccdo 3.2.1, antes da resolucédo do
sistema linear, assume particular importancia no contexto da aplicacdo destes
métodos iterativos.

Método SOR

Nos métodos anteriores, quando o raio espectral de M~1IN é proximo da
unidade, a convergéncia pode ser muito lenta, uma vez que a quantidade
p(M~1IN)k tende lentamente para zero. Nestes casos é possivel definir a se-
guinte variante, conhecida como 0 método SOR (“Successive Over-Relaxation™):

Algoritmo 3 8 (Método SOR)

Dado z(©)
Enquanto convergéncia ou limite de iteragdes ndo verificados
Para i =1,2,...,n fazer
i—-1 n
$$k+1) = w(bi e Za,-jm;kH) — Z aijz;k))/a,-i+
Jj=1 J=i+1
+(1 - w)zgk)
Fim_Para

Fim_Enquanto

A equacdo (3.33) é ainda valida para este caso, com Msor = D 4-IJL € N Sor =
@ —u)D —uU, onde w E R é 0 pardmetro de relaxacdo. Quando w = 1
este algoritmo é portanto equivalente ao método de Gauss-Seidel. O algoritmo
SOR é por vezes designado de sobre-relaxacdo quando sdo usados valores
® > 1, e sub-relaxacdo se w < 1 Uma escolha criteriosa deste pardmetro
permite por vezes uma reducdo significativa de p(M~IN), resultando numa
convergéncia bastante mais rapida para a solucdo, por vezes superior a uma
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ordem de magnitude. Em alguns problemas é possivel determinar teoricamente
o0 valor deste pardmetro que minimiza p(MSrA) (Greenbaum, 1997).

Todos os métodos considerados anteriormente utilizam matrizes M e N com
coeficientes constantes entre as varias iteragdes. Outros métodos onde estas
matrizes vao sendo adaptadas ao progresso conseguido em cada iteracdo2l, po-
dem ser encontrados em Barrett et al. (1994); Greenbaum (1997); Saad (2003).

Uma caracteristica bastante importante dos métodos anteriores é o facto dos
coeficientes da matriz A apenas serem utilizados em operagfes de produto
matriz-vector (do tipo y = AX'). Em sistemas esparsos, esta operacdo pode
ser executada através de um procedimento especial, construido pelo utilizador
para o efeito, permitindo tirar partido da esparsidade (ou estrutura especial)
de A. Deste modo, esta classe de métodos torna-se particularmente adequada
para a resolucdo de sistemas esparsos. Esta estrutura especial pode também ser
aproveitada em computadores com capacidades de processamento paralelo,
permitindo uma resolucdo bastante mais rapida destes problemas.

21Denominados por isso como métodos ndo-estacionarios.
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Apéndice A

Ferramentas e recursos adicionals

aplicagdo pratica dos conceitos descritos nos Capitulos anteriores requer
A 0 dominio de um conjunto basico de ferramentas computacionais. Para
além das capacidades de escrita e de execucdo de programas, estdo disponiveis
actualmente varias componentes que permitem simplificar consideravelmente
as tarefas envolvidas na resolucdo de um problema numérico (por exemplo,
ambientes de programacdo e utilitarios), contribuindo para a obtencdo da solu-
¢do desejada mais rapidamente e com menor esforco.

Esta Seccdo procura efectuar uma breve descri¢cdo das principais ferramentas
disponiveis, incluindo algumas referéncias onde pode ser obtida informacéo
mais detalhada sobre alguns destes aspectos.

A.1 O sistema operativo UNIX

O sistema operativo UNIX foi criado no final da década de 60, nos Laboratorios
Bell da empresa americana AT&T. Concebido inicialmente como um pequeno
projecto, a sua popularidade foi crescendo, tendo o seu desenvolvimento (es-
pecialmente a partir da década de 80) extravasado quase por completo o local
de desenvolvimento inicial. A sua popularidade pode ser atribuida ao uso de
uma arquitectura modular (promovendo a especializacdo e a integracdo dos
seus componentes), conjuntamente com a implementacdo eficiente das carac-
teristicas fundamentais num sistema operativo moderno (por exemplo, capaci-
dades multitarefa e multi-utilizador, memdria virtual, bibliotecas partilhadas, e
protocolos de comunicacéo).

A crescente popularidade deste sistema operativo, conjuntamente com a pro-
blematica do seu licenciamento levaram ao aparecimento, no inicio da década
de 90, de vérias reimplementagdes do UNIX ditas livresl. Uma das mais bem

Podendo ser utilizadas, expandidas e distribuidas gratuitamente.
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sucedidas actualmente é o sistema Linux (<http://Aww.linux.com>). Esta im-
plementagdo comegou por suportar apenas 0s computadores pessoais baseados
na arquitectura Intel x86, estando disponivel actualmente para a maioria das ar-
quitecturas correntes de computadores pessoais e de workstations. O uso deste
sistema operativo permite a utilizacdo de um leque variado de ferramentas que
facilitam significativamente o desenvolvimento de programas.

Existe imensa informacdo disponivel relativa a utilizacdo deste sistema. Por
exemplo, Abrahams e Larson (1995) fornecem uma introducdo relativa a uti-
lizacdo béasica deste sistema. Em Robbins e Gilly (1999) é possivel encon-
trar uma descricdo sucinta (de referéncia), embora bastante completa, sobre a
utilizacdo dos seus principais comandos. Loukides (1990) centra a sua aten-
cdo sobre as ferramentas essenciais para o desenvolvimento de programas,
especialmente quando escritos na linguagem Fortran 77. Informagdo adici-
onal pode ser encontrada na Web, nos sitios Linux Documentation Project
(<http:/mww.linuxdoc.org>) e Scientific Applications on Linux, disponivel
em <http://sal.kachinatech.com>.

A.1.1 Editores de texto

Existem muitos editores que podem ser utilizados com o sistema UNIX. Os de
uso mais comum sdo o Emacs (Stallman, 1999) e o vi (Bostic, 1996). Qualquer
deste editores ¢ muito mais poderoso do que pode parecer a primeira vista,
embora ambos requeiram uma aprendizagem algo prolongada para tirar partido
de todas as suas potencialidades.

A.1.2 Linguagens de programacéao

Fortran

O Fortran (uma abreviatura de “FORmula TRANslation”) é a linguagem de pro-
gramagdo mais usada em aplicagdes relacionadas com o célculo cientifico. Esta
linguagem foi concebida especificamente para tarefas numéricas, podendo ser
facilmente optimizada de modo a produzir programas que executam de forma
relativamente rapida (i.e., com grande eficiéncia numérica). Outra vantagem
consiste na possibilidade do uso de um conjunto vasto de bibliotecas disponi-
veis, contendo subrotinas escritas nesta linguagem2. Os dialectos mais comuns
desta linguagem sdo o Fortran 77 e o Fortran 90/95 (definidos por standards
ANSI e ISO). As principais diferengas entre estas versdes encontram-se descri-
tas, por exemplo, num documento com respostas a questdesfrequentes (FAQS)

2Algumas das mais importantes sdo descritas na Secgdo A.3.1.
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sobre Fortran 90, disponivel em <ftp://ftp.ifremer.fr/ifremer/ditigo/
fortran90/engfag>. Este documento lista ainda muitas fontes de informagéo
adicionais relativas a linguagem Fortran (incluindo documentos introdut6rios
ou tutorials).

Alguns livros de texto com uma descricdo pormenorizada da linguagem For-
tran 77 sdo por exemplo Meissner e Organick (1980) e Page (1988)3. Uma
descricdo detalhada da linguagem Fortran 90 é fornecida por Meissner (1995).
Outros locais com informagdo adicional sobre a linguagem Fortran séo:

 The Fortran Library, disponivel em <http://www.fortranlib.com>.

» The Fortran Market, disponivel em <http:/mww.fortran.com> Entre
outra informacdo, este sitio inclui o texto integral do standard da lingua-
gem Fortran 77.

CeC++

Paralelamente ao sucesso do sistema operativo UNIX, a sua linguagem de pro-
gramacao base (C) é também bastante usada actualmente, na maioria das tarefas
genéricas de programacdo. Sendo uma linguagem de uso geral, é natural que
possa ser considerada em alguns casos menos apropriada (ou de utilizacdo
mais complexa) que o Fortran na resolucdo de problemas numéricos, espe-
cialmente em aplicagdes de elevado desempenho (Dowd e Severance, 1998).
Mais recentemente, a linguagem C++ incorpora muitas melhorias relativamente
a linguagem C, Uteis por exemplo na construgdo de aplicages de grande porte.
O C++ permite também a programacdo estruturada com base em objectos, em-
bora esta vertente ndo esteja ainda tdo madura como as outras componentes
da linguagem4. O uso destas linguagens encontra-se descrito em detalhe em
Harbinson e Steele Jr. (1995) e Stroustrup (1997).

Compiladores e debuggers

Os compiladores permitem a criacdo de programas executaveis a partir das ins-
trucbes correspondentes, escritas numa linguagem de alto nivel como Fortran
ou C. Para verificar a correccdo dos programas criados, sdo por vezes utili-
zados debuggers, que permitem examinar o estado do programa, o valor das

3Esta Gltima referéncia encontra-se também disponivel em formato electrénico em <ftp ://ftp.
star.le.ac.uk/pub/fortran/prof77.ps.gz>.

4Deve notar-se que o standard ISO da linguagem C++ apenas foi aprovado em finais de 1997.
Existe actualmente uma forte preocupacdo na uniformizagdo dos objectos e classes disponiveis
nas implementagdes desta linguagem, por exemplo através do uso da Standard Template Library,
disponivel em <http://www.sgi.com/Technology/STL/>.
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suas variaveis, a sequéncia de rotinas invocadas, etc., enquanto o programa é
executado.

Muita informacdo, especifica de cada compilador, é fornecida habitualmente
com estas ferramentas. Algumas opg¢des de compilacdo facilitam especialmente
o0 desenvolvimento de programas5, devendo por isso ser usadas sobretudo du-
rante as fases iniciais de desenvolvimento.

No sistema operativo Linux sdo muito frequentemente usados os compilado-
res gcc (C), g++ (C++), g77 (Fortran 77) e gfortran (Fortran 9os95), funci-
onando de forma totalmente integrada nas suas ultimas versdes. O cddigo
fonte destes programas esta disponivel em <ftp://ftp.gnu.org>, OU NO ar-
quivo local em <http://ftp.eq.uc.pt/software/unix/gnu/>. OS progra-
mas executaveis correspondentes a arquitectura Win32 estdo também dispo-
niveis em <http://www.xraylith.wisc.edu/~khan/>, OU NO arquivo local
<http://Ftp_eq.uc.pt/software/pc/prog/>. Embora inclua muitas exten-
sbes, o compilador g77 apenas implementa de forma completa o dialecto For-
tran 77. Para usar a linguagem Fortran 90 estdo disponiveis no ambiente Linux
varios compiladores comerciais (descritos nas referéncias gerais anteriores so-
bre esta linguagem). Uma alternativa que permite a compilagdo e a conversédo
Fortran 90 —>Fortran 77 é a ferramenta vastoo, disponivel gratuitamente6 em

<http://www._psrv.com>.

O debugger mais comum no ambiente UNIX é o dbx. A sua utilizacdo encontra-
se descrita em Loukides (1990). No Linux, com os compiladores gcc e g77 pode
ser utilizado o debugger gdb, preferencialmente com o seu interface visual DCD
ambos disponiveis em <ftp://ftp.gnu.org>.

Utilitarios de diagndstico

Para além dos debuggers, existem algumas ferramentas particularmente Uteis
para verificar a correcgdo de programas escritos na linguagem Fortran (criados
pelo utilizador, ou obtidos a partir de outras fontes). Estes utilitarios permi-
tem diagnosticar também a portabilidade do software em causa, avaliando a
sua conformidade com os standards oficiais. Entre as ferramentas disponiveis,
destacam-se:

 ftnchek: Este utilitario efectua uma analise estatica de programas escritos
na linguagem Fortran 77, permitindo o diagndstico de erros semanticos,
tais como o uso de variaveis ndo inicializadas ou a discrepancia entre

5Duas opg0Oes tipicamente muito Gteis nos compiladores de Fortran 77 em ambientes UNIX
sdo: -C para incluir cédigo no programa que verifica se os limites dos arrays estéo a ser respeitados,
e -u para evitar o uso de variaveis ndo explicitamente declaradas.

6Versdo pessoal apenas disponivel para o sistema operativo Linux e a arquitectura Intel x86.
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0 nimero e o tipo dos parametros de uma rotina. O ftnchek esta dis-
ponl'vel eMm <http://www.dsm.fordham.edu/~ftnchek>, € também no
arquivo NETLIBY (no direct6rio ftnchek) .

- spag: ESte sistema permite ndo s6 o diagnostico (estatico e dinamico)
de programas escritos na linguagem Fortran 77, como também a sua
re-estruturacdo. Uma versdo gratuita8 para o sistema operativo Linux
encontra-se disponl'vel em <http://www.polyhedron.co.uk>.

Estilos e praticas de programacao

A experiéncia mostra que 0s procedimentos usados no desenvolvimento de
software tém um efeito consideravel na qualidade dos programas produzidos,
expressa em termos de bugs (ou erros de légica), na sua facilidade de entendi-
mento e manutengédo, e na sua portabilidade.

Algumas préticas correntes que reflectem a experiéncia acumulada nesta area
podem ser encontradas na colectanea User Notes on Fortran Programming (e
nas referéncias ai incluidas), disponivel no sitio <http://www3.huji.ac.il/
~agay/Zunfp/unfp .htmi>. Coleman e Van Loan (1988) fornecem também al-
gumas orientacdes deste tipo, embora tendo sobretudo em vista a eficiéncia
numérica da implementacdo produzida. Dowd e Severance (1998) analisam em
detalhe a escrita de fragmentos de cddigo correspondentes a tarefas numéricas
elementares muito comuns, tendo em vista optimizar a eficiéncia do codigo
produzido.

Outros utilitarios

Uma tarefa bastante comum na maioria das bibliotecas cientificas é a deter-
minacgdo dos limites da representacdo em virgula flutuante, sobretudo para os
computadores que ainda ndo implementam (pelo menos de forma completa)
a norma de representacdo IEEE 754. Rotinas que permitem efectuar um teste
fiavel destes limites (evitando a geracdo de condi¢Bes de excepgdo numéricas)
foram desenvolvidas por Cody (1988), estando disponiveis no arquivo NETLIB
(no directoério toms9).

Nos casos em que é usada a norma IEEE 754, o programa da Figura A.l per-
mite examinar em detalhe cada uma das componentes da representacdo de
quantidades arbitrarias neste formato.

7Descrito na Seccdo A.3.

8Apenas disponivel para a arquitectura Intel x86, com restri¢cdes de uso educacional, académico,
e de demonstracéo.

9E também na biblioteca LAPACK (descrita mais a frente), através das rotinas SLAMCH e
DLAMCH.
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PROGRAM REPIEE

0

--- Programa para verificar a estrutura da representagio de
virgula flutuante em meméria, assumindo a representagio de
c inteiros em complemento bindrio (baseado em UNFP, 1998). ---

(2]

IMPLICIT NONE

INTEGER ians, ires, IENDI
REAL xsp

DOUBLE PRECISION xdp
CHARACTER b*64

c --- Determinar ENDIANESS ---
ires = IENDI()
IF (ires.EQ.0) THEN
WRITE (*, *) ’Maquina LITTLE ENDIAN.’
ELSE IF (ires.EQ.1) THEN
WRITE (*, *) ’Maquina BIG ENDIAN.’

WRITE (*, *) ’MAIN: ENDIANESS n#o determinavel!’

c --- Obter representagdo binaria ---
PRINT *, ’Introduza 1 para precis@o SIMPLES ou 2 para DUPLA:’
READ *, ians
IF (ians.EQ.1) THEN
WRITE (*, *) ’Introduza 1 nimero REAL:’
READ (*, *) xsp
CALL BINREP(xsp, b)
WRITE (*, *) ’Sinal: ’, b(1:1)
WRITE (*, *) ’Expoente: ’, b(2:9), ’ (8 bits)’
WRITE (*, *) ’Mantissa: (1).’, b(10:32), ’ (23 bits)’
ELSE IF (ians.EQ.2) THEN
WRITE (*, *) ’Introduza 1 nimero em PRECISAO DUPLA:’
READ (=, *) xdp
CALL TWOB(xdp, b, ires)
WRITE (*, *) ’Sinal: ’, b(1:1)
WRITE (», *) ’Expoente: ’, b(2:12), ’ (11 bits)’
WRITE (*, *) ’Mantissa: (1).’, b(13:64), ’ (52 bits)’

E
WRITE (*, *) ’REPIEE: Precisdo desconhecida.’
STOP

END IF

END

INTEGER FUNCTION IENDI()

162 c --- IEND = 0 se LITTLE ENDIAN; = 1 se BIG ENDIAN: = 2 se indeterminada ---
IMPLICIT NONE
INTEGER*4 I, AO, A1, A2, A3
PARAMETER (A0=48, A1=49, A2=50, A3=51)
INTEGER ires
COMMON /ENDIAN/ I

I = AO + A1#%256 + A2%(256%%2) + A3%(256%#3)
CALL SUBEND(ires)

IENDI = ires

END

SUBROUTINE SUBEND(Ires)

IMPLICIT NONE ] ] h .
Figura A.l: (Continua na pagina seguinte)
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INTEGER Ires
CHARACTER I*4
COMMON /ENDIAN/ I

IF (I.EQ.’0123°) THEN
Ires = 0

ELSE IF (I.EQ.’3210°) THEN
Ires = 1

ELSE
Ires = 2

END IF

END

SUBROUTINE TWOB(Ivec, B, Iend)

IMPLICIT NONE
INTEGER Iend, Ivec(2)
CHARACTER B*64, d1»32, d2#32

IF (Iend.EQ.0) THEN
CALL BINREP(Ivec(2), d1)
CALL BINREP(Ivec(1), d2)
ELSE IF (Iend.EQ.1) THEN
CALL BINREP(Ivec(1), d1)
CALL BINREP(Ivec(2), d2)
ELSE
WRITE (*, *) 'TWOB: endianess desconhecida.’
STOP

END IF
B = d1//d2
END

SUBROUTINE BINREP(Ival, B)

IMPLICIT NONE
INTEGER i, Ival
CHARACTER B*32

IF (Ival.GE.O) THEN
B(1:1) = ’0?
DO 50 i = 32, 2, -1
IF (MOD(Ival, 2).EQ.0) THEN
B(i:i) = 0
ELSE
B(i:i) = *1?
END IF
Ival = Ival/2 163
50 CONTINUE
ELSE
B(1:1) = ’1?
Ival = ABS(Ival+1l)
DO 100 i = 32, 2, -1
IF (MOD(Ival, 2).EQ.0) THEN
B(i:i) = °1?

E
B(i:i) = ’0?
END IF
Ival = Ival/2
100 CONTINUE
END IF
END

Figura A.l Programa em Fortran 77 para a visualizacdo da representacdo em
virgula flutuante, de acordo com a norma IEEE 754.
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Quando se inicia o trabalho numa arquitectura nova ou com um compilador re-
cente, é por vezes conveniente efectuar um breve teste de validagdo da aritmé-
tica de virgula flutuante usada. Embora em geral ndo seja possivel garantir que
uma determinada implementacdo da aritmética em virgula flutuante produza
sempre resultados apropriados, é possivel, no entanto, efectuar um conjunto
de testes basicos que permitem adquirir alguma confianca na sua fiabilidade.
Para este fim, encontram-se disponiveis 0s seguintes sistemas:

» FPTEST, desenvolvido por Schryer (1981), e disponivel em <http://www.
bell-labs.com/project/fptest/>.

» PARANOIA, desenvolvido por vérios autores, e disponivel no arquivo
NETLIB (no directorio paranoia).

A.2 Recursos disponiveis na Internet

Para além das referéncias anteriores, encontram-se ainda disponiveis na In-
ternet muitas fontes de informacdo, que facilitam a obtencdo de solucdes de
problemas numéricos. Entre estas, deve ser destacado um documento com res-
postas a questdes frequentes (FAQS) na area de Andlise Numérica, disponivel
em <http:// www.mathcom.com/nafag/index.html>.

A.3 Arquivos de software matematico

O arquivo NETLIB contém software apropriado para a resolucdo de um con-
junto vasto de problemas de natureza matematica, normalmente associados
com o célculo cientifico. Todo o software deste arquivo esta disponivel de
forma gratuita, podendo ser acedido através de <http://www.netlib.org>.
Esta coleccdo de software esta também replicada por varios paises, de forma
sincronizada. Uma copia local deste arquivo (tal como de muitas das outras
ferramentas mencionadas anteriormente) encontra-se disponivel em <http:
[Iftp .eq.uc.pt/software/math/>.

O index GAMS (“Guide to Available Mathematic Software”), acessivel através
de <http://gams.nist.gov>, permite localizar com facilidade software apro-
priado no arquivo NETLIB (bem como em outras bibliotecas), para resolucéo
de problemas especificos de natureza numérica.
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A3 Arquivos de software matematico

A.3.1 Algumas bibliotecas matematicas

Algebra linear

Algumas tarefas relacionadas com aspectos de Algebra Linear, tais como opera-
¢cOes com vectores e matrizes, ou a resolucdo de sistemas de equacdes lineares,
constituem subproblemas bastante comuns em aplicagdes cientificas. Como tal,
torna-se importante a sua implementacéo de forma eficiente e estandardizada,
evitando a duplicacdo de esforcos. A biblioteca BIAS Basic Linear Algebra
Subprograms), disponivel no arquivo NETLIB, contém uma implementagdo efi-
ciente e portétil dos principais tipos de operagdes basicas que envolvem vecto-
res e matrizes, estando estruturada do seguinte modo:

» Nivel 1 operagdes vector-vector (Lawson et al., 1979), incluindo por
exemplo, copiar e permutar vectores, multiplicar um vector por um es-
calar, adicionar um mdltiplo de um vector a outro, calcular produtos
escalares ou a norma de vectores.

» Nivel 2. operacdes vector-matnz (Dongarra et al., 1988), considerando a
multiplicacdo de matrizes por vectores (eventualmente multiplicados por
um escalar ou transpostos), actualizacdes matriciais de caracteristica 1 ou
2, e a resolucdo de sistemas triangulares.

 Nivel 3: operagdes matnz-matriz (Dongarra et al., 1990). Neste nivel es-
tdo incluidos vérios produtos e adi¢cdes de matrizes, eventualmente mul-
tiplicados por escalares ou transpostos, actualizagBes matriciais de carac-
teristica k ou 2fc, a multiplicacdo de uma matriz por outra triangular, bem
como a resolucdo de sistemas triangulares de equagdes com Varios termos
independentes.

Resolucéo de sistemas de equaces lineares

Aresolucdo de sistemas de equagOes lineares e a realizagdo de algumas tarefas
relacionadas, tais como a obtencdo de decomposicdes matriciais, o célculo de
determinantes e de matrizes inversas sdo considerados na biblioteca LAPACK
(Anderson et al., 1992), também disponivel no arquivo NETLIB. Esta biblioteca
veio substituir as anteriores LINPACK e EISPACK, também disponiveis neste
arquivo, mas de concepcdo mais antiga. A biblioteca LAPACK faz uso extensivo
das operacdes vectoriais e matriciais de varios niveis disponiveis na biblioteca
BIAS.

O uso generalizado destas bibliotecas deu recentemente origem ao projecto
ATLAS, cujo objectivo é a optimizacdo automatica das bibliotecas LAPACK e
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BIAS. Este software também se encontra disponivel no arquivo NETLIB (no
directério atlas).

As bibliotecas descritas anteriormente destinam-se sobretudo a resolucdo de
sistemas de equacdes densos. O arquivo NETLIB inclui ainda vérias bibliote-
cas para a resolucdo de sistemas esparsosl0. Dados para testes com este tipo
de sistemas podem ainda ser encontrados no sitio denominado Matnx Market
<http://gams.nist.gov/MatrixMarket/>.

Resolucéo de equagtes ndo-lineares

Como foi mencionado atras, a resolugdo de equagdes ou de sistemas de equa-
¢Oes ndo-lineares beneficia geralmente com a sua transformacdo (mesmo impli-
cita) num problema equivalente de Optimizagdo. Como tal, ndo é de estranhar
que alguns dos métodos mais eficientes para a resolucdo destes problemas se-
jam descritos conjuntamente com algoritmos para a optimizacdo de problemas
ndo-lineares.

O directério opt do arquivo NETLIB contém diversas subrotinas que permi-
tem a resolucdo de equacdes nado-lineares. Entre estas, deve ser destacada a
subrotina NNES (“Nonmonotonic Nonlinear Equation Solver”) que implementa,
de forma globalizante, os métodos de Newton e quasi-Newton descritos na
Seccdo 2.12, conjuntamente com outros métodos de resolugdo. A biblioteca
MINPACK, também no arquivo NETLIB, possui diversas rotinas para a resolu-
cdo de equagOes ndo-lineares. Bibliotecas adicionais podem ser encontradas
na Internet: KINSOL (Serban et al., 1998), SNES (Balay et al., 2001), e NITSOL
(Walker, 2003).

Bibliotecas de indole geral

Adicionalmente as referéncias anteriores, é ainda possivel o recurso a algumas
bibliotecas genéricas, abrangentes de um leque muito vasto de problemas nu-
méricos. Estdo nesta categoria as bibliotecas HSL, IMSL, e NAG. Apesar da
conveniéncia do seu largo espectro de aplicabilidade, a principal desvantagem
é que o seu uso (tal como a incorporagdo de eventuais melhorias propostas
pelos utilizadores) se encontra dependente de um licenciamento comercial pré-
vio. Para além das questdes de prego, as aplicagBes possiveis dos programas
desenvolvidos com base nestas rotinas encontram-se por vezes fortemente li-
mitadas pelas proprias condi¢des de licenciamento. Informacao adicional sobre
estas bibliotecas pode ser encontrada em:

e HSL (Harwell): <http://www.cse.clrc.ac.uk/Activity/HSL>

10Consultar por exemplo os directérios sparse, sparse-blas, sparspak e templates.


http://gams.nist.gov/MatrixMarket/
http://www.cse.clrc.ac.uk/Activity/HSL

AA Outras linguagens de indole matematica

o IMSL: <http:/mww.vni.com>
* NAG: <http://www.nag.com>

Uma alternativa livre é a biblioteca GSL (“GNU Scientific Library”), disponivel
em <http:/mwww.gnu.org/software/gsl/>.

A.4  Outras linguagens de indole matematica

Para além das linguagens de programacdo descritas anteriormente, encontram-
se também disponiveis outros sistemas que podem funcionar de forma interac-
tiva permitindo, conjuntamente com o uso de uma linguagem propria de nivel
bastante elevado, o desenvolvimento rapido e a experimentagdo com software
matematico (sobretudo ao nivel de prot6tipos). Nesta Seccdo sdo descritos
alguns dos exemplos mais comuns de sistemas deste tipo.

A.4.1 Linguagens matriciais

O sistema mais divulgado nesta categoria é o Matlab, descrito em <http://
wwwv. mathworks. com>. Tal como 0 nome sugere, este sistema é particularmente
adequado para o calculo com matrizes e vectores. A funcionalidade basica do
sistema é frequentemente expandida através de packages, que funcionam como
bibliotecas especiais. A interactividade deste sistema é conseguida a custa do
uso de uma linguagem interpretada, o que torna a execugcdo dos programas
escritos nesta linguagem algo mais lenta do que os produzidos por linguagens
compiladas como o Fortran ou o C.

Com base no sucesso desta linguagem, e tendo em consideracdo a sua natureza
proprietaria, foram desenvolvidos outros sistemas semelhantes, com caracteris-
ticas compativeis. Um dos sistemas deste tipo mais utilizados é o Octavell
A linguagem base de programacédo destes sistemas (conjuntamente com alguns
exemplos de codigo) encontra-se disponivel em vérias referéncias, por exemplo
em Coleman e Van Loan (1988); Higham e Higham (2000). Informacdo adici-
onal sobre esta linguagem pode ser encontrada no manual do sistema Octave,
bem como em muitos outros documentos introdutérios adicionais (na forma de
tutorials’) disponiveis na Web12 OQutra linguagem de natureza semelhante é o
Scilab (Scilab Group, 1989).

u Disponivel gratuitamente em <http://www.che.wisc.edu/octave/> ou no arquivo GNU em
<http://lwww.gnu.org>.
12Alguns destes sdo Sigmon (1992) e Gockenbach (1999).
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A.4.2 Linguagens de manipulacéo simbdlica

A caracteristica distintiva desta classe de sistemas € a possibilidade de efectua-
rem manipulacdes simbdlicas em expressdes algébricas arbitrarias. Conjugada
com a capacidade de calculo numérico normal, e com capacidades gréficas ex-
tensivas, estas potencialidades tornam os sistemas desta categoria bastante po-
derosos na resolugdo de problemas gerais de ambito matematico. No entanto,
a sua generalidade é contrabalangada pela menor rapidez de processamento
(em geral sdo também usadas linguagens interpretadas), conjuntamente com
0s requisitos adicionais de memdria que as representacfes matematicas usadas
(mais gerais) requerem. O seu uso, em tarefas de caracter predominantemente
numeérico, deve ser portanto considerado através da ponderacdo de todos estes
factores.

Os sistemas mais populares nesta categoria sdo 0 Mathematica <http://7www.
wolfram.com>, O Maple <http://www.maplesoft.com>, € O Maxima, dispo-
nivel em <http://maxima.sourceforge.net/>. T0dos eles sdo sistemas co-
merciais, com linguagens de programacao préprias (e bastante diferentes entre
si). Por exemplo, a linguagem de sistema Mathematica encontra-se descrita
em Wolfram (1996); uma introdugdo mais sucinta esta disponivel em Blachman
(1992). Uma comparacdo das capacidades e dos desempenhos relativos des-
tes sistemas pode ser encontrada em <http://math.unm.edu/~wester/cas_

review. html>.
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Apéndice B

Exercicios de aplicacao

sta Seccdo contém alguns exercicios de aplicacdo, recolhidos de exames
da disciplina de Pratica de Computacdo da licenciatura em Engenharia
Quimica do DEQ/FCTUC, particularmente no ano lectivo de 1998/1999.

B.I Capitulo 1 — Introdugéo

1 (Fev/99)

(a) Descreva sucintamente (estabelecendo as distingdes possiveis entre)
os conceitos de condicionamento de um problema e estabilidade de
um algoritmo.

(b) A representacdo de quantidades reais no computador HAL 9000 (de
grande porte) é feita usando um formato semelhante ao standard
IEEE 754. No HAL, cada nimero real é representado usando um
conjunto de 36 bits, sendo um destes bits reservado para o sinal, 8
bits para 0 expoente, e 0s restantes para a mantissa. Tal como no
standard IEEE, os nUmeros sdo representados em base binaria, em
formato normalizado. Qual a precisdo esperada na representagdo de
quantidades reais, em precisédo simples, nesta maquina?

171

(c) Qual a razdo que torna particularmente perigosas as operagdes de
subtraccdo (e adicdo aritmética) de quantidades quase iguais, na
implementacdo de métodos numéricos?

2. (Set/99)

(a) O formato IEEE 754 utiliza um total de 64 bits para representar quan-
tidades em precisdo dupla. Destes, 52 bits sdo usados para represen-
tar a mantissa, sendo o0s restantes atribuidos ao expoente. Com base
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nesta informacdo determine aproximadamente o nimero mais ne-
gativo (i.e., 0 numero negativo de maior magnitude) que é possivel
representar neste formato.

(b) Indique de forma clara mas sucinta as relagfes entre erro relativo,
erro absoluto, nimero de algarismos significativos e nimero de casas
decimais correctas.

B.2 Capitulo 2 — Equacdes ndo-lineares

1 (Fev/99) O método de Steffensen para resolucdo de equacbes nao-lineares

é uma variante do método das substituigBes sucessivas, com a vantagem
de garantir uma convergéncia quadratica. Se as equagdes f(x) = O e
x = g(x) forem equivalentes, entdo a formula de recorréncia do método
de Steffensen toma a forma:

- [9(zx) — Ik]2
g (9(zx)] — 2g(zk) + T

Tr41 = Tk

(a) Qual a relacdo entre as estimativas produzidas por este método,
perto da solugdo, para ser verificada uma convergéncia quadratica?

(b) Determine o zero da funcdo r(x) = exp(X) — —2, usando como
estimativa inicial xo = 1 Utilize como critério de paragem |/(x)]| <
10"3.

. (Set/99) Determine os pontos de interseccdo das curvas y(x) = In(x) e

y{x) — x — 2 representadas na figura, utilizando o método de Newton.
Escolha as estimativas iniciais e o critério de paragem que lhe parecam
adequados. AwverigUe ainda por que razdo o método ndo converge para
as estimativas iniciaisx = 0.4ex = 1

Y
2
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(Set/99) Aum grupo do ano anterior foi pedida a implementacdo compu-
tacional do método da regulafalsi para a determinacdo do zero de uma
funcdo univariavel. A listagem estava assim no relatdrio:

FUNCTION RTFLSP(FUNC,X1,X2,Xacc)

IMPLICIT NONE
INTEGER MAXIT
REAL RTFLSP, X1, X2, Xacc, FUNC
EXTERNAL FUNC

c --- No. maximo de iteracoes ---
PARAMETER (MAXIT=30)
REAL del, dx, f, fh, fl, sawp, xh, x1

--- Usando o metodo da regula falsi, encontrar a raiz da funcao
c FUNC, situada entre X1 e X2. A raiz, devolvida em RTFLSP, e’
refinada ate a precisao da sua localizacao ser + ou - XACC.

Le]

o

£f1 = FUNC(X1)
fh = FUNC(X2)
IF ( f1*fh.LT.0. ) THEN
PRINT # , ’A raiz deve estar entre X1 e X2!’
STOP
ENDIF
IF ( f1.LT.0. ) THEN
xl = X1
xh = X2
ELSE
x1 = X2
xh = X1
swap = fl
fl = fh
fh = swap
ENDIF
dx = xh - x1
DO j = 1 , MAXIT
RTFLSP = x1 + dx*fh/(fl-fh
f = FUNC(RTFLSP)
IF ( £.LT.0. ) THEN
del = xh - RTFLSP
xh = RTFLSP
fth = §
ELSE
del = x1 - RTFLSP
x1 = RTFLSP
fl = ¢
ENDIF
dx = xh - x1
IF ( ABS(del).LT.Xacc .OR. £.EQ.0. ) RETURN
ENDDO
PRINT * , ’No. maximo de iteracoes excedido em rtflsp."
END

O assistente achou estranho e resolveu compilar este programa, usando
0 comando g77 -c rtfisp.f, encontrando o seguinte diagnostico:

rtflsp.f: In function ‘rtflsp’:
rtflsp.f:28:
swap = fl

Invalid declaration of or reference to symbol ‘swap’ at (~) [initially
seen at ()]
rtflsp.£:33:

DO j =1 , MAXIT

Invalid declaration of or reference to symbol ‘j’ at () [initially seen
at (7))
rtflsp.f:34:
RTFLSP = x1 + dx*fh/(f1-fh
1 2

Missing close parenthese at (2) needed to match open parenthese at (1)
rtflsp.£:48:
PRINT * , ’No. maximo de iteracoes excedido em rtflsp."

1
Character constant at (1) has no closing apostrophe at (2)
Exit 1
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() Identifique e corrija todos os erros de sintaxe no programa anterior.

(b) Apo6s a eliminacdo dos erros de sintaxe, verificou-se que o pro-
grama ainda ndo produzia os resultados pretendidos. Corrija-0 e
transforme-o numa rotina que implemente o método da regulafalsi
modificado.

4. (Dez/99)

(@) Deduza as equacbes do metodo de Newton para um sistema de
2 equagdes ndo-lineares a 2 incégnitas (Sugestdo: Tal como para
0 método unidimensional, use a férmula de Taylor das funcdes em
torno de um ponto base, e verifique quais as correc¢Bes nas variaveis
independentes que permitem que estas equacdes se anulem).

(b) Utilize este método para determinar a solucdo do seguinte sistema,
com um erro relativo de 0,5%:

1‘%+12=3
z1+Inze =1

(c) Seré possivel utilizar o método de Newton para determinar as raizes
complexas de equacdes polinomiais p(x) = 0? Justifique.

5. (Dez/99) o programa seguinte pretende testar a rotina newton que im-
plementa o0 método de Newton-Raphson.
program teste ! esta e’ a primeira linha do programa
external func
double precision x1, x2, tol, newton
x1 = 1.0d-2
x2 = 10.0d0
tol = 0.0d-4
xsol = newton( func, x1, x2, tol )

write(*,*) ’ Resultado xsol = ’ xsol
end

double precision function newton( func, xi, x2, tol )

integer itmax
parameter( itmax = 50 ) ! No. maximo de iteracoes

double precision x1, x2, tol, xnewt, df, dx, f
* Usando o metodo de Newton-Raphson, encontrar a raiz da funcao f

(ver rotina func) situada entre x1 e x2. A raiz e’ devolvida
na variavel newton e obtida com uma precisao de + ou - tol.

ooooo

xnewt = 0.5d0*( x1 + x2 ) ! Estimativa inicial

0

do j=1, itmax

call func( xnewt, df, f )

dx = f / df

xnewt = xnewt + dx

if ( (x1 - xnewt)*(xnewt - x2) .gt. 0.d0 ) then
write(*,*) ’xnewt esta fora do intervalo!; xmewt = ’, xnewt
sto)

else ig ( dabs( dx ) .1t. tol ) then



B.3

B.3

Capitulo 3 — Sistemas de equac0es lineares

newton = xnewt
endif
end do
write(*,*) ’newton atingiu o numero max. de iteraccoes’
end
subroutine func( x, f, df )
double precision x, f, df
f = x**2 - x**3 + 1.d0/x
df = 2.d0*x - 3.d0*x - 1.d0/x**2
return
end
Ao compilar o programa obtém-se a seguinte informagzo:
MAIN teste:
Error on line 9: Declaration error for xsol: attempt to use undefined
variable
Error on line 11: invalid hexadecimal character
Error on line 11: syntax error
newton:
Error processing entries before line 27: Declaration error for func:
attempt to use undefined variable
Error on line 29: Declaration error for j: attempt to use undefined
variable

(@) Identifique e corrija os erros de sintaxe acima indicados.

(b) Apds a eliminagdo dos erros de sintaxe, verificou-se que o programa
ainda ndo produzia os resultados pretendidos. Identifique e corrija
todos os erros 18gicos e de programacdo, por forma a este programa
produzir os resultados pretendidos.

Capitulo 3 — Sistemas de equac0es lineares

(Fev/99) Um dos algoritmos mais eficientes para calcular a inversa de uma
matriz A E Rnxn consiste em: (i) efectuar a decomposi¢cdo LU da matriz
A; (ii) resolver o sistema de equacGes AX = 1 (na realidade n sistemas
de n equagfes), onde | E RnXn é a matriz identidade. A inversa de A
é precisamente a matriz solugcdo X. Aplique este algoritmo a seguinte

matriz:
2:1 '3
A=| 4 3 10
2 4 17
(Fev/99) Aresolucédo de sistemas lineares Ax = b, quando A é uma matriz
triangular superior, pode ser feita de forma eficiente usando o método da
substituicdo regressiva. o programa seguinte (ficheiro teste.f) corres-
ponde & primeira tentativa de implementagéo deste algoritmo, efectuada
pelos vossos colegas:
program vector ! esta e’ a linha 1
i integer i, index, j, n
parameter( n = 4 )
double precision a(n,n), b(n) x(n), soma

doi=1,n
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read(*,*) (a(i,j), j =1, n) b(i)

end do

do index = 1, n
i=n+1 - indx

som = 0.d0

doj=i+1,n
soma = soma + a(i,i)*x(j)

end do
x(i) = (b(i) - soma/a(i,j)

write(s,*)
write(*700) (x(i), i = 1, n)
700 format( ’vector x:’, 10(ix, £f8.5 )

end

Para testar este programa foi criado o seguinte ficheiro de dados, com o
NOMe teste.dat:

O O O W

o O O N

O 00 O W

17
16.
53.

~N O D =

Infelizmente ao compilar o programa anterior, usando o comando

77 teste.f

-0 teste.Xx

foram encontrados os seguintes erros de sintaxe:

teste.f:
MAIN vector:

"teste.f", line 5: Error: syntax error at or near variable name "x"
"teste.f", line 5: Warning: local variable "b" never used
"teste.f", line 8: Error: syntax error at or near variable name "b"

"teste.f", line
"teste.f", line
"teste.f", line
"teste.f", line
"teste.f", line
"teste.f", line

11:
18:
18:
21
22:
22:

Compilation failed

Error:
Error:
Error:
Error:
Error:
Error:

do not closed

unbalanced parentheses, statement skipped
unclassifiable statement

syntax error at or near integer constant "700"
unbalanced parentheses, statement skipped
unclassifiable statement

(a) Identifique e corrija todos os erros de sintaxe no programa anterior.

(b) Apds a eliminacdo dos erros de sintaxe, verificou-se que a solucéo
obtida ndo era a esperada. ldentifique os restantes erros e deficién-
cias desta implementagdo, de forma a que ela permita encontrar a
solucdo correcta de um sistema triangular superior genérico.

3. (Set/99) Antes da resolver um sistema de equages A.x = 0, usa-se fre-
guentemente um procedimento para equilibrar ou balancear a matriz
A. Quais as vantagens deste passo adicional? Descreva uma possivel
implementacdo deste procedimento.



B.3 Capitulo 3 — Sistemas de equagdes lineares

4. (Set/99) Considere o seguinte sistema de equacges lineares:

3z +x0+2x3=9
1+ 5z +4x3 + 34 = 2
21 +4zo + Tz + 524 =9

To + 523 + 4x4 = 2

(a) Qual o método numérico mais eficiente para a sua resolucdo? Indi-
gue uma estimativa do nimero de operagdes necessarias para a sua
solucéo.

(b) Resolva este sistema, usando o método da alinea anterior.

5. (Dez/99)

(@) Em que circunstancias devem ser preferidos os métodos iterativos
para a resolucdo de sistemas lineares, face aos seus congéneres de
natureza directa?

(b) Quais as principais diferencas entre 0 método de Jacobi e 0 método
de Gauss-Seidel para a resolucdo de sistemas lineares?
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