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P r e f á c i o

O seis sigma é uma iniciativa estruturada para a melhoria da 

qualidade das organizações e resolução de problemas específicos 

nos seus processos, que faz amplo uso de metodologias estatísticas. 

Tal é necessário para lidar adequadamente com todas as fontes de 

informação e factos processuais a que esta abordagem dá primazia, 

bem como com a sua variabilidade e o ambiente de incerteza em 

que todas as decisões têm de ser tomadas. O mesmo se aplica ao 

planeamento das actividades de melhoria e à implementação dos 

necessários sistemas de supervisão e controlo. Perante esta diversi‑

dade de tarefas, existe uma idêntica variedade de metodologias que 

os responsáveis pelos projectos seis sigma devem dominar, nome‑

adamente os chamados Black Belts, e em geral todos aqueles que 

lideram a implementação de programas de melhoria da Qualidade 

nas suas organizações. Tal exigência coloca uma pressão adicional 

sobre estes profissionais para além daquela já existente e decor‑

rente das responsabilidades específicas assumidas no seio das suas 

organizações.

Foi precisamente no sentido de apoiar todos os profissionais que 

enfrentam, ou se preparam para enfrentar, desafios semelhantes, que 

este livro foi pensado e escrito. Este livro apresenta, numa linguagem 

acessível e pragmática, as metodologias estatísticas fundamentais 

para lidar com as necessidades de análise que, com maior frequên‑

cia, se impõem em cada uma das fases de um projecto de melhoria 

ou resolução de problemas processuais, guiando os interessados na 
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sua implementação. Ao longo da exposição, faz‑se uso de exemplos 

concretos, dados realistas e software estatístico dedicado. Desta 

forma, não só os conceitos são introduzidos de forma organizada 

e contextualizada, como também se ilustra e explica a forma como 

os vários métodos são aplicados em situações concretas, para que 

a respectiva análise possa ser facilmente replicada pelos leitores 

interessados, nos seus futuros projectos.

É convicção do autor que, assim como um bom condutor não ne‑

cessita de compreender toda a complexidade da mecânica do motor, 

dos fenómenos químicos de combustão e catálise, ou a complexa 

electrónica existente num automóvel para fazer um uso adequado e 

efectivo do mesmo, também um profissional envolvido na melhoria 

de processos não necessita ele próprio de ser um especialista em 

métodos estatísticos para fazer um uso correcto e consciencioso 

destes. Deve ser função de quem desenvolve, ensina e divulga es‑

tatística, apresentar os métodos com potencial interesse de forma 

acessível e inteligível, para que os seus destinatários, após o devido 

treino, sejam capazes de fazer bom uso dos mesmos, i.e., perceber 

em que circunstâncias são adequados e, igualmente importante, 

quando não o são, bem como interpretar os resultados que estes 

proporcionam, especialmente no sentido em que podem ajudar a 

resolver problemas concretos e tomar as melhores decisões. E caso 

haja uma metodologia que necessita absolutamente de um conhe‑

cimento profundo da teoria subjacente para ser utilizada e para 

produzir resultados correctos, é também claro que a sua utilização 

é mais específica ou revela uma certa falta de robustez que não se 

adequa a uma utilização generalizada. Logo, o impacto prático de 

a deixar entregue ao domínio de especialistas, será também, por 

isso, mais limitado. Mantendo a metáfora do utilizador de carro, 

esta situação corresponderia a um veículo de Fórmula 1, cujo uso é 

limitado a condições muito específicas e envolve procedimentos que 

somente pessoas altamente treinadas dominam. Claramente, estas 



13

metodologias deverão ser apresentadas somente para utilizadores 

específicos e envolvendo uma formação dimensionada para as exi‑

gências que o seu uso implica. 

A prova do enorme impacto que a utilização generalizada e en‑

quadrada de metodologias pode trazer para as organizações está 

bem patente no sucesso do programa de implementação das 7 fer‑

ramentas básicas da Qualidade, propostas por Kaoru Ishikawa. No 

entanto, para lidar com a tipologia de desafios que se colocam em 

projectos seis sigma, ou outros de dimensão semelhante, a diversi‑

dade de ferramentas necessárias é bastante maior e este pequeno 

kit de metodologias não é, naturalmente, suficiente. Neste sentido, 

espero que este livro possa contribuir para aumentar o impacto da 

utilização efectiva dos métodos estatísticos na melhoria dos proces‑

sos das organizações. Essa finalidade esteve indelevelmente presente 

ao longo de toda a sua preparação e escrita.

Marco P. Seabra dos Reis

Coimbra, 16 de Fevereiro de 2015 
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c a p í t u l o  1  –  A  m e t o d o l o g i a  s e i s  s i g m a

1.1. Introdução 

Introduzida na Motorola na década de 80 do século XX, a iniciati‑

va seis sigma rapidamente ganhou protagonismo e captou o interesse 

generalizado das grandes empresas a operarem numa economia cada 

vez mais competitiva, dado o apreciável impacto nos resultados fi‑

nais a que a sua implementação frequentemente conduzia. Trata‑se 

de uma iniciativa para a melhoria das organizações orientada por 

factos e dados concretos recolhidos dos processos, caracterizada por 

congregar, de forma sinérgica, os seguintes aspectos:

• Operacionalização por projectos criteriosamente seleccionados 

tendo por base os resultados finais a que conduzem;

• Os projectos, cuidadosamente caracterizados, são executados 

durante um período limitado, por equipas de melhoria cujos ele‑

mentos assumem papéis e responsabilidades claramente definidos;

• Todos os elementos devem possuir uma formação em méto‑

dos estatísticos e de melhoria de processos adequada ao seu 

papel no projecto. Num projecto, os designados Black Belts 

possuem um conhecimento mais extenso destas metodologias 

(existe normalmente um por projecto, que o lidera operacio‑

nalmente), enquanto os Green Belts são treinados (usualmente 

pelos Black Belts) na utilização de uma variedade mais redu‑
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zida de metodologias de acordo com as suas necessidades 

(normalmente existem vários Green Belts num projecto seis 

sigma, constituindo em conjunto com o Black Belt, o núcleo 

operacional da equipa de melhoria).

• A iniciativa desenrola‑se através de uma sequência caracte‑

rística de fases, conhecida como DMAIC: Define, Measure, 

Analyze, Improve e Control (uma descrição destas fases será 

apresentada mais à frente neste capítulo).

Não propondo metodologias novas, o seis sigma estabelece uma 

abordagem estruturada para projectos de melhoria e de resolu‑

ção de problemas, em que os métodos e ferramentas existentes 

aparecem organizados consoante os objectivos de cada fase. Tal 

proporciona uma forma mais intuitiva e enquadrada da utilização 

dos métodos estatísticos, na medida em que o seu objectivo está 

claramente identificado face às necessidades de análise inerentes 

às várias etapas do projecto. Neste contexto, se por um lado os 

métodos estatísticos são adoptados como um dos aspectos centrais 

do seis sigma (o que aparece desde logo evidente na sua desig‑

nação, “seis sigma” ou “6σ”, onde “sigma” (σ) é a letra grega que 

simboliza o desvio padrão, uma medida estatística muito usada para 

caracterizar a dispersão de valores obtidos para uma grandeza em 

determinadas condições), também este tem contribuído para uma 

utilização mais generalizada e sistemática da estatística por parte 

dos profissionais no terreno. 

Mas qual a razão para toda a ênfase dada aos métodos estatísticos 

na iniciativa seis sigma? A resposta encontra‑se na natureza intrín‑

seca dos processos. Todos os processos apresentam variabilidade. 

Esta tem origem nas pessoas e na forma como executam as suas 

tarefas, nos materiais utilizados, na maquinaria e ferramentas, nos 

sistemas de medição, nas condições ambientais, nos métodos de 

fabrico, entre outras fontes genéricas, e está sempre presente. Um 
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dos grandes objectivos dos gestores de processos consiste exacta‑

mente em caracterizar e conhecer esta variabilidade, ao ponto de ser 

possível controlá‑la ou minimizar o seu impacto no produto final e 

assim ir simultaneamente ao encontro dos objectivos de qualidade 

e eficiência da organização e, claro, das expectativas dos clientes. 

Ora, a estatística é precisamente a ciência que se ocupa do estu‑

do da variabilidade e da forma como esta se transfere. É por isso 

a disciplina que desde logo se apresenta como valiosa aliada na 

cruzada para a melhoria da Qualidade dos processos e uma fonte 

profícua de ferramentas para lidar com as várias manifestações da 

variabilidade que estes apresentam, ou com as várias questões que 

se colocam em ambientes onde a incerteza é omnipresente e deve 

ser naturalmente incorporada nos processos de decisão. 

A importância dada à variabilidade e à sua redução no sentido de 

aumentar o nível de desempenho dos processos está também bem 

patente na seguinte frase do influente autor W. Edwards Deming 

(1900‑1993): “If I had to reduce my message for management to just 

a few words, I’d say it all had to do with reducing variation.” Poucas 

dúvidas devem restar pois (se algumas!) da incontornável necessi‑

dade de usar metodologias de cariz estatístico nas abordagens a 

problemas reais do dia‑a‑dia das organizações.

1.2. Estrutura base das abordagens para a melhoria 

de processos

Várias metodologias têm sido propostas ao longo dos tempos para 

abordar o problema da melhoria de processos. Algumas das mais 

bem‑sucedidas contemplam os seguintes princípios fundamentais:

• Toda a actividade pode ser decomposta num conjunto de 

processos que interagem (visão sistémica);
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• Todos os processos apresentam variabilidade;

• Compreender e reduzir a variabilidade é a chave para o sucesso.

Estes princípios são também os fundamentos do chamado “racio‑

cínio estatístico” (statistical thinking) proposto por Hoerl e Snee [1], 

com base nos quais os autores propõem metodologias destinadas à 

resolução de problemas e à melhoria de processos. A melhoria pode 

ocorrer quer por alteração do processo (reengenharia, substituição, 

etc.) quer através de um controlo mais apertado dos factores indu‑

tores de variabilidade (controlo estatístico de processos) ou da sua 

compensação (controlo automático de processos) (Figura 1.1). 

Figura 1.1. A filosofia subjacente ao raciocínio estatístico (statistical thinking).

Estes princípios estão presentes no próprio ciclo PDCA (Plan­

‑Do‑Check‑Act) ou ciclo de Shewhart (1891‑1967) (por vezes tam‑

bém atribuído a Deming), adoptado nos referenciais da Qualidade 

ISO 9000, pese embora o seu horizonte de aplicação seja mais vasto 

e orientado para a implantação de um sistema de gestão e de uma 

filosofia da Qualidade nas empresas, e não só para actividades de 

melhoria da Qualidade e de resolução de problemas. No entan‑

to, os princípios da visão sistémica, tomada de decisões baseadas 
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em factos e as actividades de controlo de qualidade e melhoria, 

são prolongamentos dos princípios acima enunciados aos quais se 

acrescentam outros necessários para criar um verdadeiro sistema 

da Qualidade. Estão também presentes na abordagem seis sigma, 

na medida em que nesta se coloca grande ênfase no estudo e na 

documentação prévios do processo, na selecção de critérios de de‑

sempenho e recolha de dados, na análise estatística dos mesmos e 

em iniciativas para reduzir, de uma forma sustentada, a variabilidade 

dos processos. Segundo Søren Bisgaard (1951‑2009), a estratégia seis 

sigma não é mais do que o método científico em acção ao serviço 

da melhoria de processos e produtos. Ao contrário das normas 

ISO 9000, a iniciativa seis sigma não envolve burocracia apreciável, 

ou actividades de certificação e avaliação detalhadas e elaboradas. 

Talvez o seu único requisito fundamental seja o envolvimento e o 

comprometimento da gestão de topo, que deve participar activa‑

mente nos esforços de gestão e implementação do programa. Para 

tal, os gestores de topo devem conhecer os fundamentos do seis 

sigma, comprometerem‑se com a iniciativa e liderarem o esforço 

de implementação dos programas, bem como alocarem os recursos 

necessários (meios humanos, financeiros e materiais), incluindo a 

formação necessária das equipas de melhoria e o tempo para estas 

participarem nas actividades dos projectos.

1.3. Um exemplo de sucesso resultante da aplicação  

generalizada de metodologias estatísticas:  

as 7 ferramentas básicas da Qualidade

Talvez a iniciativa mais bem‑sucedida até ao momento, decorrente 

de um programa de disseminação de um conjunto estruturado de 

ferramentas, tenha sido aquela proposta por Kaoru Ishikawa com as 

suas 7 ferramentas básicas da Qualidade [2]. A simplicidade destas 
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ferramentas permitiu a análise expedita de uma grande variedade de 

problemas nos processos e a sua ampla adopção pelas organizações 

conduziu a efeitos tangíveis num horizonte de tempo relativamente 

curto. As organizações envolvidas foram rapidamente catapultadas 

para um novo patamar de desempenho, fruto da contribuição pro‑

activa e empenhada dos seus colaboradores, onde todos são cha‑

mados a participar. Este pequeno núcleo de 7 metodologias fornece 

o suporte conceptual básico para os colaboradores, usualmente em 

equipa, desenvolveram os seus planos de definição de problemas, 

análise e melhoria, e são o exemplo do que se pode conseguir com 

uma abordagem estruturada. Serve pois como exemplo e inspiração 

para os programas seis sigma, mais ambiciosos nos seus objectivos 

e por isso requerendo também procedimentos mais elaborados e 

uma maior variedade de métodos estatísticos ao dispor. No entanto, 

ambas as abordagens possuem os traços comuns de serem iniciativas 

estruturadas, baseadas em dados e informação processual, orientadas 

para resultados, dependentes do trabalho de equipas diversificadas 

e com horizontes de tempo limitados.

Embora não haja actualmente um consenso absoluto em torno da 

composição exacta do núcleo básico de ferramentas, considera‑se ser 

a seguinte a proposta mais equilibrada e útil para o kit básico de 

7 ferramentas que devem ser dominadas pelo maior número possível 

de colaboradores numa organização, como parte do seu background 

fundamental para a melhoria de processos:1 

i. Fluxogramas/diagramas de blocos;

ii. Diagrama de causa‑efeito;

1 Nota: os fluxogramas não constavam da proposta inicial de Kaoru Ishikawa, 
mas a sua inclusão visa proporcionar uma maior eficácia na abordagem à resolução 
de problemas; a proposta original referia as seguintes metodologias: histogramas, 
diagramas de causa‑efeito, folhas de verificação, diagramas de Pareto, gráficos, 
cartas de controlo e diagramas de dispersão.
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iii. Formulários de recolha de dados e folhas de verificação;

iv. Diagrama de Pareto (secção 4.3.2);

v. Histograma (secção 4.4.1);

vi. Gráficos (Capítulo 4);

vii. Cartas de controlo (Capítulo 7);

Este background básico partilhado deverá certamente englobar 

outras dimensões formativas (incluindo o trabalho em equipa), mas 

a vertente sistemática e de cariz quantitativo de apoio à decisão 

muito beneficiará de uma familiarização efectiva com estes métodos. 

De facto, à sua simplicidade está associada um grande potencial de 

aplicação na resolução de problemas concretos. A maioria das fer‑

ramentas acima indicadas vai ser descrita de forma detalhada nos 

capítulos seguintes, com a excepção dos fluxogramas, diagramas de 

causa‑efeito e formulários de recolha de dados/folhas de verificação. 

Por este motivo, e por apresentarem um interesse potencial muito 

relevante, estas ferramentas serão brevemente descritas de seguida. 

Fluxogramas/diagramas de blocos. A abordagem a qualquer 

projecto de resolução de problemas ou de melhoria deve começar 

pela identificação clara e análise cuidada do processo em causa. Tal 

pode ser efectuado recorrendo a várias metodologias de mapeamento 

das respectivas actividades, a mais simples das quais é o fluxograma. 

Num fluxograma identificam‑se as várias actividades e a forma como 

estas se relacionam sequencialmente. A sua construção é feita a partir 

de um conjunto de elementos básicos, de fácil apreensão, tais como: 

círculo/oval – início e final do processo; rectângulo – actividade; 

losango – decisão (Figura 1.2). Com a sua ajuda, é possível esta‑

belecer a rede de actividades de um processo de uma forma clara, 

constituindo uma mais‑valia na partilha e disseminação deste tipo 

de informação. São especialmente úteis nas fases iniciais de contacto 

com um novo processo, ou na análise preliminar de um problema, 
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onde o conhecimento disponível é ainda escasso. Representando 

o processo actual, tal qual ele é, um fluxograma permite também 

questionar sobre a forma como as operações estão correntemente 

a ser conduzidas e identificar possíveis alterações no sentido de 

o melhorar, através da sua simplificação ou reorganização. Nesta 

tarefa, não só os blocos de actividade são questionados mas tam‑

bém as ligações entre eles, que podem representar movimentações 

desnecessárias, tempos de espera, inventário, etc.

Figura 1.2. Elementos fundamentais de um fluxograma.

Diagramas de causa‑efeito. Os diagramas de causa‑efeito permi‑

tem identificar, de uma forma sistemática, focalizada e progressiva, 

todas as potenciais causas que poderão estar por trás do problema 

em análise. Sistemática, porque após a necessária clarificação sobre 

qual o problema a resolver, procuram cobrir, uma a uma, todas as 

categorias de factores potencialmente envolvidos. Focalizada, dada a 
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sua natureza visual e directa, que induz a convergência de esforços 

de toda a equipa de melhoria para o mesmo objectivo. Progressiva, 

porque primeiro são identificadas as causas de natureza genérica 

(causas gerais: Máquinas, Materiais, Ambiente, Pessoas, Métodos, 

Sistemas de Medição), passando‑se depois para a identificação das 

causas que caiem nessas categorias (causas de nível 1), e das causas 

que as desencadeiam (causas de nível 2), e assim sucessivamente até 

se atingir um nível de profundidade elementar que identifica clara‑

mente uma origem possível do problema (Figura 1.3.a). As causas 

vão sendo assinaladas como indicado na Figura 1.3.b, num diagrama 

que, na sua forma final, se assemelha a uma espinha de peixe, nome 

pelo qual também é conhecido (outra designação possível é ainda 

o diagrama de Ishikawa). 

O agrupamento hierárquico de falhas neste tipo de diagramas 

não tem de ser necessariamente sempre o mesmo. Quando se pro‑

cura, por exemplo, controlar a variabilidade excessiva de uma ca‑

racterística de qualidade do produto final, o diagrama da Figura 

1.3.b) pode ser útil na identificação dos principais factores indu‑

tores da mesma. No entanto, por vezes é útil subdividir as falhas 

consoante a sua localização no processo, especialmente quando 

existem várias etapas envolvidas. Assim, o diagrama causa‑efeito 

deve ser construído da forma que mais efectivamente conduza a 

respostas para o problema em análise, independente da organização 

adoptada. No entanto, a configuração apresentada na Figura 1.3.b 

é de grande utilidade e usada com muita frequência na análise de 

problemas de melhoria.
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Figura 1.3. (a) Estrutura geral de um diagrama causa‑efeito. (b) Exemplo de um 
conjunto de causas gerais de utilização comum na análise de projectos de melhoria.

Formulários de recolha de dados e folhas de verificação. 

Como se referirá no Capítulo 3, a recolha de dados do processo é 

um dos passos mais importantes num projecto de resolução de pro‑

blemas ou de melhoria. Uma vez identificadas as possíveis causas 

ou aspectos a melhorar, por exemplo através de um diagrama de 

causa‑efeito, a sua avaliação deve ser conduzida com base em in‑

formação fidedigna recolhida do processo. Sem dados credíveis não 

é possível estabelecer o nível de desempenho actual do processo, 

analisar as causas de uma forma informada e factual, aferir a sua 

estabilidade, etc. Os formulários de recolha de dados (Figura 1.4.a) 

são documentos desenhados de forma a facilitarem as tarefas de re‑

colha dos dados com interesse, de uma forma credível, directamente 
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no processo e por quem o opera. Devem por isso ser objecto de um 

planeamento cuidado, onde se leva em conta não só os aspectos for‑

mais do documento, mas tudo o que envolve o sistema de recolha de 

informação: Quem recolhe? O quê? Como? Quando? Durante quanto 

tempo? – Estas são algumas das questões que têm de estar claramente 

contempladas no plano de recolha de dados. Os dados a recolher 

podem ser de natureza quantitativa, por exemplo, o número de defei‑

tos de cada tipo encontrados, ou mesmo pictográfica, indicando por 

exemplo a localização dos defeitos observados (folhas de localização 

de defeitos), de grande utilidade na identificação de problemas de 

qualidade numa ampla gama de produtos (vidros, sapatos, vestuário, 

pintura de componentes, etc.; ver Figura 1.4.b). Os formulários de 

recolha de dados podem ser disponibilizados em formato de papel 

ou em plataformas digitais, tais como monitores tácteis. Outras fer‑

ramentas relacionadas de grande utilidade são as chamadas folhas 

de verificação confirmatórias, ou check sheets. Estas visam assegurar 

que um conjunto de procedimentos seja executado integralmente e 

na ordem correcta, ou que nenhuma componente importante seja 

esquecida. São particularmente relevantes em tarefas onde as con‑

sequências decorrentes de uma falha são sérias, actuando como um 

mecanismo de garantia adicional. O seu uso requer porém treino e 

disciplina, devendo ser executado como parte integrante do processo.

Figura 1.4. (a) Exemplo de um formulário de recolha de dados. (b) Exemplo de uma 
folha de localização de defeitos.
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Diagramas de Pareto. São essencialmente gráficos de barras que 

procuram colocar em evidência as causas de problemas dominantes. 

Cada barra indica a intensidade de ocorrência de um determinado 

tipo de problema e, através da sua ordenação decrescente de magni‑

tudes, as causas dominantes são claramente identificadas. Observa‑se 

frequentemente que a maior parte dos problemas são provocados 

por um número reduzido de causas: a separação the importante few 

versus the trivial many. Estas devem constituir o objecto prioritário 

dos esforços de melhoria, evitando a disseminação de recursos e 

alavancando o impacto do seu investimento de uma forma mais 

efectiva. A intensidade pode ser medida de diferentes formas, tal 

como através da frequência com que cada falha sucede, ou através 

dos custos totais associados à sua ocorrência. Esta ferramenta será 

apresentada com mais detalhe na Secção 4.3.2.

Histogramas. Um histograma fornece uma imagem clara de al‑

gumas características fundamentais da variabilidade exibida por 

uma variável do processo ou associada ao produto. Em particular 

é possível avaliar a tendência central, dispersão e forma da distri‑

buição dos dados recolhidos. Com base nesta informação, é desde 

logo possível aferir: se o processo está centrado, i.e., se a sua ten‑

dência central está alinhada com o valor nominal (o target); se está 

a produzir dentro das especificações (bastará sobrepor os limites 

de especificação ao histograma); e qual a forma da distribuição de 

valores, a qual pode indicar situações anómalas (por exemplo, um 

histograma bimodal pode indiciar que existem duas populações 

distintas de valores, o que pode significar, eventualmente, que má‑

quinas de duas linhas em paralelo estão a produzir produtos com 

diferentes características, ou que algo mudou no processo durante o 

processo de amostragem). Uma vez que os dados apresentam varia‑

bilidade, a forma do histograma pode também naturalmente variar 

ligeiramente de amostra para amostra, especialmente se estas são 
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de dimensão reduzida. Por isso, é desaconselhável sobre‑interpretar 

o seu conteúdo de uma forma muito precisa e exaustiva, devendo 

em lugar disso, fazer‑se uma descrição mais aproximada das várias 

componentes de variabilidade exibidas. Esta ferramenta será abor‑

dada na secção 4.4.1.

Gráficos. A utilização de metodologias gráficas é fundamental 

na análise de qualquer problema. Com elas, procura‑se apreender 

rapidamente aspectos relevantes da variabilidade dos processos, 

como a existência de relações entre variáveis processuais e variá‑

veis de qualidade dos produtos (gráficos de dispersão) ou padrões 

de variação ao longo do tempo das medidas recolhidas para as 

características dos produtos (gráficos de tendência). Da sua análise 

resulta um conhecimento mais profundo da operação do processo, 

bem como a identificação de comportamentos a esclarecer e outros 

a melhorar. Várias ferramentas gráficas serão apresentadas no de‑

curso do Capítulo 4.

Cartas de controlo. Estas ferramentas, de leitura simples, permi‑

tem estabelecer se a variabilidade exibida pelo processo é compatível 

com aquela existente em condições normais de operação (processo 

sob controlo estatístico), ou se alguma anomalia aconteceu e deve ser 

assinalada e corrigida (processo fora de controlo estatístico). Apesar 

de pertencerem ao grupo das 7 ferramentas básicas, são aquelas cuja 

construção necessita de maiores conhecimentos técnicos para uma 

compreensão completa de todas as suas implicações. No entanto, es‑

tes aspectos teóricos não transparecem na sua implementação prática, 

a qual pode ser conduzida por qualquer operador adequadamente 

treinado. Esta simplicidade é fundamental para a sua disseminação 

nas organizações e garante que os seus benefícios sejam atingidos, 

em particular: a análise continuada da estabilidade do processo e 

o evitar intervenções correctivas em excesso que, em lugar de re‑
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duzirem a variabilidade, a aumentam. As cartas de controlo serão 

descritas em detalhe no Capítulo 7.

A Figura 1.5 resume o conjunto das 7 ferramentas básicas da 

Qualidade acima descritas.

Figura 1.5. As 7 ferramentas básicas da Qualidade.
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À semelhança das 7 ferramentas básicas da Qualidade, a iniciativa 

seis sigma visa também catapultar as organizações para padrões mais 

elevados de desempenho, abordando problemas mais profundos e 

abrangentes com que elas se deparam. As suas cinco fases serão 

brevemente descritas na secção seguinte.

1.4. O roadmap do seis sigma

A implementação de um projecto seis sigma compreende cinco 

fases essenciais que constituem o chamado roadmap do seis sigma 

(o roadmap é um percurso num mapa, com pontos de referência 

e metas devidamente assinalados). Estas fases podem ser percor‑

ridas uma ou mais vezes, de forma iterativa, até que uma solução 

adequada seja encontrada para o problema ou projecto de melhoria 

(Figura 1.6). As cinco fases do seis sigma, usualmente designadas 

pelo acrónimo inglês DMAIC, são as seguintes:

Figura 1.6. As cinco fases que constituem o roadmap (DMAIC) do seis sigma.

Fase 1. Define – Definir. Seleccionar o problema relevante a re‑

solver e defini‑lo rigorosamente de uma forma operacional e passível 

de ser medida. Nesta fase estabelece‑se o âmbito e as fronteiras 

do sistema a analisar, define‑se o que deve ser considerado como 

defeito, forma‑se a equipa de melhoria e atribuem‑se responsabilida‑

des. Estima‑se ainda, de uma forma rigorosa, o impacto económico 

esperado do projecto e obtém‑se a aprovação e comprometimento 

da gestão de topo para a sua execução.
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Fase 2. Measure – Medir. Estabelecer os sistemas de medição 

adequados e adquirir dados sobre o estado actual das operações 

e indicadores de desempenho do processo. Após analisar e mape‑

ar o processo, identificam‑se as suas variáveis de entrada e saída, 

descrevem‑se relações causa‑efeito conhecidas, estabelecem‑se e 

caracterizam‑se os sistemas de medição e determina‑se a capacida‑

de do processo actual (em cumprir as especificações que o produto/

serviço deve respeitar).

Fase 3. Analyse – Analisar. Procurar as fontes de variabilidade 

que estão a interferir no desempenho do processo de uma forma 

mais significativa. Estuda‑se o contributo de cada variável de en‑

trada na variabilidade apresentada pelas variáveis de saída e pelos 

indicadores de desempenho, procurando‑se identificar aquelas com 

maior importância. Para tal, analisam‑se as componentes de variabi‑

lidade usando várias metodologias de análise exploratória de dados, 

constroem‑se modelos entre variáveis de entrada e saída e conduzem

‑se os testes confirmatórios (ou testes de hipóteses) adequados.

Fase 4. Improve – Melhorar. Eliminar ou mitigar os efeitos das 

principais fontes de variabilidade no desempenho do processo. 

Confirma‑se a importância das variáveis críticas e o seu efeito nas 

variáveis de saída e no desempenho do processo. Procede‑se ao 

ajuste dos níveis das variáveis de entrada no sentido de optimizar 

o processo e reduzir a variabilidade apresentada pelos indicadores 

de desempenho.

Fase 5. Control – Controlar. Desenvolver os mecanismos neces‑

sários para manter o nível superior de desempenho alcançado na 

fase de melhoria. Estabelece‑se e implementa‑se o plano de controlo. 

Analisa‑se a estabilidade do processo nas novas condições de ope‑

ração. Monitoriza‑se a consolidação das alterações efectuadas.
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1.5. Organização do livro

A natureza metodológica sequencial proposta no seis sigma per‑

mite enquadrar adequadamente as diversas metodologias de índole 

estatística de acordo com a sua função ou utilidade na prática, em 

actividades de resolução de problemas ou melhoria de processos. 

Neste sentido, os métodos estatísticos abordados nesta monografia 

serão também apresentados de acordo com a sequência DMAIC. 

Pretende‑se assim não só facilitar a tarefa de estudo e consulta para 

pessoas envolvidas nestas actividades, mas também proporcionar 

uma exposição direccionada para a prática dos vários conceitos e 

métodos, no sentido de estabelecer rapidamente a ponte entre fer‑

ramentas e o seu uso adequado. 

Desta forma, o Capítulo 2 é dedicado à fase de Definição. Ainda 

que não seja efectuada qualquer referência extensiva a metodologias 

estatísticas neste capítulo, a sua importância estruturante justifica 

integralmente a sua inclusão nesta monografia orientada para uma 

aplicação enquadrada dos métodos estatísticos. De facto, qualquer 

projecto de resolução de problemas ou de melhoria de processos, 

quer envolva métodos estatísticos ou não, deve sempre começar 

pela definição precisa e cuidada do seu âmbito e objectivos, bem 

como com o estabelecimento de todas as condições necessárias à 

sua implementação.

O Capítulo 3 é dedicado à implementação de sistemas de medição 

e à sua avaliação criteriosa no sentido de aferir a adequabilidade ao 

propósito que estes visam cumprir (fase de Medição). Em particular 

faz‑se referência às metodologias de análise da Repetibilidade e 

Reprodutibilidade (R&R) de sistemas de medição e à determinação 

da incerteza de medições.

Os Capítulos 4 e 5 cobrem as metodologias da fase de Análise. 

Uma vez que é nesta fase que se encontra a maior quantidade de 

metodologias estatísticas passíveis de serem utilizadas em projectos 
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seis sigma, houve a necessidade de as organizar em dois capítulos. 

O Capítulo 4 destina‑se à apresentação das metodologias de análise 

exploratória de dados ou estatística descritiva. Neste faz‑se referên‑

cia aos métodos fundamentais que permitem explorar o conteúdo 

informativo potencial dos dados, no que respeita à frequência de 

ocorrências, distribuição de valores, padrões de variação ao longo 

do tempo e associações entre variáveis. Especial ênfase é colocada 

nos métodos gráficos, dada a facilidade que proporcionam na análise 

das várias componentes essenciais da variabilidade. Por outro lado, 

no Capítulo 5 faz‑se referência às técnicas confirmatórias (ou de in‑

ferência estatística), onde o propósito é o estabelecimento formal de 

estimativas de grandezas em análise ou a tomada de decisão sobre 

determinados aspectos do processo. Neste sentido, são referidas 

diversas metodologias de estimação, teste de hipóteses (paramétri‑

cos e não‑paramétricos), bem como é apresentada a metodologia de 

regressão linear (simples e múltipla).

O Capítulo 6 aborda a actividade de Melhoria, nele sendo feita re‑

ferência às metodologias de planeamento estatístico de experiências, 

nomeadamente aos planeamentos factoriais e factoriais fraccionados.

No Capítulo 7, descrevem‑se as metodologias de controlo es‑

tatístico de processos de uso mais comum (cartas tipo Shewhart) 

para monitorização de uma grandeza ou várias simultaneamente, ao 

longo do tempo. Abordam‑se ainda os estudos de caracterização da 

capacidade de processos (em cumprir as especificações impostas) e 

apresentam‑se os principais índices utilizados neste contexto.

Finalmente, no Capítulo 8 apresentam‑se sugestões de leituras 

adicionais que complementam a exposição dos temas focados neste 

livro, bem como outras soluções recomendadas ao nível do software 

disponível para apoiar as várias fases de um projecto seis sigma.



C a p í t u l o  2  –  D e f i n i ç ã o

2.1. Introdução 

Como a própria designação indicia, nesta fase procede‑se a uma 

definição rigorosa do problema a abordar. A fase de Definição é 

focada em aspectos passíveis de serem operacionalizados e medidos 

e inclui uma delimitação clara das fronteiras do sistema a analisar, 

confinando claramente a área de intervenção. Embora não se trate 

de uma etapa onde as metodologias estatísticas assumam um papel 

particularmente activo, é nela que se define, de uma forma sistemá‑

tica e clara, o problema a resolver e se estrutura o modo segundo o 

qual este vai ser abordado ao longo das fases seguintes. 

Adicionalmente, todos os recursos a afectar ao projecto são con‑

solidados e os diversos papéis e responsabilidades atribuídos aos 

vários elementos da equipa. É pois evidente que se trata de uma 

fase fundamental na implementação do programa de melhoria, na 

medida em que visa assegurar não só que todas as condições ne‑

cessárias estejam presentes no início do projecto mas também que a 

implementação das fases seguintes é consequente e eficaz. Quando 

não existe um projecto prioritário previamente identificado, o pro‑

cesso sistemático de definição começa com a sua selecção cuidada 

e criteriosa. A Figura 2.1 propõe uma sequência de passos para a 

operacionalização da fase de Definição.
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Figura 2.1. Sequência de passos da fase de Definição de um projecto seis sigma.

2.2. Selecção do projecto

Uma das características distintivas da iniciativa seis sigma é a sua 

operacionalização na forma de projectos delimitados no tempo (um 

horizonte frequentemente referido como típico é de 6 meses, embora 

não se trate de uma regra geral) e com objectivos quantificados e 

orientados para os resultados finais da empresa. Quer exista um 

ou vários problemas ou actividades de melhoria identificados como 

potencialmente interessantes, o primeiro passo consiste em proceder 

a uma caracterização sumária de cada um. Esta breve descrição deve 

ser suficiente para potenciar uma percepção imediata do que se trata 

e qual o seu âmbito, bem como deve incluir uma quantificação das 

ocorrências e seu impacto nos resultados da empresa. A linguagem 

a usar deve ser simples e os aspectos técnicos mantidos ao mínimo, 

para que o seu conteúdo possa ser analisado e avaliado por pessoas 

com formações de base distintas. Uma forma de avaliar se a espe‑

cificação do problema é adequada, passa por verificar se respeita 

os princípios SMART: Specific (específico e objectivo), Measurable 

(quantificável), Achievable (passível de ser resolvido com recurso aos 

meios disponíveis), Relevant (relevante para a empresa, sua missão 

e objectivos), Time bounded (o horizonte temporal está definido). Os 

princípios SMART são válidos quer na especificação de um problema/

actividade de melhoria, quer no estabelecimento dos objectivos a 

atingir, como consequência da implementação bem‑sucedida do pro‑

jecto. Uma ilustração de um possível objectivo SMART é a seguinte: 

“reduzir a taxa de rejeições do produto A, na linha de produção 1, 

de 5% para 1% até ao final de Dezembro de 2016”.
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Para a selecção do projecto a considerar, é importante começar 

por calcular ou estimar os custos totais da qualidade decorrentes 

da manutenção da situação actual identificada. Tratam‑se dos cus‑

tos envolvidos na reparação de defeitos, material rejeitado, sucata, 

devoluções de clientes, actividades de inspecção e teste, entre ou‑

tros. Normalmente estes custos são agrupados segundo custos de 

qualidade ou conformidade, quando se destinam a assegurar que os 

produtos distribuídos respeitam as suas especificações (como as ac‑

tividades de prevenção, inspecção e teste) e custos de não‑qualidade 

ou não‑conformidade, quando resultam do impacto decorrente da 

produção e uso de produtos não‑conformes (reparações, sucata, 

devoluções, etc.), bem como do custo envolvido em exceder os 

requisitos do produto. A categoria de custos em questão deve ser 

identificada e o seu impacto financeiro nos resultados da empresa 

avaliado e incluído na definição do problema.

Os custos da qualidade acima referidos ou outros aspectos críti‑

cos sobre os quais se pode elaborar um projecto seis sigma afectam 

os indicadores de desempenho utilizados pela organização. O seu 

impacto deve ser estimado e incluído na descrição do problema, 

bem como aquele resultante da acção de melhoria que o projecto 

visa implementar. Esta informação é da maior relevância para os 

decisores (usualmente a gestão de topo) avaliarem e decidirem sobre 

quais os projectos prioritários e que devem avançar rapidamente, 

e quais aqueles que permanecem em espera ou são descartados. 

O processo de decisão pode ser conduzido de forma mais sistemática, 

por exemplo incluindo a avaliação de vários aspectos a considerar 

numa escala de 0 a 9, e tomando a sua média ponderada como índice 

de mérito do projecto que servirá de comparação com os demais. 

Aspectos passíveis de serem considerados incluem, por exemplo, o 

nível de acolhimento do projecto na organização e a existência de 

pessoas motivadas para participar na referida melhoria, os benefí‑

cios estimados para clientes, investidores, colaboradores e outras 
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partes interessadas (fornecedores, população – através dos aspectos 

ambientais, etc.), disponibilidade de recursos para além da equipa, 

esforço exigido ao black belt, tempo de execução, entre outros [3].

2.3. Descrição do processo

Seleccionado o problema a abordar, o passo seguinte consiste em 

ganhar mais familiaridade com o processo que lhe está subjacente. 

Nesta fase é útil construir e analisar mapas do processo incorporan‑

do as suas várias fases, fluxos de materiais e informação, passos de 

decisão, entre outros. Tal permitirá não só conhecer mais sobre o 

problema, mas também identificar os passos críticos e quem deverá 

pertencer à equipa de melhoria por estar envolvido nos mesmos. 

Neste sentido, os fluxogramas, descritos no capítulo anterior, são uma 

ferramenta muito útil, assim como o chamado SIPOC, acrónimo de 

Suppliers – Inputs – Process – Outputs – Customers (i.e., Fornecedores 

– Entradas – Processo – Saídas – Clientes). O SIPOC proporciona 

uma descrição de baixa resolução de um processo, indicando no 

entanto informação bastante útil sobre o mesmo, nomeadamente: 

quem fornece (os suppliers ou fornecedores) as entradas (e quais 

são estas) ao processo (indicando as suas principais fases), o qual 

produzirá um conjunto de saídas (mais uma vez se indicam quais) 

destinadas a diferentes destinatários (customers ou clientes num 

sentido mais abstracto do termo). A Figura 2.2 ilustra uma análise 

SIPOC para um processo de facturação. Nesta identificam‑se quem 

são os fornecedores de “entradas” (operações, vendas, contabilida‑

de, legislação), e o que cada um fornece (data de entrega, dados 

do cliente, termos de pagamento, regras do IVA, respectivamente), 

qual o processo a que as entradas são submetidas (indicado pela 

sequência de blocos), as saídas que este processo produz (factura, 

data de pagamento, dados das vendas e dados do IVA), e a quem 
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se destinam (clientes, contabilidade – secção de cobranças, vendas 

e Ministérios das Finanças, respectivamente).

Figura 2.2. Ilustração de uma análise SIPOC para um processo de facturação.

2.4. Formação da equipa de melhoria

Um dos aspectos críticos para o sucesso de um projecto seis sig‑

ma passa pela capacidade de formar uma equipa de melhoria que 

reúna elementos das várias partes do processo onde o problema se 

manifesta, e juntar os apoios e suporte necessários para a sua exe‑

cução. Uma vez identificado o problema e descrito sumariamente o 

processo, deve‑se proceder a uma análise dos stakeholders, i.e., das 

pessoas que estão envolvidas, são afectadas ou têm algum tipo de 

interesse no referido processo. Exemplos de stakeholders comuns 

incluem: operadores e gestores de processo (de todos os turnos), 

clientes (internos e externos; um cliente interno é o receptor das 

saídas de uma dada actividade ou processo dentro da empresa, en‑

quanto o cliente externo é o consumidor a quem o produto final é 

dirigido), fornecedores (internos e externos), projectistas, equipas 

de manutenção e logística, entre outros. Esta análise permite ava‑
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liar quem deverá ser incluído na equipa de projecto no sentido de 

contemplar todas as fases relevantes do processo em análise, bem 

como desenhar uma estratégia de comunicação adequada com outros 

agentes que, não pertencendo à equipa de melhoria, têm interesse 

no processo ou nos seus resultados, podendo afectar positiva ou 

negativamente o desenrolar do mesmo. Embora esta actividade seja 

conduzida muitas vezes de forma tácita e natural, é possível fazê

‑lo de um modo mais sistemático minimizando a possibilidade de 

não contemplar elementos importantes na equipa e a ocorrência de 

falhas na estratégia a seguir no projecto. Uma forma de o conseguir 

consiste em identificar as várias pessoas envolvidas, afectadas ou 

com interesses e classificá‑las segundo dois critérios:

• Poder ou nível de impacto potencial que podem ter no evoluir 

do projecto: alto/baixo;

• Posicionamento face à evolução do projecto (a favor/contra).

Neste contexto, a Figura 2.3 resume as várias situações que po‑

dem surgir. Se uma pessoa possui um elevado impacto potencial 

no projecto e é favorável ao mesmo, é considerado um elemento 

valioso e deve ser envolvido nas actividades, se tal for possível. No 

entanto, se for tendencialmente desfavorável, deve‑se desenvolver 

uma estratégia de comunicação de forma a mantê‑lo satisfeito e 

evitar que constitua um elemento de bloqueio. Já para pessoas com 

baixa influência sobre o projecto as preocupações são menores, 

devendo‑se no entanto manter informados aquelas de opinião fa‑

vorável ao mesmo.

A adopção da estratégia de comunicação para cada stakeholder 

identificado passa pela definição do formato a usar (e‑mail, contac‑

to pessoal, reuniões da equipa, relatórios regulares, etc.), de quem 

deve ser o responsável por fazer a comunicação e a sua gestão, e 

quais as acções necessárias para que ele disponha da informação 
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que necessita ou acha relevante. Desta forma procuram‑se minimizar 

interferências negativas no evoluir do projecto, reunindo os apoios 

tácitos e explícitos que lhe fornecerão momento e eficácia.

Figura 2.3. Análise de stakeholders.

Os colaboradores identificados neste processo para integrarem 

a equipa de melhoria, terão papéis e responsabilidades bem de‑

finidos. Num projecto seis sigma existem designações específicas 

para cada categoria de intervenientes. Assim, o núcleo operacional 

de melhoria é formado por um Black Belt, usualmente dedicado a 

100% ao projecto, e por vários Green Belts com competências espe‑

cíficas nas várias partes relevantes do processo. A equipa recebe o 

apoio da administração através de um gestor de topo, designado por 

Champion do projecto, que acompanha a selecção do projecto e a 

sua evolução, actuando quando necessário no sentido de facilitar a 

sua execução e remover barreiras que eventualmente surjam. Deve 

existir também ligado à equipa um responsável com capacidade de 

decisão nos processos em análise (Project Owner), fundamental para 

a realização das modificações necessárias assim que haja evidência 

sobre as vantagens associadas, bem como um Master Black Belt, 

que proporciona apoio técnico em questões metodológicas e/ou de 

análise mais complexa.
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2.5. A folha do projecto seis sigma (project charter)

A folha do projecto (project charter) apresenta de uma forma 

clara e sumária, os aspectos chave da definição do problema e um 

planeamento calendarizado dos passos principais da sua execução. 

Trata‑se de um documento de uma página, que permite a todos os 

stakeholders tomarem conhecimento sobre o projecto e recolher a 

sua concordância e apoio formal.

Um project charter típico inclui a maioria dos seguintes elementos:

• Título do projecto

• Equipa de melhoria e definição da sua estrutura (papéis)

• Descrição do problema

• Objectivo

• Âmbito/processo

• Benefícios para o cliente

• Stakeholders mais importantes

• Índices de desempenho a usar, seu nível actual e futuro

• Calendarização das fases do projecto seis sigma

• Assinatura dos responsáveis pelo projecto, gestores de topo e 

responsável pela gestão financeira da unidade. 

No Apêndice 1 é apresentado um exemplo de uma possível folha 

de projecto.

Concluída a fase de Definição, o projecto avança rapidamente 

para a fase seguinte, de Medição. Nos capítulos seguintes deste livro, 

apresentam‑se as ferramentas de índole estatística fundamentais em 

cada uma das fases do roadmap seis sigma, deixando para outras 

referências os aspectos mais estratégicos e de gestão de pessoas 

[4, 3, 5, 6].



C a p í t u l o  3  –  M e d i ç ã o

3.1. Introdução 

Nesta fase, estabelecem‑se os procedimentos de recolha de da‑

dos, que permitirão estabelecer uma base factual e objectiva para 

analisar o problema em questão. “Medir é saber”, ou, pelo menos, 

não existe conhecimento sobre um processo sem medições adequa‑

das. Através da medição é possível caracterizar o estado actual do 

desempenho do processo, i.e., o nível com que este está a atingir 

os seus objectivos. Por outro lado, só assim é possível avaliar se no 

futuro este melhorará, permanecerá essencialmente igual ao actual, 

ou estará pior. Sem medições, esta simples avaliação seria muito 

difícil ou mesmo impossível. Os dados recolhidos permitem ainda 

analisar as variáveis de entrada e de saída que assumem maior re‑

levância no funcionamento do processo, o que constitui a “matéria

‑prima” fundamental para projectos de diagnóstico e resolução de 

problemas ou de melhoria de desempenho de processos. Este facto 

está bem presente na seguinte expressão da autoria de G.E.P. Box 

(1919‑2013): “the operation of any system generates information on 

how it can be improved”.

O papel fundamental dos dados recolhidos na forma como se 

gera conhecimento e compreensão sobre o processo, aparece evi‑

denciada na Figura 3.1. Na base da escada está a recolha adequada 

de dados do processo. Esta recolha implica desde logo a selecção 

e implementação de sistemas de medição adequados para os ob‑
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jectivos a atingir. Estes permitirão a recolha de dados, a qual pode 

ser conduzida quer de uma forma passiva, através da observação 

da operação normal do processo (dados observacionais), ou activa, 

realizando perturbações controladas e adequadamente planeadas 

(por exemplo através de um planeamento estatístico de experiên‑

cias). Os dados assim recolhidos, após adequadamente compilados 

e sistematizados, formam um corpo de informação útil sobre o 

processo. Da acumulação e análise desta informação, muitas vezes 

efectuada de forma tácita (a chamada “experiência” característica 

dos operadores e de outros profissionais especializados), resulta o 

conhecimento necessário para operar o processo de forma adequada. 

Quando este conhecimento de base empírica é complementado por 

um outro de natureza teórica sobre os mecanismos fundamentais da 

natureza, pode daí resultar a compreensão sobre o processo, se am‑

bos poderem de facto ser compatibilizados de uma forma coerente. 

Este é o nível mais elevado que se pode atingir na abordagem a um 

processo: a sua compreensão integral e completa. Estando ciente de 

que se trata de algo muito difícil de atingir na sua plenitude, é no 

entanto perfeitamente possível alcançar patamares de compreensão 

suficientes para desenvolver actividades de melhoria com importantes 

impactos nos resultados.

Note‑se que existe uma diferença fundamental entre conhecimento 

e compreensão do processo. O conhecimento permite antecipar o 

que é esperado acontecer no processo quando uma dada acção é 

efectuada, pois esta pertence ao conjunto de situações com que uma 

pessoa já foi confrontada e observou o seu desfecho. Neste sentido, 

um operador experiente, foi treinado e presenciou uma variedade 

de cenários que lhe conferem um amplo conhecimento sobre o com‑

portamento do processo perante acções tomadas anteriormente. No 

entanto, não será capaz de, com igual segurança e eficácia, avaliar 

o impacto de alterações não efectuadas anteriormente. Tal reque‑

reria uma compreensão profunda do funcionamento do processo, 



43

que transcende a sua experiência originária da realidade observada 

durante os regimes típicos de operação. Para extrapolar ou conside‑

rar a possibilidade de fazer as coisas de forma diferente do que até 

então foi tentado, o conhecimento não basta. Para tal, é necessário 

compreender o processo. Perceber porque este se comporta como 

presenciado – porque tais acções desencadeiam tais efeitos –, e 

como se comportaria se algo de novo fosse tentado. Compreender, 

incorpora assim a capacidade de explicar o que até então foi ob‑

servado e é conhecido, mas também antecipar correctamente o que 

ainda não o foi. Se o conhecimento é suficiente para conduzir um 

processo de forma eficaz e consistente, já não o é para orientar, 

só por si, novas formas de operação e produção. Neste sentido, é 

possível produzir com base no conhecimento, mas inovar requer, 

de facto, a compreensão dos fenómenos dominantes no processo, e 

como estes são afectados pelas diversas variáveis de entrada, quer 

estas sejam manipuláveis, ou não.

Figura 3.1. A escada do conhecimento e compreensão de processos.

A Figura 3.1 também pode ser interpretada ela própria como 

um processo, onde as actividades de operação e melhoria/inovação 
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são resultado do adequado processamento das entradas originárias 

do próprio processo e do conhecimento a priori de cariz teórico e 

fundamental sobre os fenómenos que nele estão em curso. 

A fase de recolha de dados do processo, localizada na base 

do percurso esquematizado na Figura 3.1, tem uma importância 

decisiva no resultado das actividades posteriores. Se o sistema de 

medição não for adequado e a sua implementação não for bem 

planeada e conduzida, a informação relevante sobre o processo 

poderá não ser recolhida. Se tal ocorrer, não há forma de poste‑

riormente recuperar dos dados o que neles, de facto, não existe. 

Nenhum método de análise de dados é suficientemente sofisticado 

para recriar uma realidade passada. Trata‑se do princípio GIGO 

(do inglês “garbage in, garbage out”, que significa algo como “se 

entra lixo, sairá lixo”). É assim fundamental considerar a fase da 

selecção e caracterização de sistemas de medição com a atenção 

que a sua importância merece, bem como a forma como estes 

serão usados no futuro para atingir os objectivos para os quais 

foram desenvolvidos. Nas secções seguintes abordam‑se métodos 

de análise e caracterização de sistemas de medição que podem ser 

muito úteis nesta tarefa.

3.2. Análise e caracterização de sistemas de medição 

Um “sistema de medição” é o conjunto de todos os procedimen‑

tos de recolha, tratamento e processamento da amostra, geração de 

medições com a instrumentação adequada e cálculos efectuados, que 

resulta no final, num valor (medição) para a entidade em análise. 

É pois o processo completo de obtenção de uma medição para uma 

entidade específica.

Um valor medido não é necessariamente o resultado de uma 

medição. O resultado de uma medição, pode ser a média de vários 
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valores medidos, ou envolver outro tipo de operações a efectuar, as 

quais deverão estar claramente identificadas e descritas no protocolo 

do sistema de medição. Em qualquer caso, a qualidade do resultado 

de uma medição é caracterizada pela sua incerteza. É por isso im‑

portante saber qual a incerteza associada aos resultados produzidos, 

para que se possa avaliar se esta é compatível com os requisitos 

impostos ao sistema de medição, decorrentes dos objectivos a atingir 

com a sua implementação.

A capacidade de um sistema de medição é caracterizada pelas 

seguintes grandezas: 

• Exactidão. Nível de aproximação entre o valor medido e o 

valor de referência aceite (não se deverá utilizar a designa‑

ção de valor verdadeiro em geral, pois na maior parte das 

situações este é desconhecido e impossível de conhecer com 

rigor absoluto). 

• Desvio sistemático (“measurement bias”) ou erro de jus‑

teza. Estimativa do erro sistemático, dada pela diferença 

entre a média dos valores medidos e o valor de referência 

aceite.

• Incerteza/precisão. Nível de proximidade entre medições 

repetidas efectuadas em condições idênticas. O uso do termo 

“precisão” tende a ser desaconselhado, em virtude da fre‑

quente confusão com outros termos, como exactidão. O termo 

incerteza é recomendado em seu lugar.

• Sensibilidade. A variação do valor fornecido pelo equipamento, 

por unidade de variação da grandeza a ser medida.

• Limiar de detecção. O mais pequeno valor da grandeza a ser 

medida passível de ser detectado pelo sistema de medição. 

• Resolução. A menor variação na grandeza a medir, que ori‑

gina uma variação perceptível nos valores fornecidos pelo 

sistema de medição. 
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• Estabilidade. Diz respeito à variação das propriedades me‑

trológicas ao longo do tempo, como o erro (ou desvio) 

sistemático (“bias”).

• Linearidade. Relativo à variação do erro sistemático ao longo 

da gama de medição. Trata‑se portanto de uma componente 

sistemática de incerteza do sistema de medição.

Um sistema de medição deve ser estável, sem desvios sistemáticos 

(“bias”), apresentar a sensibilidade necessária (capaz de detectar as 

variações mínimas consideradas como significativas na análise do 

produto ou do processo em causa) e a sua variabilidade intrínseca 

(incerteza) deve ser pequena relativamente à variabilidade do pro‑

cesso. Embora todas estas características devam ser consideradas na 

análise de um sistema de medição, os principais desafios centram

‑se normalmente na especificação da variabilidade introduzida pelo 

sistema de medição, i.e., na sua precisão ou incerteza. Relativamente 

a esta, procura‑se distinguir duas componentes fundamentais:

• Repetibilidade. É a variabilidade nas medições obtidas em 

idênticas condições (mesmo equipamento, operador e amostra), 

obtidas num curto intervalo de tempo. É também usualmente 

designada por variação do equipamento, VE, pois corresponde 

à variabilidade introduzida pelo sistema de medição.

• Reprodutibilidade. Designa a variabilidade obtida quando um 

ou mais factores (operador, equipamento, ambiente, método) 

estão a variar. Em estudos R&R este termo está associado à va‑

riabilidade induzida pelo operador (para o mesmo equipamento 

e amostra). Designa‑se por isso de variação do operador, VO.

Neste contexto, a variação total induzida por um sistema de 

medição resulta da combinação da sua repetibilidade e reprodu‑

tibilidade (VE e VO, respectivamente), sendo designada por R&R 

(Figura 3.2).



47

Figura 3.2. As componentes de repetibilidade e reprodutibilidade de um sistema
de medição.

As restantes características na lista anterior são de tratamento 

mais acessível [7], ou não limitam usualmente a capacidade apre‑

sentada pelo sistema de medição (embora o possam fazer quando 

as componentes dominantes já foram optimizadas, devendo em tais 

circunstâncias ser também objecto de um estudo detalhado, se ne‑

cessário). A capacidade de um sistema de medição é uma medida 

da sua adequação ao propósito a que se destina. Um sistema com 

uma boa capacidade de medição, apresenta uma resolução ou poder 

discriminativo suficiente para distinguir variações processualmente 

relevantes. A sua incerteza ou variabilidade deve pois ser suficiente‑

mente pequena quando comparada com a gama de valores a avaliar 

(a chamada tolerância do processo ou do produto). Na secção seguin‑

te, abordam‑se metodologias para caracterizar as suas componentes 

de repetibilidade e reprodutibilidade.
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3.3 Estudos de repetibilidade e reprodutibilidade (R&R)

Num estudo de repetibilidade e reprodutibilidade (R&R), carac

teriza‑se o sistema de medição do pronto de vista da sua incerteza 

ou precisão. Nestes estudos, o planeamento das experiências é efec‑

tuado de forma a controlar ou limitar ao mínimo todas as fontes 

de variabilidade com excepção daquelas que se pretende avaliar: 

a variabilidade inerente ao sistema de medição (repetibilidade), ao 

operador (reprodutibilidade) e ao processo. De uma forma simples o 

estudo consiste em recolher várias amostras caracterizando a varia‑

bilidade normal do processo, as quais serão analisadas várias vezes, 

em momentos diferentes, por diferentes operadores. Normalmente, 

cada operador efectua várias sequências de medições de todas as 

amostras. As sequências não devem ser realizadas todas de seguida, 

e em cada uma delas a ordem das amostras deve ser aleatorizada. 

Este procedimento é descrito com maior detalhe nesta secção, e 

permite estimar as várias componentes da variabilidade exibida pela 

totalidade das medições recolhidas, nomeadamente as originárias do 

sistema de medição, operador e processo. Com base nestas compo‑

nentes, é finalmente possível caracterizar a capacidade do sistema 

de medição em cumprir os fins a que se destina.

A variabilidade introduzida pelos sistemas de medição e ope‑

radores que os manipulam, inflaciona a variabilidade medida do 

processo e conduz a uma sub‑avaliação da sua capacidade real 

(consultar a Secção 7.8, relativamente ao conceito de capacidade 

do processo). Tratando‑se de um indicador muito importante na 

avaliação do desempenho dos processos (e logo da empresa), uma 

sub‑avaliação da sua capacidade, devido a limitações do sistema de 

medição é, também por esta razão, algo indesejável e a evitar. Este 

efeito é ainda mais notório em processos com elevado desempenho. 

Nestes, a capacidade real é mascarada numa maior extensão pela 

variabilidade devido às componentes R&R [8]. 
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Antes do início de um estudo R&R, deve‑se assegurar que um 

conjunto de actividades e pressupostos estão correctamente imple‑

mentados, nomeadamente:

• Os instrumentos de medição devem estar calibrados antes 

do início do estudo, e não devem ser recalibrados durante 

o mesmo, para evitar a adição de mais uma fonte de varia‑

bilidade no estudo.

• O número mínimo de operadores a incluir é dois. No entanto, 

o recurso a três ou quatro operadores é aconselhado, para 

garantir maior confiança nas estimativas produzidas. Os ope‑

radores devem ser sempre escolhidos de entre aqueles que 

efectivamente irão efectuar as medições no futuro. Quando 

um equipamento não requer a intervenção de um operador, 

a análise deve ser conduzida como se se tratasse de um só 

operador (o que, em termos práticos, só permite estimar a 

componente de repetibilidade).

• O número de amostras deve ser 10, se tal for possível e prático. 

Em todo o caso, o (número de amostras) × (número de opera‑

dores) deve ser maior que 15. As amostras recolhidas devem 

caracterizar a variabilidade normal do processo. Recomenda‑se 

também a inclusão de amostras para as quais se pretenda obter 

uma discriminação efectiva através do sistema de medição. 

Assim, é uma boa prática incluir amostras relativas a maté‑

rias conformes e não‑conformes para avaliar se o sistema de 

medição tem a capacidade para as distinguir adequadamente.

• Se já se sabe que o sistema de medição apresenta, a priori, 

níveis de incerteza distintos em diferentes gamas de valores, 

o estudo deve ser subdividido em estudos isolados, um para 

cada gama.

• O número de vezes que um operador repete as medições para 

todas as amostras (baterias de testes), depende do número de 
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operadores e de amostras utilizadas. No entanto, um número de 

baterias de testes igual ou superior a 3 é usualmente suficiente.

Existem várias metodologias disponíveis para levar a cabo um 

estudo de R&R:

• Através de uma metodologia tabular, promovida pelas compa‑

nhias produtoras de automóveis, DaimlerChrisler Corporation, 

Ford Motor Company, General Motors Corporation, sob os aus‑

pícios da American Society for Quality (ASQ) e do Automotive 

Industry Action Group (AIAG). Esta metodologia estima as 

componentes de variabilidade devidas ao processo, operador 

e sistema de medição, usando amplitudes amostrais calcula

das a partir dos dados recolhidos. Trata‑se de um método 

simples e directo, de natureza algorítmica. No entanto, não é 

o mais eficiente (por se basear em estimativas feitas a partir 

de amplitudes amostrais) e não permite aceder a informação 

sobre a significância das estimativas obtidas para as compo‑

nentes de variabilidade, nem aos respectivos intervalos de 

confiança.

• Através de uma análise de variância (ANOVA) aplicada ao con‑

texto R&R. Esta análise permite estimar as várias componentes 

de variabilidade envolvidas no estudo R&R (processo, siste‑

ma de medição e operador), suas interacções e significância 

estatística. Trata‑se de uma metodologia mais rigorosa, mas 

que requer conhecimentos um pouco mais avançados em 

métodos estatísticos.

• Através de cartas de controlo aplicadas ao contexto R&R. 

Analisa‑se a consistência das medições efectuadas por cada 

operador (e do sistema de medição como um todo) através 

de uma carta‑R, e a sensibilidade ou capacidade de discrimi‑

nação do método através de uma carta‑ x (estas ferramentas 
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são introduzidas no Capítulo 7). Da carta‑R pode‑se também 

obter a repetibilidade do sistema de medição, uma vez que a 

partir da sua linha central é possível estimar esta grandeza. 

Esta metodologia não é usualmente utilizada isoladamente 

(uma vez que não conduz directamente ao cálculo de repro‑

dutibilidade), mas como complemento visual e analítico das 

duas primeiras. É esta a sua principal utilidade, e o seu uso 

é recomendado em qualquer estudo R&R com base nas duas 

primeiras metodologias.

Apesar de ser menos eficiente que o método ANOVA, o método 

tabular é mais simples e constitui normalmente uma forma adequada 

de iniciação à aplicação da metodologia R&R, especialmente quando 

não existe familiaridade com os conceitos estatísticos mais avançados 

da abordagem ANOVA. Neste sentido, ilustra‑se aqui como se conduz 

um estudo R&R baseado na metodologia tabular, complementada 

com a análise baseada em cartas de controlo. 

O procedimento tabular consiste essencialmente nos seguintes 

passos [7]:

1. O primeiro operador (A) efectua as medições para todas as 

amostras disponíveis numa ordem aleatória. 

2. Os operadores seguintes (B, C, ...) efectuam também as suas 

medições, em cada caso aleatorizando a ordem segundo a 

qual as amostras são analisadas. É importante que se faça 

sempre o registo correcto das medições da amostra a que são 

relativas, apesar da ordem ser aleatória. No final desta fase, 

dispõe‑se da primeira sequência de medições para todos os 

operadores (sequência 1).

3. Os passos 1 e 2 são repetidos para o número de sequências 

definido. Em cada sequência, os operadores A, B, C,... medem 

de novo as mesmas amostras, aleatoriamente, e registam os 
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respectivos valores. Deve‑se assegurar que as medições ante‑

riores efectuadas por cada operador para uma dada amostra, 

ou pelos outros operadores, não são conhecidas.

4. Os valores das medições registados são então utilizados para 

determinar as quantidades que caracterizam a capacidade do 

sistema de medição, em particular a sua repetibilidade e a 

reprodutibilidade. Isto pode ser feito recorrendo a um dos 

métodos anteriormente referidos (tabular ou ANOVA), com 

suporte de software especializado ou usando uma folha de 

cálculo como a apresentada no Apêndice 2.

5. Entre as quantidades calculadas, devem figurar:

a. Repetibilidade do sistema de medição (variabilidade do 

equipamento);

b. Reprodutibilidade do sistema de medição (variabilidade 

devido ao operador);

c. A contribuição conjunta da repetibilidade e reproduti‑

bilidade (R&R);

d. Índices de capacidade do sistema de medição, como a 

%R&R, relativa à percentagem da componente R&R na 

variabilidade total medida em todos os testes realizados 

às amostras.

6. Deve‑se também analisar atentamente as seguintes cartas de 

controlo: 

a. Carta‑R para cada operador, relativa às amplitudes obti‑

das das várias análises realizadas a cada amostra. Esta 

carta permite verificar se o procedimento de medição 

executado pelos operadores é estável, e comparar a 

sua consistência na análise de cada amostra. A linha 

central caracteriza também a repetibilidade do sistema 

de medição. Se todas as amplitudes estiverem abaixo da 

linha de controlo, as medições estão a ser efectuadas 

de forma estável por cada operador. Se um operador 
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estiver a produzir resultados fora de controlo, o seu 

procedimento difere dos demais. Se todos os operado‑

res produzirem resultados fora de controlo, então é o 

sistema de medição que deverá ser reconsiderado, pois 

é demasiado sensível à actuação dos operadores ou não 

ainda foi adequadamente apreendido por estes, sendo 

necessário mais treino e formação. 

b. Carta‑ x  para as médias obtidas na análise repetida das 

amostras. Esta carta permite avaliar a discriminação do 

sistema de medição, uma vez que a variabilidade exibi‑

da pelas amostras deverá, se o sistema de medição for 

adequado, exceder largamente aquela devido à contri‑

buição do equipamento, com base na qual os limites de 

controlo são calculados. Assim, nesta carta é esperado 

(e desejável) a ocorrência de um número significativo 

de pontos fora dos limites de controlo (mais de metade 

das medições, ao contrário da carta‑R, onde todos os 

pontos deverão estar dentro da região delimitada pelos 

limites de controlo). Com esta carta pode‑se também 

analisar a consistência nas medições efectuadas pelos 

diferentes operadores, sobrepondo os resultados obtidos 

por cada um numa só carta de controlo.

c. Adicionalmente, deve‑se proceder à análise de outros 

gráficos complementares que auxiliam a análise de 

eventuais componentes anormais e/ou sistemáticos 

de variabilidade, como por exemplo, gráficos com os 

resultados das medições estratificados por amostra e 

por operador [9, 10].

De notar que nem sempre é possível seguir exactamente o pro‑

cedimento acima descrito. Por exemplo, os operadores podem per‑

tencer a turnos distintos, o que dificulta a realização das várias 
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sequências de medições de uma forma alternada pelos vários ope‑

radores. Neste caso, cada operador realizará as suas sequências de 

medições sucessivamente, tendo o cuidado de aleatorizar sempre a 

ordem de análise das amostras.

A sequência de cálculos que conduz às quantidades que permi‑

tem avaliar a capacidade do sistema de medição, segundo o método 

tabular proposto pela ASQ/AIAG, aparecem sistematizados na folha 

de registo e no relatório de resultados apresentados nas Tabelas A1 

e A2, respectivamente (Apêndice 1). Esta sequência consiste basi‑

camente nos seguintes passos:

1. Para cada operador, calcular a média dos valores obtidos para 

cada amostra e a respectiva amplitude (subtraindo o menor 

valor medido ao maior, para cada amostra), e registá‑los nas 

linhas 4‑5, 9‑10 e 14‑15 da Tabela A1;

2. Calcular a média de todas as medidas obtidas por cada ope‑

rador para todas as amostras ( , ,A B CX X X ), bem como a média 

das amplitudes( , ,A B CR R R );

3. Calcular a média de todas as amplitudes: ( )A B CR R R R m= + +  

(m representa o número de operadores);

4. Construir a carta‑R e repetir as medições que conduziram a 

amplitudes fora de controlo, com os operadores e amostras 

originais. Caso tal não seja possível, eliminar as amplitudes 

em causa, e recalcular R  bem como os limites para a carta‑R. 

Corrigir a causa especial que provocou os registos anormais 

de amplitude;

5. Calcular DiffX  como a diferença entre o maior valor de 

{ }, ,A B CX X X  e o menor valor deste conjunto;

6. Calcular a média de todas as medições obtidas para cada 

amostra e registar os valores na linha “Médias das amostras” 

da Tabela A1. De seguida, calcular a diferença entre o maior 

e o menor valor destas médias, pR .
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7. Transpor os valores das quantidades R, DiffX  e pR  da tabela de 

registo de dados (Tabela A1) para o relatório de resultados 

(Tabela A2) e efectuar o cálculo das grandezas que aí figuram, 

como indicado nas colunas, “Análise do sistema de medição” 

e “% da variação total”.

8. Verificar os resultados, para comprovar que não há erros de 

registo de valores ou de cálculo.

Para ilustrar a aplicação do procedimento tabular para avalia‑

ção da capacidade do sistema de medição, considere‑se o seguinte 

exemplo.

Exemplo: Estudo R&R da medição do diâmetro de uma peça 

cilíndrica

Pretende‑se avaliar a capacidade do sistema de medição utilizado 

para medir o diâmetro das peças cilíndricas produzidas numa unida‑

de de produção de materiais de construção. As restrições existentes 

ditaram o envolvimento de dois operadores, que realizaram duas 

sequências de medições em 10 amostras. Os valores recolhidos são 

os apresentados na Tabela 3.1. As especificações para esta caracte‑

rística são as seguintes: limite inferior de especificação: 350 mm; 

limite superior de especificação: 650 mm.

Tabela 3.1. Medições efectuadas no estudo R&R para o sistema de medição de peças 
cilíndricas para construção (valores em mm).
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Com estes valores é possível iniciar o procedimento de cálculo 

do método tabular, transpondo‑os para a Tabela A1, e efectuando 

as operações aí indicadas (Tabela 3.2). 

Tabela 3.2. Folha de registo de dados para o estudo R&R do sistema de medição de 
peças cilíndricas para construção.

Analisando a carta‑R para ambos os operadores (Figura 3.3.a, na 

legenda da qual é indicada também a sequência de menus a selec‑

cionar numa análise recorrendo ao MINITAB® Statistical Software), 

não se observam amplitudes amostrais fora dos limites de controlo, 

pelo que ambos estão a executar o procedimento de uma forma 

consistente e estável. Da análise da carta‑ x , é possível observar um 

número significativo de observações fora dos respectivos limites de 

controlo, pelo que o sistema de medição também parece apresentar 

um poder de discriminação adequado.
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Figura 3.3. Cartas de controlo para análise R&R do sistema de medição de peças 

cilíndricas para construção: a) carta‑R; b) carta‑ x  (Minitab: Stat > Quality Tools > Gage 
Study > Gage R&R Study (crossed)...).

Transpondo R , DiffX  e pR  desta tabela para o relatório de re‑

sultados (Tabela 3.3), e efectuando a correspondente sequência de 

cálculos, obtêm‑se finalmente os resultados para os vários índices 

de capacidade do sistema de medição. De notar que os resultados 

apresentados no lado esquerdo da Tabela 3.3 (sob “Análise do sis‑

tema de medição”), correspondem a intervalos que cobrem 99% da 

variabilidade atribuída a cada fonte de variabilidade. Os respectivos 

desvios padrões são apresentados no canto inferior direito desta 

tabela (obtidos dos primeiros, após divisão por 5,15). Na coluna da 

direita, apresentam‑se as razões percentuais de cada fonte relati‑

vamente à variabilidade total das medições, as quais são também 

apresentadas no gráfico da Figura 3.4.
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Tabela 3.3. Relatório de resultados para o estudo R&R do sistema de medição de peças 
cilíndricas para construção.

Na Figura 3.4 pode‑se verificar que a variabilidade é dominada 

pela fonte “processo”, correspondendo a componente R&R a apenas 

aproximadamente 8% da variabilidade total. Trata‑se de um bom 

indicador para a capacidade deste sistema de medição, uma vez que 

este regista predominantemente a variação decorrente do processo 

e não de outras fontes de variabilidade estranhas a este. De notar 
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que a soma de todas as percentagens (VE, VO e VP) não deverá, de 

facto, igualar 100%.

Figura 3.4. Índices de capacidade do sistema de medição de peças cilíndricas para 
construção.

Na caracterização de sistemas de medição é frequente integrar 

na análise informação sobre a tolerância da aplicação em causa. Em 

aplicações de controlo da qualidade de produtos, a tolerância, T, é 

dada pelo intervalo de especificação definido para a propriedade sob 

medição. Em contextos de monitorização de processos, a tolerância 

é definida pela gama correspondente à variação natural do processo, 

sendo importante nesta situação dispor de amostras que caracterizem 

a variabilidade típica do processo. Assim, quando é possível deter‑

minar a tolerância do produto/processo de uma forma consistente, 

pode‑se avaliar a qualidade do sistema de medição através da razão 

entre a sua variabilidade R&R e a tolerância (também designada por 

razão precisão/tolerância, P/T ), expressa em percentagem:

	 && 100%R RR R T
T

= × 	 (3.1)
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Embora não exista uma regra universal para avaliação de um 

sistema de medição, é sempre desejável obter um valor de R&R/T 

inferior a 10% (esta indicação é conhecida como a regra “1/10”). 

Valores superiores a 30% são inaceitáveis e devem conduzir a uma 

reavaliação do sistema de medição em análise. No exemplo anterior, 

R&R/T toma o seguinte valor,

59,06& 100% 19,7%
300

R R T = × =

indicando um sistema de medição que, face à tolerância do processo, 

não sendo desadequado, deve ser melhorado.

Da forma análoga a R&R/T, definem‑se da seguinte forma as 

percentagens para as parcelas oriundas do sistema de medição ou 

repetibilidade (VE), e dos operadores ou reprodutibilidade (VO):

	 100%VEVE T
T

= × 	 (3.2)

	 100%VOVO T
T

= × 	 (3.3)

No reporte dos resultados, deve ser indicado o nível de confian‑

ça considerado no cálculo das componentes VE e VO, uma vez que 

estas são determinadas a partir da multiplicação da estimativa do 

seu desvio padrão por um factor que converte este valor na ampli‑

tude de um intervalo para um dado nível de confiança. No entanto, 

mesmo quando existem e são conhecidas as tolerâncias a respeitar, 

nem sempre é possível conduzir uma análise deste tipo, como sucede 

quando a tolerância é definida através de um intervalo unilateral, 

por exemplo: “a resistência à tracção deve ser superior a 15 MPa”. 

Nesta situação, o cálculo da razão R&R/T não é possível.
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Um cálculo final frequentemente efectuado e que é útil, é a 

determinação do número de categorias distintas, ncd, que o sis‑

tema de medição é capaz de diferenciar. Consiste no número de 

intervalos de confiança a 97% que cobrem a gama de variabilidade 

do processo:

		  (3.4)

Este número não deve ser inferior a 5. Para o exemplo acima 

analisado: 

	

O sistema de medição apresenta portanto uma resolução adequada 

ao processo cuja variabilidade pretende quantificar.

3.4. Determinação e especificação da incerteza  

de uma medição

A toda a medida está associada uma incerteza. Como já atrás 

foi referido, a qualidade de uma medição é caracterizada precisa‑

mente por esta quantidade. A incerteza de uma medição, é definida 

como sendo um parâmetro associado ao resultado da medição, que 

caracteriza a dispersão de valores que podem ser razoavelmente 

atribuídos à mensuranda (mensuranda é a grandeza submetida à 

medição). A variabilidade nos valores possíveis para uma medição 

decorre de vários factores, incluindo aqueles ligados ao sistema de 

medição e operadores, já avaliados na secção anterior, ao que se 

acrescem outros, como o próprio objecto de medição, o processo 

de amostragem, calibração e condições ambientais. 

1,41
&

VPncd
R R

 = ×  
 

727,381,41 17,37
59,06

ncd  = × = 
 
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A importância inerente ao conceito de incerteza de uma medição 

em todos os domínios da ciência, justificaram o desenvolvimento 

de esforços concertados das principais entidades mundiais ligadas 

à metrologia para normalizar a forma como esta é definida, cal‑

culada e especificada (BIPM – Bureau International des Poids et 

Measures, IEC – International Electrotechnical Commission, IFCC – 

International Federation of Clinical Chemistry, ISO – International 

Organization of Standardization, IUPAC – International Union of 

Pure and Applied Chemistry, IUPAP – International Union of Pure 

and Applied Physics, OIML – International Organization of Legal 

Metrology). Estes esforços resultaram na redacção de um documento 

que fornece linhas de orientação claras para este efeito: o Guide to 

the Expression of the Uncertainty in Measurement, vulgo GUM [9]. 

De acordo com este documento, a incerteza de uma medição é 

obtida segundo duas vias possíveis: através de uma estimativa do 

Tipo A ou do Tipo B. Na estimativa da incerteza de medição do 

Tipo A, utilizam‑se medições repetidas e um tratamento estatísti‑

co adequado. A estimativa do Tipo B é baseada na utilização de 

informação existente previamente sobre o sistema de medição, tal 

como aquela proveniente do fabricante, publicações técnicas, senso 

comum, etc., a qual é utilizada de forma compatível com a forma 

clássica de estimar a incerteza (Tipo A). Tal é efectuado através do 

cálculo do desvio padrão correspondente à distribuição de proba‑

bilidade que melhor descreve a dispersão de valores que podem 

ser razoavelmente atribuídos à mensuranda (os conceitos de desvio 

padrão e de distribuição de probabilidade serão introduzidos nos 

capítulos dedicados à fase de Análise, nomeadamente no Capítulo 4 

e no Capítulo 5, respectivamente). Esta distribuição é definida de 

forma mais ou menos subjectiva, mas resume o que de melhor se 

sabe sobre a variabilidade destas medições. Assim, quer numa aná‑

lise do Tipo A (através de medições repetidas) ou do Tipo B (com 

base em informação prévia sobre a variabilidade das medições), é 
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possível calcular o desvio padrão associado à dispersão de valores 

decorrentes do processo de medição. É com base nesta quantidade 

que se vai quantificar a sua incerteza, como a seguir se descreve.

Quando se dispõe de n medições repetidas de uma amostra para 

estimar uma dada quantidade, X, a melhor estimativa para o seu 

valor “real” corresponde geralmente à sua média:

	
1

n

i
i

x
x

n
==
∑ 	 (3.5)

Da teoria estatística, resulta que a melhor estimativa para o desvio 

padrão de x , designado por ( )s x , é dada por ( ) ( )s x s x n= , 

onde ( )s x  é o desvio padrão das n observações repetidas. O GUM 

designa esta quantidade por incerteza padrão (do Tipo A), ( )u x :

	 ( ) ( ) ( )u x s x s x n= = 	 (3.6)

Quando o valor final a fornecer pelo sistema de medição, Y, re

sulta da combinação de várias medições prévias ( 1 2, , , mX X X ), 

cada qual com a sua respectiva incerteza padrão, através de uma 

expressão matemática do tipo, ( )1 2, , , mY f X X X=  , a incerteza 

padrão que este valor final terá associado, resulta da combinação das 

incertezas padrão associadas às medidas que para ele contribuem. 

A incerteza padrão da variável Y é designada por incerteza combi­

nada, ( )cu y , e é obtida através da lei da propagação de incertezas 

[9]. Alternativamente, também é possível hoje em dia usar software 

computacional que simula o processo de propagação de variabilidade 

através da expressão matemática, ( )1 2, , , mY f X X X=  , usando os 

métodos de Monte Carlo. Esta alternativa evita incorrer em algumas 

aproximações efectuadas na aplicação analítica da lei da propagação 

de incertezas [11].



64

Apesar da incerteza combinada transmitir de uma forma rigorosa 

a magnitude da incerteza associada a uma medição, normalmente 

pretende‑se exprimir o resultado final através de um intervalo que 

contenha uma fracção elevada dos valores que razoavelmente se 

podem atribuir à quantidade sob medição. Segundo o GUM, este 

intervalo é obtido através da denominada incerteza expandida, U, 

a qual é calculada multiplicando a incerteza combinada por um 

factor de expansão, k:

	 ( )cU k u y= × 	 (3.7)

Este factor de expansão é seleccionado de forma a incluir no 

intervalo, Y y U= ± , uma dada fracção da variabilidade associada 

à medição. O valor de k a usar depende do nível de confiança ou 

probabilidade expandida, sendo valores comuns k=2 (probabilidade 

expandida de aproximadamente 95%, para uma distribuição Normal) 

e k=3 (probabilidade expandida de aproximadamente 99%). Em todo 

o caso, quando se usa a incerteza expandida para definir o intervalo 

de incerteza, deve‑se sempre clarificar a probabilidade expandida 

adoptada, numa expressão do tipo: “A incerteza expandida resultou 

da multiplicação da incerteza combinada pelo factor de expansão 

k=3, correspondente a uma probabilidade expandida de aproxima‑

damente 99% (...)”. A incerteza combinada e a incerteza expandida 

não devem ser reportadas com mais de dois algarismos significativos, 

o mesmo sucedendo com os respectivos intervalos.

Como ilustração do cálculo e especificação da incerteza de uma 

medição, consideremos o sistema de medição de peças cilíndricas 

para construção apresentado na secção anterior. Para uma dada 

amostra, obtiveram‑se duas medições, 471 mm e 484 mm, a partir 

das quais se vai calcular a estimativa para o valor do diâmetro, bem 

como especificar a respectiva incerteza. A estimativa do diâmetro é 

obtida através do cálculo da média destes valores, correspondendo 
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a: ( )471 484 2 477,5+ =  mm. Relativamente à determinação da 

incerteza associada a esta estimativa, admitamos que as compo‑

nentes “operador” e “sistema de medição” são as fontes dominan‑

tes de incerteza para este sistema de medição. Nestas condições, 

o desvio padrão resultante de ambas (R&R) está já apurado, sen‑

do 11,47 (da Tabela  3.3; caso contrário seria estimado com base 

nos valores disponíveis). A  incerteza padrão corresponde então a: 

( ) 11,47 2 8,1u x mm= = . Usando um factor de expansão de k=2 

(nível de confiança de aproximadamente 95%), obtém‑se uma incer‑

teza expandida de 16U mm= . Chega‑se então ao seguinte intervalo 

para a estimativa do diâmetro: 478 16x mm mm= ± .

3.5. Notas finais

A concluir este capítulo, chama‑se a atenção para uma confusão 

frequente entre “incerteza” e “erro”, apesar de serem conceitos fun‑

damentalmente distintos. Erro é a diferença entre o valor medido e o 

seu valor “verdadeiro”. Ora, uma vez que o valor verdadeiro de uma 

grandeza é desconhecido e impossível de determinar com precisão 

infinita, o erro assim definido é uma idealização. Na prática este 

é determinado substituindo o valor “verdadeiro” por um valor de 

“referência” aceite como representando o valor real da quantidade. 

Quando é conhecido, deve originar uma correcção da medição e 

não ser incorporado como mais uma componente da sua incerteza. 

No entanto, já a incerteza introduzida por tal correcção, é passível 

de ser considerada como mais uma componente e levada em conta 

na incerteza global da medição.



(Página deixada propositadamente em branco)



C a p í t u l o  4  –  A n á l i s e :  c a r a c t e r i z a n d o

a m o s t r a s  e  d e s c o b r i n d o  p a d r õ e s

e  t e n d ê n c i a s  n o s  d a d o s

4.1. Introdução 

Na fase de Análise procede‑se à investigação detalhada dos da‑

dos recolhidos de acordo com o plano e métodos definidos na fase 

de Medição. A primeira fase deste processo envolve uma análise 

exploratória destes dados, no sentido de ganhar familiaridade com 

as suas características fundamentais, detectar situações anómalas (e 

investigar a sua origem) e tomar contacto com os padrões dominan‑

tes da variabilidade (distribuições típica de valores, agrupamentos 

e tendências, associações, etc.). Esta fase é muito importante na 

medida em que, após uma auditoria in loco ao processo em causa 

(imprescindível em qualquer projecto seis sigma), permitirá adquirir 

uma visão do estado corrente das suas operações através de dados 

objectivos e recolhidos de uma forma consistente. Neste capítulo, 

apresentam‑se várias metodologias que visam tornar a interacção com 

os dados tanto eficiente como eficaz. Diversas ferramentas gráficas 

são apresentadas (as quais devem merecer uma atenção especial 

dada a sua capacidade de revelar padrões, tendências, característi‑

cas, etc., de uma forma rápida), bem como se faz referência a outras 

na forma de tabelas e grandezas numéricas calculadas a partir dos 

dados (estatísticas). 
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4.2. Âmbito da Análise Exploratória de Dados (AED)

Uma vez definido o objectivo da recolha de informação, planeado 

o processo de amostragem (medir o quê? como? por quem? quando? 

durante quanto tempo? onde registar?), iniciado a sua implementa‑

ção (após formação dos intervenientes e validação da metodologia), 

começa‑se finalmente a dispor de dados concretos do processo em 

análise. Se o planeamento da recolha de dados e a sua implemen‑

tação foram conduzidos de forma adequada, existe agora uma base 

factual que pode começar a ser processada de forma a dela se ex‑

trair informação útil sobre o processo, quer o objectivo passe pela 

resolução de problemas que, eventualmente, o estejam a afectar, 

quer sobre formas de melhorar as operações (no que respeita à sua 

eficiência, segurança, impacto ambiental ou à qualidade do produto 

final). Assim, após uma fase preliminar de preparação de tabelas 

e eliminação de incorrecções, está na altura de começar a análise 

dos dados disponíveis.

Recordemos que os dados são apenas colecções de números e ano‑

tações que, por si só, apresentam pouco valor acrescentado em ter‑

mos do conhecimento sobre o processo. É apenas após a sua adequa‑

da organização, sistematização, representação e análise, que começa 

a surgir informação útil sobre o comportamento do processo. Neste 

contexto, a primeira fase da análise dos dados recolhidos deve ter 

uma natureza puramente exploratória ou descritiva. Não se pretende 

nesta altura tomar decisões definitivas sobre o problema em questão, 

mas sim ganhar conhecimento sobre o processo, “ouvindo‑o” através 

da única forma que este tem para comunicar connosco: os dados 

recolhidos pelos vários sistemas de medição. Daí que se designe esta 

actividade por Análise Exploratória de Dados (AED) ou Estatística 

Descritiva (ED). Esta fase de auscultação atenta do processo, realiza

‑se com recurso a ferramentas que apoiam a tradução da linguagem 

do processo (dados) em linguagem mais inteligível para os utiliza‑
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dores (gráficos, tabelas, sumários numéricos). Tratam‑se das meto‑

dologias de AED, as quais vão ser exploradas nas secções seguintes. 

As metodologias de AED, incluem ferramentas gráficas, tabulares 

e grandezas numéricas ou estatísticas (estatísticas são quantidades 

calculadas a partir dos dados relativos a uma amostra). De entre 

estas, as ferramentas gráficas assumem particular relevância em AED, 

pela sua capacidade em transpor aspectos relevantes da variabilidade 

dos dados na forma de padrões visuais, facilmente interpretáveis e 

processados por pessoas. A evolução natural dotou‑nos, ao longo do 

nosso processo evolutivo, de enormes capacidades de apreensão, re‑

conhecimento e processamento de informação visual. Conseguimos, 

com facilidade, apreender e reconhecer rostos que vimos apenas 

algumas vezes, o que implica guardar uma enorme quantidade de 

informação e rapidamente a localizar e utilizar para identificar tais 

pessoas em contextos diversos, no meio desse enorme repositório de 

informação que é a nossa memória. Tal tarefa, facilmente executada 

por uma criança, constitui um enorme desafio para o mais poderoso 

dos computadores que, ainda assim, só o conseguem alcançar com 

sucesso limitado não obstante a sua grande capacidade de cálculo. 

Daqui resulta uma complementaridade interessante entre o Homem 

e Máquina, que é explorada no uso das ferramentas gráficas de AED. 

Dada a nossa limitação em processar informação numérica e aquela 

dos computadores em processar informação gráfica, estes podem 

colocar o seu potencial de cálculo em converter tabelas de dados 

em informação gráfica, tarefa que executam com facilidade, a qual 

será depois interpretada pelos utilizadores de uma forma também 

eficiente e rápida, tirando partido das capacidades humanas de pro‑

cessamento visual. Esta relação simbiótica entre Homem e Máquina 

é hoje uma constante em actividades AED, e sugere‑se fortemente 

que qualquer actividade de análise de dados comece precisamente 

pela visualização dos dados recolhidos, antes de avançar para outras 

formas de análise. 
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Antes de introduzir as ferramentas de AED, referem‑se os tipos 

fundamentais de dados que podem ser objecto de análise, uma vez 

que a sua natureza condiciona a selecção das metodologias mais 

adequadas a adoptar.

4.2.1. Tipos de dados processuais

Os dados recolhidos dos processos podem ser classificados desde 

logo consoante a sua natureza qualitativa ou quantitativa. O primeiro 

tipo de dados é relativo a informação não numérica, consistindo num 

conjunto discreto de classes com designações diversas. Já os segun‑

dos, de natureza numérica, podem surgir na forma discreta, através 

de números inteiros (e.g., processos de contagem) ou de números 

contínuos (e.g., pesagem, medição de comprimento). Os dados qua‑

litativos podem ainda distinguir‑se entre os que são expressos num 

escala ordinal ou nominal, consoante as classes contempladas pos‑

suam uma ordenação natural (e.g., Mau, Aceitável, Bom, Excelente), 

ou não (e.g., sexo: masculino, feminino), respectivamente (embora 

as ferramentas AED a usar em ambos os casos sejam essencialmen‑

te as mesmas). Também os dados de natureza quantitativa podem 

ser expressos em duas escalas distintas: a escala de intervalo, na 

qual existe uma origem estipulada arbitrariamente (e.g., tempera‑

turas expressas em ºC, onde se estabeleceu a origem, i.e., os 0ºC, 

numa condição convenientemente escolhida – a temperatura a que 

a água saturada com ar congela à pressão atmosférica padrão); e a 

escala absoluta, onde a origem significa a ausência da quantidade 

em apreço (e.g., massa, expressa em quilogramas ou o volume, em 

litros). Como consequência natural da existência de uma origem 

arbitrária na primeira situação, só é correcto analisar diferenças de 

valores, mas não a sua razão. Por exemplo, se num dia se registar, 

às 12:00, a temperatura ambiente de 2ºC e no dia seguinte, de 4ºC, 
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pode‑se dizer com todo o rigor que se registou uma diferença de 

2ºC nas temperaturas às 12:00, mas já não será rigoroso afirmar que 

a temperatura no segundo dia será o dobro da registada no primei‑

ro, pois daí não resulta idêntica correspondência com o verdadeiro 

estado térmico do sistema que a medida visa reflectir (a sua energia 

interna não duplicou). Já o mesmo não se passa quando se tem dois 

sacos de arroz, um com uma massa de 1kg e outro com uma massa 

de 2kg ... A Tabela 4.1 apresenta um exemplo onde vários tipos de 

dados são usados para caracterizar produtos recebidos em armazém. 

Como diferentes atributos estão a ser recolhidos sobre a mesma en‑

tidade, a amostra designa‑se por multivariável (também designada 

por multivariada, embora os significados não sejam rigorosamente 

os mesmos), em oposição a amostras univariáveis, onde apenas se 

recolhe informação sobre um aspecto isolado dos itens em apreço 

(uma variável).

Código prod. Fornecedor Inspecção visual Quantidade Massa (kg)

0001785225 JKL Bom 3 30,3

0008563204 Sig Co. Médio 1 5,1

0002456275 BA Mau 4 40,2

0001785225 JKL Bom 2 4,6

0002445225 UTS AB Excelente 3 12,8

0008563204 Sig Co. Excelente 4 4,4

0008563204 Sig Co. Médio 5 25,2

0001785225 JKL Bom 3 18,0

0001785225 JKL Médio 2 8,1

Tabela 4.1. Exemplo de uma tabela contendo dados de vários tipos: qualitativos 
nominais (fornecedor) e ordinais (inspecção visual); quantitativos discretos (quantidade) 
e contínuos (massa).

4.3. Analisando a frequência de ocorrências 

Quando se analisam dados de natureza qualitativa ou mesmo 

de natureza quantitativa discreta (e.g., contagens), o interesse re‑
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side essencialmente em avaliar a frequência com que cada classe 

ou valor possível, é registado. Por exemplo, a análise da variável 

“Fornecedores” na Tabela 4.1 apenas pode incidir sobre a frequên‑

cia, absoluta ou relativa, registada para cada um dos fornecedores 

elencados. Da mesma forma, quando por exemplo se regista o nú‑

mero de pessoas por veículo que atravessam um dado ponto de 

referência numa cidade, a informação mais fina que se pode registar 

é a frequência com que se verifica a ocorrência de 1, 2, 3, 4, … 

pessoas nos carros observados. Assim, as ferramentas AED para 

este tipo de dados orbitam em tornos dos conceitos de frequência 

absoluta e frequência relativa, definidos de seguida. Identifiquemos 

cada classe de uma variável qualitativa, ou cada número, no caso 

de uma variável quantitativa discreta, pelos valores do índice k=1, 

2, 3, ... . Nesta situação, a frequência absoluta da classe k, Nk, é 

dada pelo número de vezes em que esta classe figura na tabela de 

dados, enquanto a respectiva frequência relativa, fk, corresponde à 

fracção de vezes em que tal ocorre, relativamente ao número total 

de registos, N= N1+N2+N3+N4 +….

	
1 2 3

k k
k

N Nf
N N N N

= =
+ + +

	 (4.1)

A frequência relativa é também por vezes apresentada como per‑

centagem 
'

kf , sendo a sua relação com fk dada simplesmente por:

	 ' 100 %k kf f= × 	 (4.2)

Exemplo: Qualidade dos serviços de entrega de encomendas

Consideremos a seguinte situação em que se registou a quali‑

dade do serviço de transporte de encomendas efectuadas por uma 

organização, usando para tal uma classificação em três níveis (Mau, 

Aceitável, Perfeito). Adicionalmente, também se recolheu a designa‑

ção da companhia de transporte contratada para cada encomenda 
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recebida (companhias A, B, C). Os dados recolhidos para 66 enco‑

mendas sucessivas, são os apresentados na Tabela 4.2. O director 

do departamento de logística pretende avaliar o nível de qualidade 

actual do serviço de entrega de encomendas e solicitou ao chefe de 

serviços deste departamento que se fizesse uma análise dos dados 

disponíveis neste sentido.

Tabela 4.2. Dados recolhidos sobre a qualidade das encomendas recebidas através de 
diferentes companhias de transporte (A, B, C). O nível de qualidade é expresso numa 
escala com três níveis: Mau, Aceitável e Perfeito.

O chefe de serviços, possuindo alguns conhecimentos no domí‑

nio da análise de dados, começou por apurar os “subtotais” para 

cada nível de classificação, i.e., as respectivas frequências absolutas, 

tendo calculado também as correspondentes frequências relativas 

percentuais (Figura 4.1).

Firma Nível de Qualidade Firma Nível de Qualidade Firma Nível de Qualidade

A Perfeito B Perfeito A Aceitável

A Perfeito B Perfeito B Mau

A Perfeito A Aceitável B Perfeito

A Mau B Aceitável A Perfeito

B Perfeito A Perfeito B Perfeito

B Mau C Perfeito C Mau

B Perfeito C Mau B Aceitável

A Mau A Perfeito A Perfeito

C Perfeito A Perfeito B Perfeito

A Mau A Perfeito B Perfeito

A Perfeito B Aceitável A Aceitável

B Perfeito B Perfeito A Perfeito

A Mau C Aceitável A Mau

A Aceitável C Perfeito A Perfeito

A Perfeito A Aceitável A Perfeito

A Mau A Perfeito B Perfeito

A Aceitável A Aceitável A Perfeito

A Perfeito B Aceitável A Mau

B Perfeito A Perfeito A Aceitável

A Aceitável A Perfeito A Aceitável

C Aceitável A Perfeito C Aceitável

B Perfeito A Mau A Perfeito
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Figura 4.1. Cálculo da frequência absoluta (“Count”) e da frequência relativa percentual 
(“Percent”) para os vários níveis de qualidade registados no exemplo “Qualidade dos 
serviços de entrega de encomendas” (Minitab: Stat > Tables > Tally Individual Variables).

Os resultados obtidos indicam que aproximadamente 56% das 

encomendas chegam em perfeitas condições, mas cerca de 44% 

apresentam alguns problemas, uma boa parte das quais chegando 

mesmo em mau estado. 

4.3.1. Gráficos de barras e diagramas circulares

A informação apresentada, na forma tabular na Figura 4.1, pode 

ser facilmente colocada na forma gráfica, usando, por exemplo grá‑

ficos de barras e diagramas circulares (Figura 4.2). No diagrama 

de barras a altura de cada barra é proporcional à frequência em 

representação, enquanto que no diagrama circular é a área de cada 

secção (ou, equivalentemente, o ângulo que lhe corresponde) que 

representa tal proporcionalidade.

Figura 4.2. Gráfico de barras (a) e diagrama circular (b) para a frequência relativa 
correspondente aos vários níveis de qualidade registados no exemplo (Minitab: Stat > 
Graph > Bar Chart; Stat > Graph > Pie Chart, respectivamente).
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Continuando o exemplo anterior, na preparação da sua apre‑

sentação para o director, o chefe de serviços considerou ambas as 

representações gráficas, ponderando aquela que pudesse transmitir 

a informação fundamental de uma forma mais simples. Embora, em 

geral, um diagrama de barras envolvendo somente uma compara‑

ção de alturas permita uma interpretação mais directa e rigorosa 

do que aquela proporcionada por uma comparação de ângulos ou 

áreas num diagrama circular, devendo, por tal motivo, ser uma 

opção preferencial, neste caso o número limitado de classes exis‑

tente e a simplicidade da informação a transmitir colocam ambas 

as representações gráficas em idêntica situação, apesar da leitura 

do diagrama circular ser sempre de natureza eminentemente mais 

qualitativa.

Diagnosticada que está a existência de um potencial problema de 

qualidade na entrega das encomendas, o chefe de serviços orientou 

a sua análise exploratória para escrutinar possíveis origens. Uma 

vez que tem também ao seu dispor o registo das empresas de distri‑

buição contratadas, resolveu segmentar ou estratificar a sua análise, 

segregando a informação oriunda de cada empresa. Os resultados 

relevantes podem ser obtidos através da construção de uma tabela 

de informação cruzada, onde cada célula contém informação sobre 

o cruzamento de uma das classes para a grandeza disposta ao longo 

das suas linhas (neste caso as várias firmas contratadas) com uma 

das classes para a outra grandeza disposta ao longo das colunas 

(nível de qualidade). Nesta tabela figuram vários subtotais, como 

se pode observar na Figura 4.3, que facilitam a análise dos vários 

aspectos em consideração. Uma vez que, neste exemplo, o chefe 

de serviços pretende investigar a possível origem do problema, a 

sua análise concentrou‑se essencialmente no segundo subtotal de 

cada célula, que contém as frequências relativas de cada Nível de 

Qualidade, para cada firma de distribuição. Comparando os valores 

para as várias firmas, pode‑se verificar que a firma “B” é aquela 
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com melhor registo (aprox. 68% de entregas perfeitas e 11% em 

mau estado), enquanto o pior registo é verificado na empresa “C” 

(com 37,5% de entregas perfeitas e 25% para as entregas em mau 

estado). Idêntica informação se pode retirar, mais rapidamente, da 

análise do diagrama circular estratificado por firma, apresentado 

na Figura 4.4.

Com esta informação em mãos, o chefe de serviços poderá apre‑

sentar ao seu director não só um diagnóstico da situação presente 

(Figura 4.1 e Figura 4.2), mas também informação que, após validada 

e confirmada (eventualmente com a recolha de mais dados; Figura 

4.3 e Figura 4.4), permitirá tomar uma decisão sobre a política de 

avaliação e selecção de firmas de distribuição, no sentido de salva‑

guardar os interesses da sua companhia.

Figura 4.3. Tabela de informação cruzada relativamente às variáveis “Firma” e “Nível de 
Qualidade”, para o exemplo em análise (Minitab: Stat > Tables > Cross Tabulation and 
Chi‑Square).
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Figura 4.4. Estratificação da informação contida na Figura 4.2.b), segundo a firma 
de distribuição contratada: os diagramas circulares apresentados incluem somente 
informação relativa a cada firma (Minitab: Stat > Graph > Pie Chart).

Este exemplo demonstra o poder descritivo e a importância cen‑

tral em usar criteriosamente a segmentação dos dados durante a 

sua análise, na medida em que daí pode resultar a identificação da 

origem de problemas ou oportunidades de melhoria. No entanto, 

tal só é possível se as tabelas de dados originais contemplarem as 

variáveis de estratificação potencialmente mais interessantes (i.e., 

com impacto no problema), o que reforça, mais uma vez, a impor‑

tância do planeamento inicial que antecede o processo de recolha 

de informação. Um bom analista deve, sem dúvida, dominar as op‑

ções de estratificação para as várias ferramentas de AED, as quais 

são hoje em dia colocadas facilmente à sua disposição através das 

várias soluções de software disponíveis.

4.3.2. Diagramas de Pareto

Na análise de variáveis qualitativas, frequentemente o interesse 

reside em identificar as classes que apresentam, sob o ponto de vis‑

ta de algum critério estabelecido, maior importância. Por exemplo, 
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quando se procede ao registo contínuo dos vários tipos de problemas 

que vão surgindo nos produtos em montagem, o objectivo passará 

por, uma vez recolhida informação em quantidade suficiente, hierar‑

quizar os vários tipos de defeitos quanto à sua importância relativa 

ou impacto nos resultados da empresa (o que pode ser efectuado 

contabilizando a frequência com que ocorrem ou, preferencialmente, 

o correspondente impacto económico, e ordenando‑os depois por 

ordem decrescente), para então decidir sobre quais os problemas de 

resolução prioritária. Na Figura 4.5, apresenta‑se um exemplo de um 

diagrama de Pareto para o registo de vários defeitos encontrados 

em produtos fabricados numa linha de montagem. Pode‑se verificar 

rapidamente, que a maior parte dos defeitos assinalados dizem res‑

peito a falhas na documentação que acompanha o produto e na sua 

pintura: estas duas causas (20% dos problemas totais), representam 

73,4% do volume total de registos recolhidos.

Figura 4.5. Exemplo de um diagrama de Pareto, para o registo de defeitos encontrados 
nos produtos numa linha de montagem (Minitab: Stat > Quality Tools > Pareto Chart).
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No gráfico acima, o eixo das ordenadas corresponde à frequência 

com que os vários problemas se verificam durante o período em que 

a informação é recolhida. Como foi dito anteriormente, se houver 

possibilidade para tal, deve‑se usar preferencialmente informação 

de natureza económica, pois nem sempre os problemas mais fre‑

quentes são os que mais interferem e prejudicam os resultados da 

empresa. Considere‑se por exemplo, que o problema mais frequente 

diz respeito a falhas na documentação que acompanha um produto; 

no entanto, apesar de menos frequente, a reparação do motor pode, 

facilmente, ter maiores consequências económicas, e merecer por 

isso uma prioridade mais alta na sua resolução. Assim, nas orde‑

nadas do diagrama deveria figurar, nestes casos, os custos globais 

associados a cada tipo de problema, pois tal potenciaria uma tomada 

de decisão mais assertiva.

O nome deste gráfico deriva do sociólogo e economista italia‑

no Vilfredo Pareto que, em 1897 constatou que “20% da popula‑

ção mundial aufere cerca de 80% dos rendimentos”, princípio que 

passou a ter o seu nome como designação (princípio de Pareto). 

Desde então, têm‑se verificado que esta relação quantitativa per‑

manece aproximadamente válida noutros contextos, nomeadamente 

em vários tipos de processos, onde frequentemente se verifica que 

aproximadamente 80% dos problemas são devido a cerca de 20% 

das causas. Nesta situação, o esforço aplicado é bem mais efectivo 

quando direccionado à resolução deste número mais reduzido de 

causas, pois tal terá um impacto mais significativo na melhoria da 

Qualidade do processo relativamente a uma situação onde todas as 

causas merecessem idêntica atenção. O diagrama de Pareto procu‑

ra precisamente colocar em evidência estas causas, as “vital few”, 

evitando que as equipas dispersem a sua atenção, recursos e ener‑

gia pelas outras que podem potencialmente afectar o processo, as 

“trivial many” (usando a linguagem do influente autor, Dr. Joseph 

Juran, 1904‑2008).
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4.4. Analisando a distribuição dos dados recolhidos

Dados do tipo quantitativo contínuo, contêm potencialmente mais 

informação sobre o processo e devem ser preferencialmente adqui‑

ridos, relativamente a alternativas de natureza qualitativa, sempre 

que tal for possível e exequível (nomeadamente, sempre que existir 

um sistema de medição capaz e disponível). Quando os dados re‑

colhidos são desta natureza (quantitativa contínua), a informação 

básica a que se procura aceder numa análise exploratória é mais 

diversificada. Ao contrário dos dados de natureza discreta (quali‑

tativos e quantitativos), onde o interesse reside essencialmente na 

distribuição de frequências (relativas ou absolutas) pelas diferentes 

entidades discretas (classes ou números), agora cada valor recolhido 

tem uma menor probabilidade de aparecer repetido (dada a maior 

precisão com que estes são registados) e o que interessa relevar não 

é pois o número de vezes que cada valor se repete, mas propriedades 

mais globais do conjunto de dados recolhidos. Assim, em primeira 

instância estaremos interessados em analisar em redor de que valor 

os dados tendem a agregar‑se e com que dispersão o fazem. A forma 

da sua distribuição é também um aspecto frequentemente analisado. 

Em resumo, tendência central (ou localização), dispersão e forma, 

são os aspectos básicos e mais frequentemente analisados em AED 

sobre dados contínuos.

4.4.1. Histograma

Uma boa forma de iniciar um estudo desta natureza, consiste 

em construir um histograma para o conjunto de dados em análise. 

Este gráfico (Figura 4.6) tem algumas semelhanças com um gráfico 

de barras, na medida em que também consiste num conjunto finito 

de barras que quantificam o número de ocorrências em determi‑
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nadas classes. No entanto, estas classes são agora definidas por 

intervalos de valores (e não por entidades discretas isoladas, como 

classes ou números inteiros), registando‑se o número de ocor‑

rências (valores) localizados no interior desses intervalos. Assim, 

um histograma constitui um resumo da distribuição de valores, 

envolvendo alguma perda de informação (não se sabe quais os 

valores que caíram em cada intervalo, mas apenas quantos), em 

prol da obtenção de uma leitura global dos aspectos essenciais da 

variabilidade dos dados, nomeadamente a sua tendência central, 

dispersão e forma.

Um histograma permite analisar os padrões essenciais de va‑

riabilidade dos dados, resumindo graficamente o comportamento 

global e acumulado do processo. Da sua análise, com estratificação 

por subclasses ou não, pode‑se por vezes identificar anomalias que 

devem ser investigadas de forma mais cuidada (presença de “ou‑

tliers”, distribuições multimodais, distribuições truncadas ou com 

assimetrias inesperadas, valores com frequências demasiado eleva‑

das ou baixas, etc.) e aspectos que carecem de acções de melhoria. 

Por outro lado, quando se sobrepõem ao histograma os limites de 

especificação da variável em análise, tal representação traduz grafi‑

camente a capacidade do processo (secção 7.8), i.e., a sua capacidade 

de produzir “outputs” dentro dos limites estabelecidos ou exigidos 

por uma terceira parte (clientes, projectista, etc.). 

Exemplo: Tensão de ruptura de peças de alumínio‑lítio.

Registaram‑se sucessivamente os valores obtidos em testes de 

ruptura efectuados a peças de uma nova liga de alumínio‑lítio, cuja 

adopção está a ser considerada por parte dos responsáveis pela uni‑

dade fabril (Tabela 4.3). Pretendendo para já analisar sumariamente 

os resultados obtidos na bateria inicial de 80 testes, começou‑se por 

observar visualmente os aspectos essenciais da sua variabilidade, 

recorrendo a um histograma (Figura 4.6).
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Tabela 4.3. Tensão de ruptura (MPa) de uma sequência de 80 peças formadas por uma 
liga alumínio‑lítio.

O histograma obtido indica que a tendência central dos dados 

se situa aproximadamente nos 160 MPa, e que a sua dispersão é tal 

que se encontram valores, grosso modo, entre os 80 e os 240 MPa, 

com uma forma unimodal e aproximadamente simétrica. Esta é a 

leitura essencial que se faz rapidamente da análise do histogra‑

ma, a qual seria muito difícil de reproduzir da observação directa 

dos valores tabelados. A sua utilidade está pois na forma expedita 

como permite aceder a aspectos globais da variabilidade e não na 

análise detalhada de aspectos particulares dos dados. Deve‑se por 

isso resistir à tentação de fazer uma análise muito fina, detalhada 

e quantitativa de um histograma, quando se resume o que este 

transmite, procurando‑se em alternativa transmitir, em linguagem 

simples e directa, os aspectos da variabilidade que ele seguramente 

evidencia.
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Figura 4.6. Histograma para os dados de tensão de ruptura (Minitab: Stat > Graph > 
Histogram).

Note‑se que uma análise mais consistente de um histograma 

requer que o processo esteja a operar em condições estáveis. De 

outro modo, a distribuição de valores variaria ao longo do tempo, 

e o que se estaria a obter num histograma para a globalidade dos 

dados seria o resultado acumulado de todas as oscilações verificadas 

ao longo do tempo, e não a situação corrente das operações. Para 

avaliar sobre a estabilidade do processo existem várias ferramentas 

disponíveis, nomeadamente as cartas de controlo apresentadas no 

Capítulo 7, mas na secção seguinte já se apresenta uma ferramenta 

gráfica simples que permite começar a analisar este aspecto (gráficos 

de tendência). Antes porém, apresentam‑se mais algumas ferramentas 

de AED utilizadas na análise da tendência central, dispersão e forma 

de um conjunto de dados expressos numa escala contínua.
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4.4.2. Estatísticas de tendência central, dispersão e forma

Já foi referido que o histograma segrega alguma informação de 

forma a colocar em evidência aspectos globais e relevantes da va‑

riabilidade dos dados. Esta lógica é levada ao extremo, quando se 

utilizam estatísticas (i.e., valores calculados a partir dos dados reco‑

lhidos numa amostra) para resumir, num só valor, um determinado 

aspecto da distribuição dos dados, quer este se trate da sua tendência 

central, dispersão ou forma. Apesar de tal compressão de informa‑

ção, os valores produzidos poderão ter utilidade relevante, quando 

correctamente utilizados e quando a sua análise é efectuada de uma 

forma enquadrada e apoiada por outros elementos que assegurem 

a sua consistência (por exemplo, terá pouca utilidade falar de uma 

média quando os valores apresentam uma distribuição bimodal ou 

mesmo de um desvio padrão, quando a distribuição é assimétrica). 

Assim como um alfaiate consegue atingir o seu objectivo de produzir 

um belo fato ou vestido a partir de um conjunto bastante reduzido de 

valores que caracterizam os vários aspectos do perfil tridimensional 

e complexo do nosso corpo, também um analista procura, através 

de um conjunto limitado de estatísticas, caracterizar a variabilidade 

dos dados de forma a atingir o seu propósito, o qual pode passar, 

em última instância, por tomar uma decisão sobre medidas a aplicar 

no sentido de resolver algum problema ou melhorar um processo.

4.4.2.1. Estatísticas de tendência central (ou localização)

As estatísticas mais conhecidas e utilizadas para caracterizar a 

centralidade de um conjunto de dados são a média e a mediana, 

sendo a moda também referida neste contexto, embora a sua uti‑

lização, na prática, não seja tão extensa como no caso das duas 

primeiras. 
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A média amostral é o valor que ocupa uma posição equidistante de 

todos os pontos no conjunto de dados. De facto, sendo definida por, 

	
1

n

i
i

x
x

n
==
∑ 	 (4.3)

(n é o número total de pontos, i.e., a dimensão da amostra), é fácil 

de concluir que o somatório de todos os desvios relativamente à 

média amostral, i id x x= −  terá de ser nulo:

	 ( )
1 1 1

0
n n n

i i i
i i i

d x x x n x n x n x
= = =

= − = − ⋅ = ⋅ − ⋅ =∑ ∑ ∑ 	 (4.4)

Este facto justifica a sua escolha frequente como medida de ten‑

dência central mas, por outro lado, origina uma fragilidade, que 

se traduz numa sensibilidade a valores extremos desviantes, ou 

“outliers”. Outliers, é o termo anglo‑saxónico comummente utili

zado para designar observações que, de uma forma evidente e si

gnificativa, não seguem os padrões de variabilidade exibidos pela 

grande maioria das restantes observações. Podem resultar de erros 

no registo dos valores ou serem simplesmente tão legítimos como 

os demais em termos da sua validade. No caso em que se analisa 

uma só variável, estas observações desviantes aparecem nos extre‑

mos ou caudas da distribuição de dados, correspondendo a valores 

bastantes inferiores ou superiores, quando comparados com os de‑

mais. Ao colocar‑se numa posição de equidistância relativamente a 

todos os valores, a média vai ser muito afectada por este pequeno 

número de observações extremas, deixando de representar de uma 

forma adequada a maioria das observações. A existência de outliers 

é uma situação particularmente comum no início das actividades 
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de AED, numa fase em que as tabelas de dados ainda não foram 

convenientemente depuradas de todas as situações anómalas e va‑

lores pontualmente mal inseridos. Se, ainda assim, se pretender 

calcular desde logo algumas grandezas que caracterizem aspectos 

da variabilidade dos dados, como a sua tendência central, então a 

média não será uma opção a privilegiar nestas condições, devido à 

sua falta de robustez perante a eventual presença de outliers. Uma 

solução alternativa por vezes usada consiste em eliminar uma dada 

percentagem dos valores mais baixos e mais altos (e.g., 1% ou 5%), 

onde estariam potencialmente localizados os valores extremos, e 

calcular a média com os restantes. Esta opção, em que se “podam” 

ou “aparam” as caudas da distribuição de valores antes do cálculo 

da média, é usualmente conhecida pela designação anglo‑saxónica 

de “trimmed mean”. 

Outra solução alternativa para caracterizar a tendência central 

dos dados, passa por um estágio preliminar em que os valores são 

ordenados por ordem crescente de magnitude. Estatísticas basea‑

das numa tal ordenação, designam‑se por “estatísticas de ordem”. 

Consideremos o seguinte conjunto de valores original, na ordem em 

que foram registados:

	 { }1 2 3, , , , nx x x x 	 (4.5)

Um exemplo seria o conjunto { }1,7,6,5,9,12 . Reordenando agora 

a sequência em (4.5), de modo a formar uma outra em que os valo‑

res aparecem dispostos por ordem crescente das suas magnitudes, 

obtêm‑se: 

	 { }* * * *
1 2 3, , , , nx x x x 	 (4.6)

Ou seja, para o exemplo apresentado, resultaria, { }1,5,6,7,9,12 , 

onde *
1 1x =  (a observação com número de ordem 1, é o 1), *

2 5x =  
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(a observação com número de ordem 2, é o 5), ..., *
6 12x =  (a obser

vação com número de ordem 6, é o 12). As estatísticas de ordem são 

calculadas com base nesta sequência. Um exemplo é a mediana, que 

corresponde ao valor central da sequência, i.e., aquele para o qual 

existem tantos valores de magnitude inferior, como de magnitude 

superior à sua. Assim, a mediana para conjuntos de dados com 

um número ímpar de elementos, n, corresponde ao elemento com 

número de ordem ( )1 2n +  (só há um valor central), enquanto para 

conjuntos com um número par de elementos, é dada pela média entre 

as observações com número de ordem 2n  e 2 1n + . No exemplo 

acima apresentado, onde o conjunto de dados contém 6 elementos, a 

mediana é dada pela média das observações com números de ordem 

6/2 = 3 e 6/2+1 = 4, i.e., *
3 6x =  e *

4 7x = , correspondendo portanto 

a 6,5. Relativamente à média, verifica‑se facilmente que a mediana 

é menos influenciada por valores extremos de magnitude muito 

desviante. Por exemplo um valor máximo de magnitude 1000 ou 

1 000 000, não implica qualquer alteração no valor da mediana, o 

que não sucede obviamente com a média. Por outro lado, a mediana 

está mais próxima do valor mais observado (moda) em distribui‑

ções assimétricas, estando portanto mais enquadrada com a noção 

geral de tendência central nestes casos (a média seria, mais uma 

vez, afectada pela magnitude dos valores mais distantes, da cauda 

mais extensa da distribuição). Para distribuições simétricas, média e 

mediana coincidem, tendo por isso o mesmo mérito como medidas 

de tendência central nesta situação particular. Por estes motivos, a 

mediana é uma estatística útil para caracterizar a centralidade em 

conjuntos de dados, especialmente quando existe a possibilidade 

destes conterem outliers, quer estes sejam legítimos quer resultem 

de erros de registo. 

A moda é também uma estatística referida na literatura para ca‑

racterizar a centralidade dos dados, a qual corresponde ao seu valor 

mais frequente. Quando a distribuição apresenta vários “picos” ou 
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máximos locais, a distribuição é designada por multimodal (bimodal 

no caso de existirem dois máximos locais, ou seja, duas modas).

4.4.2.2. Estatísticas de dispersão

A forma mais simples de avaliar o grau de dispersão de valo‑

res num conjunto dados, consiste em calcular a diferença entre o 

valor de maior magnitude ( *
nx , onde n representa o número total 

de observações) e o de menor magnitude ( *
1x ). A esta quantidade 

designa‑se amplitude da amostra, A, e é outro exemplo de uma 

estatística de ordem.

	 { } { }* *
1 1 2 3 1 2 3max , , , , min , , , ,n n nA x x x x x x x x x x= − = −  	 (4.7)

A amplitude amostral, no caso do pequeno conjunto de dados 

anteriormente referido, { }1,7,6,5,9,12 , é de 12 1 11− = . No exemplo 

do conjunto de dados relativos à tensão de ruptura de peças de uma 

liga alumínio‑lítio (Tabela 4.3) a amplitude é de 245‑76=169.

Embora simples e intuitiva, é fácil reconhecer nesta medida de 

dispersão uma excessiva sensibilidade a valores desviantes, uma 

vez que os valores extremos do conjunto de dados determinam, só 

por si, o seu valor final, sem que se contemple de qualquer forma 

a distribuição dos restantes valores da amostra. A falta de robustez 

associada a esta estatística pode ser contornada, mais uma vez, 

deixando de lado uma dada fracção das observações de magnitude 

mais baixa e de magnitude mais elevada, calculando posteriormente 

a amplitude dos valores remanescentes. É nesta linha de argumen‑

tação que surge a medida de dispersão conhecida como amplitude 

interquartis, AIQ. Esta medida é definida como a diferença entre a 

observação correspondente ao percentil 75, e aquela correspondente 

ao percentil 25, ou seja, pela diferença entre o valor que, numa or‑
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denação crescente de magnitudes, possui 75% dos valores abaixo de 

si (também conhecido como o 3.º Quartil, Q3), e a observação que, 

na mesma ordenação crescente, ocupa uma posição em que 25% dos 

valores têm magnitudes inferiores (o 1.º Quartil, Q1).2 Com algum 

abuso de notação, esta estatística tem a seguinte definição:

	 * *
3 1 75% 25%AIQ Q Q x x= − = − 	 (4.8)

A relação entre quartis e percentis é a seguinte:

• 1.º Quartil (Q1) ↔ Percentil 25 ( *
25%x );

• 2.º Quartil (Q2) ↔ Percentil 50 ( *
50%x ) ↔ Mediana da amostra

• 3.º Quartil (Q3) ↔ Percentil 75 ( *
75%x ).

O valor correspondente a uma dado percentil, digamos pctil, é 

aquele que, numa ordenação crescente de magnitudes, possui o 

número de ordem, no(pctil), dado por: 

		  (4.9)

Por outro lado, utilizando esta expressão, a um dado valor com 

um número de ordem no(pctil), corresponde o percentil:

		  (4.10)

Se o número de ordem obtido para um dado percentil estipulado 

não for um algarismo inteiro, o seu valor é determinado por inter‑

polação linear entre os valores correspondentes aos números de 

ordem imediatamente adjacentes. De notar que existe na literatura 

2 A designação de “Quartil” advém da divisão do conjunto de dados em quatro 
partes de igual dimensão.

( ) 0,5
100%

no pctil
pctil

n
−

= ×

( ) 0,5
100
pctilno pctil n= × +
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e nas diversas aplicações de software, diferentes definições para 

o cálculo de percentis que podem conduzir a valores ligeiramente 

distintos entre si.

A amplitude interquartis possui uma interpretação muito simples 

que decorre imediatamente da sua definição: corresponde à ampli‑

tude que contém exactamente 50% dos valores centrais da amostra. 

Sabe‑se assim qual a fracção de valores que está contida no intervalo 

cuja magnitude se calcula.

Retornando ao exemplo do conjunto de dados relativos à tensão 

de ruptura de peças de uma liga alumínio‑lítio, pode‑se verificar 

que, neste caso:

	
*

1
*

3

144
37

181

Q
AIQ

Q

= ⇒ =
= 

	 (4.11)

(* valores obtidos por interpolação linear, uma vez que os números 

de ordem correspondentes aos percentis 25 e 75, são 20,5 e 60,5, 

respectivamente). Pode‑se pois dizer que 50% dos valores da tensão 

ruptura, que ocupam uma posição central numa escala crescente de 

magnitude, estão contidos num intervalo com amplitude de 37MPa.

Uma outra estatística usada com bastante frequência para carac‑

terizar a dispersão dos dados, é o desvio padrão amostral:

	 ( )2
1

1

n

i
i

x x
s

n
=

−
=

−

∑ 	 (4.12)

De facto, quanto mais distantes os valores estão da média, maio‑

res serão os termos ( )2ix x− , e bem assim a sua “média”, obtida 

dividindo o seu somatório por n‑1. A aplicação da raiz quadrada per‑

mite que o desvio padrão tenha as mesmas unidades da quantidade 

em análise (e não o seu quadrado), o que facilita a interpretação do 

seu valor. No entanto, tal interpretação é menos óbvia relativamente 
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à proporcionada pela AIQ. De facto, agora não é possível conhe‑

cer de uma forma directa a fracção dos valores que poderão estar 

contidos num intervalo centrado na média, com semi‑amplitude s. 

Tal só é de facto viável, quando se assume, adicionalmente, que os 

dados seguem uma dada função densidade de probabilidade, como 

se verá na secção 5.2.2. A utilidade do desvio padrão em AED é 

pois um tanto limitada ao nível da sua interpretação, uma vez que 

nesta fase da análise ainda não se avaliou com rigor qual o tipo 

de distribuição em causa. O desvio padrão dos dados relativos aos 

ensaios de ruptura (Tabela 4.3), é de 33,77MPa.

4.4.2.3. Estatísticas de forma

Embora de utilização menos frequente, indicam‑se aqui duas es‑

tatísticas que permitem analisar aspectos relacionados com a forma 

da distribuição de dados.

Os coeficientes de assimetria, como o próprio nome indica, forne‑

cem uma indicação da eventual natureza assimétrica da distribuição 

de dados e, neste caso, do sentido de tal assimetria. Estas estatísticas 

são definidas de tal forma que tomam um valor nulo se a distribuição 

dos dados for simétrica, são positivas se a distribuição for assimé‑

trica à direita (i.e., se a cauda para valores maiores for mais longa 

que a cauda para valores menores), e negativas se a distribuição for 

assimétrica à esquerda (onde o inverso se verifica, relativamente à 

magnitude relativa das caudas). Um exemplo de um coeficiente de 

assimetria é o designado coeficiente de assimetria dos quartis, ou 

de Bowley, que toma valores no intervalo compreendido entre ‑1 e 

1 e tem a seguinte definição:

	 3 1 2

3 1

2Q Q QCoeficiente de assimetria dos quartis
Q Q
+ − ×

=
−

	 (4.13)
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Para o exemplo dos ensaios de ruptura, este coeficiente toma o 

valor de 0,054, indicando que a sua distribuição é aproximadamente 

simétrica, como aliás já se constatou na análise da Figura 4.6.

A kurtose é uma medida do grau de concentração da distribuição 

em torno da sua tendência central. Quanto maior for este grau de 

concentração, maior será a kurtose da distribuição (utilizando lin‑

guagem metafórica, pode‑se dizer que um pico “tem mais” kurtose 

que um planalto!). Uma forma de avaliar esta característica é através 

do coeficiente de kurtose amostral, γ2, definido por:

	 4
2 4 3m

s
γ = − 	 (4.14)

onde s é o desvio padrão amostral e m4 o momento centrado de 

4.ª ordem. 

	 ( )4
1

4

n

i
i

x x
m

n
=

−
=
∑ 	 (4.15)

Este coeficiente mede de facto o desvio da kurtose para a dis‑

tribuição relativa ao conjunto de dados em análise, relativamente 

àquela de uma distribuição Normal ou gaussiana, cujo valor teórico 

é 3. Na Figura 4.7, apresentam‑se três exemplos de distribuições 

com diferentes níveis de kurtose. Como referência, gerou‑se um 

conjunto de dados aleatórios que segue uma distribuição Normal, o 

qual aparece representado nesta figura através do histograma com 

linha a negrito (o valor do coeficiente de kurtose é aproximadamente 

igual a zero para este caso).
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Figura 4.7. Coeficiente de kurtose amostral para vários conjuntos de dados. A negrito, 
apresenta‑se o histograma para um conjunto de dados gerados aleatoriamente e que 
segue uma distribuição gaussiana (daí o seu valor ser próximo de zero neste caso).  
As restantes distribuições de dados possuem uma kurtose superior (linha contínua fina) 
ou inferior (linha a tracejado), relativamente à primeira situação.

No exemplo dos ensaios de ruptura, o coeficiente de kurtose 

amostral toma o valor de 0,15, indicando que a distribuição dos 

dados não é, neste aspecto da forma da distribuição, muito distinta 

de uma distribuição de dados gaussiana.

Existem várias formas de avaliar, de uma forma quantitativa, a 

assimetria e a kurtose de uma distribuição de dados. As expressões 

fornecidas nesta secção são apenas um exemplo das estatísticas que 

podem ser usadas para este fim. Deve‑se pois, ter sempre o cuidado 

de verificar a expressão que em cada caso está a ser aplicada quando 

se recorre a software para suporte da análise estatística, de forma a 

assim poder interpretar correctamente os valores encontrados. No 

entanto, raramente estas estatísticas tem um papel decisivo em AED, 
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servindo antes para complementar, de uma forma essencialmente 

qualitativa, a informação fornecida pelas demais.

4.4.3. Diagrama de caixa‑e‑bigodes

De forma a tirar partido da capacidade inata das pessoas em ana‑

lisar informação gráfica de uma forma rápida e eficaz, em contraste 

com o seu limitado desempenho no processamento e interpretação 

de informação numérica, existe uma ferramenta que apresenta pic‑

toricamente um conjunto seleccionado de estatísticas de localização 

e dispersão, para assim potenciar a apreensão rápida de informa‑

ção essencial. Trata‑se do gráfico de caixa‑e‑bigodes (tradução lite‑

ral do termo anglo‑saxónico, box‑and‑whisker plot). Neste gráfico, 

representam‑se as seguintes grandezas:

• Mediana ou 2.º Quartil (usualmente representada por uma 

linha ou um ponto);

• Os 1.º e 3.º Quartis delimitam a caixa, cuja altura representa 

assim a AIQ;

• O mínimo e o máximo dentro da região “normal” (representa‑

dos pelas linhas – os bigodes do gráfico –, que unem a caixa 

aos pontos em questão);

• Pontos que se situam na região de outliers (usualmente assi‑

nalados com alguma simbologia, como asteriscos);

• Pontos localizados na região de “outliers extremos” (usualmen‑

te assinalados com alguma simbologia diferente da anterior, 

em tipo ou cor).

A região “normal” acima referida, consiste no sector imaginário 

situado entre 1 1,5Q AIQ− ×  e 3 1,5Q AIQ+ × . A região de outliers 

corresponde à reunião dos dois sectores seguintes: um compreendido 
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entre 1 3Q AIQ− ×  e 1 1,5Q AIQ− ×  e o outro entre 3 1,5Q AIQ+ ×  

e 3 3Q AIQ+ × . Finalmente, a região de outliers extremos, corres‑

ponde à reunião do sector situado abaixo de 1 3Q AIQ− ×  com o 

situado acima de 3 3Q AIQ+ × . A Figura 4.8 apresenta um exemplo 

de um gráfico de caixa‑e‑bigodes para o caso dos dados de tensão 

de ruptura (Tabela 4.3).

Figura 4.8. Gráfico de caixa‑e‑bigodes para o exemplo dos ensaios de ruptura, onde se 
indica também o significado das principais componentes que o constituem.

Na Figura 4.9, as diferentes regiões acima referidas aparecem 

esquematicamente representadas. A justificação da criação e desig‑

nação de tais regiões é, de uma forma resumida, a seguinte. Uma 

vez que, por definição, 50% dos valores centrais estão compreen‑

didos numa região com um comprimento correspondente à AIQ, 

seria de esperar que, na maioria das situações e em condições 

normais, metade destes valores, i.e., os 25% de valores inferiores ao 

1.º Quartil, estivessem dispersos numa região cuja extensão é ainda 
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maior (50% maior), 1,5×AIQ, o mesmo se passando com os 25% de 

valores correspondentes à cauda superior da distribuição. Assim, va‑

lores que estão para além destas fronteiras artificiais, 1 1,5Q AIQ− ×  

e 3 1,5Q AIQ+ × , são designados, no contexto deste raciocínio, por 

outliers. Aquelas observações que se desviem ainda mais do padrão 

definido pela maioria dos valores centrais, estando para além dos 

limites 1 3Q AIQ− ×  e 3 3Q AIQ+ × , serão chamadas de outliers 

extremos, dado o seu carácter ainda mais desviante relativamente 

ao padrão normal de variabilidade apresentado pela maioria das 

observações.

Apesar dos critérios usados para construir as várias regiões serem 

de natureza subjectiva, eles têm‑se revelado úteis para despistar 

observações desviantes e não permitir que estas interfiram com a 

leitura geral do gráfico, nomeadamente no que concerne à dispersão 

dos dados. Por isso, os bigodes ligam os valores máximo e mínimo 

dentro da região “normal”, não sendo afectados pela presença de 

valores anormalmente altos ou baixos. Como subproduto, dispõe‑se 

também de um critério rápido (e subjectivo, mas ainda assim útil) 

para identificação de outliers. 

A facilidade de leitura e variedade de informação que contêm 

sobre os vários aspectos da variabilidade dos dados, tornam estes 

gráficos numa ferramenta muito útil em AED, quer para análise 

de dados provenientes de uma amostra (Figura 4.8) ou de várias 

amostras (Figura 5.10), através dos quais a sua comparação pode 

ser também eficientemente conduzida.
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Figura 4.9. Representação esquemática de um gráfico de caixa‑e‑bigodes, e das várias 
regiões artificiais que este contempla: “normal”, de outliers, e de outliers extremos.

4.5. Analisando sequências de valores (o efeito do tempo)

Representações gráficas como os histogramas ou diagramas de 

caixa‑e‑bigodes, permitem uma leitura rápida da variabilidade global 

apresentada por um processo. Nestes gráficos, a ordem pela qual 
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os valores são recolhidos é irrelevante, apenas importando a sua 

magnitude. No entanto, o comportamento do processo ao longo do 

tempo é certamente um aspecto relevante a analisar, no sentido de 

avaliar, por exemplo, a sua estabilidade, presença de tendências 

ou outros padrões como ciclos, transições e pontos anormais, cuja 

origem frequentemente importa escrutinar melhor. Os gráficos de 

tendências (ou sequências temporais), procuram transmitir tal de‑

pendência temporal, consistindo apenas na representação sucessiva 

dos valores (ordenadas), pela sequência em que foram recolhidos 

(indicada no eixo das abcissas). Na Figura 4.10 apresenta‑se o gráfico 

de tendência relativo ao exemplo dos testes de tensão de ruptura, 

o qual indicia estarmos na presença de um processo dominado por 

uma componente aleatória, não sendo óbvia a identificação de outras 

tendências ou padrões claros.

Figura 4.10. Gráfico de tendências (“time series plot”) para os dados de tensão de 
ruptura (Minitab: Stat > Graph > Time Series Plot).

A análise dos gráficos de tendência permite também interpretar 

melhor alguns aspectos característicos apresentados num histogra‑
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ma, ou mesmo mascarados por este. Por exemplo, na Figura 4.11 

apresenta‑se uma situação em que o histograma apresenta duas mo‑

das, cuja origem pode ser facilmente escrutinada através da análise 

do respectivo gráfico de tendências. Por outro lado, na Figura 4.12 

são apresentadas duas situações em que os histogramas apresentam 

níveis de tendência central e dispersão semelhantes, mas em que os 

dados são oriundos de processos com padrões temporais de varia

bilidade marcadamente distintos.

Por vezes, nos gráficos de tendências aparece também uma linha 

horizontal representando a média (ou a mediana) global dos dados 

em análise, a qual visa facilitar a identificação de eventuais padrões 

de variação presentes.

Figura 4.11. Exemplo de um conjunto de dados que origina um histograma com duas 
modas (a). Da análise do gráfico de tendências (b), é possível de identificar claramente 
a sua origem (uma alteração processual abrupta).
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Figura 4.12. Dois conjuntos de dados com histogramas apresentando tendências 
centrais e níveis de dispersão idênticos, mas oriundos de processos com características 
dinâmicas completamente distintas: no caso a) e b) o processo é estacionário, enquanto 
no caso c) e d) apresenta uma tendência de subida.

4.6. Analisando associações entre variáveis

As ferramentas apresentadas nas secções anteriores destinam

‑se a caracterizar variáveis individuais de uma forma isolada, no 

que respeita a vários aspectos da sua variabilidade. Para variáveis 

quantitativas, estes aspectos passam frequentemente pela análise da 

tendência central dos dados, sua dispersão, forma da distribuição 

e padrão de variação ao longo do tempo. No entanto, o número de 

medições recolhidas simultaneamente para a mesma entidade em 

análise é, frequentemente, superior a um. Por outras palavras, cada 

observação de uma tal amostra é caracterizada por várias grande‑

zas recolhidas. Por exemplo, num inquérito pode‑se registar, para 

cada pessoa inquirida, o seu sexo, idade, altura, peso, etc. Amostras 

deste tipo designam‑se por amostras multivariáveis (ou multivaria‑
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das, como já referido), em oposição às amostras univariáveis onde 

se recolhem valores relativos a apenas uma variável. As amostras 

multivariáveis são tipicamente organizadas numa tabela, em que as 

variáveis medidas aparecem em colunas diferentes e as entidades 

analisadas em linhas distintas. Assim, em cada linha figuram os 

valores recolhidos para as várias grandezas, relativos a uma mesma 

entidade em análise ou instante de amostragem. Nestas condições, 

a variabilidade a descrever passa não só pelo comportamento in‑

dividual dos dados relativos a cada grandeza medida, mas também 

pela existência de eventuais associações entre as grandezas. Podendo 

existir associações interessantes entre duas, três ou mais variáveis, 

as metodologias de análise exploratória de dados concentram‑se 

essencialmente, numa fase inicial, na análise de associações entre 

pares de variáveis. Neste sentido, os gráficos de dispersão e algumas 

medidas de associação (estatísticas) são frequentemente utilizadas, 

como a seguir se descreve.

4.6.1. Diagrama de dispersão

A forma mais simples e directa para inspeccionar a existência de 

uma possível associação entre pares de variáveis consiste em repre‑

sentar cada observação (linha da tabela de dados), como um ponto 

num gráfico com dois eixos ortogonais: no eixo dos XX’ (abcissas) 

figura uma variável e no dos YY’s (ordenadas) a outra. Cada ponto 

representado resulta assim da intercepção da linha vertical que passa 

sobre o valor da variável representada no eixo das abcissas, com 

a linha horizontal que passa sobre o respectivo valor da variável 

representada no eixo das ordenadas (Figura 4.13). Repetindo este 

procedimento para todas as observações, obtém‑se o diagrama de 

dispersão ou diagrama (x,y) para as variáveis em causa.
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Figura 4.13. Construção de um diagrama de dispersão.

Analisando os padrões de distribuição dos pontos num diagrama 

de dispersão, é possível adquirir rapidamente uma ideia sobre a 

existência ou não de uma possível associação entre variáveis, sua 

intensidade e forma. Na Figura 4.14 apresentam‑se diversas situa‑

ções correspondentes a vários padrões de dispersão possíveis. Em 

(a) aparece representado um exemplo de uma associação positiva 

entre variáveis (quando uma variável aumenta de intensidade, a ou‑

tra também o faz) e em (b) uma associação negativa (um aumento 

numa variável é acompanhado por um decréscimo na outra). Já o 

exemplo (c) ilustra uma situação em que não há um padrão de as‑

sociação evidente entre as duas variáveis, enquanto que (d) reporta 

a existência de uma associação clara, mas do tipo não‑linear (ao 

contrário das duas primeiras que eram do tipo linear, embora com 

tendências de variação opostas).
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Figura 4.14. Gráficos de dispersão para diferentes tipos de associação entre variáveis:  
a) associação positiva (quando uma variável aumenta de valor a outra também);  
b) associação negativa (quando uma variável aumenta de valor a outra diminui);  
c) ausência de uma relação aparente entre as variáveis em análise; d) relação não‑linear 
entre as variáveis.

Eventuais pontos desviantes, que fogem do padrão dominante de 

variabilidade exibido pela nuvem de pontos, são também facilmente 

detectados neste tipo de gráficos. Esta forma rápida de análise de 

eventuais associações entre pares de variáveis através de gráficos de 

dispersão, pode ser estendida a conjuntos de variáveis de dimensão 

limitada (usualmente envolvendo menos de 20 variáveis), através das 

chamadas matrizes de diagramas de dispersão. Nestas matrizes de 

gráficos, apresenta‑se na célula localizada na linha i e coluna j, o 

diagrama de dispersão entre as variáveis com índices i e j, em que 

a variável i aparece no eixo dos YY’ e a variável j no eixo dos XX’. 

Assim, a representação posicionada na linha i e coluna j, envolve as 

mesmas variáveis que aquela da linha j e coluna i, mas ocupando as 

variáveis posições distintas nos dois eixos ortogonais. Na diagonal 
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desta matriz (posições i,i) aparecem por vezes o nome das variá‑

veis em causa e/ou o seu histograma. O exemplo seguinte ilustra a 

aplicação de uma representação deste tipo.

Exemplo: Análise do calor libertado na aplicação de cimento 

O seguinte conjunto de dados é relativo a medições efectuadas 

para a quantidade de calor libertada (cal/g) no período correspon‑

dente aos primeiros 180 dias após a aplicação de cimento. Este valor 

foi registado para 13 formulações de cimento, tendo‑se também reco‑

lhido a respectiva composição (em percentagem mássica) dos vários 

componentes que integram a mistura, as quais foram obtidas por 

análise química (Tabela 4.4, trata‑se do conjunto de dados de Hald). 

Tabela 4.4. Dados para a composição do cimento (em percentagem mássica para cada 
componente) e respectivo calor liberado nos primeiros 180 dias (cal/g). 

Para analisar a existência de possíveis relações entre as variá‑

veis envolvidas, construiu‑se a matriz de gráficos de dispersão, a 

qual possibilita uma rápida visualização dos padrões de associação 

existentes entre todos os pares de variáveis envolvidas. Da análise 

deste gráfico (Figura 4.15), pode‑se verificar que diversas compo‑

sições estão associadas entre si, como é o caso das percentagens 
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de 3CaO.SiO2 e 2CaO.SiO2, enquanto que outras não apresentam 

nenhuma relação aparente, como acontece com 4CaO.Al2O3.Fe2O3 

e 2CaO.SiO2. Pode‑se ainda observar que existe alguma relação 

entre a percentagem de alguns compostos e o calor libertado, no‑

meadamente para 3CaO.SiO2, 3CaO.Al2O3 e 2CaO.SiO2, o que pode 

ser indicativo de que é possível construir um modelo para prever a 

quantidade de calor libertado, a partir da composição do cimento. 

Todas as associações relevantes observadas são essencialmente do 

tipo linear. Na verdade é de facto possível construir um modelo com 

uma elevada capacidade de ajuste, envolvendo somente duas destas 

variáveis. Mais à frente será apresentada a metodologia de regressão 

linear que permite construir modelos deste tipo (secção 5.4). 

Figura 4.15. Matriz de gráficos de dispersão para o exemplo dos dados da aplicação de 
cimento (Minitab: Graph > Matrix Plot).

Note‑se no entanto que a observação de uma associação entre 

variáveis, não significa que uma relação causa‑efeito exista entre am‑

bas. Por exemplo, por existir uma associação negativa entre o volume 

de facturação em vendas de gelados e em vendas de guarda‑chuvas 
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num supermercado, não significa que retirando os guarda‑chuvas dos 

stocks de inverno se passe a vender mais gelados… Esta associação 

existe de facto, mas deve‑se à influência de um terceiro factor que 

a induz, nomeadamente o clima associado às várias estações do 

ano. Para avaliar, de forma conclusiva, a existência de causalidade, 

é necessário recorrer a um planeamento estatístico de experiências 

(Capítulo 6), onde manipulando de forma controlada alguns factores, 

se verifica a existência (ou não) de possíveis efeitos nas variáveis de 

saída. Alternativamente, pode existir um conhecimento aprofundado 

dos fenómenos em curso num processo, que permita ao analista 

interpretar a natureza causal das associações. 

Na análise de diagramas de dispersão deve‑se ter algum cuida‑

do com a eventual sobre‑interpretação de tendências, quando as 

amostras são de dimensão reduzida. Na verdade, nestas condições 

é relativamente fácil obter alinhamentos aleatórios de pontos que 

indiciem uma certa tendência, mesmo quando não existe qualquer 

relação entre as variáveis. A mente humana é de facto muito perspi‑

caz na detecção de padrões, mas eles não têm de significar sempre 

algo de profundo e sistemático ... 

4.6.2. Medidas de associação

De entre as medidas de associação para pares de variáveis quanti‑

tativas, a mais popular é o coeficiente de correlação linear de Pearson, 

XYr . Esta grandeza avalia o grau de aderência de uma associação entre 

duas variáveis a uma linha, e assume valores que variam entre ‑1 e 1. 
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Pares de variáveis cujo comportamento seja quase idêntico a 

uma recta, terão um coeficiente de correlação próximo de 1 (se a 

associação for positiva, como na Figura 4.14.a, onde 0,88XYr = ) ou 

de ‑1 (se a associação for negativa, Figura 4.14.b, 0,83XYr = − ). Se 

não existir uma associação linear relevante entre as variáveis em 

análise, o coeficiente de regressão linear de Pearson terá um valor 

próximo de zero (Figura 4.14.c, 0,15XYr = ). Neste sentido, esta 

grandeza só deverá ser usada para caracterizar associações que, 

após uma prévia inspecção visual do respectivo diagrama de disper‑

são, aparentem ser do tipo linear, independentemente de poderem 

apresentar níveis distintos de dispersão em torno de uma possível 

recta. No MINITAB, o coeficiente de correlação linear de Pearson 

pode ser calculado usando a seguinte sequência de menus: Minitab: 

Stat > Basic Statistics > Correlation. 

Quando a relação entre variáveis é do tipo não‑linear, o coeficien‑

te de regressão linear de Pearson não é adequado para descrever o 

nível de associação existente. Nestas condições, métodos alternati‑

vos deverão ser adoptados, um dos quais será apresentado mais à 

frente neste livro: o coeficiente de correlação ordinal de Spearman 

(secção 5.3.5.3.2).
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C a p í t u l o  5  –  A n á l i s e :  m e t o d o l o g i a s

d e  a n á l i s e  c o n f i r m a t ó r i a

o u  i n f e r ê n c i a  e s t a t í s t i c a

5.1. Introdução 

O seguimento natural da análise exploratória dos dados recolhi‑

dos do processo, passa por confirmar ou refutar as teorias e conjec‑

turas formuladas nessa fase, através de uma análise confirmatória. 

Por vezes, a evidência observada na análise exploratória ou descritiva 

dos dados é de tal forma clara, que esta fase confirmatória não é 

absolutamente necessária. No entanto, a presença de variabilidade e 

incerteza nos dados recolhidos, bem como a existência frequente de 

amostras de pequena dimensão, criam o cenário para o uso destes 

métodos, dada a capacidade que estes apresentam para incorporar 

aqueles elementos explicitamente na análise, algo que um analista, 

mesmo experiente, dificilmente conseguirá reproduzir com igual 

eficácia usando somente ferramentas de estatística descritiva.

Neste sentido, introduzem‑se neste capítulo de uma forma com‑

pacta os elementos teóricos fundamentais para uma correcta inter‑

pretação e uso das ferramentas de análise de dados pertencentes 

ao domínio da análise confirmatória ou inferência estatística. Faz‑se 

referência ao conceito de probabilidade na descrição de fenómenos 

aleatórios e como estes podem ser descritos em situações reais, 

recorrendo a funções específicas para o efeito (funções de pro‑

babilidade para variáveis aleatórias discretas e funções densidade 
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de probabilidade para variáveis aleatórias contínuas). De seguida, 

abordam‑se sumariamente algumas das principais representantes 

deste tipo de funções e descrevem‑se as suas propriedades fun‑

damentais (Secção  5.2.2), após o que se apresenta um resultado 

da maior importância em estatística: o Teorema do Limite Central 

(Secção 5.2.3). Neste ponto, interpreta‑se o conteúdo deste teorema 

e exploram‑se as respectivas consequências, nomeadamente ao nível 

da utilização das ferramentas de inferência estatística, as quais reque‑

rem frequentemente a especificação de uma função que descreva o 

comportamento probabilístico do processo subjacente à geração dos 

dados a analisar. Segue‑se então a apresentação de metodologias de 

utilização recorrente em projectos de resolução de problemas e de 

melhoria de processos, nomeadamente aquelas relativas à estimação 

de grandezas processuais (Secções 5.3.2 e 5.3.3), teste de hipóteses 

paramétricos (Secção 5.3.4), teste de hipóteses não‑paramétricos 

(Secção 5.3.5) e, finalmente, de regressão linear (simples e múltipla; 

Secção 5.4).

5.2. Conceitos preliminares de inferência estatística

O ponto de partida da fase de análise é o estudo de uma ou 

várias amostras retiradas do processo. Uma amostra consiste num 

subconjunto dos valores possíveis de serem recolhidos do processo 

ou população em análise. No caso de se tratar de uma amostra ale‑

atória, como é prática corrente nos processos de recolha e condição 

usualmente assumida na fase de análise, em cada estágio de recolha 

de dados este conjunto de valores poderá ser distinto, reflectindo a 

natureza do mecanismo aleatório que os gera e que é o alvo do nosso 

interesse. De facto, após uma fase preliminar e muito importante 

de análise dos dados contidos na amostra no sentido de recolher 

informação básica sobre a variabilidade do processo e identificar os 
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padrões sistemáticos mais notórios, dirige‑se agora o foco da análise 

para o processo/população que gerou os dados, no sentido de infe‑

rir, de uma forma mais concreta, certos aspectos do seu todo. Estes 

aspectos podem ser parcialmente acedidos usando a informação 

limitada contida na amostra, embora sempre com alguma incerteza 

associada, uma vez que a amostra consiste apenas na manifestação 

“visível” de uma pequena parte do processo/população em estudo. 

No entanto, se a amostra é retirada observando todos os aspectos 

que garantem a sua representatividade para descrever o processo 

em questão, os seus valores podem ser usados para tecer inferências 

muito úteis sobre a natureza dos processos e populações em estudo 

e assim apoiar a tomada de decisões em ambientes onde a variabili‑

dade e incerteza são componentes inerentes e incontornáveis. É este, 

de facto, o objectivo fundamental das metodologias de inferência 

estatística abordadas na Secção 5.3. No entanto, para percorrer o 

caminho “da amostra à população” é necessário compreender pri‑

meiro como é que estes dois aspectos estão relacionados. Para tal, 

começa‑se por abordar brevemente os elementos conceptuais que 

permitem descrever, de uma forma sistemática coerente e quantita‑

tiva, a variabilidade dos valores passíveis de serem obtidos numa 

amostra aleatória do processo. 

É neste ponto que a teoria da probabilidade dá um contributo 

importante para a compreensão dos fenómenos onde o aleatório e 

o imprevisível estão presentes, nomeadamente fornecendo modelos 

matemáticos para os descrever de forma adequada. Estes modelos ou 

funções permitem calcular a probabilidade associada à obtenção de 

determinados conjuntos de valores nas amostras, provenientes dos 

processos ou populações em estudo. Por exemplo, na inspecção de 

peças contidas num lote de material produzido numa linha de fabri‑

co, onde estas são seleccionadas aleatoriamente e analisadas quanto à 

ocorrência de não‑conformidades, o “número de não‑conformidades 

detectadas” em cada conjunto de peças analisado é algo que não 
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pode ser conhecido a priori. Diz‑se, por esta razão, que se trata de 

uma variável aleatória. O modelo ou função que descreve o compor‑

tamento desta variável aleatória, permite o cálculo da probabilidade 

associada a todos os acontecimentos possíveis da experiência assim 

realizada (neste caso, a experiência é a inspecção de um conjunto 

peças recolhidas aleatoriamente de um lote, no sentido de apurar o 

número de não‑conformidades). A especificação da probabilidade 

associada a todos os resultados possíveis de uma experiência aleató‑

ria, traduz a forma mais completa de definir o conhecimento que se 

pode ter sobre ela. Tratam‑se pois dos elementos construtivos sobre 

os quais está alicerçada a inferência estatística, os quais permitirão 

inferir aspectos do todo da população, conhecendo a forma como 

a amostra pode ser obtida desta.

Por “probabilidade”, entende‑se (e obviando uma discussão mais 

profunda sobre os seus vários aspectos, definições e interpretações 

deste termo) uma medida da plausibilidade, credibilidade ou grau 

de certeza, associada a um dado resultado. A probabilidade de qual‑

quer acontecimento, A, traduz‑se por um número que varia entre 0 

(acontecimento impossível) e 1 (acontecimento certo), ( )0 1P A≤ ≤ , 

com a propriedade de, se A e B constituírem dois acontecimentos 

incompatíveis ou mutuamente exclusivos (i.e., se a sua intercepção 

for o conjunto vazio, A B∩ =∅ ), então a probabilidade de acontecer 

A ou B é dada pela soma das respectivas propriedades associadas 

a cada um, individualmente, ( ) ( ) ( )P A B P A P B∪ = + . Por vezes 

este número aparece também expresso em percentagem, variando 

neste caso entre 0 e 100%. 

Existem dois tipos de funções ou modelos usados para descrever 

o comportamento aleatório (ou probabilístico) das variáveis aleató‑

rias, sendo um dirigido para variáveis aleatórias discretas e outro 

para variáveis aleatórias contínuas. As funções ou modelos utilizadas 

para descrever o comportamento aleatório de variáveis discretas, 

designam‑se funções de probabilidade, enquanto que aquelas dirigi‑
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das para variáveis contínuas, têm o nome de funções densidade de 

probabilidade. Designações alternativas, usadas num sentido mais 

lato e de forma indiferenciada para ambos os casos, são a de distri‑

buição de probabilidade ou lei de probabilidade, devendo estar claro 

do contexto, qual a real natureza da variável a que se referem.

Uma função de probabilidade, ( )p x , indica a probabilidade as‑

sociada a cada valor possível que a variável aleatória discreta pode 

tomar, ix :

	 ( ) ( )i ip x P x x= = 	 (5.1)

Podem por isso ser interpretadas como uma série de colunas ou 

de picos num gráfico em que no eixo dos XX’ figuram os valores 

possíveis da variável aleatória X, designados genericamente por x, 

cuja altura indica a probabilidade que lhes está associada (na nota‑

ção mais corrente, a variável aleatória é referida usando uma letra 

maiúscula, e os seus valores possíveis, ainda que não especificados, 

pela mesma letra minúscula). Uma função densidade de probabilida‑

de, ( )f x , por outro lado, é definida de tal forma que a área abaixo 

dela entre dois valores da variável aleatória contínua, digamos a e b, 

corresponde à probabilidade da variável assumir um valor entre a e 

b. Em termos matemáticos tal traduz‑se pela seguinte expressão:

	 ( ) ( )
b

a
P a x b f x dx≤ ≤ = ∫ 	 (5.2)

Analisando a equação (5.2), verifica‑se que ( )f x  representa uma 

probabilidade por “unidade de x”, i.e., a densidade de probabili‑

dade concentrada entre x e x dx+ , não se tratando, portanto, de 

valores efectivos de probabilidade. Para os obter, a função deve ser 

integrada entre dois limites, do que resultará a probabilidade asso‑

ciada ao correspondente intervalo. Na Figura 5.1 ilustra‑se o cálculo 

de probabilidades associadas a acontecimentos usando funções de 
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probabilidade (Figura 5.1.a) e funções densidade de probabilidade 

(Figura 5.1.b).

Figura 5.1. Exemplo do cálculo associado a um acontecimento, aqui designado por 
“A”, no caso de (a) uma variável aleatória discreta (recorrendo a uma função de 
probabilidade) e de (b) uma variável contínua (usando uma função densidade de 
probabilidade).

Uma outra função relacionada com estas é a função de probabili‑

dade acumulada, ( )XF x , definida por ( ) ( )XF x P X x= ≤ , também 

conhecida como “função distribuição de probabilidade”. Trata‑se de 

uma função não decrescente, cujos valores variam também entre 0 e 1.

5.2.1. Breve referência a algumas funções de probabilidade 

Referem‑se nesta secção, algumas das funções de probabilidade 

de uso mais frequente no contexto das metodologias de inferência 

estatística.

Distribuição Binomial

Um dos processos aleatórios mais simples consiste na contagem 

do número de vezes que um resultado, entre dois possíveis, sucede 

numa série de experiências idênticas e realizadas de uma forma 
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independente entre si. Como exemplos, podem‑se referir: o núme‑

ro de vezes que sai “cara” numa sequência de 10 lançamentos de 

uma moeda ao ar ou o número de peças defeituosas numa amostra 

contendo 20 unidades retiradas aleatoriamente de um lote com um 

grande número de peças. Estes exemplos têm em comum as seguin‑

tes características:

i) A cada experiência realizada (por exemplo, a cada lançamento 

da moeda ao ar, ou a cada teste efectuado a uma peça da 

amostra), corresponde apenas um de entre dois resultados 

possíveis (cara/coroa, com defeito/sem defeito);

ii) A probabilidade de ocorrência de cada resultado mantém‑se 

inalterada de experiência para experiência;

iii) Os resultados associados a cada experiência são indepen‑

dentes, ou seja, o facto de se ter obtido um dado resultado 

numa experiência, não condiciona, de qualquer forma, os 

resultados futuros, nem foi ele próprio condicionado pelos 

resultados anteriores.

Experiências aleatórias onde estas três condições são observadas, 

designam‑se por experiências (ou provas) de Bernoulli. A função de 

probabilidade que descreve a probabilidade associada ao número de 

vezes que um dos dois estados possíveis da variável dicotómica é 

verificado, usualmente designado por número de “sucessos”, numa 

sucessão de n experiências sucessivas, é a distribuição Binomial (su‑

cesso é um termo utilizado apenas para traduzir um dos resultados 

possíveis; por exemplo, pode‑se definir sucesso como sair “cara”, ou 

retirar uma peça com “defeito”). A sua expressão matemática é:

	 ( )
, 0,1,2, ,

0, outros 

x n xn
p q x n

P x x
x

− 
⋅ ⋅ = =  





	 (5.3)
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onde p designa a probabilidade associada a um dado número de 

sucessos, x, (logo 0 1p< < ) e 1q p= − .

A distribuição Binomial possui dois parâmetros, n e p (q não é 

incluído neste conjunto, uma vez que pode ser obtido directamente 

de p, dado que 1q p= − ). A tendência central e dispersão desta 

função podem ser caracterizadas pela média populacional, µ , e va‑

riância populacional, 2σ , respectivamente. A primeira caracteriza a 

sua tendência central, correspondendo ao seu “centro de gravidade”, 

enquanto a segunda fornece uma medida da sua dispersão. Estas 

grandezas são designadas por parâmetros populacionais e caracte‑

rizam as funções distribuição de probabilidade de variáveis aleató‑

rias, à semelhança das estatísticas de localização e dispersão que 

caracterizavam os valores de uma amostra. No caso da distribuição 

Binomial, os parâmetros populacionais µ  e 2σ  são dados por: 

	 n pµ = ⋅ 	 (5.4)

	 2 n p qσ = ⋅ ⋅ 	 (5.5)

Na Figura 5.2 apresenta‑se a forma da distribuição Binomial para 

dois conjuntos de parâmetros. 

Figura 5.2. Distribuição Binomial: a) n=5; p=0,2; b) n=50; p=0,2.
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Distribuição de Poisson

Esta distribuição aplica‑se a situações envolvendo processos de 

contagem de ocorrências raras (por exemplo defeitos), cuja probabi‑

lidade associada é portanto baixa, mas o número de oportunidades 

onde tais ocorrências podem ter lugar é muito elevado. Um exemplo 

é o número de pessoas que acedem a um dado site da internet num 

dia (só uma pequena fracção de pessoas acederá, mas o número de 

pessoas que potencialmente o pode fazer é muito elevado). Esta dis‑

tribuição pode ser considerada como um caso limite da distribuição 

Binomial, quando o número de experiências, n, tende para infinito 

mas o número médio de sucessos (np) se mantém constante (nestas 

condições, p deve necessariamente decrescer). Como na distribuição 

Binomial, também aqui existe o pressuposto segundo o qual todas 

as ocorrências são igualmente prováveis (ou seja, no exemplo da 

internet, todas as pessoas teriam a priori a mesma probabilidade 

de aceder ao site, algo que não é necessariamente verdadeiro fruto 

dos interesses e das actividades de cada pessoa). Outros exemplos 

onde esta distribuição é útil incluem processos de contagem de 

defeitos (por exemplo em pinturas de automóveis, fios de cobre, 

folhas de papel, etc.), acidentes de trabalho, reclamações, fluxos de 

automóveis em portagens, etc.

Uma diferença fundamental entre as condições de aplicação da 

distribuição de Poisson e da distribuição Binomial, é a seguinte: 

enquanto na distribuição Binomial é sempre possível e realizável 

contar o número de “sucessos” e “insucessos”, no caso distribuição de 

Poisson, o número de vezes em que o designado sucesso não ocorre é 

impossível ou impraticável de ser quantificado (seria impossível saber 

exactamente quanto pessoas não acederam ao site num dia, ou quan‑

tos acidentes deixaram de suceder numa dado local e período de tem‑

po). Assim, quando em dúvida entre usar uma ou outra distribuição 

como suporte para a análise de dados, uma questão clarificadora será: 

“podemos contar o número de insucessos ou de não ocorrências?”.
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A expressão matemática para a distribuição de Poisson, é a seguinte:

	 ( )
!

xeP x
x

µ µ− ⋅
= 	 (5.6)

O único parâmetro da distribuição, μ, representa a taxa média de 

ocorrências, ou seja, o número médio de ocorrências por unidade da 

quantidade em análise (tempo, área, comprimento, etc., conforme a 

aplicação em que o processo de contagem decorre). Assim, se esta 

base de contagem variar, o parâmetro deve ser concomitantemente 

ajustado. Por exemplo, se a taxa média de avarias de uma máquina 

é de uma vez por mês ( 1µ = ), esta passará a ser de 12 se o período 

de análise for de um ano ( 12µ = ). A média e variância populacionais 

para a distribuição de Poisson correspondem ambas ao parâmetro 

µ  da equação (5.6).

Na Figura 5.3, apresenta‑se a distribuição de Poisson para dois 

conjuntos de parâmetros. 

Figura 5.3. Distribuição de Poisson para : a) μ=5; b) μ=50.
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5.2.2. Breve referência a algumas funções  

densidade de probabilidade

Faz‑se agora alusão às funções densidade de probabilidade mais 

utilizadas na implementação de metodologias de inferência esta‑

tística, começando com a distribuição Normal, a mais conhecida e 

importante das distribuições contínuas.

A importância da distribuição Normal advém da sua utilidade 

numa ampla variedade de contextos e aplicações. De facto, muitos 

processos geram dados que são descritos com boa aproximação 

por esta distribuição (muitas vezes designada por “lei”, dada a sua 

presença ubíqua em muitas aplicações), e mesmo naqueles onde tal 

não sucede, as respectivas médias amostrais tenderão a seguir uma 

distribuição Normal para dimensões de amostras suficientemente 

elevadas (um resultado decorrente do Teorema do Limite Central, 

abordado mais à frente nesta secção). É também uma distribuição 

limite para a qual muitas outras convergem, à medida que alguns 

dos seus parâmetros e/ou graus de liberdade aumentam (usualmente 

associados à dimensão das amostras cujo comportamento pretendem 

descrever), como acontece com as distribuições Binomial (quando 

n aumenta), Poisson (quando μ aumenta) e qui‑quadrado (quando 

o número de graus de liberdade, ν, aumenta).

A distribuição Normal é uma distribuição simétrica relativamente 

à sua média (i.e., a parte à direita da média corresponde à imagem 

num espelho da parte à esquerda da média), com a seguinte ex‑

pressão matemática:

	 ( )
21

21
2

x

f x e
µ

σ

σ π

− −  
 = 	 (5.7)

Os seus parâmetros coincidem com a respectiva média popu‑

lacional, μ, e desvio padrão populacional, σ, e a variável aleatória 

pode variar entre −∞  e +∞  (que é aliás uma das razões pela qual 
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esta distribuição nunca é rigorosamente seguida). É por isso muitas 

vezes referida simplesmente como, ( ),N µ σ . A média populacional 

define a localização da tendência central da distribuição no eixo 

real, enquanto o seu desvio padrão define a magnitude da sua dis‑

persão. No caso da distribuição Normal, o desvio padrão tem uma 

interpretação simples, dada através da probabilidade da variável 

aleatória estar contida em intervalos do tipo kµ σ± :

• 68,26% para o intervalo µ σ± ;

• 95,46% para o intervalo 2µ σ± ;

• 99,73% para o intervalo 3µ σ± .

Por ser uma distribuição simétrica, a sua média populacional 

coincide com a sua moda (ou seja, o seu valor mais provável) e com 

a sua mediana (i.e., o percentil 50%).

A distribuição Normal é frequentemente utilizada na sua forma 

padronizada, i.e., com média populacional nula e desvio padrão 

unitário, ( )0,1N . A razão para tal é puramente de natureza prá‑

tica e advém do facto de qualquer outra distribuição Normal com 

diferentes parâmetros μ e σ, poder ser facilmente convertida na 

distribuição Normal padronizada, usando a seguinte mudança de 

variável:

	
xz µ
σ
−

= 	 (5.8)

Com esta transformação, é possível consultar tabelas de valores 

que permitem determinar a probabilidade acumulada para um con‑

junto de valores particulares de z, obtendo‑se assim indirectamente 

aquela correspondente a um dado x. Esta prática era muito útil antes 

do advento das ferramentas computacionais que permitem, hoje em 

dia, calcular directamente as probabilidades associadas a qualquer 

distribuição Normal, entre quaisquer limites. 



121

Alguns valores de z são particularmente referidos com mais fre‑

quência em aplicações (os quais podem depois ser convertidos nas 

unidades em questão, usando a transformação inversa de variáveis, 

x z σ µ= ⋅ + ). Um exemplo, são os valores de z tais que a probabi‑

lidade da variável aleatória lhes ser superior, é pré‑definida e toma 

valores específicos de α (por exemplo α = 0,025, 0,05; ... ): define

‑se zα  como sendo aquele valor de z tal que a probabilidade à sua 

direita é, precisamente, α, i.e., ( ): Prz z Z zα α= > =  (Figura 5.4).3 

Por outras palavras, zα é o percentil ( )1 100%α− ×  da função de 

probabilidade acumulada Normal padronizada. 

Figura 5.4. Definição do ponto zα  para uma distribuição Normal padronizada.

De notar que o ponto que à sua direita contempla uma proba‑

bilidade α corresponde àquele que à sua esquerda tem uma pro‑

babilidade 1 α− . Uma vez que a distribuição Normal é simétrica 

relativamente à origem, tem‑se que o percentil 100%α ×  corresponde 

a: 1z zα α− = − .

3 Esta convenção será usada, de forma uniforme, para todas as outras dis‑
tribuições, como por exemplo a t de Student com ν graus de liberdade, ,tα ν , a 
qui‑quadrado com ν graus de liberdade, ,α νχ , e a distribuição F com ν1 e ν2 graus 
de liberdade, 

1 2, ,Fα ν ν .
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Outras funções surgem também no contexto de aplicações de infe‑

rência estatística (nomeadamente no estabelecimento de intervalos de 

confiança e no teste de hipóteses), envolvendo estatísticas calculadas 

a partir de amostras provenientes de populações normais, como a 

média amostral e a variância amostral. Estas distribuições são por 

isso frequentemente designadas por “distribuições amostrais” das 

correspondentes estatísticas e aparecem sumariamente descritas na 

Tabela 5.1, onde também se indica as suas características essenciais, 

como o domínio, a simetria e respectivos parâmetros. 

Distribuição
Domínio da

variável
aleatória

Simetria Descrição Parâmetros

Normal, N –∞<x<+∞ Simétrica Distribuição usada
para descrever o
comportamento
de médias e outras
estatísticas

μ, σ2 (média e
variância populacionais)

T de Student, T –∞<x<+∞ Simétrica Distribuição usada
para descrever o
comportamento
de médias em
populações
normais

ν (número de graus de
liberdade)

Qui‑quadrado, χ2 x≥0 Assimétrica
à direita
(simetria
positiva)

Distribuição usada
para descrever o
comportamento da
variância amostral
em populações
normais

ν (número de graus de
liberdade)

F (de Snedcor), F x≥0 Assimétrica
à direita
(simetria
positiva)

Distribuição usada
para descrever o
comportamento
da razão entre duas
variâncias amostrais
de populações normais

ν1, ν2 (número de graus
de liberdade associados
ao numerador e
denominador, resp.)

Tabela 5.1. Tabela resumo das principais distribuições amostrais contínuas.

A determinação dos pontos percentuais correspondentes a um 

determinado valor de probabilidade α, era, como já referido, uma 

tarefa que envolvia a consulta de tabelas estatísticas. Hoje em dia, 

esta tarefa é bastante facilitada com o recurso a software estatístico, 

o qual permite calcular, de uma forma expedita, diversas quantida‑

des envolvendo funções de probabilidade e funções densidade de 

probabilidade (Figura 5.5).
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Figura 5.5. Exemplificação do cálculo de diversas grandezas relacionadas com 
distribuições (neste caso a distribuição F) usando software estatístico (Minitab: 
Calc>Probability distributions).

5.2.3. O Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central constitui um resultado da maior 

importância na medida em que permite generalizar significativamente 

o uso de ferramentas estatísticas, independentemente da natureza 

da distribuição dos dados. O seu grande impacto está portanto na 

utilidade que se pode fazer da sua tese e é pois por isso relevante 

e oportuno perceber o seu alcance. 

O seu enunciado basicamente refere que “a soma ou média dos 

valores recolhidos numa amostra aleatória, proveniente de uma qual‑

quer população com uma distribuição passível de ser encontrada na 

prática (nomeadamente, com variância finita), tende a seguir uma 

distribuição Normal. Quanto maior for a dimensão da amostra, mais 

próxima a distribuição da soma ou da média dos seus valores, estará 

de uma distribuição Normal.”
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Com este resultado pode‑se estender o âmbito de aplicações 

de metodologias estatísticas desenvolvidas para dados provenien‑

tes de populações normais a situações mais gerais, contemplando 

distribuições não‑normais, desde que se utilize para tal médias de 

valores recolhidos aleatoriamente e correspondentes a amostras de 

dimensão “suficientemente elevada”. O significado de uma amostra 

de dimensão “suficientemente elevada” é no entanto dependente 

do contexto, nomeadamente do grau de não‑normalidade que a 

distribuição original apresenta. Por exemplo, se para distribuições 

simétricas 5‑10 observações podem ser suficientes para atingir, com 

boa aproximação, a convergência para a distribuição Normal, já para 

distribuições altamente assimétricas ou multimodais este número 

pode crescer (por exemplo para 20‑30 observações, embora usual‑

mente um número consideravelmente inferior seja suficiente para 

atingir uma convergência adequada).

Por outro lado, o Teorema do Limite Central permite também 

justificar o facto de distribuições amostrais que envolvam a soma de 

contribuições aleatórias na composição da sua estatística, convergi‑

rem para a distribuição Normal, como sucede, por exemplo, com as 

distribuições Binomial, Poisson e Qui‑Quadrado. A título ilustrativo 

considere‑se, por exemplo, a situação apresentada na Figura 5.6, 

onde se pode comprovar este facto para a distribuição Binomial, 

não obstante a sua natureza discreta. Assim, nas condições em que 

esta aproximação é aceitável ( 20n > , 7np > e ( )1 7n p− > ), pode‑se 

usar a distribuição Normal em lugar da distribuição Binomial para 

conduzir, com boa aproximação, a análise em causa. 
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Figura 5.6. Histogramas para os resultados do cálculo da proporção Binomial amostral, 
quando se geram 5000 amostras aleatórias de uma distribuição Binomial com 
dimensões de 5, 10, 20 e 50. O tracejado vertical indica a localização da verdadeira 
proporção populacional (0,1). Pode‑se verificar que, à medida que a dimensão da 
amostra aumenta, a forma da distribuição da estatística tende a ser mais simétrica e 
próxima de uma distribuição Normal. 

5.3. Inferência Estatística

Com as ferramentas de inferência estatística procura‑se retirar 

conclusões ou formular juízos mais rigorosos acerca de caracterís‑

ticas do todo da população, com base nos valores de uma amostra 

recolhida da mesma, de uma forma adequada (o que usualmente 

significa tratar‑se de uma amostra aleatória). Inserem‑se pois num 

âmbito distinto daquele definido para as ferramentas de estatísti‑

ca descritiva ou análise exploratória de dados, as quais procuram 

fornecer, de uma forma visual, tabular ou numérica, informações 

claras sobre os aspectos essenciais e relevantes da variabilidade do 
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processo, sem que haja nessa fase a preocupação em retirar conclu‑

sões definitivas – tal já não sucede com as ferramentas de inferência 

estatística. A flexibilidade na adopção de várias metodologias de 

visualização e sistematização de dados usadas em estatística des‑

critiva, dá agora lugar a uma selecção mais restrita e formal das 

ferramentas adequadas para conduzir, com o rigor necessário, a 

análise confirmatória pretendida.

Apesar de, por vezes, os padrões identificados numa análise de 

estatística descritiva serem de tal forma claros que tornam redundan‑

te a condução de uma análise confirmatória subsequente no âmbito 

da inferência estatística, há frequentemente situações onde tal não 

sucede. Por exemplo, por vezes as conclusões não são óbvias da 

observação de representações gráficas ou tabelas, devido à presença 

de variabilidade ou ao facto das amostras em causa serem de pe‑

quena dimensão, situação em que a intuição humana nem sempre 

(ou quase nunca...) tem um mecanismo suficientemente desenvolvi‑

do para aceder à significância dos padrões observados nos dados, 

sobrevalorizando os que eventualmente sejam reconhecidos, apesar 

de tal poder ser relativamente comum e passível de ser explicado 

pela acção de uma fonte de variabilidade não estruturada.

A necessidade de retirar conclusões formais a partir de uma 

amostra recolhida de uma população (chamamos população ao con‑

junto total dos dados passíveis de ser recolhidos do processo em 

estudo, e amostra a um seu subconjunto) surge não só por limi‑

tações económicas associadas aos custos envolvidos numa análise 

ou à inspecção a 100%, mas também à impossibilidade de tal ser 

feito, como acontece em processos com operações contínuas, onde 

é impossível aceder, no presente, a valores futuros, mesmo que a 

inspecção seja integral ou conduzida a 100%.

Na secção seguinte faz‑se referência aos principais tipos de pro‑

blemas que surgem no âmbito da inferência estatística, nomeada‑

mente: estimação pontual, estimação por intervalo (intervalos de 
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confiança) e teste de hipóteses. Depois, nas secções subsequentes, 

referem‑se várias ferramentas que se inserem em cada um destes 

grupos, de forma a ilustrar os objectivos que com elas se visam atin‑

gir e como tal pode ser concretizado na prática. A exposição aqui 

efectuada terá essencialmente o propósito de introduzir e descrever 

sumariamente a aplicação destas ferramentas em contextos práticos, 

nomeadamente no decurso de projectos seis sigma. Não será pois 

nem exaustiva na cobertura dos métodos disponíveis, nem será tam‑

bém efectuada com a profundidade teórica encontrada em livros de 

texto e na literatura técnica especializada. Proporciona, no entanto, 

uma visão equilibrada do papel destas ferramentas na prática, e uma 

introdução acompanhada à sua aplicação em situações concretas.

5.3.1. Tipologia dos problemas de inferência estatística

Para melhor ilustrar a tipologia diferenciada dos problemas pas‑

síveis de ser abordados por metodologias de inferência estatística, 

consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo: Ensaios de absorvência de toalhas 

O sector de desenvolvimento de produtos de uma companhia 

que comercializa toalhas, encetou esforços no sentido de melhorar 

os seus produtos. Para tal, começou por definir o que é de facto 

importante para o consumidor final, para depois desenvolver um 

teste destinado à sua quantificação (medição). A propriedade selec‑

cionada foi, neste caso, a absorvência das toalhas, definida como a 

capacidade que estas apresentam para incorporar na sua estrutura 

a água existente numa superfície com a qual contactam. Assim, esta 

companhia desenvolveu testes laboratoriais para medição da absor‑

vência, com base nos quais pretende caracterizar, quantitativamente, 

as três grades de toalhas que comercializa. 
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Os resultados obtidos para os três tipos de toalhas (ou grades) 

aparecem resumidos na tabela seguinte.

Tabela 5.2. Resultados dos testes de absorvência (em gramas), para as três grades de 
toalhas comercializadas.

Várias questões relevantes se podem colocar nesta fase, nomea

damente:

• Como caracterizar, quantitativamente, cada tipo de toalha com 

base numa só quantidade numérica?

• Qual a incerteza em que se incorre ao proceder a tal caracte‑

rização? (i.e., ao utilizar um único número para caracterizar 

o objecto de estudo, neste caso a absorvência da toalha de 

uma dada grade).

• Poderá a absorvência dos diferentes tipos de toalhas ser con‑

siderada igual?

Todas estas questões envolvem aspectos ao nível do todo da 

população de toalhas de cada tipo, e não somente da amostra reco‑

lhida. De facto, ao abordar a sua caracterização (primeira e segunda 
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questões), estaremos interessados em fazê‑lo de uma forma global 

(para cada tipo de toalhas), o mesmo acontecendo relativamente ao 

problema da eventual existência de diferenças entre as várias grades 

de toalhas (terceira questão), para o qual se pretende uma decisão 

formal, num sentido ou noutro. Analisemos agora cada questão 

individualmente.

Quanto à primeira questão, há que definir, exactamente, que 

quantidade ao nível da população dos valores de absorvência rela‑

tivos a cada grade de toalhas deverá ser usada para as caracterizar. 

Neste contexto, uma vez que se pretende, com uma só grandeza, 

caracterizar ainda que de forma parcial uma distribuição valores, 

a quantidade usualmente seleccionada para tal efeito é a média da 

população ou média populacional. Com este parâmetro populacional 

caracteriza‑se a localização ou tendência central da distribuição de 

valores. Por parâmetro populacional entende‑se uma quantidade 

fixa que caracteriza um aspecto específico da população (fixa, à luz 

da teoria de probabilidade convencional ou “frequencista”, que será 

aqui adoptada). Outros parâmetros existem que caracterizam outros 

aspectos da distribuição, como aqueles destinados a caracterizar a 

sua dispersão (por exemplo, a variância populacional) e a sua forma 

(por exemplo, a assimetria e a kurtose). De entre estas categorias, 

certamente a mais indicada para caracterizar, numa primeira ins‑

tância, a absorvência das toalhas de cada grade é a relativa à sua 

localização, e de entre os vários parâmetros populacionais de loca‑

lização possíveis, seleccionou‑se então a média populacional.

Seleccionado o parâmetro populacional relevante para o proble‑

ma, a próxima questão é como o estimar a partir dos dados contidos 

na amostra disponível? De facto, o que se dispõe é de uma amostra 

da população, a qual é constituída por alguns valores recolhidos 

de objectos (toalhas) seleccionados de uma forma adequada (por 

exemplo, de modo aleatório para evitar qualquer enviesamento nos 

resultados). O problema levantado na primeira questão é então o 
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de como, a partir destes valores, fornecer uma estimativa para o 

parâmetro populacional em causa.

Trata‑se de um problema de estimação pontual.

Fixemo‑nos agora num dado tipo de toalhas. Recolhendo uma 

nova amostra de toalhas deste tipo e conduzindo os respectivos 

ensaios de absorvência, é de esperar que os valores obtidos sejam 

distintos dos obtidos na amostra anterior. Consequentemente, a es‑

timativa pontual que se avance para o parâmetro populacional em 

causa com base em tal amostra, usando um estimador adequado 

para o referido parâmetro populacional, será ela também distinta. 

Um estimador é portanto uma estatística, ou seja, uma quantidade 

calculada ou definida a partir de uma amostra da população, que 

fornece uma estimativa para um dado parâmetro populacional. Como 

estatística que é, o estimador apresenta variabilidade (é na verdade 

uma variável aleatória), e, como tal, as estimativas que proporciona 

para o parâmetro populacional em causa, apresentam um grau de 

incerteza associado. Esta incerteza é melhor caracterizada através 

de um intervalo que contém a estimativa fornecida pelo estimador 

e cuja magnitude reflecte a sua precisão.

A definição desta banda de incerteza

 consiste num problema de estimação por intervalo.

À semelhança da primeira questão, a terceira também neces‑

sita de um esclarecimento prévio, desta feita sobre a natureza 

da diferença a apurar entre as populações em causa. Neste caso, 

pretende‑se saber se a absorvência associada aos diferentes tipos 

de toalhas pode ser considerada igual, ou se pelo contrário esta é 

distinta. Uma vez que se está a falar de populações, com as suas 

respectivas distribuições de valores, que aspecto destas se preten‑
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de realçar com esta questão? Analisando um pouco o problema 

colocado somos levados a concluir que, numa primeira instância, 

a diferença que interessa analisar coloca‑se ao nível da localização 

ou tendência central das distribuições de valores de absorvência 

para cada tipo de toalha, a qual pode ser caracterizada, mais uma 

vez, pelas respectivas tendências centrais. Neste sentido, pode‑se 

reescrever a questão da seguinte forma: “as médias populacionais 

das distribuições de valores de absorvência para os diferentes ti‑

pos de toalhas podem ser consideradas iguais, ou existe alguma 

diferença entre elas?”

Esta questão deve ser respondida com base nos dados dispo‑

níveis, i.e., nas amostras recolhidas, uma para cada grade. No en‑

tanto sabemos que, mesmo que as amostras sejam provenientes da 

mesma população e portanto com o mesmo valor para o parâmetro 

populacional em causa, os valores recolhidos são com grande pro‑

babilidade distintos, e bem assim o serão as estimativas fornecidas 

pelo estimador da média populacional. Logo, a eventual e esperada 

diferença existente entre duas estimativas, provenientes de duas 

amostras, não pode ser motivo para, só por si, decidir sobre a even‑

tual diferença no parâmetro populacional em apreço. Há de facto 

uma “gama de diferenças” considerada normal, mesmo que as duas 

distribuições coincidam exactamente. Esta variabilidade subjacente 

aos processos e presente nos dados deve ser incorporada então no 

processo decisão relativo à questão delineada.

Tal consegue‑se através da metodologia

de inferência estatística designada por teste de hipóteses.

Cada uma destas categorias de problemas de inferência vai ser 

esplanada nas secções seguintes, onde se dará continuidade à resolu‑

ção deste exemplo, para além de outros que ilustram as ferramentas 

aí apresentadas.



132

5.3.2. Estimação Pontual

Enquanto as estatísticas abordadas no domínio da estatística 

descritiva visavam, essencialmente, caracterizar e descrever a va‑

riabilidade dos dados recolhidos no sentido de averiguar a eventual 

presença de tendências, relações entre variáveis ou padrões de varia‑

ção com interesse para o problema em análise, agora, no contexto 

da inferência estatística, tratam‑se de quantidades que procuram 

caracterizar a população de onde os dados em análise provêm ou 

o processo que os gera. Por exemplo, pode‑se estar interessado em 

estimar, especificamente, o valor dos parâmetros da distribuição 

que por hipótese está a gerar os dados, ou outras grandezas gerais, 

como a sua “média populacional” (medida de localização) ou a sua 

variância (medida de dispersão).

No exemplo dos ensaios de absorvência de toalhas, o parâmetro 

populacional seleccionado para proporcionar uma caracterização 

unidimensional da característica em apreço, para cada grade de 

toalhas, foi a média populacional, usualmente designada por μ. Os 

parâmetros populacionais são normalmente representados por le‑

tras do alfabeto grego, enquanto os seus estimadores são referidos 

através da colocação de um acento circunflexo, “^”, sobre a letra 

indicativa do parâmetro populacional ou, alternativamente, referidos 

pela notação já adoptada aquando da sua apresentação no âmbito 

da estatística descritiva. Por exemplo, para a média populacional, o 

estimador de utilização mais comum é a média amostral:

	 1ˆ

n

i
i

X
X

n
µ == =

∑
	 (5.9)

Letras maiúsculas indicam que a correspondente variável é alea‑

tória. Quando a experiência aleatória é realizada, esta variável passa 

a assumir um valor específico, sendo tal representado por uma letra 
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minúscula. Por exemplo, a estimativa da média populacional para 

a toalha do tipo “Z”, é:

		  (5.10)

Em geral, um estimador de um parâmetro populacional, digamos 

θ , é uma variável aleatória, Θ̂ , pois é calculado a partir de valores 

recolhidos de uma amostra aleatória da população (sendo por isso 

também uma estatística):

	
1 2 3

ˆ ( , , , )nf X X X XΘ =  	 (5.11)

onde Xi, representa o valor recolhido na observação i da variável 

em análise, na amostra aleatória. A forma da expressão f em (5.11) é 

determinada, e pode ser analisada, no quadro da teoria da estimação 

pontual (a forma de f para o caso do estimador de μ é dada pela 

expressão (5.9)). Existem neste âmbito vários métodos que orien‑

tam a forma como as observações recolhidas da amostra devem ser 

combinadas de forma a fornecer uma estimativa para o parâmetro 

populacional em causa. Um exemplo é o “método da máxima ve‑

rosimilhança”, o qual consiste basicamente em determinar o valor 

dos parâmetros que maximiza a probabilidade de observar uma 

amostra com valores iguais aos recolhidos, tendo como base uma 

dada função distribuição de probabilidade. Outros métodos também 

usados são: o “método dos momentos”, o “método da estimação li‑

near com variância mínima” e o “método dos mínimos quadrados” 

(utilizado mais à frente na estimação dos parâmetros do modelo de 

regressão linear). 

Z
488 467 483 511 524 492,9

10
x + + + +

= =

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Figura 5.7. Análise de estimadores: a) O estimador 1Θ̂  é não enviesado, enquanto que 
o estimador 2Θ̂  apresenta enviesamento (bias); b) apesar de 2Θ̂  apresentar bias, o erro 

quadrático médio incorrido pelo seu uso na estimação do valor de θ  é inferior ao de 1Θ̂ , 

que é não enviesado – por outras palavras, 2Θ̂  é um estimador mais eficiente que 1Θ̂ .

Independente do método usado para derivar a fórmula do esti‑

mador, f, este deve possuir um conjunto de características conside‑

radas desejáveis. Por exemplo, é desejável que seja “não‑enviesado”, 

i.e., que a média populacional da variável aleatória estimador, Θ̂ , 

ou seja, a sua esperança matemática, ( ) ˆ
ˆE µ

Θ
Θ = , coincida com o 

valor do parâmetro a estimar, θ  (a esperança matemática de uma 

grandeza aleatória corresponde ao valor esperado ou médio para 

essa grandeza, considerando a distribuição de probabilidade que esta 

segue). Outro aspecto a atender é a sua “consistência”, i.e., a proprie‑

dade que traduz a característica favorável da sua distribuição estar 

progressivamente mais concentrada em torno do valor do parâmetro 

a estimar, quando a dimensão da amostra aumenta. Um estimador 

dito “consistente”, apresenta este atributo. Finalmente, outro conceito 

muito utilizado na caracterização de estimadores, é a sua “eficiên‑

cia”. Trata‑se de uma medida do erro quadrático médio incorrido no 

seu uso, e que portanto pondera a contribuição proveniente de um 

eventual enviesamento (na terminologia anglo‑saxónica, bias) para 

além da contribuição da variância que tem associada:

	 ( ) ( )2 22
ˆ ˆ ˆ

ˆEficiência E θ σ µ θ
Θ Θ Θ

 = Θ− = + −  
	 (5.12)
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Estes diferentes aspectos na caracterização de um estimador apa‑

recem ilustrados na Figura 5.7. Já se fez referência ao estimador 

para a média populacional, μ – a média amostral, X , equação (5.9). 

Abordam‑se agora exemplos de estimadores pontuais para outros 

parâmetros populacionais com relevância na análise de problemas de 

melhoria de processos, nomeadamente em projectos seis sigma. 

Tomemos, por exemplo, a situação em que se pretende estimar 

a fracção de peças com defeito, produzidas numa dada máquina de 

montagem. O parâmetro populacional em causa é, naturalmente, 

a “verdadeira” taxa de defeitos da máquina (assumindo que esta é 

constante no período em análise), ou a proporção Binomial popu‑

lacional, p (“Binomial”, pois só há dois resultados possíveis para a 

variável em apreço, neste caso “falha” ou “normal”). O estimador 

para a proporção populacional é a proporção (Binomial) amostral, 

P̂ , definida pela razão entre o número de itens que satisfazem uma 

dada condição (normalmente designados como “sucessos”, signifi‑

cando sucesso o cumprimento da referida condição, ainda que esta 

seja conducente à atribuição do estado “falha” ao item sob análise) 

e o total de itens analisados, numa amostra aleatória:

	
1ˆ

n

i
i

X
P

n
==
∑ 	 (5.13)

onde Xi é agora uma variável que assume o valor 1 se o item i 

satisfaz a condição de “sucesso” e 0, caso contrário (ou seja, no 

numerador da expressão  faz‑se a contagem do número de sucessos 

numa amostra aleatória de dimensão n).

Os parâmetros populacionais até agora referidos caracterizam a 

localização ou tendência central de uma distribuição de probabili‑

dade. No entanto, frequentemente o interesse passa também pela 

dispersão que esta exibe. Tal acontece frequentemente em projec‑
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tos focalizados na redução da variabilidade exibida por variáveis 

críticas para a qualidade dos produtos e processos. Neste contexto, 

um parâmetro populacional frequentemente usado para caracteri‑

zar este aspecto é a variância populacional, 2σ , a qual consiste no 

valor esperado (ou esperança matemática) para o desvio quadrático 

existente entre a média populacional e os valores observados da 

distribuição:

	 ( )22 E Xσ µ = − 
	 (5.14)

De acordo com (5.14), quanto maior for a dispersão dos dados, 

maior será o desvio quadrático e bem assim o seu “valor médio” ou 

esperança matemática, i.e., 2σ . A teoria dos estimadores fornece, 

como estimador não‑enviesado e consistente para 2σ , a variância 

amostral:

	 ( )
2 1

1

n

i
i

X X
S

n
=

−
=

−

∑ 	 (5.15)

Refira‑se que o estimador relacionado em cujo denominador figura 

“n” em lugar de “n–1”, apresenta um pequeno enviesamento, o qual 

decai com o aumento da dimensão da amostra, n, sendo por isso 

um estimador “assimptoticamente não‑enviesado”.

Os parâmetros populacionais envolvidos na análise do problema 

podem também ser relativos a duas ou mais populações, processos 

ou condições. De facto, é comum ver o nosso interesse recair não 

sobre um parâmetro isolado de uma população, mas, por exemplo, 

sobre parâmetros de duas populações, nomeadamente para ana‑

lisar a existência de uma eventual diferença entre elas, a qual se 

repercute nos parâmetros em causa. Nestas circunstâncias é muito 

importante distinguir, claramente, entre duas situações possíveis 

no que concerne ao processo de amostragem subjacente à reco‑

2
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lha de dados, uma vez que os procedimentos subsequentes serão 

distintos. No exemplo dos ensaios de absorvência em toalhas de 

várias grades, recolheram‑se, de forma aleatória e independente, 

amostras de dimensão 10n =  para os vários tipos de toalhas. Com 

base nestas pode‑se, por exemplo, averiguar se no que respeita à 

tendência central dos valores recolhidos para as toalhas do tipo X 

e Z, as suas médias populacionais podem ser consideradas iguais, 

ou não. Tratam‑se portando de duas “amostras independentes”, uma 

vez que foram recolhidas de forma independente em cada uma das 

populações em análise. A grandeza populacional a inferir será, neste 

caso X Zµ µ− , a qual terá como estimador natural e decorrente do 

que já foi apresentado para a estimação de parâmetros de uma só 

população, 

	 X Z X Zˆ ˆ X Xµ µ− = − 	 (5.16)

Situação bem diferente é a relatada no seguinte exemplo clássico [12].

Exemplo: Boy’s shoes

Um produtor de sapatos utiliza o material “A” nas solas de sa‑

patos que fabrica. Querendo avaliar‑se uma nova formulação, “B”, 

conduzirá, ou não, a uma melhoria significativa nas propriedades 

das solas (nomeadamente a sua resistência à abrasão), procedeu a 

um planeamento de experiências no sentido de recolher informação 

útil que suportasse uma decisão sobre este assunto. 

De acordo com este planeamento, foram distribuídos por 10 rapa‑

zes, pares de sapatos contendo o material “A” numa sola e o material 

“B” na outra. A atribuição do material “A” ou “B” à sola esquerda 

(“E”) ou direita (“D”) foi efectuada aleatoriamente, para evitar qual‑

quer enviesamento (bias) decorrente de um efeito sistemático relativo 

a um eventual maior desgaste num dos pés.

Os dados recolhidos são apresentados na Tabela 5.3.
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Tabela 5.3. Desgaste (expresso em gramas) para cada sola com material do tipo “A” ou 
“B”, testada no pé esquerdo (E) ou direito (D), de cada rapaz incluído no estudo. 

O que se pode concluir sobre esta questão com base nos dados 

experimentais recolhidos? Será que o material “B” origina alguma 

variação sensível nas propriedades de resistência da sola?

Da análise deste exemplo parece resultar, mais uma vez, que os 

parâmetros populacionais de interesse envolvem as médias popu‑

lacionais relativas aos desgastes obtidos com os materiais do tipo  

“A” e “B”. No entanto, e apesar do interesse estar de facto centrado 

na diferença entre os parâmetros populacionais de localização, a 

amostragem foi conduzida de uma forma muito distinta daquela 

seguida nos ensaios de absorvência em toalhas. De facto, agora as 

amostras não foram recolhidas de forma independente para cada 

tipo de material  “A” e  “B” (como sucederia se as pessoas fossem 

escolhidas de forma aleatória e a elas fossem atribuídas, de forma 

também aleatória, um e um só tipo de material para a sola), mas, 

pelo contrário, os seus valores (os valores das duas amostras), foram 

recolhidos aos pares, i.e., de forma dependente e emparelhada. Diz

‑se por isso que as duas amostras são dependentes ou emparelhadas. 

Tal processo de amostragem é vantajoso neste caso, pois permite 

Rapaz Material "A" Pé Material "B" Pé

1 13,2 E 14 D

2 8,2 E 8,8 D

3 10,9 D 11,2 E

4 14,3 E 14,2 D

5 10,7 D 11,8 E

6 6,6 E 6,4 D

7 9,5 E 9,8 D

8 10,8 E 11,3 D

9 8,8 D 9,3 E

10 13,3 E 13,6 D
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eliminar a componente da variabilidade decorrente dos diferentes 

perfis de desgaste dos utilizadores (os que desgastam mais e os que 

usam menos os sapatos, desgastando‑os menos), através do cálculo 

da diferença, para cada pessoa, dos desgastes medidos na sola com 

o material “A” e “B”. O estimador para a diferença entre as médias 

populacionais, A Bµ µ− , é dado pela média das diferenças entre os 

pares de valores recolhidos na amostra:

	 ( ), ,
1 1

n n

i A i B i
i i

d X X
D

n n
= =

−
= =
∑ ∑ 	 (5.17)

Consegue‑se assim aumentar a capacidade de discriminação de 

uma eventual diferença existente entre a resistência à abrasão das 

solas do tipo “A” e “B”, caso ela de facto exista. Na presente situa‑

ção, a estimativa para o desgaste diferencial entre os materiais do 

tipo “A” e “B” é de 0,41A Bd g− = − . Verifica‑se portanto uma tendência 

no sentido de haver um maior desgaste nas solas do tipo B. Este 

exemplo será continuado mais à frente, quando se introduzir a me‑

todologia que permite abordar a questão essencial e que passa pela 

análise da significância efectiva desta diferença.

Feita esta ressalva sobre a natureza dos processos de amostragem 

subjacentes à recolha dos valores que conduzirão às estimativas dos 

parâmetros populacionais, apresentam‑se apenas mais dois estimado‑

res de grandezas populacionais com interesse na análise de dados de 

processos em projectos seis sigma, e não só. Ambos são referentes 

a amostras recolhidas de forma aleatória e independente:

• O estimador para a diferença entre a proporção Binomial da 

característica em apreço na população A e B, A Bp p− , é dado 

pela diferença entre as proporções amostrais nas respectivas 

amostras, ˆ ˆ
A BP P− ;
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• O estimador para a razão entre a variância de duas popula‑

ções, A e B, 2 2
A Aσ σ , é a razão entre as variâncias amostrais 

das respectivas amostras, 2 2
A BS S .

Na Tabela 5.4, apresenta‑se um quadro resumo dos principais 

estimadores pontuais usados em problemas de análise de dados.

Tabela 5.4. Quadro resumo de estimadores de parâmetros populacionais. 

5.3.3. Estimação por intervalo: intervalos de confiança

Certamente não se espera que as estimativas produzidas pelos 

estimadores apresentados na secção anterior sejam absolutamente 

rigorosas, uma vez que estes, sendo estatísticas, apenas usam uma 

quantidade limitada de informação sobre a população: aquela que 

pode ser extraída da análise dos dados amostrais. Na verdade, para 

medições expressas numa escala contínua, a única certeza que temos 

de facto é que a estimativa calculada estará errada, pois uma das 
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propriedades das funções densidade de probabilidade refere preci‑

samente que a probabilidade associada a um valor pontual, tal como 

uma estimativa pontual certeira, ( )ˆP θΘ = , é zero! As estimativas 

pontuais têm por isso, só por si, um valor muito limitado. É precisa‑

mente devido a tal constatação, que estas devem ser adequadamente 

complementadas com informação que quantifique a incerteza que têm 

associada. Esta informação é normalmente estabelecida através de 

intervalos, cuja amplitude maior ou menor, fornece uma indicação da 

também maior ou menor incerteza que afecta a referida estimativa. 

É neste contexto que surgem os chamados “intervalos de confiança”, 

i.e., intervalos de valores que permitem apreciar a incerteza em que 

se incorre na estimativa de um dado parâmetro populacional, num 

sentido que abaixo se definirá mais precisamente. 

Um intervalo de confiança tem usualmente a forma: i sθ≤ ≤ , 

onde i indica um limite inferior e s um limite superior. Trata‑se de 

um exemplo de um intervalo de confiança bilateral. Os limites i e 

s são calculados de tal forma que, 

	 ( ) 1P i sθ α≤ ≤ = − 	 (5.18)

para algum valor de α, designado por nível de significância, ou 

equivalentemente, para um dado nível de confiança, definido por 

( )1 100%α− × . Trata‑se pois de um intervalo tal que, se fosse possí‑

vel repetir a experiência um número infinito de vezes e construí‑lo 

a partir de cada amostra recolhida, conteria o verdadeiro valor do 

parâmetro em causa em ( )1 100%α− ×  das ocasiões. Dito de uma forma 

mais compacta, é um intervalo que contém o verdadeiro valor do 

parâmetro populacional com uma dada probabilidade (expressa pelo 

nível de confiança). Concretizemos esta noção com um exemplo.

Retomando o caso de estudo dos ensaios de absorvência em 

toalhas, complementa‑se agora a estimativa efectuada para a média 

populacional dos valores de absorvência relativos às toalhas do 
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tipo Z, , com a especificação do respectivo intervalo 

de confiança no sentido de lhe conferir uma interpretação mais 

completa, por explicitação da incerteza associada a uma tal infe‑

rência pontual. Assumindo que os valores da absorvência deste 

tipo de toalhas seguem uma distribuição de probabilidade Normal 

(à frente se abordará como tal pressuposto poderá ser formalmente 

verificado), i.e., 2
Z Z Z( , )X N µ σ� , então sabe‑se que a sua média, 

para amostras aleatórias de dimensão n, apresenta uma distribuição 

Normal, 2
Z Z Z( , )X N nµ σ� . Tratando‑se da função densidade de 

probabilidade associada a um estimador, esta também é conhecida 

pela designação de “função densidade amostral” ou “distribuição 

amostral” do estimador. Colocando a variável aleatória ZX  em ter‑

mos padronizados, i.e., procedendo a uma transformação linear que 

a transforma numa variável que segue a mesma função densidade 

de probabilidade Normal, mas agora com média nula e variância 

unitária (variável Normal padronizada), tem‑se:

	 ( )Z

Z

0,1ZXZ N
n
µ

σ
−

= � 	 (5.19)

Definindo 2zα  como sendo aquele valor de z tal que a probabi‑

lidade à sua direita (correspondente a valores superiores) é, preci‑

samente, α/2, i.e., ( )2 : Pr 2z z Z zα α= > = , a seguinte igualdade 

decorre então de forma natural desta definição:

	 ( )1 2 2 1P z Z zα α α− ≤ ≤ = − 	 (5.20)

onde 1 2z α−  tem significado análogo, para uma probabilidade à direita 

de 1 2α− . Como a função densidade Normal padronizada é simétrica 

relativamente à origem, 1 2 2z zα α− = − , pelo que a equação  (5.20) 

pode ser reescrita na seguinte forma,
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	 ( )2 2 1P z Z zα α α− ≤ ≤ = − 	 (5.21)

Introduzindo (5.19) em (5.21),

	 Z
2 2

Z

1ZXP z z
nα α
µ α

σ

 −
− ≤ ≤ = −  
 

	 (5.22)

e explicitando relativamente ao parâmetro populacional, Zµ , de for‑

ma a obter uma expressão do tipo (5.18), obtém‑se, sucessivamente:

	 Z Z
2 Z 2 1ZP z X z

n nα α
σ σµ α 

− ≤ − ≤ = − 
 

	  (5.23)

	 Z Z
Z 2 Z 2 1ZP X z X z

n nα α
σ σµ α 

⇔ − − ≤ − ≤ − + = − 
 

	 (5.24)

	 Z Z
Z 2 Z 2 1ZP X z X z

n nα α
σ σµ α 

⇔ − ≤ ≤ + = − 
 

	 (5.25)

(de notar que a sequência de passos seguidos acima equivale a 

resolver, simultaneamente, um sistema de duas inequações ou desi‑

gualdades). A equação (5.25) traduz portanto a expressão pretendida 

para o intervalo de confiança para a média populacional, Zµ , o qual 

pode ser também apresentado na seguinte forma:

	 ( ) Z Z
Z 2 Z 2, 1 100% ,ZIC X z X z

n nα α
σ σµ α  − × = − +     

	 (5.26)

O intervalo de confiança depende assim:

• do nível de confiança especificado, através do termo 2zα ;

• da variabilidade ou incerteza do estimador, através do termo 

Z nσ .
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É também possível utilizar o conceito de intervalo de confiança 

para seleccionar a dimensão da amostra a usar, de forma a limi‑

tar o erro máximo envolvido na estimação. Definindo o erro da 

estimativa como Z ZX µ− , então de (5.26) pode‑se verificar que 

este é inferior a 2 Zz nα σ  com probabilidade ( )1 α− . Assim, 

se pretendermos que este erro, para um dado nível de confiança, 

seja, no máximo, maxE , teremos apenas que assegurar que a semi

‑amplitude do intervalo de confiança ( 2 Zz nα σ ) corresponda, 

no máximo, a este valor, i.e. que:

	

2
2 ZZ

2 max
max

z
z E n

En
α

α

σσ ⋅ 
≤ ⇔ ≥  

 
	 (5.27)

Ou seja a dimensão da amostra, n, não deverá ser inferior ao 

valor indicado em (5.27), sendo aconselhável proceder ao seu arre‑

dondamento para o inteiro imediatamente superior.

A expressão (5.26) poderia ser usada no exemplo em análise, se 

o desvio padrão dos valores de absorvência, 2
Z Zσ σ= , fosse co‑

nhecido, ou se a amostra tivesse dimensão suficientemente elevada 

para assegurar uma estimativa rigorosa, passível de ser considerada 

(aproximadamente) “verdadeira”. Tratando‑se de uma amostra de 

pequena dimensão 10n = , nenhuma destas condições é satisfeita. 

No entanto, sabe‑se que a seguinte estatística,

	 Z

Z

ZXT
S n

µ−
= 	 (5.28)

segue, nas condições do exemplo, uma distribuição t de Student 

com 1n −  graus de liberdade (se de facto se puder assumir que 
2

Z Z Z( , )X N µ σ� ). Nestas condições, todo o procedimento anterior 
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poderia ser repetido, resultando, de forma perfeitamente análoga, 

na seguinte expressão para o intervalo de confiança:

	 Z Z
Z 2, 1 Z 2, 1 1n Z n

S SP X t X t
n nα αµ α− −

 
− ≤ ≤ + = − 

 
	 (5.29)

ou, seja,

	 ( ) Z Z
Z 2, 1 Z 2, 1, 1 100% ,Z n n

S SIC X t X t
n nα αµ α − −

 − × = − +     
	 (5.30)

O significado desta expressão, e de um intervalo de confiança 

em geral, pode ser melhor apreciado recorrendo à Figura 5.8. Para a 

elaboração desta figura, procedeu‑se à recolha aleatória de amostras 

com a mesma dimensão, num total de 100 amostras sucessivas. Para 

cada uma das amostras recolhidas estimou‑se a média populacional 

e calculou‑se o respectivo intervalo de confiança a 95%, o qual apa‑

rece indicado na forma de barras de erro, indicando‑se também a 

estimativa pontual obtida para cada amostra por um ponto. Como 

se pode verificar, nem todos os intervalos de confiança calculados 

a partir de amostras aleatórias recolhidas da mesma população, 

contêm o “verdadeiro” valor da média populacional (indicado pela 

linha horizontal a tracejado). A fracção de situações em que tal su‑

cede depende do nível de confiança considerado na sua elaboração. 

Assim, pode dizer‑se que o intervalo de confiança para um nível de 

confiança de, por exemplo, 95%, se trata de uma região que, quando 

construída segundo um dado procedimento, nomeadamente aquele 

acima descrito, conterá o “verdadeiro” valor do parâmetro popula‑

cional em causa, em 95% das situações.
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Figura 5.8. Intervalos de confiança para a média populacional, com um nível de 
confiança de 95%, determinados para 100 amostras aleatórias da mesma dimensão. 
O valor “verdadeiro” do parâmetro populacional é indicado pela linha horizontal, a 
tracejado. Como se pode verificar, nem todos os intervalos de confiança construídos a 
partir das amostras aleatórias recolhidas, contêm o verdadeiro valor do parâmetro: na 
sequência acima, existem 3 intervalos em que tal não sucede. Em média, este número é 
de 5 em sequências de 100 amostras aleatórias, para o nível de confiança escolhido.

Regressando ao exemplo dos testes de adsorvência e concretizan‑

do com os dados recolhidos para a amostra de toalhas do tipo “Z”, 

obtém‑se, de (5.30) para um nível de confiança de 95%,

		  (5.31)

		  (5.32)

( ) 16,4 16,4,95% 492,9 2,26 ,492,9 2,26
10 10ZIC µ  = − × + ×  

( ) [ ],95% 481,2 , 504,6ZIC µ⇔ =
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Estes resultados são obtidos hoje em dia com facilidade recorren‑

do a software estatístico, como se ilustra na Figura 5.9.

Figura 5.9. Resultados do Minitab (Minitab: Stat > Basic Statistics > Graphical 
Summary) para a análise estatística individual dos valores de absorvência para os 
ensaios realizados à amostra de toalhas do tipo “Z”. Nestes incluem‑se, entre outros, o 
intervalo de confiança para a média populacional (Confidence Interval for Mean), bem 
como informação que permitirá averiguar a hipótese colocada ao nível da normalidade 
dos dados (Anderson‑Darling Normality Test).

Analisando o procedimento seguido na construção do intervalo 

de confiança para a média populacional dos valores de absorvência 

para as toalhas da grade Z, verifica‑se que este contemplou:

• A especificação do parâmetro populacional relevante para o 

problema em questão;

• A selecção de um estimador para o parâmetro populacional 

seleccionado;

• A análise da distribuição de probabilidade desse estimador 

(distribuição amostral) e verificação das hipóteses que a 

sustentam;
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• O cálculo da estimativa pontual e do respectivo intervalo de 

confiança. 

A utilização de software de análise de dados facilita sem dúvida 

a execução do 4.º passo acima indicado. No entanto, os passos an‑

teriores são fundamentais para a correcta construção de intervalos 

de confiança. Nestes, o analista assume um papel central, pelo que 

deverá estar preparado para os executar com o rigor necessário.

Na Tabela 5.5, resumem‑se as expressões para os intervalos de 

confiança envolvendo parâmetros de uma só população, de uso 

mais frequentemente. Na Tabela 5.6, apresentam‑se expressões para 

intervalos de confiança envolvendo parâmetros de duas populações, 

as quais são referenciadas pelos índices “1” e “2”.

Tabela 5.5. Quadro resumo de intervalos de confiança para parâmetros de uma só 
população (n representa a dimensão da amostra).



149

Tabela 5.6. Quadro resumo de intervalos de confiança envolvendo parâmetros de duas 
populações (n1 e n2, representam as dimensões das amostras da população “1” e “2”, 
respectivamente).

Como ilustração, suponhamos que se pretendia determinar o in‑

tervalo de confiança a 95% para a diferença entre a média populacio‑

nal dos valores de absorvência para as tolhas do tipo “Y” e “Z”. Nesta 

situação, uma vez que se desconhece o verdadeiro valor dos desvios 

padrões relativos a cada população, podemos considerar a 2.ª e 3.ª 

linhas da Tabela 5.6, como possibilidades a levar em conta na cons‑
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trução do intervalo de confiança para Y Zµ µ− . Analisando a Figura 

5.10, não parece vislumbrar‑se nenhuma diferença apreciável entre a 

dispersão dos valores de absorvências nas toalhas do tipo “Y” e “Z”.

Figura 5.10. Gráfico de “caixa‑e‑bigodes” para as amostras relativas à absorvência de 
cada tipo de toalhas (Minitab: Graph > Boxplot).

De facto, utilizando a metodologia de “testes de hipóteses” a 

abordar na secção seguinte, poder‑se‑á constatar que a igualdade 

de variâncias, 2 2 2 21Y Z Y Zσ σ σ σ= ⇔ = , é de facto uma possibilidade 

bastante plausível face aos dados recolhidos, pelo que pode ser aqui 

adoptada como hipótese de trabalho. Outro pressuposto a ser veri‑

ficado, prende‑se com a necessidade das amostras seguirem uma lei 

Normal. Este problema será abordado na secção seguinte. Aplicando 

a fórmula da 2.ª linha da Tabela 5.6, ou recorrendo a software espe‑

cializado (e.g., Minitab: Stat > Basic Statistics > 2‑Sample t), obtém‑se 

o seguinte resultado para o intervalo de confiança Y Zµ µ− :

		  (5.33)( ) [ ],95% 103,5, 75,1Y ZIC µ µ− = − −
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Este intervalo de confiança atesta a significância registada para 

a estimativa pontual de Y Zµ µ− , Y Z Y Zˆ ˆ 89,3x xµ µ− = − = − , forne‑

cendo garantias acrescidas que a absorvência das tolhas “Z” é de 

facto superior àquela das tolhas “Y”.

Intervalos de Confiança e Intervalos de Previsão

Existe um outro tipo de intervalos também usados para expressar 

a incerteza associada a um tipo particular de inferências. Trata‑se 

de situações em que não se procura estimar o valor de um parâ‑

metro populacional, o qual é considerado fixo por definição, mas 

o de uma observação da referida distribuição, observação essa que 

é aleatória e, em larga extensão, imprevisível. São os chamados 

“intervalos de previsão”.

Consideremos a situação em que se pretende prever a próxima 

medida a ser obtida num ensaio de absorvência realizado numa 

toalha do tipo Z. Qual o intervalo que traduz adequadamente a 

incerteza envolvida nesta situação? O intervalo de previsão em cau‑

sa, previsivelmente contemplará, para além das fontes de incer

teza consideradas na estimativa da média populacional (decorrente 

da variabilidade amostral), uma componente adicional decorrente 

da aleatoriedade de cada nova observação, cuja variância estimada 

é s2. Assim, o intervalo de previsão tomará, neste caso, a seguinte 

forma:

	 ( )
2 2

2 2Z Z
Z 2, 1 Z Z 2, 1 Z

ˆ , 1 100% ,n n
S SIP X X t S X t S
n nα αα − −

 
 − × = − + + +     

	 (5.34)

	 ( ) 2 2
Z 2, 1 Z Z 2, 1 Z

1 1ˆ , 1 100% 1 , 1n nIP X X t S X t S
n nα αα − −

 
 ⇔ − × = − + + +  

 
	 (5.35)
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Finalmente, convém referir que para além dos intervalos de con‑

fiança bilaterais acima referidos, e que são usados na maioria das 

situações práticas, também é possível definir intervalos de confiança 

unilaterais, do tipo: sθ ≤  ou iθ ≥ . A sua construção segue o ra‑

ciocínio já utilizado para os intervalos de confiança bilaterais, mas, 

desta feita, um dos limites passa a não estar definido, i.e., a cor‑

respondente fronteira deixa de ser limitada por um valor finito. Os 

intervalos de confiança unilaterais preservam no entanto as mesmas 

propriedades exibidas pelos intervalos de confiança bilaterais, bem 

como têm a mesma interpretação.

5.3.4. Testes de Hipóteses

A terceira questão apresentada na secção dedicada à “Tipologia 

dos problemas de inferência estatística”, prende‑se com a questão 

de saber se as médias populacionais das distribuições de valores de 

absorvência para os diferentes tipos de toalhas são, ou não, iguais. 

Analisando a Figura 5.10, pode‑se constatar que os dados recolhidos 

para a amostra das toalhas “Y” parecem indicar que a sua média 

populacional de valores da absorvência é de facto inferior à das to‑

lhas das grades “X” e “Z”. No entanto, a análise da diferença entre 

as médias populacionais dos valores da absorvência para estes dois 

tipos de tolhas, Xµ  e Zµ , respectivamente, já não é óbvia. Verifica

‑se de facto uma extensa sobreposição nas gamas cobertas pelos 

valores das duas amostras, pelo que não existem fortes indícios para 

afirmar que possuem médias populacionais distintas. Esta análise 

baseia‑se no gráfico da Figura 5.10, pertencendo ao âmbito de uma 

abordagem exploratória aos dados recolhidos. Trata‑se de uma fase 

inicial e importante, que não deve ser subestimada ou preterida, pois 

proporciona o contacto necessário com a realidade do processo e 

sua variabilidade. A análise exploratória permite estruturar melhor 
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as fases subsequentes de análise, durante as quais se procurará 

confirmar, de uma maneira mais formal e rigorosa, algumas das 

observações e indícios recolhidos. 

Por exemplo, da observação dos dados da absorvência em toalhas, 

surge agora o interesse em perceber se, de facto, há ou não alguma 

diferença significativa na absorvência das toalhas do tipo “X” e “Z”. 

Temos neste caso duas hipóteses possíveis sob análise: “os dois tipos 

de toalhas, ‘X’ e ‘Z’, têm a mesma média populacional para os valores 

de absorvência” versus “os dois tipos de toalhas, ‘X’ e ‘Z’, têm diferentes 

valores para as suas médias populacionais”. O objectivo nesta fase é, 

portanto, decidir entre tais hipóteses alternativas e mutuamente exclu‑

sivas. A metodologia estatística de “Teste de Hipóteses” permite abor‑

dar problemas desta natureza, de uma forma consistente e rigorosa. 

As metodologias de teste de hipóteses são frequentemente usadas 

no contexto de análises ou experiências “comparativas”, nas quais o 

interesse reside, por exemplo, em verificar se os produtos produzi‑

dos estão a cumprir uma especificação imposta por um cliente, ou 

se o processo melhorou o seu desempenho após a implementação 

de uma acção de melhoria. No primeiro caso pretende‑se saber se a 

média populacional assume um dado valor pré‑especificado ou cai 

numa certa gama de aceitação, enquanto que na segunda situação, 

o objectivo passa por aferir se a média populacional dos valores 

provenientes de uma população é igual ao de outra população (como 

acontece no exemplo das toalhas). 

Na metodologia estatística de teste de hipóteses, o tratamento 

dado às duas hipóteses complementares em análise não é idêntico, 

nem simétrico. Por outras palavras, as duas hipóteses não recebem 

igual apreciação e tratamento na sua análise. De facto, considera

‑se aqui como hipótese base ou “hipótese nula”, designada por H0, 

aquela que constitui o cenário de referência do problema. Enquanto 

os dados recolhidos na amostra aleatória puderem, de uma forma 

plausível e legítima, ser explicados por esta hipótese, o seu estatuto 
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de hipótese “válida” não é alterado – não necessariamente por esta 

ser “verdadeira”, mas por não haver suficiente informação e evidên‑

cia para decidir em sentido contrário, i.e., pela sua refutação. No 

entanto, quando os dados recolhidos estão em forte oposição ao que 

seria esperado considerando H0 como verdadeira, tal deve conduzir 

à sua rejeição e à consequente aceitação da hipótese complementar, 

dita “hipótese alternativa”, designada por H1. Esta situação acontece 

quando H0 não é na realidade verdadeira, ou quando a amostra 

recolhida constitui um acontecimento “muito” raro sendo a hipótese 

H0 ainda verdadeira. Naturalmente, o que é raro, ou “muito” raro, 

carece de uma melhor definição. Em análise de dados, normalmente 

são considerados “raros”, os acontecimentos cuja probabilidade de 

ocorrência é inferior a 5% e “muito” raros quando esta se encontra 

abaixo de 1% (por vezes utilizam‑se também os termos “significante” 

e “altamente/muito significante”, respectivamente, para fazer refe‑

rência a acontecimentos que se enquadram nestas situações). Estes 

valores, ou melhor, as suas fracções equivalentes, 0,05 e 0,01, res‑

pectivamente, correspondem ao “nível de significância” do teste de 

hipóteses, designado por α. Assim, o nível de significância de um 

teste de hipóteses corresponde à probabilidade de erro em que se 

incorre ao rejeitar H0 quando esta hipótese é, de facto, verdadeira. 

Trata‑se de um parâmetro definido pelo analista, de acordo com a 

importância que atribui aos vários interesses conflituantes, nomea‑

damente (mas não só) o de não rejeitar H0 quando esta é verdadeira 

(este é o aspecto mais preponderante), mas também o de não deixar 

de detectar desvios a H0, caso de facto existam.

Tabela 5.7. Resultados possíveis de um teste de hipóteses e respectivas probabilidades.
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Na verdade, como resultado de um teste de hipóteses, existem 

vários resultados possíveis, como sumariado na Tabela 5.7. A situ‑

ação em que H0 é verdadeira já foi referida no parágrafo anterior, 

conduzindo a uma decisão acertada de aceitação com probabilidade 

1–α, e à possibilidade de incorrer numa decisão errada de rejeição 

com uma probabilidade, α. A este tipo de erro designa‑se por erro 

do Tipo I, por ser aquele que, com mais pertinência, se pretende 

evitar, e por isso se procura controlar com maior rigor e atenção, 

através da especificação da sua probabilidade de ocorrência, ou seja 

α (nível de significância). Desta forma controlam‑se as condições em 

que a rejeição da hipótese base, H0, pode acontecer, quando esta é 

verdadeira. Já quando H0 é falsa, a análise da probabilidade envol‑

vida nas várias decisões tomadas é mais complexa, uma vez que o 

verdadeiro valor do parâmetro em causa nem é sequer conhecido. 

No entanto, caso se conhecesse o seu valor, designaríamos como β a 

probabilidade de não rejeitar H0 quando de facto esta é falsa, o que 

constitui um erro do Tipo II. A probabilidade associada à situação 

em que se rejeita, acertadamente, H0, é 1–β.

Figura 5.11. Regiões de rejeição e não‑rejeição num teste de hipóteses e probabilidades 
associadas aos erros do Tipo I (α) e do Tipo II (β) (a situação retratada é referente a um 
teste de hipóteses bilateral, envolvendo a média populacional).
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Para melhor interpretarmos as noções associadas aos tipos de er‑

ros e respectivas probabilidades envolvidas, analisemos a Figura 5.11, 

onde se representa uma situação típica num teste de hipóteses à mé‑

dia populacional, neste caso envolvendo somente uma população de 

valores. Esta figura foi elaborada para a situação em que, na hipótese 

nula, H0, se assume que o valor da média de uma população Normal 

é, digamos, μ0, enquanto que a hipótese alternativa, H1, contempla 

a possibilidade deste valor ser diferente de μ0  (teste bilateral). Tais 

hipóteses são escritas, normalmente, do seguinte modo:

	 00 :H µ µ= 	 (5.36)

	 01:H µ µ≠ 	 (5.37)

Considere‑se, no entanto, que, de facto, o “verdadeiro” valor de μ 

não é o assumido em H0, mas sim um outro, μ1, usualmente desco‑

nhecido. A função densidade de probabilidade correspondente a este 

parâmetro está também representada na Figura 5.11. Considere‑se 

ainda que se retira uma amostra desta população, amostra esta com 

pequena dimensão, 30n <  e que, com base nesta, se calcula uma es‑

timativa para a média populacional, x . Vamos então analisar o que 

se pode concluir a partir dos valores obtidos numa tal estimativa, 

de acordo com o raciocínio subjacente a um teste de hipóteses.

Na metodologia subjacente a um teste de hipóteses, considera‑se, 

por defeito, i.e., como condição de partida, que H0 é verdadeira. 

Tomemos pois μ0 como o verdadeiro valor da média populacional 

da população Normal em análise. Sendo sabido que, nestas circuns‑

tâncias, a estatística,

	 Z

Z

ZXT
S n

µ−
= 	 (5.38)
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segue uma função densidade t de Student com 1n −  graus de liber‑

dade, pode‑se afirmar que:

	 2, 1 2, 1 1n n
XP t t

S nα α
µ α− −

 −
− ≤ ≤ = − 
 

	  (5.39)

	 2, 1 2, 1 1n n
S SP t X t
n nα αµ µ α− −

 
⇔ − ≤ ≤ + = − 

 
	 (5.40)

Ou seja, se H0 for verdadeira, então a média amostral deveria 

estar contida no seguinte intervalo, com uma frequência relativa que 

se traduz percentualmente por ( )1 100%α− × :

	 2, 1 2, 1: ,n n
S SRA t t
n nα αµ µ− −

 
− + 

 
	 (5.41)

A este intervalo atribui‑se frequentemente a designação de “re‑

gião de aceitação” (RA), ou talvez mais adequadamente, atendendo à 

lógica subjacente ao teste de hipóteses, de “região de não‑rejeição”. 

O  intervalo complementar é designado usualmente de “região de 

rejeição” (RR) ou “região crítica”:

		  (5.42)

Para melhor compreender os motivos destas designações, tome‑

mos a situação em que o nível de significância, α, toma o valor de 

α = 0,01. Então, se a hipótese H0 for de facto verdadeira, os valores 

da média amostral, X , deverão estar localizados no intervalo indi‑

cado em (5.41), o qual aparece também representado na Figura 5.11 

(“Região de não‑rejeição de H0”), em 99% das amostras. Tal significa‑

rá que, se tal condição não for verificada, i.e., se a média calculada 

2, 1 2, 1: , ,n n
S SRR t t
n nα αµ µ− −

   −∞ − + +∞      

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a partir de uma amostra aleatória recolhida cair na região (5.42) 

(“Região de rejeição de H0”, na Figura 5.11), então, uma de duas 

situações pode estar a ocorrer: ou a amostra não provém de facto 

da distribuição assumida em H0, ou se trata de um acontecimento 

“muito raro”. Em qualquer dos casos, como o nível de significância 

seleccionado (0,01) corresponde precisamente à fracção de situações 

em que se está disposto a admitir a possibilidade de, erradamente 

rejeitar H0, a decisão seria a de aceitar a hipótese alternativa como 

mais acertada e consistente, face aos dados recolhidos. 

Se, por outro lado, o valor da média para a amostra, x , cair na 

região de não‑rejeição, a decisão será a de manter H0 como válida. 

Há no entanto, uma possibilidade de tal decisão estar errada. Por 

exemplo, considere‑se o caso da Figura 5.11, onde se analisa a si‑

tuação em que o “verdadeiro” valor para μ não é μ0 mas, de facto, 

μ1. Se assim for, há uma probabilidade associada ao facto de uma 

amostra proveniente de tal distribuição, originar valores da média 

amostral no interior da região de não‑rejeição. O valor desta probabi‑

lidade é designado por β, e corresponde à probabilidade de um erro 

do Tipo II. Consequentemente, a probabilidade de, correctamente, 

detectar uma diferença no parâmetro em causa quando ela de facto 

existe, é dada por 1 β− , e designa‑se de “potência” do teste de 

hipóteses. Assim, um teste é tanto mais potente, quanto maior for 

a sua capacidade em detectar desvios a H0 que de facto existam. 

Por outras palavras, a potência de um teste é uma medida da sua 

sensibilidade em assinalar, correctamente, alterações às condições 

estabelecidas em H0. 

Erros do Tipo II são de análise mais complexa e controlo mais 

difícil, pois dependem, em larga medida, do valor desconhecido de 

parâmetros populacionais. Tal não impede porém que se estude o 

impacto destes valores desconhecidos e a sua interacção com outros 

factores envolvidos num teste de hipóteses. Por exemplo, um proble‑

ma pertinente neste âmbito é, por exemplo, o de definir a dimensão 
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da amostra a usar (n) de forma a ter a capacidade de detectar um 

determinado desvio no valor do parâmetro assumido na hipótese 

nula, digamos ( )0 1f θ θ∆ = − , com uma dada probabilidade que se 

ache adequada (correspondente a 1 β− ), quando se implementa um 

teste de hipótese a um nível de significância específico, α. De facto, 

a probabilidade β, depende somente dos seguintes factores:

• Diferença entre o valor do parâmetro assumido em H0 

e o seu “verdadeiro” valor (Δ) – quanto maior for a sua 

grandeza, menor será o valor de β (i.e., mais fácil será a sua 

detecção);

• Variabilidade inerente à população, que afecta também as 

estimativas dos seus parâmetros (σ) – quanto maior for a 

variabilidade, mais difícil é detectar desvios nos parâmetros 

populacionais, e portanto maior será o valor de β ;

• Nível de significância do teste de hipóteses (α) – quanto 

menor for α, maior será também o valor de β;

• Dimensão da amostra (n) – quanto maior for a dimensão da 

amostra, menor será o valor de β (para um dado α).

A relação entre estes parâmetros, para um dado  teste de hipó‑

teses, é normalmente descrita através das chamadas “curvas carac‑

terísticas de potência” ou “curvas características operacionais” a ele 

associadas (para um exemplo, ver Figura 5.12). Com o apoio destas 

curvas, ou através do uso de software estatístico, bastará estabelecer 

o valor para três destas grandezas, para a quarta estar completamen‑

te definida e o seu valor poder ser retirado do gráfico.

No exemplo acima, a hipótese alternativa era do tipo “diferente” 

(“≠”), dando origem a uma região de rejeição que contempla duas 

sub‑regiões, uma para cada lado da região de não‑rejeição, com a 

mesma probabilidade associada, 2α . Testes de hipóteses deste tipo 

designam‑se por isso de “bilaterais”. Se a hipótese alternativa con‑
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templasse somente um sentido, a designação seria de teste unilateral 

– à direita, ou à esquerda, consoante o sentido da desigualdade da 

hipótese alternativa (“>” e “<”, respectivamente):

Teste de Hipóteses bilateral

	
00 :H µ µ= 	 (5.43)

	 01:H µ µ≠ 	 (5.44)

Teste de Hipóteses Unilateral à Direita

	 00 :H µ µ≤ 	 (5.45)

	
01:H µ µ> 	 (5.46)

Teste de Hipóteses Unilateral à Esquerda

	
00 :H µ µ≥ 	 (5.47)

	 01:H µ µ< 	 (5.48)

O procedimento para definição das regiões de rejeição e não

‑rejeição para o caso de testes de hipóteses unilaterais, é análogo ao 

ilustrado anteriormente para o caso bilateral. A diferença essencial 

é que agora se concentra a probabilidade de acontecimento de um 

erro do Tipo I, α, de um só lado da distribuição assumida em H0, 

que é precisamente aquele estipulado em H1. De notar que, apesar 

de H0 contemplar, nestas situações, um intervalo de possíveis valores 

para o parâmetro populacional, assume‑se, na implementação do 

teste, que este toma o valor estabelecido na fronteira que contém 

a igualdade de H0. A justificação é a seguinte: se H0 for rejeitada 

em tal situação, onde o parâmetro assume um valor mais próximo 

do obtido na amostra, também será rejeitada para todos os outros 

possíveis valores do parâmetro, que estão ainda mais distantes do 

valor obtido da amostra. Por esta razão, a hipótese nula contempla 

sempre uma igualdade (=, ≥, ≤) e a hipótese alternativa uma desi‑

gualdade, de natureza complementar (≠, <, >, respectivamente).
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5.3.4.1. Metodologias alternativas para elaboração de um teste 

de hipóteses

Na secção anterior, ilustrou‑se o raciocínio seguido na derivação 

da região de não‑rejeição ou aceitação (RA) e da região de rejeição 

(RR) para um teste de hipóteses, usando como exemplo um caso 

em que só um parâmetro populacional estava envolvido (a média 

populacional). Como condição de validade para as referidas regi‑

ões, figurou o pressuposto segundo o qual a amostra de pequena 

dimensão disponível era proveniente de uma população que seguia 

uma lei Normal. O mesmo raciocínio pode também ser conduzido 

para outro tipo de testes de hipóteses, envolvendo um ou mais pa‑

râmetros populacionais. Este consiste basicamente em:

i) Decidir o tipo de teste de hipóteses a efectuar e o respectivo 

nível de significância desejado;

ii) Identificar a estatística de teste e a sua distribuição de pro‑

babilidade;

iii) Determinar a RA e RR;

iv) Calcular o valor da estatística de teste;

v) Tomar a decisão de acordo com a sua localização na RA 

ou RR.

Para agilizar este processo, apresenta‑se na Tabela 5.8 e na 

Tabela 5.9 uma compilação sistematizada deste tipo de regiões, cor‑

respondentes a diversos testes de hipóteses. Nestas tabelas, aparecem 

também especificadas as estatísticas de teste a usar e as condições 

assumidas para uma correcta implementação dos testes de hipóteses. 

Bastará então simplesmente procurar a entrada que mais se adeqúe 

à situação em análise, efectuar os cálculos indicados e concluir, 

sem esquecer a necessária verificação dos respectivos pressupos‑

tos. Existem ainda dois procedimentos alternativos que podem ser 

adoptados para concretizar um teste de hipóteses, nomeadamente 
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aqueles baseados no uso de intervalos de confiança e no chamado 

“valor de prova” associado a um teste de hipóteses.

O procedimento baseado no intervalo de confiança consiste sim‑

plesmente em verificar se o valor do parâmetro populacional as‑

sumido na hipótese nula cai no intervalo de confiança construído 

para este parâmetro com base na amostra aleatória disponível (o 

mesmo se aplica, naturalmente, à situação em que há vários pa‑

râmetros populacionais em jogo). A justificação é a seguinte: se o 

intervalo de confiança tem uma cobertura de ( )1 100%α− × , i.e., se 

com esta probabilidade o intervalo deverá conter o “verdadeiro” 

valor do parâmetro populacional, então se o valor do parâmetro 

assumido em H0 não pertencer ao intervalo, ou ele de facto não 

é o seu verdadeiro valor, ou se trata de uma das situações “raras” 

que ocorrem com probabilidade α. Mas, como α é precisamente o 

nível de probabilidade de um erro do Tipo I que se está disposto a 

aceitar num teste de hipóteses, então, a hipótese nula deverá, nes‑

tas condições, ser rejeitada. Resumindo, deve‑se manter H0 como 

válida se o parâmetro assumido em H0 pertencer ao intervalo de 

confiança calculado para o respectivo parâmetro populacional, e 

rejeitar H0 caso contrário.

Para ilustrar esta abordagem, regressemos ao exemplo dos ensaios 

de absorvência em toalhas, e procuremos avaliar se, na perspectiva 

da metodologia de um teste de hipóteses, existem de facto motivos 

para considerar que as médias populacionais dos valores da ab‑

sorvência para as toalhas do tipo “Y” e “Z” são diferentes, como é 

aparente da análise gráfica da Figura 5.10. O teste de hipóteses em 

questão, é o seguinte

	 Y Z0 :H µ µ= 	 (5.49)

	
Y Z1:H µ µ≠ 	 (5.50)
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De notar que, segundo H0, Y Zµ µ= , o que é equivalente a 

considerar que, Y Z 0µ µ− = . Relembrando que o intervalo de con‑

fiança calculado anteriormente, a um nível de confiança de 95%, 

para a diferença entre a média populacional dos valores de absor‑

vência para as tolhas do tipo “Y” e “Z”, Y Zµ µ−  (ver (5.33)), era 

( ) [ ],95% 103,5 , 75,1Y ZIC µ µ− = − − , podemos facilmente verificar 

que este intervalo não contém o valor assumido em H0, Y Z 0µ µ− = , 

pelo que, a um nível de significância de 5%, a hipótese nula deverá 

ser rejeitada, aceitando‑se a validade da hipótese alternativa, a qual 

é indicativa de que Y Zµ µ≠ .

Na Figura 5.12, apresenta‑se a curva característica de operação, 

para o teste de hipóteses acima considerado (mesmo nível de sig‑

nificância e condições de aplicação). Nesta pode‑se observar, por 

exemplo, que com amostras de dimensão 10, como as usadas neste 

exemplo, é possível detectar diferenças na média populacional das 

duas populações em análise com uma magnitude de 1 desvio pa‑

drão, em aproximadamente 80% das situações (potência do teste), 

uma vez que o correspondente valor de β é 0,2. Com amostras de 

dimensão 7, a potência seria de aproximadamente 60%, ou seja, o 

desempenho na detecção de diferenças entre médias populacionais 

de magnitude de um desvio padrão, decaía 20% em valor absoluto 

(25% em termos relativos, (80–60)/80=0,25).
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Figura 5.12. Curva característica de operação para o teste de hipóteses indicado nas 
equações (5.49) e (5.50), a um nível de significância de 5%, conduzido nas condições 
delineadas no texto.

O terceiro procedimento para conduzir um teste de hipóteses 

é talvez o de utilização mais rápida e pragmática, quando se dis‑

põe de software estatístico. O “valor de prova” (na terminologia 

anglo‑saxónica, p‑value) de um teste de hipóteses, corresponde 

à probabilidade de se obter um desvio para a estatística de teste 

maior ou igual ao observado para a amostra em questão, se a hi‑

pótese nula (H0) fosse verdadeira. Por outras palavras, traduz a 

probabilidade de obter um acontecimento tão ou mais extremo, do 

que o obtido para a amostra analisada, caso H0 fosse verdadeira. 

Desta forma, o valor de prova fornece uma medida quantitativa 

do quanto a presente amostra contradiz a hipótese nula: quanto 

menor for tal probabilidade, mais inverosímeis serão as condições 

consideradas na hipótese nula para explicar o valor da estatística 
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de teste obtido. Consequentemente, se o valor de prova for sufi‑

cientemente baixo, poderemos rejeitar H0 como descrição plausível 

para explicar os dados recolhidos e aceitar a explicação alternativa, 

H1. Para quantificar a expressão “suficientemente baixo”, podemos 

mais uma vez recorrer aos valores já usados anteriormente para 

abordar o problema análogo da definição da significância de um 

desvio à hipótese nula, nomeadamente através do nível de signi‑

ficância do teste, α.

Assim, se o valor de prova for inferior a α, o acontecimento será 

considerado demasiado “raro” para sustentar a hipótese nula, pelo 

que esta deixa de ser uma explicação plausível para esta situação, 

passando‑se então a aceitar a hipótese alternativa. Por outro lado, 

se o valor de prova for superior ao nível de significância adoptado, 

tal significa que a informação contida na amostra não contradiz, de 

forma significativa, H0, pelo que se opta pela sua manutenção, em 

detrimento de H1.

Outra interpretação para o valor de prova é a seguinte: “é o 

menor nível de significância (α) para o qual ainda se consegue re‑

jeitar H0”. Assim, quanto menor for o p‑value, menor será também 

a probabilidade de ocorrência de um erro do Tipo I, na rejeição 

de H0.

A utilização do valor de prova em testes de hipóteses introduz 

assim uma dimensão muito prática na análise dos seus resultados 

pois, não só a aplicação da regra acima definida é simples e direc‑

ta, como também fornece mais informação sobre a natureza dos 

desvios em causa, do que aquela obtida pelos métodos alternativos 

de condução de um teste de hipótese, essencialmente de nature‑

za dicotómica (aceitar/rejeitar). Por exemplo, estaremos muito mais 

confortáveis em rejeitar H0, se soubermos que o p‑value << 0,01 (<< 

significa “muito menor que”) do que se for 0,048.

Consoante a natureza unilateral ou bilateral do teste de hipóteses, 

o cálculo do valor de prova é efectuado em consonância, de forma 



166

a reflectir o tipo de desvio considerado na hipótese alternativa, 

nomeadamente:

• Teste bilateral: ( )0 0  VerdadeiraP ET ET H> ;

• Teste unilateral à esquerda: ( )0 0  VerdadeiraP ET ET H< ;

• Teste unilateral à direita: ( )0 0  VerdadeiraP ET ET H> .

onde ET é a estatística considerada no teste, ET0 o valor que esta toma 

para a amostra aleatória recolhida, e ( )Condição 1 Condição 2P  

significa a probabilidade associada à Condição 1, quando (ou “sa‑

bendo que”) a Condição 2 é verificada.

Apliquemos estes conceitos ao teste de hipóteses anteriormente 

conduzido para avaliar a significância da diferença entre as médias 

populacionais dos valores de absorvência para as toalhas do tipo 

“Y” e “Z”, tal como formalizado nas condições (5.49) e (5.50), recor‑

rendo desta feita a software estatístico. Introduzindo no Minitab a 

informação relativa aos ensaios de absorvência e seleccionando o 

teste de hipóteses t de Student para duas amostras independentes, 

obter‑se‑ia o seguinte output:

Figura 5.13. Resultados do programa MINITAB para o teste de hipóteses à diferença 
entre as médias populacionais dos valores de absorvências para as toalhas do tipo “Y” e 
“Z” (Minitab: Stat > Basic Statistics > 2‑Sample t).
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Analisando os resultados apresentados na Figura 5.13, pode‑se 

rapidamente verificar que, sendo o valor de prova obtido <0,001, a 

diferença é estatisticamente significativa a um nível de significância 

de α = 0,05, e mesmo de α = 0,01.

Repare‑se que o intervalo de confiança para a diferença entre 

as médias populacionais coincide com o já apresentado (ver (5.33)), 

uma vez que o nível de significância assumido para o teste de hi‑

póteses, α = 0,05, é consistente com o nível de confiança usado na 

sua construção, (1–α) × 100% = 0,95.

A análise da absorvência para as toalhas do tipo “X” e “Z”, tam‑

bém pode ser facilmente conduzida nos mesmos moldes do exemplo 

anterior, através do teste de hipóteses análogo:

	 X Z0 :H µ µ= 	 (5.51)

	
X Z1:H µ µ≠ 	 (5.52)

Desta feita, o resultado do teste de hipóteses indica que H0 não 

deve ser rejeitada, pois trata‑se de uma hipótese bastante plausível 

para explicar os resultados decorrentes da amostra analisada: p‑va­

lue = 0,485 (ver Figura 5.14). Tal está, naturalmente, em concordância 

com o intervalo de confiança obtido para o nível de significância 

correspondente, o qual contém no seu interior a condição estabele‑

cida na hipótese nula: μx–μz = 0  [‑17,35, 8,55].

Figura 5.14. Resultados do programa MINITAB para o teste de hipóteses à diferença entre 
as médias populacionais dos valores de absorvências para as toalhas do tipo “X” e “Z”.
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Ambos os testes de hipóteses acima efectuados, ilustram o aspecto 

prático e efectivo do uso do valor de prova na análise dos resultados 

produzidos. No entanto, é oportuno deixar, a este respeito, duas 

chamadas de atenção e reflexão:

• O uso de valores de prova torna muito fácil e rápido o retirar 

de conclusões sobre o resultado de um dado teste de hipóteses. 

No entanto, não se deve usar este seu aspecto positivo para 

“queimar” etapas importantes na análise de dados, atalhando 

rapidamente para as conclusões sem que se passe por todo o 

processo que deve preceder esta fase. Em particular, é funda‑

mental fazer sempre a análise descritiva preliminar dos dados, 

preferencialmente usando ferramentas gráficas adequadas, de 

onde muitas vezes já se adquire uma forte sensibilidade sobre a 

natureza do problema e conclusões esperadas, especialmente em 

amostras de dimensão elevada – é para amostras de dimensão 

reduzida que os testes de hipóteses podem ser, potencialmente, 

mais úteis, pois é nestas situações que a “sensibilidade huma‑

na” para quantificar a probabilidade de obter um dado padrão 

observado na amostra, mais pode falhar, muito devido à nossa 

tendência inata de procurar e identificar padrões, atribuindo 

frequentemente e com alguma facilidade significância a factos 

perfeitamente explicáveis por mecanismos puramente aleató‑

rios. Depois, o teste adequado deve ser seleccionado, tendo 

em conta a natureza da experiência e do processo de consti‑

tuição da amostra, bem como a distribuição de probabilidade 

dos dados. Por fim, antes da aceitação dos resultados do teste 

de hipóteses, todas as hipóteses que delimitam o âmbito da 

sua aplicação devem ser analisadas e validadas, eventualmente 

usando para tal outros testes de hipóteses complementares.

• O facto de um teste de hipóteses resultar na rejeição de H0, 

assinalando assim que existe uma diferença significativa ao 
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nível dos parâmetros populacionais em teste, não quer neces‑

sariamente dizer que tal diferença tenha uma expressão visível 

e tangível no processo. Ou seja, existe uma diferença, subtil 

mas importante, entre “significância estatística” e “significância 

prática operacional”. Por exemplo, suponhamos que num dado 

processo, as peças produzidas devem ter, como referência, um 

diâmetro de 55cm. É sabido que eventuais diferenças no valor 

do diâmetro das peças, desde que inferiores, em valor absoluto, 

a 0,05 cm, não provocam qualquer limitação na funcionali‑

dade da peça, nem produzem qualquer alteração visível no 

desempenho dos processos onde estas são usadas. Por outras 

palavras, estes desvios são irrelevantes e não conduzem, só 

por si, à necessidade de qualquer reajuste no processo. Se a 

verdadeira média populacional dos diâmetros produzidos for 

então de 55,01 cm, tal não constitui, de ponto de vista prático, 

um facto com “significância prática ou operacional”. No en‑

tanto, a teoria estatística garante que, por mais pequena que 

seja a diferença existente entre os parâmetros populacionais 

em estudo, esta será sempre passível de ser detectada com 

elevada probabilidade, desde que se use para tal uma amostra 

com dimensão suficientemente elevada. De facto, a potência 

dos testes de hipóteses convencionais cresce com a dimensão 

da amostra, um resultado que advém da consistência dos esti‑

madores envolvidos. Assim, amostras com um número elevado 

de observações, ou seja, de “dimensão elevada”, tenderão a 

proporcionar aos testes de hipóteses onde são empregues uma 

elevada potência, ou seja, uma alta capacidade de detectar des‑

vios à hipótese nula, ainda que de magnitude (muito) reduzida, 

os quais, sendo “estatisticamente significativos”, terão de ser 

avaliados sobre a sua “significância prática ou operacional”, 

nomeadamente contrapondo o desvio observado na estimati‑

va pontual, com o conhecimento existente sobre o processo.



170

Após esta introdução à metodologia de teste de hipóteses e a 

vários aspectos pertinentes com ela relacionados, abordam‑se nas 

secções seguintes casos particulares de testes de hipóteses que en‑

volvem parâmetros populacionais de “localização”, como a média 

populacional, μ, ou a proporção Binomial, p, bem como de “dis‑

persão”, envolvendo a variância populacional 2σ  de uma ou mais 

populações de valores.

5.3.4.2. Testes de localização e dispersão para uma ou duas 

amostras

Na Tabela 5.8 e na Tabela 5.9 estão reunidos os principais ele‑

mentos a considerar na selecção, realização e validação de um teste 

de hipóteses envolvendo parâmetros de uma ou duas populações, 

respectivamente.

Uma vez que a aplicação da metodologia de teste de hipóteses a 

situações envolvendo a média populacional já foi ilustrada nas sec‑

ções precedentes, nomeadamente no tratamento de que foi objecto 

o exemplo dos ensaios de absorvência em toalhas, ilustram‑se agora 

situações envolvendo outros parâmetros populacionais.

Por exemplo, foi atrás colocada a hipótese segundo a qual, 
2 2 1Y Zσ σ =  ou, equivalentemente, 2 2

Y Zσ σ= . Vejamos o que resulta 

da aplicação do teste de hipóteses para esta situação (última entrada 

da Tabela 5.9). O resultado do software Minitab para esta situação 

indica que o valor de prova associado é de 0,601, o que consubs‑

tancia fortemente a manutenção de H0 (Figura 5.15). Idêntica con‑

clusão se retira da aplicação de um outro teste, designado por teste 

de Levene, o qual pode ser aplicado à análise da igualdade de duas 

ou mais variâncias populacionais, apresentando alguma robustez a 

pequenos desvios à normalidade.
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Figura 5.15. Resultados do programa MINITAB para o teste de hipóteses à razão entre 
as variâncias populacionais dos valores de absorvências para as toalhas do tipo “Y” e 
“Z” (Minitab: Stat > Basic Statistics > 2 Variances).

Analisemos mais um exemplo da aplicação do formalismo de 

testes de hipóteses.

Exemplo: Análise do desempenho de máquinas de café

Uma equipa pretende avaliar o desempenho de duas máquinas de 

café, através das falhas registadas na sua operação. Numa amostra 

de 250 máquinas do tipo “A” registaram‑se 17 falhas e numa amostra 

de 223 máquinas do tipo “B”, registaram‑se 9 falhas. Coloca‑se agora 

a questão de decidir se há, ou não, alguma diferença significativa 

na taxa de falhas exibida pelos dois tipos de máquinas e, conse‑

quentemente, que modelo de máquina deveria ser recomendado sob 

este ponto de vista.

Trata‑se de um problema cuja análise se pode transcrever no 

seguinte teste de hipóteses:

		  (5.53)

		  (5.54)

0 : A BH p p=

1: A BH p p≠
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O problema pode ser abordado usando a penúltima entrada da 

Tabela 5.9, uma vez que 20in >  (250 e 223 para as máquinas do 

Tipo “A” e “B”, respectivamente), ˆ 13,7 7An p = >  e ˆ 12,3 7Bn p = > , com

		  (5.55)

Nestas condições a aproximação Normal à distribuição Binomial 

pode ser considerada razoável. Introduzindo os dados no software 

Minitab como indicado na Figura 5.16.a), obtêm‑se os resultados 

apresentados na Figura 5.16.b). Da análise do valor de prova asso‑

ciado a este teste de hipóteses (p‑value = 0,181), conclui‑se que não 

é possível identificar uma diferença significativa no desempenho 

das duas máquinas de café relativamente às suas taxas de falhas. 

Assim sendo, e uma vez que a conclusão aponta no sentido de não 

haver suficiente evidência factual para rejeitar a igualdade de taxas 

de defeitos entre as máquinas de café, qualquer uma delas seria 

igualmente boa nesta vertente, podendo passar o critério de selecção 

para outro nível, como, por exemplo, o preço.

Figura 5.16. Introdução de dados no Minitab para o problema das máquinas de café  
(a) e respectivos resultados obtidos (b) (Minitab: Stat > Basic Statistics > 2 Proportions). 

17 9ˆ ˆ 0,055
250 223

A B

A B

x xp p
n n

+ +
= ⇒ = =
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5.3.4.3. Análise de Variância com um Factor: Teste ANOVA

Os testes de localização envolvendo a média populacional são 

bastante comuns em aplicações práticas. No entanto, aqueles apresen‑

tados na secção anterior apenas contemplam, no máximo, a compara‑

ção entre tais parâmetros para duas populações/condições distintas. 

Nesta secção apresenta‑se uma metodologia que generaliza a sua 

utilização a situações que potencialmente poderão envolver mais 

populações/condições, das quais se procedeu à recolha de amostras 

independentes. Trata‑se de facto de uma generalização pertinente 

e oportuna, uma vez que frequentemente nos deparamos com a 

análise de problemas com estas características, como por exemplo 

quando se pretende comparar os resultados obtidos em experiências 

realizadas em várias condições (>2), ou estudar o comportamento 

de vários grupos de indivíduos ou espécimes biológicos, ou ainda 

avaliar os resultados recolhidos de um processo que operou em 

diversos regimes operatórios. Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo: Análise do impacto do hábito tabágico na capaci‑

dade pulmonar

Um investigador pretende estudar o efeito do hábito de fumo no 

funcionamento pulmonar. Neste sentido, a população de pessoas foi 

classificada em quatro categorias, consoante o seu hábito de fumo 

no presente e no passado:

1. Não fumadores.

2. Fumadores antigos (fumadores que deixaram de fumar à mais 

de 2 anos).

3. Fumadores recentes (fumadores que deixaram de fumar à 

menos de 2 anos).

4. Fumadores.

Para cada um destes grupos, seleccionaram‑se, de forma indepen‑

dente e aleatória, 6 pessoas. Formaram‑se assim 4 amostras aleatórias 
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independentes, cada uma relativa a um dado comportamento de 

fumo, contendo cada uma delas 6 pessoas. Cada pessoa foi subme‑

tida a um teste em que é medido o volume de ar expelido durante 

o primeiro segundo de uma expiração forçada (o denominado FEV1, 

do inglês Forced Expiratory Volume in 1 second). Os dados obtidos 

estão representados na Tabela 5.10.

Tabela 5.10. Resultados dos testes de FEV1 efectuados a todas as pessoas pertencentes 
aos 4 grupos em análise.

A questão essencial que se coloca agora é saber se estes dados 

indicam, ou não, a existência de algum efeito sensível do hábito 

tabágico na capacidade pulmonar, nomeadamente no que respeita 

aos valores do teste FEV1. Esta questão pode‑se traduzir, utilizando 

uma terminologia mais próxima da usada em testes de hipóteses, 

em procurar saber se as médias populacionais dos valores de FEV1 

para todos os grupos em análise, são iguais, ou se, pelo contrário, 

existe alguma diferença entre elas, quanto mais não seja somente 

em alguns dos grupos em análise:

	
( )

1 2 3 40 :
1: Pelo menos um 1,..., 4  é diferente dos restantesi

H
H i

µ µ µ µ
µ

= = =

=
	 (5.56)

Ao critério cuja influência na “resposta” (FEV1) está a ser estu‑

dada, chama‑se “factor”. Assim, neste caso, dispõe‑se de um factor 

em análise, o “hábito de fumo”, o qual assume vários “níveis”. No 

presente exemplo, os níveis em consideração são: “1‑Não Fumadores”, 

“2‑Fumadores Antigos”, “3‑Fumadores Recentes” e “4‑Fumadores”. 



178

Estes “níveis” foram, neste caso, determinados ou fixados a priori, 

após o que se procedeu ao seu estudo, iniciado com um processo 

de amostragem aleatório e independente para cada um dos grupos 

considerados. Diz‑se nestas circunstância que se tratam de efeitos 

“fixos”. Alternativamente, poderíamos não restringir a priori o nú‑

mero de grupos em análise e proceder a uma amostragem aleatória 

de toda a população de pessoas, onde figurariam todos os gru‑

pos existentes, com o objectivo de estender as conclusões a todas 

as situações e não apenas àquelas consideradas no estudo. Nestas 

circunstâncias os efeitos resultantes de cada nível em estudo são 

variáveis aleatórias, pelo que se designam de efeitos “variáveis” ou 

“aleatórios”.

Os dados representados na Tabela 5.10 estão dispostos na for‑

ma de uma matriz, Y, onde cada linha, 1, ,i a=   (neste caso, 

4a = ) representa um grupo em estudo (i.e., um nível do factor 

em estudo) e cada coluna, 1, ,j n=   (neste caso, 6n = ) se refe‑

re à jª observação recolhida para cada grupo. Assim, o elemento 

( , )i jY  representa a medida de FEV1 recolhida para a jª pessoa 

do grupo i. Por exemplo:

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 1,2 , 1,3 , 1,4 , 1,5 , 1,6Y Y Y Y Y Y  represen

ta o conjunto de todas as observações recolhidas para o 

grupo 1;

• ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1 , 2,2 , 2,3 , 2,4 , 2,5 , 2,6Y Y Y Y Y Y  repre‑

senta o conjunto de todas as observações recolhidas para o 

grupo 2;

• Y(2,5)=3,76;

• Y(1,4)=3,66.
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O modelo adoptado pela abordagem ANOVA (do inglês, ANalysis 

Of VAriance) para explicar os dados acima observados, assume a 

seguinte forma:

	 ( )
Média do grupo  Erro na obs.  do grupo 

, i ij

i j i

i j µ ε= +Y
  	 (5.57)

	 ( )
Média global Efeito do grupo  Erro na obs.  do grupo 

, i ij

i j i

i j µ α ε⇔ = + +Y
   	 (5.58)

Ou seja, o modelo ANOVA propõe uma estrutura em que a va‑

riabilidade dos dados num dado grupo apresenta uma tendência 

central característica desse grupo ( i iµ µ α= + ) em redor da qual 

as observações se concentram de acordo com as características do 

termo, ijε , designado “erro”, que tem uma natureza aleatória com 

os seguintes atributos:

• tem média nula e variância constante, 2σ  (e igual para todos 

os grupos, ao que se designa por homocedasticidade ou ho‑

mogeneidade das variâncias);

• são mutuamente independentes;

• seguem uma distribuição Normal.

Em termos correntes (ver Figura 5.17), o modelo proposto na 

equação (5.58), considera que cada observação recolhida, ( , )i jY , 

resulta da sobreposição de um efeito específico do nível em consi‑

deração relativamente à média global ( i iµ µ α= + ), ao qual se junta 

um termo aleatório ( ijε ), que descreve a variabilidade existente em 

torno de tal patamar:

	 Valor observado Média Global Efeito do Nível  do Factor Erro Aleatórioi= + + 	(5.59)
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Figura 5.17. Ilustração da forma como a variabilidade exibida pelos dados é descrita 
pelo modelo ANOVA com um factor e efeitos fixos.

De notar que qualquer teste de hipóteses tem subjacente um mo‑

delo estatístico. Normalmente este é de percepção simples e a sua 

explicitação na forma de uma equação nem sempre é concretizada, 

devendo no entanto ser tacitamente subentendida. Esta explicitação 

é todavia oportuna agora, para melhor ilustrar a estrutura do mo‑

delo ANOVA e os seus pressupostos. Em termos da nomenclatura 

introduzida para o modelo ANOVA, o respectivo teste de hipóteses  

pode ser reescrito na seguinte forma:

	 1 2 3 40 : 0
1: 0,  para pelo menos um i

H
H i

α α α α
α

= = = =
≠

	 (5.60)

De uma forma geral, se o termo aleatório dominar a variabilida‑

de, os efeitos específicos dos vários níveis serão imperceptíveis e a 

hipótese nula constitui uma explicação razoável para tal situação. 
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Por outro lado, se pelo menos um efeito específico, αi, sobressair e 

puder ser considerado significativamente diferente de zero, então a 

hipótese alternativa deve ser aceite, indicando que há pelo menos 

uma média populacional para um dos grupos que é distinta das 

restantes (qual ou quais a(s) média(s) em questão, é algo que deve 

ser analisado num estágio subsequente).

O modelo  contém vários parâmetros populacionais. Na Tabela 5.11 

apresentam‑se os respectivos estimadores pontuais.

Tabela 5.11. Estimadores pontuais dos parâmetros do modelo ANOVA com um factor e 
efeitos fixos (para amostras de igual dimensão, n; SSWG é definido segundo (5.64)).

A metodologia ANOVA consiste em decompor a variabilidade total 

(corrigida pela média), SST (Total Sum of Squares), em termos da 

variabilidade entre grupos, SSBG (Sum of Squares Between Groups), 

e da variabilidade dentro de cada grupo, SSWG (Sum of Squares 

Within Groups), de acordo com a seguinte identidade:

	 SST SSBG SSWG= + 	  (5.61)

onde,

	 ( ) ( )( )2
1 1

, :,:
a n

i j
SST i j

= =

= −∑∑ Y Y 	 (5.62)
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	 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2

1 1 1
,: :,: ,: :,:

a n a

i j i
SSBG i n i

= = =

= − = −∑∑ ∑Y Y Y Y 	 (5.63)

	 ( ) ( )( )2
1 1

, ,:
a n

i j
SSWG i j i

= =

= −∑∑ Y Y 	 (5.64)

Neste contexto, analisar a existência, ou não, de efeitos signifi‑

cativos no modelo ANOVA, traduz‑se em avaliar se a variabilidade 

total é dominada pela componente “estrutural” devida à acção dos 

níveis considerados (SSBG) ou pela componente aleatória ou “resi‑

dual” (SSWG). Se a componente estrutural dominar, a decisão deve 

ser de rejeitar H0. Caso contrário, esta hipótese é mantida. Neste 

sentido, a estatística de teste vai ser baseada nestas grandezas, 

SSBG e SSWG, devidamente corrigidas pelos respectivos graus de 

liberdade, o que dá origem aos correspondentes valores “médios”, 

como indicado na Tabela 5.12.

Tabela 5.12. Tabela ANOVA para o modelo com um factor de efeitos fixos (amostras 
independentes de igual dimensão).

onde,

	 ( ) ( )
2

1 1

a
i

i a
αφ α

=

=
−∑ 	 (5.65)

	
1

SSBGMSBG
a

=
−

	 (5.66)
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( )

2ˆ
1

SSWG
a n

σ =
× −

	 (5.67)

Nesta tabela está também indicado o valor médio ou esperado 

das grandezas apresentadas, e a estatística de teste, a qual, quando 

as hipóteses do modelo ANOVA são verificadas, segue uma função 

densidade de probabilidade F com ( )1, 1a a n− −  graus de liberdade. 

O teste de hipóteses a conduzir é do tipo unilateral à direita, pelo 

que H0 é rejeitada se a estatística de teste assumir um valor supe‑

rior a ( ), 1, 1a a nFα − −  (onde, ( ) ( )( ), 1, 1 1, 1: Pra a n a a nF f F fα α− − − −= > = ), ou 

se o respectivo valor de prova for inferior ao nível de significância 

adoptado, α.

A Tabela 5.12, é relativa à situação mais desejável, em que todos 

os grupos estão igualmente representados, i.e., em que todas as 

amostras têm o mesmo número de elementos. Nestas circunstâncias, 

1
0a

ii
α

=
=∑ . No entanto, o tratamento do caso geral em que tal não 

sucede não difere muito deste, implicando agora que a condição 

verificada seja, 
1

0a
i ii

nα
=

=∑  ( in  é o número de elementos do 

grupo a). A correspondente tabela ANOVA, é a seguinte:

Tabela 5.13. Tabela ANOVA para o modelo com um factor de efeitos fixos (amostras 
com diferentes dimensões).

onde,

	 ( ) ( )( )2
1 1

, :,:
ina

i j
SST i j

= =

= −∑∑ Y Y 	 (5.68)
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	 ( ) ( )( )2
1 1

,: :,:
ina

i j
SSBG i

= =

= −∑∑ Y Y 	 (5.69)

	 ( ) ( )( )2
1 1

, ,:
ina

i j
SSWG i j i

= =

= −∑∑ Y Y 	  (5.70)

		   (5.71)

	
1

a

i
i

N n
=

=∑ 	 (5.72)

Regressando ao exemplo do estudo da influência dos hábitos de fumo 

na capacidade pulmonar, averiguemos então se existe algum efeito sig‑

nificativo associado àquele factor. Recorrendo ao software Minitab para 

conduzir a análise ANOVA, obtém‑se o seguinte output (Figura 5.18): 

Figura 5.18. Resultados do programa MINITAB para a análise ANOVA relativamente 
ao exemplo do estudo da influência dos hábitos tabágicos no FEV1 (Minitab: Stat > 
ANOVA > One‑Way).

Uma vez que o valor de prova é de 0,031, os dados consubstan‑

ciam a existência de, pelo menos, uma média de grupo distinta das 

demais, a um nível de significância de 0,05. No entanto, antes de 

aprofundar mais o estudo sobre tais diferenças, é necessário verifi‑

car se o valor de prova obtido pode ser de facto aceite como indi‑

cador da significância associada à rejeição de H0. Para tal, deve‑se 

analisar se as hipóteses do modelo ANOVA estão a ser verificadas. 

Observando a Figura 5.19, pode‑se ver que, aparentemente, o pres‑

2 2 2
2 1 1 2 2ˆ ˆ ˆ( 1) ( 1) ( 1)ˆ a an n n

N a
σ σ σσ − + − + + −

=
−


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suposto de independência está assegurado (gráficos à direita) bem 

como o de normalidade (gráficos à esquerda), apesar de tal poder 

ser melhor aferido com meios complementares de diagnóstico. Estes 

meios passariam, por exemplo, pelo recurso a um teste de qualida‑

de de ajuste à função densidade de probabilidade Normal (Figura 

5.20.a) ou usando metodologias para análise da independência de 

resíduos, como a análise da sua autocorrelação (i.e., a correlação de 

uma série de valores consigo própria, mas desfasada no tempo – se 

o pressuposto de independência for válido, a autocorrelação deve ser 

residual para todos os desfasamentos ou lags diferentes de zero, o 

que facilmente se constata através do traçado de limites válidos para 

um dado nível de significância, Figura 5.20.b). De facto, analisando 

os resultados apresentados na Figura 5.20, pode‑se verificar que o 

pressuposto de normalidade não está ameaçado (valor de prova de 

0,483 para o teste de qualidade de ajuste de Anderson‑Darling; ver 

secção relativa aos testes de qualidade de ajuste para mais detalhes 

a este respeito) nem o de independência.

Figura 5.19. Alguns gráficos produzidos pelo programa MINITAB na análise ANOVA 
relativamente ao exemplo do estudo da influência dos hábitos tabágicos no FEV1.
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Figura 5.20. Análise mais detalhada do pressuposto de (a) normalidade dos resíduos 
do modelo recorrendo ao teste de Anderson‑Darling (Minitab: Stat > Basic Statistics 
> Normality Test), e da sua (b) independência em série, recorrendo à análise da sua 
autocorrelação (Minitab: Stat > Time Series > Autocorrelation).

No entanto, o pressuposto de homogeneidade de variâncias pode 

ser questionado, uma vez que a dispersão dos resíduos das medições 

para um dado grupo (o terceiro), parece ser inferior à observada 

nos restantes. Conduzido então testes de hipóteses que contemplem, 

como hipótese nula, a igualdade de variâncias nos diferentes grupos, 

como acontece com os testes de Barlett e Levene (Figura 5.21), pode

‑se verificar que tal não pode de facto ser formalmente contestado a 

um nível de significância de 0,05, pois os valores de prova obtidos 

na aplicação destes testes são sempre superiores a 0,2.

Figura 5.21. Análise do pressuposto de igualdade de variâncias, recorrendo a testes de 
hipóteses com este fim (Minitab: Stat > ANOVA > Test for Equal Variances).
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Conclui‑se então que, estando os pressupostos do modelo ANOVA 

validados com alguma consistência, o valor de prova obtido para 

este teste pode também ser encarado como válido. A questão que 

se coloca agora é então a de saber qual a origem da diferença de‑

tectada nas médias populacionais. 

Uma forma de abordar este assunto seria conduzir testes t de 

Student para duas amostras independentes, contemplando todas 

as combinações de grupos dois a dois. Em geral, existe o seguinte 

número total de combinações a considerar: 

	 !
2 2!( 2)!
a a

a
 

=  − 
	 (5.73)

(leia‑se combinações de a, 2 a 2). No entanto, ao realizarem‑se 

vários testes de hipóteses simultaneamente, aumenta‑se a probabi‑

lidade de, em pelo menos um deles, ocorrer um “falso alarme”, o 

qual, individualmente, só aconteceria uma fracção α das vezes. Ou 

seja, quando se conduzem vários testes de hipóteses simultâneos, 

a significância global diminui, passando a ser 1–(1–α)n, onde n é o 

número de testes em questão (esta expressão é válida no pressuposto 

dos testes realizados serem independentes entre si). Por exemplo, 

no presente caso, como o número de combinações de 4, 2 a 2, é 6, 

se o valor inicial for de α=0,05, o seu valor final efectivo, quando se 

conduzem todos os testes de hipóteses simultaneamente, será de 

0,265! Trata‑se de facto de um nível de significância demasiado alto 

para ser usado em aplicações práticas.

Para corrigir esta inflação do nível da significância efectivo quan‑

do se conduzem testes de hipóteses simultaneamente, os valores 

iniciais de α devem ser ajustados (diminuídos), para que no final 

resulte o nível de significância pretendido. Existem vários métodos 

para efectuar esta correcção, como o método de Tukey e o método de 

Scheffé. O primeiro método é mais indicado para amostras equilibra‑

das ou moderadamente desiquilibradas, enquanto o segundo é mais 
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indicado para situações em que o número de elementos nas amostras 

é bastante diferente, nomeadamente, quando { } { }max 2 mini in n≥ × , 

ou seja, quando a amostra com mais elementos tem mais do dobro 

da dimensão da amostra com menos elementos. Estes ajustamentos 

podem também aparecer reflectidos quer nos intervalos de confiança 

para as médias populacionais de cada grupo, quer nos intervalos de 

confiança para as suas diferenças, duas a duas (Figura 5.22). 

Figura 5.22. Análise comparativa dos efeitos usando o método de Tukey (Minitab: Stat > 
ANOVA > Test for Equal Variances).
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Da análise dos intervalos de confiança corrigidos pelo método 

de Tukey para o presente caso resulta que os únicos grupos para 

os quais se regista uma diferença estatisticamente significativa na 

média populacional do FEV1, são o grupo 1 – Não Fumadores e o 

grupo 4 – Fumadores, sendo os valores registados para o grupo 1 

superiores aos do grupo 4. Assim, apesar de uma análise descritiva 

parecer indicar a existência de uma tendência de diminuição da 

capacidade pulmonar quando se avança do grupo 1 ao 4 (Figura 

5.23), tal efectivamente só se pode afirmar no presente caso (onde 

as amostras são de dimensão reduzida), com rigor, i.e., em termos 

estatisticamente significativos, para os grupos 1 e 4. 

Figura 5.23. Gráfico de valores individuais para cada grupo em análise, com indicação 
do valor médio em cada grupo (Minitab: Stat > ANOVA > Test for Equal Variances).

O modelo ANOVA é de grande utilidade na interpretação de 

resultados decorrentes do planeamento estatístico de experiências 

(design of experiments, por vezes abreviado para DOE ou DOX), onde 

os factores considerados são feitos variar e se procuram identificar 

variações significativas na variável de saída.
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No final desta secção pode‑se compreender melhor a razão pela 

qual a designação ANOVA ou Análise de Variância, atribuída à me‑

todologia apresentada, é frequentemente referida como não sendo 

“muito feliz”. Na verdade, os objectos populacionais em análise são 

“médias” e não “variâncias”. No entanto, pelo facto de contemplar 

a decomposição da variabilidade dos dados nas suas componen‑

tes “ortogonais” de variabilidade ou de variância, nomeadamente, 

aquela explicada pelos vários níveis dos factores, i.e., a sua par‑

te “estrutural” e aquela originária de factores aleatórios, a parte 

“residual”, foi‑lhe atribuída tal designação, a qual já adquiriu um 

estatuto definitivo sendo usada de forma generalizada e sem qual‑

quer ambiguidade. Mais à frente será feita referência a uma outra 

abordagem ANOVA, no contexto da análise do modelo de regressão 

linear, a qual também incide sobre duas componentes distintas de 

variabilidade, uma estrutural (explicada pelo modelo de regressão 

linear) e outra residual (semelhante à da presente situação), onde se 

procurará avaliar, mais uma vez, a significância de um modelo na 

explicação da variabilidade exibida pelos dados. Tratam‑se de duas 

abordagens ANOVA aplicadas a situações distintas, mas que parti‑

lham entre si semelhanças metodológicas e conceptuais, das quais 

resulta a adopção da mesma designação base, ANOVA, fazendo‑se 

a diferenciação pelos termos complementares usados. Por exemplo, 

enquanto a análise abordada nesta secção consiste na adopção de 

um modelo ANOVA com um factor e efeitos fixos, aquela a ser usada 

no contexto da metodologia de regressão linear consistirá num teste 

ANOVA à significância do modelo de regressão linear. Desta forma 

previne‑se qualquer ambiguidade remanescente, a qual devia de 

facto já ser mínima dado o conhecimento do problema em questão, 

o que definiria, naturalmente, a abordagem a adoptar.
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5.3.5. Testes de hipóteses não‑paramétricos

Os testes de hipóteses apresentados até agora têm em comum o 

facto de incidirem sobre parâmetros de uma ou mais populações 

e/ou de colocarem hipóteses estritas relativamente às distribuições 

de probabilidade assumidas, com base nas quais se estabelecem 

os critérios de decisão dos testes. No entanto, há situações onde é 

conveniente ou mesmo imprescindível flexibilizar, de alguma forma, 

os pressupostos colocados relativamente à classe de distribuições 

de probabilidade que descrevem os dados, de forma a viabilizar a 

realização dos testes pretendidos em situações mais gerais. Os testes 

não‑paramétricos surgem frequentemente neste contexto, proporcio‑

nando uma extensão natural dos testes paramétricos anteriormente 

abordados para situações menos restritivas, mas que incluem tam‑

bém, em particular, aquelas onde os testes paramétricos podem ser 

aplicados. Poder‑se‑á assim questionar, porque é que, se assim é 

de facto, se procuram aplicar primeiro os testes de hipóteses pa‑

ramétricos, de âmbito mais restrito, em lugar de usar desde logo 

os correspondentes testes não‑paramétricos. A resposta rápida e 

simples, consiste no seguinte: no domínio em que os testes para‑

métricos podem legitimamente ser aplicados, eles possuem uma 

potência superior aos correspondentes testes não‑paramétricos. Por 

outras palavras, os testes paramétricos permitem detectar com maior 

sensibilidade desvios à hipótese nula (para as mesmas condições 

de teste), quando os seus pressupostos são verificados. Tal acontece 

porque estes testes se baseiam em mais informação sobre os dados (o 

conhecimento da sua distribuição), o que permite desenhar esquemas 

mais sensíveis para assinalar eventuais desvios existentes. O “preço 

a pagar” pela potência acrescida é a necessidade de especificar a 

distribuição assumida e a consequente perda de generalização da 

ferramenta. No entanto, verifica‑se que a redução na potência para 

alguns métodos não‑paramétricos quando usados em situações onde 
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os testes paramétricos são também aplicáveis nem sempre é muito 

significativa, embora este aspecto não seja abordado neste texto.

Para além de permitirem expandir o âmbito de aplicação dos 

testes paramétricos (que incidem essencialmente sobre os aspectos 

de localização e dispersão da população/processo em análise), as 

abordagens não‑paramétricas podem ser usadas em outros contextos 

de aplicação de testes de hipóteses, como por exemplo na análise 

dos seguintes aspectos:

• Qualidade de ajuste, onde se pretende aferir com que extensão 

uma dada distribuição de probabilidade pode ser legitimamente 

assumida para descrever os dados recolhidos; 

• Associação, cujo objectivo passa por identificar a existência 

de uma eventual associação entre duas variáveis distintas, em 

oposição à condição segundo a qual estas são independentes;

• Aleatoriedade, onde se procura avaliar sobre a natureza ale‑

atória (ou não) de sequências de valores.

Devido à diferente natureza e objectivos específicos dos testes 

de hipóteses não‑paramétricos, estes são usualmente apresentados 

separadamente, de forma a proporcionar uma melhor “arrumação” 

das ferramentas de inferência estatística. Esta lógica de organiza‑

ção de conteúdos vai ser também seguida neste texto. No entanto, 

salienta‑se que se trata apenas de uma estruturação conceptual de 

ferramentas que caiem no mesmo âmbito, o teste de hipóteses, po‑

dendo ser vistas de uma forma mais abrangente como pertencentes 

ao mesmo leque de abordagens, mas proporcionado soluções ade‑

quadas para situações específicas e diferenciadas daquelas onde as 

abordagens paramétricas são utilizadas.

Nas secções seguintes descrevem‑se alguns dos testes de hipóteses 

pertencentes a estas categorias, de uso mais comum, bem como se 

ilustra a sua aplicação com recurso a exemplos concretos.
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5.3.5.1. Testes de localização

Referem‑se nesta secção um conjunto de testes não‑paramétricos 

que incidem sobre aspectos de localização das populações, gene‑

ralizando o âmbito de aplicação dos correspondentes testes para‑

métricos, na sua maioria dependentes da hipótese de normalidade 

colocada sobre os dados em análise. Os testes aqui apresentados 

baseiam‑se em estatísticas calculadas a partir dos dados ordenados 

em sequências (segundo a ordem crescente dos valores), sendo por 

isso de cálculo relativamente simples e geral. Consequentemente, o 

parâmetro populacional tipicamente envolvido nestes testes é agora 

a mediana (η), em lugar da média (μ).

Na exposição que se segue, abordam‑se em primeiro lugar os 

testes não‑paramétricos envolvendo uma amostra, progredindo‑se 

depois para os casos em que o número de amostras de diferentes 

populações envolvidas no estudo é superior. A apresentação incidirá 

essencialmente sobre o princípio subjacente ao teste e as suas hipó‑

teses/limitações, bem como qual a estatística de teste envolvida. As 

conclusões poderão ser facilmente retiradas recorrendo a software 

estatístico disponível, usando por exemplo o valor de prova obtido 

para o tipo de teste seleccionado (bilateral, unilateral à esquerda 

ou unilateral à direita). O uso de tabelas estatísticas, embora seja 

sempre possível, constitui uma prática manifestamente residual hoje 

em dia, não sendo por isso aqui abordada.

5.3.5.1.1. Teste do sinal

Este teste é aplicável a situações em que se dispõe de uma amos‑

tra aleatória proveniente de uma população contínua. No seu formato 

bilateral, o teste de hipóteses implementado é o seguinte:

	 00 :H η η= 	 (5.74)

	
01:H η η≠ 	 (5.75)
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Como já foi referido, a mediana de uma amostra corresponde 

ao valor central de um conjunto de dados, ou seja, àquele valor 

que, após um alinhamento dos dados por ordem crescente, possui 

50% dos valores ordenados abaixo de si, e outros tantos acima 

de si. Trata‑se portando do percentil 50 (também designado por 

2.º Quartil). Em termos populacionais, a mediana (populacional) 

mantém o seu significado fundamental, constituindo o valor central 

da população, i.e., aquele para o qual a probabilidade de se obter um 

valor inferior é 0,5 e a probabilidade de se obter um valor superior 

é também de 0,5: ( ) ( ) 0,5P X P Xη η< = > = .

O teste do sinal consiste em primeiro calcular os valores para as 

seguintes diferenças:

	 0i id x η= −
	 (5.76)

Se H0 for verdadeira, o número de diferenças com valores su‑

periores a zero, R+  (correspondentes a valores acima da mediana), 

deve ser comparável ao número de diferenças com valores inferiores 

a zero, R− (correspondentes a valores abaixo da mediana) — em 

particular, estes totais devem seguir uma lei Binomial com p=0,5. 

Exemplo: Tensão de rotura em soldaduras

Num dado processo de soldadura, pretende‑se verificar se a me‑

diana da resistência de rotura perante forças tangenciais é igual a 

2000 psi, que é o valor nominal para esta propriedade. Para tal, 

seleccionaram‑se aleatoriamente 20 peças, e mediu‑se o valor da 

resistência em cada uma delas (Tabela 5.14).
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Tabela 5.14. Valores da tensão tangencial de rotura para a soldadura em 20 peças 
seleccionadas aleatoriamente.

Aplicando o teste do sinal a esta situação, onde se pretende de

cidir entre,

	 0 : 2000H η = 	 (5.77)

	 1: 2000H η ≠ 	 (5.78)

obtém‑se, recorrendo ao software Minitab, os resultados apresentados 

na Figura 5.24. Do valor de prova obtido (0,1153 > 0,05), verifica‑se 

que não existe evidência suficiente para contrariar a hipótese nula, 

mantendo‑se portanto como aceitável a condição segundo a qual a 

mediana dos valores da resistência para o processo em questão é 

ainda de 2000 psi.

Figura 5.24. Resultados para a aplicação do teste do sinal (Minitab: Stat > 
Nonparametrics > 1‑Sample Sign).
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5.3.5.1.2. Teste de Wilcoxon

O teste de sinal, apresentado na secção anterior, não utiliza toda 

a informação disponível no conjunto de dados, apenas olhando 

para a posição de cada valor relativamente à mediana. Com base 

neste critério, a informação de natureza contínua é transformada em 

informação binária ou dicotómica, com menor resolução, a partir 

da qual o teste do sinal é conduzido. O teste de Wilcoxon incide 

sobre o mesmo conjunto de diferenças abordado no teste do Sinal, 

equação (5.76), mas, adicionalmente, retém a sua magnitude para 

além de simplesmente usar o seu sinal. O princípio deste teste é o 

seguinte: se a população for contínua e simétrica, e se a mediana 

populacional postulada na hipótese nula for de facto verdadeira, 

então a magnitude das diferenças com sinais positivos e negativos 

deverá ser idêntica.

O teste consiste então em calcular o valor absoluto das diferenças, 

id , e, simultaneamente, registar o sinal do desvio original entre o 

valor e a mediana, ( )isign d :

	 ( )
,se 0

0,se 0
,se 0

i

i i

i

d
sign d d

d

+ >
= =
− <

	 (5.79)

Passa‑se então a dispor de pares ( )( ),i id sign d . De seguida, 

ordenam‑se todos os pares por ordem crescente do valor absoluto 

das diferenças, id , e atribui‑se a cada par o correspondente núme‑

ro de ordem (i.e., começando no número 1 para o par com menor 

valor absoluto para a diferença e terminando no número de ordem 

n, para o par com maior valor absoluto para a diferença, sendo n 

a dimensão da amostra). Calcula‑se então a soma dos números de 

ordem para os pares com sinais +, dando origem à estatística W + , 

e a soma dos números de ordem para os pares com sinais –, dando 
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origem à estatística W − . Chamemos a W, o menor destes dois va‑

lores: { }min ,W W W− += .

Como a soma de todos os números de ordem de uma sequência 

com n elementos é dada por ( )1 2n n + , se a função densidade for 

simétrica e se a mediana postulada na hipótese nula for verdadeira, 

então as somas dos números de ordem para as diferenças com sinal 

+ e –, devem estar equilibradas e ser aproximadamente iguais a 

( )1 4n n + . A estatística de teste mede o desvio da amostra relativa‑

mente a esta hipótese. Para 20n > , o teste pode ser implementado 

recorrendo à seguinte estatística, que segue aproximadamente uma 

lei Normal padronizada ( )0,1N :

	
( )

( )( )0

1 4

1 2 1 24

W n n
Z

n n n

− +
=

+ +
	 (5.80)

Os valores correspondentes a ( ) 0isign d = , são normalmente ig‑

norados e a dimensão da amostra reduzida de forma consistente. Por 

outro lado, situações em que ocorrem “empates” na atribuição dos 

números de ordem, decorrentes da existência de diferenças com igual 

magnitude, são resolvidas atribuindo a cada um deles o número de 

ordem médio que lhes corresponderia caso os valores não estives‑

sem empatados: por exemplo, à sequência { }2,4,4,7,8,9,9,9,10 , 

corresponde a seguinte atribuição de números de ordem: 1, 2,5, 2,5, 

4, 5, 7, 7, 7, 9.

O facto do teste de Wilkoxon utilizar mais informação sobre dados 

recolhidos e colocar uma hipótese mais restritiva quanto à natu

reza das distribuições (devem ser simétricas), faz com que seja mais 

potente que o teste do Sinal, quando tais condições são verificadas.

Aplicando o teste de Wilcoxon ao mesmo exemplo usado para 

ilustrar o teste do Sinal (tensão de rotura em soldaduras), obtém‑se 

os resultados apresentados na Figura 5.25. Apesar das conclusões 
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a retirar da aplicação deste teste serem idênticas, pode‑se verificar 

que o valor de prova é inferior, indicativo da maior potência deste 

teste, i.e., da sua capacidade acrescida em detectar desvios à hipótese 

nula quando os seus pressupostos são verificados.

Figura 5.25. Resultados para a aplicação do teste de Wilcoxon (Minitab: Stat > 
Nonparametrics > 1‑Sample Wilcoxon).

5.3.5.1.3. Amostras emparelhadas

Tanto o teste do sinal como o teste de Wilcoxon podem ser apli‑

cados na análise de amostras emparelhadas. Basta para tal calcular 

as diferenças entre as observações associadas provenientes das duas 

populações, e analisar o conjunto de valores resultantes como se 

de uma única série de valores se tratasse. Neste caso, o interesse é 

frequentemente em saber se a mediana populacional associada às 

diferenças é, ou não, diferente de zero, à semelhança do que acon‑

tece no correspondente teste paramétrico:

	 0 : 0DH η = 	 (5.81)

	 1: 0DH η ≠ 	 (5.82)

Exemplo: Comparação de caudalímetros para medição do 

consumo de combustível

Pretende‑se analisar e comparar o desempenho de dois tipos de 

caudalímetros (medidores de caudal, que avaliam a quantidade de 

um líquido que atravessa uma secção de tubo por unidade de tempo) 

destinados à medição do consumo de combustível. Neste sentido, 
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instalaram‑se equipamentos de ambos os tipos em 12 carros diferen‑

tes e os valores recolhidos por cada um deles, após um certo período 

de circulação, foram devidamente registados (Tabela 5.15).

Tabela 5.15. Valores do consumo de combustível para os caudalímetros do tipo 1 e 2, e 
para a sua diferença.

As diferenças entre as medições dos caudalímetros do tipo 1 e 2 

aparecem calculadas na última coluna da Tabela 5.15. Conduzindo 

um teste de Wilcoxon sobre estas diferenças, procurando avaliar 

se a mediana das diferenças entre as medições dos dois tipos de 

caudalímetros é significativamente diferente de zero, obtêm‑se os 

resultados apresentados na Figura 5.26, de onde se pode concluir que 

não existe evidência suficiente para apontar um desvio significativo 

nas medições por eles efectuadas (valor de prova igual a 0,209, o 

qual é bastante superior ao maior nível de significância usualmente 

adoptado, 0,05).

Figura 5.26. Resultados para a aplicação do teste de Wilcoxon ao tratamento de 
amostras emparelhadas (Minitab: Stat > Nonparametrics > 1‑Sample Wilcoxon).
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5.3.5.1.4. Teste de Mann‑Whitney‑Wilcoxon (MWW)

O teste de Mann‑Whitney‑Wilcoxon (MWW) surge enquadrado no 

mesmo contexto de aplicação do teste t de Student para duas amos‑

tras independentes, mas visando avaliar sobre a igualdade ou não 

da mediana de duas populações distintas, para as quais se dispõe 

de amostras recolhidas de forma independente:

	 0 : A BH η η= 	 (5.83)

	

1: , ou,
, ou,

A B

A B

A B

H η η
η η
η η

≠
>
<

	 (5.84)

O seu princípio de funcionamento tem algumas semelhanças 

com os testes não‑paramétricos anteriores. Supondo que ambas as 

populações têm a mesma forma e dispersão e que a amostra da pri‑

meira população tem n1 elementos e a da segunda, n2, os dados de 

ambas as amostras são então reunidos e ordenados simultaneamente 

do menor para o maior, após o que lhes é atribuído um número de 

ordem de 1 a n1+n2. A estatística de teste corresponde à soma dos 

números de ordem para a amostra de menor dimensão. Se as media‑

nas de ambas as populações não diferirem, é esperado que a soma 

dos números de ordem para as amostras provenientes de ambas as 

populações seja aproximadamente igual, após efectuados os ajustes 

necessários para as situações em que as amostras não têm a mesma 

dimensão. Assim, se estas somas diferirem significativamente, ou se 

a estatística de teste diferir significativamente do valor esperado com 

base na hipótese nula de ambas as medianas serem iguais, então 

esta deverá ser rejeitada e a hipótese alternativa aceite.
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Exemplo: Consumo de energia eléctrica

Pretende‑se avaliar se as distribuições dos consumos domésticos 

de energia eléctrica por habitante em duas regiões distintas, ambas 

relativamente pobres, têm a mesma tendência central (mediana). Para 

tal recolheram‑se dados referentes aos consumos anuais por habi‑

tante, em milhares de kWh, para a corrente de baixa tensão (Tabela 

5.16). As duas amostras aleatórias são independentes, uma corres‑

pondendo a 10 conselhos da região A e a outra a 8 conselhos da 

região B. O que se pode concluir relativamente a este problema?

Tabela 5.16. Valores do consumo de energia eléctrica para os conselhos seleccionados 
das regiões A e B (kWh/habitante).

Os resultados decorrentes da aplicação do teste MWW (Figura 

5.27) demonstram que não se pode afirmar que existe de facto uma 

diferença significativa entre as medianas dos consumos energéticos 

nas duas regiões, uma vez que o valor de prova para o teste é su‑

perior a 0,05.

Figura 5.27. Resultados para a aplicação do teste de Mann‑Whitney‑Wilcoxon (Minitab: 
Stat > Nonparametrics > Mann‑Whitney).
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5.3.5.1.5. Teste de Kruskal‑Wallis

O teste de Kruskal‑Wallis é uma alternativa ao teste F realizado 

para o modelo ANOVA, equação (5.58), quando os resíduos não 

seguem uma distribuição Normal, mas não há “outliers” evidentes 

nos dados recolhidos (quando tal acontece, recomenda‑se o uso 

do teste de Mood à mediana). Assim, neste teste, assume‑se como 

hipótese nula que as distribuições de probabilidade para os diferen‑

tes grupos em análise, dos quais se dispõe de amostras aleatórias 

independentes, são idênticas. De uma forma mais simplificada, tal 

passa por assumir que as populações dos diferentes grupos têm 

iguais medianas, pois o teste não é particularmente afectado por 

diferenças na dispersão de grupo para grupo. A hipótese alternativa 

contempla a situação em que pelo menos uma das distribuições dos 

diferentes grupos difere das demais na sua localização.

O princípio do teste passa por ordenar todas as observações de 

todos os grupos, da mais baixa (número de ordem 1) para a mais 

elevada (número de ordem 1 2 aN n n n= + + + , onde a representa 

o número de grupos ou níveis do factor em análise), independente‑

mente do grupo a que pertençam. De seguida, somam‑se os núme‑

ros de ordem relativos às observações de cada grupo, obtendo‑se, 

, 1, 2, ,iT i a=  . Finalmente, calcula‑se a estatística de teste,

	
( )

2

1

12 1
1 2

a
i

i
i i

T NET n
N N n=

 +
= − +  

∑ 	 (5.85)

	
( ) ( )

2

1

12 3 1
1

a
i

i i

TET N
N N n=

⇔ = − +
+ ∑ 	 (5.86)

De notar que, em (5.85), i iT n  corresponde ao número de ordem 

médio do grupo i, enquanto o número de ordem esperado para 

qualquer observação é dado pela soma de todos os números de 
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ordem a dividir pelo número total de observações, correspondendo 

a: ( ) ( ) ( )1 2 1 2N N N N+ = + . Se a hipótese nula se verificar, es‑

tas duas quantidades devem coincidir aproximadamente, pelo que 

o resultado da estatística de teste deverá ser um número pequeno. 

Caso contrário, tal poderá indiciar a existência de pelo menos um 

grupo com uma localização distinta dos demais, apontando no sen‑

tido das condições consideradas na hipótese alternativa.

Exemplo: Tempos de entrega de produtos para acesso à internet

Num projecto seis sigma procurou‑se analisar os tempos de en‑

trega de diferentes produtos para acesso remoto à internet para 

uso doméstico: ISDN e ADSL. Para tal, recolheram‑se os tempos de 

entrega para 25 encomendas do produto ADSL e 30 encomendas do 

produto ISDN. Pretendeu‑se então saber se existia alguma diferença 

entre os tempos de entrega praticados em ambos os casos. Após 

conduzir a análise usando o método de Kruskal‑Wallis, o resultado 

obtido foi no sentido de manter a hipótese nula relativa à igual‑

dade dos tempos de entrega (medianos) para ambos os produtos 

(Figura 5.28).

Figura 5.28. Resultados da aplicação do teste de Kruskal‑Wallis (Minitab: Stat > 
Nonparametrics > Kruskal‑Wallis).
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5.3.5.2. Testes de qualidade de ajuste

Com alguma frequência surge a necessidade de avaliar se um 

dado pressuposto colocado ao nível da distribuição de probabilida‑

de subjacente aos dados recolhidos é de facto verosímil como base 

de trabalho. Um exemplo comum consiste em avaliar se os dados 

seguem de facto uma lei Normal, aquando da realização de um tes‑

te  t de Student recorrendo a uma amostra de pequena dimensão. 

Os testes de qualidade de ajuste visam apoiar esta análise. Neste 

sentido, eles consideram, como hipótese nula, que os dados seguem 

uma distribuição assumida (aquela cuja verosimilhança se pretende 

atestar). A hipótese alternativa consiste simplesmente na negação de 

tal condição (os dados não seguem a distribuição postulada). Assim, 

por exemplo, quando se pretende avaliar se os dados seguem uma 

lei Normal, o teste de hipóteses a conduzir é:

	 0 :   segue uma lei normalH X 	 (5.87)

	 1:   não segue uma lei normalH X 	 (5.88)

Nestas circunstâncias, e ao contrário do que se passa habitual‑

mente num teste de hipóteses onde o que se pretende frequente‑

mente é demonstrar a viabilidade da hipótese alternativa provando 

a inverosimilhança da hipótese nula, agora, o que se pretende usu‑

almente é, de facto, manter a hipótese nula como válida, para que 

assim fique consolidado o pressuposto sobre a distribuição assumida. 

Consequentemente, neste tipo de testes, valores de prova elevados 

(>>0,05) são os valores mais “desejados”, pois são aqueles que mais 

consubstanciam a manutenção da distribuição postulada.

5.3.5.2.1. Teste de Kolmogorov‑Smirnov e teste de Anderson

‑Darling

O teste de Kolomogorov‑Smirnov é aplicável a distribuições con‑

tínuas e completamente especificadas. O seu princípio de funciona‑
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mento é baseado no ajuste entre a função de probabilidade acumula‑

da postulada na hipótese nula, ( )0F x , e a função de probabilidade 

acumulada empírica, decorrente da amostra disponível, ( )S x . A es‑

tatística de teste, D, corresponde ao maior valor da diferença entre 

estas funções (i.e., ao seu supremo):

	 ( ) ( )0sup
x

D S x F x= − 	 (5.89)

Figura 5.29. Princípio de funcionamento do teste de Kolmogorov‑Smirnov.

Demonstra‑se que, para amostras aleatórias provenientes de dis‑

tribuições contínuas conhecidas, esta estatística apenas depende da 

dimensão da amostra, independentemente da forma da distribuição 

em questão. A sua função densidade de probabilidade é também 

conhecida com rigor nestas circunstâncias, o que possibilita o cálculo 

preciso do valor de prova em situações práticas de análise.
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O teste de Anderson‑Darling é uma modificação do teste de 

Kolomogorov‑Smirnov, que dá mais peso às caudas da função densi‑

dade de probabilidade. Trata‑se de um teste mais sensível na detec‑

ção de eventuais desvios à hipótese nula, mas cujos valores críticos 

já são dependentes da distribuição em teste.

Exemplo: Ensaios de absorvência de toalhas (cont.) 

Na análise do exemplo relativo aos ensaios de absorvência em 

toalhas, foi, por várias vezes, colocado o pressuposto preliminar de 

que se tratavam de amostras aleatórias provenientes de populações 

normais, nomeadamente no contexto da construção de intervalos de 

confiança e nos testes de hipóteses paramétricos efectuados. Vejamos 

agora se tal pressuposto é fundamentado, com base no teste de 

Anderson‑Darling. Os resultados obtidos da utilização de software 

estatístico são apresentados na Figura 5.30, onde se pode observar 

que, para todas as amostras em análise, se obtiveram valores de 

prova suficientemente elevados que permitem manter como válida a 

hipótese de que as respectivas distribuições seguem uma lei Normal.

Figura 5.30. Resultados da aplicação do teste de Anderson‑Darling aos ensaios de 
absorvência (Minitab: Graph > Probability plot).
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5.3.5.2.2. Teste qui‑quadrado

Embora não seja tão potente como os testes abordados na secção 

anterior quando a distribuição é contínua e completamente especi‑

ficada, nem a sua estatística de teste siga uma distribuição definida 

(apenas se conhecendo a sua distribuição aproximada), este teste é 

bastante flexível, podendo ser aplicável à análise da aderência de 

uma amostra expressa em qualquer escala (não necessariamente 

contínua) a uma qualquer distribuição teórica.

O seu princípio de funcionamento consiste na comparação entre 

a distribuição das frequências absolutas observadas para o conjunto 

das K classes estipulado para o teste e a frequência absoluta espe‑

rada nessas mesmas classes para uma amostra da mesma dimensão, 

n, com base na distribuição “teórica” que está a ser testada (e que 

figura na hipótese nula). As K classes devem subdividir todo o do‑

mínio da distribuição de uma forma exaustiva e mutuamente exclu‑

siva. Seja in  a frequência absoluta observada para a classe i (logo, 

1

K
ii

n n
=

=∑ ). A frequência esperada para cada classe é calculada a 

partir da distribuição teórica da seguinte forma:

	
i ie n p= ⋅ 	 (5.90)

onde ip  representa a probabilidade de ocorrência de uma observa‑

ção na categoria i, se a distribuição assumida for verdadeira (mais 

uma vez deve ter‑se que 
1

K
ii

e n
=

=∑ , mas agora os valores de ie  

não têm de ser números inteiros). 

A estatística de teste é definida pela seguinte expressão:

	 ( )2

1

K
i i

i i

n e
Q

e=

−
=∑ 	 (5.91)

Assim, se a hipótese nula for verdadeira, as diferenças registadas 

entre as frequências absolutas observadas, in , e as esperadas, ie , 

devem ser pequenas, o mesmo sucedendo consequentemente com 
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o valor de Q. Caso contrário, o valor da estatística de teste será ele‑

vado. Os valores críticos para a estatística Q são calculados a partir 

da função densidade de probabilidade 
2
νχ , a qual descreve o seu 

comportamento para amostras de dimensão elevada, quando H0 é 

verdadeira (trata‑se de um teste unilateral à direita, pelo que o va‑

lor crítico em questão corresponde a 
2

,α νχ ). O número de graus de 

liberdade da função densidade, ν , depende do número de classes 

considerado, K, e do número de parâmetros da distribuição que são 

estimados a partir dos dados, R (por exemplo, quando se estima a 

média e o desvio padrão de uma distribuição Normal a partir dos 

dados, 2R = ):

	 ( )1K Rν = − − 	 (5.92)

Este teste pode ser usado com confiança quando 30n ≥  e quando 

a frequência esperada para cada classe não é inferior a 5, 5ie ≥ . 

Caso esta última condição não se verifique, o teste pode ainda ser 

viável se não mais de 20% dos valores de ie  forem inferiores a 5, e 

se nenhum destes for inferior a 1. Se tal se verificar, algumas clas‑

ses deverão ser fundidas numa só, para que a frequência esperada 

respeite as condições acima indicadas.

Exemplo: Teste de baterias de computadores portáteis 

Um engenheiro de produção está a testar as baterias utilizadas 

na montagem de computadores portáteis. Em determinada fase da 

análise de resultados, ele pretende determinar se a distribuição da 

voltagem à saída da bateria é adequadamente descrita por uma dis‑

tribuição Normal. Para tal, dispõe de uma amostra de 100 unidades, 

com base na qual calculou a correspondente média amostral, 5,04 V, 

e o desvio padrão amostral, 0,08V. Os dados da amostra, devidamen‑

te agrupados em categorias, são apresentados na Figura 5.31. O que 

se pode concluir acerca da normalidade dos dados, recorrendo ao 

teste qui‑quadrado para a qualidade de ajuste?
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Os cálculos necessários estão sumariados na Figura 5.31, onde 

também se indica a lógica seguida na definição das classes a usar 

no teste. As classes possuem a mesma probabilidade associada (1 8 ) 

para a distribuição assumida na hipótese nula (distribuição Normal) 

com os parâmetros estimados a partir dos dados da amostra. 

Figura 5.31. Tabela de frequências observadas e resultados da aplicação do teste qui
‑quadrado para a qualidade de ajuste.

O valor obtido para a estatística de teste é de 0,64Q = , logo 

inferior a ( )
2
0.05, 8 1 2 11,07χ − − = , pelo que se aceita a manutenção de H0 

como válida, não havendo portanto suficiente evidência para rejeitar 

a hipótese de normalidade dos dados. Na verdade, como o valor de 

prova para a presente situação é de 0,9861, poderemos mesmo estar 

confortavelmente seguros da viabilidade de tal hipótese.

5.3.5.3. Testes de associação

Frequentemente há interesse em perceber se duas variáveis em 

estudo estão de alguma forma associadas entre si, ou se pelo contrá‑

rio variam de forma independente. Nesta secção referem‑se algumas 

metodologias para analisar esta questão, começando pela situação 
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mais restritiva quanto à natureza da associação (linear) e das variá‑

veis em questão (contínuas, seguindo uma lei Normal multivariada) 

e progredindo para metodologias de âmbito mais geral.

5.3.5.3.1. Coeficiente de correlação linear de Pearson

O coeficiente de correlação linear (ou de Pearson) é um parâmetro 

populacional definido por:

	
2 2

XY
XY

X Y

σρ
σ σ

=
⋅

	 (5.93)

onde XYσ  representa a covariância entre as variáveis aleatórias X e 

Y. A sua estimativa é obtida substituindo os parâmetros Xσ , Yσ  e 

XYσ , pelos respectivos estimadores amostrais. Assim, os estimadores 

para os desvios padrões populacionais de X e Y são os respectivos 

desvios padrões amostrais, enquanto para XYσ  o estimador é a co‑

variância amostral definida através da seguinte expressão:
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− −
=

−

∑ 	 (5.94)

O valor de coeficiente de correlação amostral (bem como o seu 

congénere populacional) varia entre –1 e 1, assumindo estes valores 

extremos quando a associação entre as variáveis é perfeitamente 

linear e negativa (i.e., quando X cresce, Y decresce, e vice‑versa) 

ou positiva (i.e., quando X cresce, Y cresce, e vice‑versa), respec‑

tivamente. Na verdade, este coeficiente é uma medida do grau de 

associação linear entre duas variáveis, devendo ser utilizado para 

medir a sua associação somente em situações em que um compor‑

tamento linear pode ser inferido através de uma análise preliminar 

de dados, nomeadamente usando um gráfico de dispersão. O seu 
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uso ad hoc, sem tal verificação prévia é desaconselhado, pois pode‑

rá facilmente levar a conclusões erradas. Por exemplo, associações 

fortes entre variáveis poderão passar despercebidas, pelo facto de 

serem de natureza não‑linear.

O teste de hipóteses a conduzir é o seguinte:

	 0 : 0XYH ρ = 	 (5.95)

	 1: 0XYH ρ ≠ 	 (5.96)

As condições para a sua aplicação normalmente requerem que 

as variáveis contínuas sigam uma lei Normal multivariada. Alter

nativamente, podem‑se usar metodologias não‑paramétricas envol‑

vendo processos de re‑amostragem (como por exemplo, testes de 

permutação e bootstrap), que flexibilizam este pressuposto. Assim, 

o método apresentado nesta secção é na verdade frequentemente 

encarado como um método paramétrico (excepto quando se recorre 

às referidas abordagens de re‑amostragem). A sua introdução nesta 

secção dedicada a métodos não‑paramétricos é no entanto justificada 

pelo facto de constituir um ponto de partida adequado para a apre‑

sentação de outras metodologias de âmbito de aplicação mais geral, 

estas sim de natureza não‑paramétrica, fornecendo um enquadramen‑

to apropriado para a compreensão e descrição das mesmas. A inter‑

pretação dos resultados do teste de hipóteses em (5.95) e (5.96) é di‑

recta, recorrendo ao valor de prova fornecido por software estatístico.

Exemplo: Consumo de vapor

Para um determinado processo registou‑se a temperatura média 

do mês e o volume total de vapor produzido que foi alocado à gera‑

ção de energia eléctrica, após satisfação das várias necessidades de 

aquecimento (quanto menor as necessidades de aquecimento, maior 

será o volume de vapor dirigido para esta actividade). Os valores 

recolhidos são apresentados na Tabela 5.17.
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Tabela 5.17. Temperatura média do mês e volume total de vapor produzido que pode 
ser alocado à geração de energia eléctrica, após satisfação das várias necessidades de 
aquecimento.

Pretende‑se estudar se existe uma associação entre as variáveis 

em estudo. Do gráfico apresentado na Figura 5.32, é possível de 

facto perceber que existe uma associação do tipo positivo e linear 

entre a temperatura média do mês e a quantidade de vapor utilizado 

para produzir energia eléctrica. 

Figura 5.32. Gráfico de dispersão para a variação da quantidade de vapor utilizada para 
produzir energia eléctrica em função da temperatura média verificada no respectivo mês.
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O valor do coeficiente de correlação linear de Pearson para esta 

situação é de 0,906, com um valor de prova inferior a 0,001, in‑

dicando que a hipótese nula de tal coeficiente ser zero pode ser 

rejeitada com elevada confiança (Minitab: Stat > Basic statistics > 

Correlation).

5.3.5.3.2. Coeficiente de correlação ordinal de Spearman

O coeficiente de correlação linear ou de Pearson é válido ape‑

nas para aferir o nível de associação entre duas variáveis contínuas 

relacionadas linearmente entre si. Quando um destes pressupostos 

não se verifica (as variáveis não são contínuas ou não apresentam 

uma relação linear), outras abordagens baseadas em estatísticas de 

ordem ou na Teoria da Informação devem ser adoptadas. Um das 

abordagens mais simples neste contexto consiste na utilização do 

coeficiente de correlação ordinal (ou de Spearman). Este coeficiente 

pode ser usado para medir o nível de associação entre variáveis ex‑

pressas numa escala ordinal ou contínua, para relações lineares ou 

não‑lineares (do tipo monótono crescente ou decrescente; o termo 

“monótono” significa que a tendência de crescimento ou decréscimo 

nunca é invertida, podendo ser contudo atenuada ou acentuada). 

O seu cálculo consiste em determinar primeiro os números de ordem 

correspondentes a cada variável que constitui a amostra emparelhada 

em análise. Ou seja, ordena‑se a variável X por ordem crescente, 

e atribui‑se ao menor valor o número de ordem 1, ao seguinte o 

número de ordem 2, e assim sucessivamente até ao maior, que terá 

o número de ordem n. O mesmo procedimento é efectuado para 

a variável Y. De seguida, cada par ordenado ( ), , 1, ,i ix y i n=  , é 

substituído pelo correspondente par ordenado com os respectivos nú‑

meros de ordem de X e Y, ( ) ( )( ), , 1, ,i ino x no y i n=  . O coeficiente 

de correlação ordinal não é mais que o coeficiente de correlação 

linear calculado em termos dos números de ordem assim obtidos. 
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Outra forma de calcular o coeficiente consiste em aplicar a seguinte 

fórmula para o coeficiente de correlação ordinal (amostral):
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onde 2
id  representa o quadrado da diferença dos números de ordem 

para cada par ordenado, ( ),i ix y , i.e.,: ( ) ( )( )22
i i id no x no y= − . De 

facto, pode‑se demonstrar que quando existe uma associação positiva 

perfeita (mesmo que não linear): 
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e portanto , 1s XYr = . Da mesma forma, quando existe uma relação 

negativa perfeita entre as variáveis: 

	 ( )2
2

1

1
3

n

i
i

n n
d

=

⋅ −
=∑ 	 (5.99)

conduzindo a , 1s XYr = − . Verifica‑se assim que, desta forma, o coefi‑

ciente de correlação ordinal de Spearman varia também entre –1 e 1, 

como acontece com o coeficiente de correlação linear de Pearson, 

mas pode ser aplicado à análise de formatos de associação mais 

variados, nomeadamente do tipo não‑linear (desde que monotona‑

mente crescentes ou decrescentes).

Exemplo: Velocidade de reacção em função da composição 

de um reagente

A relação entre a velocidade de reacção e a composição utiliza‑

da para um dado reagente (A) é apresentada na Figura 5.33. Para 

caracterizar o nível de associação entre estas variáveis em estudo, 
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utilizou‑se o coeficiente de correlação ordinal (ou de Spearman), 

dada a natureza não‑linear e monótona (crescente) da associação. 

O valor obtido para este coeficiente é de 0,8976 (usando a Statistics 

Toolbox do software Matlab, The Mathworks, Inc.), indicando uma 

forte associação, a qual é corroborada pelo valor de prova forne‑

cido por um método não‑paramétrico (baseado na metodologia de 

permutação), que fornece o valor de prova de aproximadamente 0. 

Se o coeficiente de associação linear fosse, incorrectamente, usado, 

teria conduzido ao valor de 0,7167, não atribuindo o devido ênfase 

ao nível de associação efectivamente existente ente as variáveis em 

estudo.

Figura 5.33. Gráfico de dispersão para a relação entre a velocidade de reacção e a 
composição do reagente A.

5.3.5.3.3. Teste qui‑quadrado baseado na tabela de contingência

Este teste é na verdade um caso particular do teste qui‑quadrado 

de qualidade de ajuste, podendo ser aplicado à análise de duas 
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variáveis expressas em qualquer escala, X e Y, desde que estas se‑

jam descritas na forma de um número finito de classes, digamos, 

r e c, respectivamente. O teste de hipóteses em questão é agora o 

seguinte:

	 0 :  e  são independentesH X Y 	 (5.100)

	 1:  e  não são independentesH X Y 	 (5.101)

O seu princípio de funcionamento consiste em adaptar a lógica 

do teste qui‑quadrado de qualidade de ajuste à análise da aderência 

da distribuição decorrente do pressuposto de independência entre as 

variáveis em análise (hipótese nula) aos dados disponíveis, os quais 

se apresentam sumariados numa tabela de contingência.

A tabela de contingência (Tabela 5.18) é uma tabela de dupla 

entrada, em que ao longo das linhas figuram os vários grupos cor‑

respondentes à variável X e ao longo das colunas figuram os grupos 

correspondentes às variáveis Y. A lógica de definição dos grupos é 

flexível, mas deve‑se assegurar que estes sejam mutuamente exclu‑

sivos (quando um valor pertence a um grupo não pode pertencer 

a mais nenhum outro) e exaustivos (todos os valores possíveis da 

variável aleatória devem pertencer a um grupo). As recomendações 

referidas na secção 5.3.5.2.2 devem também ser observadas neste 

contexto, uma vez que este teste constitui um caso particular do 

teste referido nessa secção. Em particular, a frequência esperada 

para cada classe (calculada como abaixo indicado) não deve ser 

inferior a 5 e, caso tal não se verifique, não mais de 20% dos va‑

lores da frequência esperada devem ser inferiores a 5 e nenhum 

deve ser inferior a 1 (se tal se verificar, algumas classes deverão 

ser agregadas). Numa tabela de contingência apenas se contabiliza 

o número de observações em cada célula (a sua frequência absolu‑

ta), , 1, , ; 1, ,ijO i r j c= =  , i.e., em cada combinação cruzada das 

condições que definem os grupos da variável X com as condições 
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que definem os grupos da variável Y, apresentando‑se também os 

sub‑totais de cada linha, :iO , e coluna : jO , bem como a sua soma 

global (que é igual à dimensão da amostra, N):

	 :
1
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i ij
j

O O
=

=∑ 	 (5.102)
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Tabela 5.18. Esquema de uma tabela de contingência envolvendo as variáveis X e Y.

Usando a tabela de contingência é relativamente fácil estimar a 

probabilidade de uma observação pertencer a uma dada classe de 

uma variável. Por exemplo, a estimativa para a probabilidade de uma 

observação pertencer à i‑ésima classe da variável X corresponde 

simplesmente à fracção do total de observações que pertencem a 

essa classe, ou seja: 

	 :ˆ i
i

Op
N

= 	 (5.105)

Da mesma forma, a probabilidade de uma observação pertencer 

à j‑ésima classe da variável Y é dada pela fracção do total de ob‑

servações pertencentes à classe j:

	 :ˆ j
j

O
p

N
= 	 (5.106)
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Assim, para estimar todas as probabilidades necessárias para de‑

finir o comportamento aleatório associado às classes ou grupos da 

variável X, são necessárias 1r −  estimativas do tipo (5.105), e para 

definir o comportamento associado aos grupos da variável Y são 

necessárias 1c −  estimativas do tipo (5.106) (a probabilidade para o 

grupo remanescente é dada por 1 menos as restantes probabilidades 

estimadas). Ou seja, tem‑se um total de ( ) ( )1 1r c− + −  estimativas 

independentes efectuadas a partir dos dados, para definir as distri‑

buições de probabilidade marginais associadas a cada grupo. 

Pode‑se agora facilmente estimar a probabilidade associada a 

cada célula da tabela de contingência, correspondente ao cruza‑

mento de grupos das variáveis X e Y no pressuposto destas serem 

independentes (hipótese nula). Se as variáveis aleatórias X e Y fo‑

rem independentes, a probabilidade de uma observação pertencer 

a uma dada célula, correspondente a uma combinação de grupos, 

por exemplo o grupo i da variável X e o grupo j da variável Y, é 

simplesmente dada pelo produto das probabilidades da variável 

aleatória X cair no grupo i e da variável aleatória Y cair no grupo j, 

pelo que a sua estimativa será:

	 ˆ ˆ ˆij i jp p p= ⋅ 	 (5.107)

	 : :
2

ˆ i j
ij

O O
p

N
⋅

⇔ = 	 (5.108)

Logo, o valor esperado para o número de observações na mesma 

célula, ij, designado por ije , sendo dado por ˆij ije N p= ⋅ , correspon‑

de, em termos de quantidades calculadas na tabela de contingência, a:

	 : :i j
ij

O O
e

N
⋅

= 	 (5.109)

A estatística de teste, à semelhança do teste qui‑quadrado para 

avaliar a qualidade de ajuste, é dada por, 
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Q

e= =
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=∑∑ 	 (5.110)

a qual segue aproximadamente um lei qui‑quadrado, 
2
νχ , sendo o 

número de graus de liberdade dados por (5.92), i.e., ( )1K Rν = − −
. Como, no presente caso, o número de grupos é r c⋅ , e o número 

de quantidades estimadas a partir dos dados, ( ) ( )1 1r c− + −  (como 

visto atrás), o número de graus de liberdade a usar no teste é:

	 ( ) ( ) ( )1 1 1r c r cν  = ⋅ − − − + −  	 (5.111)

	 ( )( )1 1r cν⇔ = − − 	 (5.112)

No caso de 2i j= = , a estatística de teste deve ser corrigida utili‑

zando a seguinte expressão (correcção de Yates) em lugar de (5.110): 

		  (5.113)

Exemplo: Testes em tintas

Uma empresa está a estudar a formulação para uma tinta a lançar 

no mercado, tendo presentemente 3 formulações possíveis, designa‑

das por A, B e C. Para testar a percepção da qualidade inerente a 

cada formulação, foram realizados 150 testes em fachadas seleccio‑

nadas aleatoriamente na área geográfica onde se localiza o seu mer‑

cado alvo, os quais consistiam em avaliar a pintura após um tempo 

pré‑determinado, relativamente a vários aspectos da sua qualidade. 

No final, cada avaliação dá origem a uma nota na seguinte escala: 

“Aceitável”, “Boa” e “Excelente”. Os resultados obtidos aparecem 

sumariados na tabela de contingência abaixo apresentada. O que 

conclui? Será a avaliação independente da formulação usada para 

tinta, ou não?

( )22 2

1 1

0,5ij ij

i j ij

O e
Q

e= =

− −
= ∑∑
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Tabela 5.19. Tabela de contingência para os resultados dos testes realizados com várias 
formulações de tintas.

Na Figura 5.34 apresentam‑se os resultados decorrentes da apli‑

cação do teste qui‑quadrado baseado na tabela de contingência. 

O valor de prova obtido indica que a hipótese nula de independência 

deverá ser claramente rejeitada. Uma inspecção mais fina dos resul‑

tados poderá agora ser conduzida para determinar qual a melhor 

formulação a usar. Por exemplo, a formulação A parece conduzir a 

melhores resultados, seguida da formulação B. Os priores resultados 

são obtidos para a formulação C. 

Figura 5.34. Resultados para a aplicação do teste de qui‑quadrado baseado na tabela de 
contingência (Minitab: Stat > Tables > Chi‑Square Test (Two‑Way in Worksheet)).

5.3.5.4. Testes de aleatoriedade

O pressuposto segundo o qual os dados recolhidos são sucessi‑

vamente independentes entre si aparece também com bastante fre
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quência nas metodologias apresentadas anteriormente, pelo que é 

conveniente dispor de algumas ferramentas para o avaliar. De entre 

as metodologias aplicáveis, referem‑se as seguintes:

Teste das sequências

Este teste permite avaliar se uma sucessão dicotómica segue ou 

não um padrão aleatório (uma sucessão dicotómica é uma série de 

observações constituída somente por dois estados, por exemplo: 0/1, 

Cara/Coroa, A/B, etc.). A hipótese nula considera que a sucessão 

é aleatória, enquanto a hipótese alternativa contempla o cenário 

complementar, em que esta não é aleatória. O teste baseia‑se no 

conceito de “sequência”, o qual é definido com um conjunto de ob‑

servações com igual estado (por exemplo 0000, ou Cara Cara Cara 

Cara, ou BB). De acordo com esta definição, uma sequência pode 

conter uma só observação: na amostra 000100, existem 3 sequên‑

cias, nomeadamente, 000, 1 e 00. Para conduzir o teste conta‑se o 

número de sequências existentes e avalia‑se a sua probabilidade de 

ocorrência, nas condições da hipótese nula ser válida (Minitab: Stat > 

Nonparameterics > Runs Test). Este teste também pode ser aplicado 

a valores expressos numa escala contínua, desde que sejam previa‑

mente transformados numa escala dicotómica (i.e., “binarizados”, 

ou transformados em algarismos binários), mediante a aplicação de 

algum critério, usualmente “acima/abaixo da mediana”. Em alterna‑

tiva, e uma vez que este procedimento implica perda de informação, 

pode‑se usar o teste das sequências ascendentes e descendentes, ou 

as metodologias abaixo indicadas, entre outras possíveis.

Análise da autocorrelação

A autocorrelação de uma sucessão de valores consiste na correla‑

ção dessa sequência consigo própria, após ter sido desfasada de uma 

ou mais unidades do índice de tempo (usualmente referidas como 

lags). Por exemplo, a autocorrelação para lag=1 resulta da correlação 
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de uma série consigo própria, após desfasada de uma unidade do 

índice de tempo (ver Tabela 5.20), e assim sucessivamente para lags 

superiores. Comparando os valores da autocorrelação para vários 

lags com aqueles passíveis de ocorrer numa sequência de “ruído” 

aleatório e independente, para um dado nível de significância, é 

possível verificar se o presente conjunto de dados contém alguma 

estrutura dinâmica, i.e., autocorrelação. Usualmente tal é efectuado 

através do gráfico de autocorrelação (Figura 5.35), onde figuram 

quer os valores estimados para a função autocorrelação com vários 

lags, quer as linhas que os delimitam para o caso de uma série de 

valores aleatórios e independentes (o chamado “ruído branco”). Se 

algum valor da autocorrelação cruzar estas linhas, tal é indicativo 

da presença potencial de uma componente dinâmica significativa no 

sinal (como acontece na Figura 5.35). De facto, se uma sequência é 

independente ao longo do tempo, tal implica que cada observação 

é descorrelacionada com a que se lhe segue. Assim, desfasando a 

série de valores original não se deveria captar qualquer correlação 

significativa com a respectiva versão original. 

Tabela 5.20. Exemplificação do desfasamento considerado no cálculo da autocorrelação 
(amostral) para vários lags.
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Figura 5.35. Exemplo de um gráfico de autocorrelação (Minitab: Stat > Time Series > 
Autocorrelation).

Teste de Durbin‑Watson

O teste de Durbin‑Watson foi desenvolvido para aplicações envol‑

vendo o método dos mínimos quadrados, nomeadamente regressão 

linear, de forma a analisar o pressuposto de independência dos 

seus resíduos. O teste assume que o modelo de regressão tem uma 

intercepção na origem, que as variáveis de entrada (X’s) não são 

aleatórias e não são versões desfasadas da variável de saída (Y’s), 

e que os resíduos seguem um modelo autoregressivo de primeira 

ordem, com parâmetro, φ :

	
1k k kε φ ε ω−= ⋅ + 	 (5.114)

onde ωκ é um termo aleatório que satisfaz os pressupostos do modelo 

de regressão linear (ver secção 5.4). O teste de hipóteses é o seguinte:

	 0 : 0H φ = 	 (5.115)

	 1: 0H φ ≠ 	 (5.116)
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Logo, a rejeição da hipótese nula corresponde à detecção de uma 

componente autocorrelacionada (de primeira ordem) significativa 

nos resíduos, o que implica a não verificação do pressuposto de 

independência dos mesmos. A manutenção da hipótese nula como 

válida conduz à viabilização do pressuposto de independência. A es‑

tatística de teste, d, é definida por:
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Esta varia entre 0 e 4, sendo aproximadamente igual a 2 quando 

0φ = . A concretização do teste envolve a comparação dos valores 

obtidos com valores críticos retirados de tabelas apropriadas, sendo 

que valores bastante distintos de 2 devem suscitar dúvidas relativa‑

mente à independência dos resíduos (por exemplo, se inferiores a 

1, indicam a presença de autocorrelação positiva, e se superiores a 

2, a existência de autocorrelação negativa).

5.4. Regressão Linear

5.4.1. Introdução

Em projectos seis sigma surge frequentemente a necessidade de 

estabelecer um modelo para a relação existente entre dois conjun‑

tos de variáveis: um relativo às “entradas”, i.e., a todos os factores 

que possam induzir variabilidade no processo, e outro às “saídas”, 

incorporando as variáveis que são naturalmente afectadas por tais 

acções. Frequentemente a relação pretendida assume uma forma 

quantitativa, tal como uma equação matemática algébrica (por exem‑

plo, um modelo de regressão linear) ou algorítmica (como sucede, 
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por exemplo, no método de regressão do “vizinho mais próximo”). 

Métodos de relacionamento qualitativos são por vezes também utili‑

zados, em particular nas primeiras fases de análise de um problema 

(e.g., diagrama de afinidade, diagrama relacional, entre outros).

Como acima referido, as variáveis envolvidas no problema são 

normalmente classificadas em duas categorias. Uma categoria é re‑

lativa às variáveis que caracterizam a qualidade do produto ou o 

desempenho do processo, cuja variabilidade se pretende estudar mais 

aprofundadamente. Designam‑se normalmente por termos como: 

respostas, variáveis de saída (do processo), Y’s, outputs ou variáveis 

dependentes (Figura 5.36). A outra categoria, é relativa às variá‑

veis que podem proporcionar uma explicação para a variabilidade 

apresentada pelas primeiras, nomeadamente através das associações 

que existem entre ambas e que se pretendem captar num modelo 

matemático. Estas são usualmente referidas como: variáveis de entra‑

da, X’s, predictores, regressores, inputs ou variáveis independentes 

(embora esta última designação careça de algum rigor em termos 

da linguagem técnica usada em estatística, uma vez que, de facto, 

estas variáveis não têm que ser formalmente independentes entre si 

para figurarem nesta categoria; na realidade, estão frequentemente 

relacionadas entre si por motivos diversos, como mais à frente se 

abordará, pelo que o termo “independente” será, num sentido mais 

estrito e formal, inadequado).

Figura 5.36. Classificação genérica das variáveis que afectam um processo.
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Para relacionar as respostas de interesse com as variáveis de 

entrada que potencialmente contribuem para explicar a sua va‑

riabilidade, constroem‑se usualmente modelos matemáticos. Um 

modelo é essencialmente uma descrição simplificada da realidade, 

desenvolvida para um determinado fim. Este fim pode passar, por 

exemplo, pela necessidade de descrever a realidade de forma mais 

compacta e acessível, para efeitos de análise do processo ou para 

efectuar previsões sobre determinados aspectos. Como objectivos a 

atingir com o desenvolvimento de modelos, incluem‑se, embora de 

uma forma não exaustiva, os seguintes:

• Previsão de valores futuros de uma variável de saída (Y);

• Estimação do efeito associado a mudanças processuais, sem 

que haja necessidade de as realizar efectivamente; 

• Optimização, controlo e monitorização do processo;

• Para uma melhor gestão do processo e para servir de base a 

acções de melhoria;

• Para aumentar o conhecimento sobre o processo.

Neste sentido, é fácil perceber a importância da actividade de 

modelação, dada a forma ubíqua e transversal com que esta aparece 

em diversos contextos da gestão de processos. Existem várias abor‑

dagens possíveis para construir modelos matemáticos no que respeita 

à informação usada para suportar a sua derivação. Distinguem‑se 

neste âmbito, em particular, as seguintes: abordagem baseada nos 

primeiros princípios, abordagem orientada por dados e a abordagem 

empírica (Figura 5.37).

Quando há muito conhecimento disponível sobre os fenómenos 

que ocorrem no processo, bem como acesso a todo um conjunto de 

parâmetros e informação que os caracterizam, não se registando a 

presença de incertezas significativas quanto a aspectos que interfi‑

ram com a realidade em causa, a abordagem baseada nos primeiros 
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princípios pode ser adoptada. Esta abordagem baseia‑se na aplicação 

dos princípios universais de conservação de extensidades, como a 

massa, energia e quantidade de movimento, aos processos e sistemas 

em causa para assim deduzir as equações que regem o seu com‑

portamento. Estas assumem frequentemente a forma de equações 

diferenciais e/ou algébricas, cuja resolução para as condições em 

estudo conduz ao comportamento previsto para o sistema. O de‑

senvolvimento deste tipo de modelos é tipicamente intensivo em 

conhecimento e em tempo. Por outras palavras, requer pessoas com 

formação avançada na compreensão de fenómenos e sua tradução 

em linguagem matemática e recursos computacionais (software e 

hardware), bem como tempo, para que este estudo aprofundado 

tenha lugar nos processos e sistemas em questão.

No outro lado do espectro das abordagens de modelação situam

‑se as metodologias que se baseiam (quase) inteiramente nos dados 

recolhidos, sem recurso a conhecimento a priori sobre o processo 

e sobre os fenómenos que nele se desenrolam. Tratam‑se de me‑

todologias que exploram a abundância de dados quando estes são 

disponibilizados em elevado volume, para conduzir as actividades 

de previsão em questão. São por isso intensivas em dados e em re‑

cursos computacionais de processamento e memória. A sua natureza 

é essencialmente algorítmica, não colocando pressupostos quanto à 

estrutura dos modelos (situação oposta à encontrada nas abordagens 

baseadas em primeiros princípios, onde a estrutura dos modelos 

é inteiramente especificada a priori, com base no conhecimento 

existente sobre os fenómenos).

Numa zona intermédia do espectro de abordagens, surgem as 

metodologias que se adoptam em situações onde o conhecimento 

disponível sobre os processos e fenómenos não é suficiente para 

possibilitar a especificação integral da sua estrutura, a qual deve ser 

completada e afinada, com base na análise dos dados recolhidos. 

Os dados, por sua vez, não existem em quantidade tal, que permita, 
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por si só, resolver os problema de previsão em causa, sendo necessá‑

rio proceder a uma definição preliminar de uma estrutura base para 

os descrever, a qual poderá ser melhorada posteriormente, de forma 

iterativa, até que seja encontrada a forma que melhor compatibilize 

os pressupostos efectuados sobre o modelo do processo e os dados 

recolhidos do mesmo. De facto, quando se analisam várias variáveis 

simultaneamente, é bastante fácil e comum estar numa situação em 

que a densidade de cobertura do espaço multidimensional pelos 

dados é muito baixa, o que impede a utilização de abordagens ba‑

seadas em dados, ainda que o número de registos (ou observações) 

seja considerável (por exemplo, da ordem dos milhares ou milhões), 

constatação usualmente referida como a “maldição da dimensionali‑

dade”. Contextos com esta tipologia ocorrem com muita frequência 

em situações práticas e apelam para metodologias de modelação 

que integrem algum conhecimento sobre o processo para estabele‑

cer uma estrutura base de modelação (definindo por exemplo que 

variáveis incorporar no modelo e eventualmente transformações a 

que estas devam ser sujeitas para melhorar a sua qualidade) e os 

dados ao dispor para o desenvolver, refinar e validar. Estas meto‑

dologias são designadas por abordagens empíricas, entre as quais a 

metodologia de regressão linear, aqui abordada, ocupa um posição 

de destaque, dada a sua flexibilidade (i.e., possibilidade de utiliza‑

ção em diferentes contextos) e simplicidade. A estas características 

acresce‑se ainda o facto de existir, hoje em dia, um importante corpo 

de conhecimento acumulado sobre a sua implementação, bem como 

software disponível, com diferentes níveis de sofisticação, para a 

conduzir em contextos práticos.
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Figura 5.37. Espectro das abordagens possíveis a usar na construção de modelos: das 
abordagens “intensivas em conhecimento” àquelas “intensivas em dados”, passando 
pelas “abordagens empíricas”.

Nesta secção, apresenta‑se a metodologia de regressão linear, 

pertencente à classe das abordagens empíricas de modelação. Esta 

metodologia pode ser usada para explicar a variabilidade de respos‑

tas quantitativas e contínuas, a partir de variáveis de entrada quanti‑

tativas ou mesmo qualitativas. No texto que se segue, introduz‑se o 

modelo geral de regressão linear, após o que se abordam os vários 

aspectos importantes relacionados com a estimação dos seus parâ‑

metros, testes de hipóteses e intervalos de confiança mais relevantes. 

A estes temas juntam‑se ainda outros tópicos que complementam 

uma abordagem introdutória a este assunto, como a validação do 

modelo estimado e a detecção de situações problemáticas quando 

existem variáveis de entrada correlacionadas (o chamado “problema 

da colinearidade”).
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5.4.2. O modelo de regressão linear

O modelo de regressão linear é um modelo genérico do tipo,

	
0 1 1 2 2 m mY x x xβ β β β ε= + + + + + 	 (5.118)

onde, Y representa a variável de saída e { }
1:j j m

x
=

 os regressores ou 

variáveis de entrada a serem usadas para explicar a variabilidade 

registada em Y. Este modelo é constituído por duas partes. Uma que 

lhe confere a sua estrutura, composta por variáveis (originais ou 

transformadas) afectadas por coeficientes, designados por coeficientes 

de regressão parciais, { }
1:j j m

β
=

, ao que se lhes junta o termo inde‑

pendente ou intercepção na origem, 0β . Para além deste “esqueleto 

determinístico”, o modelo de regressão linear contém uma segunda 

parte, de natureza aleatória ou estocástica, introduzida através do 

termo ε. Este termo residual é uma variável aleatória, a qual deve ser 

portanto melhor definida. Assim, ε, tem as seguintes características 

para um modelo de regressão linear:

• Média nula; 

• Variância constante, para qualquer valor da resposta (Y) ou 

dos regressores (X’s); 

• Os seus sucessivos valores são mutuamente independentes. 

Este conjunto de pressupostos é suficiente para proceder à esti‑

mação pontual dos parâmetros do modelo, mas é insuficiente para 

conduzir outras tarefas de inferência estatística, como testes de 

hipóteses envolvendo várias quantidades do modelo ou o estabele‑

cimento de intervalos de confiança. Para tal, é necessário especi‑

ficar, adicionalmente, a função densidade de probabilidade para o 

termo aleatório. Neste caso, a função densidade de probabilidade 

considerada é a Normal.



231

Nestas condições, é importante clarificar que a previsão efectuada 

por um modelo de regressão linear para uma dada concretização 

das variáveis de entrada, não é um determinado valor da variável 

de resposta, mas uma função densidade de probabilidade para esta 

variável, cuja média provém da parte estrutural do modelo, enquan‑

to a sua forma e dispersão são originárias do seu termo aleatório 

(Figura 5.38).

Figura 5.38. Representação esquemática do modelo de regressão linear (no caso em 
que só há uma variável de entrada, x), enfatizando a sua natureza estocástica: para cada 
valor da variável de entrada, o modelo fornece a correspondente função densidade de 
probabilidade para os valores da resposta.

Os seguintes exemplos, caiem na categoria dos modelos de re‑

gressão linear:

		  (5.119)

		  (5.120)

		  (5.121)
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O modelo (5.119) é conhecido como o modelo de regressão line‑

ar simples (RLS), pois só apresenta um regressor, ao contrário do 

modelo (5.118), que tem vários regressores, sendo por isso referido 

usualmente como modelo de regressão linear múltipla (RLM). O mo‑

delo (5.120) apresenta termos adicionais não‑lineares no conjunto 

dos regressores, em particular de natureza polinomial, como os ter‑

mos quadráticos 2
jj jxβ  e o termo bilinear ou de interacção, ij i jx xβ . 

A presença destes termos e, se necessário, outros termos adicionais 

de ordem polinomial superior, tem consequências interessantes. Em 

particular, como qualquer função contínua pode ser aproximada 

com o rigor que se pretender (desde que seja diferenciável no ponto 

em questão) por uma expansão polinomial (o conhecido teorema da 

série de Taylor), então um modelo deste tipo pode ser aplicado à 

descrição de qualquer relação não‑linear (contínua e continuamente 

diferenciável), desde que para tal se disponha de dados em quanti‑

dade suficiente. O conhecimento específico da não‑linearidade pode 

no entanto tornar o modelo mais parcimonioso, i.e., com menos 

termos, sem prejudicar a sua aplicabilidade, mediante a introdução 

de transformações adequadas, como a indicada, por exemplo, no 

modelo (5.121), desta feita aplicada na variável de saída ou resposta. 

No entanto, quando se estuda um processo não‑linear localmente, 

como acontece na maioria das situações práticas onde a janela de 

operação é relativamente estreita, a curvatura em questão é usual‑

mente moderada e poucos termos polinomiais são necessários para 

proporcionar uma descrição adequada das tendências dominantes.

Por vezes, os modelos de regressão linear são apresentados numa 

forma equivalente, mas de interpretação mais clara, possuindo a 

mesma capacidade de explicação associada relativamente ao mo‑

delo original. É o que acontece quando se normaliza previamente 

todas as variáveis envolvidas (resposta e regressores), subtraindo 

aos valores de cada variável a média e dividindo esta quantidade 

pelo respectivo desvio padrão:
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		  (5.122)

onde, yi representa o valor de Y para a observação i, xij o valor do 

regressor xj na observação i,  representa a média dos valores de Y, 

jx  representa a média dos valores de xj, SY o desvio padrão amos‑

tral de Y e 
jxs  o desvio padrão amostral de xj. Nestas condições, 

as variáveis '
iY  e '

jx  têm média nula e desvio padrão unitário (esta 

transformação linear é designada frequentemente por “autoescalona‑

mento”). O modelo de regressão linear construído em termos destas 

variáveis tem a seguinte forma:

	 ' ' ' ' ' ' '
1 1 2 2 m mY x x xβ β β ε= + + + + 	 (5.123)

Nesta forma, o modelo não tem intercepção na origem e cada 

coeficiente reflecte mais directamente o impacto que cada variável 

normalizada assume na resposta, uma vez que eventuais efeitos 

decorrentes do uso de unidades diferentes são mitigados pela nor‑

malização efectuada (embora tal possa e deva ser analisado, com 

mais rigor, à luz dos testes de hipóteses à significância das variá‑

veis, nomeadamente através dos valores de prova a eles associados). 

Os coeficientes do modelo (5.123) são usualmente designados por 

coeficientes “beta”. Em programas computacionais eles podem ser 

facilmente diferenciados dos coeficientes originais (modelo (5.118)) 

como sendo aqueles que não fornecem qualquer valor para a or‑

denada na origem.

Uma vez que, como vimos, o modelo de regressão linear pode 

ser usado para descrever relações não‑lineares, importa esclarecer 

então a origem do termo “linear” na sua designação. De facto, este 

termo advém não do tipo de relações entre as variáveis X’s e Y, mas 

entre os coeficientes que afectam as variáveis X ’s e Y. Se tomarmos 

os valores dos regressores como valores fixos, então existe uma re‑

' ',
j

ij ji
i ij

Y x

x xy yy x
s s

−−
= =
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lação linear entre os coeficientes de regressão parcial e a resposta, 

sendo esta a constatação que caracteriza, de facto, um modelo de 

regressão linear e que torna o processo de estimação dos seus 

parâmetros num problema de resolução de um sistema linear de 

equações algébricas (as chamadas “equações normais”), como se 

abordará na secção seguinte.

5.4.3. Estimação de parâmetros no modelo de regressão linear

Definido o modelo geral de regressão linear na secção anterior, 

aborda‑se agora como estimar os seus parâmetros, nomeadamente:

• Os coeficientes de regressão parciais, { }
1:j j m

β
=

 e a ordenada 

na origem, 0β ;

• A variância associada ao termo residual do modelo, 2σ .

Seguindo a convenção estatística habitual, as estimativas cal‑

culadas com base nos dados disponíveis mediante a aplicação das 

fórmulas para os estimadores dos parâmetros em causa serão iden‑

tificadas pelo símbolo “^” por cima do correspondente símbolo do 

parâmetro. Dispondo assim de um conjunto de dados com n obser‑

vações para as m variáveis de entrada e para a resposta, e assumindo 

que n>m (pois, caso contrário, o processo de estimação não poderia 

ser conduzido pela metodologia aqui abordada), pode‑se escrever, 

para cada observação, a seguinte equação decorrente da aplicação 

do modelo de regressão linear: 

	
0 1 1 2 2i i i im im iy x x xβ β β β ε= + + + + + 	 (5.124)

onde yi traduz agora o valor da reposta para a observação i, sendo 

iε  o correspondente valor do resíduo, o qual seria facilmente cal‑
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culado pela diferença entre yi e 0 1 1 2 2i i im imx x xβ β β β+ + + + , caso 

os parâmetros fossem conhecidos,

	
( )0 1 1 2 2

0 1 1 2 2

i i i i im im

i i i i im im

e y x x x
e y x x x

β β β β
β β β β

= − + + + +

⇔ = − − − − −




	 (5.125)

Não sendo este obviamente o caso (os parâmetros são desco‑

nhecidos na prática), o procedimento seguido consiste em fornecer 

como estimativas para os parâmetros { }
1:j j m

β
=

e 0β , ou, mais re‑

sumidamente, { }
0:j j m

β
=

, aqueles valores que conduzem ao mínimo 

da soma do quadrado dos resíduos relativos a todas as observações 

em análise, ou seja,

	

{ } { }

{ }
( )

0:

0:

2

0: 1

2

0 1 1 2 2ˆ
1

ˆ Min

Min

j j m

j j m

n

j ij m i

n

i i i im im
i

e

y x x x

β

β

β

β β β β

=

=

= =

=

=

 = − + + + + = 

∑

∑ 

	 (5.126)

Esta forma de estimar os parâmetros da parte estrutural do mo‑

delo designa‑se por “método dos mínimos quadrados” e data do 

Século XVIII, com o trabalho de Carl Friedrich Gauss. De facto, 

demonstra‑se (Teorema de Gauss‑Markov) que tal processo conduz 

a estimativas não‑enviesadas e de variância mínima entre todos 

os estimadores lineares possíveis (tratando‑se por isso de um esti‑

mador BLUE – Best Linear Unbiased Estimator), desde que o erro 

aleatório tenha média nula, cada realização seja não‑correlacionada 

com qualquer outra e a sua variância seja constante (i.e., o erro 

é homocedástico). Aplicando as condições de estacionariedade no 

óptimo ao problema de optimização referido em (5.126), obtém‑se o 

seguinte sistema linear de equações, da resolução do qual se obtém 

directamente a estimativa dos parâmetros { }
0:

ˆ
j j m

β
=

:
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0 1 1 2 2
1 1 1 1

2
0 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 1 1 1

2
0 1 1 2 2

1 1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

n n n n

i i m im i
i i i i

n n n n n

i i i i m i im i i
i i i i i

n n n n n

im im i im i m im im i
i i i i i

n x x x y

x x x x x x x y

x x x x x x x y

β β β β

β β β β

β β β β

= = = =

= = = = =

= = = = =


+ + + + =




+ + + + =





+ + + + =


∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑









	 (5.127)

As equações do sistema (5.127), designam‑se por “equações nor‑

mais” do método dos mínimos quadrados.

Na posse de estimativas para os parâmetros da parte estrutural 

do modelo, falta ainda estimar o parâmetro associado ao termo 

aleatório, nomeadamente a sua variância. Esta estimativa é obtida a 

partir dos resíduos calculados com o modelo estimado pelo método 

dos mínimos quadrados, e tem a seguinte forma:

	
2

2 1ˆ
1 1

n

i
i

e
SSE MSE

n m n m
σ == = =

− − − −

∑ 	 (5.128)

onde SSE significa a soma do quadrado dos erros ou resíduos (da 

terminologia anglo‑saxónica, “Error Sum of Squares”) e MSE significa 

o erro quadrático médio (do inglês, “Mean Squared Error”).4 Nesta 

expressão, os resíduos são calculados da seguinte forma:

	 ˆi i ie y y= − 	 (5.129)

4 Opta‑se aqui por manter a designação inglesa para estas siglas para facilitar 
o seu reconhecimento no uso de software comercial e na consulta da abundante 
literatura anglo‑saxónica disponível. 
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onde,

	
0 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆi i i im imy x x xβ β β β= + + + + 	 (5.130)

5.4.4. Inferência estatística no modelo de regressão linear

No desenvolvimento e implementação dos modelos de regressão 

linear existem alguns testes de hipóteses a reter, dada a sua utili‑

zação mais frequente. Nesta secção, faz‑se referência a tais testes 

bem como a intervalos de confiança e previsão também usados em 

análise de dados pelo método de regressão linear.

5.4.4.1. Análise da significância do modelo de regressão

O seguinte teste de hipóteses permite analisar a significância do 

modelo de regressão como um todo. Por outras palavras, este teste 

considera como hipótese nula a inexistência de qualquer poder ex‑

plicativo da resposta (Y) pelas variáveis de entrada incorporadas no 

modelo (X ’s). A hipótese alternativa contempla a situação em que 

pelo menos uma das variáveis de entrada desempenha um papel 

relevante na explicação da variabilidade da resposta.

Teste ANOVA à significância do modelo de regressão linear

	 0 1 2

1

: 0
: 0,  para pelo menos um 0

m

j

H
H j

β β β
β

= = =
≠ ≠


	 (5.131)

Este teste baseia‑se na seguinte identidade, que particiona a 

variabilidade total observada para a resposta em duas partes: uma 

correspondente ao que se consegue explicar com base no modelo 
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estimado e outra parte relativa ao que tal modelo não consegue 

explicar (os seus resíduos):

	 Variação Total = Variação Explicada pelo Modelo de  Regressão + Variação Residual 	 (5.132)

Esta partição é usualmente referida na forma:

	 SST SSR SSE= + 	 (5.133)

onde, SST é a soma dos quadrados total (variabilidade total observa‑

da para a variável de saída), SSR representa a soma dos quadrados 

devido à regressão (i.e., a variabilidade explicada pelo modelo) e 

SSE, que já apareceu na equação (5.128), é a soma do quadrado 

dos resíduos do modelo, correspondendo à variabilidade não ex‑

plicada pelo modelo. Estas grandezas são definidas pelas seguintes 

expressões:

	 ( )2
1

n

i
i

SST y y
=

= −∑ 	 (5.134)

	 ( )2
1

ˆ
n

i
i

SSR y y
=

= −∑ 	 (5.135)

	 ( )2
1

ˆ
n

i i
i

SSE y y
=

= −∑ 	 (5.136)

A partir destas grandezas constrói‑se a estatística do teste ANOVA 

para a significância do modelo de regressão linear como um todo,

	
( )0 / 1

SSR m MSRF
SSE n m MSE

= =
− −

	 (5.137)

(MSR é o desvio quadrático médio para o modelo de regressão 

estimado).
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Quanto maior for o valor assumido por esta estatística de teste, 

em maior extensão a variação explicada pelo modelo se sobrepõe à 

variação que não é por ele explicada, favorecendo assim a rejeição 

de H0. Tal será reconhecido formalmente se o seu valor for superior 

a um valor crítico correspondente ao nível de significância do teste 

(α), 0 , , 1m n mf fα − −=  (correspondente ao percentil ( )1 100%α− ×  da 

função de probabilidade acumulada para a função F, com m e n‑m‑1 

graus de liberdade). Naturalmente, o resultado do teste de hipóteses 

pode ser analisado tendo por base o valor de prova, pelo método 

habitual e já anteriormente explicado.

Os cálculos subjacentes a este teste são normalmente organizados 

e apresentados na forma de uma tabela ANOVA, como aquela abaixo 

apresentada (Tabela 5.21).

Tabela 5.21. Tabela ANOVA para o modelo de regressão linear.

5.4.4.2. Análise da significância individual dos parâmetros do 

modelo de regressão

Os testes de hipóteses à significância dos coeficientes do modelo 

de regressão, { }
0:

ˆ
j j m

β
=

, envolvem as seguintes hipóteses:

	 0

1

: 0

: 0
j

j

H
H

β

β

=

≠
	 (5.138)

Nas condições assumidas para o modelo de regressão, a seguinte 

estatística de teste segue uma função densidade t de Student,
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	 0
ˆ

ˆ

ˆ
j

jT
β

β
σ

= 	 (5.139)

onde ˆˆ
jβ

σ  representa a estimativa da variância de ˆ
jβ  (coeficiente 

de regressão parcial para a variável xj), que pode ser facilmente 

obtida a partir dos dados experimentais e da estimativa do desvio 

padrão dos resíduos. Caso o valor absoluto da estatística de tes‑

te esteja acima do valor crítico, 2, 1n mtα − − , i.e., caso 0 2, 1n mT tα − −>  

(onde, ( )2, 1 : Pr 2n mt t T tα α− − = > = ), aceita‑se a hipótese alterna‑

tiva, considerando‑se neste caso que o coeficiente em causa é sig‑

nificativamente diferente de zero. Tal significa também que nestas 

condições a correspondente variável contribui, de uma forma signi‑

ficativa, para a explicação da variabilidade da resposta. Este teste 

poderá naturalmente ser conduzido em termos do valor de prova a 

ele associado, rejeitando‑se neste caso H0 se o correspondente valor 

de prova for inferior a α. Esta rejeição é tanto mais consubstanciada 

pelos dados quanto menor for o valor de prova obtido para o teste 

de hipóteses em causa.

Caso H0 não seja rejeitada, tal significa que a correspondente 

variável não está a contribuir significativamente para a explicação 

da variabilidade da resposta quando as restantes variáveis estão 

presentes no modelo, podendo por isso ser descartada. Esta ressal‑

va relativa ao papel das restantes variáveis incluídas no modelo é 

importante, uma vez que todas as restantes variáveis influenciam, 

em geral, o valor estimado para o coeficiente de uma dada variável, 

podendo a estimativa ser diferente consoante o grupo de variáveis 

incluídas no modelo. Uma situação particular onde tal não acontece 

verifica‑se quando os dados foram recolhidos de acordo com um 

planeamento de experiências dito “ortogonal”, tal como num pla‑

neamento de experiências factorial completo ou fraccionado. Neste 

caso, as estimativas dos coeficientes não apresentam covariância 
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entre si, o que significa que a presença ou ausência de uma variável 

no modelo não interfere com a estimativa do efeito das restantes.

5.4.4.3. Intervalos de confiança para os parâmetros do modelo 

regressão

Por vezes é também interessante determinar e analisar o intervalo 

de confiança associado às estimativas dos parâmetros efectuadas no 

modelo de regressão linear. Estes intervalos fornecem a banda tal 

que, quando repetidamente calculada do mesmo modo usando da‑

dos recolhidos de forma independente do mesmo processo, contém 

o verdadeiro valor do coeficiente em causa em ( )1 100%α− ×  das 

vezes. Estes têm a seguinte forma para os coeficientes do modelo 

de regressão, { }
0:

ˆ
j j m

β
=

:

	 ˆ ˆ2, 1 2, 1
ˆ ˆˆ ˆ

j j
j n m j j n mt tα αβ β

β σ β β σ− − − −− ≤ ≤ + 	 (5.140)

5.4.4.4. Intervalos de confiança para a resposta média e intervalo 

de previsão

Como já referido, o modelo de regressão não fornece somente 

uma estimativa pontual de um valor para uma dada concretização 

das variáveis de entrada, mas de facto uma função densidade de 

probabilidade para os valores passíveis de serem obtidos em tais 

condições. Esta função densidade está centrada no valor previsto 

pela parte estrutural do modelo, equação (5.130), e consiste numa 

lei normal. Neste sentido, pode haver interesse em analisar duas 

vertentes distintas associadas a tal previsão: i) determinar o valor 

médio da função densidade associada à variável de resposta quan‑

do as variáveis de entrada assumem um dado conjunto de valores 

( { }1 2| , , ,ˆ
mY x x xµ


); ii) prever a ocorrência do valor proveniente dessa 
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mesma função densidade, ou seja, prever qual o valor que irá ser 

observado em tais condições ( 0ŷ ).

Para ambos os casos, a melhor estimativa pontual a fornecer é, 

de facto, a mesma, nomeadamente aquela proveniente da equação 

(5.130), ou seja, para a situação i) a estimativa pontual é,

	 { }1 2 0 1 1 2 2| , , ,
ˆ ˆ ˆ ˆˆ

m i i im imY x x x x x xµ β β β β= + + + +


 	 (5.141)

e para a situação ii), é

	
0 0 1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆˆ i i im imy x x xβ β β β= + + + + 	 (5.142)

No entanto, estas estimativas possuem diferentes níveis de incer‑

teza associados, fruto da natureza distinta do objecto da previsão em 

causa. Em particular, a estimativa associada a ii) tem um elemento 

aleatório intrínseco relacionado com o termo residual do modelo 

de regressão linear, o qual adiciona a sua variabilidade (estimada 

através de 2σ̂ , equação (5.128)) à incerteza da estimativa de  i). 

Neste sentido, o intervalo de previsão para 0ŷ , vai ser mais amplo 

do que o respectivo intervalo de confiança para a média da função 

densidade, { }1 2| , , ,ˆ
mY x x xµ


, diferindo ambos apenas numa quantidade 

directamente relacionada com 2σ̂ . De notar que, como já referido 

anteriormente na secção sobre “estimação por intervalo”, apenas é 

correcto chamar “intervalo de confiança” quando se trata da estima‑

tiva { }1 2| , , ,ˆ
mY x x xµ


, uma vez que só nesta situação se faz referência a 

um parâmetro populacional (o qual é tomado como sendo “fixo” na 

visão “frequencista” do processo de estimação estatístico).

Intervalo de Confiança para { }1 2| , , ,ˆ
mY x x xµ



	
{ } ( ) { } { } ( )

1 2 1 2 1 2

2 2
2, 1 0 2, 1 0| , , , | , , , | , , ,ˆ ˆ ˆ ˆ, ,

m m mn m n mY x x x Y x x x Y x x xt f x X t f x Xα αµ σ µ µ σ− − − −− ⋅ ≤ ≤ + ⋅
  

	(5.143)
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(onde ( )0 ,f x X  representa uma quantidade que é calculada a partir 

dos valores das variáveis de entrada usadas para estimar o modelo 

de regressão, simbolizadas por X, e x0 representa os valores das 

variáveis de entrada para os quais a previsão está a ser efectuada, 

i.e., { }1 2, , , mx x x ).

Intervalo de Previsão para 0ŷ

	 ( )( ) ( )( )2 2
0 2, 1 0 0 0 2, 1 0ˆ ˆ ˆ ˆ1 , 1 ,n m n my t f x X y y t f x Xα ασ σ− − − −− ⋅ + ≤ ≤ + ⋅ + 	 (5.144)

5.4.5. Análise da qualidade de ajuste e capacidade de previsão 

do modelo

Uma vez estimados os parâmetros do modelo de regressão, passa

‑se a uma fase onde o modelo é analisado sob várias perspectivas, 

nomeadamente para avaliar se os pressupostos que estão na sua 

base são verificados e se há observações anormais ou demasiado 

influentes no processo de estimação dos parâmetros e que, por tal, 

devam ser melhor escrutinadas. Avalia‑se também a qualidade do 

modelo no que respeita às previsões que é capaz de fornecer com 

base em grandezas e metodologias propostas de acordo com duas 

dimensões de análise distintas: i) análise da qualidade de ajuste do 

modelo; ii) análise da capacidade de previsão do modelo.

Na perspectiva da análise da qualidade de ajuste do modelo (i), 

este é tanto melhor quanto mais próximas as previsões por ele efec‑

tuadas estiverem das respostas observadas e usadas para estimar os 

seus parâmetros. Avalia‑se assim a capacidade do modelo se ajustar 

aos mesmos dados usados para o estimar.

Por outro lado, na perspectiva da análise da capacidade de pre‑

visão do modelo (ii), avalia‑se a sua utilização em cenários futuros, 

de preferência com base em dados não utilizados no seu desenvol‑
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vimento e estimação. Está‑se assim interessado no desempenho das 

suas previsões em situações não contempladas aquando do “treino” 

do modelo (nome dado frequentemente à fase de estimação de pa‑

râmetros), i.e., no seu comportamento em situações de “teste” (ou 

seja, situações futuras de uso, não contempladas durante o treino 

do modelo).

Estas duas perspectivas não coincidem necessariamente, sendo 

aliás frequentes as situações em que um modelo apresenta uma 

elevada capacidade de ajuste, tal como indicado pelos parâmetros a 

seguir apresentados, mas revelando‑se praticamente inútil do ponto 

de vista de prever valores futuros, i.e., de estimar adequadamente 

a resposta em situações futuras de utilização. Sendo este o cenário 

que se coloca normalmente quando se congregam e investem esfor‑

ços no sentido de desenvolver um modelo –prever valores futuros–, 

é necessário averiguar se a capacidade de previsão está de facto 

presente e é suficiente para os fins visados.

5.4.5.1. Coeficiente de determinação, R2

Este parâmetro de qualidade de ajuste é definido da seguinte forma:

	 2 1SSR SSER
SST SST

= = − 	 (5.145)

onde as somas dos quadrados SST, SSR e SSE, são as atrás definidas 

no contexto da decomposição ANOVA aplicada ao modelo de regres‑

são linear: expressões (5.134), (5.135) e (5.136), respectivamente. 

Esta grandeza mede a fracção da variabilidade da resposta que é 

explicada pelas variáveis de entrada incorporadas no modelo de 

regressão. O seu valor está limitado ao intervalo: 20 1R≤ ≤ . Um 

valor próximo de 1 é indicativo de um modelo que se ajusta bem 

aos dados, fornecendo valores para a variável de resposta que são 

próximos dos usados no seu treino.
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5.4.5.2. Coeficiente de determinação ajustado, 2
adjR

O R2, sendo um coeficiente estritamente focalizado na qualidade 

de ajuste do modelo, padece de um problema. A introdução de qual‑

quer variável no modelo, por mais irrelevante que seja para a sua 

capacidade de previsão, nunca fará diminuir o seu valor, induzindo 

normalmente um aumento de maior ou menor dimensão. Em última 

instância, utilizando tantos parâmetros no modelo como o número 

de observações usadas para o estimar, obter‑se‑á, necessariamente 

um modelo com um R2 de 1, apesar de poder ser completamente 

ineficaz para prever valores futuros.

Naturalmente, as variáveis “irrelevantes” introduzidas no modelo 

podem ser detectadas através dos testes à significância individual 

dos parâmetros do modelo de regressão. No entanto, o coeficiente 

de determinação pode também ser corrigido para, de alguma for‑

ma, penalizar a selecção de variáveis que tragam para o modelo 

uma capacidade de explicação adicional pouco significativa. Tal 

consegue‑se introduzindo um termo de penalização para o número 

de variáveis seleccionadas que contraponha a tendência esperada 

de subida do valor de R2 registada sempre que uma nova variável 

é incorporada. Surge assim o coeficiente de determinação ajustado, 
2
adjR , definido da seguinte forma:

	
( )

( )( )2 21
1 1

1adj

n
R R

n m
−

= − −
− −

	 (5.146)

Apesar deste coeficiente penalizar a entrada de variáveis sem 

poder explicativo no modelo, e conduzir à possibilidade do seu valor 

diminuir se o acréscimo na capacidade explicativa da variabilidade 

da resposta daí decorrente não se sobrepuser à penalização intro‑

duzida, constata‑se na prática que ele não apresenta uma eficácia 

suficiente para detectar todas as situações deste tipo, acontecendo 

frequentemente a incorporação de variáveis pouco relevantes no 

modelo associadas a aumentos, ainda que pequenos, do valor de
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2
adjR . Convém por isso analisar outros parâmetros disponíveis que 

também contemplem factores de penalização análogos, como a es‑

tatística Cp de Mallows [13], a qual, para além da penalização, ainda 

tem uma interpretação estatística clara (se o modelo for correcto, 

a esperança matemática desta estatística é igual ao número de pa‑

râmetros do modelo, m+1) ou então passar a analisar a capacidade 

de previsão do modelo, e o papel que cada variável assume neste 

âmbito, como a seguir se indica.

5.4.5.3. MSE utilizando um conjunto de teste

A forma mais completa e segura de avaliar a capacidade de pre‑

visão associada a um modelo consiste em aplicá‑lo a um novo con‑

junto de dados, independente do utilizado no seu desenvolvimento 

(conhecido como “conjunto de teste”). Efectivamente, sabe‑se que o 

valor de MSE calculado pela expressão (5.128), ou seja,

	
( )

( )

2

1

ˆ

1

n

i i
i

y y
MSE

n m
=

−
=

− −

∑ 	 (5.147)

fornece uma estimativa optimista para o erro de previsão médio 

associado ao modelo, uma vez que é calculado com base nos da‑

dos usados para estimar o modelo. Assim, pode‑se usar o modelo 

estimado para prever os valores da variável de saída para o novo 

conjunto de dados e, com base nestes, calcular o correspondente 

valor de MSE, desta feita usando a expressão:

	 ( )2
1

ˆ
tn

i i
i

prev
t

y y
MSE

n
=

−
=
∑ 	 (5.148)
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onde tn  representa o número de observações no conjunto de teste. 

Desta forma, consegue‑se estimar de uma forma mais correcta o erro 

quadrático médio do modelo em condições efectivas de previsão.

5.4.5.4. Validação cruzada

Dispor de um conjunto de dados somente para testar um modelo 

é um expediente que, não obstante a sua utilidade, nem sempre é 

possível providenciar. Na verdade, acontece frequentemente que os 

dados reunidos não são em quantidade suficiente para poder prescin‑

dir de uma parte dos mesmos, digamos entre 20% e 50%, para feitos 

de construir o referido conjunto de teste, uma vez que tal comprome‑

teria a tarefa de desenvolvimento e estimação do modelo. Uma forma 

de contornar esta situação, consiste em utilizar a metodologia de 

validação cruzada, a qual permite inferir sobre a capacidade de previ‑

são do modelo quando se dispõe somente de um conjunto de dados.

Figura 5.39. Esquema do processo de validação cruzada com k grupos (neste caso, k=5).

Existem diversas variantes deste método na literatura. Na variante 

mais simples, o conjunto de dados é aleatoriamente particionado 

em k grupos de observações, aproximadamente com o mesmo nú‑

mero de observações em cada grupo. O procedimento consiste nos 

seguintes passos:

i. Deixar um grupo de dados de fora e, com base nos dados dos 

restantes grupos, estimar os parâmetros do modelo.

ii. Com base no modelo assim estimado, prever os valores das 

respostas para todas as observações do conjunto que foi 

deixado de lado.
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iii. Guardar os resultados destas previsões, nomeadamente a 

soma dos quadrados dos erros de previsão da resposta.

iv. Repetir o processo, regressando a i., deixando desta feita um 

novo grupo de dados de fora e reintegrado aquele que havia 

sido deixado de lado no ciclo anterior.

v. No final, adicionar todas as k somas dos quadrados de pre‑

visão, obtidas para os k grupos, e calcular o erro quadrático 

médio de validação cruzada,

	 ( )2,
1 1

ˆ
jnk

i j i
j i

VC

y y
MSE

n
= =

  − 
  =

∑ ∑ 	 (5.149)

onde nj representa o número de observações no grupo j ( j=1,…,k), 

tais que 1 2 kn n n n+ + = ; ,ˆ j iy  é a previsão efectuada para a obser‑

vação i do grupo j (com base no modelo estimado com os restantes 

grupos de observações, excepto o grupo j). 

Neste processo, todas as observações foram deixadas de lado 

uma vez, e os respectivos valores previstos com base num modelo 

estimado na sua ausência. No entanto, este processo implica estimar 

k vezes um modelo com a mesma estrutura, originando k conjuntos 

de parâmetros distintos. O valor obtido para o MSECV representa 

uma estimativa mais realista para o MSE em condições de previsão 

relativamente àquela fornecida pela expressão (5.128) (por vezes 

designada por “MSE aparente”), e que se pode, no final, alocar a um 

modelo estimado com todos os dados disponíveis.

5.4.5.5. PRESS

Um caso particular da estratégia de validação cruzada acima de‑

finida consiste em formar grupos com um só elemento, construindo

‑se desta forma tantos grupos como o número de observações dis‑
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poníveis. Esta abordagem, usualmente designada em inglês por 

leave‑one‑out cross validation (LOO‑CV), consiste assim em retirar 

sucessivamente uma observação do conjunto de dados, estimar um 

modelo com as observações restantes, e prever o valor da resposta 

para a observação deixada de fora. Este processo é repetido para 

todas as observações e os respectivos erros quadráticos de previsão 

guardados, os quais, somados, dão origem à quantidade conhecida 

como PRESS (da terminologia anglo‑saxónica, Predicted Residual 

Sum of Squares):

	 ( )( )2
1

ˆ
n

i i
i

PRESS y y
=

= −∑ 	 (5.150)

onde ( )ˆ iy  representa a estimativa para a observação i, quando esta 

é deixada de lado na estimação do modelo.

5.4.5.6. Coeficiente de determinação previsto, 2
predR  ou Q2

O coeficiente de determinação “previsto”, usualmente conhecido 

como 2
predR  ou Q2, é calculado a partir da estatística PRESS através 

da seguinte expressão:

	 2 1 PRESSQ
SST

= − 	 (5.151)

5.4.6. Validação do modelo de regressão linear

Para analisar a adequabilidade do modelo de regressão linear à 

descrição do processo de onde os dados são provenientes, é impor‑

tante não só verificar a sua capacidade de ajuste e previsão, mas 

também avaliar se os seus pressupostos são válidos. Nesta fase, a 

análise de resíduos assume um papel relevante, uma vez que é no 

seu âmbito que se examina se, por exemplo, as hipóteses colocadas 
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ao nível do termo residual são verificadas. Procura‑se assim avaliar 

se os resíduos seguem uma lei Normal com média nula e variância 

constante e constituem realizações independentes desta distribuição. 

Neste sentido, os resíduos do modelo, ˆi i ie y y= − , são usualmente 

representados num gráfico de tendência ou sequência temporal, na 

ordem em que as observações figuram no conjunto de dados. Estes 

também podem ser representados em formas normalizadas, a mais 

simples das quais (resíduos normalizados) é a seguinte,

	
ˆ
i

i
ed
σ

= 	 (5.152)

A utilização de resíduos normalizados têm a vantagem de permitir 

interpretar a sua magnitude de uma forma mais geral: por exemplo, 

um resíduo com uma magnitude superior a 2 está a uma distância 

superior a 2 vezes o seu desvio padrão ( ˆ MSEσ = ) do seu valor 

médio (zero) cuja probabilidade de ocorrência é também possível 

de atribuir. Resíduos normalizados elevados (por exemplo, 3id > ), 

devem ser analisados mais pormenorizadamente, pois poderão cor‑

responder a problemas processuais, falhas na recolha de dados ou 

podem ainda estar a afectar o modelo de forma mais significativa. 

Esta última situação pode ser mais adequadamente avaliada usando 

medidas da influência das observações nas estimativas dos parâmetros 

do modelo, como a distância de Cook.

5.4.7. Metodologia geral para desenvolvimento de um modelo 

de regressão linear

O procedimento base para o desenvolvimento de um modelo de 

regressão linear aparece esquematizado na Figura 5.40.
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Figura 5.40. Esquema da metodologia geral para desenvolver um modelo de regressão 
linear.

Neste esquema geral, contemplam‑se as seguintes fases, para as 

quais se referem de seguida alguns aspectos a considerar.

1. Familiarização com os dados. Nesta fase, deve‑se fazer 

uso extensivo de todas as ferramentas de estatística descritiva que 

auxiliem a familiarização com os dados do problema, como por 

exemplo:

• Examinar médias, desvios padrão, alguns percentis, valores 

mínimos e máximos, para todas as variáveis de entrada e de 

saída; 

• Examinar a matriz de correlação (existe colinearidade entre os 

X’s? Qual/quais os X’s mais correlacionados com o Y?);

• Construir gráficos de dispersão para todas as combinações de 

X’s e entre cada X e Y;
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• Se os dados foram recolhidos ao longo do tempo, analisar, 

individualmente, o gráfico temporal para cada variável;

• Detectar e examinar eventuais outliers.

2. Formulação do modelo. Com base no conhecimento existente 

a priori e/ou com base nos gráficos construídos em 1. para as re‑

lações entre Y e os vários X ’s, propor um modelo de regressão que 

relacione as variáveis de entrada com a variável de saída.

3. Estimar os parâmetros do modelo. Proceder ao ajuste do mo‑

delo aos dados recolhidos. Como resultado, obtém‑se as estimativas 

para os parâmetros do modelo definido em 2., bem como outras gran‑

dezas relacionadas (por exemplo, parâmetros de qualidade de ajuste, 

valores de prova para os diversos testes estatísticos). Deve‑se então:

• Analisar os resultados, em busca de variáveis eventualmente 

mais importantes na explicação da variabilidade de Y;

• Avaliar a qualidade do ajuste;

• Verificar se existe colinearidade entre as variáveis de entrada 

e se esta pode constituir um problema (ver notas finais).

4. Validação do modelo estimado. Construir os seguintes grá‑

ficos envolvendo os resíduos, para verificar se algum(s) dos pressu‑

postos subjacentes aos modelos de regressão linear está(ão) a ser 

violado(s):

• Resíduos vs. valores previstos (para verificar, por exemplo, se 

a variância dos resíduos depende do nível de Y);

• Resíduos vs. cada uma das variáveis de entrada (para verificar 

se existe alguma estrutura por explicar devido, por exemplo, 

a não considerar termos não‑lineares envolvendo as variáveis 

de entrada);
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• Resíduos vs. tempo, ou sequência de observações (para ana‑

lisar a independência dos resíduos ao longo do tempo ou da 

sequência natural das observações);

• Gráficos de probabilidade Normal para resíduos (verificar o 

pressuposto de normalidade dos resíduos).

Na análise destes gráficos, a existência de um padrão não‑aleatório 

é indicativo de um modelo não adequado.

5. Apresentar os resultados e usar o modelo. Nesta fase 

sintetizam‑se os resultados para o modelo desenvolvido (se este for 

satisfatório). Os dados utilizados e pressupostos subjacentes devem 

ser também indicados. Pode‑se então usar o modelo, criando uma 

metodologia que permita averiguar a sua validade ao longo do 

tempo (manutenção do modelo) caso o seu uso não se restrinja à 

situação presente.

Exemplo: Previsão do tempo médio para atendimento das 

chamadas efectuadas para um “call center”

Para ilustrar a aplicação da metodologia de regressão linear, 

considere‑se o seguinte exemplo [14]. Num projecto seis sigma, 

pretende‑se analisar a relação entre o tempo médio para atendi‑

mento de chamadas efectuadas para um call center (TMA), i.e., 

o tempo que em média o cliente espera até ser atendido por um 

operador do call center, e o número de pessoas destacadas para 

atendimento (NPD), bem como outros factores que possam contri‑

buir para o tempo médio de atendimento, como o número médio 

de chamadas recebidas por hora (NCH) e a duração média das cha‑

madas recebidas (DMC). O conhecimento de tal relação permitiria, 

por exemplo, dimensionar de uma forma mais precisa o número 

de pessoas a destacar de forma a assegurar um dado tempo médio 

de atendimento.
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Neste sentido, procedeu‑se à recolha sistemática dos dados re‑

lativos a estas variáveis durante um período de tempo (80 turnos) 

durante o qual, no final de cada turno, se registou o número de 

pessoas destacadas e se calculou a média do tempo de atendimento, 

do número de chamadas recebidas por hora e a sua duração média.

Para determinar a relação que as variáveis de entrada NPD, NCH 

e DMC possam ter com a resposta, TMA, conduziu‑se então um 

estudo de regressão linear. O início de qualquer estudo estatístico 

deve começar pela visualização e análise dos dados recolhidos. 

A Figura 5.41, ilustra a matriz de gráficos de dispersão para os da‑

dos recolhidos, de onde se podem tecer, por exemplo, as seguintes 

considerações:

• O tempo médio de atendimento (TMA) está fortemente relacio‑

nado com o número de pessoas destacadas (NPD). A associação 

é tal que, quanto maior for o número de pessoas destacas, 

menor é o tempo de atendimento, o que de facto é razoável 

esperar que suceda.

• Não parece haver qualquer relação aparente entre o tempo 

médio de atendimento (TMA) e o número médio de chamadas 

por hora (NCH).

• Observa‑se a existência de uma associação negativa entre o 

tempo médio de atendimento e a duração média da chamada, 

ou seja, à medida que a duração média das chamadas aumenta, 

parece haver uma maior prontidão no atendimento a novas 

chamadas. Esta observação é um tanto contra‑intuitiva pois 

o esperado seria que, para um dado número de operadores 

destacados para atendimento de chamadas, a maior duração 

destas só poderia implicar atrasos no atendimento de novas 

chamadas.
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Figura 5.41. Matriz de gráficos de dispersão para o problema do call center (Minitab: 
Graph > Matrix Plot).

Da análise da Figura 5.41, verifica‑se que apenas as variáveis de 

entrada NPD e DMC podem trazer algum potencial explicativo para 

a variabilidade exibida pelo TMA. Construindo assim um modelo 

com base nestas duas variáveis e estimando os seus parâmetros 

pelos métodos acima descritos, obtém‑se os resultados apresentados 

na Figura 5.42.

Figura 5.42. Resultados do programa MINITAB para uma primeira estimativa de um 
modelo de regressão linear no problema do call center, usando TMA como variável de 
saída e NPD e DMC como regressores (Minitab: Stat > Regression > Regression).
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Analisando os parâmetros estimados para o modelo, confirma‑se 

de facto a tendência descrita para a relação entre TMA e NPD. No 

entanto, a tendência atrás observada no gráfico de dispersão entre 

TMA e DMC não aparece reflectida no modelo, onde figura agora 

um sinal positivo para o coeficiente de regressão parcial afecto a 

DMC, indicativo de que, quando as restantes variáveis permanecem 

fixas, um aumento na duração média da chamada deve implicar um 

aumento no tempo de atendimento de novas chamadas, resultado 

este mais alinhado com o que seria esperado. No entanto, o valor 

de prova associado a este coeficiente (0,417) indica que esta variável 

não está de facto a contribuir de forma significativa para a explicação 

do TMA, quando a variável NPD está incluída no modelo.

Para melhor compreender a origem destas constatações, regresse‑

mos à Figura 5.41, onde se pode observar que existe, de facto, uma 

correlação positiva entre o número de pessoas destacadas (NPD) e 

a duração média da chamada (DMC). Trata‑se de uma manifestação 

de colinearidade nos regressores, apesar de, neste caso, se poder 

constatar mediante a realização de uma análise mais detalhada que 

tal não apresenta um impacto apreciável no processo de estimação 

de coeficientes. Uma possível explicação para a origem desta corre‑

lação positiva pode passar, por exemplo, por uma maior disponibi‑

lidade e voluntarismo dos operadores no atendimento de chamadas 

quando sabem que estão presentes em maior número durante o 

turno, e que tal dedicação não terá, nestas condições, um impacto 

tangível no nível de atendimento. Pode também suceder que seja 

precisamente quando há mais operadores, que surjam os casos de 

atendimento mais prolongados, por serem horas de expediente... 

Em todo o caso, a correlação positiva entre NPD e DMC parece ser 

a origem da relação “enganosa” observada no gráfico de dispersão 

da Figura 5.41 entre TMA e DMC, pois o que pode estar a contribuir 

para o decaimento de TMA não é o aumento na variável DMC mas 

sim o aumento de NPD, o qual, estando correlacionado positiva‑
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mente com DMC, partilha com este os seus efeitos em TMA. Este 

efeito supera o suposto impacto do aumento de DMC no aumento 

de TMA visualizado no gráfico de dispersão, o qual, apesar de tudo, 

é captado, ainda que de forma ténue pelo modelo estimado.

Analisando os restantes resultados apresentados na Figura 5.42, 

verifica‑se que a qualidade de ajuste do modelo é boa para os fins 

a que se destina ( 2 95%R > ), o mesmo se podendo dizer quanto à 

sua capacidade de previsão ( 2 95%predR > ). A análise ANOVA tam‑

bém confirma a significância do modelo de regressão como um todo, 

uma vez que o valor de prova a ela associado é inferior a 0,001. No 

entanto, uma vez que este modelo contém uma variável que não é 

significativa, esta deve ser retirada e o modelo re‑estimado e re

‑avaliado (Figura 5.43).

Figura 5.43. Resultados do programa MINITAB para o modelo de regressão linear final, 
no problema do call center (Minitab: Stat > Regression > Regression).

Na Figura 5.43, pode‑se constatar que a remoção da variável DMC 

não afectou significativamente a qualidade de ajuste do modelo, 

fazendo mesmo subir ligeiramente o valor do 2
adjR  e melhorando 

os indicadores de capacidade de previsão PRESS e 2
predR . Todos os 

parâmetros do modelo são agora significativos, o mesmo se podendo 
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afirmar relativamente à significância do modelo com um todo (através 

da tabela ANOVA para o modelo de regressão linear).

Passando à verificação dos pressupostos do modelo de regressão 

linear, a Figura 5.44 contém um conjunto de gráficos que auxiliam 

a análise dos resíduos. Nos gráficos da coluna da direita é possível 

verificar que não há nenhum padrão sistemático de variabilidade 

que coloque em causa o pressuposto de independência, nem rela‑

tivamente a associações com a resposta prevista (gráfico no canto 

superior direito) nem quanto à ordem das observações (gráfico no 

canto inferior direito). A Figura 5.45 confirma que o mesmo se pode 

afirmar relativamente a todas as variáveis consideradas neste estudo. 

O pressuposto de independência está portanto verificado, embora 

possa ser ainda mais aprofundado do ponto de vista da utilização de 

testes de hipóteses mais específicos para os vários aspectos. Pode‑se 

também verificar que os resíduos mantêm a sua dispersão ao longo 

do tempo, pelo que o pressuposto de homogeneidade da variância 

também se pode aceitar. Por outro lado, tanto o histograma (canto 

inferior esquerdo da Figura 5.44) como o gráfico de probabilidade 

(canto superior esquerdo da Figura 5.44), indicam que os dados são 

bem ajustados por uma função densidade de probabilidade Normal. 

Este facto pode ser confirmado através de testes de hipóteses que 

consideram esta distribuição na hipótese nula, como por exemplo 

os testes de Anderson‑Darling e de Kolmogorov‑Smirnov, para os 

quais se obtêm, nesta situação, os valores de prova de 0,331 e > 0,15, 

respectivamente, ambos apontando, portanto, para a não rejeição 

de tal hipótese.
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Figura 5.44. Análise dos pressupostos do modelo de regressão envolvendo os resíduos 
obtidos (Minitab: Stat > Regression > Regression).

Figura 5.45. Gráficos de dispersão entre resíduos e todas as variáveis envolvidas, 
para averiguar a presença de associações que coloquem em causa o pressuposto de 
independência dos resíduos (Minitab: Graph > Matrix Plot).
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O modelo final a registar para utilização futura é portanto o 

seguinte:

		  (5.153)

(onde 2,49 representa a estimativa do desvio padrão dos resíduos).

5.4.8. Notas finais

Apesar do coeficiente de determinação, R2, ser exclusivamente 

uma medida da qualidade de ajuste do modelo, a obtenção de um 

valor elevado para este quando o modelo estimado está somente 

a utilizar um número reduzido de graus de liberdade é indicativo 

também de uma boa qualidade de previsão. Por outras palavras, 

quando se incorpora um reduzido número de variáveis de entrada 

no modelo e se consegue, ainda assim, prever adequadamente um 

elevado número de observações (mesmo que sejam aquelas usadas 

para estimar o modelo), pode‑se, nestas situações, inferir que o 

modelo terá de facto uma boa capacidade de previsão associada. 

O problema da colinearidade em regressão linear múltipla surge 

quando os regressores apresentam dependências mútuas ou estão 

fortemente correlacionados entre si. Nestas condições, a estimação 

dos parâmetros do modelo de regressão está sujeita a uma incerteza 

superior quando comparada com uma situação em que tal corre‑

lação não existe. Assim, sempre que os dados são recolhidos em 

estudos “observacionais”, deve‑se investigar se existe colinearidade 

nas variáveis de entrada e se esta pode ter um impacto sensível 

no processo de estimação de parâmetros. Matrizes de gráficos de 

dispersão, tabelas de coeficientes de correlação e estatísticas como 

o Factor de Inflação de Variância (usualmente conhecido como VIF, 

do inglês, Variance Inflation Factor), o qual mede precisamente o 

( )~ 248 1,98 , 2,49TMA N NPD− ×
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número de vezes que a variância associada à estimação de um parâ‑

metro é inflacionada devido à presença de colinearidade, tendo por 

base a situação em que ela é ausente, são algumas das ferramentas 

usadas na sua detecção [13, 15]. Uma vez correctamente detectado e 

diagnosticado, a solução deste problema pode passar pela aplicação 

de diferentes técnicas, tais como a selecção de variáveis (como os 

métodos de selecção progressiva, regressiva, passo‑a‑passo e best 

subsets), selecção de dimensões (como o método da regressão dos 

componentes principais e o método dos mínimos quadrados parciais) 

e métodos de regularização ou penalização da magnitude dos coe­

ficientes de regressão (como os métodos ridge regression e LASSO).

Em toda a exposição efectuada nesta secção dedicada à metodolo‑

gia de regressão linear houve sempre o cuidado de delimitar o âmbi‑

to da interpretação do modelo estimado, à seguinte argumentação: as 

variáveis de entrada seleccionadas, se estatisticamente significativas, 

contribuem para a explicação da variabilidade exibida pela variável 

de saída do modelo, em moldes que podem ser analisados com base 

nos coeficientes de regressão parcial. Intencionalmente, não foi feita 

qualquer referência à existência de relações causa‑efeito entre os 

dois blocos de variáveis, situação que, para além da existência de 

uma associação, pressupõe uma condição mais “forte” relativamente 

à sua origem. A causalidade entre factores é de facto algo que não 

é de inferência trivial, não podendo em geral ser atribuída de todo 

em estudos com base em dados processuais recolhidos de forma 

“passiva” de processos, quando estes operam normalmente, sem 

qualquer intervenção do analista no seu funcionamento (estudos 

do tipo “observacional”). Nesta situação, a ocorrência de correla‑

ções entre variáveis é muito comum, não necessariamente porque 

estas estejam relacionadas directamente, de uma forma causal, mas 

frequentemente porque o estão indirectamente, devido à existência 

de factores comuns, os quais afectando ambas geram a correlação 

observada. Um exemplo clássico é a associação entre a venda de 
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gelados e a venda de chapéus‑de‑chuva, num hipermercado: apesar 

de estarem fortemente associadas (associação inversa, neste caso), 

não há qualquer relação causal; a associação advém de factores 

meteorológicos, associados à estação do ano, os quais interferindo 

na venda de ambas, geram a associação observada. Nesta situação, 

para se afirmar que um determinado modelo apresenta uma estrutura 

causal, pelo menos relativamente a um subconjunto de variáveis, é 

necessária a existência de uma sólida base de conhecimento a priori 

sobre o processo que garanta e justifique essa mesma relação, ou, 

alternativamente, conduzir um estudo que envolva uma intervenção 

efectiva no processo, fazendo variar os seus factores de uma forma 

sistemática e planeada e observando as suas respostas, do que re‑

sultará uma mapa de relações que, com um maior grau de certeza, 

serão de natureza causal. O planeamento estatístico de experiên‑

cias, a abordar no capítulo seguinte deste livro, no âmbito da fase 

de “Melhoria”, constitui um corpo de teoria que auxilia o desenho, 

execução e análise, deste tipo de estudos onde se procede à recolha 

“activa” de dados.



C a p í t u l o  6  –  M e l h o r i a

6.1. Introdução 

Na fase de Melhoria propõem‑se e testam‑se, de uma forma sis‑

temática e eficiente, soluções alternativas às existentes actualmente, 

avaliando‑se comparativamente os respectivos méritos e desvanta‑

gens. Estas acções incidem usualmente sobre variáveis de entrada do 

processo que, durante a fase de Análise, foram identificadas como 

tendo um papel importante na introdução de variabilidade no pro‑

cesso ou em outros aspectos que podem justificar os problemas em 

análise ou melhorar o nível de desempenho das actividades chave. 

A fase de planeamento da melhoria é muito importante e a ela deve 

ser dedicada particular atenção. As várias alternativas devem ser 

consideradas, um plano de acção deve ser estabelecido e acordado 

por todas as partes envolvidas, e a devida informação e formação 

proporcionada a todos os intervenientes antes da sua implemen‑

tação. No que respeita à vertente das metodologias, este capítulo 

introduz os conceitos básicos, mas também por isso de importância 

central, do planeamento estatístico de experiências, em particular 

os planeamentos factoriais e factoriais fraccionados.

6.2. Planeamento de experiências

A actividade de melhoria de um processo envolve sempre uma 

interacção directa entre a equipa responsável pela acção e o proces‑
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so. Nesta fase, não é suficiente recolher apenas informação de uma 

forma passiva ou observacional do processo, pois esta via apenas 

disponibilizará elementos sobre aquilo que o processo é, ou tem 

sido ultimamente, não havendo garantias que entre eles se incluam 

contributos relevantes para elevar o seu nível de desempenho. Por 

outro lado a informação relevante aparece também, nestas circuns‑

tâncias (em que a recolha de dados é feita de forma passiva, ou 

seja do tipo “observacional”), “mascarada” e sobreposta, não sendo 

possível discriminar adequadamente os contributos dos vários fac‑

tores em acção. Sucede mesmo com alguma frequência que alguns 

dos factores potencialmente mais significativos não são captados 

numa análise dos dados assim recolhidos passivamente, simplesmen‑

te porque, nas condições operatórias em análise, eles não variaram 

os seus níveis de forma significativa. Por estas razões, é necessário 

“questionar” activamente o processo no sentido de aferir o seu 

comportamento em situações operatórias vizinhas mas talvez ainda 

não exploradas, de forma a juntar informação nova e de qualidade, 

fundamental para a actividade de melhoria. Tal deve ser feito de uma 

forma que permita isolar os factores mais relevantes para a variabi‑

lidade da resposta, ou, em geral, para o objectivo final da acção de 

melhoria. O termo “questionar”, significa aqui a interacção efectiva 

com o processo, através da realização de experiências onde este é 

operado sob determinadas condições estabelecidas pela equipa de 

melhoria. Os resultados finais de tais experiências (ou “entrevistas” 

ao processo) são devidamente registados (a “voz” do processo) e 

compilados, para depois deles se extrair informação relevante para 

o problema em apreço. 

Esta actividade de experimentação apresenta tipicamente um con‑

junto de características, das quais se destacam:

• Ao contrário de uma “experiência computacional”, onde de 

cada vez que se insere o mesmo conjunto de valores de en‑
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trada numa fórmula ou algoritmo de natureza determinística 

se obtêm, precisamente, os mesmos resultados à saída, num 

processo real a resposta às mesmas condições apresenta, 

tipicamente, variabilidade, decorrente de fontes diversas. 

Factores potencialmente indutores de tal variabilidade incluem 

o equipamento de medição, acções dos operadores, variações 

na matéria‑prima, efeitos associados à maquinaria utilizada, 

factores ambientais, entre outros. Desta forma, os resultados 

devem ser analisados levando em conta esta mesma variabili‑

dade, a qual deve ser devidamente incorporada nas conclusões 

que da sua análise se venham a retirar. Claramente tal apela 

à aplicação de uma metodologia de índole estatística, uma 

vez que a descrição da variabilidade dos processos e a sua 

transferência é precisamente o âmbito desta disciplina.

• No planeamento preliminar das experiências a realizar, sabe‑se 

por vezes que há factores, para além daqueles a estudar, que 

podem induzir uma maior variabilidade nos resultados finais 

se não forem devidamente controlados. A sua interferência 

pode ser minimizada se as experiências forem conduzidas 

em condições onde eles permanecem constantes (blocos). 

Por exemplo, usando o mesmo tipo de matéria‑prima, ou 

realizando as experiências com intervalos de tempo mais 

curtos entre elas, pode‑se por vezes diminuir a variabilidade 

entre os resultados obtidos. Estes factores, potencialmente 

indutores de variabilidade mas cujo efeito não se pretende 

avaliar, devem também ser incorporados numa abordagem 

sistemática ao planeamento das experiências, de forma a 

aumentar a sua “resolução” ou “sensibilidade” aos factores 

que verdadeiramente interessam no estudo.

• As experiências envolvem tipicamente um consumo de recur‑

sos não desprezável (tempo, materiais, ocupação de pessoas 

especializadas, custos de oportunidade das unidades produ‑
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tivas, etc.) e frequentemente bastante significativo, pelo que 

se deve procurar extrair o máximo de informação possível, 

com o mínimo de experiências a realizar, evitando‑se, a todo 

o custo, a realização de ensaios desnecessários ou pouco 

informativos para os fins a atingir.

Uma forma comum de conduzir um planeamento de experiências, 

consiste em fazer variar uma variável ou factor de cada vez. Nesta 

perspectiva, começando com uma variável, esta é feita variar até 

que se identifique o seu valor mais adequado, o qual permanecerá 

fixo doravante. Depois, outra variável é manipulada, até que o seu 

valor “óptimo” seja encontrado, e assim sucessivamente para todas 

variáveis em estudo. Este procedimento é ilustrado na Figura 6.1, 

que representa as curvas de nível da resposta em função das duas 

variáveis em estudo, pretendendo‑se determinar as condições ópti‑

mas de operação, as quais, nesta situação, correspondem ao “topo” 

da montanha, i.e., ao valor mais elevado da resposta (neste caso, este 

valor é 100). Como se pode verificar nesta figura, o procedimento 

falha completamente na localização da região óptima, indicando 

como solução um ponto ainda distante das condições operatórias 

de maior desempenho.

Figura 6.1. Ilustração do procedimento de planeamento de experiências “variar um 
factor de cada vez” (a) e do planeamento estatístico de experiências vulgo DOE ou 
DOX (b).
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Neste contexto, o planeamento estatístico de experiências (vulgo 

DOE ou DOX, do inglês design of experiments) propõe como meto‑

dologia alternativa a variação simultânea de todos os factores, de 

forma a poder estimar não só o efeito decorrente das suas variações 

individuais, mas também aquele decorrente da sua interacção, a qual 

é relevante neste exemplo. A análise dos resultados do planeamento 

estatístico de experiências permitiria, neste caso, não só identificar 

as melhores condições de operação de entre todas as estudadas, 

mas também concluir que, progredindo na direcção indicada pela 

seta, melhores condições poderiam ainda ser encontradas. Tal não 

sucede com a primeira abordagem, que é incapaz de reconhecer a 

existência de melhores condições operatórias noutra região, pois é 

incapaz de estimar a forma correcta da relação entre a resposta e os 

dois factores (nomeadamente a sua interacção). Acresce ainda que 

mesmo o efeito associado a cada variável individual, na região em 

causa, é melhor estimado pela segunda abordagem uma vez que é 

baseado em quatro pontos (dois a um nível mais alto, e outros dois 

a um nível mais baixo). Na primeira abordagem, esta estimativa 

baseia‑se somente em dois pontos (um a um nível alto e outro a um 

nível baixo). Por estes motivos facilmente se constata que o mesmo 

número de experiências é utilizado de forma bastante mais eficaz 

num planeamento estatístico de experiências quando comparado 

com a prática de variar um factor de cada vez.

Para além das vantagens acima referidas, não é de menosprezar 

o facto de qualquer planeamento estatístico de experiências estar 

intimamente ligado com a subsequente etapa de análise de resul‑

tados, o que garante, desde logo, um tratamento consistente e con‑

clusivo dos ensaios realizados. Para tal, um conjunto de princípios 

e boas práticas são incorporados no planeamento dos ensaios. Um 

destes princípios é o da aleatorização da ordem de experiências, 

para evitar a interferência sistemática de factores não controlados 

na realização das experiências, que conduziriam a conclusões er‑
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radas (ou, em linguagem estatística, “enviesadas”). Outro princí‑

pio é o da consideração de “blocos” de experiências, sempre que 

se identifiquem situações que poderão conduzir a resultados com 

menor variabilidade, por serem realizados em idênticas condições 

(e cuja variação não é relevante para o problema em questão). Por 

exemplo, se os ensaios realizados num dia são mais semelhantes 

e comparáveis entre si do que os realizados em dias diferentes, 

então cada dia deve funcionar como um bloco, no qual todos os 

ensaios de interesse devem ser realizados de modo a evitar o au‑

mento da variabilidade decorrente da interferência do factor “bloco”. 

Consegue‑se assim maior precisão no estudo dos efeitos associados 

aos factores em análise. Os blocos são portanto factores passíveis 

de interferir com a resposta, mas que não se está interessado em 

estudar de forma sistemática e rigorosa, como acontece com os 

factores considerados explicitamente no estudo. Como princípio a 

usar no planeamento de experiências, figura ainda a consideração 

de réplicas “verdadeiras” de cada condição experimental em teste, 

de forma a estimar a variabilidade natural inerente à resposta. 

O termo “verdadeiras” significa que, em cada réplica, todo o pro‑

cedimento experimental deve ser conduzido na sua extensão total 

e não simplesmente retirados mais alguns resultados experimentais 

(medições) do mesmo ensaio. Outros princípios são ainda usados 

como base de trabalho, como o princípio da “esparsidade”, que 

basicamente consiste em assumir que, num processo, o número 

de factores com importância na resposta é uma pequena fracção 

de todos os factores que potencialmente com ela podem interferir. 

Assim sendo, interessa numa fase inicial identificar o conjunto 

reduzido de factores importantes na resposta (os “important few”) 

evitando a dispersão de recursos na análise de outros sem impacto 

apreciável (os “trivial many”).

O planeamento estatístico de experiências (doravante simples‑

mente referido por “planeamento de experiências”) pode ser utili‑
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zado para vários fins, sendo de destacar os seguintes pela maior 

frequência com que aparecem em situações práticas:

• Selecção dos factores mais relevantes ou com maior impacto 

na resposta (o chamado “screening” de factores);

• Caracterização e modelação de processos;

• Optimização de condições processuais;

• Teste e melhoria da robustez de produtos e processos (i.e., 

da sua capacidade de operar com bom desempenho numa 

gama alargada de condições, de forma consistente, ou com 

baixa variabilidade).

No âmbito do planeamento de experiências existe uma nomencla‑

tura que é adoptada na literatura técnica de forma mais ou menos 

uniforme. Designa‑se por “resposta” (Y) a variável de saída do pro‑

cesso com relevância para o problema em estudo, e por “factores”, 

aquelas variáveis processuais ou outras, que com ela podem inter‑

ferir e cujo efeito se pretende estudar (A, B, C,...). Os vários valores 

ou concretizações que os factores assumem no estudo, designam‑se 

por “níveis” dos factores. Num planeamento de experiências com 

dois níveis, por exemplo, cada factor assume somente dois valores 

possíveis, um designado por “baixo” (–), outro por “alto” (+). Cada 

experiência, ou “ensaio”, contempla a concretização de uma dada com‑

binação de níveis para os factores em estudo. Esta combinação tem 

a designação de “tratamento”. Ou seja, um “tratamento” corresponde 

ao conjunto definido de condições em que o ensaio se realiza, dado 

pelos níveis usados para os factores (cada factor assumindo um, e 

um só, nível). O conjunto de todas as condições contempladas nos 

tratamentos define a “região experimental” coberta pelo planeamento 

experimental. “Réplicas” são ensaios realizados em condições iguais 

(iguais níveis dos factores), mas em diferentes momentos. Tratam‑se 

portanto de experiências distintas, mas realizadas em iguais condições.
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No texto que se segue introduzem‑se, de forma breve, os ele‑

mentos fundamentais para compreender a mecânica intrínseca ao 

planeamento de experiências, especialmente no tocante a métodos 

com especial interesse prático, como os planeamentos factoriais a 

dois níveis, completos ou fraccionados.

6.2.1. Exemplos de planeamentos factoriais a vários níveis

Num planeamento factorial, todas as combinações de níveis para 

os factores em estudo são testadas em cada sequência completa de 

ensaios. O planeamento destas experiências deve obedecer aos prin‑

cípios atrás enunciados, nomeadamente deve contemplar blocos de 

experiências caso existam condições específicas que tornem alguns 

dos resultados obtidos potencialmente mais semelhantes, deve incor‑

porar a aleatorização da sequência das experiências para eliminar a 

eventual interferência de factores não manipulados nos resultados, e 

deve prever a realização de réplicas verdadeiras, para possibilitar a 

estimação da variação experimental associada ao método utilizado, 

criando condições para a levar em conta na análise dos resultados.

Embora neste texto se faça somente uma referência mais exten‑

sa ao caso de planeamentos factoriais a dois níveis (completos ou 

fraccionados), dada a sua importância prática e uso generalizado, 

recordam‑se duas situações já abordadas que constituem exemplos 

da realização de planeamentos factoriais, com um factor:

• Na introdução da análise de variância com 1 factor (teste 

ANOVA com um factor e efeitos fixos), fez‑se referência a uma 

experiência que visava estudar o efeito do hábito de fumo 

no funcionamento pulmonar (Secção 5.3.4.3). Nesta, várias 

pessoas foram seleccionadas aleatoriamente de grupos com 

diferentes hábitos tabágicos, as quais eram submetidas a um 
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teste em que era medido o volume de ar expelido durante o 

primeiro segundo de uma expiração forçada (FEV1). Trata‑se de 

um exemplo de uma planeamento factorial com um factor (o 

hábito de consumo de tabaco), quatro níveis (“Não fumadores”, 

“Fumadores antigos”, “Fumadores recentes”, “Fumadores”), no 

qual as experiências obedeceram aos princípios da aleato‑

rização e replicação (a resposta é, naturalmente, o valor de 

FEV1). A metodologia estatística para analisar este tipo de 

planeamento é baseada no modelo ANOVA então introduzi‑

do, que permitirá inferir sobre a existência de algum efeito 

significativo dos níveis estudados na resposta.

• Outro exemplo de um planeamento factorial já mencionado, é 

o caso do exemplo dos “Boy’s shoes” (Secção 5.3.2), no qual, 

um produtor de sapatos pretendia saber se existia alguma 

diferença sensível entre a aplicação de um material, “A” ou 

“B”, nas solas dos sapatos que fabrica. De acordo com o 

planeamento executado, foram distribuídos por 10 rapazes, 

pares de sapatos contendo o material “A” numa sola e o ma‑

terial “B” na outra. A atribuição de “A” ou “B” à sola esquerda 

(“E”) ou direita (“D”) foi efectuada aleatoriamente. Trata‑se 

portanto de um planeamento com um factor (tipo de sola), 

com dois níveis (sola do tipo “A” ou “B”), onde cada pessoa 

que participou no estudo constitui um bloco, no qual se re‑

alizam duas experiências, em ordem aleatória. A análise das 

experiências efectuadas é conduzida com recurso ao teste t 

de Student para amostras emparelhadas, o qual indicará se 

existe alguma diferença entre os dois níveis testados, após 

eliminar a influência que os blocos introduzem na dispersão 

dos resultados do desgaste medido (resposta). Trata‑se neste 

caso de um planeamento realizado com um propósito com‑

parativo, nomeadamente quanto ao desempenho associado 

aos dois tipos de sola usados.
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6.2.2. Planeamento factorial completo a dois níveis

O planeamento de experiências onde se testam múltiplos fac‑

tores a dois níveis é bastante utilizado em contextos práticos, es‑

pecialmente nas fases iniciais de experimentação onde se procura 

desde logo consolidar uma hierarquia de importância dos factores 

em estudo do ponto de vista do seu efeito na resposta, procuran‑

do também eliminar aqueles cujo papel é insignificante ou pouco 

relevante. O facto de apenas se usarem dois níveis para cada fac‑

tor significa que se está a assumir tacitamente um comportamento 

aproximadamente linear da resposta relativamente a estes no espaço 

experimental em análise. Nestas condições, de facto, a forma mais 

eficaz e eficiente de estimar os parâmetros de um modelo linear 

passa por colocar os pontos igualmente distribuídos pelos extremos 

da região em análise, i.e., nos seus níveis mínimos e máximos. Por 

isso, os dois níveis usados para cada factor correspondem também 

aos respectivos valores mínimo e máximo a considerar no estudo, 

os quais resultam de uma apreciação da gama de valores que ra‑

zoavelmente se podem considerar para cada factor e que possuem 

validade prática e operacional. Por outras palavras, correspondem 

aos extremos dos intervalos de variação usuais e admissíveis para 

cada factor, ou simplesmente aos limites das regiões onde se quer 

conduzir o estudo experimental. Uma vez que os níveis seleccionados 

não correspondem frequentemente aos limites mínimos e máximos 

possíveis de atingir em cada factor, estes são também designados 

por níveis baixo/alto, respectivamente.

Apesar da hipótese de uma relação linear para a resposta pare‑

cer um tanto redutora, ela é frequentemente razoável, uma vez que 

a curvatura, quando existe, não assume usualmente magnitudes 

elevadas na região delimitada pelos níveis dos vários factores. No 

entanto, a presença de curvatura (i.e., não‑linearidade na resposta), 

pode ser facilmente detectada através da consideração de réplicas 
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centrais, ou seja, experiências conduzidas a um nível médio para 

cada factor quantitativo em estudo (o nível médio é frequentemente 

codificado pelo número “0”). A consideração de tais experiências, 

não permitindo estimar efectivamente qualquer parâmetro para ter‑

mos não‑lineares do modelo (por exemplo, termos quadráticos), 

possibilita contudo uma avaliação do pressuposto de linearidade 

e assim concluir sobre a necessidade de considerar, ou não, mais 

níveis nos factores em experiências futuras. Este aspecto sequencial 

e construtivo dos processos de experimentação/análise baseados em 

estratégias de planeamento de experiências é recorrente, e permite 

agilizar significativamente a actividade experimental a desenvolver, 

poupando recursos humanos, materiais e financeiros, num processo 

que é intrinsecamente consistente e conclusivo. 

Frequentemente, este processo compreende a realização de um 

conjunto específico de experiências mais informativas para validar 

(ou refutar) uma hipótese de trabalho, e, após a análise dos resul‑

tados obtidos, tem continuidade na proposta da melhor forma de 

lhe dar o devido seguimento, no contexto de uma hipótese refor‑

mulada, até que se verifique um encontro entre o que é previsto, o 

que é obtido, e os objectivos inicialmente estabelecidos. Um ponto 

de partida considerado muitas vezes suficiente para os objectivos 

propostos, passa pela realização de experiências com factores a 

variarem a dois níveis. Os níveis mínimo/baixo e máximo/alto para 

cada factor (A, B, C, ...), serão aqui referidos pelos símbolos “–“ e 

“+”, respectivamente (usualmente conhecida como “notação geomé‑

trica” em planeamento de experiências). A combinação dos níveis 

dos vários factores considerados num dado ensaio, i.e., o tratamento 

considerado, é também usualmente caracterizado por uma notação, 

designada “notação de minúsculas”, a qual se baseia na utilização 

das letras minúsculas correspondentes aos factores em causa (a, b, 

c, ... ), segundo as seguintes regras: se uma letra está presente, tal 

significa que o respectivo factor assume o seu valor máximo; se está 
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ausente, ele assume o seu valor mínimo; quando todos os factores 

assumem os seus valores mínimos, o respectivo ensaio é indicado 

pela notação (1). Assim, por exemplo, quando existem dois factores 

em estudo (A, B):

• ab – significa um ensaio conduzido nos valores máximos de 

ambos os factores;

• a – significa um ensaio conduzido no valor máximo do factor 

A e no valor mínimo do factor B;

• b – significa um ensaio conduzido no valor máximo do factor 

B e no valor mínimo do factor A;

• (1) – significa um ensaio conduzido nos valores mínimos de 

A e B.

Estas condições aparecem representadas na Figura 6.2, corres‑

pondendo a todas as combinações possíveis dos níveis dos factores 

em estudo (todos os tratamentos), num planeamento de experiências 

completo com dois factores a dois níveis.

Figura 6.2. Ilustração da notação usada para indicar os vários tratamentos considerados 
num planeamento de experiências completo, com dois factores, a dois níveis. 
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Num planeamento de experiências a dois níveis, procura‑se reco‑

lher informação sobre a magnitude e relevância dos seguintes termos:

• efeitos principais (também designados por “completos”) asso‑

ciados a cada factor;

• efeitos devido a interacções entre factores (i.e., à interferência 

que um factor pode ter na forma como a resposta varia em 

função de outro).

A magnitude associada aos efeitos principais é estimada da se‑

guinte forma. Para o factor A, determina‑se a média de todos os 

valores da resposta, Y, recolhidos nas experiências realizadas quando 

este assume o nível alto (+), ( )Ay + , bem como o valor médio das 

respostas quando assume o nível baixo (–), ( )Ay − . O efeito principal 

é estimado pela diferença entre estas duas médias:

	 ( ) ( )A AEfeito A y y+ −= − 	 (6.1)

Assumindo que existem n réplicas para cada tratamento, a ex‑

pressão acima pode ser reescrita da seguinte forma, onde se utiliza 

a notação atrás introduzida para representar os níveis em que os 

valores da resposta são recolhidos:

	

( )

( )

1
2 2

1 1
2

ba abEfeito A
n n

Efeito A a ab b
n

++
= − ⇔

 = + − − 

	 (6.2)

De notar que na fórmula acima e para efeito dos cálculos a re‑

alizar, cada tratamento (a, ab,…) representa a soma dos resultados 

obtidos nesta condição. Reportando‑nos à Figura 6.2, a determina‑

ção do efeito associado ao factor A corresponde simplesmente em 
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subtrair a média dos ensaios relativos à aresta da esquerda à média 

dos ensaios correspondentes à aresta da direita. Estes resultados 

facilmente se estendem à determinação do efeito principal associa‑

do ao factor B, o qual é estimado pelas seguintes expressões, com 

significado análogo às acima apresentadas:

	

( ) ( )

( )

( )

1
2 2

1 1
2

B BEfeito B y y

ab abEfeito B
n n

Efeito A b ab a
n

+ −= − ⇔

++
= − ⇔

 = + − − 

	 (6.3)

A magnitude do efeito associado à interacção entre os factores 

A e B, designada por AB, é estimada pela diferença entre a média 

das diagonais das condições indicadas na Figura 6.2:

	

( )

( )

( )

1
2 2

1
2 2

1 1
2

ab a bInteracção AB
n n

bab aInteracção AB
n n

Interacção AB ab a b
n

+ +
= − ⇔

−−
= − ⇔

 = + − − 

	 (6.4)

Na Figura 6.3, apresentam‑se dois gráficos de efeitos, nos quais 

se representa a variação da resposta, Y, em função de um factor 

(neste caso, o factor A), para os dois níveis do factor B. Na primeira 

situação, constata‑se que o factor B não interfere com a natureza da 

variação da resposta, Y, em função do factor A. O seu único efeito 

é deslocar a respectiva recta para cima ou para baixo consoante o 

seu nível, indicativo de que existe um efeito em Y associado a B. No 

entanto, este efeito não interfere com a forma como A se relaciona 

com Y. Por outro lado, na segunda situação existe um comportamento 
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bastante distinto para a resposta em função do factor A, quando B 

assume níveis distintos, o que significa que, neste caso, existe uma 

interferência ou interacção efectiva entre os factores A e B, na me‑

dida em que a variação da resposta em função de um, depende do 

nível a que o outro é mantido. Analisando a aplicação das fórmulas 

indicadas em (6.4) verifica‑se que de facto a interacção na primeira 

situação é nula ou muito baixa, enquanto na segunda é de magni‑

tude elevada (e neste caso, possui um sinal negativo).

Figura 6.3. Exemplos de gráficos de efeitos para os factores A e B: a) ausência de 
interacção entre os factores A e B; b) interacção significativa (e negativa) entre A e B.

As quantidades entre parêntesis rectos nas expressões (6.2), (6.3) e 

(6.4), são conhecidas como “contrastes”, e conduzem a uma generali‑

zação do cálculo das estimativas dos efeitos principais e interacções. 

Estas quantidades são directamente obtidas da matriz‑sumário para 

o planeamento de experiências (Tabela 6.1). Para obter o contraste 

correspondente a um dado factor ou interacção, basta multiplicar 

cada sinal na coluna correspondente a esse factor ou interacção, 

pelo correspondente tratamento. Por exemplo, o contraste para o 

factor A, é dado por: ( ) [ ] [ ] [ ] ( )1 1a b ab a ab b − + − + = + − −  , que cor‑

responde ao obtido. Para a interacção AB, este é, de igual forma, 

dado por ( ) [ ] [ ] [ ] ( )1 1a b ab ab a b− − + = + − −   . Os sinais referentes 

à interacção AB são simplesmente o resultado do produto de sinais 
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dos factores que a integram, neste caso A e B, para o tratamento 

em causa. Por exemplo, para o tratamento (1), o sinal de AB é 

( ) ( ) ( )− × − = + , e para o tratamento a, ( ) ( ) ( )+ × − = − . Verifica‑se 

assim que à semelhança do que ocorre na estimação dos efeitos prin‑

cipais associados a A e B, o efeito associado à interacção AB também 

pode ser obtido da diferença entre a média dos resultados obtidos 

nas experiências realizadas para o nível de AB alto e a média dos 

resultados obtidos nas experiências realizadas para o nível de AB 

baixo. Estes resultados podem ser generalizados para a estimação 

de todos os efeitos, principais ou de interacção, passíveis de serem 

estimados num planeamento de experiências (nomeadamente para 

interacções de ordem superior, onde os produtos envolvem mais 

termos).

Tabela 6.1. Matriz para o planeamento de experiências com dois factores (A e B) a dois 
níveis. 

O mesmo procedimento pode ser adoptado para o planeamento 

de experiências factorial a dois níveis, com mais do que dois fac‑

tores. No caso de três factores, retractado na Figura 6.4, a matriz 

para o planeamento de experiências é a indicada na Tabela 6.2. De 

notar o surgimento de um termo de interacção de 3.ª ordem, relati‑

vo à possibilidade de existir uma interferência conjunta e recíproca 

de todos os factores envolvidos. No entanto, interacções de ordem 

elevada raramente são significativas, sendo muito raras as situações 

onde se verifica a existência de interacções significativas de ordem 

superior a 3, e pouco frequentes aquelas onde se registam interac‑

ções relevantes de 3.ª ordem.
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Figura 6.4. Planeamento de experiências completo com três factores a dois níveis.

Tabela 6.2. Matriz para o planeamento de experiências com três factores (A, B e C) a 
dois níveis. 

A partir desta matriz para o planeamento experimental é possível 

identificar os seguintes contrates, para cada efeito ou interacção:

• ( ): 1A a ab ac abc b c bc+ + + − − − −
• ( ): 1B b ab bc abc a c ac+ + + − − − −
• ( ): 1C c ac bc abc a b ab+ + + − − − −
• ( ): 1AB abc bc ab b ac c a− + − − + − +
• ( ): 1AC a b ab c ac bc abc− + − − + − +
• ( ): 1BC a b ab c ac bc abc+ − − − − + +
• ( ): 1ABC abc bc ac c ab b a− − + − + + −
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Para calcular a estimativa para o correspondente efeito principal 

ou interacção, basta multiplicar o resultado da aplicação das ope‑

rações sumariadas em cada contraste pelo factor 1/4n, sendo n o 

número de réplicas efectuadas para cada tratamento, uma vez que, 

agora, se efectuam um total de 4 tratamentos para cada nível do 

factor ou interacção em causa. Por exemplo, a estimativa do efeito 

principal para o factor A, é dada por,

	
( )

( ) ( )

1 1
4

A AEfeito A y y

Efeito A a ab ac abc b c bc
n

+ −= − ⇔

 = + + + − − − − 
	 (6.5)

e para a interacção AC, por,

	 ( )1 1
4

Efeito AC a b ab c ac bc abc
n
 = − + − − + − +  	 (6.6)

Pode‑se verificar que os cálculos para a estimativa do efeito prin‑

cipal para o factor A e para a interacção AC, envolvem as experiên‑

cias indicadas na Figura 6.5, para o cubo relativo ao planeamento 

factorial completo a três níveis apresentado na Figura 6.4.

Figura 6.5. Tratamentos envolvidos nos cálculos: a) do efeito principal para o factor A; 
b) da interacção AC.
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Os casos anteriores são apenas situações particulares de plane‑

amentos factoriais completos a dois níveis, quando o número de 

factores, k, é dois (k = 2) ou três (k = 3). Num caso geral, em que 

existem k factores em estudo, o número de tratamentos a conside‑

rar é 2 2 2 2k× × × = . Para esta situação, a estimativa dos efeitos 

principais (ou completos) associados a cada factor ou às suas inte‑

racções, é dada pela seguinte expressão:

		  (6.7)

onde k, representa o número de factores estudados e n o número 

de réplicas efectuadas em cada tratamento. 

Apresentada a forma como a magnitude dos efeitos principais 

associados aos factores e suas interacções é estimada num plane‑

amento factorial completo a dois níveis, interessa agora proceder 

à avaliação da sua significância estatística. Esta análise pode ser 

conduzida de várias formas. Uma metodologia presente na maio‑

ria das aplicações de software de análise estatística que incluem 

funcionalidades de planeamento e análise de experiências, como o 

JMP, Design‑Expert, Statistica ou MINITAB, é baseada na Análise de 

Variância dos resultados obtidos, com base num modelo estatístico 

linear. Por exemplo, para o caso de planeamentos factoriais com 

dois factores, este modelo toma a seguinte forma:

	 ( )ijk i j ijkij
Y µ τ β τβ ε= + + + + 	 (6.8)

onde µ  é a média global, iτ  o efeito associado ao nível i do fac‑

tor A, jβ  o efeito associado ao nível j do factor B, e ( )ijτβ  o efeito 

resultante da interacção entre os dois factores. ijkε  é a componente 

aleatória do modelo, que se pressupõe seguir uma lei Normal com 

média nula e variância constante. A análise ANOVA vai avaliar a 

contribuição associada a cada efeito para a variabilidade total da res‑

12
i

i k

ContrasteEfeito
n −=
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posta, e indicar, através do respectivo valor de prova, a significância 

que lhe está associada. Por outras palavras, com esta abordagem, 

analisam‑se as seguintes hipóteses estatísticas:

	 1 20 : 0 (ausência de efeito associado ao factor A)     
1: Pelo menos um 0i

H
H

τ τ
τ

= =
≠

	 (6.9)

	
1 20 : 0 (ausência de efeito associado ao factor B)     

1: Pelo menos um 0j

H
H

β β
β

= =
≠

	 (6.10)

	
( ) ( ) ( ) ( )

( )
11 12 21 22

0 : 0 (ausência de interacção)

1: Pelo menos um 0
ij

H

H

τβ τβ τβ τβ

τβ

= = = =

≠
	 (6.11)

Assim, um valor de prova de baixa magnitude (por exemplo, me‑

nor que 0,01), associado a um factor ou interacção, indica que este(a) 

tem um efeito significativo na resposta, e deve ser considerado(a) 

na descrição dos resultados obtidos nas experiências.

Outra metodologia que conduz a resultados equivalentes é a 

baseada numa análise de regressão linear dos resultados obtidos. 

Nesta, os factores são considerados como variáveis de entrada para 

o modelo, assumindo os valores “–1” ou “+1”, consoante se trate dos 

seus valores “baixos” ou “altos”, respectivamente. De notar que, no 

caso dos factores serem quantitativos, esta análise pode também ser 

conduzida, de forma equivalente, em termos dos valores originais, 

dando origem a um modelo que pode ser usado de forma expedita 

inserindo directamente os valores originais dos factores, mas cuja 

análise pode ser, sob determinados aspectos, menos directa, uma 

vez que a magnitude dos coeficientes depende, nestas circunstân‑

cias, das unidades e da escala utilizadas para expressar as medições 

associadas aos factores. Para um planeamento factorial a dois níveis, 

com dois factores ( 1x A↔ , 2x B↔ , 12x AB↔ ), o modelo de  
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regressão construído a partir dos níveis codificados (‑1/+1) toma 

então a seguinte forma:

	 0 1 1 2 2 12 1 2Y x x x xβ β β β ε= + + + + 	 (6.12)

Neste modelo, 0β  representa a média global (μ) e os coeficien‑

tes de regressão parciais, 1β , 2β  e 12β , as estimativas de metade 

dos efeitos associados aos correspondentes factores ou interacções. 

Tal decorre do significado de coeficiente de regressão parcial, o 

qual consiste na variação na resposta por unidade de variação da 

correspondente variável (quando as outras se consideram fixas), o 

qual difere da definição de um efeito associado a um dado factor ou 

interacção, onde se contempla a variação na resposta quando o nível 

a ele associado varia entre –1 e +1, portando de duas unidades, ao 

que corresponderá também o dobro do impacto na resposta.

	 2 iEfeito i β= 	 (6.13)

Da análise do modelo de regressão resulta também a avaliação 

da significância dos factores e interacções em estudo, através dos 

testes à significância aos parâmetros do modelo de regressão linear, 

bem como do modelo como um todo através da análise ANOVA ao 

modelo de regressão linear. Podem‑se também analisar os resíduos 

obtidos, para avaliar a sua conformidade com as hipóteses assumidas 

nesta metodologia estatística.

Exemplo: Análise da rugosidade numa operação de corte de 

peças metálicas

Pretendendo‑se melhorar a operação de corte de peças metálicas, 

em particular no que respeita à rugosidade resultante desta opera‑

ção, seleccionaram‑se três factores como potencialmente relevantes 

neste contexto: a velocidade de alimentação (A), a profundidade 
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do corte (B) e o ângulo da ferramenta de corte (C) [13]. Com estes 

factores, conduziu‑se um planeamento factorial a dois níveis, com 

duas réplicas por tratamento (Tabela 6.3).

Tabela 6.3. Resultados do planeamento factorial a dois níveis conduzido no estudo da 
operação de corte de peças metálicas.

A análise destes dados com recurso a software estatístico, conduz 

aos resultados apresentados na Figura 6.6. Da inspecção dos valores 

de prova associados aos testes de significância aos coeficientes do 

modelo de regressão, verifica‑se que o factor A (velocidade de ali‑

mentação) é o único factor significativo a um nível de significância de 

0,05, seguido do factor B (profundidade do corte), o qual é tangen‑

cialmente não‑significativo (valor de prova 0,071) e da interacção AB. 

Os efeitos estimados para cada factor ou interacção correspondem ao 

dobro dos respectivos coeficientes de regressão. Por exemplo, o efeito 

associado ao factor A, corresponde a 1,6875×2=3,375. Substituindo 

os níveis (–1 ou +1) no modelo estimado, é também possível obter 

o valor previsto para a resposta (Y) nestas condições.
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Figura 6.6. Análise dos resultados do planeamento factorial a dois níveis conduzido 
no estudo da operação de corte de peças metálicas (Minitab: Stat > DOE > Factorial > 
Analyze Factorial Design).

A análise da significância dos efeitos pode também ser apoiada 

por várias ferramentas gráficas, como o gráfico de Pareto para os 

efeitos normalizados (Figura 6.7), ou o gráfico semi‑Normal dos 

efeitos, também conhecido como gráfico de Daniel (Figura 6.8).

Figura 6.7. Ferramentas gráficas de apoio à análise da magnitude e significância de 
factores e interacções: gráfico de Pareto para os efeitos normalizados (Minitab: Stat > 
DOE > Factorial > Analyze Factorial Design).
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Figura 6.8. Ferramentas gráficas de apoio à análise da magnitude e significância de 
factores e interacções: gráfico semi‑Normal dos efeitos ou gráfico de Daniel (Minitab: 
Stat > DOE > Factorial > Analyze Factorial Design).

Conclui‑se assim que a optimização da operação de corte passa 

largamente por manipular o Factor A. Da análise do gráfico de inte‑

racção entre os factores mais significativos, A e B (Figura 6.9), verifica

‑se que, se o objectivo consistir em minimizar a rugosidade do corte, 

o Factor A deve ser mantido no seu nível mínimo (–1), não sendo 

muito relevante o nível usado para o factor B, o qual pode ser estipu‑

lado atendendo a outras considerações operacionais ou económicas.

Figura 6.9. Gráfico de interacção para os factores A e B (Minitab: Stat > DOE > 
Factorial > Analyze Factorial Design).
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6.2.3. Planeamento factorial fraccionado com dois níveis

O número de ensaios envolvidos num planeamento de experiên‑

cias do tipo factorial completo a dois níveis cresce rapidamente com 

o número de factores em análise. Por exemplo, quando existem 5 

factores em estudo, o número de tratamentos a testar é 52 32= , o 

que representa um esforço considerável de experimentação. Estas 

condições permitirão estimar todos os efeitos principais dos factores, 

que neste caso são 5, e suas interacções, as quais se distribuem entre 

interacções de 2.ª ordem (envolvendo 2 factores), em número de 10 

(i.e., combinações de 5, 2 a 2), e de ordens iguais ou superiores a 

3, em número de 16. Atendendo a que, com muita frequência, as 

interacções de ordem elevada ( 3≥ ) não são significativas para os 

problemas em estudo, ou seja, não conduzem a efeitos com impac‑

to sensível na resposta, pode‑se depreender que a maior parte das 

experiências não é de facto estritamente necessária, se estivermos 

dispostos a prescindir da estimação completa e rigorosa daqueles 

parâmetros do modelo que, com elevada probabilidade, terão uma 

relevância perfeitamente marginal. Tal significa que é possível usar 

apenas uma fracção do total das experiências a realizar e ainda 

proceder a uma estimativa dos efeitos principais e das interacções 

mais importantes com o rigor necessário para os objectivos do 

projecto, obtendo‑se assim uma redução significativa nos recursos 

investidos sem prejuízo dos fins a atingir. Esta estratégia é parti

cularmente pertinente nas fases iniciais de análise de um problema, 

onde existe um número mais elevado de factores em estudo, de entre 

os quais se pretende seleccionar um subconjunto que contenha os 

mais relevantes – o designado screening de factores –, tarefa que 

incide essencialmente na análise dos efeitos principais e, quando 

muito, nas interacções de 2.ª ordem. Neste contexto, o importante 

é integrar todos os factores potencialmente relevantes no estudo e 

conduzir uma bateria de experiências que, com um menor número 
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de ensaios, permita seleccionar o referido subconjunto de factores a 

estudar melhor num estágio posterior (onde se beneficiará também 

das experiências já realizadas). Este procedimento pode originar pla‑

neamentos fraccionados com ½ das experiências do correspondente 

factorial completo, designados como planeamentos factoriais 12k− , 

com ¼ das experiências, designados como planeamentos factoriais 
22k− , e assim sucessivamente. Em geral, uma fracção de 1 2m  das 

experiências do factorial completo com o mesmo número de factores, 

origina um planeamento factorial 2k m− .

O princípio subjacente ao planeamento de experiências fraccio‑

nado a dois níveis com um dado número de factores (digamos k) 

consiste, de uma forma simplificada, em associar interacções de 

ordem superior de um planeamento factorial completo a dois níveis, 

correspondente a um menor número de factores (e portanto com 

menos ensaios a realizar), a um ou vários dos k factores em estudo. 

Desta forma, os seus efeitos passam a estar “confundidos” com tais 

interacções, mas, dada a potencialmente baixa significância asso‑

ciada a tais interacções, o efeito que sobressairá, caso seja de facto 

relevante, será o efeito principal do factor atribuído e não o das 

interacções de ordem elevada com as quais este se confunde. 

Exemplo: Análise dos factores de um sistema de injecção de 

moldes que afectam o encolhimento do produto

Para ilustrar o princípio subjacente a um planeamento factorial 

fraccionado, consideremos uma situação em que se pretende estu‑

dar o efeito de seis factores de um sistema de injecção de moldes 

(chamemos‑lhes, A, B, C, D, E, F) no encolhimento registado no 

produto final [13]. Um planeamento factorial completo a dois níveis 

implicaria a realização de 64 experiências e um factorial fraccionado 
6 12 − , 32 experiências, o que ainda é elevado, tendo em conta que 

se pretende apenas aceder, com algum rigor, aos efeitos principais 

(em número de 6) e obter alguma informação sobre as interacções 
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de 2.ª ordem. Por isso, optou‑se por realizar um planeamento fac‑

torial fraccionado 6 22 − , o qual, implicando a realização de apenas 

16 experiências, deverá permitir atingir os objectivos estipulados 

ao nível da recolha da informação sobre a importância dos factores. 

Para construir um tal planeamento, partiu‑se de um planeamento 

factorial completo com 4 factores (A, B, C e D, que conduz ao nú‑

mero de tratamentos pretendido, 16) e fez‑se coincidir o factor E 

com a interacção ABC, e o factor F com a interacção BCD, como 

indicado na Tabela 6.4.

Tabela 6.4. Planeamento factorial fraccionado para o sistema de injecção de moldes.

Demonstra‑se que, com esta atribuição, os factores e interacções 

que se confundem entre si, i.e., a estrutura de confusão subjacente 

ao factorial fraccionado 6 22 −  é a indicada na Tabela 6.5.
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Tabela 6.5. “Estrutura de confusão” para o planeamento experimental 
6 22 −

.

Constata‑se assim que num planeamento 6 22 −  nenhum efeito 

principal é confundido entre si, nem com uma interacção de 2.ª or‑

dem, registando‑se contudo interacções de 2.ª ordem confundidas 

entre si. Trata‑se por isso de um planeamento com resolução IV e 

sublinha‑se este facto indicando 6-2
IV2 , designação esta que advém 

do seguinte esquema de classificação:

• Planeamento experimental de resolução III. Os efeitos prin‑

cipais não se confundem entre si, mas confundem‑se com 

interacções de 2.ª ordem. Algumas interacções de 2.ª ordem 

podem estar confundidas entre si.

• Planeamento experimental de resolução IV. Os efeitos prin‑

cipais não se confundem entre si, nem com interacções de 

2.ª ordem. Algumas interacções de 2.ª ordem podem estar 

confundidas entre si.

• Planeamento experimental de resolução V. Os efeitos prin‑

cipais não se confundem entre si, nem com interacções de 

2.ª ordem. Interacções de 2.ª ordem estão confundidas com 

interacções de 3.ª ordem.

Os factores e interacções que se confundem entre si, podem ser 

facilmente determinados a partir da relação de definição ou rela­

ção geradora do planeamento de experiências (tradução do inglês, 

defining relation, generating relation), sendo também usualmente 

fornecidos pelo software estatístico [12, 16].
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A mesma noção de contraste introduzida no planeamento factorial 

completo a dois níveis, permanece válida para avaliar o efeito do 

factor correspondente em planeamentos factoriais fraccionados. No 

entanto, ao contrário, do que sucedia então, agora a estimação do 

efeito associado a um factor que se confunde com outros incorpora 

também a contribuição de todos estes. O efeito de todos os factores 

e interacções confundidos entre si aparece assim agregado (mais 

especificamente, combinado linearmente) quando se estima o seu 

valor usando a metodologia baseada nos contrastes. Por exemplo, em 

lugar de se estimar apenas o efeito do factor A, estima‑se o efeito 

combinado de A+BCE+DEF+ABCDF, ou em lugar de se estimar apenas 

o efeito associado a B, estima‑se o efeito de B+ACE+CDF+ABDEF. 

A fórmula para cálculo da estimativa dos efeitos em planeamentos 

de experiências fraccionados é a seguinte:

		  (6.14)

onde o Contrastei é obtido da forma já atrás descrita (a partir dos 

sinais + e – da coluna i), k representa o número de factores, n o 

número de réplicas e m indica a fracção 1 2m  do desenho de ex‑

periências factorial.

A Figura 6.10 apresenta os resultados decorrentes da análise dos 

dados recolhidos na implementação do planeamento experimental 6-2
IV2 . 

Representando os efeitos indicados na Figura 6.10 através do gráfico 

semi‑Normal dos efeitos (gráfico de Daniel, Figura 6.11), verifica‑se 

que apenas 5 são indicados como significantes, destacando‑se A, B 

e AB (que contemplam também todos os restantes factores e interac‑

ções que com eles se confundem).5 Apesar da estrutura de confusão 

5 Quando se representam os efeitos estimados num gráfico semi‑Normal, os 
efeitos não‑significativos, que seguem uma lei Normal com média nula, tendem a 
alinhar‑se em torno de uma reta. Os restantes, i.e., os significativos, fogem a este 
padrão, podendo desta forma ser identificados. Esta metodologia deve ser seguida 

12
i

i k m

ContrasteEfeito
n − −=
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existente, o facto de A e B se apresentarem como factores com efeitos 

significantes cria condições para considerar a interacção AB como 

sendo a potencialmente mais relevante de entre o grupo daquelas 

com as quais está confundida. As interacções AD e ACD são para já 

preteridas, pois incluem efeitos de menor magnitude e contêm facto‑

res cujos efeitos principais não sobressaíram nos resultados (C e D).

Figura 6.10. Análise dos resultados do planeamento factorial fraccionado 6-2
IV2  conduzido 

para o problema do sistema de injecção de moldes (Minitab: Stat > DOE > Factorial > 
Analyze Factorial Design).

na seleção das variáveis a incluir no modelo, uma vez que não existem observações 
suficientes para estimar todos os efeitos e interações.
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Figura 6.11. Gráfico semi‑Normal dos efeitos ou gráfico de Daniel, para o problema 
do sistema de injecção de moldes (Minitab: Stat > DOE > Factorial > Analyze Factorial 
Design).

Correndo de novo a análise dos resultados, utilizando apenas como 

variáveis explicativas A, B e AB, obtêm‑se os resultados indicados na 

Figura 6.12, onde se pode, de facto, verificar que todos os factores 

são significativos, e que o modelo obtido se ajusta bem aos resulta‑

dos experimentais (coeficientes de determinação superiores a 90%).

Figura 6.12. Análise dos resultados do planeamento factorial fraccionado 6-2
IV2 , após 

selecção dos factores A, B e AB como significativos (Minitab: Stat > DOE > Factorial > 
Analyze Factorial Design).
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Desta forma, com apenas 16 experiências foi possível analisar 

o efeito combinado de 6 factores, tendo‑se chegado a um modelo 

que descreve bastante bem o comportamento do processo, apesar 

de existir alguma incerteza remanescente na contribuição dos res‑

tantes factores decorrente da estrutura de confusão associada ao 

planeamento.

6.2.4. Notas finais sobre o planeamento estatístico  

de experiências

Nesta secção introduziram‑se apenas os aspectos essenciais sub‑

jacentes ao planeamento estatístico de experiências. Os métodos 

abordados, nomeadamente os planeamentos factoriais com vários 

factores, a dois níveis (completos ou fraccionados), são de grande uti‑

lidade na identificação, rápida e eficaz, dos factores mais relevantes 

para a resposta e para a sua modelação matemática. Permitem tam‑

bém seleccionar, desde logo, as condições operatórias mais favoráveis 

para conduzir o processo, o que constitui uma das actividades mais 

importantes em projectos de melhoria. No entanto, com o evoluir do 

projecto e dos estudos das experiências já realizadas, objectivos de 

outra natureza podem vir a ser colocados. Por exemplo, estes podem 

passar pela optimização de um processo não‑linear, situação em que 

é necessário introduzir termos não lineares no modelo matemático 

cujos parâmetros devem então ser estimados, com base em novas 

experiências a realizar. Os termos a introduzir são tipicamente qua‑

dráticos (pelo menos numa primeira fase), de forma a contemplar a 

curvatura identificada na análise das experiências realizadas preli‑

minarmente. A inclusão de termos quadráticos exige, por sua vez, 

o teste de pelo menos três níveis dos factores em causa para que 

os respectivos coeficientes possam ser estimados. Para esta situação 

existem planeamentos de experiências especialmente desenvolvidos 
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para o efeito, como o designado CCD (Central Composite Design, 

Figura 6.13), bem como metodologias de análise adequadas, como 

a metodologia da superfície de resposta [12, 16].

Figura 6.13. Um planeamento do tipo CCD com dois factores, para identificação de uma 
superfície descrita por um polinómio do 2.º grau.

Já para aplicações onde a vertente da robustez do processo ou 

produto é um aspecto a levar em particular consideração (i.e., a sua 

capacidade de operar numa ampla gama de condições sem apresentar 

uma variabilidade excessiva no seu desempenho), metodologias de 

planeamento de experiências que incorporem a dispersão da resposta 

na análise devem ser adoptadas. Neste contexto, as metodologias 

de planeamento de experiências propostas por Genichi Taguchi são 

bastante populares pela simplicidade do procedimento a seguir e por 

conduzirem a soluções que frequentemente se podem classificar de 

boas para os propósitos a atingir [17]. No entanto, os mesmos pro‑

cedimentos descritos neste capítulo podem ser adoptados, tomando 

o desvio padrão da variável de resposta em cada tratamento como 

a nova variável de saída.

Por outro lado, em problemas envolvendo factores que correspon‑

dem a composições parciais em misturas ou formulações, a soma 

das quais tem um limite superior (1, no caso de fracções), existem 

procedimentos específicos de planeamento de experiências a se‑
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guir, os quais são designados por planeamento de experiências para 

misturas [18]. 

Refira‑se ainda que em situações onde a região experimental a 

cobrir pelo planeamento de experiências não permite colocar os 

pontos no tradicional arranjo cúbico, ou quando o modelo a estimar 

é do tipo não‑linear, os procedimentos de “planeamento óptimo 

de experiências” permitem determinar as condições a testar que 

se afiguram como mais informativas para a qualidade do modelo a 

estimar [19].

Surgiu recentemente uma nova classe de métodos de planeamento 

experimental que permite abordar de uma forma eficiente o pro‑

blema da estimação de efeitos lineares, não lineares e interacções, 

em processos com um número significativo de variáveis de entrada. 

Tratam‑se dos chamados “definitive screening designs” [20]. Esta 

abordagem é promissora em aplicações de screening de factores, na 

medida em que apenas requer um número de experiências corres‑

pondente a duas vezes o número de factores mais um, permitindo 

ainda assim estimar efeitos de 2.ª ordem. No momento em que este 

texto é escrito, este desenvolvimento apenas está disponível no 

software comercial JMP. 



C a p í t u l o  7  –  C o n t r o l o

7.1. Introdução

Após o planeamento, implementação e avaliação da actividade de 

Melhoria, numa sequência que frequentemente é de natureza iterati‑

va e gradual, a equipa de projecto atingiu resultados que considera 

satisfatórios relativamente aos objectivos traçados inicialmente. Há 

portanto evidência factual abundante que assegura e documenta 

a existência de uma nova forma de conduzir o processo, na qual 

este apresenta consistentemente um nível de desempenho supe‑

rior. Neste contexto, é importante assegurar que esta nova forma 

de conduzir as operações seja assimilada por todos e estabilizada, 

passando rapidamente a constituir o novo modo de actuação. É este 

o objectivo essencial da fase de Controlo no âmbito da metodologia 

seis sigma: assegurar que as soluções encontradas e as acções de 

melhoria encetadas e validadas se tornem parte do novo “processo”, 

impedindo a ocorrência de retrocessos para procedimentos antigos, 

muitas vezes acentuados por efeitos de inércia à mudança e memória 

de um passado recente. 

Várias metodologias podem ser usadas neste contexto, passando 

pela elaboração de protocolos de operação, treino de operadores, 

padronização de procedimentos, etc. Neste capítulo, dá‑se ênfase 

a metodologias que permitem avaliar a estabilidade do processo, 

assinalando a existência de acontecimentos que potencialmente 

possam significar perturbações à operação normal dos mesmos, 
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as quais devem ser rapidamente analisadas e corrigidas se neces‑

sário for. Tratam‑se das denominadas “cartas de controlo”, que 

constituem uma das ferramentas mais importantes e flexíveis do 

conjunto das metodologias disponíveis actualmente para lidar com 

a variabilidade dos processos. Serão aqui referidas as cartas de 

controlo do tipo Shewhart, para atributos e variáveis, bem como 

outras abordagens mais eficazes para detectar perturbações de 

menor amplitude usando amostras de dimensões mais reduzidas. 

Adicionalmente, faz‑se referência a procedimentos para lidar com 

diversas variáveis simultaneamente e as vantagens daí decorrentes, 

bem como para lidar com processos cujos dados exibem autocor‑

relação ou dinâmica.

Outro tema abordado nesta secção é o estudo e análise da 

Capacidade dos Processos, i.e., do grau ou extensão com que o 

processo está a ser capaz de dar o devido cumprimento às especi‑

ficações associadas aos produtos. Trata‑se portanto de confrontar 

a variabilidade natural de um processo a operar em condições 

estáveis (i.e., sob controlo estatístico), com a gama de especifi‑

cações imposta para os produtos em questão, com o objectivo 

de quantificar o seu desempenho na satisfação destas mesmas 

especificações.

7.2. O que é o Controlo Estatístico de Processos?

O Controlo Estatístico de Processos é a designação usada para 

traduzir a expressão anglo‑saxónica Statistical Process Control, mui‑

tas vezes referida simplesmente por SPC. Trata‑se de um conjunto 

de abordagens orientadas para gerir processos com o objectivo de 

assegurar que estes tenham a capacidade de produzir produtos o 

mais próximo possível dos seus valores nominais (target), com a 

menor dispersão e ao mais baixo custo. Nestas abordagens incluem
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‑se, entre outras, as já referidas 7 ferramentas básicas da qualidade, 

propostas por Kaouru Ishikawa [2] (ver Secção 1.3):

i. Fluxogramas;

ii. Diagrama de causa‑efeito;

iii. Formulários de recolha de dados e folhas de verificação;

iv. Diagrama de Pareto;

v. Histograma;

vi. Gráficos;

vii. Cartas de Controlo;

Das metodologias acima referidas, as cartas de controlo serão 

possivelmente uma das metodologias mais úteis em contextos prá‑

ticos. Segundo Donald J. Wheeler, “Given its simplicity, robustness, 

sensitivity, and versatility, there is no one technique which can 

successfully compete with Shewhart’s control charts.”. Na verdade, a 

importância conferida às cartas de controlo é tal, que é frequente 

vê‑las referenciadas simplesmente por SPC (ou cartas SPC) apesar de, 

em rigor, SPC contemplar outras abordagens usadas para atingir os 

seus objectivos. Neste sentido, este capítulo é especialmente orien‑

tado para a apresentação das cartas de controlo do tipo Shewhart, 

as quais constituem ainda a forma mais usual de implementação 

da actividade de SPC em processos. Referem‑se ainda outras meto‑

dologias alternativas que, no mesmo âmbito, apresentam vantagens 

em determinadas situações. De notar a presença da palavra “pro‑

cesso” em SPC, indicando a tendência de transferir ou deslocalizar 

as actividades de monitorização de fim da linha (inspecção) para 

o processo, no sentido de melhor caracterizar a sua variabilidade 

e de aumentar a eficácia na detecção e identificação de situações 

anómalas, bem como a rapidez com que estas são corrigidas. A in‑

formação gerada e compilada também é de grande valor para as 

actividades de melhoria de processos.
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As cartas de controlo do tipo Shewhart foram desenvolvidas na 

década de 1920, por Walter A. Shewhart, então nos Bell Telephone 

Laboratories. A sua teoria e fundamentos encontram‑se expostos 

na sua obra editada em 1931, e mais recentemente reeditada em 

1980 com dedicatória de W.E. Deming [21]. O seu ponto de par‑

tida é a constatação que qualquer processo está sempre sujeito a 

uma certa quantidade de variação decorrente de efeitos aleatórios 

e f lutuações incontroláveis de natureza estocástica que lhe são 

inerentes. Isto mesmo é válido para todos os tipos de processos, 

como processos industriais de transformação, montagem, proces‑

sos de serviços, etc. Esta variabilidade inerente ao processo é um 

reflexo da sua própria natureza, constituindo a sua “impressão 

digital”, ou seja, algo que o caracteriza enquanto tal. Pretende‑se 

então, neste contexto, detectar eventuais componentes de varia‑

bilidade que não pertencem a este padrão “normal” e “comum”, 

originárias de fontes estranhas ao processo ou ao modo como este 

funciona normalmente. As cartas de controlo foram a metodolo‑

gia proposta para proceder à separação entre a variabilidade do 

processo que tem na sua origem um “sistema de causas aleatórias 

comuns de variabilidade”, que actuam no processo em condições 

normais, daquela que tem subjacente a existência das chamadas 

“causas especiais de variabilidade” (“assignable causes” segundo 

W.A. Shewhart, ou “special causes”, segundo W.E. Deming), que 

são externas ao sistema de causas comuns, e que devem ser pron‑

tamente detectadas e eliminadas através de uma adequada análise 

do processo e posterior implementação de acções correctivas que 

reponham o estado normal das operações. 

Na Figura 7.1 apresentam‑se as principais categorias de fontes 

de variabilidade que afectam os processos, quer contribuindo para 

a sua variabilidade natural ou “ruído de fundo” (causas comuns) 

quer, esporadicamente, para a existência de padrões anormais de 

variabilidade, fruto de ocorrências ocasionais cujos efeitos são de 
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magnitude usualmente elevada, quando comparada com a magnitude 

tipicamente menor, associada às causas comuns.

Figura 7.1. Exemplos de categorias de possíveis fontes de causas comuns e especiais de 
variabilidade exibida pelos processos.

A separação entre “causas comuns” e “causas especiais” de varia‑

bilidade é de grande importância para a forma como se gerem os 

processos. Antes de mais, ela garante um reconhecimento efectivo 

da variabilidade dos processos por parte de quem os opera (algo 

que nem sempre está garantido à partida). Depois, permite distin‑

guir entre o que é a variabilidade inerente ao próprio processo, e 

que portanto não carece de qualquer acção correctiva uma vez que 

decorre do processo a operar em condições normais, daquela que 

lhe é estranha ou exterior, esta sim requerendo uma intervenção 

correctiva. Assim, as causas comuns de variação ficam fora do âmbito 

de acções correctivas, apenas podendo ser enquadradas em “acções 

de melhoria”, onde o próprio processo é reformulado ou alterado 
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no sentido de diminuir ou eliminar o impacto que estas têm na 

variabilidade do produto final. Ou seja, para alterar a variabilidade 

inerente às causas comuns deve‑se actuar no processo, num con‑

texto de acções de melhoria da qualidade e do seu desempenho. As 

acções correctivas decorrentes de causas especiais não constituem 

assim acções de melhoria, apenas servindo para colocar o processo 

num estado de operação normal, de onde ele não deveria ter, de 

facto, saído.

Mas a importância da separação entre causas de variabilidade não 

se limita aos argumentos referidos no parágrafo anterior. A tentativa 

de encetar acções correctivas quando o processo está simplesmente 

a operar em condições normais, i.e., quando somente estão activas 

as causas comuns de variação, tem como consequência a introdu‑

ção de uma componente adicional de variabilidade, decorrente da 

suposta acção correctiva do operador ou dos sistemas de controlo e 

regulação. Estas acções, ao interferirem com um processo a operar 

em condições normais, aumentam ainda mais a sua variabilidade. 

Este resultado é muito bem ilustrado pela famosa experiência do 

“funil de Deming”, onde o impacto negativo de diversas metodo‑

logias correctivas é contraposto à solução de não actuar quando o 

sistema está apenas sujeito à sua variabilidade normal. Em geral, 

demonstra‑se que é vantajoso interferir correctivamente no processo 

apenas quando existem causas especiais, se a sua média em condi‑

ções normais é constante. Já quando a sua média não é constante, 

como acontece em processos com inércia ou dinâmica, a actuação 

pode fazer‑se mesmo sob condições normais de operação, através 

da implementação de sistemas de controlo automático devidamente 

sintonizados que estabilizam e assim diminuem a variabilidade dos 

processos. A maioria das metodologias abordadas nesta secção parte 

do pressuposto que o processo normal não apresenta autocorrela‑

ção (dinâmica ou inércia), e que portanto os dados, na presença de 

causas comuns, exibem uma média constante ao longo do tempo. 
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Assim acontece com as cartas de controlo do tipo Shewhart, abor‑

dadas na secção seguinte.

7.3. Fundamentos das cartas de controlo do tipo Shewhart

As cartas de controlo tipo Shewhart fornecem uma solução sim‑

ples e elegante para o problema da detecção de causas especiais, 

que requerem acções correctivas, num ambiente onde existe uma 

variabilidade inerente ao processo decorrente das causas comuns. 

Um processo diz‑se estar “sob controlo estatístico” se a sua varia‑

bilidade for devida somente à actuação de causas comuns. Nestas 

circunstâncias, a sua variabilidade permanece estável e constante 

ao longo do tempo. Por outro lado, diz‑se que o processo está “fora 

de controlo estatístico”, quando está a operar na presença de causas 

especiais, as quais devem ser prontamente detectadas, analisadas e, 

se necessário e possível, eliminadas, de forma a recolocar o processo 

de novo em condições normais de operação. 

Uma carta de controlo é essencialmente um gráfico onde os 

valores obtidos para uma dada estatística (calculada a partir de 

amostras recolhidas sucessivamente do processo) são representados 

sequencialmente e no qual figuram algumas linhas horizontais de 

referência, nomeadamente o limite superior de controlo (LSC) e o 

limite inferior de controlo (LIC), situados acima e abaixo de uma 

outra linha, designada por linha central (LC). Os limites superior 

e inferior de controlo são calculados de forma a conterem no seu 

interior os valores da estatística em questão, com elevada proba‑

bilidade, quando o processo está a operar somente sob causas co‑

muns de variabilidade. A linha central representa a localização da 

tendência central do processo, no tocante à estatística em análise. 

A carta de controlo assinala uma situação de fora de controlo, se 

pelo menos um ponto cair para além da região confinada pelos  
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limites de controlo, ou se existirem padrões sistemáticos de variação 

mesmo que os pontos em questão estejam no interior da região de 

variação normal (i.e., dentro dos limites de controlo). Exemplos de 

alguns padrões não‑aleatórios que configuram situações anómalas 

são: ciclos, tendências, oscilação excessiva, entre outros. A identifi‑

cação de pontos que satisfazem o primeiro critério é directa e fácil, 

constituindo um dos principais argumentos a favor deste tipo de 

cartas. Quanto ao segundo critério, a sua análise e implementação 

é menos directa, existindo contudo um conjunto de regras simples 

que foram desenvolvidas para contemplar estas situações, aqui de‑

signadas por “regras de detecção de causas especiais” (apresentadas 

mais à frente neste texto, na secção 7.5.4).

Figura 7.2. Exemplo de uma carta de controlo tipo Shewhart.

W.A. Shewhart propôs o seguinte esquema para definir os limites 

de controlo e a linha central numa carta de controlo. Se w represen‑

tar a estatística cujos valores se pretendem monitorar, então:

	
w w

w

w w

LSC k
LC
LIC k

µ σ
µ
µ σ

= +
=
= −

	 (7.1)
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onde wµ  e wσ  representam a média e o desvio padrão popula‑

cionais da estatística em questão e k a distância dos limites de 

controlo à linha central, dada em “número de desvios padrões”. 

Shewhart propôs a utilização de 3k =  (os chamados limites 

±3‑sigma): “Experience indicates that t=3 seems to be an acceptable 

economic value” (W.A. Shewhart, in Economic Control of Quality 

of Manufactured Product) [21]. A prática posterior demonstrou a 

justeza da sua proposta, a qual é ainda usada correntemente e de 

forma generalizada. 

Na implementação prática das cartas do tipo Shewhart, os pa‑

râmetros populacionais associados à estatística w são substituídos 

pelas respectivas estimativas amostrais. Estas estimativas são calcu‑

ladas a partir de um conjunto de dados do histórico do processo, 

representativo da sua operação sob condições de controlo estatístico. 

Este deve conter pelo menos 25 amostras para assegurar o rigor 

necessário na estimação dos limites de controlo. 

Existem duas fases fundamentais na construção e implementação 

de uma carta de controlo. Na Fase I (“Análise retrospectiva”), faz‑se 

a avaliação da estabilidade do processo, procurando‑se averiguar se 

este está “sob controlo estatístico”. Para tal, recolhem‑se dados da 

sua operação ou analisa‑se o seu histórico, calculam‑se os limites 

preliminares de controlo e averigua‑se o cumprimento das regras 

que definem o estado de controlo estatístico. Se, na sequência desta 

análise o processo for considerado como estando a operar em con‑

dições de estabilidade, i.e., “sob controlo estatístico”, pode‑se passar 

à Fase II (“Implementação da carta de controlo”), que usualmente 

consiste simplesmente em manter os limites de controlo anterior‑

mente determinados (i.e., passar os limites de controlo preliminares, 

a limites a usar até à próxima revisão da carta de controlo) e veri‑

ficar se os valores futuramente obtidos mantêm ou não o mesmo 

comportamento que o processo apresentara em condições normais 

de operação.
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No entanto, caso o processo não se apresente como estando 

sob controlo estatístico na análise conduzida na Fase I, será en‑

tão necessário averiguar quais as causas especiais de variação que 

provocaram as alterações detectadas na distribuição de valores do 

processo (nomeadamente na sua média e/ou dispersão). Se estas 

forem em elevado número, a condução do processo deve ser anali‑

sada em detalhe no sentido de o estabilizar primeiro, usando para 

tal, por exemplo, a experiência dos operadores e pessoal de proces‑

so, eventualmente apoiada por metodologias mais sistemáticas de 

análise e melhoria de processos (como diagramas de causa‑efeito, 

planeamento de experiências, construção de modelos empíricos, 

análise multivariável, acções de melhoria localizadas, etc.). Se o 

número de pontos representando causas especiais for reduzido, es‑

tes podem ser removidos dos cálculos (não da carta de controlo) 

e os limites recalculados, se de facto houver uma justificação para 

o seu carácter mais anormal. Caso contrário, a eliminação destes 

pontos no cálculo dos limites de controlo deve ser efectuada com 

cuidado, para evitar a construção de uma zona de operação normal 

demasiado estreita, representando uma visão demasiado optimista 

da variabilidade do processo. 

Se a Fase I for concluída com sucesso, indicando que o processo 

está sob controlo estatístico, é possível utilizar os cálculos efectuados 

para estabelecer os limites de controlo e a sua linha central para 

fornecer estimativas para os parâmetros populacionais associados 

à distribuição dos dados do processo e, de seguida, avaliar a sua 

“capacidade”, i.e., a extensão com que este está a cumprir as espe‑

cificações do produto. Esta tarefa será abordada com mais detalhe 

na secção relativa à análise da “capacidade de processos”.

Refira‑se também, que existe um paralelismo entre a implemen‑

tação de uma carta de controlo durante a Fase II e a realização 

sucessiva de testes de hipóteses focalizados em parâmetros popu‑

lacionais de localização ou de dispersão. De facto, de cada vez que 
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se representa um ponto numa carta de controlo, está‑se tacitamente 

a conduzir o seguinte teste de hipóteses:

	
0 : O processo está sob controlo estatístico
1: O processo não está sob controlo estatístico

H
H

	 (7.2)

(embora cada carta só aborde normalmente uma componente da 

variabilidade, como a tendência central ou dispersão). Em geral, e 

de uma forma simples, se um ponto cair dentro dos limites de con‑

trolo, tal implica a manutenção de H0, enquanto se for representado 

fora destes limites indica a ocorrência de uma causa especial (o que 

também pode corresponder a um erro do Tipo I). 

A relação entre testes de hipóteses e cartas de controlo é bastante 

útil, permitindo transferir conceitos importantes e bem conheci‑

dos da metodologia de teste de hipóteses, para a implementação 

e interpretação de cartas de controlo. Por exemplo, se a estatística 

a monitorar seguir uma lei Normal, então a taxa de ocorrência de 

“falsos alarmes” na carta de controlo, corresponde à probabilidade 

de um erro do Tipo I no quadro do respectivo teste de hipóteses. 

Neste contexto, aos limites ±3‑sigma numa carta de controlo tipo 

Shewhart, corresponde uma probabilidade de ocorrência de um erro 

do Tipo I de 0,0027, que constitui assim o nível de significância (α) 

associado a esta carta de controlo. À luz desta analogia, é ainda 

possível interpretar a ocorrência de erros do Tipo II, i.e., de causas 

especiais que não são detectadas, e a sua relação com a dimensão 

do desvio, dimensão da amostra e limites de controlo, recorrendo 

à respectiva curva característica de operação.

Não se deve no entanto esquecer que a implementação de cartas 

de controlo é apenas uma componente do sistema global de controlo 

da qualidade, com a capacidade de distinguir entre causas comuns 

e especiais de variabilidade. É pois importante não negligenciar ou‑

tros aspectos e componentes de um tal sistema. Por exemplo, deve 

estar igualmente definido um plano de actuação que oriente a acção 
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do operador após a sinalização de uma causa especial. Este proce‑

dimento deve estar documentado e permanentemente actualizado, 

em sintonia com os operadores a quem cabe a responsabilidade de 

o implementar, devendo conter pontos de verificação e pontos de 

actuação a serem contemplados condicionalmente às observações 

recolhidas em cada estágio da análise. Por outras palavras, mais 

do que um conjunto de cartas de controlo em implementação, deve 

existir um sistema de controlo estatístico operacional, no qual elas 

são apenas um dos componentes.

7.4. Alguns aspectos práticos na implementação de cartas  

de controlo

Existem algumas opções importantes a tomar antes da implemen‑

tação de uma carta de controlo. Estas passam por definir aspectos 

como os que a seguir se indicam:

• Como se deverá proceder para compor uma amostra?

• Qual deverá ser a dimensão das amostras a recolher?

• Com que frequência as amostras devem ser recolhidas?

• Qual a carta de controlo mais indicada?

De seguida, analisam‑se estes pontos com maior detalhe. 

Composição de uma amostra

No seu trabalho pioneiro, Shewhart recomendou a construção de 

amostras com base no conceito de “subgrupo racional”. Este conceito 

baseia‑se numa classificação efectuada relativamente às observações 

que se podem recolher do processo, de acordo com os objectivos a 

atingir com a sua monitorização. Desta classificação, resultam sub‑

grupos de observações (i.e., amostras) definidos de forma a maxi‑
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mizar a probabilidade de se detectarem causas especiais de variação 

entre eles, enquanto que, simultaneamente, a probabilidade destas 

causas ocorrerem dentro de uma amostra é minimizada. Assim, em 

cada subgrupo racional ou amostra, apenas a variabilidade devido a 

causas comuns deverá estar presente. A variabilidade decorrente de 

causas especiais, quando existir, deverá surgir entre amostras. Por 

outras palavras, de acordo com este conceito, as amostras devem 

ser tão homogéneas quanto possível, maximizando‑se a probabilida‑

de da eventual ocorrência de um problema entre subgrupos e não 

no interior de um deles, o que dificultaria a análise do problema. 

Segundo as palavras de Shewhart: “The engineer who is successful 

in dividing his data initially into rational subgroups based upon 

rational hypothesis is therefore inherently better of in the long run 

than the one who is not so successful” (W.A. Shewhart [21]).

Por exemplo, quando as amostras são retiradas ao longo do tempo 

com o objectivo de detectar rapidamente variações na média do pro‑

cesso, cada amostra deve ser composta por observações recolhidas 

consecutivamente, de forma a minimizar a variabilidade devido a 

causas especiais dentro de cada amostra e maximizar a sua proba‑

bilidade de ocorrência entre amostras.

Por outro lado, se o objectivo da implementação da carta de con‑

trolo estiver enquadrado num plano de aceitação da produção, onde 

o interesse está na totalidade dos itens produzidos, já a amostra 

deve ser representativa do que for produzido no período a que ela é 

relativa, devendo ser composta de forma aleatória dentro do mesmo. 

Esta estratégia pode trazer alguns problemas de análise, se existirem 

variações na média do processo, pois ela irá inflacionar a variabili‑

dade da amostra, dificultando a detecção de causas especiais.

Outros métodos de constituição de subgrupos racionais passam, 

por exemplo, por segregar as produções de diferentes máquinas/

turnos/operadores em amostras distintas, seguidas por cartas de con‑

trolo distintas, para facilitar a detecção e análise de causas especiais.
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Dimensão da amostra

A teoria estatística assegura que amostras de maior dimensão 

permitem detectar variações de menor magnitude no processo. Por 

exemplo, é sabido que o desvio padrão da média amostral decai 

com o inverso da raiz quadrada da dimensão da amostra. Tal sig‑

nifica que uma média amostral calculada a partir de uma amostra 

de maior dimensão, não só permitirá estimar melhor a média po‑

pulacional, mas também detectar melhor eventuais desvios ao seu 

valor de referência, como acontece numa carta de controlo para 

a tendência central, onde o parâmetro populacional sob teste é a 

média populacional. Desta forma, amostras de maior dimensão, 

aumentarão a sensibilidade das cartas de controlo, i.e., a sua capa‑

cidade em detectar desvios à situação normal de operação (como se 

pode também verificar, de uma forma mais sistemática e quantita‑

tiva, recorrendo à respectiva curva característica de operação). No 

entanto, aumentarão também os custos de amostragem e de teste, 

caso estes existam e sejam significativos. Nestas situações, deve-se 

procurar uma solução de compromisso ponderando a necessidade de 

detectar perturbações (e, em particular, os prejuízos decorrentes da 

sua não‑detecção) e a racionalização de custos associados ao esforço 

de amostragem (a qual também pode apresentar um custo e estar 

sujeita a restrições e condicionantes de natureza variada). Trata‑se 

portanto de um balanço que deverá ser avaliado caso‑a‑caso, no 

sentido de optimizar estes aspectos conflituantes (existem hoje em 

dia abordagens desenvolvidas que procuram determinar a melhor 

combinação deste tipo de factores, mas que estão fora do âmbito 

deste texto). Para cartas de controlo do tipo Shewhart, a utilização de 

amostras de dimensão 4 ou 5 é uma opção bastante frequente, se o 

custo de amostragem e teste não for muito elevado e se as variações 

a detectar não forem de magnitudes muito reduzidas. No entanto, 

deve‑se desde já referir que existem cartas de controlo que, não 

sendo do tipo Shewhart, fornecem soluções muito interessantes para 
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o problema do aumento da sensibilidade dos esquemas de controlo 

estatístico a perturbações de pequena magnitude, sem que para tal 

seja necessário recorrer a amostras de maior dimensão. É o caso 

das cartas CUSUM e EWMA, que serão apresentadas mais à frente 

neste texto. De facto, ao contrário das cartas tipo Shewhart, estas 

retêm uma “memória” do passado do processo que lhes permitirá 

detectar se este sofreu, num passado recente, desvios de alguma 

natureza, e assinalá‑los com maior rapidez caso estes tenham na 

realidade ocorrido. Ou seja, em lugar de usarem mais observações 

por amostra para aumentar a sensibilidade da monitorização (como 

em cartas do tipo Shewhart), estas técnicas utilizam mais obser‑

vações do passado para atingir o mesmo fim, as quais já estariam 

disponíveis de qualquer forma.

Frequência de amostragem

O problema da dimensão da amostra é normalmente analisa‑

do conjuntamente com o problema da definição da frequência de 

amostragem, pois são estes dois factores que definem o esforço total 

despendido na actividade de amostragem. A questão passa muitas 

vezes por decidir entre recolher amostras de maior dimensão, mas 

de uma forma mais espaçada no tempo, solução que aumenta a sen‑

sibilidade da carta a pequenos desvios mas introduz atrasos maiores 

na detecção de anomalias, ou recolher amostras de menor dimen‑

são, com maior frequência, a qual será mais efectiva na detecção 

rápida de eventos de maior magnitude em prejuízo da sinalização 

daqueles com menor magnitude. Uma vez que existem, hoje em dia, 

metodologias que permitem atingir maiores níveis de sensibilidade 

mesmo com amostras de menor dimensão, como aquelas referidas 

no parágrafo anterior, a segunda abordagem tende a ser corrente‑

mente mais adoptada, permitindo também tirar partido da forma 

mais intensiva e frequente com que os actuais sistemas de medição 

recolhem dados do processo. 
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Tipos de cartas de controlo

O tipo de carta de controlo a adoptar depende naturalmente 

da natureza das medições recolhidas do processo. Se os dados re‑

colhidos do processo aparecem expressos numa escala contínua, 

usualmente designados em linguagem de controlo estatístico por 

“variáveis”, as cartas de controlo a adoptar designam‑se por “cartas 

de controlo para variáveis”. Existem cartas de controlo para variá‑

veis que contemplam a monitorização da tendência central e cartas 

dedicadas à monitorização da dispersão. Quando, por outro lado, 

o que se pretende monitorar não é expresso numa escala contínua, 

nomeadamente, quando diz respeito a registos dicotómicos de itens, 

como por exemplo conformes/não‑conformes (atribuições efectuadas 

consoante a verificação, ou não, de um conjunto pré‑definido de 

atributos) ou quando se reporta o número de não‑conformidades 

detectadas em cada amostra analisada, as cartas a usar são as cha‑

madas “cartas de controlo para atributos”. Nas secções seguintes 

apresentam‑se algumas das cartas de controlo de utilização mais 

comum para cada uma destas categorias e indicam‑se alguns critérios 

a usar na sua selecção.

Em resumo, a implementação de uma carta de controlo passa 

pelos seguintes estágios básicos, a saber:

i. Especificar o objectivo da carta de controlo;

ii. Determinar a variável (ou variáveis) a ser monitorada(s);

iii. Determinar o tipo de carta de controlo mais apropriada;

iv. Definir o esquema de amostragem para a recolha de dados 

inicial;

v. Recolher o conjunto de dados inicial;

vi. Representar o conjunto de dados recolhido na carta de con‑

trolo e determinar os limites de controlo preliminares;

vii. Interpretar a carta de controlo obtida e reavaliar o plano 

de amostragem;
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viii. Implementar a carta de controlo ao longo do tempo;

ix. Periodicamente re‑estimar os limites de controlo. 

7.5. Cartas de controlo para variáveis

Muitas características da qualidade dos produtos e medidas re‑

colhidas de processos aparecem expressas numa escala numérica 

contínua, sendo conhecidas por “variáveis” em linguagem de con‑

trolo estatístico de processos. O modelo adoptado por Shewhart 

para caracterizar um processo a operar em condições normais e 

caracterizado por “variáveis”, passa por assumir que a sua tendên‑

cia central e a sua dispersão são constantes ao longo do tempo (o 

mesmo se aplicando à forma da distribuição). Assim, para avaliar 

a estabilidade de processos caracterizados por “variáveis” nestas 

vertentes fundamentais, Shewhart propôs cartas de controlo desti‑

nadas a monitorar o comportamento da tendência central (média) e 

cartas de controlo focalizadas em acompanhar a sua dispersão (e.g., 

amplitude, desvio padrão, variância). Todas estas cartas mantêm a 

mesma estrutura já referida em (7.1), sendo a opção 3k =  a mais 

utilizada (limites ±3‑sigma). Nas exposições que se seguem, assume

‑se que se dispõe inicialmente de:

• m amostras (preferencialmente 25m ≥ )

• cada amostra tem dimensão n (se todas as amostras tiverem 

igual dimensão) ou ( )1, ,in i m=   (se a dimensão das amos‑

tras variar).

Nas cartas de controlo para variáveis faz‑se uso das quantidades 

abaixo definidas para avaliar a estabilidade da tendência central e 

dispersão. 
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onde ix  representa a média dos valores da amostra i, iR  a ampli‑

tude da amostra i (i.e., a diferença entre o seu valor máximo e o 

seu valor mínimo, max miniR x x= − ) e is  o desvio padrão amostral 

da amostra i. De notar que x  é um estimador de µ  ( ˆ xµ = ) e 

que as seguintes fórmulas podem ser usadas para estimar o desvio 

padrão populacional:

	
2

ˆ R
d

σ = 	 (7.6)

	
4

ˆ s
c

σ = 	 (7.7)

onde 2d  e 4c  são constantes que apenas dependem da dimensão das 

amostras, n, e que podem ser consultadas na Tabela 7.8. Por vezes 

as limitações tipográficas impedem a colocação da(s) barra(s) sobre 

as letras, usando‑se nestas situações a extensão –bar, ou –bar–bar 

em sua substituição: por exemplo, x–bar é usado em lugar de x , e 

x–bar–bar é adoptado em substituição de x .
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7.5.1. Cartas −x R

Como o próprio nome indica, a opção pelo par de cartas de 

controlo x R− , consiste em implementar uma primeira carta de 

controlo onde se representam sucessivamente os valores das médias 

das amostras, x , a par de uma segunda carta onde se monitoriza a 

sua amplitude, R. A carta x  é utilizada para monitorar a tendência 

central do processo e a carta R a sua dispersão. Por uma questão 

de coerência e simplicidade, uma vez que se faz uso do cálculo das 

amplitudes amostrais para a carta R, esta quantidade é também usa‑

da na construção da carta x . As linhas de referência destas cartas 

(limites de controlo e linha central) são as abaixo indicadas:

	 Carta x  

	
2

2

LSC x A R
LC x
LIC x A R

= + ⋅

=

= − ⋅

	 (7.8)

	 Carta R

	
4

3

LSC D R
LC R
LIC D R

= ⋅

=

= ⋅

	 (7.9)

onde 2A , 3D  e 4D  são constantes que só dependem da dimensão 

da amostra, n, as quais são obtidas por consulta da Tabela 7.8. De 

notar que os limites de controlo destas cartas e das outras cartas 

do tipo Shewhart aqui apresentadas, são os limites ±3‑sigma, es‑

tando este facto implícito nas constantes que figuram nas fórmulas 

apresentadas.

Na análise deste par de cartas durante a Fase I, deve‑se começar 

por analisar a carta R, uma vez que, se o processo não estiver de 
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facto sob controlo estatístico no que respeita à sua dispersão (ver‑

tente analisada através desta carta), os limites calculados para a 

média serão desprovidos de significado, pois nestas circunstâncias 

não existe um único desvio padrão populacional dado que a sua 

dispersão varia ao longo do tempo. Se o processo estiver sob controlo 

estatístico relativamente à dispersão, pode‑se então passar à análise 

da carta x  para avaliar a estabilidade da tendência central. 

De notar também que neste par de cartas (assim como nos restan‑

tes pares de cartas para variáveis), a carta para a tendência central 

( x ) está focalizada na variabilidade entre amostras (ao longo do 

tempo) enquanto a carta para a dispersão (carta R ou s) se ocupa 

da variabilidade dentro de cada amostra (numa dado “momento” ou 

“período”). No entanto, pela forma como são calculados, os limites 

para a carta x  baseiam‑se na variabilidade dentro de cada amostra. 

Este facto é justificado pelo pressuposto segundo o qual, dentro de 

cada amostra, apenas estão presentes e activas as causas comuns de 

variabilidade, que são também aquelas que se supõe estarem presen‑

tes no processo a operar em condições normais. Assim, estimando a 

dispersão associada às causas comuns usando as medições de cada 

amostra, separadamente, e depois combinando‑as adequadamente 

(e não todos os valores recolhidos), estabelece‑se com mais rigor a 

variabilidade esperada no caso de só estarem activas este tipo de 

causas ao longo do tempo. Este aspecto na construção de cartas 

leva ao aparecimento de um elevado número de causas especiais na 

carta x  em processos com autocorrelação, se a amostragem estiver 

concentrada em períodos curtos de produção (por exemplo, se a 

amostra for composta por um certo número de unidades produzidas 

sequencialmente). No entanto, estes processos violam o pressuposto 

da estacionariedade da média populacional, merecendo por isso um 

tratamento diferenciado e específico para além das cartas do tipo 

Shewhart. Neste sentido, foram desenvolvidas várias metodologias 

para abordar situações deste tipo, baseadas, por exemplo, no rea‑
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juste de limites de controlo, ou na estimação de modelos de séries 

temporais e monitorização de resíduos de previsão, ou ainda na 

utilização de transformações que mitiguem o efeito da autocorrela‑

ção dos dados recolhidos.

Limites de controlo e limites de especificação

Deve‑se também desde já clarificar e sublinhar que não existe 

qualquer relação matemática ou estatística entre os limites de contro‑

lo que figuram nas cartas de controlo e os limites de especificação 

estabelecidos para o produto ou processo. Os limites de controlo 

decorrem da variabilidade natural do processo, enquanto os limites 

de especificação resultam de uma imposição externa colocada por 

clientes, projectistas, etc., de acordo com o uso que se pretende para 

o produto, com o nível de segurança do processo, ou com qualquer 

outro motivo relevante. Desta forma, é incorrecto representar os 

limites de especificação em cartas x R− , uma vez que o facto de, 

por exemplo, o ponto ix , estar dentro dos limites de especificação, 

não significa que não existam observações individuais fora dos li‑

mites de especificação. Já nas cartas para observações individuais 

(ver mais à frente), esta prática de sobreposição dos dois tipos de 

limites pode ter, por vezes, alguma utilidade, desde que interpretada 

correctamente.

Refira‑se também que os limites de controlo aceites para as car‑

tas de controlo devem ser revistos periodicamente, de acordo com 

um plano fixo e dependente da situação (por exemplo, todas as 

semanas, meses, em cada 50 amostras, etc.). Mais uma vez, deve‑se 

usar pelo menos 25 amostras em cada processo de definição dos 

novos limites.

Exemplo: Carta de controlo para monitorar o diâmetro de peças

Pretende‑se estabelecer um sistema de controlo estatístico para 

monitorar o diâmetro de um tipo de peças, com especificação de  
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74 ± 0,05 mm, usando o par de cartas de controlo x R− . Neste 

sentido, foram retiradas 25 amostras da linha de produção, conten‑

do 4 peças cada, em intervalos de tempo regulares e consecutivos 

(Tabela 7.1). Pretende‑se avaliar a estabilidade deste processo e de‑

terminar os limites de controlo e as medidas descritivas que podem 

caracterizar esta variável.

Tabela 7.1. Diâmetros das peças (em mm) seleccionadas para compor 25 amostras. 

Começando por construir as cartas de controlo x R−  para 

este caso (Figura 7.3), pode‑se verificar que a dispersão está sob 

controlo estatístico e, como tal, a carta da média amostral pode 

ser estudada. Da análise desta carta verifica‑se também que a 
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tendência central da variabilidade dos diâmetros se apresenta sob 

controlo estatístico.

Figura 7.3. Cartas de controlo x R−  para o diâmetro das peças produzidas (o gráfico 
superior é relativo à carta x , Sample Mean, e o inferior relativo à carta R , Sample 
Range; Minitab: Stat > Control Charts > Variables Charts for Subgroups > Xbar‑R).

Estando o processo estabilizado do ponto de vista da sua tendên‑

cia central e dispersão, é possível estimar parâmetros populacionais 

que caracterizam a variabilidade global dos seus valores, nomeada‑

mente a sua média e desvio padrão populacionais. Da linha central 

da carta de controlo para a média amostral, obtém‑se directamente 

a estimativa para a média populacional: ˆ 74,009x mmµ = = . Por 

outro lado, a estimativa para o desvio padrão populacional (de‑

corrente da variabilidade intra‑amostral) pode ser obtido da linha 

central da carta de controlo para a amplitude amostral, em conjun‑

to com a fórmula (7.6), com 2d  retirado da Tabela 7.8 para 4n = : 

ˆ 0,022 2,059 0,011mmσ = ≅ .
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7.5.2. Cartas x - s

Por vezes é mais vantajoso implementar as cartas de controlo 

para a tendência central e para a dispersão em termos do des‑

vio padrão amostral, em lugar da amplitude amostral. Tal acontece 

particularmente quando as amostras são de maior dimensão (e.g., 

10n > , onde o estimador do desvio padrão populacional baseado 

na amplitude amostral é menos eficiente do que aquele baseado no 

desvio padrão amostral). As cartas de controlo x s−  são definidas 

pelas seguintes expressões:

	 Carta x

	
3

3

LSC x A s
LC x
LIC x A s

= + ⋅

=

= − ⋅

	 (7.10)

	 Carta s

	
4

3

LSC B s
LC s
LIC B s

= ⋅
=
= ⋅

	 (7.11)

onde s  é calculado segundo a seguinte expressão:

	
1

m

i
i

s
s

m
==
∑ 	 (7.12)

sendo is  o desvio padrão amostral para a amostra i. A implementa‑

ção e interpretação das cartas x s−  é em tudo semelhante à seguida 

nas cartas x R− .
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7.5.3. Cartas I - MR

Existem situações em que a amostra a analisar é composta so‑

mente por uma observação (n=1), como por exemplo nos casos em 

que, pelo seu elevado valor comercial ou baixa cadência de produ‑

ção relativamente aos recursos de inspecção, todas as unidades são 

analisadas. Nestas situações, é impossível calcular uma medida da 

dispersão intra‑amostral uma vez que cada amostra contém, somente, 

uma observação, sendo necessário adoptar um procedimento alterna‑

tivo baseado no conceito de “amplitude móvel”. A amplitude móvel 

corresponde à amplitude amostral calculada para duas amostras 

sucessivas. Para a observação i, ela é definida por:

	
1i i iMR x x −= − 	 (7.13)

De acordo com a definição (7.13), só a partir da 2.ª observação 

é possível associar uma medida da dispersão a cada observação 

usando a fórmula da amplitude móvel. Neste contexto, a carta de 

controlo para a tendência central é baseada nas observações indivi‑

duais recolhidas do processo, enquanto a carta de controlo para a 

dispersão é baseada na sua amplitude móvel. Daqui resulta o par de 

cartas de controlo designado por I‑MR (i.e., carta para observações 

individuais, I, e amplitude móvel, MR, do inglês moving range), as 

quais apresentam as seguintes linhas de referência:

	 Carta I

	

_____

2

_____

2

3

3

MRLSC x
d

LC x

MRLIC x
d

= + ⋅

=

= − ⋅

	 (7.14)
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	 Carta MR

	

_____

4
_____

_____

3

LSC D MR

LC MR

LIC D MR

= ⋅

=

= ⋅

	 (7.15)

Em (7.14) e (7.15), 2d , 3D  e 4D  são retirados da Tabela 7.8 para 

n=2, uma vez que é esta a dimensão efectiva da amostra considerada 

para calcular a média móvel. 
_____

MR  é definido por:

	 _____
2

1

m

i
i

MR
MR

m
==
−

∑ 	 (7.16)

Ao contrário da carta I, cujas observações sucessivas se assumem 

independentes, na carta MR tal não se verifica para os seus pontos, 

uma vez que estes resultam de uma operação que tem sempre um 

elemento em comum. Assim a carta MR é de análise mais complexa, 

uma vez que pode apresentar, por este facto, alguns padrões que não 

decorrem directamente da variabilidade do processo, como ciclos 

(alguns autores não aconselham mesmo a sua utilização).

Por outro lado, estas cartas são particularmente sensíveis a des‑

vios à normalidade, podendo o seu desempenho ser significativa‑

mente deteriorado quando tal pressuposto não se verifica (como 

acontece aliás com as cartas tipo Shewhart para amostras de pequena 

dimensão, nomeadamente, 3n ≤ ). Assim, antes da sua implementa‑

ção, esta condição deve ser analisada usando, por exemplo, gráficos 

de probabilidade ou testes de hipóteses para a distribuição Normal. 

Estas cartas apresentam ainda algumas limitações na detecção de 

desvios de pequena magnitude. Por estes motivos, outros procedi‑

mentos de controlo estatístico tendem a ser usados preferencialmen‑
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te, no sentido de contornar a falta de robustez e sensibilidade das 

cartas I‑MR. As cartas EWMA e CUSUM constituem boas alternativas 

neste sentido.

Exemplo: Carta de controlo para monitorar a rigidez do aço

Numa unidade siderúrgica, determinou‑se a rigidez de 20 amos‑

tras sucessivas de aço (Tabela 7.2). Pretendendo‑se avaliar a estabi‑

lidade do processo para implementar, no futuro, um procedimento 

de controlo estatístico a ele dedicado, vejamos o que decorre do uso 

das cartas I‑MR. Tratando‑se de cartas particularmente sensíveis ao 

pressuposto de normalidade, deve‑se começar pela sua análise. 

Tabela 7.2. Dados relativos às medições sucessivas da rigidez do aço. 

Conduzindo um teste de hipóteses de qualidade de ajuste, obtém

‑se um valor de prova de 0,179 (teste de Anderson‑Darling), o qual 

consubstancia a manutenção da hipótese de normalidade (apesar 

de ser notória alguma estratificação nas medições, provavelmente 

devido a limitações na precisão do sistema de medição).
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Figura 7.4. Resultados do teste de qualidade de ajuste Anderson‑Darling para a 
medições da rigidez do aço (Minitab: Stat > Basic Statistics > Normality Test).

Passando então à construção das cartas de controlo preliminares 

I‑MR (Figura 7.5), verifica‑se que o processo está sob controlo esta‑

tístico, pelo que os limites de controlo preliminares assim calculados 

podem passar a ser usados nas carta de controlo a implementar, 

para monitorar a variabilidade das amostras futuras.

Figura 7.5. Cartas de controlo I‑MR para a rigidez do aço (Minitab: Stat > Control Charts 
> Variables Charts for Individuals > I‑MR).
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7.5.4. Regras para detecção de causas especiais

Como já foi referido, quando um processo está sob controlo es‑

tatístico, i.e., quando a sua variabilidade decorre somente de causas 

comuns, é esperado que na implementação das cartas de controlo 

todos os pontos estejam confinados ao interior da região delimita‑

da pelos limites de controlo estatístico, não se devendo observar 

quaisquer padrões sistemáticos de variação, os quais indicariam a 

presença de causas especiais de variabilidade. Para facilitar a iden‑

tificação deste tipo de causas especiais foi proposto um conjunto 

adicional de regras para análise de padrões em cartas de controlo, as 

quais devem ser implementadas em paralelo para cada nova amostra 

recolhida do processo. Estas regras são conhecidas pelas regras do 

Western Electric Handbook, por nele terem sido sugeridas pela pri‑

meira vez, em 1956. Estas regras baseiam‑se nas zonas delimitadas 

pelas linhas indicadas na Figura 7.6.

Figura 7.6. Zonas de uma carta de controlo tipo Shewhart, consideradas nas regras do 

Western Electric Handbook. 

O seguinte quadro, sumaria as principais regras sugeridas neste 

sentido, as quais podem ser implementadas em automático recor‑

rendo a software estatístico.
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Tabela 7.3. Quadro resumo de algumas regras do Western Electric Handbook.
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A utilização deste tipo de regras deve ser feita com algum cuidado 

e parcimónia, uma vez que o número de testes que efectivamente 

estão a ser realizados em paralelo aumenta significativamente a 

taxa de falsos alarmes do procedimento de controlo estatístico. Um 

cenário onde o seu uso pode ser justificado surge na fase inicial 

de estabilização do processo, onde todos os potenciais problemas 

devem ser detectados e eliminados rapidamente. No entanto, após 

esta fase, a sua adopção continuada apresenta‑se de utilidade mais 

limitada e duvidosa. Por outro lado, esta prática “destrói” a simpli‑

cidade associada ao uso das cartas tipo Shewhart, a qual constitui 

uma das suas principais mais‑valias que muito contribuiu para a sua 

rápida disseminação e adopção na indústria. 

Por estas razões, se o objectivo essencial da adopção deste tipo de 

regras de análise passar por uma tentativa de aumentar a sensibilida‑

de das cartas de controlo tipo Shewhart a perturbações de pequena 

magnitude, então existem outros métodos mais recomendados que 

têm a capacidade de conferir tal sensibilidade sem compromisso 

da taxa de falsos alarmes e da simplicidade de análise, como acon‑

tece com as cartas CUSUM e EWMA a seguir apresentadas. Apesar 

dos cálculos envolvidos nestas cartas serem menos triviais, tal não 

constitui qualquer entrave à sua adopção se tais cálculos forem con‑

duzidos com recurso a meios automáticos. A título exemplificativo, 

demonstra‑se que a carta EWMA com λ = 0,4, apresenta uma sensi‑

bilidade equivalente àquela verificada com uma carta Shewhart para 

a média, implementada com as regras da Western Electric [22]. 

7.5.5. As cartas CUSUM e EWMA

As cartas do tipo Shewhart estão em uso desde os anos 1930‑40, 

tendo encontrado ampla aceitação no tecido industrial em todo o 

mundo, especialmente naqueles sectores mais sujeitos a impera‑
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tivos de controlo de qualidade nos seus produtos. O aumento da 

competição dos mercados acarretou um crescimento do enfoque 

colocado nas questões da qualidade dos produtos em conjunto com 

o aumento da eficiência dos processos, redução de custos de ope‑

ração e elevação dos níveis de desempenho em aspectos como a 

segurança de pessoas e o impacto ambiental das operações. Neste 

sentido, as ferramentas utilizadas para operar e gerir processos 

também sofreram as necessárias adaptações e evolução e, no que 

respeita em particular ao domínio do controlo estatístico de pro‑

cessos, novas cartas foram sendo introduzidas e adoptadas. Entre 

estas, figuram as cartas CUSUM e EWMA, que tendo sido propostas 

em meados do século XX têm vindo a ser adoptadas recentemente 

com mais intensidade, beneficiando do caminho aberto pelas cartas 

tipo Shewhart ao nível da prática da implementação de SPC, o que 

atenuou um eventual efeito associado à sua natureza mais algorítmica 

e, de certa forma, menos trivial, mas também devido ao conjunto 

de características positivas que estas cartas exibem.

Entre as características vantajosas apresentadas pelas cartas 

CUSUM e EWMA, salienta‑se a sua maior sensibilidade na detec‑

ção de causas especiais de menor magnitude (por exemplo, para 

magnitudes inferiores a 1,5σ, onde σ representa o desvio padrão 

populacional da variável ou estatística de monitorização em causa), 

as quais são de difícil detecção em cartas do tipo Shewhart. Para tal, 

estas cartas adoptam uma metodologia de tratamento dos valores 

recolhidos distinta da adoptada nas cartas do tipo Shewhart: enquan‑

to nas cartas Shewhart cada ponto representado reflecte somente a 

informação contida na última amostra recolhida, nas cartas CUSUM 

e EWMA, para além da informação sobre a última amostra é ainda 

usada informação relativa a amostras recolhidas no passado. Diz‑se 

por isso que estas cartas têm uma certa “memória” do processo. 

É esta dita “memória” que de facto lhes permite detectar variações 

de menor magnitude, uma vez que lhes confere a capacidade de reter 
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a informação sobre os pequenos desvios registados anteriormente. 

Dito de outra forma, a maior sensibilidade destas cartas provém 

de um aumento do número de amostras do passado efectivamen‑

te contempladas na análise, em lugar de resultar do aumento da 

dimensão das amostras recolhidas, como acontece nas cartas tipo 

Shewhart. Assim, em ambos os casos, o caminho para aumentar a 

sensibilidade de cartas consegue‑se sempre à custa da incorporação 

de uma maior quantidade de informação. No entanto, a solução 

adoptada pelas cartas CUSUM e EWMA passa pela utilização mais 

completa dos dados que já estão disponíveis, em lugar de aumentar 

o esforço de amostragem e teste. De notar que, mesmo a utilização 

das regras da Western Electric para aumentar a sensibilidade das 

cartas se consegue à custa da análise de observações passadas; esta 

abordagem apresenta contudo vários aspectos negativos, como a 

maior complexidade do procedimento e a inflação da taxa de falsos 

alarmes em consequência da realização de vários testes em paralelo.

7.5.5.1. A carta CUSUM

A carta CUSUM (de cumulative sum), proposta por Page [23], 

baseia‑se, como a sua própria designação indica, no registo das 

somas cumulativas dos desvios verificados relativamente ao target 

ou linha central. Nestas circunstâncias, qualquer pequena perturba‑

ção no processo que se manifeste num desvio de baixa magnitude 

relativamente à linha central, resultará na acumulação de tais dife‑

renças, num dado sentido, potenciando a sua identificação passado 

algum tempo desde o seu surgimento. A soma cumulativa registada 

após recolha da amostra i (de dimensão 1n ≥ ), designada por Ci, 

é genericamente dada por:

	 ( )0
1

i

i j
k

C x µ
=

= −∑ 	 (7.17)
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onde, 0µ  representa o target. Esta expressão é mais facilmente cal‑

culada de forma recursiva, com base na seguinte igualdade:

	

( )

( ) ( )
( )

0
1

1

0 0
1

0 1

i

i j
k

i

i i j
k

i i i

C x

C x x

C x C

µ

µ µ

µ

=

−

=

−

= − ⇔

= − + − ⇔

= − +

∑

∑
	 (7.18)

Existem duas formas de implementação deste tipo de cartas: uma 

baseada no uso de uma máscara em V que se aplica a cada ponto 

representado na carta, e a outra de natureza tabular ou algorítmica. 

De entre estas duas formas possíveis, a segunda (a forma tabular ou 

algorítmica) é a mais usada na actualidade, sendo também aquela 

que vai ser aqui descrita. Adicionalmente, apesar da carta CUSUM 

poder ser implementada com base nas médias amostrais de subgru‑

pos racionais (amostras) ou com base em observações individuais, 

esta última situação tende a ocorrer com mais frequência, sendo por 

isso aquela que vai ser aqui apresentada.

Na forma tabular, segue‑se o princípio de cálculo recursivo acima 

enunciado, o qual é no entanto ligeiramente modificado no sentido 

de especificar o sentido dos desvios a detectar, nomeadamente se 

estes são relativos a valores superiores ou inferiores ao target. As 

somas cumulativas serão assim unilaterais, designando‑se por so‑

mas cumulativas (cusums) unilaterais superior, iC+ , e inferior, iC−  

( 1,2,...i =  ). 

	 ( ){ }0 1max 0,i i iC x K Cµ+ +
−= − + + 	 (7.19)

	 ( ){ }0 1min 0,i i iC x K Cµ− +
−= − − + 	 (7.20)
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com, 0 0 0C C+ −= = . Nas expressões acima, figura uma constante, 

K, designada por “constante de folga”, que tem por objectivo fazer 

com que apenas sejam acumulados desvios quando a magnitude 

das somas em consideração for superior a este valor. Quando as 

somas forem inferiores a K, a sua acumulação não é considerada 

relevante e o valor a registar deverá ser 0. Exemplificando, consi‑

deremos uma situação em que 0 1i ix C Kµ +
−− + < . Nesta situação, 

( )0 1 0i ix K Cµ +
−− + + < , pelo que o valor a registar na carta, de 

acordo com a expressão (7.19), é 0iC+ =  (o maior valor entre 0 e um 

número inferior a 0, é 0). Da mesma forma, se 0 1i ix C Kµ −
−− + > −  

(i.e., se os desvios acumulados no sentido negativo forem inferiores, 

em magnitude absoluta, a K), então, ( )0 1 0i ix K Cµ −
−− − + > , pelo 

que o valor a registar de acordo com (7.20) será, mais uma vez, 

0iC− = .

O processo é declarado como estando fora de controlo se algu‑

ma das estatísticas iC+  ou iC− , cair, em algum momento, fora do 

intervalo de decisão, [ ],H H− + , sendo H outra constante a definir 

para este método. Valores habituais para as constantes H e K, que 

conduzem a cartas com bons desempenhos ao nível da sua capaci‑

dade de detecção e taxa de falsos alarmes, são:

• 1 1, 4 ou 5H k kσ= =
• 2 2, 1 2K k kσ= =

onde σ é o desvio padrão da variável amostrada (usualmente estima‑

do usando a fórmula baseada na amplitude móvel, quando n=1).

Caso seja assinalada uma situação de fora de controlo, interessa 

neste caso identificar, com maior precisão, o momento da sua ori‑

gem potencial. Nas cartas CUSUM, tal pode ser efectuado facilmente 

através da implementação em paralelo de dois contadores, N +  e 

N − , que indicam, em cada momento, o número de amostras suces‑

sivas em que as estatísticas iC+  ou iC− , respectivamente, assumiram 
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valores diferentes de zero. Estas grandezas facilitam a identificação 

do tempo aproximado do aparecimento da perturbação que origi‑

nou a acumulação dos desvios que conduziram à sinalização de 

fora de controlo: basta subtrair ao índice do tempo em que o sinal 

é produzido, digamos i, o valor acumulado no contador relativo à 

estatística que excedeu o limite, digamos N; o período estimado 

para a ocorrência da perturbação é entre os momentos com índices 

i–N e i–N+1.

Exemplo: Carta de controlo para monitorar o peso de com‑

primidos

Pretende‑se analisar a evolução do peso de comprimidos com uma 

especificação de 750 ± 10 mg (dados na Tabela 7.4), através de uma 

carta CUSUM. Considerando k1=4, k2= 0,5, e um target de 750 mg, 

obtém‑se a carta CUSUM apresentada na Figura 7.7. Como se pode 

constatar, o processo está, neste caso, sob controlo estatístico.

Tabela 7.4. Dados relativos à medição do peso dos comprimidos. 
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Figura 7.7. Carta CUSUM para o peso dos comprimidos (Minitab: Stat > Control Charts > 
Time‑Weighted Charts > CUSUM).

7.5.5.2. A carta EWMA

À semelhança das estatísticas apresentadas na construção da carta 

CUSUM, também a estatística usada para implementar a carta EWMA 

é parcialmente baseada em informação de amostras recolhidas no 

passado. No entanto, enquanto na carta CUSUM todas as amostras 

envolvidas participavam com igual peso nos cálculos, agora, a esta‑

tística EWMA confere um maior peso às observações mais recentes 

e um peso inferior às pertencentes a um passado mais longínquo. 

A forma como este peso é distribuído depende do parâmetro do 

método, λ. Para melhor compreender a natureza desta dependência, 

é necessário analisar a definição da estatística EWMA (mais uma 

vez aborda‑se aqui a situação em que se dispõe de observações 

individuais, i.e., amostras com 1n = ):

	 ( ) 11i i iz x zλ λ −= + − 	 (7.21)
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com 0 1λ< ≤  e 0 0z µ=  (ou seja, a estatística no momento inicial 

coincide com o target desejado, também se podendo utilizar para este 

fim a correspondente média dos valores de referência, 0z x= ).

Da equação anterior, resulta sucessivamente que,

		  (7.22)

ou seja,

	 ( ) ( )
1

0
0

1 1
i

j i
i i k

k
z x zλ λ λ

−

−
=

= − + −∑ 	 (7.23)

Da análise da equação (7.23) constata‑se que, de facto, os pesos 

atribuídos a cada observação xi decaem à medida que se progride 

para amostras recolhidas à mais tempo, sendo esse amortecimento 

de natureza exponencial, facto que justifica a designação pela qual a 

metodologia é conhecida: média móvel exponencialmente amorteci‑

da, ou, em inglês, exponentially weighted moving average (EWMA). 

Este comportamento aparece retratado na Figura 7.8, onde também 

se pode observar adicionalmente que valores elevados de λ  (i.e., 

próximos de 1), conferem mais importância às observações mais 

recentes no cálculo da média móvel exponencialmente amortecida 

(o caso limite, 1λ = , corresponde a usar somente a observação 

mais recente), enquanto valores mais baixos de λ  conduzem a 

uma distribuição dos pesos mais uniforme, envolvendo um conjun‑

to mais alargado de observações e conferindo assim maior relevo 

à informação passada na definição dos valores correntes para esta 

estatística.
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( )
( )

( ) ( ) ( )
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Figura 7.8. Pesos associados à estatística EWMA, para dois valores da constante de 
amortecimento, λ (λ=0,2 e λ=0,9). (A “idade” da amostra representa o número de 
instantes de tempo no sentido do passado, que esta dista da amostra corrente).

Definida a estatística de teste, apresentam‑se de seguida as linhas 

de referência para as cartas de controlo tipo EWMA:

	 Carta EWMA (limites exactos)

	

( )

( )

2
0

0

2
0

ˆ 1 1
2

ˆ 1 1
2

i

i

LSC L

LC

LIC L

λµ σ λ
λ

µ

λµ σ λ
λ

 = + − − −
=

 = − − − −

	 (7.24)

onde σ̂  é o estimador do desvio padrão populacional das observa‑

ções ix  (para a monitorização da média de amostras de subgrupos 

racionais, σ̂  deve dar lugar a ˆ nσ , sendo n a dimensão de tais 

amostras), e L o factor a aplicar na definição dos limites. L deve 

ser seleccionado em conjunto com λ  para que a carta EWMA fique 

completamente definida. Como se pode observar da análise dos 
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limites exactos para as cartas EWMA, os limites de controlo variam 

ao longo do tempo, sendo esta variação mais acentuada nos momen‑

tos iniciais de implementação da carta. No entanto, à medida que 

i aumenta, o termo ( )21 iλ−  decai para zero, verificando‑se uma 

convergência para os seguintes limites aproximados:

	 Carta EWMA (limites aproximados)

	

0

0

0

ˆ
2

ˆ
2

LSC L

LC

LIC L

λµ σ
λ

µ

λµ σ
λ

= +
−

=

= −
−

	 (7.25)

Recomenda‑se contudo o uso dos limites exactos, especialmente 

para as primeiras amostras recolhidas do processo. De notar que 

quando 1λ = , situação limite em que a estatística EWMA consiste 

apenas na última observação recolhida do processo (sendo por isso 

desprovida de “memória do passado”), os limites de controlo são 

simplesmente dados por 0 ˆLµ σ± , coincidindo portanto com uma 

carta de controlo do tipo Shewhart para observações individuais (se 

3L = , estes limites são do tipo ±3‑sigma). 

Valores comuns adoptados para λ  caiem normalmente no inter‑

valo 0,05≤λ≤0,2, sendo que quanto menor for o seu valor, menores 

serão as magnitudes das perturbações que se conseguem detectar 

com esta carta. Por outro lado, maiores serão os tempos necessários 

para detectar variações de magnitude mais elevada, pois as obser‑

vações mais recentes, onde a variação se manifesta, aparecem mais 

“diluídas” na média móvel devido à diminuição do seu peso relativo 

nestas condições. Quanto ao parâmetro L, o valor L=3 funciona em 

geral bem, correspondendo aos limites ±3‑sigma para este tipo de 

carta. Para λ≤0,1, utilizam‑se por vezes valores de L inferiores, tais 

como, 2,6≤L≤2,8.
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Como resultado da média pesada envolver todas as observações 

passadas, este tipo de cartas apresenta uma robustez assinalável a 

desvios à hipótese de normalidade. Trata‑se por isso de uma ex‑

celente opção para monitorização de observações individuais, em 

situações onde a distribuição não segue rigorosamente uma distri‑

buição Normal. Quando comparadas com as cartas CUSUM, as cartas 

EWMA apresentam idêntica capacidade de detecção de pequenas 

perturbações. No entanto, estas últimas tendem a ser mais sensíveis 

a desvios mais elevados.

Exemplo: Carta de controlo para o volume de vendas

Recorrendo às cartas EWMA e considerando λ= 0,2, avalia‑se a 

evolução do volume de vendas de uma dada empresa nos últimos 

50 meses (Tabela 7.5). Será esta carta adequada para analisar os 

dados apresentados?

Na Figura 7.9 apresenta‑se a carta EWMA construída com 3L = ,  

onde o desvio padrão amostral foi estimado a partir da fórmu‑

la baseada na amplitude móvel para duas amostras sucessivas. 

Pode‑se facilmente verificar que a média não está sob controlo 

estatístico, apresentando um comportamento periódico que, ali‑

ás, é frequente em grandezas deste tipo, onde a sazonalidade 

da procura impõe padrões temporais de variação bem definidos. 

Nestas condições, uma vez que o comportamento “normal” do 

processo envolve a presença de dinâmica ou autocorrelação nas 

observações dele recolhidas, as cartas de controlo até agora apre‑

sentadas (Shewhart, CUSUM e EWMA) não são adequadas para o 

seu tratamento. Para tal, existem diversas abordagens alternativas, 

como por exemplo:

• Reajuste dos limites de controlo por forma a comportar a 

presença de uma certa dinâmica ou autocorrelação do pro‑

cesso [24];
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• Aplicação de cartas de controlo convencionais aos resíduos 

de previsão que se obtêm após ajustar um modelo adequado 

que descreva a dinâmica dos dados [25];

• Utilização de estratégias de supervisão que transformam os 

dados ao longo do tempo em variáveis cuja autocorrelação é 

mais reduzida [26, 27].

Tabela 7.5. Dados para a evolução do volume de vendas nos últimos 50 meses. 
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Figura 7.9. Carta EWMA para a evolução do volume de vendas (Minitab: Stat > Control 
Charts > Time‑Weighted Charts > EWMA). 

7.6. Cartas de controlo para atributos

Frequentemente, as características de qualidade associadas aos 

itens em análise não são representadas por grandezas numéricas que 

medem os seus aspectos relevantes, mas por uma apreciação qualita‑

tiva do seu estado, por exemplo, como conforme/não‑conforme (ou, 

equivalentemente, defeituoso/não‑defeituoso), ou quanto ao número 

de defeitos ou não‑conformidades presentes. Este tipo de caracte‑

rísticas são designadas na área de controlo estatístico de processos 

por atributos, e as cartas de controlo dedicadas à sua monitorização 

designam‑se por cartas de controlo para atributos. 

Um item não‑conforme ou defeituoso, é um item no qual foram 

detectadas uma ou mais não‑conformidades em aspectos relevantes 

para a sua qualidade, as quais conduzem, de acordo com regras 

estabelecidas a priori, à sua rejeição. De notar que nem todos os 

defeitos conduzem necessariamente à classificação de um item 

como não‑conforme ou defeituoso. Alguns defeitos têm um impacto 
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reduzido na qualidade final do produto e, apesar de se proceder 

ao seu registo sistemático, não dão origem à rejeição do item (por 

exemplo pequenos defeitos na pintura em elementos não visíveis 

num automóvel). Cartas de controlo para atributos têm a capaci‑

dade de condensar um elevado volume de informação quantitativa 

numa só grandeza a monitorar, evitando a existência de uma carta 

para variáveis para cada dimensão, algo que seria muitas vezes 

de realização incomportável ou mesmo indesejável (por exemplo, 

uma carta de atributos para monitorar a taxa de produção de uni‑

dades defeituosas pode agregar uma análise relativa às dimensões 

de várias peças que constituem uma máquina em cada inspecção 

efectuada). Neste processo de agregação de dados perde‑se certa‑

mente informação, mas consegue‑se, ainda assim, implementar um 

sistema que monitorize a eficácia com que se produzem unidades 

aptas a serem usadas. No entanto, deve‑se referir que a existência 

de um número elevado de grandezas a monitorar já não representa, 

nos dias de hoje, um problema incontornável no sentido descrito 

acima, uma vez que estas podem ser adequadamente seguidas, 

de forma simultânea e consistente, através de cartas de controlo 

multivariadas, como a carta T2 de Hotelling (que será apresentada 

mais à frente) ou outras cartas para utilizações ainda mais gerais 

(como as cartas de controlo baseadas na análise dos componentes 

principais [28, 29]).

Existem dois tipos de cartas de controlo para atributos. Um é 

orientado para a análise do número ou taxa de itens classificados di‑

cotomicamente como conformes/não‑conformes ou não‑defeituosos/

defeituosos. O outro tipo de cartas é focalizado no número espe‑

cífico de não‑conformidades ou defeitos detectados nas unidades 

inspeccionadas. Em geral, a natureza do problema deverá conduzir 

naturalmente ao tipo de carta de atributos a adoptar. No entanto, se 

alguma dúvida remanescente houver, o seguinte conjunto de ques‑

tões poderá ajudar a clarificar a opção a tomar (no que se segue, 
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considera‑se como uma “ocorrência”, o aparecimento de um defeito 

ou não‑conformidade):

• É possível contar o número de ocorrências? Da reposta afirma‑

tiva a esta questão resulta que o tipo de cartas de controlo a 

usar é de facto, para atributos. Caso contrário, deve‑se adoptar 

uma carta de controlo para variáveis.

• Caso seja possível contar o número de ocorrências, é possível 

contar também o número de não‑ocorrências? O caso em que 

a resposta é afirmativa, conduz tipicamente à adopção de uma 

carta de atributos do tipo conformes/não‑conformes ou não

‑defeituosos/defeituosos, a qual é baseada na lei Binomial. 

Um exemplo desta situação surge, por exemplo, na análise 

de peças com gravação defeituosa da marca: podemos contar 

quantas têm defeito e quantas não apresentam qualquer erro no 

registo da marca. Por outro lado, na contagem do número de 

carros que passam numa portagem, é fácil contar o número de 

ocorrências, mas o número de não‑ocorrências é praticamente 

impossível de especificar, uma vez que este resultaria de todos 

aqueles carros que, podendo passar por aquela portagem, 

não o fizeram. Idêntica situação surge, por exemplo, para o 

número de acessos a uma página Web, ou para o número de 

pessoas que frequentam um restaurante, num dado dia. Nestas 

situações, em que o número de não‑ocorrências não pode 

ser especificado, a carta de controlo para atributos a usar é 

uma carta para o número de não‑conformidades ou defeitos, 

baseada na distribuição de Poisson. Numa distribuição de 

Poisson a ocorrência específica de cada caso registado é um 

acontecimento raro e as possibilidades de não‑ocorrência são 

virtualmente infinitas. Por exemplo, a probabilidade de um 

cidadão, em particular, passar naquela portagem, ou entrar 

naquele dia num dado restaurante, constituirá certamente um 
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acontecimento raro, o mesmo se podendo dizer da ocorrência 

de um defeito de pintura numa posição específica e muito 

delimitada do pára‑choques.

Nas secções seguintes apresentam‑se algumas das cartas de atri‑

butos de utilização mais comum.

7.6.1. Cartas de controlo para não‑conformes  

(itens defeituosos): cartas p e np

A análise da produção de itens não‑conformes ou defeituosos 

faz‑se frequentemente em termos da sua taxa de ocorrência, a qual, 

para a amostra i, é definida por:

	 Número de itens não-conformes na amostra i
Número total de itens na amostra iip = 	 (7.26)

Uma vez que (i) só há dois resultados possíveis na análise de 

cada item inspeccionado (conforme/não‑conforme) e neste tipo de 

situações é usualmente viável considerar que (ii) a “verdadeira” taxa 

de não‑conformes é constante, bem como (iii) as sucessivas amostras 

recolhidas do processo são independentes entre si, resulta então 

que o número de itens defeituosos detectados deverá seguir uma 

lei Binomial (as condições i. a iii. configuram uma experiência de 

Bernoulli, cujos resultados são descritos pela lei Binomial).
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Nestas circunstâncias, podem‑se definir os limites de controlo 

±3‑sigma com base nesta lei, os quais, para a situação em que todas 

as amostras têm igual dimensão assumem a seguinte forma:

	 Carta p (amostras de igual dimensão)

	

(1 )3

(1 )3

p pLSC p
n

LC p

p pLIC p
n

−
= +

=

−
= −

	 (7.27)

Quando a dimensão da amostra varia, os limites de controlo são 

os seguintes:

	 Carta p (amostras de dimensão variável)

	

(1 )3

(1 )3

i

i

p pLSC p
n

LC p

p pLIC p
n

−
= +

=

−
= −

	 (7.28)

Nas cartas p acima, p  representa a estimativa pontual para a 

taxa de defeitos populacional. Na situação (7.27) (amostras de igual 

dimensão), esta estimativa é calculada a partir das m amostras dis‑

poníveis para estimar os limites de controlo preliminares e avaliar 

a estabilidade do processo: 

	
1

m

i
i

p
p

m
==
∑ 	 (7.29)



344

Já para a situação em que a dimensão da amostra varia (7.28), a 

estimativa de p  é dada pela seguinte média pesada, onde os pesos 

advêm das dimensões associadas às sucessivas amostras:

	 1

1

m

i i
i

m

i
i

n p
p

n

=

=

⋅
=
∑

∑
	 (7.30)

ou seja, corresponde a:

	 Número total de itens não-conformes em todas as amostras
Número total de itens em todas as amostras

p = 	 (7.31)

Nesta situação (amostras de dimensão variável), os limites de 

controlo não são constantes, apenas o sendo a linha central.

Quando as amostras são de dimensão constante utiliza‑se por 

vezes uma carta np, na qual, em lugar de se monitorar a taxa de 

itens não‑conformes, se monitora o número de itens não‑conformes. 

Esta carta pode ter a vantagem de proporcionar uma implementação 

mais simples para os operadores, uma vez que simplesmente im‑

plica a contagem de itens não‑conformes. No entanto, apenas pode 

ser aplicada a situações em que a dimensão da amostra não varia 

(caso contrário a linha central teria de variar também, tornando a 

interpretação da carta mais complexa). As suas linhas de referência 

são dadas por:

	 Carta np (amostras de igual dimensão)

	

3 (1 )

3 (1 )

LSC np np p
LC np

LIC np np p

= + −

=

= − −

	 (7.32)
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Exemplo: Carta de controlo para a taxa de defeitos 

Num processo de montagem recolheram‑se sucessivamente 30 

amostras de dimensão 100 (Tabela 7.6). Pretendendo‑se analisar se 

este processo está, ou não, a operar de forma estável, construiu‑se 

a carta de controlo p (Figura 7.10). Da análise desta carta, verifica

‑se que o processo está, de facto, a operar sob controlo estatístico 

relativamente à taxa de peças defeituosas produzidas, pelo que os 

limites de controlo preliminares assim calculados poderão ser usa‑

dos para implementar a carta de controlo em amostras futuras de 

igual dimensão.

Tabela 7.6. Taxa de defeitos para 30 amostras recolhidas do processo. 
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Figura 7.10. Carta p para a evolução da taxa de não‑conformes ao longo do tempo 
(Minitab: Stat > Control Charts > Attributes Charts > p).

7.6.2. Cartas de controlo para não‑conformidades ou defeitos: 

cartas c e u

Como já foi anteriormente referido, nem todos os itens con‑

tendo não‑conformidades são necessariamente classificados como 

“não‑conformes” e rejeitados prontamente, uma vez que tal deci‑

são depende da severidade dos defeitos encontrados. Existe assim 

informação sobre a qualidade do produto que não transparece 

nas cartas de controlo para não‑conformes, mas que pode ser 

parcialmente recuperada nas cartas de controlo para o número de 

não‑conformidades ou defeitos. Nestas cartas, procura‑se monito‑

rar a evolução do número total de defeitos ou não‑conformidades 

detectados na amostra analisada, ou, em termos mais genéricos, 

na “unidade de inspecção” avaliada, significando esta expressão 

a extensão do item (por exemplo, o número de metros de fios de 

cobre) ou a globalidade dos itens (a dimensão da amostra) sujeitos 

a inspecção. 
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Quando a unidade de inspecção mantém a sua dimensão ao longo 

do tempo (amostras de igual dimensão ou itens com igual extensão), 

uma possibilidade é monitorar o número de não‑conformidades ou 

defeitos contabilizados, ao longo do tempo, ci. Em situações em que 

as não‑ocorrências não são possíveis de ser contabilizadas e as ocor‑

rências (não‑conformidades) apresentam uma baixa probabilidade 

de concretização quando definidas a priori (acontecimentos “raros”), 

esta contagem é usualmente bem descrita por uma distribuição de 

Poisson, razão pela qual se utiliza esta distribuição para derivar as 

linhas de referência para a respectiva carta de controlo, também 

designada como carta c:

	 Carta c (amostras de igual dimensão)

	

3

3

LSC c c
LC c

LIC c c

= +
=

= −

	 (7.33)

onde c  é o estimador para a média populacional do número de 

defeitos na unidade de inspecção. Esta quantidade é dada pela mé‑

dia do número de não‑conformidades detectadas nas m unidades 

de inspecção analisadas,

	
1

m

i
i

c
c

m
==
∑ 	 (7.34)

No entanto, nem sempre as unidades de inspecção são compostas 

pelo mesmo número de itens ou por itens com igual extensão. Por 

exemplo, quando se faz inspecção a 100% (todos os itens de um lote 

são analisados), mas o número de itens produzidos em cada lote é 

variável, ou quando se inspeccionam bobines de fios com diferentes 

comprimentos, ou rolos de tecido com diferentes extensões, a “área 
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inspeccionada” não é constante, tornando a carta c inadequada para 

estas situações porque as contagens não são referentes a uma base 

comum, em termos da “área inspeccionada”. Este problema pode ser 

resolvido, se o número de defeitos for divido pela quantidade que 

varia de amostra para amostra, passando a estar referido à “unida‑

de” desta quantidade, por exemplo: número de não conformidades 

por item inspeccionado (em amostras de dimensão variável), ou 

por metro de fio de cobre (em bobines de comprimento variável). 

É esta a solução proposta com as cartas u, as quais monitorizam 

precisamente o número de defeitos por unidade de produção, ui, o 

qual é definido da seguinte forma quando a quantidade variável é 

a dimensão da amostra (ni): 

	 i
i

i

cu
n

= 	  (7.35)

As cartas de controlo u, podem ser usadas quer com amostras 

de dimensão variável quer com amostras de igual dimensão. No 

caso de amostras de igual dimensão, as linhas de referência são 

dadas por: 

	 Carta u (amostras de igual dimensão)

	

3

3

uLSC u
n

LC u

uLIC u
n

= +

=

= −

	 (7.36)
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Quando as amostras têm dimensão variável, os limites de controlo 

para as cartas u passam a ser variáveis, e dados por:

	 Carta u (amostras de dimensão variável)

	

3

3

i

i

uLSC u
n

LC u

uLIC u
n

= +

=

= −

	 (7.37)

Nestas expressões, u  é o estimador para a média populacional 

do número de defeitos por unidade de produção. Para amostras de 

dimensão constante, esta grandeza corresponde à média do núme‑

ro de defeitos por unidade de produção obtidos das m amostras 

recolhidas do processo para análise da sua estabilidade e definição 

dos limites de controlo:

	
1

m

i
i

u
u

m
==
∑ 	 (7.38)

Para amostras de dimensão variável, u  é calculado segundo,

	 1

1

m

i i
i

m

i
i

n u
u

n

=

=

⋅
=
∑

∑
	 (7.39)

ou seja, corresponde ao quociente entre o número total de defeitos 

encontrados nas m amostras analisadas e o número total de itens 

analisados nessas mesmas m amostras. 

É importante não esquecer que, neste processo, não só o número, 

mas também o tipo de defeitos e a sua localização, devem ser adequa‑

damente registados. Esta informação é fundamental para, num está‑
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gio posterior, encetar esforços de melhoria mais eficazes e orientados 

para os problemas e defeitos mais relevantes encontrados no processo.

Exemplo: Carta de controlo para os defeitos encontrados em 

lotes de circuitos impressos

A Tabela 7.7 contém os dados referentes ao número de defeitos en‑

contrados em 24 amostras de dimensão variável de circuitos impres‑

sos. Construindo a correspondente carta u (Figura 7.11), verifica‑se 

que, com a excepção de duas ocorrências, o processo apresenta uma 

boa estabilidade. A ocorrência para a 5.ª amostra é a mais relevante, 

devendo ser apurado o que se passou de facto no processo durante o 

período em que esta foi produzida. Caso se detecte o motivo da causa 

especial assinalada, o valor de u5 deve então ser removido do cálculo 

dos limites de controlo preliminares (embora continue a ser represen‑

tado) e o gráfico reanalisado. Quando não existirem pontos fora de 

controlo por justificar, os limites de controlo então vigentes poderão 

ser adoptados para implementar a carta de controlo em amostras 

futuras. Pontos que excedam tangencialmente os limites de controlo, 

se em número reduzido e se para eles não for encontrada qualquer 

justificação definitiva de uma causa especial que os explique, po‑

dem, ainda assim, ser mantidos nos cálculos dos limites de controlo.

Tabela 7.7. Taxa de defeitos registados em 24 amostras de circuitos impressos, de 
dimensão variável. 
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Figura 7.11. Carta u para o número de defeitos por unidade de produção em amostras 
de circuitos impressos (Minitab: Stat > Control Charts > Attributes Charts > u). 

7.7. Cartas de controlo multivariadas

Com a tendência actual para uma instrumentalização mais inten‑

siva dos processos e o aumento da exigência colocada na qualidade 

dos produtos, verifica‑se que existe um número crescente de variá‑

veis a merecer adequada vigilância e análise. Neste contexto, uma 

abordagem possível passa pela implementação de múltiplas cartas 

de controlo ditas “univariadas”, como aquelas até agora apresenta‑

das, dedicadas a uma e uma só variável. No entanto, rapidamente 

se constataria que tal tarefa não só seria de implementação mui‑

to difícil, como também de utilidade limitada, pois a atenção dos 

operadores facilmente se dispersaria por um enorme volume de 

informação disponibilizada, dificultando qualquer análise sistemática 

de padrões de variabilidade exibidos pelo processo. Por outro lado, 

estando tais cartas de controlo a ser implementadas em paralelo, a 

probabilidade de ocorrência de falsos alarmes em pelo menos uma 

delas seria elevada e o operador estaria quase constantemente a 
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dedicar a sua atenção a eventos que não correspondiam, de facto, 

a qualquer tipo de causa especial de variabilidade.

Uma via possível para contornar esta situação passa por conden‑

sar tal conjunto de informação em parâmetros qualitativos do tipo 

conforme/não‑conforme, de acordo com critérios pré‑estabelecidos, e 

implementar uma carta de controlo para atributos como as apresenta‑

das na secção anterior. No entanto, tal via acarreta, inevitavelmente, 

perda de informação sobre o processo, com prejuízos nomeadamente 

ao nível da sensibilidade que um tal esquema apresenta na detec‑

ção de perturbações. Nestas circunstâncias, uma boa alternativa 

passa por combinar toda a informação obtida simultaneamente do 

processo, em poucas (normalmente uma ou duas) estatísticas de 

monitorização, as quais permitem, ainda assim, conduzir de forma 

adequada a actividade de controlo estatístico do processo, sem per‑

da significativa de informação e mantendo a taxa de falsos alarmes 

sob controlo. É nesta categoria que se inserem as cartas de controlo 

multivariadas, das quais se faz aqui referência à sua representante 

mais simples, análoga à carta Shewhart para a média amostral ( x ): 

a carta T2 de Hotelling. Esta carta é útil para monitorar, simultanea‑

mente, até cerca de 10 variáveis, em especial quando estas apresen‑

tam correlação entre si. Quando o número de variáveis é superior 

(ordem das dezenas, centenas ou mesmo milhares), procedimentos 

alternativos, como aqueles baseados na análise dos componentes 

principais, têm‑se revelado bastante eficazes [28, 29].

Assim como acontece com a carta Shewhart para a média, a carta 

T2 de Hotelling tem por base a distribuição Normal. No entanto, 

trata‑se agora da distribuição Normal multivariada, a qual procura 

descrever o comportamento probabilístico conjunto de várias vari‑

áveis. A Figura 7.12 apresenta a forma de uma possível função den‑

sidade de probabilidade para o caso bivariado, i.e., quando existem 

duas variáveis em análise. Esta função, quando vista na perspectiva 

de cada eixo das variáveis, x1 ou x2, apresenta a forma de sino con‑
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vencional e característica da distribuição Normal, descrita pela sua 

média e desvio padrão. No entanto, o comportamento conjunto entre 

estas variáveis é traduzido por uma parâmetro adicional, a sua cova‑

riância, que define o quão associadas estas variáveis estão entre si.

Observando a Figura 7.12, é possível inferir que existe uma re‑

gião no plano definido pelos eixos x1 e x2 onde a probabilidade de 

ocorrência simultânea de valores para estas variáveis, é elevada. 

Esta região tem uma forma elíptica, pois essa é também a forma 

dos contornos da função densidade de probabilidade (i.e., das suas 

“curvas de nível”). Nestas condições, a tarefa de verificar se um dado 

processo multivariado (neste caso, bivariado) está sob controlo esta‑

tístico, resume‑se a apurar se o par de pontos proveniente de cada 

amostra cai, ou não, dentro da elipse correspondente à “cobertura 

probabilística” desejada e definida inicialmente (nomeadamente atra‑

vés do nível de significância associado, por exemplo de 1% ou de 

0,27%; o segundo caso conduz a uma cobertura análoga às cartas 

tipo Shewhart ±3‑sigma).

Figura 7.12. Exemplo da função densidade de probabilidade para a distribuição Normal 
multivariada, quando existem duas variáveis apresentando desvios padrões unitários e 
uma covariância de 0,8.
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No entanto, se este é um procedimento viável para uma situa‑

ção em que existem duas variáveis a monitorar, já deixa de o ser 

para a situação geral onde se contempla um maior número de va‑

riáveis. É necessário assim encontrar um procedimento expedito 

para verificar se um dado ponto se situa no interior ou exterior da 

respectiva elipse (duas dimensões), elipsóide (três dimensões) ou 

hiper‑elipsóide (para dimensões superiores a três). Tal procedimen‑

to existe e é bastante eficiente de implementar, bastando para tal 

calcular as seguintes estatísticas, consoante se disponha de uma ou 

mais observações por amostra:

	 Amostras multivariadas de dimensão n>1

	 ( ) ( )2 1T T
i i iT n −= − −x x S x x 	 (7.40)

	 Amostras multivariadas de dimensão n=1

	 ( ) ( )2 1T T
i i iT n −= − −x x S x x 	 (7.41)

Nestas expressões, as quantidades representadas têm os seguintes 

significados:

• 2
iT  ‑ Estatística T2 de Hotelling para a observação i;

• ix ‑ vector com as médias das medidas de todas as variáveis 

para a observação i;

• x  ‑ vector com a média dos vectores das médias, obtido a 

partir das m amostras de referência usadas para analisar se 

o processo está sob controlo estatístico e estabelecer os seus 

limites de controlo (Fase I);

• ix  ‑ vector com todas as medidas das variáveis para a obser‑

vação i;

• x  ‑ vector com a média das medidas individuais, relativas às 

as m amostras de referência (Fase I);
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• 1−S – inversa da matriz que resulta da média das matrizes 

variância‑covariância amostrais, para as m amostras de re‑

ferência;

• 1−S – inversa da matriz de variância‑covariância amostral, cal‑

culada para as m amostras de referência.

O símbolo T nas equações (7.40) e (7.41) representa a operação 

matricial de transposição.

Assim, se o valor desta estatística for inferior ao limite de con‑

trolo superior (neste caso não existe um limite de controlo inferior), 

o processo é declarado como estando sob controlo estatístico, i.e., 

sujeito apenas a causas comuns de variabilidade. Caso contrário, 

declara‑se como estando fora de controlo estatístico, assinalando‑se 

a ocorrência de uma potencial causa especial de variabilidade.

Os limites de controlo para a estatística (7.40), válida quando a 

dimensão da amostra é superior a 1, são os abaixo indicados, con‑

soante a fase em que a carta é implementada:6  

Fase I ‑ Análise preliminar da estabilidade do processo

	
( )( )

, , 1

1 1
1

0

p mn m p

p m n
UCL F

mn m p
LCL

α − − +

− −
=

− − +
=

	 (7.42)

6  Faz‑se agora uma distinção entre os limites a usar nas duas fases de imple‑
mentação das cartas de controlo, de forma a tornar a metodologia mais rigorosa. 
Nesta abordagem, atende‑se ao facto dos limites de controlo da Fase I se destinarem 
à análise das amostras utilizadas no seu cálculo, com o objectivo de conduzir uma 
análise retrospectiva do processo conducente à avaliação da sua estabilidade no 
período em causa, o que não sucede no decorrer da Fase II, a qual é focalizada 
na implementação efectiva do controlo estatístico de processos, usando limites de 
controlo calculados de forma independente dos dados que se venham a recolher.
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Fase II – Monitorização do processo

	
( )( )

, , 1

1 1
1

0

p mn m p

p m n
UCL F

mn m p
LCL

α − − +

+ −
=

− − +
=

	 (7.43)

onde, p é o número de variáveis em questão, m o número de amos‑

tras que constituem o histórico do processo em condições normais 

de operação, F representa a distribuição F de Snedcor e α o nível 

de significância a ser adoptado (ou seja, a taxa de falsos alarmes 

associada à carta de controlo).

Relativamente à estatística , válida para n=1, os respectivos limites 

de controlo, mais uma vez para as duas fases de implementação da 

carta de controlo, são dados por:

Fase I ‑ Análise preliminar da estabilidade do processo

	
( )

( )

2

, 2, 1 2

1

0

p m p

m
UCL

m
LCL

αβ − −

−
=

=

	 (7.44)

Fase II – Monitorização do processo

	

( )( )
, ,2

1 1

0

p m p

p m m
UCL F

m mp
LCL

α −

+ −
=

−
=

	 (7.45)

representando β, a função densidade de probabilidade Beta, com o 

par de parâmetros de forma indicados.
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A utilização de cartas de controlo multivariadas permite não só 

utilizar o nível de resolução da informação quantitativa recolhida do 

processo (o que não sucede quando esta é agregada em avaliações 

de natureza qualitativa e monitorada através de cartas de controlo 

para atributos), mas também manter sob controlo o nível global de 

falsos alarmes (i.e., o nível de significância associado aos testes de 

hipóteses conduzidos sequencialmente na carta de controlo) e ainda 

aumentar a sua sensibilidade a certas perturbações no processo, 

nomeadamente aquelas que vão no sentido de contrariar as relações 

entre variáveis existentes em condições normais de funcionamento 

(i.e., as suas correlações normais), como ilustrado na Figura 7.13.

Figura 7.13. Ilustração de uma situação que não é detectada na utilização da abordagem 
univariada para monitorar um processo com duas variáveis (pois o ponto está 
localizado no interior da região delimitada pelos seus limites de controlo), mas que o 
será facilmente numa abordagem multivariada, a qual incorpora a correlação existente 
entre variáveis em condições normais de operação.
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Note‑se ainda que existem também eventos que são assinalados 

como excedendo os limites de controlo na análise paralela de cartas 

de controlo univariadas, mas que estão dentro da região de norma‑

lidade na correspondente carta de controlo multivariada.

Exemplo: Carta de controlo para um processo industrial 

Num dado processo industrial pretende‑se analisar a variabilidade 

conjunta de um grupo de quatro medições recolhidas, as quais, indi‑

vidualmente, têm o comportamento indicado na Figura 7.14. Havendo 

correlação entre elas (como facilmente se poderia verificar analisando 

os gráficos de dispersão para cada par de variáveis), construiu‑se 

a carta de controlo T2 de Hotelling para, numa primeira fase da 

análise, averiguar sobre a estabilidade do processo. Como rapida‑

mente se constata da análise da Figura 7.15, o processo apresenta 

uma instabilidade significativa associada a uma deslocação do seu 

estado de operação ao longo do tempo. Tratando‑se de um processo 

industrial, uma das causas possíveis é a presença de dinâmica ou 

autocorrelação no comportamento normal das variáveis, a qual deve 

ser incorporada na metodologia de controlo estatístico a adoptar. Por 

isso, antes de se retirarem conclusões finais sobre a estabilidade do 

processo, procedimentos alternativos que contemplem e incorporem 

na análise a sua dinâmica, do tipo dos já anteriormente menciona‑

dos, devem ser testados e avaliados.
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Figura 7.14. Gráficos de tendência para as quatro variáveis processuais em análise. 

Figura 7.15. Carta T2 de Hotelling para a monitorização conjunta das quatro medições 
recolhidas de uma unidade industrial (Minitab: Stat > Control Charts > Multivariate 
Charts > Tsquared). 
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7.8. Avaliação da capacidade do processo

As cartas de controlo são das ferramentas mais versáteis em 

estudos de processos. Não só permitem avaliar a estabilidade das 

operações, como caracterizar a sua variabilidade, detectar padrões 

anómalos e estimar parâmetros populacionais. Tudo isto pode ser 

conduzido de uma forma rápida e simples, razão pela qual o seu uso 

é recomendável sempre que existam condições para a sua aplicação. 

Com base na informação disponibilizada pelas cartas de controlo, 

é possível fazer desde logo uma avaliação sobre o nível de unifor‑

midade ou consistência do processo. A este grau de uniformidade 

designa‑se por capacidade do processo [4, 30]. No entanto, uma tal 

análise isolada seria omissa quanto às especificações e objectivos que 

o mesmo deve respeitar. De facto, ela reflecte única e exclusivamente 

a variabilidade intrínseca ou natural do processo, a qual deve ser 

confrontada com as especificações que o produto ou processo devem 

cumprir ou respeitar. Assim, quando o processo está a operar em 

condições estáveis, ou seja, sob controlo estatístico, e portanto as 

suas características de variabilidade permanecem constantes ao longo 

do tempo, é necessário ainda verificar se esta variabilidade natural, 

ou capacidade do processo, é compatível com as suas especificações. 

Os limites de especificação que delimitam a região em que o proces‑

so/produto é aceitável ou conforme, são definidos por uma entidade 

exterior ao processo, seja ela o departamento de desenvolvimento 

de processos e produtos, o fabricante do equipamento ou o cliente. 

A análise da capacidade do processo em cumprir com tais especifi‑

cações pode ser efectuada de uma forma qualitativa, representando 

os limites de especificação no histograma dos valores recolhidos do 

processo, ou de uma forma quantitativa, através do uso dos índices 

de capacidade apresentados nas próximas secções.
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7.8.1. Índices de capacidade do processo para variáveis

Considerando a gama associada à variação natural do processo 

dada pelo intervalo ±3σ, cuja amplitude corresponde a 6σ, e a gama 

de especificação delimitada pelos limites de especificação inferior 

(LIE) e superior (LSE), define‑se o índice de capacidade do processo 

da seguinte forma: 

	
6p

LSE LIEC
σ
−

= 	 (7.46)

A gama de especificação (LSE – LIE) é usualmente designada por 

tolerância e a gama de variação natural do processo por capacida­

de do processo. O Cp trata‑se portanto de um índice adimensional 

(sem unidades), onde se confronta a amplitude da tolerância com a 

amplitude da variabilidade natural do processo. Por outras palavras, 

é a razão entre a “voz do cliente” (que estipula as especificações) e 

a “voz do processo” (que descreve a sua variabilidade). Este índice 

permite conduzir uma primeira análise da capacidade do processo 

em cumprir as especificações impostas, através da comparação di‑

recta da largura dos dois intervalos relevantes: um caracterizando o 

que lhe é exigido (LSE‑LIE) e o outro aquilo que o processo de facto 

apresenta em termos de variabilidade (6σ). Valores de Cp superiores 

a 1 são indicativos de processos potencialmente capazes. Valores 

inferiores a 1, indicam processos com variabilidade excessiva face 

à tolerância que lhes é imposta. De notar que este índice apenas 

fornece uma indicação da capacidade potencial do processo, a qual 

só seria efectivamente atingida se a variabilidade natural do pro‑

cesso estivesse centrada no intervalo de especificações. Assim, se a 

tendência central do processo estiver perfeitamente alinhada com 

o centro do intervalo de especificação, o valor de Cp corresponde à 

capacidade efectiva do processo. No entanto, se tal não acontecer, 

este índice apenas fornece uma indicação do valor máximo que seria 
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possível obter para esta quantidade (daí a designação de potencial), 

caso a variabilidade do processo estivesse centrada na banda de es‑

pecificações (de notar que, normalmente, é bastante mais complexo 

reduzir a variabilidade de uma dada quantidade do que ajustar a 

sua tendência central). 

Na prática, o índice Cp é calculado usando uma estimativa conve‑

niente para o desvio padrão do processo, frequentemente originária 

das próprias cartas de controlo usadas (onde esta já foi determinada 

ou pode ser facilmente obtida). 

	 ˆ
ˆ6p

LSE LIEC
σ
−

= 	 (7.47)

com, 2ˆ R dσ =  ou 2ˆ s dσ =  ( R  e s  obtidos a partir das linhas 

centrais de cartas de controlo para a dispersão).

Tratando‑se de estimativas, os valores fornecidos para os índices 

de capacidade possuem uma certa incerteza cuja magnitude pode ser 

apreciável, a menos que esteja disponível um número de observações 

suficiente: tipicamente, serão necessárias cerca de 200 observações 

para ser possível estimar a capacidade do processo com uma incer‑

teza de aproximadamente 10%±  do valor estimado. Esta incerteza 

é adequadamente expressa na forma de intervalos de confiança, os 

quais podem ser determinados com apoio a software ou recorrendo 

a fórmulas disponíveis na literatura técnica [30, 31].

Uma vez que o Cp é apenas um indicador da capacidade poten‑

cial de um processo, é necessário encontrar um outro índice que 

forneça a magnitude da sua capacidade efectiva, levando em conta 

a possibilidade da variabilidade do processo não estar necessaria‑

mente centrada na gama de tolerância a respeitar. Surge assim o 

índice Cpk, definido como: 

	 ( )min ,pk pi psC C C= 	 (7.48)
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onde 

	
3pi

LIEC µ
σ
−

= 	 (7.49)

	
3ps

LSEC µ
σ
−

= 	 (7.50)

sendo µ e σ, a média e o desvio padrão do processo. Como se pode 

verificar, quando o processo está perfeitamente centrado relativamen‑

te às especificações, tem‑se que Cp = Cpk. Da sua diferença pode‑se 

pois desde logo inferir se o processo está ou não centrado. Para 

processos não centrados na gama de tolerância tem‑se que Cp ≥ Cpk, 

correspondendo Cpk à capacidade efectiva do processo, a qual é re‑

lativa à situação de maior proximidade entre a média do processo e 

um dos limites de especificação. A Figura 7.16 ilustra os diferentes 

níveis de desempenho que se podem efectivamente observar, con‑

soante o processo esteja ou não centrado nas especificações, e a sua 

correspondência nos respectivos valores dos índices Cp e Cpk.
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Figura 7.16. Relação entre os índices Cp e Cpk, quando o processo apresenta diferentes 

localizações relativamente à gama de tolerância.

Os índices Cpi e Cps são também adoptados em alternativa ao Cp 

quando o intervalo de tolerância é unilateral, como por exemplo em 

situações do tipo “quanto maior melhor” (Cpi), ou “quanto menor 

melhor” (Cps). Para possibilitar uma melhor interpretação dos valores 

obtidos para os índices de capacidade de processo em termos daquilo 

que eles efectivamente visam analisar, apresenta‑se na Tabela 7.9 o 

número de defeitos (em partes por milhão, ppm) correspondentes a 

vários valores de Cp. Estes foram obtidos atendendo aos seguintes 

pressupostos:

• A característica em análise segue uma distribuição Normal;

• O processo está sob controlo estatístico;

• O processo está centrado na gama de tolerância no caso das 

especificações serem bilaterais.
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Tabela 7.9. Número de defeitos (itens produzidos fora de especificação) expressos em 
partes por milhão (ppm) para vários valores do índice de capacidade de processo, Cp 
(limites de especificação unilaterais e bilaterais). O número de defeitos foi calculado 
assumindo que os dados seguem uma distribuição Normal, que o processo está sob 
controlo estatístico (e que portanto a sua média e dispersão não variam) e que se 
encontra centrado na gama de especificações no caso de especificações bilaterais.

A interpretação dos índices de capacidade através do respectivo 

número de defeitos (Tabela 7.9) só é válida enquanto os três pressu‑

postos acima referidos se verificarem. Em particular, se a distribuição 

dos dados não for Normal, o número de defeitos pode divergir muito 

significativamente dos apresentados na tabela. Para estas situações, 

existem vários procedimentos alternativos passíveis de ser seguidos. 

Uma possibilidade é proceder a uma transformação da variável em 

análise, de forma que a variável transformada passe a seguir uma 

distribuição aproximadamente Normal. A análise de capacidade do 

processo é então conduzida em termos da variável transformada. 

Existem várias famílias de transformações disponíveis para este 

efeito, sendo as mais usuais a transformação de Box‑Cox e a trans‑

formação de Johnson. Outra possibilidade consiste em determinar 

a distribuição de probabilidade que melhor descreve a variabilidade 

dos dados e calcular o número de defeitos esperado para o índice 

de capacidade calculado. Como alternativa a estes procedimentos, 

pode‑se ainda fazer uso de índices de capacidade mais gerais, váli‑

dos para distribuições normais e não‑normais (a título de exemplo, 

referem‑se aqueles baseados em percentis [30]). 

O valor de Cpk tido como mínimo para assegurar um proces‑

so razoavelmente capaz corresponde usualmente a 1,33, pois tal 
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implica que o processo continuará, em boa medida, a cumprir as 

especificações mesmo que a sua média oscile um pouco ao longo 

do tempo. Um valor de Cpk=2 é indicativo de um processo com ele‑

vado desempenho, no qual a respectiva média está a uma distância 

6σ da especificação mais próxima. Também se diz que neste caso 

o processo apresenta um nível de desempenho “seis sigma” (nível 

sigma = 3×Cpk). 

Exemplo: Determinação da capacidade de um processo de 

enchimento de garrafas

Conduziu‑se um estudo para determinar a capacidade do pro‑

cesso de enchimento de garrafas de 1L. Neste estudo, recorreu‑se à 

informação recolhida nas cartas de controlo do processo, as quais 

indicavam uma situação de operação estável. As cartas usadas são do 

tipo x R− , com subgrupos de dimensão n=5. Nos cálculos relativos 

a estas cartas, obteve‑se, para a média global o valor de 0,99832 

e para amplitude média o valor de 0,02205. Para este processo, 

os limites de especificação são 1,000±0,020 L (i.e., LIE=0,980 L e 

LSE=1,020 L). Pretende‑se agora calcular os valores dos vários índices 

de capacidade do processo.

Começando por estimar o desvio padrão do processo com base 

na informação sobre a amplitude média, obtém‑se,

2

0,02205ˆ ˆ 0,00948
2,326

R
d

σ σ= → = =

(o valor da constante d2 é proveniente da Tabela 7.8, para n=5). 

Nestas condições, o valor estimado para o índice de capacidade de 

processo potencial, ˆ
pC , é dado por:

1,020 0,9800ˆ ˆ 0,703
ˆ6 6 0,00948p p

USL LSLC C
σ
− −

= → = =
× ×
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A capacidade do processo efectiva, corresponde a:

Constata‑se assim que, tendo‑se obtido um valor de ˆ 0,703 1,33pC = < , 

o processo não apresenta capacidade (nem sequer potencial) para 

satisfazer as especificações impostas. Como ˆ 0,644pkC = , um pouco 

inferior a ˆ
pC , conclui‑se que o processo está um pouco descentrado 

relativamente à média dos limites de especificação. No entanto, não 

se espera um ganho significativo em proceder ao seu ajustamento de 

forma a centrá‑lo na banda de especificações, uma vez que o pro‑

blema está essencialmente localizado na sua variabilidade excessiva.

De notar que uma análise de capacidade do processo também 

pode ser conduzida através de um planeamento de experiências 

adequado. Na verdade, pode‑se adoptar o procedimento seguido 

na caracterização do sistema medição através de estudos R&R (ver 

Capítulo 3) para este fim. Este procedimento conduz às várias com‑

ponentes que contribuem para a variabilidade total observada, em 

particular aquelas originárias do processo, do sistema de medição e 

do operador. Conhecendo estas componentes, em particular a com‑

ponente processual, bem como a sua tolerância, é possível quantifi‑

car directamente e de uma forma precisa a capacidade do processo. 

Este processo é ainda mais rigoroso que os acima apresentados, uma 

vez que desagrega da variabilidade observada, componentes cujas 

características não estão relacionadas com o processo em análise.

7.8.2. Análise da variabilidade de curto prazo e longo prazo

A variabilidade do processo pode ser subdividida em duas com‑

ponentes. Uma corresponde à sua variabilidade natural num dado 

{ }

{ }

ˆ ˆˆ ˆ ˆmin , min  ,  
ˆ ˆ3 3

0,99832 0,980 1,020 0,99832ˆ min  ,  min 0,6442 ; 0,7632 0,6442
3 0,00948 3 0,00948

pk pl pu

pk

LSL USLC C C

C

µ µ
σ σ

− −= =  
 

− −→ = = = × × 
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momento, designada por variabilidade de curto prazo, a qual é 

essencialmente caracterizada pela sua dispersão dentro dos subgru‑

pos racionais ou amostras recolhidas. As cartas de controlo para a 

dispersão permitem caracterizar e monitorar esta componente da 

variabilidade. É também com base nela que se determinam os limi‑

tes de controlo para as cartas de controlo dedicadas a acompanhar 

a tendência central do processo. A outra componente da variabili‑

dade corresponde à dinâmica do processo ao longo do tempo, que 

se traduz em flutuações na sua média devido a causas várias. Esta 

é designada por variabilidade de longo prazo e pode indiciar um 

processo fora de controlo estatístico se for excessiva, ou sob con‑

trolo, se for baixa. Por exemplo, numa análise típica em projectos 

seis sigma admite‑se como plausível a existência de oscilações de 

longo prazo na média do processo de magnitude ±1,5σ.

Os índices Cp e Cpk são determinados com base no pressuposto 

do processo ser estável (sob controlo estatístico) e indicam a sua 

capacidade em respeitar as especificações impostas com base na 

variabilidade de curto prazo. Para avaliar a capacidade do processo 

com base na variabilidade de longo prazo, que incorpora eventuais 

oscilações do processo ao longo do tempo, foram propostos índices 

alternativos, designados por índices de desempenho do processo: Pp 

e Ppk. Estes índices têm definições análogas às dos seus congéneres 

Cp e Cpk, sendo a única diferença a forma como o desvio padrão do 

processo é estimado. Para os índices de desempenho, o desvio pa‑

drão é calculado com base na totalidade dos dados, como se todos 

incorporassem uma única amostra, i.e.,

	 ˆ
6p

LSE LIEP
s
−

= 	 (7.51)

	 ( )ˆ ˆ ˆmin ,pk pi psP P P= 	  (7.52)
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onde 

	 ˆ
3pi
LIEP
s

µ −
= 	 (7.53)

	 ˆ
3ps

LSEP
s
µ−

= 	 (7.54)

e

	 ( )2
1

1

n

i
i

x x
s

n
=

−
=

−

∑ 	 (7.55)

Estes índices de desempenho devem ser usados com bastante 

cuidado, uma vez que o processo pode não estar sob controlo esta‑

tístico, situação em que não existe sequer uma medida consistente 

para a sua variabilidade. Neste caso, os esforços deveriam estar 

centrados na sua estabilização e não na caracterização da sua capa‑

cidade, conceito que carece de consistência neste cenário. Por esta 

razão, diversos autores desaconselham o seu uso, enquanto outros, 

chamando atenção para as suas limitações, propõem uma análise 

integrada de todos índices.

7.8.3. Índices de capacidade do processo para atributos

A avaliação da capacidade de processos caracterizados por me‑

dições de natureza qualitativa (atributos) é usualmente conduzida 

com base na tendência central das respectivas cartas de controlo. 

De facto, esta tendência transmite directamente informação sobre 

o número ou taxa média de itens ou defeitos registados, os quais 

já resultaram de um processo de comparação das suas caracterís‑

ticas com as respectivas especificações. Assim, na análise de itens 

defeituosos ou não‑conformes, a capacidade pode ser directamente 
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obtida dos valores de p  ou np  (das cartas p e np, respectivamente) 

enquanto na análise de defeitos ou não‑conformidades, utiliza‑se c  

ou u  (das cartas c e u, respectivamente). Em alternativa, pode‑se 

usar uma distribuição adequada para descrever os dados recolhidos 

(tipicamente a distribuição Binomial ou Poisson, consoante o tipo 

de atributos) e com base nela calcular, por exemplo, a probabilidade 

de obter, nas condições actuais, um número de itens não‑conformes 

ou uma taxa de defeitos por unidade inferior a um dado valor.

7.8.4. Breve referência a outras medidas do desempenho  

de processos de uso comum

Para além dos índices de capacidade e desempenho de proces‑

so atrás apresentados, outras medidas são frequentemente usadas 

para avaliar a extensão com que o processo está a atingir os seus 

objectivos. Algumas destas medidas serão brevemente referidas nos 

parágrafos seguintes.

Número de defeitos por unidade (DPU). Como o próprio nome 

indica, é dado pelo quociente entre o número de defeitos detectados 

e o número de unidades inspeccionadas:

	 Número de Defeitos DetectadosDPU
Número deUnidades Inspeccionadas

= 	 (7.56)

Este indicador aparece por vezes reportado em partes por milhão (PPM):

	 1000000PPM DPU= × 	 (7.57)

Defeitos por milhão de oportunidades (DPMO). Obtém‑se divi‑

dindo o número de defeitos contabilizados pelo número total de opor‑

tunidades onde estes poderão surgir. Assim, para um dado produto, 
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devem‑se considerar todos os possíveis defeitos e avaliar as diferentes 

formas como cada defeito pode surgir. Por exemplo, se as dimensões 

são verificadas em três localizações distintas, uma falha dimensional 

pode surgir de três formas diferentes. O número total de oportunida‑

des é então dado pela multiplicação do número de itens inspecciona‑

dos pelo número de defeitos possíveis por item. Este último obtém‑se 

somando todas as diferentes formas com que cada defeito pode surgir.

	
1000000Número de DefeitosDPMO

Número deUnidades Número deOportunidades porUnidade
×

=
×

	  (7.58)

Exemplo: Análise do desempenho de um processo novo para 

produção de pregos

Os pregos produzidos através de um novo processo são sujeitos a 

uma inspecção baseada na análise das seguintes características: di‑

mensões (comprimento, largura), defeitos no material e rigidez mecâ‑

nica. Os resultados da análise sucessiva de 20 unidades é apresentada 

na Tabela 7.10. Pretende‑se estimar o valor das medidas de desempe‑

nho, DPU, PPM e DPMO para este processo, com base nesta amostra.

Tabela 7.10. Folha de registo de defeitos na inspecção dos pregos produzidos pelo novo 
processo.
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Analisando a tabela acima, verifica‑se que 11 dos 20 itens ins‑

peccionados são defeituosos, i.e., possuem defeitos. O número total 

de defeitos registados é de 16. Por isso, 

16 0,8
20
16 1000000 800000

20

DPU

PPM

= =

×
= =

Por outro lado, o número total de oportunidades de defeito por 

item é de 4 (dois tipos de defeitos dimensionais, um tipo relaciona‑

do com o material e outro com as suas propriedades mecânicas de 

rigidez). Logo, o número total de oportunidades de defeito nas 20 

peças é de 80. Nestas condições, o DPMO corresponde a:

16 1000000 200000
80

DPMO ×
= =

Como se pode verificar, este processo ainda apresenta baixos 

indicadores de desempenho, requerendo mais investimento no seu 

desenvolvimento.
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C a p í t u l o  8  –  S u g e s t õ e s  d e  l e i t u r a

e  s o f t w a r e

Como complemento à apresentação dos temas focados neste livro, 

indicam‑se nesta secção várias referências bibliográficas adicionais 

onde os leitores interessados poderão consultar e obter informação 

técnica mais detalhada. Para comodidade dos interessados, as re‑

ferências são apresentadas por tema, tendo havido um esforço em 

manter o seu número reduzido, preservando a óptica de objectivi‑

dade e sentido prático que norteou a escrita deste livro.

• Seis sigma (geral)

– M. Harry and R. Schroeder, Six sigma, Currency, New 

York, 2000.

• Definição / Seis sigma

– T. M. Kubiak and D. W. Benbow, The certified six sigma 

black belt handbook, ASQ Quality Press, Milwaukee, 

Wisconsin, 2009.

– Pyzdek, The six sigma handbook, McGraw‑Hill, New 

York, 2003.

• Medição

– ASQ/AIAG, Measurement systems analysis, DaimlerChrisler 

Corporation, Ford Motor Company, General Motors 

Corporation, 2002.
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– BIPM, IEC, IFCC, ISO, IUPAC, IUPAP and OIML, Guide to 

the expression of uncertainty, ISO, Geneva, Switzerland, 

1993.

• Análise

– D. C. Montgomery and G. C. Runger, Applied statistics 

and probability for engineers, Wiley, New York, 1999.

– G. Vining and S. M. Kowalski, Statistical methods for 

engineers, Thomson, Duxbury, 2006.

• Melhoria

– D. C. Montegomery, Design and analysis of experiments, 

Wiley, New York, 1997.

– G. E. P. Box, J. S. Hunter and W. G. Hunter, Statistics 

for experimenters: Design, innovation, and discovery, 

Wiley, Hoboken, NJ (USA), 2005.

– C. F. J. Wu and M. S. Hamada, Experiments ‑ planning, 

analysis, and optimization, Wiley, Hoboken, New Jersey, 

2009.

• Controlo

– D. C. Montgomery, Introduction to statistical quality 

control, Wiley, New York, 2001.

– E. L. Grant and R. S. Leavenworth, Statistical quality 

control, McGraw‑Hill, Boston, 1999.

A análise estatística moderna faz‑se essencialmente com recurso 

a meios computacionais e software mais ou menos especializado. 

Dada uma certa prevalência na sua adopção nos meios organizacio‑

nais ligados a programas seis sigma, o software usado como base 

para os exemplos aqui apresentados é o MINITAB®. No entanto, tal 

não constitui uma opção baseada em limitações de outras opções 



377

existentes no mercado, onde poderão ser encontradas alternativas 

com características de rapidez e utilização amigável igualmente boas. 

Assim, colocando de lado plataformas de cálculo como o MATLAB®, 

MATHEMATICA®, a linguagem R ou mesmo o SPSS®, pelas curvas 

de aprendizagem associadas e o nível de especialização exigido 

para a sua utilização rotineira (não obstante a sua flexibilidade, 

modularidade e capacidade de cálculo), referem‑se, por exemplo, as 

seguintes soluções computacionais alternativas:

• JMP®. Software de análise de dados, particularmente forte 

em metodologias de visualização, planeamento óptimo de 

experiências e análise de dados. A última versão já inclui, 

por exemplo, os recentemente propostos “Definitive Screening 

Designs”. Trata‑se de uma ferramenta versátil onde a análise 

proposta pelo software é orientada pela natureza dos dados 

disponíveis, não tendo o utilizador de conhecer profunda‑

mente todos os aspectos metodológicos para usar as várias 

ferramentas com rigor.

• STATISTICA®. Software com vários módulos de metodologias 

estatísticas, incluindo aplicações desenvolvidas para apoiar 

projectos seis sigma. Possui um bom suporte documental e 

uma ampla gama de recursos analíticos.

• DESIGN EXPERT®. Software especializado no apoio ao pla‑

neamento de experiências e sua análise.
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A p ê n d i c e  1 :  E x e m p l o  d e  u m a  f o l h a 

d e  p r o j e c t o  ( p r o j e c t  cha r t e r )

Figura A1. Exemplo de uma folha de projecto.
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A p ê n d i c e  2 :  E s t u d o  R&R 

p e l o  m é t o d o  Ta b u l a r

Tabela A1. Folha de registo de resultados num estudo R&R segundo o método tabular 
promovido pela ASQ/AIAG.
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Tabela A2. Relatório de resultados num estudo R&R segundo o método tabular 
promovido pela ASQ/AIAG.
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Tabela A3. Tabelas auxiliares para determinação dos parâmetros K1, K2 e K3, num 
estudo R&R segundo o método tabular promovido pela ASQ/AIAG.
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