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PREFACIO

O seis sigma € uma iniciativa estruturada para a melhoria da
qualidade das organizacdes e resolucio de problemas especificos
nos seus processos, que faz amplo uso de metodologias estatisticas.
Tal é necessario para lidar adequadamente com todas as fontes de
informacao e factos processuais a que esta abordagem da primazia,
bem como com a sua variabilidade e o ambiente de incerteza em
que todas as decisdes tém de ser tomadas. O mesmo se aplica ao
planeamento das actividades de melhoria e a implementacao dos
necessarios sistemas de supervisio e controlo. Perante esta diversi-
dade de tarefas, existe uma idéntica variedade de metodologias que
os responsaveis pelos projectos seis sigma devem dominar, nome-
adamente os chamados Black Belts, e em geral todos aqueles que
lideram a implementaciao de programas de melhoria da Qualidade
nas suas organizacdes. Tal exigéncia coloca uma pressao adicional
sobre estes profissionais para além daquela ja existente e decor-
rente das responsabilidades especificas assumidas no seio das suas
organizacoes.

Foi precisamente no sentido de apoiar todos os profissionais que
enfrentam, ou se preparam para enfrentar, desafios semelhantes, que
este livro foi pensado e escrito. Este livro apresenta, numa linguagem
acessivel e pragmatica, as metodologias estatisticas fundamentais
para lidar com as necessidades de analise que, com maior frequén-
cia, se impdem em cada uma das fases de um projecto de melhoria

ou resolucido de problemas processuais, guiando os interessados na



sua implementacido. Ao longo da exposicao, faz-se uso de exemplos
concretos, dados realistas e software estatistico dedicado. Desta
forma, nio s6 os conceitos sao introduzidos de forma organizada
e contextualizada, como também se ilustra e explica a forma como
os varios métodos sao aplicados em situacdes concretas, para que
a respectiva andlise possa ser facilmente replicada pelos leitores
interessados, nos seus futuros projectos.

E conviccdo do autor que, assim como um bom condutor nio ne-
cessita de compreender toda a complexidade da mecanica do motor,
dos fenémenos quimicos de combustido e catidlise, ou a complexa
electronica existente num automével para fazer um uso adequado e
efectivo do mesmo, também um profissional envolvido na melhoria
de processos nao necessita ele proprio de ser um especialista em
métodos estatisticos para fazer um uso correcto e consciencioso
destes. Deve ser funcao de quem desenvolve, ensina e divulga es-
tatistica, apresentar os métodos com potencial interesse de forma
acessivel e inteligivel, para que os seus destinatarios, apos o devido
treino, sejam capazes de fazer bom uso dos mesmos, i.e., perceber
em que circunstancias sao adequados e, igualmente importante,
quando ndo o sio, bem como interpretar os resultados que estes
proporcionam, especialmente no sentido em que podem ajudar a
resolver problemas concretos e tomar as melhores decisdes. E caso
haja uma metodologia que necessita absolutamente de um conhe-
cimento profundo da teoria subjacente para ser utilizada e para
produzir resultados correctos, é também claro que a sua utilizacao
€ mais especifica ou revela uma certa falta de robustez que nio se
adequa a uma utilizacao generalizada. Logo, o impacto pratico de
a deixar entregue ao dominio de especialistas, sera também, por
isso, mais limitado. Mantendo a metafora do utilizador de carro,
esta situacdo corresponderia a um veiculo de Férmula 1, cujo uso é
limitado a condi¢cdes muito especificas e envolve procedimentos que

somente pessoas altamente treinadas dominam. Claramente, estas

12



metodologias deverdo ser apresentadas somente para utilizadores
especificos e envolvendo uma formacao dimensionada para as exi-
géncias que o seu uso implica.

A prova do enorme impacto que a utilizacio generalizada e en-
quadrada de metodologias pode trazer para as organizacdes esta
bem patente no sucesso do programa de implementacao das 7 fer-
ramentas basicas da Qualidade, propostas por Kaoru Ishikawa. No
entanto, para lidar com a tipologia de desafios que se colocam em
projectos seis sigma, ou outros de dimensio semelhante, a diversi-
dade de ferramentas necessarias € bastante maijor e este pequeno
kit de metodologias nao €, naturalmente, suficiente. Neste sentido,
espero que este livro possa contribuir para aumentar o impacto da
utilizacao efectiva dos métodos estatisticos na melhoria dos proces-
sos das organizacoes. Essa finalidade esteve indelevelmente presente

ao longo de toda a sua preparacio e escrita.

Marco P. Seabra dos Reis
Coimbra, 16 de Fevereiro de 2015
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CAPITULO 1 — A METODOLOGIA SEIS SIGMA

1.1. Introducao

Introduzida na Motorola na década de 80 do século XX, a iniciati-
va seis sigma rapidamente ganhou protagonismo e captou o interesse
generalizado das grandes empresas a operarem numa economia cada
vez mais competitiva, dado o apreciavel impacto nos resultados fi-
nais a que a sua implementacao frequentemente conduzia. Trata-se
de uma iniciativa para a melhoria das organizacdes orientada por
factos e dados concretos recolhidos dos processos, caracterizada por

congregar, de forma sinérgica, os seguintes aspectos:

* Operacionalizacao por projectos criteriosamente seleccionados
tendo por base os resultados finais a que conduzem,;

* Os projectos, cuidadosamente caracterizados, saio executados
durante um periodo limitado, por equipas de melhoria cujos ele-
mentos assumem papéis e responsabilidades claramente definidos;

* Todos os elementos devem possuir uma formacao em méto-
dos estatisticos e de melhoria de processos adequada ao seu
papel no projecto. Num projecto, os designados Black Belts
possuem um conhecimento mais extenso destas metodologias
(existe normalmente um por projecto, que o lidera operacio-
nalmente), enquanto os Green Belts sao treinados (usualmente

pelos Black Belts) na utilizacao de uma variedade mais redu-



zida de metodologias de acordo com as suas necessidades
(normalmente existem varios Green Belts num projecto seis
sigma, constituindo em conjunto com o Black Belt, o nucleo
operacional da equipa de melhoria).

* A iniciativa desenrola-se através de uma sequéncia caracte-
ristica de fases, conhecida como DMAIC: Define, Measure,
Analyze, Improve e Control (uma descricio destas fases sera

apresentada mais a frente neste capitulo).

Nao propondo metodologias novas, o seis sigma estabelece uma
abordagem estruturada para projectos de melhoria e de resolu-
c¢ao de problemas, em que os métodos e ferramentas existentes
aparecem organizados consoante os objectivos de cada fase. Tal
proporciona uma forma mais intuitiva e enquadrada da utilizacao
dos métodos estatisticos, na medida em que o seu objectivo estd
claramente identificado face as necessidades de andlise inerentes
as varias etapas do projecto. Neste contexto, se por um lado os
métodos estatisticos sao adoptados como um dos aspectos centrais
do seis sigma (o que aparece desde logo evidente na sua desig-
nac¢io, “seis sigma” ou “6¢”, onde “sigma” (o) é a letra grega que
simboliza o desvio padrao, uma medida estatistica muito usada para
caracterizar a dispersdao de valores obtidos para uma grandeza em
determinadas condi¢des), também este tem contribuido para uma
utilizacao mais generalizada e sistematica da estatistica por parte
dos profissionais no terreno.

Mas qual a razio para toda a énfase dada aos métodos estatisticos
na iniciativa seis sigma? A resposta encontra-se na natureza intrin-
seca dos processos. Todos 0s processos apresentam variabilidade.
Esta tem origem nas pessoas e na forma como executam as suas
tarefas, nos materiais utilizados, na maquinaria e ferramentas, nos
sistemas de medicao, nas condicdes ambientais, nos métodos de

fabrico, entre outras fontes genéricas, e esta sempre presente. Um
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dos grandes objectivos dos gestores de processos consiste exacta-
mente em caracterizar e conhecer esta variabilidade, ao ponto de ser
possivel controla-la ou minimizar o seu impacto no produto final e
assim ir simultaneamente ao encontro dos objectivos de qualidade
e eficiéncia da organizaciao e, claro, das expectativas dos clientes.
Ora, a estatistica € precisamente a ciéncia que se ocupa do estu-
do da variabilidade e da forma como esta se transfere. E por isso
a disciplina que desde logo se apresenta como valiosa aliada na
cruzada para a melhoria da Qualidade dos processos e uma fonte
proficua de ferramentas para lidar com as varias manifestacdes da
variabilidade que estes apresentam, ou com as varias questdes que
se colocam em ambientes onde a incerteza é omnipresente e deve
ser naturalmente incorporada nos processos de decisido.

A importancia dada a variabilidade e a sua reducdo no sentido de
aumentar o nivel de desempenho dos processos esta também bem
patente na seguinte frase do influente autor W. Edwards Deming
(1900-1993): “If I bad to reduce my message for management to just
a few words, I'd say it all bad to do with reducing variation.” Poucas
duvidas devem restar pois (se algumas!) da incontornavel necessi-
dade de usar metodologias de cariz estatistico nas abordagens a

problemas reais do dia-a-dia das organizacoes.
1.2. Estrutura base das abordagens para a melhoria

de processos

Varias metodologias tém sido propostas ao longo dos tempos para
abordar o problema da melhoria de processos. Algumas das mais

bem-sucedidas contemplam os seguintes principios fundamentais:

* Toda a actividade pode ser decomposta num conjunto de

processos que interagem (visiao sistémica);
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* Todos os processos apresentam variabilidade;

e Compreender e reduzir a variabilidade é a chave para o sucesso.

Estes principios sio também os fundamentos do chamado “racio-
cinio estatistico” (statistical thinking) proposto por Hoerl e Snee [1],
com base nos quais os autores propdem metodologias destinadas a
resolucao de problemas e a melhoria de processos. A melhoria pode
ocorrer quer por alteracdo do processo (reengenharia, substituicio,
etc.) quer através de um controlo mais apertado dos factores indu-
tores de variabilidade (controlo estatistico de processos) ou da sua

compensacio (controlo automatico de processos) (Figura 1.1).

Todas as actividades quaboradores
s&o compostas Clientes
por processos Comunidade
l Accionistas
i faitas!
Os processos Mudar o Satisfeitos!
tém variabilidade processo
Aqal|§gr a Desenyolver Reduzir Melhorar
variabilidade conhecimento b 1
variabilidade resultados
dos processos sobre o processo
Controlar o
processo

Figura 1.1. A filosofia subjacente ao raciocinio estatistico (statistical thinking).

Estes principios estio presentes no proprio ciclo PDCA (Plan-
-Do-Check-Act) ou ciclo de Shewhart (1891-1967) (por vezes tam-
bém atribuido a Deming), adoptado nos referenciais da Qualidade
ISO 9000, pese embora o seu horizonte de aplicacdo seja mais vasto
e orientado para a implantacio de um sistema de gestio e de uma
filosofia da Qualidade nas empresas, e nio s para actividades de
melhoria da Qualidade e de resolucio de problemas. No entan-

to, os principios da visao sistémica, tomada de decisdes baseadas
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em factos e as actividades de controlo de qualidade e melhoria,
sdao prolongamentos dos principios acima enunciados aos quais se
acrescentam outros necessarios para criar um verdadeiro sistema
da Qualidade. Estio também presentes na abordagem seis sigma,
na medida em que nesta se coloca grande énfase no estudo e na
documentacido prévios do processo, na seleccio de critérios de de-
sempenho e recolha de dados, na analise estatistica dos mesmos e
em iniciativas para reduzir, de uma forma sustentada, a variabilidade
dos processos. Segundo Sgren Bisgaard (1951-2009), a estratégia seis
sigma niao é mais do que o método cientifico em ac¢iao ao servico
da melhoria de processos e produtos. Ao contrario das normas
ISO 9000, a iniciativa seis sigma nao envolve burocracia apreciavel,
ou actividades de certificacao e avaliacao detalhadas e elaboradas.
Talvez o seu unico requisito fundamental seja o envolvimento e o
comprometimento da gestao de topo, que deve participar activa-
mente nos esforcos de gestio e implementacio do programa. Para
tal, os gestores de topo devem conhecer os fundamentos do seis
sigma, comprometerem-se com a iniciativa e liderarem o esforco
de implementacido dos programas, bem como alocarem os recursos
necessarios (meios humanos, financeiros e materiais), incluindo a
formacao necessaria das equipas de melhoria e o tempo para estas

participarem nas actividades dos projectos.

1.3. Um exemplo de sucesso resultante da aplicacao
generalizada de metodologias estatisticas:

as 7 ferramentas basicas da Qualidade

Talvez a iniciativa mais bem-sucedida até ao momento, decorrente
de um programa de disseminacio de um conjunto estruturado de
ferramentas, tenha sido aquela proposta por Kaoru Ishikawa com as

suas 7 ferramentas basicas da Qualidade [2]. A simplicidade destas

19



ferramentas permitiu a analise expedita de uma grande variedade de
problemas nos processos e a sua ampla adopc¢ao pelas organizacdes
conduziu a efeitos tangiveis num horizonte de tempo relativamente
curto. As organizagdes envolvidas foram rapidamente catapultadas
para um novo patamar de desempenho, fruto da contribuicao pro-
activa e empenhada dos seus colaboradores, onde todos sao cha-
mados a participar. Este pequeno nucleo de 7 metodologias fornece
o suporte conceptual basico para os colaboradores, usualmente em
equipa, desenvolveram os seus planos de definicao de problemas,
analise e melhoria, e sio o exemplo do que se pode conseguir com
uma abordagem estruturada. Serve pois como exemplo e inspiracao
para os programas seis sigma, mais ambiciosos nos seus objectivos
e por isso requerendo também procedimentos mais elaborados e
uma maior variedade de métodos estatisticos ao dispor. No entanto,
ambas as abordagens possuem os tracos comuns de serem iniciativas
estruturadas, baseadas em dados e informacao processual, orientadas
para resultados, dependentes do trabalho de equipas diversificadas
e com horizontes de tempo limitados.

Embora ndo haja actualmente um consenso absoluto em torno da
composicao exacta do nucleo basico de ferramentas, considera-se ser
a seguinte a proposta mais equilibrada e util para o kit basico de
7 ferramentas que devem ser dominadas pelo maior nimero possivel
de colaboradores numa organizaciao, como parte do seu background

fundamental para a melhoria de processos:!

i. Fluxogramas/diagramas de blocos;

ii. Diagrama de causa-efeito;

1 Nota: os fluxogramas nio constavam da proposta inicial de Kaoru Ishikawa,
mas a sua inclusao visa proporcionar uma maior eficacia na abordagem a resolucao
de problemas; a proposta original referia as seguintes metodologias: histogramas,
diagramas de causa-efeito, folhas de verificacao, diagramas de Pareto, graficos,
cartas de controlo e diagramas de dispersao.
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iii. Formularios de recolha de dados e folhas de verificacao;
iv. Diagrama de Pareto (secc¢io 4.3.2);

v. Histograma (secc¢ido 4.4.1);

vi. Graficos (Capitulo 4);

vii. Cartas de controlo (Capitulo 7);

Este background basico partilhado deverd certamente englobar
outras dimensoes formativas (incluindo o trabalho em equipa), mas
a vertente sistematica e de cariz quantitativo de apoio a decisao
muito beneficiara de uma familiarizacdo efectiva com estes métodos.
De facto, a sua simplicidade esta associada um grande potencial de
aplicacao na resoluciao de problemas concretos. A maioria das fer-
ramentas acima indicadas vai ser descrita de forma detalhada nos
capitulos seguintes, com a excepc¢io dos fluxogramas, diagramas de
causa-efeito e formularios de recolha de dados/folhas de verificacao.
Por este motivo, e por apresentarem um interesse potencial muito

relevante, estas ferramentas serao brevemente descritas de seguida.

Fluxogramas/diagramas de blocos. A abordagem a qualquer
projecto de resolucdo de problemas ou de melhoria deve comecar
pela identificacao clara e analise cuidada do processo em causa. Tal
pode ser efectuado recorrendo a varias metodologias de mapeamento
das respectivas actividades, a mais simples das quais é o fluxograma.
Num fluxograma identificam-se as varias actividades e a forma como
estas se relacionam sequencialmente. A sua construcao ¢ feita a partir
de um conjunto de elementos basicos, de facil apreensio, tais como:
circulo/oval - inicio e final do processo; rectingulo — actividade;
losango — decisao (Figura 1.2). Com a sua ajuda, é possivel esta-
belecer a rede de actividades de um processo de uma forma clara,
constituindo uma mais-valia na partilha e disseminacido deste tipo
de informacao. Sao especialmente uteis nas fases iniciais de contacto

com um novo processo, ou na analise preliminar de um problema,
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onde o conhecimento disponivel é ainda escasso. Representando
o processo actual, tal qual ele é, um fluxograma permite também
questionar sobre a forma como as operacdes estdo correntemente
a ser conduzidas e identificar possiveis alteracdes no sentido de
o melhorar, através da sua simplificacao ou reorganizacao. Nesta
tarefa, ndo s6 os blocos de actividade sio questionados mas tam-
bém as ligacdes entre eles, que podem representar movimentacdes

desnecessarias, tempos de espera, inventario, etc.

Actividade 1 |€

A 4

Actividade 2 Actividade 4

N

Decisao

Actividade 3

Figura 1.2. Elementos fundamentais de um fluxograma.

Diagramas de causa-efeito. Os diagramas de causa-efeito permi-
tem identificar, de uma forma sistematica, focalizada e progressiva,
todas as potenciais causas que poderido estar por tras do problema
em analise. Sistematica, porque apds a necessaria clarificacao sobre
qual o problema a resolver, procuram cobrir, uma a uma, todas as

categorias de factores potencialmente envolvidos. Focalizada, dada a
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sua natureza visual e directa, que induz a convergéncia de esforcos
de toda a equipa de melhoria para o mesmo objectivo. Progressiva,
porque primeiro sio identificadas as causas de natureza genérica
(causas gerais: Maquinas, Materiais, Ambiente, Pessoas, Métodos,
Sistemas de Medic¢ido), passando-se depois para a identificacio das
causas que caiem nessas categorias (causas de nivel 1), e das causas
que as desencadeiam (causas de nivel 2), e assim sucessivamente até
se atingir um nivel de profundidade elementar que identifica clara-
mente uma origem possivel do problema (Figura 1.3.a). As causas
vao sendo assinaladas como indicado na Figura 1.3.b, num diagrama
que, na sua forma final, se assemelha a uma espinha de peixe, nome
pelo qual também é conhecido (outra designaciao possivel é ainda
o diagrama de Ishikawa).

O agrupamento hierarquico de falhas neste tipo de diagramas
nao tem de ser necessariamente sempre o mesmo. Quando se pro-
cura, por exemplo, controlar a variabilidade excessiva de uma ca-
racteristica de qualidade do produto final, o diagrama da Figura
1.3.b) pode ser util na identificacio dos principais factores indu-
tores da mesma. No entanto, por vezes ¢é util subdividir as falhas
consoante a sua localizacido no processo, especialmente quando
existem varias etapas envolvidas. Assim, o diagrama causa-efeito
deve ser construido da forma que mais efectivamente conduza a
respostas para o problema em andlise, independente da organizacio
adoptada. No entanto, a configuraciao apresentada na Figura 1.3.b
¢ de grande utilidade e usada com muita frequéncia na analise de

problemas de melhoria.
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Causa Geral Causa Geral Causa de Nivel 2
Causa de Nivel 3
Causa de Nivel 1
> Efeito (problema a resolver)
Causa Geral Causa Geral
a)
Sistemas Métodos Pessoas
de Medicao Procedi ) (operadores)

AN

— X x

SN .V S N

/. / Efeito
R—

R L

Ambiente

Materiais Maquinas
(Tecnologia)

b)

Figura 1.3. (a) Estrutura geral de um diagrama causa-efeito. (b) Exemplo de um
conjunto de causas gerais de utilizacdo comum na analise de projectos de melhoria.

Formuldrios de recolba de dados e folbas de verificacdo.

blemas ou d
ou aspectos

causa-efeito,

estabilidade,

Como se referira no Capitulo 3, a recolha de dados do processo é

um dos passos mais importantes num projecto de resolucio de pro-

e melhoria. Uma vez identificadas as possiveis causas
a melhorar, por exemplo através de um diagrama de

a sua avaliacao deve ser conduzida com base em in-

formacao fidedigna recolhida do processo. Sem dados crediveis nao
€ possivel estabelecer o nivel de desempenho actual do processo,

analisar as causas de uma forma informada e factual, aferir a sua

etc. Os formularios de recolha de dados (Figura 1.4.a)

sao documentos desenhados de forma a facilitarem as tarefas de re-
colha dos da

dos com interesse, de uma forma credivel, directamente
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no processo e por quem o opera. Devem por isso ser objecto de um
planeamento cuidado, onde se leva em conta niao s6 os aspectos for-
mais do documento, mas tudo o que envolve o sistema de recolha de
informacdo: Quem recolhe? O qué? Como? Quando? Durante quanto
tempo? — Estas sao algumas das questoes que tém de estar claramente
contempladas no plano de recolha de dados. Os dados a recolher
podem ser de natureza quantitativa, por exemplo, o nimero de defei-
tos de cada tipo encontrados, ou mesmo pictografica, indicando por
exemplo a localizacao dos defeitos observados (folhas de localizacao
de defeitos), de grande utilidade na identificacao de problemas de
qualidade numa ampla gama de produtos (vidros, sapatos, vestuario,
pintura de componentes, etc.; ver Figura 1.4.b). Os formularios de
recolha de dados podem ser disponibilizados em formato de papel
ou em plataformas digitais, tais como monitores tacteis. Outras fer-
ramentas relacionadas de grande utilidade sao as chamadas folhas
de verificacao confirmatoérias, ou check sheets. Estas visam assegurar
que um conjunto de procedimentos seja executado integralmente e
na ordem correcta, ou que nenhuma componente importante seja
esquecida. Sao particularmente relevantes em tarefas onde as con-
sequéncias decorrentes de uma falha siao sérias, actuando como um
mecanismo de garantia adicional. O seu uso requer porém treino e

disciplina, devendo ser executado como parte integrante do processo.

REGISTO DE DEFEITOS DE PINTURA

Data 1oss  Linhan® 3 Cor  Cinza  Cédigo dapeca 55XU

Decisio sobre pintura

Tempo Aceita Rejeita Defeitos / Observagdes

o0 xxx

orss xx x Bohadear

1020 xxx

17H20 xx x Transparéncia

Vidro de um automoével
Data Assinado por: X — defeitos detectados por inspecgdo visual

a) b)

Figura 1.4. (a) Exemplo de um formulario de recolha de dados. (b) Exemplo de uma
folha de localizacao de defeitos.
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Diagramas de Pareto. Sio essencialmente graficos de barras que
procuram colocar em evidéncia as causas de problemas dominantes.
Cada barra indica a intensidade de ocorréncia de um determinado
tipo de problema e, através da sua ordenaciao decrescente de magni-
tudes, as causas dominantes sao claramente identificadas. Observa-se
frequentemente que a maior parte dos problemas sio provocados
por um numero reduzido de causas: a separacao the importante few
versus the trivial many. Estas devem constituir o objecto prioritario
dos esforcos de melhoria, evitando a disseminacdo de recursos e
alavancando o impacto do seu investimento de uma forma mais
efectiva. A intensidade pode ser medida de diferentes formas, tal
como através da frequéncia com que cada falha sucede, ou através
dos custos totais associados a sua ocorréncia. Esta ferramenta sera

apresentada com mais detalhe na Seccido 4.3.2.

Histogramas. Um histograma fornece uma imagem clara de al-
gumas caracteristicas fundamentais da variabilidade exibida por
uma variavel do processo ou associada ao produto. Em particular
¢é possivel avaliar a tendéncia central, dispersao e forma da distri-
buiciao dos dados recolhidos. Com base nesta informacio, é desde
logo possivel aferir: se o processo esta centrado, i.e., se a sua ten-
déncia central esta alinhada com o valor nominal (o target); se esta
a produzir dentro das especificacoes (bastara sobrepor os limites
de especificacao ao histograma); e qual a forma da distribuicio de
valores, a qual pode indicar situacdes anémalas (por exemplo, um
histograma bimodal pode indiciar que existem duas populacdes
distintas de valores, o que pode significar, eventualmente, que ma-
quinas de duas linhas em paralelo estio a produzir produtos com
diferentes caracteristicas, ou que algo mudou no processo durante o
processo de amostragem). Uma vez que os dados apresentam varia-
bilidade, a forma do histograma pode também naturalmente variar

ligeiramente de amostra para amostra, especialmente se estas siao
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de dimensao reduzida. Por isso, é desaconselhavel sobre-interpretar
o seu conteido de uma forma muito precisa e exaustiva, devendo
em lugar disso, fazer-se uma descricio mais aproximada das varias
componentes de variabilidade exibidas. Esta ferramenta sera abor-

dada na seccao 4.4.1.

Graficos. A utilizacio de metodologias graficas é fundamental
na analise de qualquer problema. Com elas, procura-se apreender
rapidamente aspectos relevantes da variabilidade dos processos,
como a existéncia de relacoes entre variaveis processuais e varia-
veis de qualidade dos produtos (graficos de dispersao) ou padroes
de variacao ao longo do tempo das medidas recolhidas para as
caracteristicas dos produtos (graficos de tendéncia). Da sua analise
resulta um conhecimento mais profundo da operacido do processo,
bem como a identificacio de comportamentos a esclarecer e outros
a melhorar. Varias ferramentas graficas serao apresentadas no de-

curso do Capitulo 4.

Cartas de controlo. Estas ferramentas, de leitura simples, permi-
tem estabelecer se a variabilidade exibida pelo processo ¢ compativel
com aquela existente em condi¢des normais de operacao (processo
sob controlo estatistico), ou se alguma anomalia aconteceu e deve ser
assinalada e corrigida (processo fora de controlo estatistico). Apesar
de pertencerem ao grupo das 7 ferramentas basicas, sio aquelas cuja
construciao necessita de maiores conhecimentos técnicos para uma
compreensao completa de todas as suas implicacdes. No entanto, es-
tes aspectos teoricos nao transparecem na sua implementacao pratica,
a qual pode ser conduzida por qualquer operador adequadamente
treinado. Esta simplicidade é fundamental para a sua disseminacio
nas organizacoes e garante que os seus beneficios sejam atingidos,
em particular: a analise continuada da estabilidade do processo e

o evitar interveng¢des correctivas em excesso que, em lugar de re-
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duzirem a variabilidade, a aumentam. As cartas de controlo serio

descritas em detalhe no Capitulo 7.

A Figura 1.5 resume o conjunto das 7 ferramentas basicas da

Qualidade acima descritas.

Fluxograma

eldentifica a sequéncia de actividades e sua
interacgio;

eTraduz o conhecimento atual sobre o processo;
ePermite identificar aspetos a melhorar.

Formulirios de recolha de dados e “check sheets”

[, P ———
ecuosabr s
g acata R Duteos obsanacses

« Simplifica e sistematiza a recolha de dados;
 Todo o processo de recolha deve ser bem planeado
e validado antes de ser colocado em pratica.

Diagrama de Pareto

os mais significativos cuja
resolugdo é prioritaria;

eDeve ser construido inicialmente, antes do processo
de melhoria, ¢ depois, durante a sua implementagdo,
até que se atinjam niveis satisfatérios de qualidade.

Cartas de Controlo

XoarR

ePermitem monitorar a estabilidade do processo ao
longo do tempo;

Previnem a intervengao excessiva dos op
no processo, com o consequente aumento de
variabilidade;

«Detetam tendéncias e situagdes anomalas a corrigir.

Diagrama de Causa-Efeito ou de Espinha de Peixe

Sistemas Métodos Pessoas
de Medigao (Procoaimentos) (Operadores)
E 7 - Efeito
Ambiente Materiais Maquinas
(Tecnologia)

R o sistemtica e hi das causas que podem desencadear
um determinado efeito (problemay);
ePermite identificar as dreas potencialmente problematicas relativamente as

quais deve ser recolhida ¢ analisada mais informagdo.

Histograma

Histogram of Tensio de rptura

 Evidencia a tendéncia central dos dados recolhidos do processo, sua
dispersdo e forma da distribuigao;

 Permite analisar a capacidade do processo em cumprir as especificagdes e
identificar situagdes andmalas na distribuicdo dos dados.

Grificos
26+
a)
s 20
5 0t :
% s 10 2 14
x1

ePermitem escrutinar aspetos importantes da variabilidade dos dados, como a
existéncia de relagdes entre varidveis ou os seus padrdes de variagdo ao longo
do tempo;

A sua utilizagdo € altamente aconselhada nas fases iniciais de andlise do
problema.

Figura 1.5. As 7 ferramentas basicas da Qualidade.
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A semelhanca das 7 ferramentas basicas da Qualidade, a iniciativa
seis sigma visa também catapultar as organizacoes para padroes mais
elevados de desempenho, abordando problemas mais profundos e
abrangentes com que elas se deparam. As suas cinco fases serdao

brevemente descritas na secciao seguinte.

1.4. O roadmap do seis sigma

A implementacio de um projecto seis sigma compreende cinco
fases essenciais que constituem o chamado roadmap do seis sigma
(o roadmap é um percurso num mapa, com pontos de referéncia
e metas devidamente assinalados). Estas fases podem ser percor-
ridas uma ou mais vezes, de forma iterativa, até que uma solucao
adequada seja encontrada para o problema ou projecto de melhoria
(Figura 1.6). As cinco fases do seis sigma, usualmente designadas

pelo acrénimo inglés DMAIC, sao as seguintes:

Control
(Controlo)

Define Measure Analyse Improve
(Definigao) (Medigdo) (Analise) (Melhoria)

Solugdo
satisfatoria2,

Figura 1.6. As cinco fases que constituem o roadmap (DMAIC) do seis sigma.

Fase 1. Define — Definir. Seleccionar o problema relevante a re-
solver e defini-lo rigorosamente de uma forma operacional e passivel
de ser medida. Nesta fase estabelece-se o ambito e as fronteiras
do sistema a analisar, define-se o que deve ser considerado como
defeito, forma-se a equipa de melhoria e atribuem-se responsabilida-
des. Estima-se ainda, de uma forma rigorosa, o impacto econémico
esperado do projecto e obtém-se a aprovacio e comprometimento

da gestiao de topo para a sua execucgio.
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Fase 2. Measure — Medir. Estabelecer os sistemas de medicao
adequados e adquirir dados sobre o estado actual das operacoes
e indicadores de desempenho do processo. Apds analisar e mape-
ar o processo, identificam-se as suas variaveis de entrada e saida,
descrevem-se relacoes causa-efeito conhecidas, estabelecem-se e
caracterizam-se os sistemas de medicio e determina-se a capacida-
de do processo actual (em cumprir as especificacdes que o produto/

servico deve respeitar).

Fase 3. Analyse — Analisar. Procurar as fontes de variabilidade
que estao a interferir no desempenho do processo de uma forma
mais significativa. Estuda-se o contributo de cada variavel de en-
trada na variabilidade apresentada pelas variaveis de saida e pelos
indicadores de desempenho, procurando-se identificar aquelas com
maior importancia. Para tal, analisam-se as componentes de variabi-
lidade usando varias metodologias de analise exploratoria de dados,
constroem-se modelos entre variaveis de entrada e saida e conduzem-

-se os testes confirmatérios (ou testes de hipoteses) adequados.

Fase 4. Improve — Melhorar. Eliminar ou mitigar os efeitos das
principais fontes de variabilidade no desempenho do processo.
Confirma-se a importancia das varidveis criticas e o seu efeito nas
variaveis de saida e no desempenho do processo. Procede-se ao
ajuste dos niveis das variaveis de entrada no sentido de optimizar
o processo e reduzir a variabilidade apresentada pelos indicadores

de desempenho.

Fase 5. Control — Controlar. Desenvolver os mecanismos neces-
sarios para manter o nivel superior de desempenho alcan¢cado na
fase de melhoria. Estabelece-se e implementa-se o plano de controlo.
Analisa-se a estabilidade do processo nas novas condicdes de ope-

racao. Monitoriza-se a consolidacdo das alteracoes efectuadas.
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1.5. Organizacao do livro

A natureza metodolégica sequencial proposta no seis sigma per-
mite enquadrar adequadamente as diversas metodologias de indole
estatistica de acordo com a sua funcido ou utilidade na pratica, em
actividades de resolu¢io de problemas ou melhoria de processos.
Neste sentido, os métodos estatisticos abordados nesta monografia
serdo também apresentados de acordo com a sequéncia DMAIC.
Pretende-se assim nio s6 facilitar a tarefa de estudo e consulta para
pessoas envolvidas nestas actividades, mas também proporcionar
uma exposicio direccionada para a pratica dos varios conceitos e
métodos, no sentido de estabelecer rapidamente a ponte entre fer-
ramentas e o seu uso adequado.

Desta forma, o Capitulo 2 é dedicado a fase de Defini¢cdao. Ainda
que nio seja efectuada qualquer referéncia extensiva a metodologias
estatisticas neste capitulo, a sua importancia estruturante justifica
integralmente a sua inclusio nesta monografia orientada para uma
aplicacao enquadrada dos métodos estatisticos. De facto, qualquer
projecto de resolucio de problemas ou de melhoria de processos,
quer envolva métodos estatisticos ou nio, deve sempre comecar
pela definicdo precisa e cuidada do seu ambito e objectivos, bem
como com o estabelecimento de todas as condi¢Oes necessarias a
sua implementacio.

O Capitulo 3 ¢é dedicado a implementacao de sistemas de mediciao
e a sua avaliacdo criteriosa no sentido de aferir a adequabilidade ao
propésito que estes visam cumprir (fase de Medicao). Em particular
faz-se referéncia as metodologias de analise da Repetibilidade e
Reprodutibilidade (R&R) de sistemas de mediciao e a determinacio
da incerteza de medicoes.

Os Capitulos 4 e 5 cobrem as metodologias da fase de Analise.
Uma vez que é nesta fase que se encontra a maior quantidade de

metodologias estatisticas passiveis de serem utilizadas em projectos
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seis sigma, houve a necessidade de as organizar em dois capitulos.
O Capitulo 4 destina-se a apresentacio das metodologias de anilise
exploratéria de dados ou estatistica descritiva. Neste faz-se referén-
cia aos métodos fundamentais que permitem explorar o conteudo
informativo potencial dos dados, no que respeita a frequéncia de
ocorréncias, distribuicio de valores, padrdes de variacdo ao longo
do tempo e associacdes entre variaveis. Especial énfase é colocada
nos métodos graficos, dada a facilidade que proporcionam na analise
das varias componentes essenciais da variabilidade. Por outro lado,
no Capitulo 5 faz-se referéncia as técnicas confirmatérias (ou de in-
feréncia estatistica), onde o propoésito é o estabelecimento formal de
estimativas de grandezas em analise ou a tomada de decisao sobre
determinados aspectos do processo. Neste sentido, sio referidas
diversas metodologias de estimacao, teste de hipoteses (paramétri-
cos e nao-paramétricos), bem como é apresentada a metodologia de
regressdo linear (simples e multipla).

O Capitulo 6 aborda a actividade de Melhoria, nele sendo feita re-
feréncia as metodologias de planeamento estatistico de experiéncias,
nomeadamente aos planeamentos factoriais e factoriais fraccionados.

No Capitulo 7, descrevem-se as metodologias de controlo es-
tatistico de processos de uso mais comum (cartas tipo Shewhart)
para monitoriza¢io de uma grandeza ou varias simultaneamente, ao
longo do tempo. Abordam-se ainda os estudos de caracterizacio da
capacidade de processos (em cumprir as especificacdes impostas) e
apresentam-se os principais indices utilizados neste contexto.

Finalmente, no Capitulo 8 apresentam-se sugestoes de leituras
adicionais que complementam a exposicio dos temas focados neste
livro, bem como outras solucdes recomendadas ao nivel do software

disponivel para apoiar as varias fases de um projecto seis sigma.
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CAPITULO 2 - DEFINIGAO

2.1. Introducao

Como a propria designaciao indicia, nesta fase procede-se a uma
definicao rigorosa do problema a abordar. A fase de Definicdao €
focada em aspectos passiveis de serem operacionalizados e medidos
e inclui uma delimitacdo clara das fronteiras do sistema a analisar,
confinando claramente a area de intervencao. Embora nao se trate
de uma etapa onde as metodologias estatisticas assumam um papel
particularmente activo, é nela que se define, de uma forma sistema-
tica e clara, o problema a resolver e se estrutura o modo segundo o
qual este vai ser abordado ao longo das fases seguintes.

Adicionalmente, todos os recursos a afectar ao projecto sio con-
solidados e os diversos papéis e responsabilidades atribuidos aos
varios elementos da equipa. E pois evidente que se trata de uma
fase fundamental na implementa¢cio do programa de melhoria, na
medida em que visa assegurar nio s6 que todas as condicoes ne-
cessarias estejam presentes no inicio do projecto mas também que a
implementacio das fases seguintes é consequente e eficaz. Quando
nio existe um projecto prioritirio previamente identificado, o pro-
cesso sistematico de definicio comeca com a sua seleccdo cuidada
e criteriosa. A Figura 2.1 propde uma sequéncia de passos para a

operacionalizacio da fase de Definicio.



Defini¢do Selecgdo usando Descri¢do mais
(SMART) dos 3 critérios e 3 detalhada do

projectos ponderagdes projecto

em andlise pré-estabelecidos selecionado

Formagdo
> daequipa |

de melhoria

Folha do projecto

(project charter) Spoecee

Figura 2.1. Sequéncia de passos da fase de Definicao de um projecto seis sigma.

2.2. Seleccio do projecto

Uma das caracteristicas distintivas da iniciativa seis sigma € a sua
operacionalizacao na forma de projectos delimitados no tempo (um
horizonte frequentemente referido como tipico € de 6 meses, embora
nio se trate de uma regra geral) e com objectivos quantificados e
orientados para os resultados finais da empresa. Quer exista um
ou varios problemas ou actividades de melhoria identificados como
potencialmente interessantes, o primeiro passo consiste em proceder
a uma caracterizacao sumaria de cada um. Esta breve descricao deve
ser suficiente para potenciar uma percepc¢io imediata do que se trata
e qual o seu ambito, bem como deve incluir uma quantificacao das
ocorréncias e seu impacto nos resultados da empresa. A linguagem
a usar deve ser simples e os aspectos técnicos mantidos ao minimo,
para que o seu conteudo possa ser analisado e avaliado por pessoas
com formacdes de base distintas. Uma forma de avaliar se a espe-
cificacao do problema é adequada, passa por verificar se respeita
os principios SMART: Specific (especifico e objectivo), Measurable
(quantificavel), Achievable (passivel de ser resolvido com recurso aos
meios disponiveis), Relevant (relevante para a empresa, sua missao
e objectivos), Time bounded (o horizonte temporal esta definido). Os
principios SMART sio vilidos quer na especificacao de um problema/
actividade de melhoria, quer no estabelecimento dos objectivos a
atingir, como consequéncia da implementacio bem-sucedida do pro-
jecto. Uma ilustracdo de um possivel objectivo SMART ¢€ a seguinte:
“reduzir a taxa de rejeicdes do produto A, na linha de producao 1,

de 5% para 1% até ao final de Dezembro de 2016”.
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Para a seleccdo do projecto a considerar, € importante comecar
por calcular ou estimar os custos totais da qualidade decorrentes
da manutencao da situacdao actual identificada. Tratam-se dos cus-
tos envolvidos na reparacdo de defeitos, material rejeitado, sucata,
devolucgdes de clientes, actividades de inspeccido e teste, entre ou-
tros. Normalmente estes custos sio agrupados segundo custos de
qualidade ou conformidade, quando se destinam a assegurar que 0s
produtos distribuidos respeitam as suas especificacdes (como as ac-
tividades de prevencao, inspeccio e teste) e custos de ndo-qualidade
ou ndo-conformidade, quando resultam do impacto decorrente da
producido e uso de produtos nio-conformes (reparacgdes, sucata,
devolucodes, etc.), bem como do custo envolvido em exceder os
requisitos do produto. A categoria de custos em questio deve ser
identificada e o seu impacto financeiro nos resultados da empresa
avaliado e incluido na definicio do problema.

Os custos da qualidade acima referidos ou outros aspectos criti-
cos sobre os quais se pode elaborar um projecto seis sigma afectam
os indicadores de desempenho utilizados pela organizacio. O seu
impacto deve ser estimado e incluido na descricio do problema,
bem como aquele resultante da accio de melhoria que o projecto
visa implementar. Esta informacao é da maior releviancia para os
decisores (usualmente a gestao de topo) avaliarem e decidirem sobre
quais os projectos prioritarios e que devem avancar rapidamente,
e quais aqueles que permanecem em espera ou sdo descartados.
O processo de decisao pode ser conduzido de forma mais sistematica,
por exemplo incluindo a avaliacdo de varios aspectos a considerar
numa escala de 0 a 9, e tomando a sua média ponderada como indice
de mérito do projecto que servira de comparacio com os demais.
Aspectos passiveis de serem considerados incluem, por exemplo, o
nivel de acolhimento do projecto na organizacdo e a existéncia de
pessoas motivadas para participar na referida melhoria, os benefi-

cios estimados para clientes, investidores, colaboradores e outras
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partes interessadas (fornecedores, populaciao — através dos aspectos
ambientais, etc.), disponibilidade de recursos para além da equipa,

esforco exigido ao black belt, tempo de execucdo, entre outros [3].

2.3. Descricdo do processo

Seleccionado o problema a abordar, o passo seguinte consiste em
ganhar mais familiaridade com o processo que lhe esta subjacente.
Nesta fase € util construir e analisar mapas do processo incorporan-
do as suas varias fases, fluxos de materiais e informacio, passos de
decisao, entre outros. Tal permitirda ndo s6 conhecer mais sobre o
problema, mas também identificar os passos criticos e quem devera
pertencer a equipa de melhoria por estar envolvido nos mesmos.
Neste sentido, os fluxogramas, descritos no capitulo anterior, sio uma
ferramenta muito util, assim como o chamado SIPOC, acréonimo de
Suppliers — Inputs — Process — Outputs — Customers (i.e., Fornecedores
— Entradas — Processo - Saidas — Clientes). O SIPOC proporciona
uma descricdo de baixa resolucio de um processo, indicando no
entanto informac¢ao bastante util sobre o mesmo, nomeadamente:
quem fornece (os suppliers ou fornecedores) as entradas (e quais
sdo estas) ao processo (indicando as suas principais fases), o qual
produzira um conjunto de saidas (mais uma vez se indicam quais)
destinadas a diferentes destinatdrios (customers ou clientes num
sentido mais abstracto do termo). A Figura 2.2 jlustra uma analise
SIPOC para um processo de facturacao. Nesta identificam-se quem
sdao os fornecedores de “entradas” (operacdes, vendas, contabilida-
de, legislacao), e o que cada um fornece (data de entrega, dados
do cliente, termos de pagamento, regras do IVA, respectivamente),
qual o processo a que as entradas sao submetidas (indicado pela
sequéncia de blocos), as saidas que este processo produz (factura,

data de pagamento, dados das vendas e dados do IVA), e a quem
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se destinam (clientes, contabilidade — seccao de cobrancas, vendas

e Ministérios das Financas, respectivamente).

Suppliers Inputs Process Outputs Customers
Operagdes Data de entrega Factura Clientes
Dados do Data de Contabilidade
Vendas cliente pagamento — Cobrancas
Termos de Emiss&o do Dados das
Contabilidade pagamento recibo vendas Vendas
Legislacao Regras do IVA Dados do IVA Financas
Verificar - Colocar Enviar dados
termos do Escrever Imprimir endereco e para as
cliente factura factura enviar factura vendas

Figura 2.2. [lustracio de uma analise SIPOC para um processo de facturacio.

2.4. Formacao da equipa de melhoria

Um dos aspectos criticos para o sucesso de um projecto seis sig-
ma passa pela capacidade de formar uma equipa de melhoria que
reuna elementos das varias partes do processo onde o problema se
manifesta, e juntar os apoios e suporte necessarios para a sua exe-
cucao. Uma vez identificado o problema e descrito sumariamente o
processo, deve-se proceder a uma andlise dos stakebolders, i.e., das
pessoas que estdo envolvidas, sao afectadas ou tém algum tipo de
interesse no referido processo. Exemplos de stakebolders comuns
incluem: operadores e gestores de processo (de todos os turnos),
clientes (internos e externos; um cliente interno é o receptor das
saidas de uma dada actividade ou processo dentro da empresa, en-
quanto o cliente externo € o consumidor a quem o produto final é
dirigido), fornecedores (internos e externos), projectistas, equipas

de manutencao e logistica, entre outros. Esta analise permite ava-
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liar quem devera ser incluido na equipa de projecto no sentido de
contemplar todas as fases relevantes do processo em andilise, bem
como desenhar uma estratégia de comunicacao adequada com outros
agentes que, nao pertencendo a equipa de melhoria, tém interesse
no processo ou nos seus resultados, podendo afectar positiva ou
negativamente o desenrolar do mesmo. Embora esta actividade seja
conduzida muitas vezes de forma tacita e natural, é possivel fazé-
-lo de um modo mais sistematico minimizando a possibilidade de
nio contemplar elementos importantes na equipa e a ocorréncia de
falhas na estratégia a seguir no projecto. Uma forma de o conseguir
consiste em identificar as varias pessoas envolvidas, afectadas ou

com interesses e classifica-las segundo dois critérios:

* Poder ou nivel de impacto potencial que podem ter no evoluir
do projecto: alto/baixo;

* Posicionamento face a evolu¢iao do projecto (a favor/contra).

Neste contexto, a Figura 2.3 resume as varias situacoes que po-
dem surgir. Se uma pessoa possui um elevado impacto potencial
no projecto e € favoravel ao mesmo, é considerado um elemento
valioso e deve ser envolvido nas actividades, se tal for possivel. No
entanto, se for tendencialmente desfavoravel, deve-se desenvolver
uma estratégia de comunicacio de forma a manté-lo satisfeito e
evitar que constitua um elemento de bloqueio. Ja para pessoas com
baixa influéncia sobre o projecto as preocupacdes sio menores,
devendo-se no entanto manter informados aquelas de opiniao fa-
voravel ao mesmo.

A adopc¢ao da estratégia de comunicacio para cada stakeholder
identificado passa pela definicao do formato a usar (e-mail, contac-
to pessoal, reunides da equipa, relatérios regulares, etc.), de quem
deve ser o responsavel por fazer a comunicacio e a sua gestao, e

quais as acgoes necessarias para que ele disponha da informacao
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que necessita ou acha relevante. Desta forma procuram-se minimizar
interferéncias negativas no evoluir do projecto, reunindo os apoios

tacitos e explicitos que lhe fornecerao momento e eficacia.

o . Manter | -
== . . mportante
g <| satisfeito P
Q
E
~
—
()]
3 Esforco Manter
a @ minimo satisfeito
Desfavorével Favoravel
(elemento de bloqueio) (apoiante)

Posicionamento

Figura 2.3. Analise de stakebolders.

Os colaboradores identificados neste processo para integrarem
a equipa de melhoria, terdo papéis e responsabilidades bem de-
finidos. Num projecto seis sigma existem designacdes especificas
para cada categoria de intervenientes. Assim, o nucleo operacional
de melhoria é formado por um Black Belt, usualmente dedicado a
100% ao projecto, e por varios Green Belts com competéncias espe-
cificas nas varias partes relevantes do processo. A equipa recebe o
apoio da administracao através de um gestor de topo, designado por
Champion do projecto, que acompanha a selec¢io do projecto e a
sua evolucido, actuando quando necessario no sentido de facilitar a
sua execucdo e remover barreiras que eventualmente surjam. Deve
existir também ligado a equipa um responsavel com capacidade de
decisdo nos processos em analise (Project Owner), fundamental para
a realizacdo das modificacdes necessarias assim que haja evidéncia
sobre as vantagens associadas, bem como um Master Black Belt,
que proporciona apoio técnico em questdoes metodolégicas e/ou de

analise mais complexa.
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2.5. A folha do projecto seis sigma (project charter)

A folha do projecto (project charter) apresenta de uma forma
clara e sumadria, os aspectos chave da definicao do problema e um
planeamento calendarizado dos passos principais da sua execucao.
Trata-se de um documento de uma pagina, que permite a todos os
stakebolders tomarem conhecimento sobre o projecto e recolher a
sua concordancia e apoio formal.

Um project charter tipico inclui a maioria dos seguintes elementos:

* Titulo do projecto

* Equipa de melhoria e definicao da sua estrutura (papéis)

* Descricio do problema

* Objectivo

o Ambito/processo

* Beneficios para o cliente

* Stakebolders mais importantes

e Indices de desempenho a usar, seu nivel actual e futuro

* Calendarizacdo das fases do projecto seis sigma

* Assinatura dos responsaveis pelo projecto, gestores de topo e

responsavel pela gestao financeira da unidade.

No Apéndice 1 € apresentado um exemplo de uma possivel folha
de projecto.

Concluida a fase de Definicdo, o projecto avanca rapidamente
para a fase seguinte, de Medicido. Nos capitulos seguintes deste livro,
apresentam-se as ferramentas de indole estatistica fundamentais em
cada uma das fases do roadmap seis sigma, deixando para outras
referéncias os aspectos mais estratégicos e de gestio de pessoas
4, 3, 5, 6.
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CAPITULO 3 - MEDIGCAO

3.1. Introducao

Nesta fase, estabelecem-se os procedimentos de recolha de da-
dos, que permitirdao estabelecer uma base factual e objectiva para
analisar o problema em questio. “Medir € saber”, ou, pelo menos,
niao existe conhecimento sobre um processo sem medicdes adequa-
das. Através da medicdo é possivel caracterizar o estado actual do
desempenho do processo, i.e., o nivel com que este estid a atingir
os seus objectivos. Por outro lado, s6 assim € possivel avaliar se no
futuro este melhorara, permanecera essencialmente igual ao actual,
ou estara pior. Sem medicdes, esta simples avaliacao seria muito
dificil ou mesmo impossivel. Os dados recolhidos permitem ainda
analisar as variaveis de entrada e de saida que assumem maior re-
levancia no funcionamento do processo, o que constitui a “matéria-
-prima” fundamental para projectos de diagndstico e resolu¢io de
problemas ou de melhoria de desempenho de processos. Este facto
esta bem presente na seguinte expressao da autoria de G.E.P. Box
(1919-2013): “the operation of any system generates information on
bow it can be improved”.

O papel fundamental dos dados recolhidos na forma como se
gera conhecimento e compreensiao sobre o processo, aparece evi-
denciada na Figura 3.1. Na base da escada esta a recolha adequada
de dados do processo. Esta recolha implica desde logo a seleccao

e implementacio de sistemas de medicio adequados para os ob-



jectivos a atingir. Estes permitirdo a recolha de dados, a qual pode
ser conduzida quer de uma forma passiva, através da observaciao
da operaciao normal do processo (dados observacionais), ou activa,
realizando perturbacdes controladas e adequadamente planeadas
(por exemplo através de um planeamento estatistico de experién-
cias). Os dados assim recolhidos, apés adequadamente compilados
e sistematizados, formam um corpo de informacio util sobre o
processo. Da acumulacido e analise desta informacao, muitas vezes
efectuada de forma tacita (a chamada “experiéncia” caracteristica
dos operadores e de outros profissionais especializados), resulta o
conhecimento necessario para operar o processo de forma adequada.
Quando este conhecimento de base empirica é complementado por
um outro de natureza tedrica sobre os mecanismos fundamentais da
natureza, pode dai resultar a compreensao sobre o processo, se am-
bos poderem de facto ser compatibilizados de uma forma coerente.
Este € o nivel mais elevado que se pode atingir na abordagem a um
processo: a sua compreensio integral e completa. Estando ciente de
que se trata de algo muito dificil de atingir na sua plenitude, é no
entanto perfeitamente possivel alcancar patamares de compreensao
suficientes para desenvolver actividades de melhoria com importantes
impactos nos resultados.

Note-se que existe uma diferenca fundamental entre conbecimento
e compreensdo do processo. O conhecimento permite antecipar o
que é esperado acontecer no processo quando uma dada accio ¢é
efectuada, pois esta pertence ao conjunto de situacdes com que uma
pessoa ja foi confrontada e observou o seu desfecho. Neste sentido,
um operador experiente, foi treinado e presenciou uma variedade
de cenarios que lhe conferem um amplo conhecimento sobre o com-
portamento do processo perante accoes tomadas anteriormente. No
entanto, nio sera capaz de, com igual seguranca e eficacia, avaliar
o impacto de alteracdes nido efectuadas anteriormente. Tal reque-

reria uma compreensao profunda do funcionamento do processo,
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que transcende a sua experiéncia originaria da realidade observada
durante os regimes tipicos de operac¢ido. Para extrapolar ou conside-
rar a possibilidade de fazer as coisas de forma diferente do que até
entao foi tentado, o conhecimento nao basta. Para tal, é necessario
compreender o processo. Perceber porque este se comporta como
presenciado — porque tais ac¢Oes desencadeiam tais efeitos —, e
como se comportaria se algo de novo fosse tentado. Compreender,
incorpora assim a capacidade de explicar o que até entao foi ob-
servado e é conhecido, mas também antecipar correctamente o que
ainda nio o foi. Se o conhecimento ¢é suficiente para conduzir um
processo de forma eficaz e consistente, ja nio o é para orientar,
s6 por si, novas formas de operacio e producido. Neste sentido, €
possivel produzir com base no conhecimento, mas inovar requer,
de facto, a compreensio dos fenémenos dominantes no processo, e
como estes sao afectados pelas diversas variaveis de entrada, quer

estas sejam manipulaveis, ou nio.

Compreensado - > Inovagao

Principios fundamentais da Formacg&o &
natureza e dos fendmenos Trabalho em Equipa

Conhecimento =-----------reeemeceeeans » Operagao

|Acumu|agéo & Analise |

InforrFagéo —T

| Compilagédo & Sistematizagdo |

Dados Q

Sistema de Medigao

Processo

Figura 3.1. A escada do conhecimento e compreensio de processos.

A Figura 3.1 também pode ser interpretada ela propria como

um processo, onde as actividades de operacao e melhoria/inovacao
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sdo resultado do adequado processamento das entradas originarias
do proprio processo e do conhecimento a priori de cariz tedrico e
fundamental sobre os fenémenos que nele estio em curso.

A fase de recolha de dados do processo, localizada na base
do percurso esquematizado na Figura 3.1, tem uma importancia
decisiva no resultado das actividades posteriores. Se o sistema de
medicdo nao for adequado e a sua implementacio nao for bem
planeada e conduzida, a informacido relevante sobre o processo
podera niao ser recolhida. Se tal ocorrer, nio ha forma de poste-
riormente recuperar dos dados o que neles, de facto, nio existe.
Nenhum método de analise de dados ¢é suficientemente sofisticado
para recriar uma realidade passada. Trata-se do principio GIGO
(do inglés “garbage in, garbage out”, que significa algo como “se
entra lixo, saird lixo”). E assim fundamental considerar a fase da
seleccio e caracterizacao de sistemas de medicio com a atenc¢iao
que a sua importancia merece, bem como a forma como estes
serao usados no futuro para atingir os objectivos para os quais
foram desenvolvidos. Nas seccoes seguintes abordam-se métodos
de analise e caracterizacio de sistemas de medicio que podem ser

muito Uteis nesta tarefa.

3.2. Anailise e caracterizacao de sistemas de medicao

Um “sistema de medicao” € o conjunto de todos os procedimen-
tos de recolha, tratamento e processamento da amostra, geracio de
medi¢des com a instrumentaciao adequada e calculos efectuados, que
resulta no final, num valor (medi¢do) para a entidade em analise.
E pois o processo completo de obtencio de uma medicio para uma
entidade especifica.

Um valor medido nao é necessariamente o resultado de uma

medig¢do. O resultado de uma medicao, pode ser a média de varios
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valores medidos, ou envolver outro tipo de operacoes a efectuar, as
quais deverao estar claramente identificadas e descritas no protocolo
do sistema de medicdo. Em qualquer caso, a qualidade do resultado
de uma medicido é caracterizada pela sua incerteza. E por isso im-
portante saber qual a incerteza associada aos resultados produzidos,
para que se possa avaliar se esta é compativel com os requisitos
impostos ao sistema de medicdao, decorrentes dos objectivos a atingir
com a sua implementacio.

A capacidade de um sistema de medicdo é caracterizada pelas

seguintes grandezas:

* Exactidido. Nivel de aproximaciao entre o valor medido e o
valor de referéncia aceite (ndo se devera utilizar a designa-
cao de valor verdadeiro em geral, pois na maior parte das
situacoes este é desconhecido e impossivel de conhecer com
rigor absoluto).

* Desvio sistematico (“measurement bias”) ou erro de jus-
teza. Estimativa do erro sistematico, dada pela diferenca
entre a média dos valores medidos e o valor de referéncia
aceite.

* Incerteza/precisio. Nivel de proximidade entre medi¢oes
repetidas efectuadas em condi¢oes idénticas. O uso do termo
“precisao” tende a ser desaconselhado, em virtude da fre-
quente confusao com outros termos, como exactidio. O termo
incerteza é recomendado em seu lugar.

* Sensibilidade. A variaciao do valor fornecido pelo equipamento,
por unidade de variacao da grandeza a ser medida.

e Limiar de deteccdao. O mais pequeno valor da grandeza a ser
medida passivel de ser detectado pelo sistema de medicao.

* Resolucdo. A menor variacao na grandeza a medir, que ori-
gina uma variacdo perceptivel nos valores fornecidos pelo

sistema de medicao.
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* Estabilidade. Diz respeito a variacao das propriedades me-
trolégicas ao longo do tempo, como o erro (ou desvio)
sistematico (“bias”).

* Linearidade. Relativo a variacdo do erro sistematico ao longo
da gama de medicao. Trata-se portanto de uma componente

sistematica de incerteza do sistema de medicao.

Um sistema de medicao deve ser estavel, sem desvios sistematicos
(“bias”), apresentar a sensibilidade necessaria (capaz de detectar as
variagdes minimas consideradas como significativas na analise do
produto ou do processo em causa) e a sua variabilidade intrinseca
(incerteza) deve ser pequena relativamente a variabilidade do pro-
cesso. Embora todas estas caracteristicas devam ser consideradas na
analise de um sistema de medic¢ido, os principais desafios centram-
-se normalmente na especificacio da variabilidade introduzida pelo
sistema de medicao, i.e., na sua precisio ou incerteza. Relativamente

a esta, procura-se distinguir duas componentes fundamentais:

* Repetibilidade. E a variabilidade nas medi¢cdes obtidas em
idénticas condi¢des (mesmo equipamento, operador e amostra),
obtidas num curto intervalo de tempo. E também usualmente
designada por variacio do equipamento, VE, pois corresponde
a variabilidade introduzida pelo sistema de medicao.

* Reprodutibilidade. Designa a variabilidade obtida quando um
ou mais factores (operador, equipamento, ambiente, método)
estiao a variar. Em estudos R&R este termo esta associado a va-
riabilidade induzida pelo operador (para o mesmo equipamento

e amostra). Designa-se por isso de variacio do operador, VO.

Neste contexto, a variacdo total induzida por um sistema de
medicao resulta da combinaciao da sua repetibilidade e reprodu-
tibilidade (VE e VO, respectivamente), sendo designada por R&GR
(Figura 3.2).
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Repetibilidade (VE)

Reprodutibilidade (VO)

R&R (combinacgdo de VE e VO )

Figura 3.2. As componentes de repetibilidade e reprodutibilidade de um sistema
de medicio.

As restantes caracteristicas na lista anterior sio de tratamento
mais acessivel [7], ou nao limitam usualmente a capacidade apre-
sentada pelo sistema de medicio (embora o possam fazer quando
as componentes dominantes ja foram optimizadas, devendo em tais
circunstancias ser também objecto de um estudo detalhado, se ne-
cessario). A capacidade de um sistema de medicio é uma medida
da sua adequacido ao propoésito a que se destina. Um sistema com
uma boa capacidade de medicao, apresenta uma resolucao ou poder
discriminativo suficiente para distinguir variacoes processualmente
relevantes. A sua incerteza ou variabilidade deve pois ser suficiente-
mente pequena quando comparada com a gama de valores a avaliar
(a chamada tolerancia do processo ou do produto). Na sec¢io seguin-
te, abordam-se metodologias para caracterizar as suas componentes

de repetibilidade e reprodutibilidade.
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3.3 Estudos de repetibilidade e reprodutibilidade (R&R)

Num estudo de repetibilidade e reprodutibilidade (R&R), carac-
teriza-se o sistema de medicao do pronto de vista da sua incerteza
ou precisiao. Nestes estudos, o planeamento das experiéncias é efec-
tuado de forma a controlar ou limitar ao minimo todas as fontes
de variabilidade com excepcio daquelas que se pretende avaliar:
a variabilidade inerente ao sistema de medicao (repetibilidade), ao
operador (reprodutibilidade) e ao processo. De uma forma simples o
estudo consiste em recolher varias amostras caracterizando a varia-
bilidade normal do processo, as quais serao analisadas varias vezes,
em momentos diferentes, por diferentes operadores. Normalmente,
cada operador efectua varias sequéncias de medicdes de todas as
amostras. As sequéncias nao devem ser realizadas todas de seguida,
e em cada uma delas a ordem das amostras deve ser aleatorizada.
Este procedimento é descrito com maior detalhe nesta seccio, e
permite estimar as varias componentes da variabilidade exibida pela
totalidade das medic¢oes recolhidas, nomeadamente as originarias do
sistema de medicao, operador e processo. Com base nestas compo-
nentes, é finalmente possivel caracterizar a capacidade do sistema
de medicio em cumprir os fins a que se destina.

A variabilidade introduzida pelos sistemas de medicio e ope-
radores que os manipulam, inflaciona a variabilidade medida do
processo e conduz a uma sub-avaliacao da sua capacidade real
(consultar a Seccao 7.8, relativamente ao conceito de capacidade
do processo). Tratando-se de um indicador muito importante na
avaliacio do desempenho dos processos (e logo da empresa), uma
sub-avaliacao da sua capacidade, devido a limitacdes do sistema de
medicao é, também por esta razido, algo indesejavel e a evitar. Este
efeito € ainda mais notério em processos com elevado desempenho.
Nestes, a capacidade real é mascarada numa maior extensio pela

variabilidade devido as componentes R&R [8].
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Antes do inicio de um estudo R&R, deve-se assegurar que um
conjunto de actividades e pressupostos estio correctamente imple-

mentados, nomeadamente:

* Os instrumentos de medicio devem estar calibrados antes
do inicio do estudo, e nao devem ser recalibrados durante
o mesmo, para evitar a adicao de mais uma fonte de varia-
bilidade no estudo.

* O numero minimo de operadores a incluir é dois. No entanto,
o recurso a trés ou quatro operadores € aconselhado, para
garantir maior confianc¢a nas estimativas produzidas. Os ope-
radores devem ser sempre escolhidos de entre aqueles que
efectivamente irdo efectuar as medi¢des no futuro. Quando
um equipamento nao requer a intervencio de um operador,
a analise deve ser conduzida como se se tratasse de um so6
operador (o que, em termos praticos, s6 permite estimar a
componente de repetibilidade).

* O ndamero de amostras deve ser 10, se tal for possivel e pratico.
Em todo o caso, o (nimero de amostras) x (nimero de opera-
dores) deve ser maior que 15. As amostras recolhidas devem
caracterizar a variabilidade normal do processo. Recomenda-se
também a inclusdo de amostras para as quais se pretenda obter
uma discriminacao efectiva através do sistema de medicao.
Assim, é uma boa pratica incluir amostras relativas a maté-
rias conformes e nio-conformes para avaliar se o sistema de
medicdo tem a capacidade para as distinguir adequadamente.

* Se ja se sabe que o sistema de medicio apresenta, a priori,
niveis de incerteza distintos em diferentes gamas de valores,
o estudo deve ser subdividido em estudos isolados, um para
cada gama.

* O numero de vezes que um operador repete as medicdes para

todas as amostras (baterias de testes), depende do nimero de
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operadores e de amostras utilizadas. No entanto, um nimero de

baterias de testes igual ou superior a 3 € usualmente suficiente.

Existem varias metodologias disponiveis para levar a cabo um

estudo de R&R:

e Através de uma metodologia tabular, promovida pelas compa-
nhias produtoras de automoveis, DaimlerChrisler Corporation,
Ford Motor Company, General Motors Corporation, sob os aus-
picios da American Society for Quality (ASQ) e do Automotive
Industry Action Group (AIAG). Esta metodologia estima as
componentes de variabilidade devidas ao processo, operador
e sistema de medicao, usando amplitudes amostrais calcula-
das a partir dos dados recolhidos. Trata-se de um método
simples e directo, de natureza algoritmica. No entanto, nao é
o mais eficiente (por se basear em estimativas feitas a partir
de amplitudes amostrais) e nio permite aceder a informacio
sobre a significincia das estimativas obtidas para as compo-
nentes de variabilidade, nem aos respectivos intervalos de
confianca.

* Através de uma analise de variincia (ANOVA) aplicada ao con-
texto R&R. Esta analise permite estimar as varias componentes
de variabilidade envolvidas no estudo R&R (processo, siste-
ma de medicao e operador), suas interac¢des e significancia
estatistica. Trata-se de uma metodologia mais rigorosa, mas
que requer conhecimentos um pouco mais avancados em
métodos estatisticos.

e Através de cartas de controlo aplicadas ao contexto R&R.
Analisa-se a consisténcia das medi¢oes efectuadas por cada
operador (e do sistema de medi¢io como um todo) através
de uma carta-R, e a sensibilidade ou capacidade de discrimi-

nacio do método através de uma carta- X (estas ferramentas
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sdo introduzidas no Capitulo 7). Da carta-R pode-se também
obter a repetibilidade do sistema de medicdo, uma vez que a
partir da sua linha central é possivel estimar esta grandeza.
Esta metodologia nio € usualmente utilizada isoladamente
(uma vez que niao conduz directamente ao calculo de repro-
dutibilidade), mas como complemento visual e analitico das
duas primeiras. E esta a sua principal utilidade, e o seu uso
¢ recomendado em qualquer estudo R&R com base nas duas

primeiras metodologias.

Apesar de ser menos eficiente que o método ANOVA, o método
tabular é mais simples e constitui normalmente uma forma adequada
de iniciacao a aplicacio da metodologia RGR, especialmente quando
nao existe familiaridade com os conceitos estatisticos mais avancados
da abordagem ANOVA. Neste sentido, ilustra-se aqui como se conduz
um estudo R&R baseado na metodologia tabular, complementada
com a analise baseada em cartas de controlo.

O procedimento tabular consiste essencialmente nos seguintes

passos [7]:

1. O primeiro operador (A) efectua as medi¢cdes para todas as
amostras disponiveis numa ordem aleatoéria.

2. Os operadores seguintes (B, C, ...) efectuam também as suas
medicoes, em cada caso aleatorizando a ordem segundo a
qual as amostras sio analisadas. E importante que se faca
sempre o registo correcto das medi¢cdes da amostra a que sao
relativas, apesar da ordem ser aleatéria. No final desta fase,
dispde-se da primeira sequéncia de medi¢des para todos os
operadores (sequéncia 1).

3. Os passos 1 e 2 sao repetidos para o numero de sequéncias
definido. Em cada sequéncia, os operadores A, B, C,... medem

de novo as mesmas amostras, aleatoriamente, e registam os
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respectivos valores. Deve-se assegurar que as medicdes ante-
riores efectuadas por cada operador para uma dada amostra,
ou pelos outros operadores, nao sio conhecidas.

4. Os valores das medicdes registados siao entiao utilizados para
determinar as quantidades que caracterizam a capacidade do
sistema de medi¢cio, em particular a sua repetibilidade e a
reprodutibilidade. Isto pode ser feito recorrendo a um dos
métodos anteriormente referidos (tabular ou ANOVA), com
suporte de software especializado ou usando uma folha de
calculo como a apresentada no Apéndice 2.

5. Entre as quantidades calculadas, devem figurar:

a. Repetibilidade do sistema de medicao (variabilidade do
equipamento);

b. Reprodutibilidade do sistema de medicao (variabilidade
devido ao operador);

c. A contribuicao conjunta da repetibilidade e reproduti-
bilidade (R&R);

d. Indices de capacidade do sistema de medicio, como a
%RER, relativa a percentagem da componente R&R na
variabilidade total medida em todos os testes realizados
as amostras.

6. Deve-se também analisar atentamente as seguintes cartas de
controlo:

a. Carta-R para cada operador, relativa as amplitudes obti-
das das varias analises realizadas a cada amostra. Esta
carta permite verificar se o procedimento de mediciao
executado pelos operadores é estavel, e comparar a
sua consisténcia na andlise de cada amostra. A linha
central caracteriza também a repetibilidade do sistema
de medicdo. Se todas as amplitudes estiverem abaixo da
linha de controlo, as medicoes estao a ser efectuadas

de forma estavel por cada operador. Se um operador
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estiver a produzir resultados fora de controlo, o seu
procedimento difere dos demais. Se todos os operado-
res produzirem resultados fora de controlo, entao é o
sistema de medicao que devera ser reconsiderado, pois
¢ demasiado sensivel a actuacao dos operadores ou nio
ainda foi adequadamente apreendido por estes, sendo
necessario mais treino e formacao.

b. Carta- X para as médias obtidas na analise repetida das
amostras. Esta carta permite avaliar a discriminacio do
sistema de medicao, uma vez que a variabilidade exibi-
da pelas amostras devera, se o sistema de medicao for
adequado, exceder largamente aquela devido a contri-
buicio do equipamento, com base na qual os limites de
controlo sao calculados. Assim, nesta carta é esperado
(e desejavel) a ocorréncia de um numero significativo
de pontos fora dos limites de controlo (mais de metade
das medicdes, ao contrario da carta-R, onde todos os
pontos deverido estar dentro da regido delimitada pelos
limites de controlo). Com esta carta pode-se também
analisar a consisténcia nas medi¢cdes efectuadas pelos
diferentes operadores, sobrepondo os resultados obtidos
por cada um numa sé6 carta de controlo.

c. Adicionalmente, deve-se proceder a analise de outros
grificos complementares que auxiliam a andlise de
eventuais componentes anormais e/ou sistematicos
de variabilidade, como por exemplo, graficos com os
resultados das medicdes estratificados por amostra e

por operador [9, 10].
De notar que nem sempre ¢ possivel seguir exactamente o pro-

cedimento acima descrito. Por exemplo, os operadores podem per-

tencer a turnos distintos, o que dificulta a realizacio das varias
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sequéncias de medicdes de uma forma alternada pelos varios ope-
radores. Neste caso, cada operador realizara as suas sequéncias de
medicoes sucessivamente, tendo o cuidado de aleatorizar sempre a
ordem de analise das amostras.

A sequéncia de calculos que conduz as quantidades que permi-
tem avaliar a capacidade do sistema de mediciao, segundo o método
tabular proposto pela ASQ/AIAG, aparecem sistematizados na folha
de registo e no relatorio de resultados apresentados nas Tabelas Al
e A2, respectivamente (Apéndice 1). Esta sequéncia consiste basi-

camente nos seguintes passos:

1. Para cada operador, calcular a média dos valores obtidos para
cada amostra e a respectiva amplitude (subtraindo o menor
valor medido ao maior, para cada amostra), e regista-los nas
linhas 4-5, 9-10 e 14-15 da Tabela Al,;

2. Calcular a média de todas as medidas obtidas por cada ope-
rador para todas as amostras (X, X,,X.), bem como a média
das amplitudes(R,R,,R..);

3. Calcular a média de todas as amplitudes: R= (EA +R, +EC)/m
(m representa o namero de operadores);

4. Construir a carta-R e repetir as medi¢des que conduziram a
amplitudes fora de controlo, com os operadores e amostras
originais. Caso tal nao seja possivel, eliminar as amplitudes
em causa, e recalcular R bem como os limites para a carta-R.
Corrigir a causa especial que provocou os registos anormais
de amplitude;

5. Calcular X

ny como a diferenca entre o maior valor de

{)?A,)?B,)?C} e o menor valor deste conjunto;

6. Calcular a média de todas as medicdes obtidas para cada
amostra e registar os valores na linha “Médias das amostras”
da Tabela Al. De seguida, calcular a diferenca entre o maior

e o menor valor destas médias, R, .
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7. Transpor os valores das quantidades Ii X,y € R, da tabela de
registo de dados (Tabela A1) para o relatério de resultados
(Tabela A2) e efectuar o calculo das grandezas que ai figuram,
como indicado nas colunas, “Analise do sistema de medicao”
e “% da variacao total”.

8. Verificar os resultados, para comprovar que ndao ha erros de

registo de valores ou de calculo.

Para ilustrar a aplicacdo do procedimento tabular para avalia-
cao da capacidade do sistema de mediciao, considere-se o seguinte

exemplo.

Exemplo: Estudo RER da medigcdo do diametro de uma peca
cilindrica

Pretende-se avaliar a capacidade do sistema de medic¢io utilizado
para medir o diametro das pecas cilindricas produzidas numa unida-
de de producio de materiais de construcido. As restricdes existentes
ditaram o envolvimento de dois operadores, que realizaram duas
sequéncias de medicdes em 10 amostras. Os valores recolhidos siao
os apresentados na Tabela 3.1. As especificacdes para esta caracte-
ristica sao as seguintes: limite inferior de especificacao: 350 mm;

limite superior de especificacao: 650 mm.

Operador A Operador B

Sequénci 1 2 1 2

471 484 485 480
765 742 778 807
328 326 328 314
446 433 455 450
456 454 470 461
443 450 460 455
552 557 551 547
477 479 499 492
509 508 513 540
384 371 390 385

Medigdes (mm)

Tabela 3.1. Medicoes efectuadas no estudo RER para o sistema de medicao de pecas
cilindricas para construcao (valores em mm).
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Com estes valores é possivel iniciar o procedimento de calculo
do método tabular, transpondo-os para a Tabela Al, e efectuando

as operacoes ai indicadas (Tabela 3.2).

# Operadores 2
# Amostras 10
# Sequéncias 2
Amostra #
Operd  Seq.# 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Média
) A 1 471,00 76500 328,00 44600 456,00 443,00 552,00/ 477,00 509,00/ 384,00
P 2 48400 742,00 32600 43300 45400 45000 557,00 479,00 50800 37100
3 3
4 Média 477,50 753,50 327,00 439,50 455,00 446,50 554,50 478,00 508,50 377,50 Xa= 481,75
s itude 13,00 23,00 200 1300 200 700 500 200 10 1300F= 810
s B 1 48500 77800 328,00 45500 470,00 460,00 551,00/ 499,00/ 513,00/ 390,00
; 2 48000 807,00| 31400| 45000 461,00 45500 547,00, 492,00 54000/ 38500
8 3
B Média 482,50 792,50 321,00 452,50 465,50 457,50 549,00 49550 526,550 387,50 X5= 493,00
1 i 500 29,00 1400 500 9,00 500 400 7,00 27,00 500 Rs= 11,00
n c 1
12 2
13 3
1 Média Xc=
15 Re=
Média das X= 48738
16 amostras  4g0,00] 773,00 324,00 446,00 460,25 452,00 551,75 486,75 517,50 382,50 Re= 449,00
17 (Ra+ Ry + Re) /# Operadores = 9,55 R= 9,55
18 Xgirr = Max{X} - Min{X}= 11,25
19*% RxDy=UCLp= 31,23 D, = 3,27

Tabela 3.2. Folha de registo de dados para o estudo RER do sistema de medicao de
pecas cilindricas para construcao.

Analisando a carta-R para ambos os operadores (Figura 3.3.a, na
legenda da qual € indicada também a sequéncia de menus a selec-
cionar numa andlise recorrendo ao MINITAB® Statistical Software),
nio se observam amplitudes amostrais fora dos limites de controlo,
pelo que ambos estio a executar o procedimento de uma forma
consistente e estavel. Da analise da carta- X , é possivel observar um
numero significativo de observacoes fora dos respectivos limites de
controlo, pelo que o sistema de medi¢cdo também parece apresentar

um poder de discriminac¢ao adequado.
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Figura 3.3. Cartas de controlo para analise R&R do sistema de medicao de pecas

cilindricas para construcao: a) carta-R; b) carta- X (Minitab: Stat > Quality Tools > Gage
Study > Gage RER Study (crossed)...).

Transpondo 1?, )?Diff e R, desta tabela para o relatorio de re-
sultados (Tabela 3.3), e efectuando a correspondente sequéncia de
calculos, obtém-se finalmente os resultados para os varios indices
de capacidade do sistema de medicao. De notar que os resultados
apresentados no lado esquerdo da Tabela 3.3 (sob “Analise do sis-
tema de medi¢dao”), correspondem a intervalos que cobrem 99% da
variabilidade atribuida a cada fonte de variabilidade. Os respectivos
desvios padrdes sio apresentados no canto inferior direito desta
tabela (obtidos dos primeiros, apos divisao por 5,15). Na coluna da
direita, apresentam-se as razdes percentuais de cada fonte relati-
vamente a variabilidade total das medicoes, as quais sio também

apresentadas no grafico da Figura 3.4.
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R= 9,55 Xaipr = 11,25 Rp= 449,00 (Da folha de registo de medigdes.)

Ky = 4,56 K, = 3,65 K3 = 1,62 (Das tabelas auxiliares.)

Andlise do sit de medigdo * % da variagdo total

Repetibilidade - Variagdo do equipamento (VE)

VE =R x K, %VE = 100 X (VE / VT)
=_ 43,55 =_597%

Reprodutibilidade - Variagdo do operador (VO)

o 2
= ; = 2
1 \/(Xd‘ff xK;)" = VE2/(ur)) 9%V0 = 100X (VO / VT)
= 39,89 = 547%
n - #amostras r - # sequéncias

(se o radicando for negativo, VO =0).

Repetibilidade & Reprodutibilidade (R&R)
%R&R = 100 X (%R&R/ VT)
= 8,09%

R&R =+/VE% +V0?

= 59,06

Variabilidade devido as amostras
9%VP = 100 X (VP/ VT)

VP =R, X K3 = 99,67%
= 727,38
Variag&o Total (VT) Desvios padrdes das fontes de variabilidade
VE VO R&R \'d vT
VT = R&R? + VP2 8,46 7,75 11,47 141,24 141,70
= 729,77

(* Valores sdo reportados para um nivel de confianga de 99%)

Tabela 3.3. Relatorio de resultados para o estudo RER do sistema de medicao de pecas
cilindricas para construcao.

Na Figura 3.4 pode-se verificar que a variabilidade é dominada
pela fonte “processo”, correspondendo a componente RGR a apenas
aproximadamente 8% da variabilidade total. Trata-se de um bom
indicador para a capacidade deste sistema de medicdo, uma vez que
este regista predominantemente a varia¢do decorrente do processo

e niao de outras fontes de variabilidade estranhas a este. De notar

58



que a soma de todas as percentagens (VE, VO e VP) nao devera, de

facto, igualar 100%.

Estudo R&R
99,67%

100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%

5,97% 5,47% 8,09%
0,00% 0 9w 0 BEE

%VE %VO %R&R %VP

Figura 3.4. Indices de capacidade do sistema de medicio de pecas cilindricas para
construcao.

Na caracterizacao de sistemas de medicio é frequente integrar
na analise informacido sobre a tolerancia da aplicacio em causa. Em
aplicacdes de controlo da qualidade de produtos, a tolerincia, 7, é
dada pelo intervalo de especificacao definido para a propriedade sob
medicdo. Em contextos de monitorizacdo de processos, a tolerincia
¢é definida pela gama correspondente a variaciao natural do processo,
sendo importante nesta situacao dispor de amostras que caracterizem
a variabilidade tipica do processo. Assim, quando € possivel deter-
minar a tolerincia do produto/processo de uma forma consistente,
pode-se avaliar a qualidade do sistema de medicao através da razao
entre a sua variabilidade R&R e a tolerancia (também designada por

razdo precisio/tolerancia, P/T), expressa em percentagem:

R&R|T = %noo% G.D
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Embora nao exista uma regra universal para avaliacio de um
sistema de medicao, é sempre desejavel obter um valor de RER/T
inferior a 10% (esta indicacio é conhecida como a regra “1/10”).
Valores superiores a 30% sao inaceitaveis e devem conduzir a uma
reavaliacao do sistema de medicao em anailise. No exemplo anterior,

R&R/T toma o seguinte valor,

59,06

R&R/T = x100% =19,7%

indicando um sistema de mediciao que, face a tolerancia do processo,
nao sendo desadequado, deve ser melhorado.

Da forma analoga a R&R/T, definem-se da seguinte forma as
percentagens para as parcelas oriundas do sistema de medicao ou

repetibilidade (VE), e dos operadores ou reprodutibilidade (VO):

VE|T =%x100% (3.2)
VO|T = ?x 100% (3.3)

No reporte dos resultados, deve ser indicado o nivel de confian-
ca considerado no calculo das componentes VE e VO, uma vez que
estas sio determinadas a partir da multiplicacao da estimativa do
seu desvio padrio por um factor que converte este valor na ampli-
tude de um intervalo para um dado nivel de confianca. No entanto,
mesmo quando existem e sdo conhecidas as tolerancias a respeitar,
nem sempre € possivel conduzir uma analise deste tipo, como sucede
quando a toleriancia é definida através de um intervalo unilateral,
por exemplo: “a resisténcia a traccao deve ser superior a 15 MPa”.

Nesta situaciao, o calculo da razao R&R/T nao é possivel.
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Um calculo final frequentemente efectuado e que é util, é a
determinacao do numero de categorias distintas, ncd, que o sis-
tema de medicio é capaz de diferenciar. Consiste no nimero de
intervalos de confianca a 97% que cobrem a gama de variabilidade
do processo:

VP
ned =1,41 x| —— (3.4)
R&R

Este nimero nao deve ser inferior a 5. Para o exemplo acima

analisado:

727,38

ned = 1,41 x =17,37

b

O sistema de medic¢iao apresenta portanto uma resolucao adequada

ao processo cuja variabilidade pretende quantificar.

3.4. Determinacido e especificacio da incerteza

de uma medicido

A toda a medida esta associada uma incerteza. Como ja atras
foi referido, a qualidade de uma medicido é caracterizada precisa-
mente por esta quantidade. A incerteza de uma medicao, é definida
como sendo um parametro associado ao resultado da mediciao, que
caracteriza a dispersio de valores que podem ser razoavelmente
atribuidos a2 mensuranda (mensuranda é a grandeza submetida a
medicao). A variabilidade nos valores possiveis para uma medicao
decorre de varios factores, incluindo aqueles ligados ao sistema de
medicdo e operadores, ja avaliados na seccio anterior, ao que se
acrescem outros, como o proprio objecto de medicao, o processo

de amostragem, calibracio e condi¢des ambientais.
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A importancia inerente ao conceito de incerteza de uma medicao
em todos os dominios da ciéncia, justificaram o desenvolvimento
de esforcos concertados das principais entidades mundiais ligadas
a metrologia para normalizar a forma como esta é definida, cal-
culada e especificada (BIPM - Bureau International des Poids et
Measures, IEC — International Electrotechnical Commission, IFCC —
International Federation of Clinical Chemistry, ISO — International
Organization of Standardization, ITUPAC - International Union of
Pure and Applied Chemistry, IUPAP - International Union of Pure
and Applied Physics, OIML - International Organization of Legal
Metrology). Estes esforcos resultaram na redac¢do de um documento
que fornece linhas de orientacao claras para este efeito: o Guide to
the Expression of the Uncertainty in Measurement, vulgo GUM [9].
De acordo com este documento, a incerteza de uma medicao é
obtida segundo duas vias possiveis: através de uma estimativa do
Tipo A ou do Tipo B. Na estimativa da incerteza de mediciao do
Tipo A, utilizam-se medicdes repetidas e um tratamento estatisti-
co adequado. A estimativa do Tipo B é baseada na utilizacdo de
informacio existente previamente sobre o sistema de medicdo, tal
como aquela proveniente do fabricante, publicacoes técnicas, senso
comum, etc., a qual é utilizada de forma compativel com a forma
classica de estimar a incerteza (Tipo A). Tal é efectuado através do
calculo do desvio padrio correspondente a distribuicao de proba-
bilidade que melhor descreve a dispersao de valores que podem
ser razoavelmente atribuidos a mensuranda (os conceitos de desvio
padriao e de distribuicao de probabilidade serdo introduzidos nos
capitulos dedicados a fase de Anilise, nomeadamente no Capitulo 4
e no Capitulo 5, respectivamente). Esta distribuicao é definida de
forma mais ou menos subjectiva, mas resume o que de melhor se
sabe sobre a variabilidade destas medi¢coes. Assim, quer numa ana-
lise do Tipo A (através de medicoes repetidas) ou do Tipo B (com

base em informacao prévia sobre a variabilidade das medicoes), é
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possivel calcular o desvio padriao associado a dispersio de valores
decorrentes do processo de medicio. E com base nesta quantidade
que se vai quantificar a sua incerteza, como a seguir se descreve.
Quando se dispoe de n medicoes repetidas de uma amostra para
estimar uma dada quantidade, X, a melhor estimativa para o seu

valor “real” corresponde geralmente a sua média:

n

2% (3.5)

¥ =21
n

Da teoria estatistica, resulta que a melhor estimativa para o desvio

padrio de X, designado por S()T), é dada por S()?)Z S(x)/\/;,

onde s(x) ¢ o desvio padrao das n observacoes repetidas. O GUM

designa esta quantidade por incerteza padrdo (do Tipo A), u(x):

w()=5(D)=s () 66

Quando o valor final a fornecer pelo sistema de medicao, Y, re-
sulta da combinag¢do de virias medi¢des prévias (X, X,,..., X, ),
cada qual com a sua respectiva incerteza padrio, através de uma
expressio matemitica do tipo, Y = f(Xl,XZ,...,Xm), a incerteza
padriao que este valor final tera associado, resulta da combinacio das
incertezas padrao associadas as medidas que para ele contribuem.
A incerteza padrdo da variavel Y é designada por incerteza combi-
nada, U, (y), e € obtida através da lei da propagacdo de incertezas
[9]. Alternativamente, também € possivel hoje em dia usar software
computacional que simula o processo de propagacio de variabilidade
através da expressio matemadtica, ¥ = f(Xl,X2,. X, ), usando os
métodos de Monte Carlo. Esta alternativa evita incorrer em algumas
aproximacoes efectuadas na aplicacio analitica da lei da propagacao

de incertezas [11].
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Apesar da incerteza combinada transmitir de uma forma rigorosa
a magnitude da incerteza associada a uma medi¢iao, normalmente
pretende-se exprimir o resultado final através de um intervalo que
contenha uma fracciao elevada dos valores que razoavelmente se
podem atribuir a quantidade sob medi¢io. Segundo o GUM, este
intervalo é obtido através da denominada incerteza expandida, U,
a qual é calculada multiplicando a incerteza combinada por um

factor de expansio, k:

U=kxu, (y) 3.7

Este factor de expansio é seleccionado de forma a incluir no
intervalo, ¥ = y+ U , uma dada frac¢io da variabilidade associada
a medicdo. O valor de k a usar depende do nivel de confianca ou
probabilidade expandida, sendo valores comuns k=2 (probabilidade
expandida de aproximadamente 95%, para uma distribuicio Normal)
e k=3 (probabilidade expandida de aproximadamente 99%). Em todo
o caso, quando se usa a incerteza expandida para definir o intervalo
de incerteza, deve-se sempre clarificar a probabilidade expandida
adoptada, numa expressio do tipo: “A incerteza expandida resultou
da multiplicacdo da incerteza combinada pelo factor de expansiao
k=3, correspondente a uma probabilidade expandida de aproxima-
damente 99% (...)”. A incerteza combinada e a incerteza expandida
nao devem ser reportadas com mais de dois algarismos significativos,
o mesmo sucedendo com os respectivos intervalos.

Como ilustraciao do calculo e especificacao da incerteza de uma
medicdo, consideremos o sistema de medicdo de pecas cilindricas
para construcdo apresentado na sec¢ao anterior. Para uma dada
amostra, obtiveram-se duas medicoes, 471 mm e 484 mm, a partir
das quais se vai calcular a estimativa para o valor do didmetro, bem
como especificar a respectiva incerteza. A estimativa do diametro é

obtida através do calculo da média destes valores, correspondendo
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a: (471+484)/2=477,5 mm. Relativamente a2 determinac¢io da
incerteza associada a esta estimativa, admitamos que as compo-
nentes “operador” e “sistema de medicao” sao as fontes dominan-
tes de incerteza para este sistema de medicdo. Nestas condig¢oes,
o desvio padriao resultante de ambas (R&R) esta ja apurado, sen-
do 11,47 (da Tabela 3.3; caso contrario seria estimado com base
nos valores disponiveis). A incerteza padrao corresponde entao a:
u(x)= 1 1,47/\/5 =8,1mm . Usando um factor de expansio de k=2
(nivel de confianca de aproximadamente 95%), obtém-se uma incer-
teza expandida de U =16mm . Chega-se entdo ao seguinte intervalo

para a estimativa do diametro: x =478 mm 16 mm .

3.5. Notas finais

A concluir este capitulo, chama-se a atencido para uma confusio
frequente entre “incerteza” e “erro”, apesar de serem conceitos fun-
damentalmente distintos. Erro é a diferenca entre o valor medido e o
seu valor “verdadeiro”. Ora, uma vez que o valor verdadeiro de uma
grandeza é desconhecido e impossivel de determinar com precisao
infinita, o erro assim definido € uma idealiza¢ao. Na pratica este
¢ determinado substituindo o valor “verdadeiro” por um valor de
“referéncia” aceite como representando o valor real da quantidade.
Quando é conhecido, deve originar uma correccio da medicio e
nio ser incorporado como mais uma componente da sua incerteza.
No entanto, ja a incerteza introduzida por tal correccao, € passivel
de ser considerada como mais uma componente e levada em conta

na incerteza global da medicao.
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CAPITULO 4 - ANALISE: CARACTERIZANDO
AMOSTRAS E DESCOBRINDO PADROES
E TENDENCIAS NOS DADOS

4.1. Introducio

Na fase de Analise procede-se a investigacio detalhada dos da-
dos recolhidos de acordo com o plano e métodos definidos na fase
de Medicao. A primeira fase deste processo envolve uma analise
exploratoria destes dados, no sentido de ganhar familiaridade com
as suas caracteristicas fundamentais, detectar situacdoes anémalas (e
investigar a sua origem) e tomar contacto com os padrdes dominan-
tes da variabilidade (distribuicdes tipica de valores, agrupamentos
e tendéncias, associacdes, etc.). Esta fase é muito importante na
medida em que, apés uma auditoria in loco ao processo em causa
(imprescindivel em qualquer projecto seis sigma), permitira adquirir
uma visao do estado corrente das suas operacdes através de dados
objectivos e recolhidos de uma forma consistente. Neste capitulo,
apresentam-se varias metodologias que visam tornar a interac¢io com
os dados tanto eficiente como eficaz. Diversas ferramentas graficas
sao apresentadas (as quais devem merecer uma atenciao especial
dada a sua capacidade de revelar padrdes, tendéncias, caracteristi-
cas, etc., de uma forma rapida), bem como se faz referéncia a outras
na forma de tabelas e grandezas numéricas calculadas a partir dos

dados (estatisticas).



4.2. Ambito da Anilise Exploratéria de Dados (AED)

Uma vez definido o objectivo da recolha de informacao, planeado
o processo de amostragem (medir o qué? como? por quem? quando?
durante quanto tempo? onde registar?), iniciado a sua implementa-
¢ao (apos formacio dos intervenientes e validacao da metodologia),
comeca-se finalmente a dispor de dados concretos do processo em
analise. Se o planeamento da recolha de dados e a sua implemen-
tacdo foram conduzidos de forma adequada, existe agora uma base
factual que pode comecar a ser processada de forma a dela se ex-
trair informacao util sobre o processo, quer o objectivo passe pela
resolucao de problemas que, eventualmente, o estejam a afectar,
quer sobre formas de melhorar as operacdes (no que respeita a sua
eficiéncia, seguranca, impacto ambiental ou a qualidade do produto
final). Assim, ap6s uma fase preliminar de preparacio de tabelas
e eliminacdao de incorreccdes, esta na altura de comecar a analise
dos dados disponiveis.

Recordemos que os dados sdo apenas coleccdes de nimeros e ano-
tacdes que, por si s6, apresentam pouco valor acrescentado em ter-
mos do conhecimento sobre o processo. E apenas ap6s a sua adequa-
da organizacao, sistematizacio, representacio e analise, que comeca
a surgir informacao util sobre o comportamento do processo. Neste
contexto, a primeira fase da anilise dos dados recolhidos deve ter
uma natureza puramente exploratéria ou descritiva. Nao se pretende
nesta altura tomar decisdes definitivas sobre o problema em questao,
mas sim ganhar conhecimento sobre o processo, “ouvindo-o” através
da dnica forma que este tem para comunicar connosco: os dados
recolhidos pelos varios sistemas de medi¢do. Dai que se designe esta
actividade por Analise Exploratoria de Dados (AED) ou Estatistica
Descritiva (ED). Esta fase de auscultacdo atenta do processo, realiza-
-se com recurso a ferramentas que apoiam a traducio da linguagem

do processo (dados) em linguagem mais inteligivel para os utiliza-
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dores (graficos, tabelas, sumarios numéricos). Tratam-se das meto-
dologias de AED, as quais vdo ser exploradas nas seccoes seguintes.

As metodologias de AED, incluem ferramentas graficas, tabulares
e grandezas numéricas ou estatisticas (estatisticas sio quantidades
calculadas a partir dos dados relativos a uma amostra). De entre
estas, as ferramentas graficas assumem particular relevancia em AED,
pela sua capacidade em transpor aspectos relevantes da variabilidade
dos dados na forma de padroes visuais, facilmente interpretaveis e
processados por pessoas. A evolucao natural dotou-nos, ao longo do
nosso processo evolutivo, de enormes capacidades de apreensio, re-
conhecimento e processamento de informacao visual. Conseguimos,
com facilidade, apreender e reconhecer rostos que vimos apenas
algumas vezes, o que implica guardar uma enorme quantidade de
informacao e rapidamente a localizar e utilizar para identificar tais
pessoas em contextos diversos, no meio desse enorme repositorio de
informac¢do que €é a nossa memoria. Tal tarefa, facilmente executada
por uma criancga, constitui um enorme desafio para o mais poderoso
dos computadores que, ainda assim, s60 o conseguem alcancar com
sucesso limitado nao obstante a sua grande capacidade de calculo.
Daqui resulta uma complementaridade interessante entre o Homem
e Maquina, que é explorada no uso das ferramentas graficas de AED.
Dada a nossa limitacdo em processar informaciao numérica e aquela
dos computadores em processar informacao grafica, estes podem
colocar o seu potencial de cidlculo em converter tabelas de dados
em informacio grafica, tarefa que executam com facilidade, a qual
sera depois interpretada pelos utilizadores de uma forma também
eficiente e rapida, tirando partido das capacidades humanas de pro-
cessamento visual. Esta relacio simbiotica entre Homem e Maquina
¢ hoje uma constante em actividades AED, e sugere-se fortemente
que qualquer actividade de analise de dados comece precisamente
pela visualizacdo dos dados recolhidos, antes de avancar para outras

formas de analise.
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Antes de introduzir as ferramentas de AED, referem-se os tipos
fundamentais de dados que podem ser objecto de analise, uma vez
que a sua natureza condiciona a seleccao das metodologias mais

adequadas a adoptar.

4.2.1. Tipos de dados processuais

Os dados recolhidos dos processos podem ser classificados desde
logo consoante a sua natureza qualitativa ou quantitativa. O primeiro
tipo de dados € relativo a informacao nao numérica, consistindo num
conjunto discreto de classes com designacdes diversas. Ja os segun-
dos, de natureza numérica, podem surgir na forma discreta, através
de numeros inteiros (e.g., processos de contagem) ou de nimeros
continuos (e.g., pesagem, medicio de comprimento). Os dados qua-
litativos podem ainda distinguir-se entre os que sao expressos num
escala ordinal ou nominal, consoante as classes contempladas pos-
suam uma ordenacao natural (e.g., Mau, Aceitavel, Bom, Excelente),
ou nao (e.g., sexo: masculino, feminino), respectivamente (embora
as ferramentas AED a usar em ambos os casos sejam essencialmen-
te as mesmas). Também os dados de natureza quantitativa podem
ser expressos em duas escalas distintas: a escala de intervalo, na
qual existe uma origem estipulada arbitrariamente (e.g., tempera-
turas expressas em °C, onde se estabeleceu a origem, i.e., os 0°C,
numa condi¢ciao convenientemente escolhida — a temperatura a que
a agua saturada com ar congela a pressio atmosférica padrio); e a
escala absoluta, onde a origem significa a auséncia da quantidade
em apreco (e.g., massa, expressa em quilogramas ou o volume, em
litros). Como consequéncia natural da existéncia de uma origem
arbitraria na primeira situacio, s6 € correcto analisar diferencas de
valores, mas n3o a sua raziao. Por exemplo, se num dia se registar,

as 12:00, a temperatura ambiente de 2°C e no dia seguinte, de 4°C,
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pode-se dizer com todo o rigor que se registou uma diferenca de
2°C nas temperaturas as 12:00, mas ja ndo sera rigoroso afirmar que
a temperatura no segundo dia sera o dobro da registada no primei-
ro, pois dai nio resulta idéntica correspondéncia com o verdadeiro
estado térmico do sistema que a medida visa reflectir (a sua energia
interna nao duplicou). Ja o mesmo nio se passa quando se tem dois
sacos de arroz, um com uma massa de 1kg e outro com uma massa
de 2kg ... A Tabela 4.1 apresenta um exemplo onde varios tipos de
dados sdo usados para caracterizar produtos recebidos em armazém.
Como diferentes atributos estiao a ser recolhidos sobre a mesma en-
tidade, a amostra designa-se por multivariavel (também designada
por multivariada, embora os significados nao sejam rigorosamente
0s mesmos), em oposicio a amostras univariaveis, onde apenas se
recolhe informacdo sobre um aspecto isolado dos itens em apreco

(uma variavel).

Cédigo prod. Fornecedor Inspeccao visual Quantidade Massa (kg)
0001785225 JKL Bom 3 30,3
0008563204 Sig Co. Médio 1 5,1
0002456275 BA Mau 4 40,2
0001785225 JKL Bom 2 4,6
0002445225 UTS AB Excelente 3 12,8
0008563204 Sig Co. Excelente 4 4,4
0008563204 Sig Co. Médio 5 25,2
0001785225 JKL Bom 3 18,0
0001785225 JKL Médio 2 8,1

Tabela 4.1. Exemplo de uma tabela contendo dados de varios tipos: qualitativos
nominais (fornecedor) e ordinais (inspeccao visual); quantitativos discretos (quantidade)
e continuos (massa).

4.3. Analisando a frequéncia de ocorréncias

Quando se analisam dados de natureza qualitativa ou mesmo

de natureza quantitativa discreta (e.g., contagens), o interesse re-
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side essencialmente em avaliar a frequéncia com que cada classe
ou valor possivel, é registado. Por exemplo, a analise da variavel
“Fornecedores” na Tabela 4.1 apenas pode incidir sobre a frequén-
cia, absoluta ou relativa, registada para cada um dos fornecedores
elencados. Da mesma forma, quando por exemplo se regista o nu-
mero de pessoas por veiculo que atravessam um dado ponto de
referéncia numa cidade, a informacdo mais fina que se pode registar
€ a frequéncia com que se verifica a ocorréncia de 1, 2, 3, 4, ...
pessoas nos carros observados. Assim, as ferramentas AED para
este tipo de dados orbitam em tornos dos conceitos de frequéncia
absoluta e frequéncia relativa, definidos de seguida. Identifiquemos
cada classe de uma variavel qualitativa, ou cada nimero, no caso
de uma variavel quantitativa discreta, pelos valores do indice k=1,
2, 3, ... . Nesta situacao, a frequéncia absoluta da classe k, N, é
dada pelo namero de vezes em que esta classe figura na tabela de
dados, enquanto a respectiva frequéncia relativa, f,, corresponde a
fraccao de vezes em que tal ocorre, relativamente ao nimero total

de registos, N= N;+No+N3+Ny+....

N N,
N N +N,+N;+--

i “4.D
A frequéncia relativa é também por vezes apresentada como per-

centagem /i, sendo a sua relacio com Jr dada simplesmente por:

f;=100% f, % 4.2)

Exemplo: Qualidade dos servigcos de entrega de encomendas
Consideremos a seguinte situa¢ao em que se registou a quali-
dade do servico de transporte de encomendas efectuadas por uma
organizac¢ido, usando para tal uma classificacio em trés niveis (Mau,
Aceitavel, Perfeito). Adicionalmente, também se recolheu a designa-

cao da companhia de transporte contratada para cada encomenda

72



recebida (companhias A, B, C). Os dados recolhidos para 66 enco-
mendas sucessivas, sio os apresentados na Tabela 4.2. O director
do departamento de logistica pretende avaliar o nivel de qualidade
actual do servico de entrega de encomendas e solicitou ao chefe de
servicos deste departamento que se fizesse uma analise dos dados

disponiveis neste sentido.

Firma Nivel de Qualidade Firma Nivel de Qualidade Firma Nivel de Qualidade

A Perfeito B Perfeito A Aceitavel
A Perfeito B Perfeito B Mau

A Perfeito A Aceitivel B Perfeito
A Mau B Aceitavel A Perfeito
B Perfeito A Perfeito B Perfeito
B Mau C Perfeito C Mau

B Perfeito C Mau B Aceitdvel
A Mau A Perfeito A Perfeito
C Perfeito A Perfeito B Perfeito
A Mau A Perfeito B Perfeito
A Perfeito B Aceitivel A Aceitavel
B Perfeito B Perfeito A Perfeito
A Mau C Aceitavel A Mau

A Aceitavel C Perfeito A Perfeito
A Perfeito A Aceitavel A Perfeito
A Mau A Perfeito B Perfeito
A Aceitavel A Aceitavel A Perfeito
A Perfeito B Aceitivel A Mau

B Perfeito A Perfeito A Aceitavel
A Aceitivel A Perfeito A Aceitdvel
C Aceitavel A Perfeito C Aceitavel
B Perfeito A Mau A Perfeito

Tabela 4.2. Dados recolhidos sobre a qualidade das encomendas recebidas através de
diferentes companhias de transporte (A, B, C). O nivel de qualidade é expresso numa
escala com trés niveis: Mau, Aceitavel e Perfeito.

O chefe de servicos, possuindo alguns conhecimentos no domi-
nio da anilise de dados, comecou por apurar os “subtotais” para
cada nivel de classificacio, i.e., as respectivas frequéncias absolutas,
tendo calculado também as correspondentes frequéncias relativas

percentuais (Figura 4.1).
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Tally for Discrete Variables: Nivel de Qualidade

Nivel de
Qualidade Count Percent
Aceitavel 17 25,76
Mau 12 18,18
Perfeito 37 56,06
H= 66

Figura 4.1. Calculo da frequéncia absoluta (“Count”) e da frequéncia relativa percentual
(“Percent”) para os varios niveis de qualidade registados no exemplo “Qualidade dos
servicos de entrega de encomendas” (Minitab: Stat > Tables > Tally Individual Variables).

Os resultados obtidos indicam que aproximadamente 56% das
encomendas chegam em perfeitas condi¢des, mas cerca de 44%
apresentam alguns problemas, uma boa parte das quais chegando

mesmo em mau estado.

4.3.1. Graficos de barras e diagramas circulares

A informacio apresentada, na forma tabular na Figura 4.1, pode
ser facilmente colocada na forma grafica, usando, por exemplo gra-
ficos de barras e diagramas circulares (Figura 4.2). No diagrama
de barras a altura de cada barra € proporcional a frequéncia em
representacio, enquanto que no diagrama circular é a area de cada
seccao (ou, equivalentemente, o angulo que lhe corresponde) que

representa tal proporcionalidade.

Chart of Nivel de Qualidade Pie Chart of Nivel de Qualidade

i
&
2.
10
Aceitivel Mau Perfeito
MNvel de Qualidade

Percent within al data.

a) b)

Figura 4.2. Grafico de barras (a) e diagrama circular (b) para a frequéncia relativa
correspondente aos varios niveis de qualidade registados no exemplo (Minitab: Stat >
Graph > Bar Chart; Stat > Graph > Pie Chart, respectivamente).
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Continuando o exemplo anterior, na preparacio da sua apre-
sentacao para o director, o chefe de servicos considerou ambas as
representacoes graficas, ponderando aquela que pudesse transmitir
a informacao fundamental de uma forma mais simples. Embora, em
geral, um diagrama de barras envolvendo somente uma compara-
cao de alturas permita uma interpretacio mais directa e rigorosa
do que aquela proporcionada por uma comparacio de angulos ou
areas num diagrama circular, devendo, por tal motivo, ser uma
opcao preferencial, neste caso o numero limitado de classes exis-
tente e a simplicidade da informacdo a transmitir colocam ambas
as representacdes graficas em idéntica situacdo, apesar da leitura
do diagrama circular ser sempre de natureza eminentemente mais
qualitativa.

Diagnosticada que esta a existéncia de um potencial problema de
qualidade na entrega das encomendas, o chefe de servicos orientou
a sua analise exploratoria para escrutinar possiveis origens. Uma
vez que tem também ao seu dispor o registo das empresas de distri-
buicao contratadas, resolveu segmentar ou estratificar a sua analise,
segregando a informac¢ao oriunda de cada empresa. Os resultados
relevantes podem ser obtidos através da constru¢do de uma tabela
de informacido cruzada, onde cada célula contém informacao sobre
o cruzamento de uma das classes para a grandeza disposta ao longo
das suas linhas (neste caso as varias firmas contratadas) com uma
das classes para a outra grandeza disposta ao longo das colunas
(nivel de qualidade). Nesta tabela figuram varios subtotais, como
se pode observar na Figura 4.3, que facilitam a analise dos varios
aspectos em consideracio. Uma vez que, neste exemplo, o chefe
de servicos pretende investigar a possivel origem do problema, a
sua analise concentrou-se essencialmente no segundo subtotal de
cada célula, que contém as frequéncias relativas de cada Nivel de
Qualidade, para cada firma de distribuicao. Comparando os valores

para as varias firmas, pode-se verificar que a firma “B” é aquela
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com melhor registo (aprox. 68% de entregas perfeitas e 11% em
mau estado), enquanto o pior registo é verificado na empresa “C”
(com 37,5% de entregas perfeitas e 25% para as entregas em mau
estado). Idéntica informacido se pode retirar, mais rapidamente, da
analise do diagrama circular estratificado por firma, apresentado
na Figura 4.4.

Com esta informacio em maos, o chefe de servicos podera apre-
sentar ao seu director nao s6 um diagnostico da situacido presente
(Figura 4.1 e Figura 4.2), mas também informacio que, apos validada
e confirmada (eventualmente com a recolha de mais dados; Figura
4.3 e Figura 4.4), permitira tomar uma decisao sobre a politica de
avaliacdo e seleccido de firmas de distribuicao, no sentido de salva-

guardar os interesses da sua companhia.

Rows: Firma Columns: Nivel de Qualidade

Aceitével Mau Perfeito All
A 10 8 21 39
25,64 20,51 53,85 100,00
58,82 66,67 56,76 59,09 - .
15,15 12,12 31,82 59,09 1) Frequéncia absoluta para cada célula;
2) Frequéncia relativa percentual relativamente
B 4 < i3 ] ao total da linha (firma transportadora);
21,05 10,53 68,42 100,00 i » 4
23,53 16,67 35,14 28,79 3) Frequéncia relativa percentual relativamente
6,06 3,03 19,70 28,79 ao total da coluna (nivel de qualidade);
4) Frequéncia relativa percentual global
g 3 2 3 8 ¥
37,50 25,00 37,50 100,00 (relativamente a todo os dados).
, ’ . ,
17,65 16,67 8,11 12,12
4,55 3,03 4,55 12,12
ALl 17 12 37 66 . 5 :
25,76 18,18 56,06 100,00 Frequéncias absolutas e relativas percentuais
100,00 100,00 100,00 100,00 para o total de cada coluna.
25,76 18,18 56,06 100,00

Frequéncias absolutas e
relativas percentuais para o
total de cada linha.

Figura 4.3. Tabela de informacio cruzada relativamente as variaveis “Firma” e “Nivel de
Qualidade”, para o exemplo em analise (Minitab: Stat > Tables > Cross Tabulation and
Chi-Square).
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Pie Chart of Nivel de Qualidade

A B Category
[ Aceitével
@ Mau

[ Perfeito

Panel variable: Firma

Figura 4.4. Estratificacio da informacao contida na Figura 4.2.b), segundo a firma
de distribuicao contratada: os diagramas circulares apresentados incluem somente
informacao relativa a cada firma (Minitab: Stat > Graph > Pie Chart).

Este exemplo demonstra o poder descritivo e a importancia cen-
tral em usar criteriosamente a segmentacao dos dados durante a
sua analise, na medida em que dai pode resultar a identificacio da
origem de problemas ou oportunidades de melhoria. No entanto,
tal s6 € possivel se as tabelas de dados originais contemplarem as
variaveis de estratificacao potencialmente mais interessantes (i.e.,
com impacto no problema), o que reforca, mais uma vez, a impor-
tancia do planeamento inicial que antecede o processo de recolha
de informacido. Um bom analista deve, sem duvida, dominar as op-
cdes de estratificacdo para as varias ferramentas de AED, as quais
sao hoje em dia colocadas facilmente a sua disposicao através das

varias solucoes de software disponiveis.

4.3.2. Diagramas de Pareto
Na analise de variaveis qualitativas, frequentemente o interesse

reside em identificar as classes que apresentam, sob o ponto de vis-

ta de algum critério estabelecido, maior importiancia. Por exemplo,
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quando se procede ao registo continuo dos varios tipos de problemas
que vao surgindo nos produtos em montagem, o objectivo passara
por, uma vez recolhida informac¢ao em quantidade suficiente, hierar-
quizar os varios tipos de defeitos quanto a sua importancia relativa
ou impacto nos resultados da empresa (0o que pode ser efectuado
contabilizando a frequéncia com que ocorrem ou, preferencialmente,
o correspondente impacto econémico, e ordenando-os depois por
ordem decrescente), para entdo decidir sobre quais os problemas de
resolucdo prioritaria. Na Figura 4.5, apresenta-se um exemplo de um
diagrama de Pareto para o registo de varios defeitos encontrados
em produtos fabricados numa linha de montagem. Pode-se verificar
rapidamente, que a maior parte dos defeitos assinalados dizem res-
peito a falhas na documentacio que acompanha o produto e na sua
pintura: estas duas causas (20% dos problemas totais), representam

73,4% do volume total de registos recolhidos.

Pareto Chart of Problema
400 r 100
- 80
300
g 60 &
g 200 E
[ L 40
1004
- 20
s I
0 T T T T T 0
Problema  Documentagdo Pintura Vibragdo Isolamento  Motor
Frequéncia 198 103 72 25 12
Percent 48,3 251 17,6 6,1 2,9
Cum % 48,3 73,4 91,0 97,1 100,0

Figura 4.5. Exemplo de um diagrama de Pareto, para o registo de defeitos encontrados
nos produtos numa linha de montagem (Minitab: Stat > Quality Tools > Pareto Chart).
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No grafico acima, o eixo das ordenadas corresponde a frequéncia
com que os varios problemas se verificam durante o periodo em que
a informacido é recolhida. Como foi dito anteriormente, se houver
possibilidade para tal, deve-se usar preferencialmente informacao
de natureza econdémica, pois nem sempre os problemas mais fre-
quentes sio 0s que mais interferem e prejudicam os resultados da
empresa. Considere-se por exemplo, que o problema mais frequente
diz respeito a falhas na documenta¢iao que acompanha um produto;
no entanto, apesar de menos frequente, a reparacao do motor pode,
facilmente, ter maiores consequéncias econémicas, € merecer por
isso uma prioridade mais alta na sua resolucio. Assim, nas orde-
nadas do diagrama deveria figurar, nestes casos, os custos globais
associados a cada tipo de problema, pois tal potenciaria uma tomada
de decisdo mais assertiva.

O nome deste grafico deriva do sociélogo e economista italia-
no Vilfredo Pareto que, em 1897 constatou que “20% da popula-
¢ao mundial aufere cerca de 80% dos rendimentos”, principio que
passou a ter o seu nome como designacio (principio de Pareto).
Desde entdo, tém-se verificado que esta relacio quantitativa per-
manece aproximadamente valida noutros contextos, nomeadamente
em varios tipos de processos, onde frequentemente se verifica que
aproximadamente 80% dos problemas sao devido a cerca de 20%
das causas. Nesta situacao, o esforco aplicado é bem mais efectivo
quando direccionado a resolu¢io deste nimero mais reduzido de
causas, pois tal tera um impacto mais significativo na melhoria da
Qualidade do processo relativamente a uma situacio onde todas as
causas merecessem idéntica atencao. O diagrama de Pareto procu-
ra precisamente colocar em evidéncia estas causas, as “vital few”,
evitando que as equipas dispersem a sua aten¢ao, recursos e ener-
gia pelas outras que podem potencialmente afectar o processo, as
“trivial many” (usando a linguagem do influente autor, Dr. Joseph

Juran, 1904-2008).
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4.4. Analisando a distribuicio dos dados recolhidos

Dados do tipo quantitativo continuo, contém potencialmente mais
informacao sobre o processo e devem ser preferencialmente adqui-
ridos, relativamente a alternativas de natureza qualitativa, sempre
que tal for possivel e exequivel (nomeadamente, sempre que existir
um sistema de medicdo capaz e disponivel). Quando os dados re-
colhidos sao desta natureza (quantitativa continua), a informacao
basica a que se procura aceder numa analise exploratéria é mais
diversificada. Ao contrario dos dados de natureza discreta (quali-
tativos e quantitativos), onde o interesse reside essencialmente na
distribuicao de frequéncias (relativas ou absolutas) pelas diferentes
entidades discretas (classes ou nimeros), agora cada valor recolhido
tem uma menor probabilidade de aparecer repetido (dada a maior
precisao com que estes sdo registados) e o que interessa relevar nao
¢ pois o namero de vezes que cada valor se repete, mas propriedades
mais globais do conjunto de dados recolhidos. Assim, em primeira
instancia estaremos interessados em analisar em redor de que valor
os dados tendem a agregar-se e com que dispersdo o fazem. A forma
da sua distribuicdo é também um aspecto frequentemente analisado.
Em resumo, tendéncia central (ou localizacao), dispersao e forma,
sdo os aspectos basicos e mais frequentemente analisados em AED

sobre dados continuos.

4.4.1. Histograma

Uma boa forma de iniciar um estudo desta natureza, consiste
em construir um histograma para o conjunto de dados em analise.
Este grafico (Figura 4.6) tem algumas semelhanc¢as com um grafico
de barras, na medida em que também consiste num conjunto finito

de barras que quantificam o nimero de ocorréncias em determi-
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nadas classes. No entanto, estas classes sao agora definidas por
intervalos de valores (e nao por entidades discretas isoladas, como
classes ou numeros inteiros), registando-se o nimero de ocor-
réncias (valores) localizados no interior desses intervalos. Assim,
um histograma constitui um resumo da distribuicio de valores,
envolvendo alguma perda de informaciao (niao se sabe quais os
valores que cairam em cada intervalo, mas apenas quantos), em
prol da obtencdo de uma leitura global dos aspectos essenciais da
variabilidade dos dados, nomeadamente a sua tendéncia central,
dispersiao e forma.

Um histograma permite analisar os padroes essenciais de va-
riabilidade dos dados, resumindo graficamente o comportamento
global e acumulado do processo. Da sua analise, com estratificaciao
por subclasses ou ndo, pode-se por vezes identificar anomalias que
devem ser investigadas de forma mais cuidada (presenca de “ou-
tliers”, distribuicoes multimodais, distribui¢des truncadas ou com
assimetrias inesperadas, valores com frequéncias demasiado eleva-
das ou baixas, etc.) e aspectos que carecem de accoes de melhoria.
Por outro lado, quando se sobrepdem ao histograma os limites de
especificacao da variavel em analise, tal representacio traduz grafi-
camente a capacidade do processo (seccio 7.8), i.e., a sua capacidade
de produzir “outputs” dentro dos limites estabelecidos ou exigidos

por uma terceira parte (clientes, projectista, etc.).

Exemplo: Tensdo de ruptura de pecas de aluminio-litio.

Registaram-se sucessivamente os valores obtidos em testes de
ruptura efectuados a pecas de uma nova liga de aluminio-litio, cuja
adopcao esta a ser considerada por parte dos responsaveis pela uni-
dade fabril (Tabela 4.3). Pretendendo para ja analisar sumariamente
os resultados obtidos na bateria inicial de 80 testes, comecou-se por
observar visualmente os aspectos essenciais da sua variabilidade,

recorrendo a um histograma (Figura 4.6).
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105 221 183 186 121 181 180 143
97 154 153 174 120 168 167 141
245 228 174 199 181 158 176 110
463 131 154 115 160 208 158 133
207 180 190 193 194 133 156 123
134 178 76 167 184 135 229 146
218 157 101 171 165 172 158 169
199 151 142 163 145 171 148 158
160 175 149 87 160 237 150 135
196 201 200 176 150 170 118 149

Tabela 4.3. Tensao de ruptura (MPa) de uma sequéncia de 80 pecas formadas por uma
liga aluminio-litio.

O histograma obtido indica que a tendéncia central dos dados
se situa aproximadamente nos 160 MPa, e que a sua dispersao é tal
que se encontram valores, grosso modo, entre os 80 e os 240 MPa,
com uma forma unimodal e aproximadamente simétrica. Esta é a
leitura essencial que se faz rapidamente da analise do histogra-
ma, a qual seria muito dificil de reproduzir da observacido directa
dos valores tabelados. A sua utilidade esta pois na forma expedita
como permite aceder a aspectos globais da variabilidade e nio na
analise detalhada de aspectos particulares dos dados. Deve-se por
isso resistir a tentacdo de fazer uma analise muito fina, detalhada
e quantitativa de um histograma, quando se resume o que este
transmite, procurando-se em alternativa transmitir, em linguagem
simples e directa, os aspectos da variabilidade que ele seguramente

evidencia.
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Histogram of Tensao de ruptura
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Figura 4.6. Histograma para os dados de tensdo de ruptura (Minitab: Stat > Graph >
Histogram).

Note-se que uma andlise mais consistente de um histograma
requer que o processo esteja a operar em condicdes estaveis. De
outro modo, a distribuicido de valores variaria ao longo do tempo,
e 0 que se estaria a obter num histograma para a globalidade dos
dados seria o resultado acumulado de todas as oscilacoes verificadas
ao longo do tempo, e nao a situacdo corrente das operacoes. Para
avaliar sobre a estabilidade do processo existem varias ferramentas
disponiveis, nomeadamente as cartas de controlo apresentadas no
Capitulo 7, mas na seccdo seguinte ja se apresenta uma ferramenta
grafica simples que permite comecar a analisar este aspecto (graficos
de tendéncia). Antes porém, apresentam-se mais algumas ferramentas
de AED utilizadas na analise da tendéncia central, dispersao e forma

de um conjunto de dados expressos numa escala continua.
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4.4.2. Estatisticas de tendéncia central, dispersio e forma

Ja foi referido que o histograma segrega alguma informacao de
forma a colocar em evidéncia aspectos globais e relevantes da va-
riabilidade dos dados. Esta logica € levada ao extremo, quando se
utilizam estatisticas (i.e., valores calculados a partir dos dados reco-
lhidos numa amostra) para resumir, num s6 valor, um determinado
aspecto da distribuicao dos dados, quer este se trate da sua tendéncia
central, dispersao ou forma. Apesar de tal compressiao de informa-
cao, os valores produzidos poderio ter utilidade relevante, quando
correctamente utilizados e quando a sua analise é efectuada de uma
forma enquadrada e apoiada por outros elementos que assegurem
a sua consisténcia (por exemplo, tera pouca utilidade falar de uma
média quando os valores apresentam uma distribuicao bimodal ou
mesmo de um desvio padrio, quando a distribuicao é assimétrica).
Assim como um alfaiate consegue atingir o seu objectivo de produzir
um belo fato ou vestido a partir de um conjunto bastante reduzido de
valores que caracterizam os varios aspectos do perfil tridimensional
e complexo do nosso corpo, também um analista procura, através
de um conjunto limitado de estatisticas, caracterizar a variabilidade
dos dados de forma a atingir o seu propdsito, o qual pode passar,
em ultima instancia, por tomar uma decisdo sobre medidas a aplicar

no sentido de resolver algum problema ou melhorar um processo.

4.4.2.1. Estatisticas de tendéncia central (ou localizacio)

As estatisticas mais conhecidas e utilizadas para caracterizar a
centralidade de um conjunto de dados sio a média e a mediana,
sendo a moda também referida neste contexto, embora a sua uti-
lizacdo, na pratica, nio seja tio extensa como no caso das duas

primeiras.
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A média amostral é o valor que ocupa uma posicao equidistante de

todos os pontos no conjunto de dados. De facto, sendo definida por,

_ ;x" 4.3)

n

(n é o namero total de pontos, i.e., a dimensiao da amostra), é facil
de concluir que o somatério de todos os desvios relativamente a

média amostral, dl. =X, —X terd de ser nulo:

idi:Zn:(xi—)T):Zn:xi—n~)?:n-f—n-)?:O (4.4)
i=1 1 i=1

i=

Este facto justifica a sua escolha frequente como medida de ten-
déncia central mas, por outro lado, origina uma fragilidade, que
se traduz numa sensibilidade a valores extremos desviantes, ou
“outliers”. Outliers, € o termo anglo-sax6énico comummente utili-
zado para designar observacoes que, de uma forma evidente e si-
gnificativa, nio seguem os padrdes de variabilidade exibidos pela
grande maijoria das restantes observacdes. Podem resultar de erros
no registo dos valores ou serem simplesmente tao legitimos como
os demais em termos da sua validade. No caso em que se analisa
uma sO variavel, estas observacoes desviantes aparecem nos extre-
mos ou caudas da distribuicao de dados, correspondendo a valores
bastantes inferiores ou superiores, quando comparados com os de-
mais. Ao colocar-se numa posicao de equidistancia relativamente a
todos os valores, a média vai ser muito afectada por este pequeno
numero de observacdes extremas, deixando de representar de uma
forma adequada a maioria das observacoes. A existéncia de outliers

é uma situacio particularmente comum no inicio das actividades
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de AED, numa fase em que as tabelas de dados ainda nao foram
convenientemente depuradas de todas as situacdes anémalas e va-
lores pontualmente mal inseridos. Se, ainda assim, se pretender
calcular desde logo algumas grandezas que caracterizem aspectos
da variabilidade dos dados, como a sua tendéncia central, entao a
média nio sera uma opcao a privilegiar nestas condicdes, devido a
sua falta de robustez perante a eventual presenca de outliers. Uma
solucao alternativa por vezes usada consiste em eliminar uma dada
percentagem dos valores mais baixos e mais altos (e.g., 1% ou 5%),
onde estariam potencialmente localizados os valores extremos, e
calcular a média com os restantes. Esta op¢ao, em que se “podam”
ou “aparam” as caudas da distribuicao de valores antes do calculo
da média, é usualmente conhecida pela designacio anglo-saxoénica
de “trimmed mean”.

Outra solucido alternativa para caracterizar a tendéncia central
dos dados, passa por um estagio preliminar em que os valores sdao
ordenados por ordem crescente de magnitude. Estatisticas basea-
das numa tal ordenacdo, designam-se por “estatisticas de ordem”.
Consideremos o seguinte conjunto de valores original, na ordem em

que foram registados:

{xl,xz,x3,...,xn} “4.5)

Um exemplo seria o conjunto {1,7,6, 5,9,12}. Reordenando agora
a sequéncia em (4.5), de modo a formar uma outra em que os valo-
res aparecem dispostos por ordem crescente das suas magnitudes,

obtém-se:
* * * *
{xl,xz,x3,...,xn} 4.6)

Ou seja, para o exemplo apresentado, resultaria, {1,5,6,7,9,12},

* *
onde X, =1 (a observacio com nimero de ordem 1, é o 1), X, = 5
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(a observa¢io com numero de ordem 2, € 0 5), ..., x, =12 (a obser-
vacao com nuimero de ordem 6, é o 12). As estatisticas de ordem sido
calculadas com base nesta sequéncia. Um exemplo é a mediana, que
corresponde ao valor central da sequéncia, i.e., aquele para o qual
existem tantos valores de magnitude inferior, como de magnitude
superior a sua. Assim, a mediana para conjuntos de dados com
um numero impar de elementos, 7, corresponde ao elemento com
numero de ordem (n+1)/2 (s6 ha um valor central), enquanto para
conjuntos com um numero par de elementos, ¢ dada pela média entre
as observacdes com nimero de ordem n/2 e n/2+1. No exemplo
acima apresentado, onde o conjunto de dados contém 6 elementos, a
mediana é dada pela média das observag¢des com nimeros de ordem
6/2 =3 e 6/2+1 =4, ie., x; =6 e xZ =7, correspondendo portanto
a 6,5. Relativamente a média, verifica-se facilmente que a mediana
é menos influenciada por valores extremos de magnitude muito
desviante. Por exemplo um valor maximo de magnitude 1000 ou
1 000 000, nao implica qualquer alteracio no valor da mediana, o
que nio sucede obviamente com a média. Por outro lado, a mediana
esta mais proxima do valor mais observado (moda) em distribui-
c¢des assimétricas, estando portanto mais enquadrada com a noc¢iao
geral de tendéncia central nestes casos (a média seria, mais uma
vez, afectada pela magnitude dos valores mais distantes, da cauda
mais extensa da distribuicdo). Para distribui¢coes simétricas, média e
mediana coincidem, tendo por isso o0 mesmo mérito como medidas
de tendéncia central nesta situaciao particular. Por estes motivos, a
mediana € uma estatistica util para caracterizar a centralidade em
conjuntos de dados, especialmente quando existe a possibilidade
destes conterem outliers, quer estes sejam legitimos quer resultem
de erros de registo.

A moda é também uma estatistica referida na literatura para ca-
racterizar a centralidade dos dados, a qual corresponde ao seu valor

mais frequente. Quando a distribuicdo apresenta varios “picos” ou
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maximos locais, a distribuiciao é designada por multimodal (bimodal

no caso de existirem dois maximos locais, ou seja, duas modas).

4.4.2.2. Estatisticas de dispersao

A forma mais simples de avaliar o grau de dispersio de valo-
res num conjunto dados, consiste em calcular a diferenca entre o
valor de maior magnitude (x: , onde n representa o numero total
de observacoes) e o de menor magnitude (xl* ). A esta quantidade
designa-se amplitude da amostra, A, e é outro exemplo de uma

estatistica de ordem.
* * .
A=x,—x =max {x,x,,X,,...,x, j-min{x,x,,x,,...,x, } @7

A amplitude amostral, no caso do pequeno conjunto de dados
anteriormente referido, {1,7,6,5,9,12}, éde 12—1=11. No exemplo
do conjunto de dados relativos a tensao de ruptura de pecas de uma
liga aluminio-litio (Tabela 4.3) a amplitude é de 245-76=169.

Embora simples e intuitiva, é facil reconhecer nesta medida de
dispersio uma excessiva sensibilidade a valores desviantes, uma
vez que os valores extremos do conjunto de dados determinam, s6
por si, o seu valor final, sem que se contemple de qualquer forma
a distribuicdao dos restantes valores da amostra. A falta de robustez
associada a esta estatistica pode ser contornada, mais uma vez,
deixando de lado uma dada fraccio das observacoes de magnitude
mais baixa e de magnitude mais elevada, calculando posteriormente
a amplitude dos valores remanescentes. E nesta linha de argumen-
tacdo que surge a medida de dispersao conhecida como amplitude
interquartis, AIQ. Esta medida € definida como a diferenca entre a
observacio correspondente ao percentil 75, e aquela correspondente

ao percentil 25, ou seja, pela diferenca entre o valor que, numa or-
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denacio crescente de magnitudes, possui 75% dos valores abaixo de
si (também conhecido como o 3.° Quartil, Q3), e a observacido que,
na mesma ordenacao crescente, ocupa uma posicido em que 25% dos
valores tém magnitudes inferiores (o 1.° Quartil, Q).2 Com algum

abuso de notacao, esta estatistica tem a seguinte definicao:

AIQ=0,-0, = x;s% _X;S% (4.8)

A relacao entre quartis e percentis é a seguinte:

* 1.° Quartil (Q;) <> Percentil 25 (x;% );
* 2.° Quartil (Q) <> Percentil 50 (x;o%) <> Mediana da amostra
* 3.° Quartil (Q3) <> Percentil 75 (x;s%).

O valor correspondente a uma dado percentil, digamos pctil, é
aquele que, numa ordenacdo crescente de magnitudes, possui o

namero de ordem, no(pctil), dado por:
no( ctil)—Mxn+05 “4.9)
d 100 !

Por outro lado, utilizando esta expressao, a um dado valor com

um namero de ordem no(pctil), corresponde o percentil:

no (pctil)— 0,5

n

x100% (4.10)

pctil =

Se o numero de ordem obtido para um dado percentil estipulado
nio for um algarismo inteiro, o seu valor é determinado por inter-
polacao linear entre os valores correspondentes aos numeros de

ordem imediatamente adjacentes. De notar que existe na literatura

2 A designacio de “Quartil” advém da divisio do conjunto de dados em quatro
partes de igual dimensao.
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e nas diversas aplicacdes de software, diferentes definicoes para
o calculo de percentis que podem conduzir a valores ligeiramente
distintos entre si.

A amplitude interquartis possui uma interpretacao muito simples
que decorre imediatamente da sua definicdo: corresponde a ampli-
tude que contém exactamente 50% dos valores centrais da amostra.
Sabe-se assim qual a fraccao de valores que esta contida no intervalo
cuja magnitude se calcula.

Retornando ao exemplo do conjunto de dados relativos a tensao
de ruptura de pecas de uma liga aluminio-litio, pode-se verificar

que, neste caso:
O =144
0, =181

(* valores obtidos por interpolacio linear, uma vez que os nimeros

= AIQ =37 @.11)

de ordem correspondentes aos percentis 25 e 75, sio 20,5 e 60,5,
respectivamente). Pode-se pois dizer que 50% dos valores da tensao
ruptura, que ocupam uma posicao central numa escala crescente de
magnitude, estio contidos num intervalo com amplitude de 37MPa.

Uma outra estatistica usada com bastante frequéncia para carac-

terizar a dispersiao dos dados, é o desvio padrio amostral:

4.12)

De facto, quanto mais distantes os valores estao da média, maio-
res serio os termos (x,. —)7)2, e bem assim a sua “média”, obtida
dividindo o seu somatoério por 7n-1. A aplicacao da raiz quadrada per-
mite que o desvio padrio tenha as mesmas unidades da quantidade
em analise (e ndo o seu quadrado), o que facilita a interpretacio do

seu valor. No entanto, tal interpretacao é menos 6bvia relativamente
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a proporcionada pela AIQ. De facto, agora nio é possivel conhe-
cer de uma forma directa a fraccdo dos valores que poderao estar
contidos num intervalo centrado na média, com semi-amplitude s.
Tal s6 € de facto viavel, quando se assume, adicionalmente, que os
dados seguem uma dada funciao densidade de probabilidade, como
se vera na seccao 5.2.2. A utilidade do desvio padrio em AED ¢é
pois um tanto limitada ao nivel da sua interpretacio, uma vez que
nesta fase da analise ainda ni3o se avaliou com rigor qual o tipo
de distribuicao em causa. O desvio padrio dos dados relativos aos

ensaios de ruptura (Tabela 4.3), é de 33,77MPa.

4.4.2.3. Estatisticas de forma

Embora de utilizacio menos frequente, indicam-se aqui duas es-
tatisticas que permitem analisar aspectos relacionados com a forma
da distribuicdao de dados.

Os coeficientes de assimetria, como o proprio nome indica, forne-
cem uma indicacao da eventual natureza assimétrica da distribuicio
de dados e, neste caso, do sentido de tal assimetria. Estas estatisticas
sao definidas de tal forma que tomam um valor nulo se a distribuiciao
dos dados for simétrica, sdo positivas se a distribuicao for assimé-
trica a direita (i.e., se a cauda para valores maiores for mais longa
que a cauda para valores menores), e negativas se a distribuiciao for
assimétrica a esquerda (onde o inverso se verifica, relativamente a
magnitude relativa das caudas). Um exemplo de um coeficiente de
assimetria é o designado coeficiente de assimetria dos quartis, ou
de Bowley, que toma valores no intervalo compreendido entre -1 e

1 e tem a seguinte definicao:

Q+0-2x0 413
Q3 _Ql

Coeficiente de assimetria dos quartis =
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Para o exemplo dos ensaios de ruptura, este coeficiente toma o
valor de 0,054, indicando que a sua distribuicao é aproximadamente
simétrica, como alids ja se constatou na anilise da Figura 4.6.

A kurtose é uma medida do grau de concentracao da distribuicdo
em torno da sua tendéncia central. Quanto maior for este grau de
concentracdo, maior sera a kurtose da distribuicao (utilizando lin-
guagem metaforica, pode-se dizer que um pico “tem mais” kurtose
que um planalto!). Uma forma de avaliar esta caracteristica é através
do coeficiente de kurtose amostral, y,, definido por:

m
v, =" (4.14)

S

onde s é o desvio padrio amostral e m4; o momento centrado de

4.2 ordem.

Z _\4
B ;(’Cf -X) 4.15)

n

m,

Este coeficiente mede de facto o desvio da kurtose para a dis-
tribuicao relativa ao conjunto de dados em analise, relativamente
aquela de uma distribuicio Normal ou gaussiana, cujo valor teérico
é 3. Na Figura 4.7, apresentam-se trés exemplos de distribuicdes
com diferentes niveis de kurtose. Como referéncia, gerou-se um
conjunto de dados aleatérios que segue uma distribuicio Normal, o
qual aparece representado nesta figura através do histograma com
linha a negrito (o valor do coeficiente de kurtose é aproximadamente

igual a zero para este caso).
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Figura 4.7. Coeficiente de kurtose amostral para varios conjuntos de dados. A negrito,
apresenta-se o histograma para um conjunto de dados gerados aleatoriamente e que
segue uma distribuiciao gaussiana (dai o seu valor ser proximo de zero neste caso).

As restantes distribuicoes de dados possuem uma kurtose superior (linha continua fina)
ou inferior (linha a tracejado), relativamente a primeira situagao.

No exemplo dos ensaios de ruptura, o coeficiente de kurtose
amostral toma o valor de 0,15, indicando que a distribuicao dos
dados nio €, neste aspecto da forma da distribuiciao, muito distinta
de uma distribuicio de dados gaussiana.

Existem varias formas de avaliar, de uma forma quantitativa, a
assimetria e a kurtose de uma distribuicio de dados. As expressoes
fornecidas nesta sec¢ao sio apenas um exemplo das estatisticas que
podem ser usadas para este fim. Deve-se pois, ter sempre o cuidado
de verificar a expressio que em cada caso esta a ser aplicada quando
se recorre a software para suporte da analise estatistica, de forma a
assim poder interpretar correctamente os valores encontrados. No

entanto, raramente estas estatisticas tem um papel decisivo em AED,
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servindo antes para complementar, de uma forma essencialmente

qualitativa, a informacao fornecida pelas demais.

4.4.3. Diagrama de caixa-e-bigodes

De forma a tirar partido da capacidade inata das pessoas em ana-
lisar informacao grafica de uma forma rapida e eficaz, em contraste
com o seu limitado desempenho no processamento e interpretacao
de informacao numérica, existe uma ferramenta que apresenta pic-
toricamente um conjunto seleccionado de estatisticas de localizacao
e dispersio, para assim potenciar a apreensido rapida de informa-
cao essencial. Trata-se do grafico de caixa-e-bigodes (traducio lite-
ral do termo anglo-saxonico, box-and-whisker plot). Neste grafico,

representam-se as seguintes grandezas:

* Mediana ou 2.° Quartil (usualmente representada por uma
linha ou um ponto);

* Os 1.° e 3.° Quartis delimitam a caixa, cuja altura representa
assim a AIQ;

* O minimo e o maximo dentro da regiao “normal” (representa-
dos pelas linhas — os bigodes do grafico —, que unem a caixa
aos pontos em questio);

* Pontos que se situam na regiao de outliers (usualmente assi-
nalados com alguma simbologia, como asteriscos);

* Pontos localizados na regido de “outliers extremos” (usualmen-
te assinalados com alguma simbologia diferente da anterior,

em tipo ou cor).
A regido “normal” acima referida, consiste no sector imaginario

situado entre Q, —1,5xAIQ e O, +1,5x AIQ . A regido de outliers

corresponde a reuniao dos dois sectores seguintes: um compreendido
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entre O, —=3xAI0 e O, —1,5xAIQ e o outro entre Q; +1,5x AIQ
e O, +3xAIQ. Finalmente, a regido de outliers extremos, corres-
ponde 2a reuniio do sector situado abaixo de O, —3xAIQ com o
situado acima de Q, +3x AIQ. A Figura 4.8 apresenta um exemplo
de um grafico de caixa-e-bigodes para o caso dos dados de tensao
de ruptura (Tabela 4.3).

Boxplot of Tensao de ruptura (MPa)
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Figura 4.8. Grafico de caixa-e-bigodes para o exemplo dos ensaios de ruptura, onde se
indica também o significado das principais componentes que o constituem.

Na Figura 4.9, as diferentes regides acima referidas aparecem
esquematicamente representadas. A justificacdo da criacdo e desig-
nac¢ido de tais regides €, de uma forma resumida, a seguinte. Uma
vez que, por definicdo, 50% dos valores centrais estio compreen-
didos numa regiao com um comprimento correspondente a AIQ,
seria de esperar que, na maioria das situacoes e em condicoes
normais, metade destes valores, i.e., os 25% de valores inferiores ao

1.° Quartil, estivessem dispersos numa regiao cuja extensiao € ainda
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maijor (50% maior), 1,5xAIQ, o mesmo se passando com os 25% de
valores correspondentes a cauda superior da distribuicao. Assim, va-
lores que estio para além destas fronteiras artificiais, Q, —1,5x AIQ
e O, +1,5x 410, sio designados, no contexto deste raciocinio, por
outliers. Aquelas observacoes que se desviem ainda mais do padrao
definido pela maioria dos valores centrais, estando para além dos
limites O, =3xAIQ e Q,+3xAIQ, serdo chamadas de outliers
extremos, dado o seu caracter ainda mais desviante relativamente
ao padrao normal de variabilidade apresentado pela maioria das
observacoes.

Apesar dos critérios usados para construir as varias regioes serem
de natureza subjectiva, eles tém-se revelado uteis para despistar
observacdes desviantes e niao permitir que estas interfiram com a
leitura geral do grafico, nomeadamente no que concerne a dispersiao
dos dados. Por isso, os bigodes ligam os valores maximo e minimo
dentro da regido “normal”, nao sendo afectados pela presenca de
valores anormalmente altos ou baixos. Como subproduto, dispde-se
também de um critério rapido (e subjectivo, mas ainda assim util)
para identificacdo de outliers.

A facilidade de leitura e variedade de informacao que contém
sobre os varios aspectos da variabilidade dos dados, tornam estes
graficos numa ferramenta muito util em AED, quer para analise
de dados provenientes de uma amostra (Figura 4.8) ou de varias
amostras (Figura 5.10), através dos quais a sua comparaciao pode

ser também eficientemente conduzida.
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Figura 4.9. Representaciao esquematica de um grafico de caixa-e-bigodes, e das varias
regioes artificiais que este contempla: “normal”, de outliers, e de outliers extremos.

4.5. Analisando sequéncias de valores (o efeito do tempo)
Representacoes graficas como os histogramas ou diagramas de

caixa-e-bigodes, permitem uma leitura rapida da variabilidade global

apresentada por um processo. Nestes graficos, a ordem pela qual
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os valores siao recolhidos ¢ irrelevante, apenas importando a sua
magnitude. No entanto, o comportamento do processo ao longo do
tempo € certamente um aspecto relevante a analisar, no sentido de
avaliar, por exemplo, a sua estabilidade, presenca de tendéncias
ou outros padrdes como ciclos, transicdoes e pontos anormais, cuja
origem frequentemente importa escrutinar melhor. Os graficos de
tendéncias (ou sequéncias temporais), procuram transmitir tal de-
pendéncia temporal, consistindo apenas na representacao sucessiva
dos valores (ordenadas), pela sequéncia em que foram recolhidos
(indicada no eixo das abcissas). Na Figura 4.10 apresenta-se o grafico
de tendéncia relativo ao exemplo dos testes de tensao de ruptura,
o qual indicia estarmos na presenca de um processo dominado por
uma componente aleatéria, nio sendo 6bvia a identificacio de outras

tendéncias ou padrdes claros.

Time Series Plot of Tensao de ruptura (MPa)
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Figura 4.10. Grafico de tendéncias (“time series plot”) para os dados de tensao de
ruptura (Minitab: Stat > Graph > Time Series Plol).

A analise dos graficos de tendéncia permite também interpretar

melhor alguns aspectos caracteristicos apresentados num histogra-
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ma, ou mesmo mascarados por este. Por exemplo, na Figura 4.11
apresenta-se uma situacio em que o histograma apresenta duas mo-
das, cuja origem pode ser facilmente escrutinada através da analise
do respectivo grafico de tendéncias. Por outro lado, na Figura 4.12
sdo apresentadas duas situacdes em que os histogramas apresentam
niveis de tendéncia central e dispersao semelhantes, mas em que os
dados sao oriundos de processos com padrdes temporais de varia-
bilidade marcadamente distintos.

Por vezes, nos graficos de tendéncias aparece também uma linha
horizontal representando a média (ou a mediana) global dos dados
em analise, a qual visa facilitar a identificacao de eventuais padroes

de variacdo presentes.

25. Time Series Plot of Peso

a) b)
Figura 4.11. Exemplo de um conjunto de dados que origina um histograma com duas

modas (a). Da analise do grafico de tendéncias (b), é possivel de identificar claramente
a sua origem (uma alteracao processual abrupta).
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Figura 4.12. Dois conjuntos de dados com histogramas apresentando tendéncias
centrais e niveis de dispersao idénticos, mas oriundos de processos com caracteristicas
dinamicas completamente distintas: no caso a) e b) o processo € estacionario, enquanto
no caso ¢) e d) apresenta uma tendéncia de subida.

4.6. Analisando associacdes entre variaveis

As ferramentas apresentadas nas seccoes anteriores destinam-
-se a caracterizar variaveis individuais de uma forma isolada, no
que respeita a varios aspectos da sua variabilidade. Para variaveis
quantitativas, estes aspectos passam frequentemente pela analise da
tendéncia central dos dados, sua dispersdo, forma da distribuicao
e padrao de variacdo ao longo do tempo. No entanto, o nimero de
medicoes recolhidas simultaneamente para a mesma entidade em
analise €, frequentemente, superior a um. Por outras palavras, cada
observaciao de uma tal amostra é caracterizada por varias grande-
zas recolhidas. Por exemplo, num inquérito pode-se registar, para
cada pessoa inquirida, o seu sexo, idade, altura, peso, etc. Amostras

deste tipo designam-se por amostras multivariaveis (ou multivaria-

100



das, como ja referido), em oposicdo as amostras univariaveis onde
se recolhem valores relativos a apenas uma variavel. As amostras
multivariaveis sao tipicamente organizadas numa tabela, em que as
variaveis medidas aparecem em colunas diferentes e as entidades
analisadas em linhas distintas. Assim, em cada linha figuram os
valores recolhidos para as varias grandezas, relativos a uma mesma
entidade em analise ou instante de amostragem. Nestas condicoes,
a variabilidade a descrever passa ndo s6 pelo comportamento in-
dividual dos dados relativos a cada grandeza medida, mas também
pela existéncia de eventuais associacdes entre as grandezas. Podendo
existir associacoes interessantes entre duas, trés ou mais variaveis,
as metodologias de analise exploratoria de dados concentram-se
essencialmente, numa fase inicial, na analise de associacdoes entre
pares de variaveis. Neste sentido, os graficos de dispersiao e algumas
medidas de associacao (estatisticas) sao frequentemente utilizadas,

como a seguir se descreve.

4.6.1. Diagrama de dispersio

A forma mais simples e directa para inspeccionar a existéncia de
uma possivel associacao entre pares de variaveis consiste em repre-
sentar cada observacio (linha da tabela de dados), como um ponto
num grafico com dois eixos ortogonais: no eixo dos XX’ (abcissas)
figura uma variavel e no dos YY’s (ordenadas) a outra. Cada ponto
representado resulta assim da intercep¢ao da linha vertical que passa
sobre o valor da variavel representada no eixo das abcissas, com
a linha horizontal que passa sobre o respectivo valor da variavel
representada no eixo das ordenadas (Figura 4.13). Repetindo este
procedimento para todas as observacdes, obtém-se o diagrama de

dispersdo ou diagrama (X,y) para as variaveis em causa.
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Figura 4.13. Constru¢iao de um diagrama de dispersao.

Analisando os padroes de distribuicio dos pontos num diagrama
de dispersido, é possivel adquirir rapidamente uma ideia sobre a
existéncia ou nio de uma possivel associacdo entre variaveis, sua
intensidade e forma. Na Figura 4.14 apresentam-se diversas situa-
cdes correspondentes a varios padrdoes de dispersao possiveis. Em
(a) aparece representado um exemplo de uma associacio positiva
entre varidveis (quando uma variavel aumenta de intensidade, a ou-
tra também o faz) e em (b) uma associa¢io negativa (um aumento
numa variavel é acompanhado por um decréscimo na outra). Ja o
exemplo (¢) ilustra uma situacio em que nao ha um padrio de as-
sociacao evidente entre as duas variaveis, enquanto que (d) reporta
a existéncia de uma associaciao clara, mas do tipo nio-linear (ao
contrario das duas primeiras que eram do tipo linear, embora com

tendéncias de variacao opostas).
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Figura 4.14. Graficos de dispersdo para diferentes tipos de associacao entre variaveis:
a) associaciao positiva (quando uma variavel aumenta de valor a outra também);

b) associacdo negativa (quando uma variavel aumenta de valor a outra diminui);

¢) auséncia de uma relacao aparente entre as variaveis em andalise; d) relacao nao-linear
entre as variaveis.

Eventuais pontos desviantes, que fogem do padrio dominante de
variabilidade exibido pela nuvem de pontos, sio também facilmente
detectados neste tipo de graficos. Esta forma rapida de analise de
eventuais associagcoes entre pares de varidveis através de graficos de
dispersio, pode ser estendida a conjuntos de variaveis de dimensao
limitada (usualmente envolvendo menos de 20 variaveis), através das
chamadas matrizes de diagramas de dispersio. Nestas matrizes de
graficos, apresenta-se na cé€lula localizada na linha 7 e coluna j, o
diagrama de dispersiao entre as variaveis com indices i e j, em que
a variavel i aparece no eixo dos YY’ e a variavel j no eixo dos XX
Assim, a representac¢ido posicionada na linha i e coluna j, envolve as
mesmas variaveis que aquela da linha j e coluna #, mas ocupando as

variaveis posicoes distintas nos dois eixos ortogonais. Na diagonal
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desta matriz (posicoes 7,i) aparecem por vezes o nome das varia-
veis em causa e/ou o seu histograma. O exemplo seguinte ilustra a

aplicacao de uma representacio deste tipo.

Exemplo: Andlise do calor libertado na aplicacdo de cimento

O seguinte conjunto de dados ¢é relativo a medicdes efectuadas
para a quantidade de calor libertada (cal/g) no periodo correspon-
dente aos primeiros 180 dias apo6s a aplicacdo de cimento. Este valor
foi registado para 13 formulacdes de cimento, tendo-se também reco-
lhido a respectiva composiciao (em percentagem massica) dos varios
componentes que integram a mistura, as quais foram obtidas por

analise quimica (Tabela 4.4, trata-se do conjunto de dados de Hald).

3Ca0.A1203 3Ca0.Si02 4Ca0.A1203.Fe203 2Ca0.Si02 Calor libertado
7 26 6 60 78,5
1 29 15 52 74,3
11 56 8 20 104,3
11 31 8 47 87,6
7 52 6 33 95,9
11 55 9 22 109,2
3 71 17 6 102,7
1 31 22 44 72,5
2 54 18 22 93,1
21 47 4 26 115,9
1 40 23 34 83,8
11 66 9 12 113,3
10 68 8 12 109,4

Tabela 4.4. Dados para a composi¢cao do cimento (em percentagem massica para cada
componente) e respectivo calor liberado nos primeiros 180 dias (cal/g).

Para analisar a existéncia de possiveis relacdes entre as varia-
veis envolvidas, construiu-se a matriz de graficos de dispersao, a
qual possibilita uma rapida visualizacdo dos padrdes de associacao
existentes entre todos os pares de variaveis envolvidas. Da anilise
deste grafico (Figura 4.15), pode-se verificar que diversas compo-

sicoes estdo associadas entre si, como € o caso das percentagens
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de 3Ca0.Si0O2 e 2Ca0.Si0O2, enquanto que outras nio apresentam
nenhuma relacio aparente, como acontece com 4Ca0.A1203.Fe203
e 2Ca0.Si02. Pode-se ainda observar que existe alguma relacdo
entre a percentagem de alguns compostos e o calor libertado, no-
meadamente para 3Ca0.SiO2, 3Ca0.Al1203 e 2Ca0.Si02, o que pode
ser indicativo de que é possivel construir um modelo para prever a
quantidade de calor libertado, a partir da composicio do cimento.
Todas as associacdes relevantes observadas sao essencialmente do
tipo linear. Na verdade é de facto possivel construir um modelo com
uma elevada capacidade de ajuste, envolvendo somente duas destas
variaveis. Mais a frente sera apresentada a metodologia de regressio

linear que permite construir modelos deste tipo (seccao 5.4).

Matrix Plot of 3Ca0.Al203; 3Ca0.Si02; 4Ca0.Al203.F; 2Ca0.Si02; ...
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Figura 4.15. Matriz de grificos de dispersdao para o exemplo dos dados da aplicacao de
cimento (Minitab: Graph > Matrix Plot).

Note-se no entanto que a observacao de uma associa¢do entre
variaveis, ndo significa que uma relacio causa-efeito exista entre am-
bas. Por exemplo, por existir uma associa¢io negativa entre o volume

de facturacao em vendas de gelados e em vendas de guarda-chuvas

105



num supermercado, nao significa que retirando os guarda-chuvas dos
stocks de inverno se passe a vender mais gelados... Esta associacio
existe de facto, mas deve-se a influéncia de um terceiro factor que
a induz, nomeadamente o clima associado as varias estacdoes do
ano. Para avaliar, de forma conclusiva, a existéncia de causalidade,
€ necessario recorrer a um planeamento estatistico de experiéncias
(Capitulo 6), onde manipulando de forma controlada alguns factores,
se verifica a existéncia (ou nao) de possiveis efeitos nas variaveis de
saida. Alternativamente, pode existir um conhecimento aprofundado
dos fenémenos em curso num processo, que permita ao analista
interpretar a natureza causal das associacoes.

Na analise de diagramas de dispersio deve-se ter algum cuida-
do com a eventual sobre-interpretacio de tendéncias, quando as
amostras sao de dimensao reduzida. Na verdade, nestas condi¢cdes
¢é relativamente facil obter alinhamentos aleatérios de pontos que
indiciem uma certa tendéncia, mesmo quando nao existe qualquer
relacdo entre as variaveis. A mente humana ¢é de facto muito perspi-
caz na detecciao de padroes, mas eles nao tém de significar sempre

algo de profundo e sistematico ...

4.6.2. Medidas de associacio

De entre as medidas de associa¢do para pares de variaveis quanti-
tativas, a mais popular é o coeficiente de correlacio linear de Pearson,
vy . Esta grandeza avalia o grau de aderéncia de uma associacdo entre

duas variaveis a uma linha, e assume valores que variam entre -1 e 1.

> (55~ 7)

Poy = ' (4.16)

> (%)X -5)

i=
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Pares de variaveis cujo comportamento seja quase idéntico a
uma recta, terdo um coeficiente de correlacdo préximo de 1 (se a
associacdo for positiva, como na Figura 4.14.a, onde 7y, =0,88) ou
de -1 (se a associa¢do for negativa, Figura 4.14.b, 1y, =—0,83). Se
nio existir uma associacdo linear relevante entre as variaveis em
analise, o coeficiente de regressiao linear de Pearson tera um valor
proximo de zero (Figura 4.14.c, ry, =0,15). Neste sentido, esta
grandeza s6 devera ser usada para caracterizar associacdes que,
apo6s uma prévia inspeccao visual do respectivo diagrama de disper-
sdo, aparentem ser do tipo linear, independentemente de poderem
apresentar niveis distintos de dispersao em torno de uma possivel
recta. No MINITAB, o coeficiente de correlacio linear de Pearson
pode ser calculado usando a seguinte sequéncia de menus: Minitab:
Stat > Basic Statistics > Correlation.

Quando a relacao entre variaveis € do tipo nao-linear, o coeficien-
te de regressao linear de Pearson nido é adequado para descrever o
nivel de associacao existente. Nestas condi¢cdoes, métodos alternati-
vos deverdo ser adoptados, um dos quais sera apresentado mais a
frente neste livro: o coeficiente de correlacio ordinal de Spearman

(seccdo 5.3.5.3.2).
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CAPITULO 5 - ANALISE: METODOLOGIAS
DE ANALISE CONFIRMATORIA
OU INFERENCIA ESTATISTICA

5.1. Introducio

O seguimento natural da analise exploratéria dos dados recolhi-
dos do processo, passa por confirmar ou refutar as teorias e conjec-
turas formuladas nessa fase, através de uma analise confirmatoria.
Por vezes, a evidéncia observada na analise exploratéria ou descritiva
dos dados é de tal forma clara, que esta fase confirmatéria niao é
absolutamente necessaria. No entanto, a presenca de variabilidade e
incerteza nos dados recolhidos, bem como a existéncia frequente de
amostras de pequena dimensao, criam o cenario para o uso destes
métodos, dada a capacidade que estes apresentam para incorporar
aqueles elementos explicitamente na analise, algo que um analista,
mesmo experiente, dificilmente conseguira reproduzir com igual
eficacia usando somente ferramentas de estatistica descritiva.

Neste sentido, introduzem-se neste capitulo de uma forma com-
pacta os elementos tedricos fundamentais para uma correcta inter-
pretaciao e uso das ferramentas de analise de dados pertencentes
ao dominio da analise confirmatéria ou inferéncia estatistica. Faz-se
referéncia ao conceito de probabilidade na descricio de fenémenos
aleatérios e como estes podem ser descritos em situacoes reais,
recorrendo a funcdes especificas para o efeito (fun¢des de pro-

babilidade para variaveis aleatorias discretas e funcoes densidade



de probabilidade para variaveis aleatérias continuas). De seguida,
abordam-se sumariamente algumas das principais representantes
deste tipo de funcdes e descrevem-se as suas propriedades fun-
damentais (Seccao 5.2.2), ap6s o que se apresenta um resultado
da maijor importancia em estatistica: o Teorema do Limite Central
(Seccido 5.2.3). Neste ponto, interpreta-se o conteido deste teorema
e exploram-se as respectivas consequéncias, nomeadamente ao nivel
da utilizacdo das ferramentas de inferéncia estatistica, as quais reque-
rem frequentemente a especificacao de uma funcio que descreva o
comportamento probabilistico do processo subjacente a geracao dos
dados a analisar. Segue-se entdo a apresentacio de metodologias de
utilizacido recorrente em projectos de resolucio de problemas e de
melhoria de processos, nomeadamente aquelas relativas a estimacao
de grandezas processuais (Seccdes 5.3.2 e 5.3.3), teste de hipoteses
paramétricos (Seccido 5.3.4), teste de hipoteses nio-paramétricos
(Seccao 5.3.5) e, finalmente, de regressao linear (simples e multipla;
Secc¢io 5.4).

5.2. Conceitos preliminares de inferéncia estatistica

O ponto de partida da fase de analise é o estudo de uma ou
varias amostras retiradas do processo. Uma amostra consiste num
subconjunto dos valores possiveis de serem recolhidos do processo
ou populacio em analise. No caso de se tratar de uma amostra ale-
atoria, como é pratica corrente nos processos de recolha e condicao
usualmente assumida na fase de analise, em cada estagio de recolha
de dados este conjunto de valores podera ser distinto, reflectindo a
natureza do mecanismo aleatério que os gera e que é o alvo do nosso
interesse. De facto, ap6s uma fase preliminar e muito importante
de analise dos dados contidos na amostra no sentido de recolher

informacao basica sobre a variabilidade do processo e identificar os
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padrdes sistematicos mais notorios, dirige-se agora o foco da analise
para o processo/populacio que gerou os dados, no sentido de infe-
rir, de uma forma mais concreta, certos aspectos do seu todo. Estes
aspectos podem ser parcialmente acedidos usando a informacio
limitada contida na amostra, embora sempre com alguma incerteza
associada, uma vez que a amostra consiste apenas na manifestaciao
“visivel” de uma pequena parte do processo/populacio em estudo.
No entanto, se a amostra € retirada observando todos os aspectos
que garantem a sua representatividade para descrever o processo
em questao, os seus valores podem ser usados para tecer inferéncias
muito dteis sobre a natureza dos processos e populacdes em estudo
e assim apoiar a tomada de decisdes em ambientes onde a variabili-
dade e incerteza sio componentes inerentes e incontornaveis. E este,
de facto, o objectivo fundamental das metodologias de inferéncia
estatistica abordadas na Secciao 5.3. No entanto, para percorrer o
caminho “da amostra a populag¢ao” € necessirio compreender pri-
meiro como é que estes dois aspectos estdao relacionados. Para tal,
comeca-se por abordar brevemente os elementos conceptuais que
permitem descrever, de uma forma sistematica coerente e quantita-
tiva, a variabilidade dos valores passiveis de serem obtidos numa
amostra aleatéria do processo.

E neste ponto que a teoria da probabilidade di um contributo
importante para a compreensiao dos fenémenos onde o aleatério e
o imprevisivel estio presentes, nomeadamente fornecendo modelos
matematicos para os descrever de forma adequada. Estes modelos ou
funcdes permitem calcular a probabilidade associada a obtencdo de
determinados conjuntos de valores nas amostras, provenientes dos
processos ou populacdes em estudo. Por exemplo, na inspecciao de
pecas contidas num lote de material produzido numa linha de fabri-
co, onde estas sdo seleccionadas aleatoriamente e analisadas quanto a
ocorréncia de nao-conformidades, o “nimero de nao-conformidades

detectadas” em cada conjunto de pecas analisado € algo que nio
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pode ser conhecido a priori. Diz-se, por esta razio, que se trata de
uma variavel aleatéria. O modelo ou funcao que descreve o compor-
tamento desta variavel aleatoria, permite o calculo da probabilidade
associada a todos os acontecimentos possiveis da experiéncia assim
realizada (neste caso, a experiéncia €é a inspeccao de um conjunto
pecas recolhidas aleatoriamente de um lote, no sentido de apurar o
numero de nao-conformidades). A especificacio da probabilidade
associada a todos os resultados possiveis de uma experiéncia aleato-
ria, traduz a forma mais completa de definir o conhecimento que se
pode ter sobre ela. Tratam-se pois dos elementos construtivos sobre
os quais esta alicercada a inferéncia estatistica, os quais permitirao
inferir aspectos do todo da populaciao, conhecendo a forma como
a amostra pode ser obtida desta.

Por “probabilidade”, entende-se (e obviando uma discussio mais
profunda sobre os seus varios aspectos, definicdes e interpretacdes
deste termo) uma medida da plausibilidade, credibilidade ou grau
de certeza, associada a um dado resultado. A probabilidade de qual-
quer acontecimento, A4, traduz-se por um nimero que varia entre 0
(acontecimento impossivel) e 1 (acontecimento certo), o<pP (A)S 1,
com a propriedade de, se A e B constituirem dois acontecimentos
incompativeis ou mutuamente exclusivos (i.e., se a sua intercep¢ao
for o conjunto vazio, AN B =), entio a probabilidade de acontecer
A ou B é dada pela soma das respectivas propriedades associadas
a cada um, individualmente, P(A U B): P(A)+ P(B). Por vezes
este nimero aparece também expresso em percentagem, variando
neste caso entre 0 e 100%.

Existem dois tipos de funcdes ou modelos usados para descrever
o comportamento aleatorio (ou probabilistico) das variaveis aleato-
rias, sendo um dirigido para varidveis aleatorias discretas e outro
para variaveis aleatorias continuas. As funcdes ou modelos utilizadas
para descrever o comportamento aleatorio de variaveis discretas,

designam-se funcdes de probabilidade, enquanto que aquelas dirigi-
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das para variaveis continuas, tém o nome de funcdes densidade de
probabilidade. Designacdes alternativas, usadas num sentido mais
lato e de forma indiferenciada para ambos os casos, sio a de distri-
buicio de probabilidade ou lei de probabilidade, devendo estar claro
do contexto, qual a real natureza da variavel a que se referem.
Uma funcao de probabilidade, p(x), indica a probabilidade as-
sociada a cada valor possivel que a variavel aleatéria discreta pode

tomar, X,:

p(xl.)zP(x:xi) 5.D

Podem por isso ser interpretadas como uma série de colunas ou
de picos num grafico em que no eixo dos XX’ figuram os valores
possiveis da variavel aleatéria X, designados genericamente por x,
cuja altura indica a probabilidade que lhes esta associada (na nota-
¢ao mais corrente, a variavel aleatoria é referida usando uma letra
maidscula, e os seus valores possiveis, ainda que nao especificados,
pela mesma letra mindscula). Uma func¢io densidade de probabilida-
de, f(x), por outro lado, é definida de tal forma que a area abaixo
dela entre dois valores da variavel aleatéria continua, digamos a e b,

corresponde a probabilidade da variavel assumir um valor entre a e

b. Em termos matematicos tal traduz-se pela seguinte expressio:

P(a <x< b): Lbf(x)dx (5.2

Analisando a equacio (5.2), verifica-se que f (x) representa uma

«

probabilidade por “unidade de x”, i.e., a densidade de probabili-
dade concentrada entre x e X+dx, nio se tratando, portanto, de
valores efectivos de probabilidade. Para os obter, a funcao deve ser
integrada entre dois limites, do que resultara a probabilidade asso-
ciada ao correspondente intervalo. Na Figura 5.1 ilustra-se o calculo

de probabilidades associadas a acontecimentos usando funcoes de
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probabilidade (Figura 5.1.a) e funcoes densidade de probabilidade
(Figura 5.1.D).

A=[3,%]

A={1,3} P(A)= area abaixo de f, e a esquerda de 3.

P(A)=P(1)+P(3)

p(x) fx)
i I | pa
B
1 2 3 4 X

a) b)

Figura 5.1. Exemplo do cilculo associado a um acontecimento, aqui designado por
“A” no caso de (a) uma variavel aleatéria discreta (recorrendo a uma funcao de
probabilidade) e de (b) uma variavel continua (usando uma funcao densidade de
probabilidade).

Uma outra funcio relacionada com estas é a funcao de probabili-
dade acumulada, F), (x), definida por F) (x)= P(X < x), também
conhecida como “funcio distribuicao de probabilidade”. Trata-se de

uma funcao nio decrescente, cujos valores variam também entre 0 e 1.

5.2.1. Breve referéncia a algumas funcoes de probabilidade

Referem-se nesta seccio, algumas das funcdes de probabilidade
de uso mais frequente no contexto das metodologias de inferéncia

estatistica.

Distribuicao Binomial
Um dos processos aleatorios mais simples consiste na contagem
do nimero de vezes que um resultado, entre dois possiveis, sucede

numa série de experiéncias idénticas e realizadas de uma forma
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independente entre si. Como exemplos, podem-se referir: o nime-
ro de vezes que sai “cara” numa sequéncia de 10 lancamentos de
uma moeda ao ar ou o nimero de pecas defeituosas numa amostra
contendo 20 unidades retiradas aleatoriamente de um lote com um
grande numero de pecas. Estes exemplos tém em comum as seguin-

tes caracteristicas:

i) A cada experiéncia realizada (por exemplo, a cada lancamento
da moeda ao ar, ou a cada teste efectuado a uma peca da
amostra), corresponde apenas um de entre dois resultados
possiveis (cara/coroa, com defeito/sem defeito);

ii) A probabilidade de ocorréncia de cada resultado mantém-se
inalterada de experiéncia para experiéncia;

iii) Os resultados associados a cada experiéncia sao indepen-
dentes, ou seja, o facto de se ter obtido um dado resultado
numa experiéncia, nio condiciona, de qualquer forma, os
resultados futuros, nem foi ele proprio condicionado pelos

resultados anteriores.

Experiéncias aleatorias onde estas trés condi¢des sao observadas,
designam-se por experiéncias (ou provas) de Bernoulli. A funcao de
probabilidade que descreve a probabilidade associada ao namero de
vezes que um dos dois estados possiveis da variavel dicotémica é
verificado, usualmente designado por nimero de “sucessos”, numa
sucessao de n experiéncias sucessivas, ¢ a distribuicio Binomial (su-
cesso € um termo utilizado apenas para traduzir um dos resultados
possiveis; por exemplo, pode-se definir sucesso como sair “cara”, ou
retirar uma peca com “defeito”). A sua expressao matematica é:

n X n—x
-pt-q" ", x=0,1,2,...,n
P(x): X (5.3)

0, outrosx
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onde p designa a probabilidade associada a um dado numero de
sucessos, x, (logo 0< p<l)e g=1-p.

A distribuicio Binomial possui dois parametros, n e p (g ndo é
incluido neste conjunto, uma vez que pode ser obtido directamente
de p, dado que g=1—p). A tendéncia central e dispersio desta
funciao podem ser caracterizadas pela média populacional, U, e va-
riancia populacional, c’ , respectivamente. A primeira caracteriza a
sua tendéncia central, correspondendo ao seu “centro de gravidade”,
enquanto a segunda fornece uma medida da sua dispersao. Estas
grandezas sao designadas por parimetros populacionais e caracte-
rizam as funcdes distribuicao de probabilidade de variaveis aleato-
rias, 2 semelhanca das estatisticas de localiza¢io e dispersio que
caracterizavam os valores de uma amostra. No caso da distribuicao

. . A . . 2
Binomial, os parametros populacionais W e G~ sdao dados por:

W=n-p G.49
Gzzn.p.q (55)

Na Figura 5.2 apresenta-se a forma da distribuicio Binomial para

dois conjuntos de parametros.

n=5,p=0.2 n=50,p=0.2
0.5 1 0.2
0.4
0.15
0.3
s g o1
o (-8
0.2
0.05
0.1
0 o o Ly R R RRRRRRERED
0 1 2 3 4 5 6 0 10 20 30 40 50
X X
a) b)

Figura 5.2. Distribui¢ao Binomial: @) n=5; p=0,2; b) n=50; p=0,2.
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Distribuicao de Poisson

Esta distribuicdo aplica-se a situacdes envolvendo processos de
contagem de ocorréncias raras (por exemplo defeitos), cuja probabi-
lidade associada é portanto baixa, mas o nimero de oportunidades
onde tais ocorréncias podem ter lugar é muito elevado. Um exemplo
€ o namero de pessoas que acedem a um dado site da internet num
dia (s6 uma pequena fraccio de pessoas acedera, mas o nimero de
pessoas que potencialmente o pode fazer é muito elevado). Esta dis-
tribuicdo pode ser considerada como um caso limite da distribuicao
Binomial, quando o nimero de experiéncias, n, tende para infinito
mas o numero médio de sucessos (1p) se mantém constante (nestas
condicoes, p deve necessariamente decrescer). Como na distribuicao
Binomial, também aqui existe o pressuposto segundo o qual todas
as ocorréncias sdo igualmente provaveis (ou seja, no exemplo da
internet, todas as pessoas teriam a priori a mesma probabilidade
de aceder ao site, algo que nao é necessariamente verdadeiro fruto
dos interesses e das actividades de cada pessoa). Outros exemplos
onde esta distribuiciao € util incluem processos de contagem de
defeitos (por exemplo em pinturas de automoveis, fios de cobre,
folhas de papel, etc.), acidentes de trabalho, reclamacoes, fluxos de
automoveis em portagens, etc.

Uma diferenca fundamental entre as condicdes de aplicacio da
distribuicio de Poisson e da distribui¢io Binomial, é a seguinte:
enquanto na distribuicao Binomial é sempre possivel e realizavel
contar o numero de “sucessos” e “insucessos”, no caso distribuicao de
Poisson, o nimero de vezes em que o designado sucesso ndo ocorre é
impossivel ou impraticavel de ser quantificado (seria impossivel saber
exactamente quanto pessoas ndo acederam ao site num dia, ou quan-
tos acidentes deixaram de suceder numa dado local e periodo de tem-
po). Assim, quando em duvida entre usar uma ou outra distribuicao
como suporte para a analise de dados, uma questao clarificadora sera:

“podemos contar o namero de insucessos ou de ndo ocorréncias?”.
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A expressao matematica para a distribuicao de Poisson, é a seguinte:

ux
P(x)=4—H (5.6)
x!

O unico parametro da distribuicao, y, representa a taxa média de
ocorréncias, ou seja, o nimero médio de ocorréncias por unidade da
quantidade em analise (tempo, area, comprimento, etc., conforme a
aplicacao em que o processo de contagem decorre). Assim, se esta
base de contagem variar, o parametro deve ser concomitantemente
ajustado. Por exemplo, se a taxa média de avarias de uma maquina
é de uma vez por més (L =1), esta passara a ser de 12 se o periodo
de analise for de um ano (L =12). A média e varidncia populacionais
para a distribuicio de Poisson correspondem ambas ao parimetro
W da equacio (5.6).

Na Figura 5.3, apresenta-se a distribuicao de Poisson para dois

conjuntos de parametros.

n=5 pn=50
0.25 0.1
0.2 0.08
0.15 0.06
g %
a
0.1 0.04
0.05 0.02

a) b)

Figura 5.3. Distribuiciao de Poisson para : a) u=5; b) p=50.
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5.2.2. Breve referéncia a algumas funcoes
densidade de probabilidade

Faz-se agora alusiao as funcoes densidade de probabilidade mais
utilizadas na implementacio de metodologias de inferéncia esta-
tistica, comecando com a distribuicio Normal, a mais conhecida e
importante das distribuicdes continuas.

A importancia da distribuicio Normal advém da sua utilidade
numa ampla variedade de contextos e aplica¢oes. De facto, muitos
processos geram dados que sao descritos com boa aproximacio
por esta distribuicio (muitas vezes designada por “lei”, dada a sua
presenca ubiqua em muitas aplicacdes), e mesmo naqueles onde tal
nio sucede, as respectivas médias amostrais tenderdo a seguir uma
distribui¢io Normal para dimensdes de amostras suficientemente
elevadas (um resultado decorrente do Teorema do Limite Central,
abordado mais a frente nesta seccido). E também uma distribuicio
limite para a qual muitas outras convergem, a medida que alguns
dos seus parametros e/ou graus de liberdade aumentam (usualmente
associados a dimensao das amostras cujo comportamento pretendem
descrever), como acontece com as distribuicoes Binomial (quando
n aumenta), Poisson (quando g aumenta) e qui-quadrado (quando
o numero de graus de liberdade, v, aumenta).

A distribuicao Normal é uma distribuicao simétrica relativamente
a sua média (i.e., a parte a direita da média corresponde a imagem
num espelho da parte a esquerda da média), com a seguinte ex-

pressao matematica:
1 _l(ﬂjz
f(x)z_e 2o B.7
c+/2n
Os seus parametros coincidem com a respectiva média popu-

lacional, ¢, e desvio padrio populacional, o, e a variavel aleatéria

pode variar entre —o0 e +oo (que € alids uma das razdes pela qual
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esta distribuicio nunca é rigorosamente seguida). E por isso muitas
vezes referida simplesmente como, N (M,G ) A média populacional
define a localizacao da tendéncia central da distribuicio no eixo
real, enquanto o seu desvio padriao define a magnitude da sua dis-
persao. No caso da distribuicao Normal, o desvio padriao tem uma
interpretacao simples, dada através da probabilidade da variavel

aleatodria estar contida em intervalos do tipo W+4G :

* 68,26% para o intervalo W O ;
* 95,46% para o intervalo u+20 ;
* 99,73% para o intervalo p+3c .

Por ser uma distribuicdo simétrica, a sua média populacional
coincide com a sua moda (ou seja, o seu valor mais provavel) e com
a sua mediana (i.e., o percentil 50%).

A distribuicio Normal é frequentemente utilizada na sua forma
padronizada, i.e., com média populacional nula e desvio padrao
unitario, N(O,l). A razio para tal é puramente de natureza pra-
tica e advém do facto de qualquer outra distribuicao Normal com
diferentes parametros ¢ e o, poder ser facilmente convertida na
distribuicio Normal padronizada, usando a seguinte mudanca de

variavel:

sz_u (5.8

Com esta transformacao, é possivel consultar tabelas de valores
que permitem determinar a probabilidade acumulada para um con-
junto de valores particulares de z, obtendo-se assim indirectamente
aquela correspondente a um dado x. Esta pratica era muito util antes
do advento das ferramentas computacionais que permitem, hoje em
dia, calcular directamente as probabilidades associadas a qualquer

distribuicdo Normal, entre quaisquer limites.
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Alguns valores de z sdo particularmente referidos com mais fre-
quéncia em aplicacdes (0os quais podem depois ser convertidos nas
unidades em questdo, usando a transformacao inversa de variaveis,
X=2z-0 + ). Um exemplo, sao os valores de z tais que a probabi-
lidade da variavel aleatéria lhes ser superior, é pré-definida e toma
valores especificos de a (por exemplo a = 0,025, 0,05; ... ): define-
-se z, como sendo aquele valor de z tal que a probabilidade a sua
direita €, precisamente, qa, i.e., z, =Z:PI‘(Z>Z)=O( (Figura 5.4).3
Por outras palavras, z, é o percentil (1—0()><100% da funcao de

probabilidade acumulada Normal padronizada.

v

24

Figura 5.4. Defini¢do do ponto Z, para uma distribuicio Normal padronizada.

De notar que o ponto que a sua direita contempla uma proba-
bilidade a corresponde aquele que a sua esquerda tem uma pro-
babilidade 1-o . Uma vez que a distribuicio Normal é simétrica
relativamente a origem, tem-se que o percentil o x100% corresponde

a: Zlf(x = —ZOc .

3 Esta convencio serd usada, de forma uniforme, para todas as outras dis-
tribuicdes, como por exemplo a t de Student com v graus de liberdade, Tyy @
qui-quadrado com v graus de liberdade, Xy , € a distribuicdo F com v; e v, graus
de liberdade, F

ViV, *
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Outras fungdes surgem também no contexto de aplicacoes de infe-
réncia estatistica (nomeadamente no estabelecimento de intervalos de
confianga e no teste de hipéteses), envolvendo estatisticas calculadas
a partir de amostras provenientes de populacdes normais, como a
média amostral e a variincia amostral. Estas distribui¢des sio por
isso frequentemente designadas por “distribuicbes amostrais” das
correspondentes estatisticas e aparecem sumariamente descritas na
Tabela 5.1, onde também se indica as suas caracteristicas essenciais,

como o dominio, a simetria e respectivos parametros.

Dominio da

Distribuicao variavel Simetria Descri¢ao Parametros
aleatéria
Normal, N —co<y<+o0 Simétrica Distribuicao usada

u, 0% (média e
para descrever o variancia populacionais)
comportamento

de médias e outras

estatisticas

T de Student, 7 —co<y<+o0 Simétrica Distribuicao usada v (niimero de graus de
para descrever o liberdade)
comportamento

de médias em
populacoes
normais

Qui-quadrado, y2 x20 {%ss}m?trlca Distribuicao usada v (ntimero de graus de
a ldlreltfl para descrever o liberdade)
(simetria comportamento da
positiva) variancia amostral

em populacoes
normais

) N PP TR ’

F (de Snedcor), F x20 {%SS}mgtrlca Distribuicao usada V1, v2 (ntimero de graus
a ldlreltfi para descrever o de liberdade associados
(sn@gtrla compc{rtamento 20 numerador e
positiva) da razao entre duas

asat : denominador, resp.)
variancias amostrais

de populacoes normais

Tabela 5.1. Tabela resumo das principais distribuicdes amostrais continuas.

A determinac¢io dos pontos percentuais correspondentes a um
determinado valor de probabilidade a, era, como ja referido, uma
tarefa que envolvia a consulta de tabelas estatisticas. Hoje em dia,
esta tarefa é bastante facilitada com o recurso a software estatistico,
o qual permite calcular, de uma forma expedita, diversas quantida-
des envolvendo func¢des de probabilidade e funcoes densidade de
probabilidade (Figura 5.5).
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output

, input input
\ & ’
" Probability densitx/ i
6, o
& Cumulati e T f
Noncentrality parameter: [0,0 ~  ___-- s output

(" Inverse cumulative probability <~

Numerator degrees of freedom: Parametros da distribui¢do

Denominator degrees of freedom: [—

@ Input column: Valor da variavel aleatdria ou
optional storage: [ probabilidade (consoante a

opgdo de célculo seleccionada)
- C Inputconstant: |
— Optional storage:

| 5] o |

Figura 5.5. Exemplificacdo do cdlculo de diversas grandezas relacionadas com
distribuicoes (neste caso a distribuicao F) usando software estatistico (Minitab:
Calc>Probability distributions).

5.2.3. O Teorema do Limite Central

O Teorema do Limite Central constitui um resultado da maior
importancia na medida em que permite generalizar significativamente
o uso de ferramentas estatisticas, independentemente da natureza
da distribuicao dos dados. O seu grande impacto esta portanto na
utilidade que se pode fazer da sua tese e é pois por isso relevante
e oportuno perceber o seu alcance.

O seu enunciado basicamente refere que “a soma ou média dos
valores recolhidos numa amostra aleatéria, proveniente de uma qual-
quer populacio com uma distribuicao passivel de ser encontrada na
pratica (nomeadamente, com variancia finita), tende a seguir uma
distribuicao Normal. Quanto maior for a dimensio da amostra, mais
proxima a distribuicao da soma ou da média dos seus valores, estara

de uma distribuicio Normal.”
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Com este resultado pode-se estender o ambito de aplicacdes
de metodologias estatisticas desenvolvidas para dados provenien-
tes de populagcdes normais a situacoes mais gerais, contemplando
distribuicdes nio-normais, desde que se utilize para tal médias de
valores recolhidos aleatoriamente e correspondentes a amostras de
dimensao “suficientemente elevada”. O significado de uma amostra
de dimensao “suficientemente elevada” é no entanto dependente
do contexto, nomeadamente do grau de ndo-normalidade que a
distribuicao original apresenta. Por exemplo, se para distribuicoes
simétricas 5-10 observacoes podem ser suficientes para atingir, com
boa aproximacio, a convergéncia para a distribuicao Normal, ja para
distribuicoes altamente assimétricas ou multimodais este namero
pode crescer (por exemplo para 20-30 observacdes, embora usual-
mente um numero consideravelmente inferior seja suficiente para
atingir uma convergéncia adequada).

Por outro lado, o Teorema do Limite Central permite também
justificar o facto de distribui¢cdes amostrais que envolvam a soma de
contribuicdes aleatérias na composicao da sua estatistica, convergi-
rem para a distribuicio Normal, como sucede, por exemplo, com as
distribuicoes Binomial, Poisson e Qui-Quadrado. A titulo ilustrativo
considere-se, por exemplo, a situacio apresentada na Figura 5.0,
onde se pode comprovar este facto para a distribuicio Binomial,
nao obstante a sua natureza discreta. Assim, nas condi¢cdes em que
esta aproximacio é aceitavel (n>20,np>7Te n (1 - p)> 7), pode-se
usar a distribuicao Normal em lugar da distribuicio Binomial para

conduzir, com boa aproximacio, a analise em causa.
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Figura 5.6. Histogramas para os resultados do célculo da propor¢ao Binomial amostral,
quando se geram 5000 amostras aleatorias de uma distribuicao Binomial com
dimensoes de 5, 10, 20 e 50. O tracejado vertical indica a localizacao da verdadeira
proporc¢ao populacional (0,1). Pode-se verificar que, a medida que a dimensao da
amostra aumenta, a forma da distribuicdo da estatistica tende a ser mais simétrica e
proxima de uma distribuicio Normal.

5.3. Inferéncia Estatistica

Com as ferramentas de inferéncia estatistica procura-se retirar
conclusdes ou formular juizos mais rigorosos acerca de caracteris-
ticas do todo da populacio, com base nos valores de uma amostra
recolhida da mesma, de uma forma adequada (o que usualmente
significa tratar-se de uma amostra aleatéria). Inserem-se pois num
ambito distinto daquele definido para as ferramentas de estatisti-
ca descritiva ou andlise exploratéria de dados, as quais procuram
fornecer, de uma forma visual, tabular ou numérica, informacdes

claras sobre os aspectos essenciais e relevantes da variabilidade do
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processo, sem que haja nessa fase a preocupacio em retirar conclu-
soes definitivas — tal ja ndo sucede com as ferramentas de inferéncia
estatistica. A flexibilidade na adop¢io de varias metodologias de
visualizacdo e sistematizacio de dados usadas em estatistica des-
critiva, da agora lugar a uma seleccio mais restrita e formal das
ferramentas adequadas para conduzir, com o rigor necessario, a
analise confirmatéria pretendida.

Apesar de, por vezes, os padrdes identificados numa analise de
estatistica descritiva serem de tal forma claros que tornam redundan-
te a conduciao de uma analise confirmatéria subsequente no ambito
da inferéncia estatistica, ha frequentemente situacdes onde tal nao
sucede. Por exemplo, por vezes as conclusdes nio sio Obvias da
observacao de representacdes graficas ou tabelas, devido a presenca
de variabilidade ou ao facto das amostras em causa serem de pe-
quena dimensio, situacdo em que a intuicao humana nem sempre
(ou quase nunca...) tem um mecanismo suficientemente desenvolvi-
do para aceder a significincia dos padroes observados nos dados,
sobrevalorizando os que eventualmente sejam reconhecidos, apesar
de tal poder ser relativamente comum e passivel de ser explicado
pela accao de uma fonte de variabilidade nao estruturada.

A necessidade de retirar conclusdes formais a partir de uma
amostra recolhida de uma populag¢iao (chamamos populacdo ao con-
junto total dos dados passiveis de ser recolhidos do processo em
estudo, e amostra a um seu subconjunto) surge nao s6 por limi-
tacdes econdémicas associadas aos custos envolvidos numa analise
ou a inspeccio a 100%, mas também a impossibilidade de tal ser
feito, como acontece em processos com operacdes continuas, onde
¢ impossivel aceder, no presente, a valores futuros, mesmo que a
inspeccio seja integral ou conduzida a 100%.

Na seccio seguinte faz-se referéncia aos principais tipos de pro-
blemas que surgem no ambito da inferéncia estatistica, nomeada-

mente: estimacdo pontual, estimacdo por intervalo (intervalos de
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confianca) e teste de hipoteses. Depois, nas seccdoes subsequentes,
referem-se varias ferramentas que se inserem em cada um destes
grupos, de forma a ilustrar os objectivos que com elas se visam atin-
gir e como tal pode ser concretizado na pratica. A exposicao aqui
efectuada tera essencialmente o propodsito de introduzir e descrever
sumariamente a aplica¢do destas ferramentas em contextos praticos,
nomeadamente no decurso de projectos seis sigma. Nao sera pois
nem exaustiva na cobertura dos métodos disponiveis, nem sera tam-
bém efectuada com a profundidade teodrica encontrada em livros de
texto e na literatura técnica especializada. Proporciona, no entanto,
uma visao equilibrada do papel destas ferramentas na pratica, e uma

introducao acompanhada a sua aplicagao em situacdes concretas.

5.3.1. Tipologia dos problemas de inferéncia estatistica

Para melhor ilustrar a tipologia diferenciada dos problemas pas-
siveis de ser abordados por metodologias de inferéncia estatistica,

consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo: Ensaios de absorvéncia de toalbas

O sector de desenvolvimento de produtos de uma companhia
que comercializa toalhas, encetou esforcos no sentido de melhorar
os seus produtos. Para tal, comecou por definir o que é de facto
importante para o consumidor final, para depois desenvolver um
teste destinado a sua quantificacio (medicdo). A propriedade selec-
cionada foi, neste caso, a absorvéncia das toalhas, definida como a
capacidade que estas apresentam para incorporar na sua estrutura
a agua existente numa superficie com a qual contactam. Assim, esta
companhia desenvolveu testes laboratoriais para medicao da absor-
véncia, com base nos quais pretende caracterizar, quantitativamente,

as trés grades de toalhas que comercializa.
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Os resultados obtidos para os trés tipos de toalhas (ou grades)

aparecem resumidos na tabela seguinte.

Grade X Grade Y Grade Z

501 410 488
475 398 467
495 391 483
490 412 484
478 391 498
493 404 491
474 382 481
481 411 502
499 407 511
499 430 524

Tabela 5.2. Resultados dos testes de absorvéncia (em gramas), para as trés grades de
toalhas comercializadas.

Virias questoes relevantes se podem colocar nesta fase, nomea-

damente:

* Como caracterizar, quantitativamente, cada tipo de toalha com
base numa s6 quantidade numérica?

* Qual a incerteza em que se incorre ao proceder a tal caracte-
riza¢do? (i.e., ao utilizar um Gnico nimero para caracterizar
o objecto de estudo, neste caso a absorvéncia da toalha de
uma dada grade).

* Podera a absorvéncia dos diferentes tipos de toalhas ser con-

siderada igual?
Todas estas questdes envolvem aspectos ao nivel do todo da

populacido de toalhas de cada tipo, e nao somente da amostra reco-

lhida. De facto, ao abordar a sua caracterizacao (primeira e segunda
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questdes), estaremos interessados em fazé-lo de uma forma global
(para cada tipo de toalhas), o mesmo acontecendo relativamente ao
problema da eventual existéncia de diferencas entre as varias grades
de toalhas (terceira questao), para o qual se pretende uma decisao
formal, num sentido ou noutro. Analisemos agora cada questao
individualmente.

Quanto a primeira questao, ha que definir, exactamente, que
quantidade ao nivel da populacio dos valores de absorvéncia rela-
tivos a cada grade de toalhas devera ser usada para as caracterizar.
Neste contexto, uma vez que se pretende, com uma s6 grandeza,
caracterizar ainda que de forma parcial uma distribuicdo valores,
a quantidade usualmente seleccionada para tal efeito é a média da
populaciao ou média populacional. Com este parametro populacional
caracteriza-se a localizag¢do ou tendéncia central da distribuicao de
valores. Por pardmetro populacional entende-se uma quantidade
fixa que caracteriza um aspecto especifico da populacao (fixa, a luz
da teoria de probabilidade convencional ou “frequencista”, que sera
aqui adoptada). Outros parametros existem que caracterizam outros
aspectos da distribuicao, como aqueles destinados a caracterizar a
sua dispersdo (por exemplo, a variancia populacional) e a sua forma
(por exemplo, a assimetria e a kurtose). De entre estas categorias,
certamente a mais indicada para caracterizar, numa primeira ins-
tancia, a absorvéncia das toalhas de cada grade € a relativa a sua
localizacao, e de entre os varios parametros populacionais de loca-
lizacdo possiveis, seleccionou-se entio a média populacional.

Seleccionado o parametro populacional relevante para o proble-
ma, a proxima questio € como o estimar a partir dos dados contidos
na amostra disponivel? De facto, o que se dispde é de uma amostra
da populagio, a qual é constituida por alguns valores recolhidos
de objectos (toalhas) seleccionados de uma forma adequada (por
exemplo, de modo aleatério para evitar qualquer enviesamento nos

resultados). O problema levantado na primeira questio € entao o
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de como, a partir destes valores, fornecer uma estimativa para o

parametro populacional em causa.

Trata-se de um problema de estimacdo pontual.

Fixemo-nos agora num dado tipo de toalhas. Recolhendo uma
nova amostra de toalhas deste tipo e conduzindo os respectivos
ensajos de absorvéncia, é de esperar que os valores obtidos sejam
distintos dos obtidos na amostra anterior. Consequentemente, a es-
timativa pontual que se avance para o parametro populacional em
causa com base em tal amostra, usando um estimador adequado
para o referido pariametro populacional, serd ela também distinta.
Um estimador é portanto uma estatistica, ou seja, uma quantidade
calculada ou definida a partir de uma amostra da populacio, que
fornece uma estimativa para um dado parimetro populacional. Como
estatistica que é, o estimador apresenta variabilidade (é na verdade
uma variavel aleatdria), e, como tal, as estimativas que proporciona
para o parametro populacional em causa, apresentam um grau de
incerteza associado. Esta incerteza é melhor caracterizada através
de um intervalo que contém a estimativa fornecida pelo estimador

e cuja magnitude reflecte a sua precisio.

A definicdo desta banda de incerteza

consiste num problema de estimacdo por intervalo.

A semelhanca da primeira questio, a terceira também neces-
sita de um esclarecimento prévio, desta feita sobre a natureza
da diferenca a apurar entre as populacdes em causa. Neste caso,
pretende-se saber se a absorvéncia associada aos diferentes tipos
de toalhas pode ser considerada igual, ou se pelo contrario esta é
distinta. Uma vez que se esta a falar de populacdes, com as suas

respectivas distribuicoes de valores, que aspecto destas se preten-
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de realcar com esta questio? Analisando um pouco o problema
colocado somos levados a concluir que, numa primeira instancia,
a diferenca que interessa analisar coloca-se ao nivel da localizacao
ou tendéncia central das distribuicdes de valores de absorvéncia
para cada tipo de toalha, a qual pode ser caracterizada, mais uma
vez, pelas respectivas tendéncias centrais. Neste sentido, pode-se
reescrever a questiao da seguinte forma: “as médias populacionais
das distribui¢des de valores de absorvéncia para os diferentes ti-
pos de toalhas podem ser consideradas iguais, ou existe alguma
diferenca entre elas?”

Esta questao deve ser respondida com base nos dados dispo-
niveis, i.e., nas amostras recolhidas, uma para cada grade. No en-
tanto sabemos que, mesmo que as amostras sejam provenientes da
mesma populacio e portanto com o mesmo valor para o parimetro
populacional em causa, os valores recolhidos sao com grande pro-
babilidade distintos, e bem assim o serao as estimativas fornecidas
pelo estimador da média populacional. Logo, a eventual e esperada
diferenca existente entre duas estimativas, provenientes de duas
amostras, nao pode ser motivo para, s6 por si, decidir sobre a even-
tual diferenca no parametro populacional em apreco. Ha de facto
uma “gama de diferencas” considerada normal, mesmo que as duas
distribuicdes coincidam exactamente. Esta variabilidade subjacente
aos processos e presente nos dados deve ser incorporada entio no

processo decisao relativo a questdo delineada.

Tal consegue-se através da metodologia

de inferéncia estatistica designada por teste de hipoteses.

Cada uma destas categorias de problemas de inferéncia vai ser
esplanada nas seccdes seguintes, onde se dara continuidade a resolu-
cao deste exemplo, para além de outros que ilustram as ferramentas

ai apresentadas.
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5.3.2. Estimaciao Pontual

Enquanto as estatisticas abordadas no dominio da estatistica
descritiva visavam, essencialmente, caracterizar e descrever a va-
riabilidade dos dados recolhidos no sentido de averiguar a eventual
presenca de tendéncias, relacdes entre variaveis ou padroes de varia-
¢ao com interesse para o problema em analise, agora, no contexto
da inferéncia estatistica, tratam-se de quantidades que procuram
caracterizar a populacio de onde os dados em analise provém ou
0 processo que os gera. Por exemplo, pode-se estar interessado em
estimar, especificamente, o valor dos parimetros da distribuicao
que por hipotese esta a gerar os dados, ou outras grandezas gerais,
como a sua “média populacional” (medida de localiza¢ao) ou a sua
variancia (medida de dispersao).

No exemplo dos ensaios de absorvéncia de toalhas, o parametro
populacional seleccionado para proporcionar uma caracterizaciao
unidimensional da caracteristica em apreco, para cada grade de
toalhas, foi a média populacional, usualmente designada por u. Os
parametros populacionais sio normalmente representados por le-
tras do alfabeto grego, enquanto os seus estimadores sao referidos
através da colocacao de um acento circunflexo, “A”, sobre a letra
indicativa do parametro populacional ou, alternativamente, referidos
pela notacido ja adoptada aquando da sua apresentacio no ambito
da estatistica descritiva. Por exemplo, para a média populacional, o

estimador de utilizacao mais comum é a média amostral:

n
X
f=X==— 5.9
n
Letras maiusculas indicam que a correspondente variavel € alea-
toria. Quando a experiéncia aleatoria é realizada, esta variavel passa

a assumir um valor especifico, sendo tal representado por uma letra
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minudscula. Por exemplo, a estimativa da média populacional para

a toalha do tipo “Z”, é:

_ _ A488+467+483+---511+524

X, i =492,9 (5.10)

Em geral, um estimador de um parimetro populacional, digamos
0, é uma variavel aleatéria, ® , pois é calculado a partir de valores
recolhidos de uma amostra aleatéria da populacao (sendo por isso

também uma estatistica):

O=f(X.,X,.X,,...X,) (5.11)

onde X; representa o valor recolhido na observacao i da variavel
em analise, na amostra aleatéria. A forma da expressao fem (5.11) é
determinada, e pode ser analisada, no quadro da teoria da estimacao
pontual (a forma de f para o caso do estimador de yu € dada pela
expressdo (5.9)). Existem neste ambito varios métodos que orien-
tam a forma como as observacdes recolhidas da amostra devem ser
combinadas de forma a fornecer uma estimativa para o parametro
populacional em causa. Um exemplo é o “método da maxima ve-
rosimilhanc¢a”, o qual consiste basicamente em determinar o valor
dos parametros que maximiza a probabilidade de observar uma
amostra com valores iguais aos recolhidos, tendo como base uma
dada funcio distribuicao de probabilidade. Outros métodos também
usados sao0: o “método dos momentos”, o “método da estimacao li-
near com variancia minima” e o “método dos minimos quadrados”
(utilizado mais a frente na estimacao dos parametros do modelo de

regressao linear).
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t +
0 biasez = My, -0 (:)’ )
a) b)

Figura 5.7. Anilise de estimadores: a) O estimador ®, é nao enviesado, enquanto que
o estimador C:)2 apresenta enviesamento (bias); b) apesar de ©, apresentar bias, o erro

i

quadratico médio incorrido pelo seu uso na estimacio do valor de 6 € inferior ao de é)l,

que é nio enviesado — por outras palavras, ®, é um estimador mais eficiente que ©,.

Independente do método usado para derivar a férmula do esti-
mador, f, este deve possuir um conjunto de caracteristicas conside-
radas desejaveis. Por exemplo, é desejavel que seja “ndo-enviesado”,
i.e.,, que a média populacional da variavel aleatéria estimador, @),
ou seja, a sua esperanca matematica, E(@)Z Mg coincida com o
valor do parimetro a estimar, 0 (a esperanca matemaitica de uma
grandeza aleatéria corresponde ao valor esperado ou médio para
essa grandeza, considerando a distribuicdo de probabilidade que esta
segue). Outro aspecto a atender é a sua “consisténcia”, i.e., a proprie-
dade que traduz a caracteristica favoravel da sua distribuicdo estar
progressivamente mais concentrada em torno do valor do parametro
a estimar, quando a dimensiao da amostra aumenta. Um estimador
dito “consistente”, apresenta este atributo. Finalmente, outro conceito
muito utilizado na caracterizacio de estimadores, € a sua “eficién-
cia”. Trata-se de uma medida do erro quadratico médio incorrido no
seu uso, e que portanto pondera a contribui¢cio proveniente de um
eventual enviesamento (na terminologia anglo-saxoénica, bias) para

além da contribuicao da variancia que tem associada:

Eficiénciay = E (@—6)2 =Gé +(u.® -0 )2 (5.12)
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Estes diferentes aspectos na caracterizacdo de um estimador apa-
recem ilustrados na Figura 5.7. Ja se fez referéncia ao estimador
para a média populacional, ¢ — a média amostral, X , equacio (5.9).
Abordam-se agora exemplos de estimadores pontuais para outros
parametros populacionais com relevancia na andlise de problemas de
melhoria de processos, nomeadamente em projectos seis sigma.

Tomemos, por exemplo, a situacdo em que se pretende estimar
a fraccdo de pecas com defeito, produzidas numa dada maquina de
montagem. O pariametro populacional em causa é, naturalmente,
a “verdadeira” taxa de defeitos da maquina (assumindo que esta é
constante no periodo em analise), ou a propor¢iao Binomial popu-
lacional, p (“Binomial”, pois s6 ha dois resultados possiveis para a
variavel em apreco, neste caso “falha” ou “normal”). O estimador
para a proporc¢ao populacional é a proporcio (Binomial) amostral,
P , definida pela raziao entre o nimero de itens que satisfazem uma
dada condicio (normalmente designados como “sucessos”, signifi-
cando sucesso o cumprimento da referida condicao, ainda que esta
seja conducente a atribui¢do do estado “falha” ao item sob analise)

e o total de itens analisados, numa amostra aleatoria:

A . i (5.13)
P — _i=l
n

onde X; € agora uma variavel que assume o valor 1 se o item i
satisfaz a condicdao de “sucesso” e 0, caso contrario (ou seja, no
numerador da expressao faz-se a contagem do nimero de sucessos
numa amostra aleatéria de dimensao ).

Os parametros populacionais até agora referidos caracterizam a
localizacao ou tendéncia central de uma distribuicao de probabili-
dade. No entanto, frequentemente o interesse passa também pela

dispersdao que esta exibe. Tal acontece frequentemente em projec-
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tos focalizados na reducdo da variabilidade exibida por variaveis
criticas para a qualidade dos produtos e processos. Neste contexto,
um parametro populacional frequentemente usado para caracteri-
zar este aspecto é a varidncia populacional, 67, a qual consiste no
valor esperado (ou esperanca matemadtica) para o desvio quadratico
existente entre a média populacional e os valores observados da

distribuicao:
o?=E| (X-n) | (5.14)

De acordo com (5.14), quanto maior for a dispersao dos dados,
maior sera o desvio quadratico e bem assim o seu “valor médio” ou
esperanca matematica, i.e., G°. A teoria dos estimadores fornece,
como estimador nido-enviesado e consistente para c’, a variancia

amostral: 2

, Z(X,« _)?) (5.15)
S — i=l1
n-—1

Refira-se que o estimador relacionado em cujo denominador figura
“n” em lugar de “n-1”7, apresenta um pequeno enviesamento, o qual
decai com o aumento da dimensao da amostra, n, sendo por isso
um estimador “assimptoticamente nio-enviesado”.

Os parametros populacionais envolvidos na analise do problema
podem também ser relativos a duas ou mais populacdes, processos
ou condicoes. De facto, € comum ver o nosso interesse recair nio
sobre um parametro isolado de uma populacio, mas, por exemplo,
sobre parametros de duas populacdes, nomeadamente para ana-
lisar a existéncia de uma eventual diferenca entre elas, a qual se
repercute nos parametros em causa. Nestas circunstiancias é muito
importante distinguir, claramente, entre duas situacdes possiveis

no que concerne ao processo de amostragem subjacente a reco-
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lha de dados, uma vez que os procedimentos subsequentes seriao
distintos. No exemplo dos ensaios de absorvéncia em toalhas de
varias grades, recolheram-se, de forma aleatoria e independente,
amostras de dimensiao 7 =10 para os virios tipos de toalhas. Com
base nestas pode-se, por exemplo, averiguar se no que respeita a
tendéncia central dos valores recolhidos para as toalhas do tipo X
e Z, as suas médias populacionais podem ser consideradas iguais,
ou nio. Tratam-se portando de duas “amostras independentes”, uma
vez que foram recolhidas de forma independente em cada uma das
populacdes em anilise. A grandeza populacional a inferir sera, neste
caso WUy —W,, a qual tera como estimador natural e decorrente do
que ja foi apresentado para a estimacido de parametros de uma sé

populacio,
ﬁx_ﬁzzix_)?z (5.16)
Situacido bem diferente é a relatada no seguinte exemplo classico [12].

Exemplo: Boy’s shoes

Um produtor de sapatos utiliza o material “A” nas solas de sa-
patos que fabrica. Querendo avaliar-se uma nova formulacio, “B”,
conduzira, ou nao, a uma melhoria significativa nas propriedades
das solas (nomeadamente a sua resisténcia a abrasio), procedeu a
um planeamento de experiéncias no sentido de recolher informacao
util que suportasse uma decisdo sobre este assunto.

De acordo com este planeamento, foram distribuidos por 10 rapa-
zes, pares de sapatos contendo o material “A” numa sola e o material
“B” na outra. A atribuicao do material “A” ou “B” a sola esquerda
(“E”) ou direita (“D”) foi efectuada aleatoriamente, para evitar qual-
quer enviesamento (bias) decorrente de um efeito sistematico relativo
a um eventual maior desgaste num dos pés.

Os dados recolhidos sao apresentados na Tabela 5.3.
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Rapaz Material "A" Pé Material "B" Pé
1 13,2 E 14 D
2 8,2 E 8,8 D
3 10,9 D 11,2 E
4 14,3 E 14,2 D
5 10,7 D 11,8 E
6 6,6 E 6,4 D
7 9,5 E 9,8 D
8 10,8 E 11,3 D
9 8,8 D 9,3 E
10 13,3 E 13,6 D

Tabela 5.3. Desgaste (expresso em gramas) para cada sola com material do tipo “A” ou
“B”, testada no pé esquerdo (E) ou direito (D), de cada rapaz incluido no estudo.

O que se pode concluir sobre esta questio com base nos dados
experimentais recolhidos? Sera que o material “B” origina alguma
variacao sensivel nas propriedades de resisténcia da sola?

Da analise deste exemplo parece resultar, mais uma vez, que os
parametros populacionais de interesse envolvem as médias popu-
lacionais relativas aos desgastes obtidos com os materiais do tipo
“A” e “B”. No entanto, e apesar do interesse estar de facto centrado
na diferenca entre os parametros populacionais de localizacio, a
amostragem foi conduzida de uma forma muito distinta daquela
seguida nos ensaios de absorvéncia em toalhas. De facto, agora as
amostras nao foram recolhidas de forma independente para cada
tipo de material “A” e “B” (como sucederia se as pessoas fossem
escolhidas de forma aleatéria e a elas fossem atribuidas, de forma
também aleatéria, um e um so6 tipo de material para a sola), mas,
pelo contrario, os seus valores (os valores das duas amostras), foram
recolhidos aos pares, i.e., de forma dependente e emparelhada. Diz-
-se por isso que as duas amostras sao dependentes ou emparelhadas.

Tal processo de amostragem € vantajoso neste caso, pois permite
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eliminar a componente da variabilidade decorrente dos diferentes
perfis de desgaste dos utilizadores (os que desgastam mais e os que
usam menos 0s sapatos, desgastando-os menos), através do calculo
da diferenca, para cada pessoa, dos desgastes medidos na sola com
o material “A” e “B”. O estimador para a diferenca entre as médias
populacionais, W, —WU,, ¢ dado pela média das diferencas entre os

pares de valores recolhidos na amostra:

D:;di Z;(XAJ_XBJ) (5.17)

n n

Consegue-se assim aumentar a capacidade de discriminaciao de
uma eventual diferenca existente entre a resisténcia a abrasio das
solas do tipo “A” e “B”, caso ela de facto exista. Na presente situa-
cao, a estimativa para o desgaste diferencial entre os materiais do
tipo “A” e “B” é de d, , =—0,41g. Verifica-se portanto uma tendéncia
no sentido de haver um maior desgaste nas solas do tipo B. Este
exemplo sera continuado mais a frente, quando se introduzir a me-
todologia que permite abordar a questao essencial e que passa pela
analise da significincia efectiva desta diferenca.

Feita esta ressalva sobre a natureza dos processos de amostragem
subjacentes a recolha dos valores que conduzirao as estimativas dos
parametros populacionais, apresentam-se apenas mais dois estimado-
res de grandezas populacionais com interesse na anilise de dados de
processos em projectos seis sigma, e ndo s6. Ambos sdo referentes

a amostras recolhidas de forma aleatéria e independente:

* O estimador para a diferenca entre a proporcio Binomial da
caracteristica em apreco na populacio Ae B, p,— p,, € dado
pela diferenca entre as propor¢des amostrais nas respectivas

A

amostras, P, —Py;
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* O estimador para a razdao entre a variancia de duas popula-
~ 2/ 2 ~ A .
coes, A e B, GA/GA , € a razao entre as variancias amostrais

. 2 /2
das respectivas amostras, SA/SB .

Na Tabela 5.4, apresenta-se um quadro resumo dos principais

estimadores pontuais usados em problemas de analise de dados.

Parametro populacional, 9 Estimador, ® Estimativa, 9
H X . Eq. (5.9) &
b P Eq. (5.13) p
2 2 2
o S, Eq. (5.15) s
My My X,-X X, —X,
. A B A B
(amostras independentes)
My~ Hp D 7
,Eq. (5.17 d
(amostras emparelhadas) 4G 10
e el Pi= Py
(amostras independentes)
2
o 2 2
— 54 Sa
(o} 2 2
e Sp Sp

(amostras independentes)

Tabela 5.4. Quadro resumo de estimadores de parametros populacionais.

5.3.3. Estimacao por intervalo: intervalos de confianca

Certamente nio se espera que as estimativas produzidas pelos
estimadores apresentados na seccao anterior sejam absolutamente
rigorosas, uma vez que estes, sendo estatisticas, apenas usam uma
quantidade limitada de informacao sobre a populaciao: aquela que
pode ser extraida da analise dos dados amostrais. Na verdade, para
medicoes expressas numa escala continua, a Ginica certeza que temos

de facto é que a estimativa calculada estara errada, pois uma das
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propriedades das funcdes densidade de probabilidade refere preci-
samente que a probabilidade associada a um valor pontual, tal como
uma estimativa pontual certeira, P(@ =0 ), € zero! As estimativas
pontuais tém por isso, s6 por si, um valor muito limitado. E precisa-
mente devido a tal constataciao, que estas devem ser adequadamente
complementadas com informac¢iao que quantifique a incerteza que tém
associada. Esta informacao € normalmente estabelecida através de
intervalos, cuja amplitude maior ou menor, fornece uma indicacdo da
também maior ou menor incerteza que afecta a referida estimativa.
E neste contexto que surgem os chamados “intervalos de confianca”,
i.e., intervalos de valores que permitem apreciar a incerteza em que
se incorre na estimativa de um dado parametro populacional, num
sentido que abaixo se definira mais precisamente.

Um intervalo de confianca tem usualmente a forma: i <0 <5,
onde 7 indica um limite inferior e s um limite superior. Trata-se de
um exemplo de um intervalo de confianca bilateral. Os limites i e

s sao calculados de tal forma que,
P(i<0 <s)=1-o (5.18)

para algum valor de a, designado por nivel de significancia, ou
equivalentemente, para um dado nivel de confianca, definido por
(1—0()><100%. Trata-se pois de um intervalo tal que, se fosse possi-
vel repetir a experiéncia um numero infinito de vezes e construi-lo
a partir de cada amostra recolhida, conteria o verdadeiro valor do
parametro em causa em (1-0.)x100% das ocasides. Dito de uma forma
mais compacta, é um intervalo que contém o verdadeiro valor do
parametro populacional com uma dada probabilidade (expressa pelo
nivel de confianca). Concretizemos esta no¢io com um exemplo.

Retomando o caso de estudo dos ensaios de absorvéncia em
toalhas, complementa-se agora a estimativa efectuada para a média

populacional dos valores de absorvéncia relativos as toalhas do
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tipo Z, [, =X,=492,9, com a especificacio do respectivo intervalo
de confianca no sentido de lhe conferir uma interpretacio mais
completa, por explicitacdo da incerteza associada a uma tal infe-
réncia pontual. Assumindo que os valores da absorvéncia deste
tipo de toalhas seguem uma distribuicio de probabilidade Normal
(a frente se abordara como tal pressuposto podera ser formalmente
verificado), i.e., X,~ N(uz,cé), entdo sabe-se que a sua média,
para amostras aleatérias de dimensao 7, apresenta uma distribuicao
Normal, X,~ N(MZ,Gé/n). Tratando-se da funcio densidade de
probabilidade associada a um estimador, esta também ¢é conhecida
pela designacao de “func¢io densidade amostral” ou “distribuicao
amostral” do estimador. Colocando a variavel aleat6ria /?Z em ter-
mos padronizados, i.e., procedendo a uma transformacio linear que
a transforma numa variavel que segue a mesma funcio densidade
de probabilidade Normal, mas agora com média nula e variancia

unitaria (varidvel Normal padronizada), tem-se:

7=y (5.19)

o, /\n

Definindo Zy/, €COMO sendo aquele valor de z tal que a probabi-
lidade a sua direita (correspondente a valores superiores) €, preci-
samente, a/2, i.e., Z,, =Z! Pr (Z > Z)Z(X/Z , a seguinte igualdade

decorre entdo de forma natural desta definicao:
P(zp<Z<z,,)=1-a (5.20)

onde Z,_,, tem significado andlogo, para uma probabilidade a direita

de 1-a/2. Como a funcao densidade Normal padronizada é simétrica

relativamente a origem, Zz,_,, =~—Z,,, pelo que a equacio (5.20)

pode ser reescrita na seguinte forma,
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P(-z,,<Z<z,,)=1-a (5.21)

Introduzindo (5.19) em (5.21),

P|-z,, < Az~ Mg <z, =1l-q (5.22)

G/\/_

e explicitando relativamente ao parametro populacional, U, , de for-

ma a obter uma expressao do tipo (5.18), obtém-se, sucessivamente:

o — o
— o
&SPl -X,—z,—42<—u, <— -0 (5.24)
[ z (1/2\/; U, a/z\/’j
@P()_(Z—ZMG—ZSMZS)?Z+za/20—zj:1—oc (5.25)
n n

(de notar que a sequéncia de passos seguidos acima equivale a
resolver, simultaneamente, um sistema de duas inequac¢oes ou desi-
gualdades). A equaciao (5.25) traduz portanto a expressiao pretendida
para o intervalo de confianca para a média populacional, U, , o qual

pode ser também apresentado na seguinte forma:
IC[u,,(1-0)x100% | { = Zo [ X, +2,, f} (5.26)

O intervalo de confianca depende assim:

* do nivel de confianca especificado, através do termo Zz, ), ;

e da variabilidade ou incerteza do estimador, através do termo

o, /n.
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E também possivel utilizar o conceito de intervalo de confianca
para seleccionar a dimensio da amostra a usar, de forma a limi-
tar o erro maximo envolvido na estimacio. Definindo o erro da
estimativa como ‘)_(Z _“z" entdo de (5.26) pode-se verificar que
este ¢ inferior a z,,G,/«n com probabilidade (l—OL). Assim,
se pretendermos que este erro, para um dado nivel de confianca,
seja, no maximo, E . , teremos apenas que assegurar que a semi-

-amplitude do intervalo de confianca (Za/zcz/\/;) corresponda,

no maximo, a este valor, i.e. que:

Zop 0z

ZO(/ZTZSE <Sn 2 (5.27)

n max E

max

Ou seja a dimensdo da amostra, 7, nao devera ser inferior ao
valor indicado em (5.27), sendo aconselhavel proceder ao seu arre-
dondamento para o inteiro imediatamente superior.

A expressdo (5.26) poderia ser usada no exemplo em anilise, se
o desvio padrio dos valores de absorvéncia, 0, = Gé , fosse co-
nhecido, ou se a amostra tivesse dimensao suficientemente elevada
para assegurar uma estimativa rigorosa, passivel de ser considerada
(aproximadamente) “verdadeira”. Tratando-se de uma amostra de
pequena dimensio n =10, nenhuma destas condicoes é satisfeita.

No entanto, sabe-se que a seguinte estatistica,

T_)_(Z_MZ

SN

(5.28)

segue, nas condicdes do exemplo, uma distribui¢cao # de Student
com n—1 graus de liberdade (se de facto se puder assumir que

X, ~ N(MZ,O';)). Nestas condicdes, todo o procedimento anterior
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poderia ser repetido, resultando, de forma perfeitamente analoga,
na seguinte expressiao para o intervalo de confianca:

Pl X, ~ty, < U, <X, +1, =1-0 (5.29

ou, seja,

X, +t (5.30)

IC[ p,,(1-00)x100% | =| X Wl%
n

Sz
z toc/z,n—l ﬁ

O significado desta expressido, e de um intervalo de confianca
em geral, pode ser melhor apreciado recorrendo a Figura 5.8. Para a
elaboracao desta figura, procedeu-se a recolha aleatéria de amostras
com a mesma dimensao, num total de 100 amostras sucessivas. Para
cada uma das amostras recolhidas estimou-se a média populacional
e calculou-se o respectivo intervalo de confianca a 95%, o qual apa-
rece indicado na forma de barras de erro, indicando-se também a
estimativa pontual obtida para cada amostra por um ponto. Como
se pode verificar, nem todos os intervalos de confianca calculados
a partir de amostras aleatoérias recolhidas da mesma populacao,
contém o “verdadeiro” valor da média populacional (indicado pela
linha horizontal a tracejado). A frac¢io de situacdes em que tal su-
cede depende do nivel de confianca considerado na sua elaboracao.
Assim, pode dizer-se que o intervalo de confianc¢a para um nivel de
confianca de, por exemplo, 95%, se trata de uma regiao que, quando
construida segundo um dado procedimento, nomeadamente aquele
acima descrito, contera o “verdadeiro” valor do parametro popula-

cional em causa, em 95% das situacoes.
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Figura 5.8. Intervalos de confianca para a média populacional, com um nivel de
confianca de 95%, determinados para 100 amostras aleatorias da mesma dimensao.

O valor “verdadeiro” do parametro populacional € indicado pela linha horizontal, a
tracejado. Como se pode verificar, nem todos os intervalos de confianca construidos a
partir das amostras aleatorias recolhidas, contém o verdadeiro valor do parametro: na
sequéncia acima, existem 3 intervalos em que tal nao sucede. Em média, este nimero é
de 5 em sequéncias de 100 amostras aleatdrias, para o nivel de confianca escolhido.

Regressando ao exemplo dos testes de adsorvéncia e concretizan-
do com os dados recolhidos para a amostra de toalhas do tipo “Z”,

obtém-se, de (5.30) para um nivel de confianca de 95%,

16,4 16,4
IC(W1,,95%)=1492,9—2,26 x——,492,9 + 2,26 x—— | (5.31)

(1,-95%) J10 J10
< 1C(n,,95%)=[481,2, 504,6] (5.32)
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Estes resultados sao obtidos hoje em dia com facilidade recorren-

do a software estatistico, como se ilustra na Figura 5.9.

Summary for Grade Z
Anderson-Darling Normality Test

A-Squared 0,22
P-Value 0,770
Mean 492,90
StDev 16,40
Variance 268,99
Skew ness 0,504890
Kurtosis 0,296567
N 10
/ Minimum 467,00
L1 1st Quartile 482,50
™~ Median 489,50
T T T T 3rd Quartile 504,25
470 480 500 510 520 Maximum 524,00

95% Confidence Interval for Mean
481,17 504,63

95% Confidence Interval for Median
482,32 505,08

95% Confidence Interval for StDev
95% Confidence Intervals 11,28 20,94

Mean-{ - 1
Median k A 1
T T T T T T
480 485 490 495 500 505

Figura 5.9. Resultados do Minitab (Minitab: Stat > Basic Statistics > Graphical
Summary) para a analise estatistica individual dos valores de absorvéncia para os
ensaios realizados a amostra de toalhas do tipo “Z”. Nestes incluem-se, entre outros, o
intervalo de confianca para a média populacional (Confidence Interval for Mean), bem
como informacdo que permitira averiguar a hipétese colocada ao nivel da normalidade
dos dados (Anderson-Darling Normality Test).

Analisando o procedimento seguido na construciao do intervalo
de confianca para a média populacional dos valores de absorvéncia

para as toalhas da grade Z, verifica-se que este contemplou:

e A especificacio do parametro populacional relevante para o
problema em questao;

* A seleccao de um estimador para o parimetro populacional
seleccionado;

* A analise da distribuicao de probabilidade desse estimador
(distribuicao amostral) e verificacio das hipoteses que a

sustentam;
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* O calculo da estimativa pontual e do respectivo intervalo de

confianca.

A utilizacdo de software de analise de dados facilita sem duvida

a execuciao do 4.° passo acima indicado. No entanto, os passos an-

teriores sio fundamentais para a correcta construciao de intervalos

de confianca. Nestes, o analista assume um papel central, pelo que

devera estar preparado para os executar com O rigor necessario.

Na Tabela 5.5, resumem-se as expressoes para os intervalos de

confianca envolvendo parametros de uma s6 populacao, de uso

mais frequentemente. Na Tabela 5.6, apresentam-se expressdes para

intervalos de confianc¢a envolvendo parimetros de duas populagdes,

as quais sao referenciadas pelos indices “1” e “2”.

Parametro

populacional Condicoes para a variavel aleatéria, X Intervalo de Confianca
U _ o _ c
: e e Forn S usF T
n n
Distribui¢ao Normal _ s _ Ky
5 n<30 Xty = SHSXH 0, ——
o desconhecido n n
S S
n>30 = e
X—Z,,—FSUSX+Z,,—F—
® 6 desconhecido al2 H al2
n n
istribuicio Bi al n>2 ~1_ ~1_
» Distribui¢ao Binomial, com 0, . p(l p) < o < ﬁ s p(l }7)
n-p>Ten-(1-p)>7 12 == 2
p>Ten(1-p) a » a p
2 2
(n—=1)s" , _(n=1)s"
c? Distribui¢io Normal 3 <o < 3
Karzn Aicarzn-1

Tabela 5.5. Quadro resumo de intervalos de confianca para parametros de uma sé
populacio (n representa a dimensao da amostra).
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a 0 Condicoes para a variavel

populacional aleatéria, X B cicontanss
SOz —+ Syl—/tzs
. Distribui¢cdes Normais
- M2 *  Amostras independentes
. 61 e 62 conhecidos
<X =X, 42y,
Xp =Xy = Lo yn e, - _+
. Distribui¢des Normais
Amostras independentes 2T
- S X —X, s
= 61=02= (desvios padroes ! larzmen-25p
desconhecidos, mas iguais)
(n, = D)s] +(n, —1)s3
Sp= T
nm+n,=2
2 2
St 4%y <
X=X Tl SHH s
"l 2
2 2
. Distribui¢des Normais _ _ SI' Sy
. Amostras independentes < 1 X, + ta/v " Bt
- M2 . o1 e 02 desconhecidos, mas n n,
ndo considerados iguais a 2
priori
. Amostras emparelhadas
. Diferencas emparelhadas
seguem uma distribui¢ao - Ky - Ky
d d
W= e Normal A=ty =S tpSd+ly, ,—=
. n<30 n n
. G desconhecido
. p1 e pzseguem distribuicoes
binomiais com 77; > 20 N
p2-p2
np, >Te n,(l—p,)>7
(i=1,2)
2
5 e  Distribui¢coes Normais
O'f e Amostras independentes

Tabela 5.6. Quadro resumo de intervalos de confianca envolvendo parimetros de duas
populacdes (11 e n,, representam as dimensdes das amostras da populacao “1” e “27,
respectivamente).

Como ilustracdo, suponhamos que se pretendia determinar o in-
tervalo de confianca a 95% para a diferenca entre a média populacio-
nal dos valores de absorvéncia para as tolhas do tipo “Y” e “Z”. Nesta
situacdo, uma vez que se desconhece o verdadeiro valor dos desvios
padroes relativos a cada populacio, podemos considerar a 2.* e 3.2

linhas da Tabela 5.6, como possibilidades a levar em conta na cons-
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trucio do intervalo de confianca para W, —WU,. Analisando a Figura
5.10, nao parece vislumbrar-se nenhuma diferenca apreciavel entre a

dispersiao dos valores de absorvéncias nas toalhas do tipo “Y” e “Z”.

Boxplot of Grade X; Grade Y; Grade Z

540

520+ ’

500 L

480 ‘

460

Data

440

4204

4004

Grade X Grade Y Grade Z

380

Figura 5.10. Grafico de “caixa-e-bigodes” para as amostras relativas a absorvéncia de
cada tipo de toalhas (Minitab: Graph > Boxplot).

De facto, utilizando a metodologia de “testes de hipdteses” a
abordar na seccao seguinte, poder-se-a constatar que a igualdade
de variancias, 03/(5; =l 63 =G§ , € de facto uma possibilidade
bastante plausivel face aos dados recolhidos, pelo que pode ser aqui
adoptada como hipotese de trabalho. Outro pressuposto a ser veri-
ficado, prende-se com a necessidade das amostras seguirem uma lei
Normal. Este problema sera abordado na secciao seguinte. Aplicando
a férmula da 2.* linha da Tabela 5.6, ou recorrendo a software espe-
cializado (e.g., Minitab: Stat > Basic Statistics > 2-Sample ), obtém-se

o seguinte resultado para o intervalo de confianca U, —U,:

I1C (uy — 1,,95% ) =[-103,5,~75,1] (5.33)
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Este intervalo de confianca atesta a significancia registada para

a estimativa pontual de Wy —W,, A, — i, =X, —X, =—89,3, forne-
cendo garantias acrescidas que a absorvéncia das tolhas “Z” é de

facto superior aquela das tolhas “Y”.

Intervalos de Confianca e Intervalos de Previsiao

Existe um outro tipo de intervalos também usados para expressar
a incerteza associada a um tipo particular de inferéncias. Trata-se
de situacoes em que nao se procura estimar o valor de um para-
metro populacional, o qual é considerado fixo por definicao, mas
o de uma observacao da referida distribuicao, observacao essa que
¢ aleatoria e, em larga extensido, imprevisivel. Sio os chamados
“intervalos de previsio”.

Consideremos a situacio em que se pretende prever a proxima
medida a ser obtida num ensaio de absorvéncia realizado numa
toalha do tipo Z. Qual o intervalo que traduz adequadamente a
incerteza envolvida nesta situacdo? O intervalo de previsio em cau-
sa, previsivelmente contemplara, para além das fontes de incer-
teza consideradas na estimativa da média populacional (decorrente
da variabilidade amostral), uma componente adicional decorrente
da aleatoriedade de cada nova observacdo, cuja variancia estimada
é s2. Assim, o intervalo de previsio tomard, neste caso, a seguinte

forma:

2 2
JP[)?,(l—oc)xloo%]z )’(Z—za/zﬂ,,,fsg+&,)’(Z+ta/2m,1 S§+i (5.349)
n n

At [P[)A(,(I_OL)X IOO%] = |:Xz _to(/Z,n—lséw/l +la)?z +ta/2,MIS§\’1+1:| (5.35)
n n
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Finalmente, convém referir que para além dos intervalos de con-
fianca bilaterais acima referidos, e que sio usados na maioria das
situacdes praticas, também é possivel definir intervalos de confianca
unilaterais, do tipo: 8 <5 ou 0 >i. A sua construcio segue o ra-
ciocinio ja utilizado para os intervalos de confianca bilaterais, mas,
desta feita, um dos limites passa a nao estar definido, i.e., a cor-
respondente fronteira deixa de ser limitada por um valor finito. Os
intervalos de confianca unilaterais preservam no entanto as mesmas
propriedades exibidas pelos intervalos de confianca bilaterais, bem

como tém a mesma interpretacao.

5.3.4. Testes de Hipoteses

A terceira questao apresentada na seccio dedicada a “Tipologia
dos problemas de inferéncia estatistica”, prende-se com a questao
de saber se as médias populacionais das distribuicdes de valores de
absorvéncia para os diferentes tipos de toalhas siao, ou nio, iguais.
Analisando a Figura 5.10, pode-se constatar que os dados recolhidos
para a amostra das toalhas “Y” parecem indicar que a sua média
populacional de valores da absorvéncia € de facto inferior a das to-
lhas das grades “X” e “Z”. No entanto, a analise da diferenca entre
as médias populacionais dos valores da absorvéncia para estes dois
tipos de tolhas, U, e U,, respectivamente, ja nio é 6bvia. Verifica-
-se de facto uma extensa sobreposicio nas gamas cobertas pelos
valores das duas amostras, pelo que nio existem fortes indicios para
afirmar que possuem médias populacionais distintas. Esta analise
baseia-se no grafico da Figura 5.10, pertencendo ao ambito de uma
abordagem exploratéria aos dados recolhidos. Trata-se de uma fase
inicial e importante, que nao deve ser subestimada ou preterida, pois
proporciona o contacto necessario com a realidade do processo e

sua variabilidade. A analise exploratéria permite estruturar melhor
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as fases subsequentes de analise, durante as quais se procurara
confirmar, de uma maneira mais formal e rigorosa, algumas das
observacoes e indicios recolhidos.

Por exemplo, da observacao dos dados da absorvéncia em toalhas,
surge agora o interesse em perceber se, de facto, ha ou niao alguma
diferenca significativa na absorvéncia das toalhas do tipo “X” e “Z”.
Temos neste caso duas hipoteses possiveis sob analise: “os dois tipos
de toalhas, X’ e ‘Z’, tém a mesma média populacional para os valores
de absorvéncia” versus “os dois tipos de toalhas, X’ e ‘Z’, tém diferentes
valores para as suas médias populacionais”. O objectivo nesta fase €&,
portanto, decidir entre tais hipoteses alternativas e mutuamente exclu-
sivas. A metodologia estatistica de “Teste de Hipoteses” permite abor-
dar problemas desta natureza, de uma forma consistente e rigorosa.

As metodologias de teste de hipoteses sdo frequentemente usadas
no contexto de analises ou experiéncias “comparativas”, nas quais o
interesse reside, por exemplo, em verificar se os produtos produzi-
dos estio a cumprir uma especificacio imposta por um cliente, ou
se o processo melhorou o seu desempenho apds a implementacio
de uma accao de melhoria. No primeiro caso pretende-se saber se a
média populacional assume um dado valor pré-especificado ou cai
numa certa gama de aceitagao, enquanto que na segunda situacio,
o objectivo passa por aferir se a média populacional dos valores
provenientes de uma populacao € igual ao de outra populacio (como
acontece no exemplo das toalhas).

Na metodologia estatistica de teste de hipdteses, o tratamento
dado as duas hipoteses complementares em analise nao é idéntico,
nem simétrico. Por outras palavras, as duas hipéteses nao recebem
igual apreciacdo e tratamento na sua anilise. De facto, considera-
-se aqui como hipétese base ou “hipotese nula”, designada por HO,
aquela que constitui o cenario de referéncia do problema. Enquanto
os dados recolhidos na amostra aleatéria puderem, de uma forma

plausivel e legitima, ser explicados por esta hipotese, o seu estatuto
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de hipdtese “valida” nao é alterado — nio necessariamente por esta
ser “verdadeira”, mas por nido haver suficiente informacio e evidén-
cia para decidir em sentido contrario, i.e., pela sua refutacio. No
entanto, quando os dados recolhidos estio em forte oposicao ao que
seria esperado considerando HO como verdadeira, tal deve conduzir
a sua rejeicdo e a consequente aceitacao da hipotese complementar,
dita “hipotese alternativa”, designada por H1. Esta situa¢io acontece
quando HO nao é na realidade verdadeira, ou quando a amostra
recolhida constitui um acontecimento “muito” raro sendo a hipétese
HO ainda verdadeira. Naturalmente, o que € raro, ou “muito” raro,
carece de uma melhor definicio. Em anailise de dados, normalmente
sdo considerados “raros”, os acontecimentos cuja probabilidade de
ocorréncia € inferior a 5% e “muito” raros quando esta se encontra
abaixo de 1% (por vezes utilizam-se também os termos “significante”
e “altamente/muito significante”, respectivamente, para fazer refe-
réncia a acontecimentos que se enquadram nestas situacoes). Estes
valores, ou melhor, as suas fraccoes equivalentes, 0,05 e 0,01, res-
pectivamente, correspondem ao “nivel de significincia” do teste de
hipoteses, designado por a. Assim, o nivel de significincia de um
teste de hipoteses corresponde a probabilidade de erro em que se
incorre ao rejeitar HO quando esta hipotese €, de facto, verdadeira.
Trata-se de um parametro definido pelo analista, de acordo com a
importancia que atribui aos varios interesses conflituantes, nomea-
damente (mas nao s6) o de nao rejeitar HO quando esta é verdadeira
(este € o aspecto mais preponderante), mas também o de nao deixar

de detectar desvios a HO, caso de facto existam.

Decisao | HO ¢ Verdadeira HO & Falsa
v Decisao Correcta . -
Nao rejeitar HO (1-a) Erro ?; Tipo I
i v Decisao Correcta
Rejeitar HO * Erro (;O Tipo | o

Tabela 5.7. Resultados possiveis de um teste de hipéteses e respectivas probabilidades.
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Na verdade, como resultado de um teste de hipodteses, existem
varios resultados possiveis, como sumariado na Tabela 5.7. A situ-
acdo em que HO é verdadeira ja foi referida no paragrafo anterior,
conduzindo a uma decisiao acertada de aceitacio com probabilidade
1-0a, e a possibilidade de incorrer numa decisao errada de rejeiciao
com uma probabilidade, a. A este tipo de erro designa-se por erro
do Tipo I, por ser aquele que, com mais pertinéncia, se pretende
evitar, e por isso se procura controlar com maior rigor e atencao,
através da especificacio da sua probabilidade de ocorréncia, ou seja
a (nivel de significancia). Desta forma controlam-se as condi¢cdes em
que a rejeiciao da hipotese base, HO, pode acontecer, quando esta €
verdadeira. Ja quando HO é falsa, a analise da probabilidade envol-
vida nas varias decisdes tomadas é mais complexa, uma vez que o
verdadeiro valor do parametro em causa nem é sequer conhecido.
No entanto, caso se conhecesse o seu valor, designariamos como f a
probabilidade de nao rejeitar HO quando de facto esta é falsa, o que
constitui um erro do Tipo II. A probabilidade associada a situacio

em que se rejeita, acertadamente, HO, é 1-f.

Regido de ndo-Rejeicédo de HO
)

X
Regido de Rejeicédo de HO Regigo de Rejei¢éo de HO

Figura 5.11. Regides de rejeicao e ndo-rejeicao num teste de hipoteses e probabilidades

associadas aos erros do Tipo I (a) e do Tipo II (ﬁ) (a situacao retratada € referente a um
teste de hipoteses bilateral, envolvendo a média populacional).
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Para melhor interpretarmos as noc¢des associadas aos tipos de er-
ros e respectivas probabilidades envolvidas, analisemos a Figura 5.11,
onde se representa uma situacao tipica num teste de hipoteses a mé-
dia populacional, neste caso envolvendo somente uma populaciao de
valores. Esta figura foi elaborada para a situa¢io em que, na hipdtese
nula, HO, se assume que o valor da média de uma populacio Normal
¢é, digamos, py, enquanto que a hipotese alternativa, H1, contempla
a possibilidade deste valor ser diferente de p( (teste bilateral). Tais

hipoteses sdo escritas, normalmente, do seguinte modo:
HO:pu=u, (5.36)
Hl:pn#u, (5.37)

Considere-se, no entanto, que, de facto, o “verdadeiro” valor de ¢
nio é o assumido em HO, mas sim um outro, g1, usualmente desco-
nhecido. A funcao densidade de probabilidade correspondente a este
parimetro esta também representada na Figura 5.11. Considere-se
ainda que se retira uma amostra desta populaciao, amostra esta com
pequena dimensido, n<30 e que, com base nesta, se calcula uma es-
timativa para a média populacional, X . Vamos entdo analisar o que
se pode concluir a partir dos valores obtidos numa tal estimativa,
de acordo com o raciocinio subjacente a um teste de hipoteses.

Na metodologia subjacente a um teste de hipoteses, considera-se,
por defeito, i.e., como condiciao de partida, que HO é verdadeira.
Tomemos pois 9 como o verdadeiro valor da média populacional
da populacao Normal em analise. Sendo sabido que, nestas circuns-

tancias, a estatistica,

=Xzl (5.38)

S,/\n
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segue uma funcio densidade t de Student com n—1 graus de liber-

dade, pode-se afirmar que:

=l-a (5.39

- S
QP[ /znl\/—ﬁXS fa/z,n_lﬁjﬂ—oc (5.40)

Ou seja, se HO for verdadeira, entdo a média amostral deveria
estar contida no seguinte intervalo, com uma frequéncia relativa que

se traduz percentualmente por (l -0 )>< 100% :

RA:{ /2n1\/—au+ /2nl\/_i| (5.4D

A este intervalo atribui-se frequentemente a designacio de “re-
gido de aceitacio” (RA), ou talvez mais adequadamente, atendendo a
logica subjacente ao teste de hipoteses, de “regiao de nao-rejeicao”.
O intervalo complementar é designado usualmente de “regido de

rejeicao” (RR) ou “regido critica”:

RR: }—oo, =Ly %{ U }M *tlojon %» +°O{ (5.42)

Para melhor compreender os motivos destas designacdes, tome-
mos a situacdo em que o nivel de significancia, a, toma o valor de
o = 0,01. Entdo, se a hipotese HO for de facto verdadeira, os valores
da média amostral, X, deverido estar localizados no intervalo indi-
cado em (5.41), o qual aparece também representado na Figura 5.11
(“Regiao de nio-rejeicio de HO”), em 99% das amostras. Tal significa-

ra que, se tal condiciao nio for verificada, i.e., se a média calculada
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a partir de uma amostra aleatoria recolhida cair na regiao (5.42)
(“Regido de rejeicio de HO”, na Figura 5.11), entdo, uma de duas
situacdes pode estar a ocorrer: ou a amostra nao provém de facto
da distribuicao assumida em HO, ou se trata de um acontecimento
“muito raro”. Em qualquer dos casos, como o nivel de significancia
seleccionado (0,01) corresponde precisamente a fraccao de situacdes
em que se esta disposto a admitir a possibilidade de, erradamente
rejeitar HO, a decisdo seria a de aceitar a hipétese alternativa como
mais acertada e consistente, face aos dados recolhidos.

Se, por outro lado, o valor da média para a amostra, X , cair na
regiao de nao-rejeicdo, a decisdo sera a de manter HO como vilida.
Ha no entanto, uma possibilidade de tal decisao estar errada. Por
exemplo, considere-se o caso da Figura 5.11, onde se analisa a si-
tuacdo em que o “verdadeiro” valor para # nao é o mas, de facto,
#1. Se assim for, ha uma probabilidade associada ao facto de uma
amostra proveniente de tal distribuicao, originar valores da média
amostral no interior da regiio de nao-rejeicao. O valor desta probabi-
lidade é designado por 8, e corresponde a probabilidade de um erro
do Tipo II. Consequentemente, a probabilidade de, correctamente,
detectar uma diferenca no parametro em causa quando ela de facto
existe, é dada por 1—[, e designa-se de “poténcia” do teste de
hipoteses. Assim, um teste é tanto mais potente, quanto maior for
a sua capacidade em detectar desvios a HO que de facto existam.
Por outras palavras, a poténcia de um teste € uma medida da sua
sensibilidade em assinalar, correctamente, alteracdes as condicdes
estabelecidas em HO.

Erros do Tipo II sao de analise mais complexa e controlo mais
dificil, pois dependem, em larga medida, do valor desconhecido de
parametros populacionais. Tal nao impede porém que se estude o
impacto destes valores desconhecidos e a sua interaccao com outros
factores envolvidos num teste de hipoteses. Por exemplo, um proble-

ma pertinente neste ambito é, por exemplo, o de definir a dimensao
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da amostra a usar (n) de forma a ter a capacidade de detectar um
determinado desvio no valor do parametro assumido na hipétese
nula, digamos A = f(eo —91), com uma dada probabilidade que se
ache adequada (correspondente a 1— 3 ), quando se implementa um
teste de hipotese a um nivel de significancia especifico, a. De facto,

a probabilidade f, depende somente dos seguintes factores:

* Diferenca entre o valor do parametro assumido em HO
e o seu “verdadeiro” valor (A) - quanto maior for a sua
grandeza, menor sera o valor de f (i.e., mais facil serd a sua
deteccao);

* Variabilidade inerente a populacido, que afecta também as
estimativas dos seus parametros (o) — quanto maijor for a
variabilidade, mais dificil € detectar desvios nos parametros
populacionais, e portanto maior serd o valor de § ;

* Nivel de significincia do teste de hipéteses (a) - quanto
menor for @, maior serd também o valor de f;

* Dimensido da amostra () - quanto maior for a dimensao da

amostra, menor serd o valor de f (para um dado a).

A relacdo entre estes parametros, para um dado teste de hipo-
teses, é normalmente descrita através das chamadas “curvas carac-
teristicas de poténcia” ou “curvas caracteristicas operacionais” a ele
associadas (para um exemplo, ver Figura 5.12). Com o apoio destas
curvas, ou através do uso de software estatistico, bastara estabelecer
o valor para trés destas grandezas, para a quarta estar completamen-
te definida e o seu valor poder ser retirado do grafico.

No exemplo acima, a hipotese alternativa era do tipo “diferente”
(“#”), dando origem a uma regido de rejeicio que contempla duas
sub-regides, uma para cada lado da regiao de nao-rejeicio, com a
mesma probabilidade associada, o/2. Testes de hipoteses deste tipo

designam-se por isso de “bilaterais”. Se a hipotese alternativa con-
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templasse somente um sentido, a designacao seria de teste unilateral
— a direita, ou a esquerda, consoante o sentido da desigualdade da

hipotese alternativa (“>” e “<”, respectivamente):

Teste de Hipoteses bilateral

HO:pu=u, (5.43)
Hl:pn#u, (5.449)

Teste de Hipoteses Unilateral a Direita
HO:u<p, (5.45)
Hl:u>p, (5.46)

Teste de Hipoteses Unilateral a Esquerda

HO:p=p, (5.47)
Hl:p<u, (5.48)

O procedimento para definicado das regides de rejeicao e nao-
-rejeicao para o caso de testes de hipoteses unilaterais, é analogo ao
ilustrado anteriormente para o caso bilateral. A diferenca essencial
€ que agora se concentra a probabilidade de acontecimento de um
erro do Tipo I, a, de um s6 lado da distribuicdo assumida em HO,
que ¢é precisamente aquele estipulado em H1. De notar que, apesar
de HO contemplar, nestas situacoes, um intervalo de possiveis valores
para o parametro populacional, assume-se, na implementacio do
teste, que este toma o valor estabelecido na fronteira que contém
a igualdade de HO. A justificacdo € a seguinte: se HO for rejeitada
em tal situacao, onde o parametro assume um valor mais préximo
do obtido na amostra, também sera rejeitada para todos os outros
possiveis valores do parametro, que estao ainda mais distantes do
valor obtido da amostra. Por esta razao, a hipotese nula contempla
sempre uma igualdade (=, 2, <) e a hipotese alternativa uma desi-

gualdade, de natureza complementar (#, <, >, respectivamente).
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5.3.4.1. Metodologias alternativas para elaboracio de um teste
de hipoéteses

Na seccao anterior, ilustrou-se o raciocinio seguido na derivaciao
da regidao de ndo-rejeicio ou aceitacao (RA) e da regido de rejeicao
(RR) para um teste de hipdéteses, usando como exemplo um caso
em que s6 um parimetro populacional estava envolvido (a média
populacional). Como condicio de validade para as referidas regi-
oes, figurou o pressuposto segundo o qual a amostra de pequena
dimensio disponivel era proveniente de uma populacio que seguia
uma lei Normal. O mesmo raciocinio pode também ser conduzido
para outro tipo de testes de hipéteses, envolvendo um ou mais pa-

rametros populacionais. Este consiste basicamente em:

i) Decidir o tipo de teste de hipoteses a efectuar e o respectivo
nivel de significincia desejado;

ii) Identificar a estatistica de teste e a sua distribuicio de pro-
babilidade;

iii) Determinar a RA e RR;

iv) Calcular o valor da estatistica de teste;

v) Tomar a decisao de acordo com a sua localizacio na RA
ou RR.

Para agilizar este processo, apresenta-se na Tabela 5.8 e na
Tabela 5.9 uma compilacdo sistematizada deste tipo de regides, cor-
respondentes a diversos testes de hipoteses. Nestas tabelas, aparecem
também especificadas as estatisticas de teste a usar e as condicdes
assumidas para uma correcta implementacao dos testes de hipoteses.
Bastara entido simplesmente procurar a entrada que mais se adeque
a situacao em analise, efectuar os calculos indicados e concluir,
sem esquecer a necessaria verificacao dos respectivos pressupos-
tos. Existem ainda dois procedimentos alternativos que podem ser

adoptados para concretizar um teste de hipoteses, nomeadamente
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aqueles baseados no uso de intervalos de confianca e no chamado
“valor de prova” associado a um teste de hipoteses.

O procedimento baseado no intervalo de confianca consiste sim-
plesmente em verificar se o valor do parametro populacional as-
sumido na hipétese nula cai no intervalo de confianca construido
para este parametro com base na amostra aleatéria disponivel (o
mesmo se aplica, naturalmente, a situacao em que ha varios pa-
rametros populacionais em jogo). A justificacio é a seguinte: se o
intervalo de confianca tem uma cobertura de (1—(x)><100%, i.e., se
com esta probabilidade o intervalo devera conter o “verdadeiro”
valor do parametro populacional, entio se o valor do parametro
assumido em HO nio pertencer ao intervalo, ou ele de facto nio
€ o seu verdadeiro valor, ou se trata de uma das situacoes “raras”
que ocorrem com probabilidade a. Mas, como a € precisamente o
nivel de probabilidade de um erro do Tipo I que se esta disposto a
aceitar num teste de hipoteses, entido, a hipétese nula devera, nes-
tas condic¢oes, ser rejeitada. Resumindo, deve-se manter HO como
valida se o parimetro assumido em HO pertencer ao intervalo de
confianca calculado para o respectivo parametro populacional, e
rejeitar HO caso contrario.

Para ilustrar esta abordagem, regressemos ao exemplo dos ensaios
de absorvéncia em toalhas, e procuremos avaliar se, na perspectiva
da metodologia de um teste de hipoéteses, existem de facto motivos
para considerar que as médias populacionais dos valores da ab-
sorvéncia para as toalhas do tipo “Y” e “Z” sao diferentes, como ¢é
aparente da analise grafica da Figura 5.10. O teste de hipoteses em

questao, € o seguinte

HO:py =nu, (5.49)
Hl:p, =W, (5.50)
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De notar que, segundo HO, U, =WU,, o que € equivalente a
considerar que, W, —W, =0. Relembrando que o intervalo de con-
fianca calculado anteriormente, a um nivel de confianca de 95%,
para a diferenca entre a média populacional dos valores de absor-
véncia para as tolhas do tipo “Y” e “Z”, W, —WU, (ver (5.33)), era
1C (].Ly - MZ,95%)= [—103,5 , — 75,1], podemos facilmente verificar
que este intervalo ndo contém o valor assumido em HO, U, —u, =0,
pelo que, a um nivel de significancia de 5%, a hipétese nula devera
ser rejeitada, aceitando-se a validade da hipotese alternativa, a qual
€ indicativa de que WUy, # U, .

Na Figura 5.12, apresenta-se a curva caracteristica de operacao,
para o teste de hipdteses acima considerado (mesmo nivel de sig-
nificancia e condicdes de aplicacio). Nesta pode-se observar, por
exemplo, que com amostras de dimensao 10, como as usadas neste
exemplo, é possivel detectar diferencas na média populacional das
duas populacdoes em analise com uma magnitude de 1 desvio pa-
drio, em aproximadamente 80% das situacoes (poténcia do teste),
uma vez que o correspondente valor de f§ é 0,2. Com amostras de
dimensio 7, a poténcia seria de aproximadamente 60%, ou seja, o
desempenho na deteccio de diferencas entre médias populacionais
de magnitude de um desvio padriao, decaia 20% em valor absoluto

(25% em termos relativos, (80-60)/80=0,25).
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Figura 5.12. Curva caracteristica de operacao para o teste de hipéteses indicado nas
equacdes (5.49) e (5.50), a um nivel de significincia de 5%, conduzido nas condicoes
delineadas no texto.

O terceiro procedimento para conduzir um teste de hipoteses
¢é talvez o de utilizacao mais rapida e pragmatica, quando se dis-
poe de software estatistico. O “valor de prova” (na terminologia
anglo-saxoénica, p-value) de um teste de hipoteses, corresponde
a probabilidade de se obter um desvio para a estatistica de teste
maijor ou igual ao observado para a amostra em questido, se a hi-
potese nula (HO) fosse verdadeira. Por outras palavras, traduz a
probabilidade de obter um acontecimento tio ou mais extremo, do
que o obtido para a amostra analisada, caso HO fosse verdadeira.
Desta forma, o valor de prova fornece uma medida quantitativa
do quanto a presente amostra contradiz a hipdétese nula: quanto
menor for tal probabilidade, mais inverosimeis serdo as condi¢cdes

consideradas na hipétese nula para explicar o valor da estatistica
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de teste obtido. Consequentemente, se o valor de prova for sufi-
cientemente baixo, poderemos rejeitar HO como descricdo plausivel
para explicar os dados recolhidos e aceitar a explicacao alternativa,
H1. Para quantificar a expressao “suficientemente baixo”, podemos
mais uma vez recorrer aos valores ja usados anteriormente para
abordar o problema analogo da definicio da significincia de um
desvio a hipotese nula, nomeadamente através do nivel de signi-
ficancia do teste, a.

Assim, se o valor de prova for inferior a a, o acontecimento sera
considerado demasiado “raro” para sustentar a hipotese nula, pelo
que esta deixa de ser uma explicacdo plausivel para esta situacio,
passando-se entdo a aceitar a hipotese alternativa. Por outro lado,
se o valor de prova for superior ao nivel de significancia adoptado,
tal significa que a informacido contida na amostra nao contradiz, de
forma significativa, HO, pelo que se opta pela sua manutencio, em
detrimento de H1.

Outra interpretacio para o valor de prova é a seguinte: “é o
menor nivel de significancia (@) para o qual ainda se consegue re-
jeitar HO”. Assim, quanto menor for o p-value, menor sera também
a probabilidade de ocorréncia de um erro do Tipo I, na rejeicdo
de HO.

A utilizacdo do valor de prova em testes de hipoteses introduz
assim uma dimensao muito pratica na analise dos seus resultados
pois, ndo s6 a aplicacao da regra acima definida é simples e direc-
ta, como também fornece mais informacao sobre a natureza dos
desvios em causa, do que aquela obtida pelos métodos alternativos
de conducao de um teste de hipotese, essencialmente de nature-
za dicotémica (aceitar/rejeitar). Por exemplo, estaremos muito mais
confortaveis em rejeitar HO, se soubermos que o p-value << 0,01 (<<
significa “muito menor que”) do que se for 0,048.

Consoante a natureza unilateral ou bilateral do teste de hipdteses,

o calculo do valor de prova é efectuado em consonincia, de forma
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a reflectir o tipo de desvio considerado na hipotese alternativa,

nomeadamente:

* Teste bilateral: P(IET| > ET, |H0 Verdadeira);
e Teste unilateral 2 esquerda:P(ET < ET, |H0 Verdadeira);
 Teste unilateral 2 direita:P(ET > ET, |HO Verdadeira).

onde ET é a estatistica considerada no teste, E7 o valor que esta toma
para a amostra aleatéria recolhida, e P(Condig:ﬁo 1{Condigao 2)
significa a probabilidade associada a Condicao 1, quando (ou “sa-
bendo que”) a Condicao 2 é verificada.

Apliquemos estes conceitos ao teste de hipéteses anteriormente
conduzido para avaliar a significincia da diferenca entre as médias
populacionais dos valores de absorvéncia para as toalhas do tipo
“Y” e “Z”, tal como formalizado nas condicdes (5.49) e (5.50), recor-
rendo desta feita a software estatistico. Introduzindo no Minitab a
informacao relativa aos ensaios de absorvéncia e seleccionando o
teste de hipoteses ¢ de Student para duas amostras independentes,

obter-se-ia o seguinte output:

Two-Sample T-Test and Cl: Grade Y; Grade Z

Two-sample T for Grade Y vs Grade Z

N Mean StDev SE Mean Informacdes e estatisticas para
Grade Y 10 403,6 13,7 4,3
cada amostra.
Grade Z 10 492,9 16,4 5,2

Difference = mu (Grade Y) - mu (Grade Z) Estimagdo pontual da diferenga

Estimate for difference: -89,30 entre as média populacionais.
95% CI for difference: (-103,50:; -75,10)
T-Test of difference = 0 (vs not =): T-Value = -13,21 P-Value = 0,000 DF = 18

Both use Pooled 5tDev = 15,1131 "
! Informagdes sobre o Teste de

Hipéteses, incluindo p-value.

Figura 5.13. Resultados do programa MINITAB para o teste de hipéteses a diferenca
entre as médias populacionais dos valores de absorvéncias para as toalhas do tipo “Y” e
“Z” (Minitab: Stat > Basic Statistics > 2-Sample t).
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Analisando os resultados apresentados na Figura 5.13, pode-se
rapidamente verificar que, sendo o valor de prova obtido <0,001, a
diferenca é estatisticamente significativa a um nivel de significancia
de 0 = 0,05, e mesmo de & = 0,01.

Repare-se que o intervalo de confianca para a diferenca entre
as médias populacionais coincide com o ja apresentado (ver (5.33)),
uma vez que o nivel de significincia assumido para o teste de hi-
poteses, & = 0,05, é consistente com o nivel de confianca usado na
sua construc¢iao, (1-a) x 100% = 0,95.

A analise da absorvéncia para as toalhas do tipo “X” e “Z”, tam-
bém pode ser facilmente conduzida nos mesmos moldes do exemplo

anterior, através do teste de hipoteses analogo:

HO:uy =, (5.5D
Hl:uy, =W, (5.52)

Desta feita, o resultado do teste de hipoteses indica que HO nao
deve ser rejeitada, pois trata-se de uma hipotese bastante plausivel
para explicar os resultados decorrentes da amostra analisada: p-va-
lue = 0,485 (ver Figura 5.14). Tal esta, naturalmente, em concordancia
com o intervalo de confianca obtido para o nivel de significancia
correspondente, o qual contém no seu interior a condiciao estabele-

cida na hipétese nula: p,-u, = 0 € [-17,35, 8,55].

Two-Sample T-Test and Cl: Grade X; Grade Z
Two-sauple T for Grade X ws Grade Z

N Mean 3StDev S5SE Mean

Grade X 10 488,5 10,5 373

Grade £ 10 4%92,% 16,4 S

Difference = mu (Grade X) - mu (Grade Z)

Estimate for difference: -4,40

95% CI for difference: (-17,35; 8,55)

T-Test of difference = 0 (ws not =): T-Value = -0,71 P-Value = 0,485 DF = 18

Both use Pooled 5tDev = 13,7869

Figura 5.14. Resultados do programa MINITAB para o teste de hipéteses a diferenca entre
as médias populacionais dos valores de absorvéncias para as toalhas do tipo “X” e “Z”.
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Ambos os testes de hipéteses acima efectuados, ilustram o aspecto
pratico e efectivo do uso do valor de prova na analise dos resultados
produzidos. No entanto, é oportuno deixar, a este respeito, duas

chamadas de atencido e reflexao:

* O uso de valores de prova torna muito facil e rapido o retirar
de conclusdes sobre o resultado de um dado teste de hipoteses.
No entanto, nao se deve usar este seu aspecto positivo para
“queimar” etapas importantes na analise de dados, atalhando
rapidamente para as conclusdes sem que se passe por todo o
processo que deve preceder esta fase. Em particular, é funda-
mental fazer sempre a analise descritiva preliminar dos dados,
preferencialmente usando ferramentas graficas adequadas, de
onde muitas vezes ja se adquire uma forte sensibilidade sobre a
natureza do problema e conclusdes esperadas, especialmente em
amostras de dimensao elevada — € para amostras de dimensio
reduzida que os testes de hipoteses podem ser, potencialmente,
mais uteis, pois € nestas situacdes que a “sensibilidade huma-
na” para quantificar a probabilidade de obter um dado padrao
observado na amostra, mais pode falhar, muito devido a nossa
tendéncia inata de procurar e identificar padroes, atribuindo
frequentemente e com alguma facilidade significancia a factos
perfeitamente explicaveis por mecanismos puramente aleato-
rios. Depois, o teste adequado deve ser seleccionado, tendo
em conta a natureza da experiéncia e do processo de consti-
tuicao da amostra, bem como a distribuicao de probabilidade
dos dados. Por fim, antes da aceitacio dos resultados do teste
de hipoteses, todas as hipoteses que delimitam o ambito da
sua aplicacio devem ser analisadas e validadas, eventualmente
usando para tal outros testes de hipoteses complementares.

* O facto de um teste de hipoteses resultar na rejeicio de HO,

assinalando assim que existe uma diferenca significativa ao
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nivel dos parametros populacionais em teste, nao quer neces-
sariamente dizer que tal diferenca tenha uma expressio visivel
e tangivel no processo. Ou seja, existe uma diferenca, subtil
mas importante, entre “significancia estatistica” e “significancia
pratica operacional”. Por exemplo, suponhamos que num dado
processo, as pecas produzidas devem ter, como referéncia, um
diametro de 55cm. E sabido que eventuais diferencas no valor
do diametro das pecas, desde que inferiores, em valor absoluto,
a 0,05 cm, niao provocam qualquer limitacio na funcionali-
dade da peca, nem produzem qualquer alteraciao visivel no
desempenho dos processos onde estas sao usadas. Por outras
palavras, estes desvios sdo irrelevantes e nio conduzem, s6
por si, a necessidade de qualquer reajuste no processo. Se a
verdadeira média populacional dos didmetros produzidos for
entdo de 55,01 cm, tal ndo constitui, de ponto de vista pratico,
um facto com “significancia pratica ou operacional”. No en-
tanto, a teoria estatistica garante que, por mais pequena que
seja a diferenca existente entre os parametros populacionais
em estudo, esta sera sempre passivel de ser detectada com
elevada probabilidade, desde que se use para tal uma amostra
com dimensao suficientemente elevada. De facto, a poténcia
dos testes de hipoteses convencionais cresce com a dimensdo
da amostra, um resultado que advém da consisténcia dos esti-
madores envolvidos. Assim, amostras com um numero elevado
de observacdes, ou seja, de “dimensdo elevada”, tenderdo a
proporcionar aos testes de hipdteses onde sio empregues uma
elevada poténcia, ou seja, uma alta capacidade de detectar des-
vios a hipotese nula, ainda que de magnitude (muito) reduzida,
os quais, sendo “estatisticamente significativos”, terao de ser
avaliados sobre a sua “significincia pratica ou operacional”,
nomeadamente contrapondo o desvio observado na estimati-

va pontual, com o conhecimento existente sobre o processo.
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Apos esta introduciao a metodologia de teste de hipdteses e a
varios aspectos pertinentes com ela relacionados, abordam-se nas
seccdes seguintes casos particulares de testes de hipéteses que en-
volvem parametros populacionais de “localizacao”, como a média
populacional, x, ou a propor¢ao Binomial, p, bem como de “dis-
persao”, envolvendo a varidncia populacional 6> de uma ou mais

populacdes de valores.

5.3.4.2. Testes de localizacio e dispersio para uma ou duas
amostras

Na Tabela 5.8 e na Tabela 5.9 estio reunidos os principais ele-
mentos a considerar na seleccio, realizacdo e validacio de um teste
de hipoteses envolvendo parametros de uma ou duas populacdes,
respectivamente.

Uma vez que a aplicacdo da metodologia de teste de hipoteses a
situacoes envolvendo a média populacional ja foi ilustrada nas sec-
¢cOes precedentes, nomeadamente no tratamento de que foi objecto
o exemplo dos ensaios de absorvéncia em toalhas, ilustram-se agora
situacdes envolvendo outros parametros populacionais.

Por exemplo, foi atras colocada a hipoétese segundo a qual,
G}%/Gé =1 ou, equivalentemente, (5}% =(5§ . Vejamos o que resulta
da aplicacio do teste de hipoteses para esta situacdo (Gltima entrada
da Tabela 5.9). O resultado do software Minitab para esta situacao
indica que o valor de prova associado é de 0,601, o que consubs-
tancia fortemente a manutencao de HO (Figura 5.15). Idéntica con-
clusio se retira da aplicacio de um outro teste, designado por teste
de Levene, o qual pode ser aplicado a analise da igualdade de duas
ou mais variancias populacionais, apresentando alguma robustez a

pequenos desvios a normalidade.
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Test for Equal Variances: Grade Y; Grade Z

95% Bonferroni confidence intervals for standard deviations
¥ Lower Stev  Tpper Informagdes e estatisticas para

Grade Y 10 8,9646 13,7048 27,5968 cada amostra.
Grade Z 10 10,7282 16,4009 33,0257

Teste F e respectivo valor de
F-Test (Normal Distribution) prova.
Test statistic = 0,70; p-value = 0,601

Levene's Test (Any Continuous Distribution) Teste de Levene e respectivo
Test statistic = 0,19; p-value = 0,664 valor de prova.

Figura 5.15. Resultados do programa MINITAB para o teste de hipoteses a razao entre
as variancias populacionais dos valores de absorvéncias para as toalhas do tipo “Y” e
“7” (Minitab: Stat > Basic Statistics > 2 Variances).

Analisemos mais um exemplo da aplicacio do formalismo de

testes de hipoteses.

Exemplo: Andlise do desempenbo de mdquinas de café

Uma equipa pretende avaliar o desempenho de duas maquinas de
café, através das falhas registadas na sua operacio. Numa amostra
de 250 maquinas do tipo “A” registaram-se 17 falhas e numa amostra
de 223 maquinas do tipo “B”, registaram-se 9 falhas. Coloca-se agora
a questdo de decidir se ha, ou nao, alguma diferenca significativa
na taxa de falhas exibida pelos dois tipos de maquinas e, conse-
quentemente, que modelo de maquina deveria ser recomendado sob
este ponto de vista.

Trata-se de um problema cuja analise se pode transcrever no

seguinte teste de hipoteses:

HO:p,=p, (5.53)
Hl:p,# p; (5.54)
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O problema pode ser abordado usando a penultima entrada da

Tabela 5.9, uma vez que 1, >20 (250 e 223 para as maquinas do

Tipo “A” e “B, respectivamente), 1,p =13,7>7 e nyp =12,3>7, com

Xat Xy 5 179 4 s (5.55)
n,+n, 250 +223

Nestas condicdes a aproximacdo Normal a distribuicao Binomial
pode ser considerada razoavel. Introduzindo os dados no software
Minitab como indicado na Figura 5.16.a), obtém-se os resultados
apresentados na Figura 5.16.b). Da anilise do valor de prova asso-
ciado a este teste de hipoteses (p-value = 0,181), conclui-se que nao
¢é possivel identificar uma diferenca significativa no desempenho
das duas maquinas de café relativamente as suas taxas de falhas.
Assim sendo, e uma vez que a conclusiao aponta no sentido de nio
haver suficiente evidéncia factual para rejeitar a igualdade de taxas
de defeitos entre as maquinas de café, qualquer uma delas seria
igualmente boa nesta vertente, podendo passar o critério de seleccao

para outro nivel, como, por exemplo, o preco.

2 Proportions (Test and Confidence Interval) (7]
€ Samples in one column
Firsl
i e Test and CI for Two Proportions
(¢ Summarized data Sample X N Sample p
Events: Trials: : ] 17 250 0,068000
First: ,— ,—’ 2 9 223 0,040359
Second:
Difference = p (1) - p (2)
Estimate for difference: 0,0276413
95% CI for difference: (-0,0128680; 0,0681505)
Test for difference = 0 (vs not = 0): Z = 1,34 P-Value = 0,181
Help Cancel
Fisher's exact test: P-Value = 0,227
a) b)

Figura 5.16. Introdu¢io de dados no Minitab para o problema das maquinas de café
(a) e respectivos resultados obtidos (b) (Minitab: Stat > Basic Statistics > 2 Proportions).
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5.3.4.3. Analise de Variancia com um Factor: Teste ANOVA

Os testes de localizacio envolvendo a média populacional sao
bastante comuns em aplicacdes praticas. No entanto, aqueles apresen-
tados na seccio anterior apenas contemplam, no maximo, a compara-
cao entre tais parametros para duas populacdes/condicdes distintas.
Nesta seccdo apresenta-se uma metodologia que generaliza a sua
utiliza¢do a situacdes que potencialmente poderio envolver mais
populacoes/condicdes, das quais se procedeu a recolha de amostras
independentes. Trata-se de facto de uma generalizacio pertinente
e oportuna, uma vez que frequentemente nos deparamos com a
analise de problemas com estas caracteristicas, como por exemplo
quando se pretende comparar os resultados obtidos em experiéncias
realizadas em varias condicdes (>2), ou estudar o comportamento
de varios grupos de individuos ou espécimes biolégicos, ou ainda
avaliar os resultados recolhidos de um processo que operou em

diversos regimes operatorios. Consideremos o seguinte exemplo.

Exemplo: Andlise do impacto do babito tabdgico na capaci-
dade pulmonar

Um investigador pretende estudar o efeito do habito de fumo no
funcionamento pulmonar. Neste sentido, a populacio de pessoas foi
classificada em quatro categorias, consoante o seu habito de fumo

no presente e no passado:

1. Nao fumadores.

2. Fumadores antigos (fumadores que deixaram de fumar a mais
de 2 anos).

3. Fumadores recentes (fumadores que deixaram de fumar a
menos de 2 anos).

4. Fumadores.

Para cada um destes grupos, seleccionaram-se, de forma indepen-

dente e aleatéria, 6 pessoas. Formaram-se assim 4 amostras aleatérias
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independentes, cada uma relativa a um dado comportamento de
fumo, contendo cada uma delas 6 pessoas. Cada pessoa foi subme-
tida a um teste em que é medido o volume de ar expelido durante
o primeiro segundo de uma expiracao forcada (o denominado FEV1,
do inglés Forced Expiratory Volume in 1 second). Os dados obtidos

estiao representados na Tabela 5.10.

Observacio | 1 2 3 4 5 6
Grupo
1 4,41 4,96 3,5 3,66 4,68 4,11
2 3,69 3,9 3,82 4,08 3,76 4,38
3 3,54 4,4 3,28 2,28 3,34 3,92
4 2,98 2,95 2,15 3,41 3,97 3,86

Tabela 5.10. Resultados dos testes de FEV1 efectuados a todas as pessoas pertencentes
aos 4 grupos em analise.

A questido essencial que se coloca agora é saber se estes dados
indicam, ou nio, a existéncia de algum efeito sensivel do habito
tabagico na capacidade pulmonar, nomeadamente no que respeita
aos valores do teste FEV1. Esta questao pode-se traduzir, utilizando
uma terminologia mais proxima da usada em testes de hipoteses,
em procurar saber se as médias populacionais dos valores de FEV1
para todos os grupos em analise, sdo iguais, ou se, pelo contrario,
existe alguma diferenca entre elas, quanto mais nao seja somente

em alguns dos grupos em analise:

HO:py =p, =y = U,

H1:Pelo menos um W, (i = 1,...,4) ¢ diferente dos restantes

(5.56)

Ao critério cuja influéncia na “resposta” (FEV1) esta a ser estu-
dada, chama-se “factor”. Assim, neste caso, dispde-se de um factor
em analise, o “habito de fumo”, o qual assume varios “niveis”. No
presente exemplo, os niveis em consideracio sao: “1-Nao Fumadores”,

“2-Fumadores Antigos”, “3-Fumadores Recentes” e “4-Fumadores”.
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Estes “niveis” foram, neste caso, determinados ou fixados a priori,
apos o que se procedeu ao seu estudo, iniciado com um processo
de amostragem aleatério e independente para cada um dos grupos
considerados. Diz-se nestas circunstancia que se tratam de efeitos
“fixos”. Alternativamente, poderiamos nao restringir a priori o nu-
mero de grupos em analise e proceder a uma amostragem aleatéria
de toda a populacio de pessoas, onde figurariam todos os gru-
pos existentes, com o objectivo de estender as conclusdes a todas
as situacdes e nao apenas aquelas consideradas no estudo. Nestas
circunstancias os efeitos resultantes de cada nivel em estudo siao
variaveis aleatorias, pelo que se designam de efeitos “variaveis” ou
“aleatorios”.

Os dados representados na Tabela 5.10 estao dispostos na for-
ma de uma matriz, Y, onde cada linha, i=1,...,a (neste caso,
a=4) representa um grupo em estudo (i.e., um nivel do factor
em estudo) e cada coluna, j=1,...,n (neste caso, n=06) se refe-
re a j* observac¢ido recolhida para cada grupo. Assim, o elemento
Y(i, j) representa a medida de FEV1 recolhida para a j* pessoa

do grupo i. Por exemplo:

{Y(1.1).Y(1,2),Y(1,3).Y(1,4),Y(1,5).Y (1,6)} represen-
ta o conjunto de todas as observac¢des recolhidas para o
grupo 1;

-« {Y(2.1),Y(2.2).Y(2.3).Y(2.4).Y(2,5).Y(2,6)} repre-
senta o conjunto de todas as observacdes recolhidas para o
grupo 2;

Y(2,5)=3,76;

Y(1,4)=3,60.
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O modelo adoptado pela abordagem ANOVA (do inglés, ANalysis
Of VAriance) para explicar os dados acima observados, assume a

seguinte forma:

Y(@j)= o o+ €y (5.57)

. . - v
Média do grupo i Erro na obs. j do grupo i

<Y(@j)= o o+ o o+ £, (5.58)

Média global Efeito do grupo i Erro na obs. j do grupo i

Ou seja, o modelo ANOVA propde uma estrutura em que a va-
riabilidade dos dados num dado grupo apresenta uma tendéncia
central caracteristica desse grupo (U, = +0,) em redor da qual
as observacoes se concentram de acordo com as caracteristicas do
termo, €, designado “erro”, que tem uma natureza aleatoria com

os seguintes atributos:

* tem média nula e variancia constante, G’ (e igual para todos
os grupos, ao que se designa por homocedasticidade ou ho-
mogeneidade das variancias);

* sio mutuamente independentes;

e seguem uma distribuicao Normal.

Em termos correntes (ver Figura 5.17), o modelo proposto na
equacio (5.58), considera que cada observacio recolhida, Y(i, j),
resulta da sobreposicao de um efeito especifico do nivel em consi-
deracio relativamente a média global (U, = L+, ), ao qual se junta
um termo aleatério (€, ), que descreve a variabilidade existente em

torno de tal patamar:

Valor observado = Média Global + Efeito do Nivel i do Factor + Erro Aleatorio (5.59)
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Figura 5.17. Ilustracao da forma como a variabilidade exibida pelos dados é descrita
pelo modelo ANOVA com um factor e efeitos fixos.

De notar que qualquer teste de hipoteses tem subjacente um mo-
delo estatistico. Normalmente este é de percepcido simples e a sua
explicitacio na forma de uma equaciao nem sempre é concretizada,
devendo no entanto ser tacitamente subentendida. Esta explicitacao
¢é todavia oportuna agora, para melhor ilustrar a estrutura do mo-
delo ANOVA e os seus pressupostos. Em termos da nomenclatura
introduzida para o modelo ANOVA, o respectivo teste de hipoteses
pode ser reescrito na seguinte forma:

HO:0, =0, =0, =0,=0

(5.60)
H1:o, # 0, para pelo menos um i

De uma forma geral, se o termo aleatério dominar a variabilida-

de, os efeitos especificos dos varios niveis serdo imperceptiveis e a

hipotese nula constitui uma explicacao razoavel para tal situacio.
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Por outro lado, se pelo menos um efeito especifico, a;, sobressair e
puder ser considerado significativamente diferente de zero, entdo a
hipotese alternativa deve ser aceite, indicando que ha pelo menos
uma média populacional para um dos grupos que é distinta das
restantes (qual ou quais a(s) média(s) em questdo, é algo que deve
ser analisado num estagio subsequente).

O modelo contém varios parametros populacionais. Na Tabela 5.11

apresentam-se os respectivos estimadores pontuais.

Parametro populacional Descricao Estimativa
a n
22 Y(ing
M Média global R _( ) e= ( s.])
aA=Y(,)=———
axn

M =uta, Média do grupo i ﬁl _ v(l’ _a
n
a; Efeito do grupo i di =\7(:,:)—\7(i,:) d’i =\_((:,:)—\_((i,:)
3 . ARG
o Variancia do erro e (n — 1)

Tabela 5.11. Estimadores pontuais dos parametros do modelo ANOVA com um factor e
efeitos fixos (para amostras de igual dimensao, 17; SSWG é definido segundo (5.64)).

A metodologia ANOVA consiste em decompor a variabilidade total
(corrigida pela média), SST (Total Sum of Squares), em termos da
variabilidade entre grupos, SSBG (Sum of Squares Between Groups),
e da variabilidade dentro de cada grupo, SSWG (Sum of Squares

Within Groups), de acordo com a seguinte identidade:

SST = SSBG + SSWG (5.61)

onde,

SST=Y Y (V(i./)-Y(.2)) (5.62)

i=1 j=I
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$5BG =33 (Y (1,)- Y () = ana]:(S_( ((:)-Y()) 663

i=1 j=1

SSWG =Y (Y (i,/)-Y (i)} (5.64)

i=l j=I

Neste contexto, analisar a existéncia, ou nao, de efeitos signifi-
cativos no modelo ANOVA, traduz-se em avaliar se a variabilidade
total é dominada pela componente “estrutural” devida a ac¢io dos
niveis considerados (SSBG) ou pela componente aleatéria ou “resi-
dual” (§$SWG). Se a componente estrutural dominar, a decisao deve
ser de rejeitar HO. Caso contrario, esta hipotese ¢ mantida. Neste
sentido, a estatistica de teste vai ser baseada nestas grandezas,
SSBG e SSWG, devidamente corrigidas pelos respectivos graus de
liberdade, o que da origem aos correspondentes valores “médios”,

como indicado na Tabela 5.12.

Fontes de Somas de Graus de Médias das Valores Estatistica de
Variacao quadrados Liberdade Somas de Esperados de Teste (F)
Quadrados (4)
@ ) 3) “4) [©) ©6)
: MSBG
Factor SSBG a-1 MSBG o’ +ng(a) —
(o3
Residual SSWG a(n-1) &2 o’
Total SST an-1

Tabela 5.12. Tabela ANOVA para o modelo com um factor de efeitos fixos (amostras
independentes de igual dimensao).

onde,

0 ()= Zﬁ (5.65)

MspG =259 (5.66)

a —
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g2 =SNG (5.67)

Cax(n-1)

Nesta tabela esta também indicado o valor médio ou esperado
das grandezas apresentadas, e a estatistica de teste, a qual, quando
as hipoteses do modelo ANOVA sio verificadas, segue uma funcao
densidade de probabilidade F com a—1,a (n - 1) graus de liberdade.
O teste de hipoteses a conduzir é do tipo unilateral a direita, pelo
que HO ¢ rejeitada se a estatistica de teste assumir um valor supe-
rior a L'y .y a1 (onde, F('x,a—l,a(nfl) =f:Pr (F:z—l,a(n—l) > f):OC ), ou
se o respectivo valor de prova for inferior ao nivel de significancia
adoptado, a.

A Tabela 5.12, € relativa a situacdo mais desejavel, em que todos
os grupos estiao igualmente representados, i.e., em que todas as
amostras tém o mesmo numero de elementos. Nestas circunstancias,
z;oci =0. No entanto, o tratamento do caso geral em que tal nio
sucede nio difere muito deste, implicando agora que a condic¢ao
verificada seja, Z; no, =0 (n, é o nimero de elementos do

grupo a). A correspondente tabela ANOVA, é a seguinte:

Fontes de Somas de Graus de Médias das Valores Esperados de Estatistica de
Variacao quadrados Liberdade Somas de (4) Teste (F)
Quadrados

@ ) 3) (4) [©)) ©)
Z; n(a,-a) W

Factor SSBG a-1 MSBG 0_2 + e
a-1
Residual SSWG N-a &2 P
Total SST N-1

Tabela 5.13. Tabela ANOVA para o modelo com um factor de efeitos fixos (amostras
com diferentes dimensdes).

onde,

SST=Y Y (V(i/)-Y () (5.68)

i=1 j=1
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SSBG =33 (V (i)Y (=) (569

i=1 j=1

SSWG =3 Y (Y (i, /)-Y (i) (5.70)

i=l j=1

g2 (=16} + (1, =63 +---+ (n, )G

- (5.7D)
N —a
N=>n, (5.72)
i=1

Regressando ao exemplo do estudo da influéncia dos habitos de fumo
na capacidade pulmonar, averiguemos entao se existe algum efeito sig-
nificativo associado aquele factor. Recorrendo ao software Minitab para

conduzir a analise ANOVA, obtém-se o seguinte output (Figura 5.18):

One-way ANOVA: FEV1 versus Categoria

Source DF 35 M3 F P
Categoria 3 3,689 1,230 3,62 0,031
Error 20 6,788 0,339

Total 23 10,477

% = 0,5826 R-Sq = 35,21% R-Sgiadj) = 25,49%

Figura 5.18. Resultados do programa MINITAB para a andlise ANOVA relativamente
ao exemplo do estudo da influéncia dos habitos tabagicos no FEV1 (Minitab: Stat >
ANOVA > One-Way).

Uma vez que o valor de prova € de 0,031, os dados consubstan-
ciam a existéncia de, pelo menos, uma média de grupo distinta das
demais, a um nivel de significincia de 0,05. No entanto, antes de
aprofundar mais o estudo sobre tais diferencas, é necessario verifi-
car se o valor de prova obtido pode ser de facto aceite como indi-
cador da significancia associada a rejeicio de HO. Para tal, deve-se
analisar se as hipoteses do modelo ANOVA estao a ser verificadas.

Observando a Figura 5.19, pode-se ver que, aparentemente, O pres-
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suposto de independéncia esta assegurado (graficos a direita) bem
como o de normalidade (graficos a esquerda), apesar de tal poder
ser melhor aferido com meios complementares de diagnéstico. Estes
meios passariam, por exemplo, pelo recurso a um teste de qualida-
de de ajuste a funcido densidade de probabilidade Normal (Figura
5.20.2) ou usando metodologias para anilise da independéncia de
residuos, como a analise da sua autocorrelacao (i.e., a correlacio de
uma série de valores consigo propria, mas desfasada no tempo - se
o pressuposto de independéncia for valido, a autocorrelacio deve ser
residual para todos os desfasamentos ou lags diferentes de zero, o
que facilmente se constata através do tracado de limites validos para
um dado nivel de significancia, Figura 5.20.b). De facto, analisando
os resultados apresentados na Figura 5.20, pode-se verificar que o
pressuposto de normalidade niao esta ameacado (valor de prova de
0,483 para o teste de qualidade de ajuste de Anderson-Darling; ver
seccdo relativa aos testes de qualidade de ajuste para mais detalhes

a este respeito) nem o de independéncia.

Residual Plots for FEV1
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Figura 5.19. Alguns graficos produzidos pelo programa MINITAB na analise ANOVA
relativamente ao exemplo do estudo da influéncia dos habitos tabagicos no FEV1.
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Probability Plot of RESI1
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Figura 5.20. Analise mais detalhada do pressuposto de (a) normalidade dos residuos
do modelo recorrendo ao teste de Anderson-Darling (Minitab: Stat > Basic Statistics
> Normality Test), e da sua (b) independéncia em série, recorrendo a analise da sua
autocorrelacao (Minitab: Stat > Time Series > Autocorrelation).

No entanto, o pressuposto de homogeneidade de variancias pode
ser questionado, uma vez que a dispersao dos residuos das medicoes
para um dado grupo (o terceiro), parece ser inferior a observada
nos restantes. Conduzido entio testes de hipoteses que contemplem,
como hipoétese nula, a igualdade de variancias nos diferentes grupos,
como acontece com os testes de Barlett e Levene (Figura 5.21), pode-
-se verificar que tal nao pode de facto ser formalmente contestado a

um nivel de significancia de 0,05, pois os valores de prova obtidos

na aplicacao destes testes sao sempre superiores a 0,2.

Test for Equal Variances for RESI1

Bartlett's Test

3,22000-] f

| Test Statistic 4,57

P-Value 0,206
Levene's Test

Test Statistic 1,35

P-Value 0,286

3,46000 }

FITS2

3,93833

4,22000-] f

T T
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- :
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Figura 5.21. Anilise do pressuposto de igualdade de variancias, recorrendo a testes de
hipéteses com este fim (Minitab: Stat > ANOVA > Test for Equal Variances).
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Conclui-se entao que, estando os pressupostos do modelo ANOVA
validados com alguma consisténcia, o valor de prova obtido para
este teste pode também ser encarado como valido. A questao que
se coloca agora € entdo a de saber qual a origem da diferenca de-
tectada nas médias populacionais.

Uma forma de abordar este assunto seria conduzir testes ¢ de
Student para duas amostras independentes, contemplando todas
as combinac¢des de grupos dois a dois. Em geral, existe o seguinte

numero total de combinacdes a considerar:

a al

5= a2y (5.73)

(leia-se combinacdes de a, 2 a 2). No entanto, ao realizarem-se
varios testes de hipéteses simultaneamente, aumenta-se a probabi-
lidade de, em pelo menos um deles, ocorrer um “falso alarme”, o
qual, individualmente, s6 aconteceria uma fraccao a das vezes. Ou
seja, quando se conduzem viarios testes de hipoteses simultineos,
a significancia global diminui, passando a ser 1-(1-a)", onde 7 é o
numero de testes em questao (esta expressio € valida no pressuposto
dos testes realizados serem independentes entre si). Por exemplo,
no presente caso, como o nimero de combinacdes de 4, 2 a 2, é 6,
se o valor inicial for de 0=0,05, o seu valor final efectivo, quando se
conduzem todos os testes de hipoteses simultaneamente, sera de
0,265! Trata-se de facto de um nivel de significancia demasiado alto
para ser usado em aplicagdes praticas.

Para corrigir esta inflacio do nivel da significincia efectivo quan-
do se conduzem testes de hipoteses simultaneamente, os valores
iniciais de a devem ser ajustados (diminuidos), para que no final
resulte o nivel de significancia pretendido. Existem varios métodos
para efectuar esta correccao, como o método de Tukey e o método de
Scheffé. O primeiro método é mais indicado para amostras equilibra-

das ou moderadamente desiquilibradas, enquanto o segundo € mais
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indicado para situacdes em que o numero de elementos nas amostras
¢é bastante diferente, nomeadamente, quando max {nl. }2 2 x min {ni},
ou seja, quando a amostra com mais elementos tem mais do dobro
da dimensao da amostra com menos elementos. Estes ajustamentos
podem também aparecer reflectidos quer nos intervalos de confianca
para as médias populacionais de cada grupo, quer nos intervalos de

confianca para as suas diferencas, duas a duas (Figura 5.22).

Indiwvidual 95% CIs For Mean Based on
Pooled StDev

Level N Hean Sthew +--
1 6 4,2200 0,5726
2 6 3,93383 0,2546
) 6 3,4600 0,7129 T T
4 6 3,2200 0,6758 [(--—------ LR I
+—- + + —t---
3,00 3,50 4,00 4,50
Pooled StDev = 0,5826
Tukey 95% Simultaneous Confidence Interwvals
411 Pairwise Comparisons among Lewels of Categoria
Individual confidence lewel = 935,59%
Categoria = 1 subtracted from:
Categoria Lower Center Upper + : + +
2 -1,2235 -0,2817 0,6602
3 -1,7018 -0,7600 0,1818

4 -1,%418 -1,0000 -0,0582

Categoria = 2 subtracted from:

Categoria Lower Center Upper
€ -1,4202 -0,4783 0,4635
4 -1,6602 -0,7183 0,2235

Categoria = 3 subtracted from:

Categoria Lower Center  Upper + : ————t +
4 -1,1818 -0,2400 0,7018 [————————= | I——

Figura 5.22. Analise comparativa dos efeitos usando o método de Tukey (Minitab: Stat >
ANOVA > Test for Equal Variances).
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Da analise dos intervalos de confianca corrigidos pelo método
de Tukey para o presente caso resulta que os Unicos grupos para
0s quais se regista uma diferenca estatisticamente significativa na
média populacional do FEV1, sao o grupo 1 — Nio Fumadores e o
grupo 4 — Fumadores, sendo os valores registados para o grupo 1
superiores aos do grupo 4. Assim, apesar de uma analise descritiva
parecer indicar a existéncia de uma tendéncia de diminuicdo da
capacidade pulmonar quando se avanca do grupo 1 ao 4 (Figura
5.23), tal efectivamente s6 se pode afirmar no presente caso (onde
as amostras sao de dimensiao reduzida), com rigor, i.e., em termos

estatisticamente significativos, para os grupos 1 e 4.

Individual Value Plot of FEV1 vs Grupo

5,0 .

4,5

4,0

FEV1

3,54

3,04

2,54

2,0+

Grupo

Figura 5.23. Grafico de valores individuais para cada grupo em analise, com indicacao
do valor médio em cada grupo (Minitab: Stat > ANOVA > Test for Equal Variances).

O modelo ANOVA ¢é de grande utilidade na interpretacio de
resultados decorrentes do planeamento estatistico de experiéncias
(design of experiments, por vezes abreviado para DOE ou DOX), onde
os factores considerados sido feitos variar e se procuram identificar

variacoes significativas na variavel de saida.
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No final desta seccio pode-se compreender melhor a raziao pela
qual a designacio ANOVA ou Analise de Variancia, atribuida a me-
todologia apresentada, é frequentemente referida como nio sendo
“muito feliz”. Na verdade, os objectos populacionais em analise sdo
“médias” e nio “varidncias”. No entanto, pelo facto de contemplar
a decomposicao da variabilidade dos dados nas suas componen-
tes “ortogonais” de variabilidade ou de variancia, nomeadamente,
aquela explicada pelos varios niveis dos factores, i.e., a sua par-
te “estrutural” e aquela originaria de factores aleatérios, a parte
“residual”, foi-lhe atribuida tal designacao, a qual ja adquiriu um
estatuto definitivo sendo usada de forma generalizada e sem qual-
quer ambiguidade. Mais a frente sera feita referéncia a uma outra
abordagem ANOVA, no contexto da analise do modelo de regressao
linear, a qual também incide sobre duas componentes distintas de
variabilidade, uma estrutural (explicada pelo modelo de regressiao
linear) e outra residual (semelhante a da presente situacao), onde se
procurara avaliar, mais uma vez, a significincia de um modelo na
explicacao da variabilidade exibida pelos dados. Tratam-se de duas
abordagens ANOVA aplicadas a situacdes distintas, mas que parti-
lham entre si semelhancas metodolégicas e conceptuais, das quais
resulta a adop¢ao da mesma designaciao base, ANOVA, fazendo-se
a diferenciacio pelos termos complementares usados. Por exemplo,
enquanto a analise abordada nesta seccdo consiste na adopciao de
um modelo ANOVA com um factor e efeitos fixos, aquela a ser usada
no contexto da metodologia de regressao linear consistira num teste
ANOVA a significancia do modelo de regressao linear. Desta forma
previne-se qualquer ambiguidade remanescente, a qual devia de
facto ja ser minima dado o conhecimento do problema em questio,

o que definiria, naturalmente, a abordagem a adoptar.
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5.3.5. Testes de hipoteses nao-paramétricos

Os testes de hipoteses apresentados até agora tém em comum o
facto de incidirem sobre parimetros de uma ou mais populacdes
e/ou de colocarem hipoteses estritas relativamente as distribuicoes
de probabilidade assumidas, com base nas quais se estabelecem
os critérios de decisao dos testes. No entanto, ha situacdes onde é
conveniente ou mesmo imprescindivel flexibilizar, de alguma forma,
os pressupostos colocados relativamente a classe de distribuicdes
de probabilidade que descrevem os dados, de forma a viabilizar a
realizacao dos testes pretendidos em situacdoes mais gerais. Os testes
nao-paramétricos surgem frequentemente neste contexto, proporcio-
nando uma extensiao natural dos testes paramétricos anteriormente
abordados para situacdes menos restritivas, mas que incluem tam-
bém, em particular, aquelas onde os testes paramétricos podem ser
aplicados. Poder-se-a assim questionar, porque é que, se assim é
de facto, se procuram aplicar primeiro os testes de hipoteses pa-
ramétricos, de ambito mais restrito, em lugar de usar desde logo
os correspondentes testes nao-paramétricos. A resposta rapida e
simples, consiste no seguinte: no dominio em que 0s testes para-
métricos podem legitimamente ser aplicados, eles possuem uma
poténcia superior aos correspondentes testes nio-paramétricos. Por
outras palavras, os testes paramétricos permitem detectar com maior
sensibilidade desvios a hipétese nula (para as mesmas condi¢oes
de teste), quando os seus pressupostos sao verificados. Tal acontece
porque estes testes se baseiam em mais informacao sobre os dados (o
conhecimento da sua distribuicio), o que permite desenhar esquemas
mais sensiveis para assinalar eventuais desvios existentes. O “preco
a pagar” pela poténcia acrescida é a necessidade de especificar a
distribuicao assumida e a consequente perda de generalizaciao da
ferramenta. No entanto, verifica-se que a reducdo na poténcia para

alguns métodos nao-paramétricos quando usados em situacdes onde
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os testes paramétricos sio também aplicaveis nem sempre é muito
significativa, embora este aspecto nao seja abordado neste texto.
Para além de permitirem expandir o ambito de aplicacao dos
testes paramétricos (que incidem essencialmente sobre os aspectos
de localizacao e dispersao da popula¢io/processo em analise), as
abordagens nao-paramétricas podem ser usadas em outros contextos
de aplicacdao de testes de hipoteses, como por exemplo na analise

dos seguintes aspectos:

* Qualidade de ajuste, onde se pretende aferir com que extensiao
uma dada distribuicao de probabilidade pode ser legitimamente
assumida para descrever os dados recolhidos;

* Associacgdo, cujo objectivo passa por identificar a existéncia
de uma eventual associaciao entre duas variaveis distintas, em
oposicao a condicao segundo a qual estas sio independentes;

* Aleatoriedade, onde se procura avaliar sobre a natureza ale-

atéria (ou nio) de sequéncias de valores.

Devido a diferente natureza e objectivos especificos dos testes
de hipéteses ndo-paramétricos, estes sao usualmente apresentados
separadamente, de forma a proporcionar uma melhor “arrumacio”
das ferramentas de inferéncia estatistica. Esta légica de organiza-
c¢ao de conteudos vai ser também seguida neste texto. No entanto,
salienta-se que se trata apenas de uma estruturacio conceptual de
ferramentas que caiem no mesmo ambito, o teste de hipéteses, po-
dendo ser vistas de uma forma mais abrangente como pertencentes
ao mesmo leque de abordagens, mas proporcionado solucdes ade-
quadas para situacoes especificas e diferenciadas daquelas onde as
abordagens paramétricas sao utilizadas.

Nas seccoes seguintes descrevem-se alguns dos testes de hipoteses
pertencentes a estas categorias, de uso mais comum, bem como se

ilustra a sua aplicacado com recurso a exemplos concretos.
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5.3.5.1. Testes de localizacido

Referem-se nesta sec¢ao um conjunto de testes ndo-paramétricos
que incidem sobre aspectos de localizacio das populacoes, gene-
ralizando o ambito de aplicacio dos correspondentes testes para-
métricos, na sua maioria dependentes da hipotese de normalidade
colocada sobre os dados em analise. Os testes aqui apresentados
baseiam-se em estatisticas calculadas a partir dos dados ordenados
em sequéncias (segundo a ordem crescente dos valores), sendo por
isso de calculo relativamente simples e geral. Consequentemente, o
parametro populacional tipicamente envolvido nestes testes € agora
a mediana (1), em lugar da média ().

Na exposicdo que se segue, abordam-se em primeiro lugar os
testes nao-paramétricos envolvendo uma amostra, progredindo-se
depois para os casos em que o numero de amostras de diferentes
populacdes envolvidas no estudo é superior. A apresentacido incidira
essencialmente sobre o principio subjacente ao teste e as suas hipo-
teses/limitacdes, bem como qual a estatistica de teste envolvida. As
conclusdes poderao ser facilmente retiradas recorrendo a software
estatistico disponivel, usando por exemplo o valor de prova obtido
para o tipo de teste seleccionado (bilateral, unilateral a esquerda
ou unilateral a direita). O uso de tabelas estatisticas, embora seja
sempre possivel, constitui uma pratica manifestamente residual hoje

em dia, ndo sendo por isso aqui abordada.

5.3.5.1.1. Teste do sinal
Este teste € aplicavel a situacoes em que se dispoe de uma amos-
tra aleatdria proveniente de uma populacao continua. No seu formato

bilateral, o teste de hipoteses implementado é o seguinte:

HO:m =n, (5.74)
Hl:m#mn, (5.75)
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Como ja foi referido, a mediana de uma amostra corresponde
ao valor central de um conjunto de dados, ou seja, aquele valor
que, ap6s um alinhamento dos dados por ordem crescente, possui
50% dos valores ordenados abaixo de si, e outros tantos acima
de si. Trata-se portando do percentil 50 (também designado por
2.° Quartil). Em termos populacionais, a mediana (populacional)
mantém o seu significado fundamental, constituindo o valor central
da populacio, i.e., aquele para o qual a probabilidade de se obter um

valor inferior € 0,5 e a probabilidade de se obter um valor superior
€ também de 0,5: P(X <n)=P(X >n)=0,5.

O teste do sinal consiste em primeiro calcular os valores para as
seguintes diferencas:

d,=x, =M, (5.76)

Se HO for verdadeira, o nimero de diferencas com valores su-
periores a zero, R* (correspondentes a valores acima da mediana),
deve ser comparavel ao numero de diferencas com valores inferiores
a zero, R (correspondentes a valores abaixo da mediana) — em

particular, estes totais devem seguir uma lei Binomial com p=0,5.

Exemplo: Tensdo de rotura em soldaduras

Num dado processo de soldadura, pretende-se verificar se a me-
diana da resisténcia de rotura perante forcas tangenciais € igual a
2000 psi, que é o valor nominal para esta propriedade. Para tal,
seleccionaram-se aleatoriamente 20 pecas, e mediu-se o valor da

resisténcia em cada uma delas (Tabela 5.14).
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Tensao Tangencial de Rotura (psi)

2158,7 2165,2
1678,15 2399,55

2316 1779,8
2061,3 2336,75
2207,5 1765,3
1708,3 2053,5
1784,7 2414,4
2575,1 2200,5
2357,9 2654,2
2256,7 1753,7

Tabela 5.14. Valores da tensao tangencial de rotura para a soldadura em 20 pecas
seleccionadas aleatoriamente.

Aplicando o teste do sinal a esta situacdo, onde se pretende de-
cidir entre,

HO:m =2000 (5.77)
H1:m #2000 (5.78)

obtém-se, recorrendo ao software Minitab, os resultados apresentados
na Figura 5.24. Do valor de prova obtido (0,1153 > 0,05), verifica-se
que nio existe evidéncia suficiente para contrariar a hipotese nula,
mantendo-se portanto como aceitavel a condicao segundo a qual a
mediana dos valores da resisténcia para o processo em questio é

ainda de 2000 psi.

Sign Test for Median: Tensdo Tangencial de Rotura
Sign test of median = 2000 wersus not = 2000

N Below Equal Ahowve P Median
Tenséo Tangencial de Rotura 20 [} u] 14 0,1153 2183

Figura 5.24. Resultados para a aplicac¢io do teste do sinal (Minitab: Stat >
Nonparametrics > 1-Sample Sign).
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5.3.5.1.2. Teste de Wilcoxon

O teste de sinal, apresentado na seccao anterior, nao utiliza toda
a informacao disponivel no conjunto de dados, apenas olhando
para a posicao de cada valor relativamente a mediana. Com base
neste critério, a informacao de natureza continua é transformada em
informacdo binaria ou dicotémica, com menor resolucido, a partir
da qual o teste do sinal é conduzido. O teste de Wilcoxon incide
sobre o mesmo conjunto de diferencas abordado no teste do Sinal,
equacido (5.76), mas, adicionalmente, retém a sua magnitude para
além de simplesmente usar o seu sinal. O principio deste teste é o
seguinte: se a populacio for continua e simétrica, e se a mediana
populacional postulada na hipoétese nula for de facto verdadeira,
entdo a magnitude das diferencas com sinais positivos e negativos
devera ser idéntica.

O teste consiste entdo em calcular o valor absoluto das diferencas,
|dl.| , €, simultaneamente, registar o sinal do desvio original entre o

valor e a mediana, Sign (dl.):

+,sed, >0
sign (di )= 0,sed =0 (5.79
—sed, <0

,Sign (di )) De seguida,

ordenam-se todos os pares por ordem crescente do valor absoluto

Passa-se entio a dispor de pares (]dl.

das diferencas, |di|, e atribui-se a cada par o correspondente nime-
ro de ordem (i.e., comecando no nimero 1 para o par com menor
valor absoluto para a diferenca e terminando no nimero de ordem
n, para o par com maior valor absoluto para a diferenca, sendo »
a dimensao da amostra). Calcula-se entio a soma dos numeros de
. . . N PSR +
ordem para os pares com sinais +, dando origem 2 estatistica W,

e a soma dos numeros de ordem para os pares com sinais —, dando
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origem 2a estatistica W/~ . Chamemos a W, o menor destes dois va-
lores: W = min {Wf, wr }

Como a soma de todos os nimeros de ordem de uma sequéncia
com 7 elementos é dada por n(n +1)/2, se a funcio densidade for
simétrica e se a mediana postulada na hipétese nula for verdadeira,
entdo as somas dos nimeros de ordem para as diferencas com sinal
+ e —, devem estar equilibradas e ser aproximadamente iguais a
n(n + 1)/ 4. A estatistica de teste mede o desvio da amostra relativa-
mente a esta hipétese. Para 1> 20, o teste pode ser implementado
recorrendo a seguinte estatistica, que segue aproximadamente uma

lei Normal padronizada N(O,l):

W—n(n+1)/4

“07 Jn(n+1)(2n+1)/24

(5.80)

Os valores correspondentes a Sign (dl.)z 0, sao normalmente ig-
norados e a dimensao da amostra reduzida de forma consistente. Por
outro lado, situacdes em que ocorrem “empates” na atribuicao dos
nameros de ordem, decorrentes da existéncia de diferencas com igual
magnitude, sdo resolvidas atribuindo a cada um deles o nimero de
ordem médio que lhes corresponderia caso os valores niao estives-
sem empatados: por exemplo, a sequéncia {2,4,4, 7,8,9,9, 9,10},
corresponde a seguinte atribuicio de nimeros de ordem: 1, 2,5, 2,5,
4,5,7,7,7,09.

O facto do teste de Wilkoxon utilizar mais informacido sobre dados
recolhidos e colocar uma hipotese mais restritiva quanto a natu-
reza das distribuicoes (devem ser simétricas), faz com que seja mais
potente que o teste do Sinal, quando tais condicdes siao verificadas.

Aplicando o teste de Wilcoxon ao mesmo exemplo usado para
ilustrar o teste do Sinal (tensao de rotura em soldaduras), obtém-se

os resultados apresentados na Figura 5.25. Apesar das conclusdes
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a retirar da aplicacdo deste teste serem idénticas, pode-se verificar
que o valor de prova é inferior, indicativo da maior poténcia deste
teste, i.e., da sua capacidade acrescida em detectar desvios a hipotese

nula quando os seus pressupostos sio verificados.

Wilcoxon Signed Rank Test: Tensdo Tangencial de Rotura

Test of median = Z000 wersus median not = 2000

N for Wilcoxon Estimated
N Test 3Statistic P Median
Tensdo Tangencial de Rotura 20 20 150,0 0,097 2138

Figura 5.25. Resultados para a aplicacao do teste de Wilcoxon (Minitab: Stat >
Nomnparametrics > 1-Sample Wilcoxon).

5.3.5.1.3. Amostras emparelbadas

Tanto o teste do sinal como o teste de Wilcoxon podem ser apli-
cados na analise de amostras emparelhadas. Basta para tal calcular
as diferencas entre as observacdes associadas provenientes das duas
populacdes, e analisar o conjunto de valores resultantes como se
de uma unica série de valores se tratasse. Neste caso, o interesse é
frequentemente em saber se a mediana populacional associada as
diferencas €, ou nao, diferente de zero, a semelhanca do que acon-

tece no correspondente teste paramétrico:

HOm,=0 (5.8D)
Hlm,#0 (5.82)

Exemplo: Comparacdo de caudalimetros para medicdo do
consumo de combustivel

Pretende-se analisar e comparar o desempenho de dois tipos de
caudalimetros (medidores de caudal, que avaliam a quantidade de
um liquido que atravessa uma sec¢do de tubo por unidade de tempo)

destinados a medicdo do consumo de combustivel. Neste sentido,
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instalaram-se equipamentos de ambos os tipos em 12 carros diferen-
tes e os valores recolhidos por cada um deles, ap6s um certo periodo

de circulacao, foram devidamente registados (Tabela 5.15).

Carro Caudalimetro 1 Caudalimetro 2 Diferencas
(C1) (C2) (C1-C2)

1 17,6 16,8 0,8
2 19,4 20 0,6
3 19,5 18,2 133
4 17,1 16,4 0,7
5 15,3 16 -0,7
6 15,9 15,4 0,5
7 16,3 16,5 0,2
8 18,4 18 0,4
9 173 16,4 0,9
10 19,1 20,1 -1

11 17,8 16,7 1,1
12 18,2 17,9 0,3

Tabela 5.15. Valores do consumo de combustivel para os caudalimetros do tipo 1 e 2, e
para a sua diferenca.

As diferencas entre as medicdes dos caudalimetros do tipo 1 e 2
aparecem calculadas na ultima coluna da Tabela 5.15. Conduzindo
um teste de Wilcoxon sobre estas diferencas, procurando avaliar
se a mediana das diferencas entre as medicoes dos dois tipos de
caudalimetros € significativamente diferente de zero, obtém-se os
resultados apresentados na Figura 5.26, de onde se pode concluir que
nio existe evidéncia suficiente para apontar um desvio significativo
nas medicoes por eles efectuadas (valor de prova igual a 0,209, o
qual é bastante superior ao maior nivel de significincia usualmente

adoptado, 0,05).

Wilcoxon Signed Rank Test: Diferengas (C1-C2)

Test of median = 0,000000 wversus median not = 0,000000

N for Wilcoxon Eztimated
n Test &tatistic 3 Median
Diferengas (Cl-C2) 12 12 55,5 0,209 0,3250

Figura 5.26. Resultados para a aplicacio do teste de Wilcoxon ao tratamento de
amostras emparelhadas (Minitab: Stat > Nonparametrics > 1-Sample Wilcoxomn).
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5.3.5.1.4. Teste de Mann-Whitney-Wilcoxon (MWW)

O teste de Mann-Whitney-Wilcoxon (MWW) surge enquadrado no
mesmo contexto de aplicacao do teste ¢ de Student para duas amos-
tras independentes, mas visando avaliar sobre a igualdade ou nao
da mediana de duas populacdes distintas, para as quais se dispoe

de amostras recolhidas de forma independente:

HO:m,=n, (5.83)

Hl:m , #n,, ou,
T]A >n35 ou, (5.849)
N,y <N

O seu principio de funcionamento tem algumas semelhancas
com os testes ndo-paramétricos anteriores. Supondo que ambas as
populacoes tém a mesma forma e dispersdo e que a amostra da pri-
meira populaciao tem 7; elementos e a da segunda, n,, os dados de
ambas as amostras sdo entao reunidos e ordenados simultaneamente
do menor para o maior, apos o que lhes é atribuido um nimero de
ordem de 1 a ny+n,. A estatistica de teste corresponde a soma dos
numeros de ordem para a amostra de menor dimensao. Se as media-
nas de ambas as populacdes nio diferirem, é esperado que a soma
dos numeros de ordem para as amostras provenientes de ambas as
populacoes seja aproximadamente igual, apos efectuados os ajustes
necessarios para as situacdes em que as amostras nao tém a mesma
dimensdo. Assim, se estas somas diferirem significativamente, ou se
a estatistica de teste diferir significativamente do valor esperado com
base na hipotese nula de ambas as medianas serem iguais, entiao

esta devera ser rejeitada e a hipotese alternativa aceite.
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Exemplo: Consumo de energia eléctrica

Pretende-se avaliar se as distribuicdes dos consumos domésticos
de energia eléctrica por habitante em duas regioes distintas, ambas
relativamente pobres, tém a mesma tendéncia central (mediana). Para
tal recolheram-se dados referentes aos consumos anuais por habi-
tante, em milhares de kWh, para a corrente de baixa tensiao (Tabela
5.16). As duas amostras aleatérias sio independentes, uma corres-
pondendo a 10 conselhos da regido A e a outra a 8 conselhos da

regido B. O que se pode concluir relativamente a este problema?

Regido A Regiao B

0,237 0,341
0,235 0,482
0,423 0,464
0,398 0,256
0,241 0,908
0,237 0,286
0,344 0,518
0,449 0,326
0,741

0,405

Tabela 5.16. Valores do consumo de energia eléctrica para os conselhos seleccionados
das regides A e B (kWh/habitante).

Os resultados decorrentes da aplicacdo do teste MWW (Figura
5.27) demonstram que nao se pode afirmar que existe de facto uma
diferenca significativa entre as medianas dos consumos energéticos
nas duas regides, uma vez que o valor de prova para o teste é su-
perior a 0,05.

Mann-Whitney Test and CI: A; B

N Median
4 10 0,3710
B § 0,4025

Point estimate for ETAl-ETAZ is -0,0625

95,4 Percent CI for ETAL-ETAZ is (-0,2280;0,0969)

W= 82,0

Test of ETAL = ETAZ ws ETAl not = ETAZ is significant at 0,2667
The test is significant at 0,2665 (adjusted for ties)

Figura 5.27. Resultados para a aplicacao do teste de Mann-Whitney-Wilcoxon (Minitab:
Stat > Nonparametrics > Mann-Whitney).
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5.3.5.1.5. Teste de Kruskal-Wallis

O teste de Kruskal-Wallis é uma alternativa ao teste F realizado
para o modelo ANOVA, equacio (5.58), quando os residuos niao
seguem uma distribuicao Normal, mas nao ha “outliers” evidentes
nos dados recolhidos (quando tal acontece, recomenda-se o uso
do teste de Mood a mediana). Assim, neste teste, assume-se como
hipétese nula que as distribuicdes de probabilidade para os diferen-
tes grupos em analise, dos quais se dispdoe de amostras aleatérias
independentes, sio idénticas. De uma forma mais simplificada, tal
passa por assumir que as populacdes dos diferentes grupos tém
iguais medianas, pois o teste nao é particularmente afectado por
diferencas na dispersdo de grupo para grupo. A hipotese alternativa
contempla a situacao em que pelo menos uma das distribuicdes dos
diferentes grupos difere das demais na sua localizacio.

O principio do teste passa por ordenar todas as observacdes de
todos os grupos, da mais baixa (nimero de ordem 1) para a mais
elevada (nimero de ordem N = n,+n,+:--+n,, onde a representa
o namero de grupos ou niveis do factor em analise), independente-
mente do grupo a que pertencam. De seguida, somam-se os nime-

ros de ordem relativos as observacdes de cada grupo, obtendo-se,

1,,i=1,2,...,a. Finalmente, calcula-se a estatistica de teste,
Za: LN+l (5.85)
N (N +1)45
< ET = Z——3(N+1) (5.86)

N(N+1),l n,

De notar que, em (5.85), ]: / n; corresponde ao nimero de ordem
médio do grupo 7, enquanto o nimero de ordem esperado para

qualquer observaciao é dado pela soma de todos os nimeros de
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ordem a dividir pelo nimero total de observacoes, correspondendo
a: N(N+1)/(2N)= (N+l)/2. Se a hipétese nula se verificar, es-
tas duas quantidades devem coincidir aproximadamente, pelo que
o resultado da estatistica de teste deverda ser um nimero pequeno.
Caso contrario, tal podera indiciar a existéncia de pelo menos um
grupo com uma localizacio distinta dos demais, apontando no sen-

tido das condicdes consideradas na hipétese alternativa.

Exemplo: Tempos de entrega de produtos para acesso a internet

Num projecto seis sigma procurou-se analisar os tempos de en-
trega de diferentes produtos para acesso remoto a internet para
uso doméstico: ISDN e ADSL. Para tal, recolheram-se os tempos de
entrega para 25 encomendas do produto ADSL e 30 encomendas do
produto ISDN. Pretendeu-se entdo saber se existia alguma diferenca
entre os tempos de entrega praticados em ambos 0s casos. Apos
conduzir a analise usando o método de Kruskal-Wallis, o resultado
obtido foi no sentido de manter a hipotese nula relativa a igual-
dade dos tempos de entrega (medianos) para ambos os produtos

(Figura 5.28).

Results for: Time to deliver
Kruskal-Wallis Test: Time to deliver versus Product

Kruskal-Wallis Test on Time to deliwver

Product N Median A4wve Rank Z
ADEL 25 7,500 29,7 0,73
I5DN 30 6,750 26,6 -0,73
Owerall 55 28,0

H 0,53 DF

1 P = 0,467
1 P = 0,463 (adjusted for ties)

nwon
nmon

H 0,54 DF

Figura 5.28. Resultados da aplicacao do teste de Kruskal-Wallis (Minitab: Stat >
Nomnparametrics > Kruskal-Wallis).
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5.3.5.2. Testes de qualidade de ajuste

Com alguma frequéncia surge a necessidade de avaliar se um
dado pressuposto colocado ao nivel da distribuicio de probabilida-
de subjacente aos dados recolhidos € de facto verosimil como base
de trabalho. Um exemplo comum consiste em avaliar se os dados
seguem de facto uma lei Normal, aquando da realizacio de um tes-
te t+ de Student recorrendo a uma amostra de pequena dimensao.
Os testes de qualidade de ajuste visam apoiar esta analise. Neste
sentido, eles consideram, como hipétese nula, que os dados seguem
uma distribuicdo assumida (aquela cuja verosimilhanca se pretende
atestar). A hipotese alternativa consiste simplesmente na negacao de
tal condicao (os dados nao seguem a distribuicao postulada). Assim,
por exemplo, quando se pretende avaliar se os dados seguem uma

lei Normal, o teste de hipéteses a conduzir é:

HO: X segue uma lei normal (5.87)
H1: X nao segue uma lei normal (5.88)

Nestas circunstancias, e ao contrario do que se passa habitual-
mente num teste de hipdéteses onde o que se pretende frequente-
mente ¢ demonstrar a viabilidade da hipoétese alternativa provando
a inverosimilhanca da hipétese nula, agora, o que se pretende usu-
almente é, de facto, manter a hipotese nula como valida, para que
assim fique consolidado o pressuposto sobre a distribuicio assumida.
Consequentemente, neste tipo de testes, valores de prova elevados
(>>0,05) sdo os valores mais “desejados”, pois sio aqueles que mais

consubstanciam a manutenciao da distribuicdo postulada.

5.3.5.2.1. Teste de Kolmogorov-Smirnov e teste de Anderson-
-Darling
O teste de Kolomogorov-Smirnov € aplicavel a distribuicdes con-

tinuas e completamente especificadas. O seu principio de funciona-

204



mento € baseado no ajuste entre a funcido de probabilidade acumula-
da postulada na hipétese nula, F (x ), e a funcio de probabilidade
acumulada empirica, decorrente da amostra disponivel, S (x) A es-
tatistica de teste, D, corresponde ao maior valor da diferenca entre

estas funcoes (i.e., a0 seu supremo):

D= sup‘S(x)—F0 (x] (5.89)

09+

0.8

0.7F

061

0.5F

Funcéo de probabilidade acumulada, F(X)

0 L 1 L 1 1 1 1 1

96.5 97 97.5 98 98.5 99 99.5 100 100.5

Figura 5.29. Principio de funcionamento do teste de Kolmogorov-Smirnov.

Demonstra-se que, para amostras aleatorias provenientes de dis-
tribuicdes continuas conhecidas, esta estatistica apenas depende da
dimensio da amostra, independentemente da forma da distribuicao
em questdo. A sua funcdo densidade de probabilidade é também
conhecida com rigor nestas circunstancias, o que possibilita o calculo

preciso do valor de prova em situacoes praticas de analise.
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O teste de Anderson-Darling é uma modificacio do teste de
Kolomogorov-Smirnov, que da mais peso as caudas da funciao densi-
dade de probabilidade. Trata-se de um teste mais sensivel na detec-
¢ao de eventuais desvios a hipotese nula, mas cujos valores criticos

ja sio dependentes da distribuicao em teste.

Exemplo: Ensaios de absorvéncia de toalbas (cont.)

Na analise do exemplo relativo aos ensaios de absorvéncia em
toalhas, foi, por varias vezes, colocado o pressuposto preliminar de
que se tratavam de amostras aleatorias provenientes de populacdes
normais, nomeadamente no contexto da construcio de intervalos de
confianca e nos testes de hipoteses paramétricos efectuados. Vejamos
agora se tal pressuposto é fundamentado, com base no teste de
Anderson-Darling. Os resultados obtidos da utilizacdo de software
estatistico sdo apresentados na Figura 5.30, onde se pode observar
que, para todas as amostras em analise, se obtiveram valores de
prova suficientemente elevados que permitem manter como valida a

hipotese de que as respectivas distribuicoes seguem uma lei Normal.

Probability Plot of Grade X; Grade Y; Grade Z
Normal - 95% CI

99

Grade X

Grade Y

90

504

10
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104
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T
450

f T
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T
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T
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T T T
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Grade X

Mean
StDev
N

AD
P-Value

488,5
10,54

10
0,479
0,180

Grade Y

Mean
StDev
N

AD
P-Value

403,6
13,70

10
0,252
0,654

Grade Z

Mean
StDev
N

AD
P-Value

492,9
16,40

10
0,221
0,770

Figura 5.30. Resultados da aplicacao do teste de Anderson-Darling aos ensaios de
absorvéncia (Minitab: Graph > Probability plot).
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5.3.5.2.2. Teste qui-quadrado

Embora nio seja tio potente como os testes abordados na seccao
anterior quando a distribuicdo € continua e completamente especi-
ficada, nem a sua estatistica de teste siga uma distribuiciao definida
(apenas se conhecendo a sua distribuicdo aproximada), este teste é
bastante flexivel, podendo ser aplicavel a analise da aderéncia de
uma amostra expressa em qualquer escala (ndo necessariamente
continua) a uma qualquer distribuicao tedrica.

O seu principio de funcionamento consiste na comparac¢io entre
a distribuicao das frequéncias absolutas observadas para o conjunto
das K classes estipulado para o teste e a frequéncia absoluta espe-
rada nessas mesmas classes para uma amostra da mesma dimensao,
n, com base na distribuicio “tedrica” que esta a ser testada (e que
figura na hipétese nula). As K classes devem subdividir todo o do-
minio da distribuicao de uma forma exaustiva e mutuamente exclu-
siva. Seja n, a frequéncia absoluta observada para a classe i (logo,
Zil n, =n). A frequéncia esperada para cada classe € calculada a

partir da distribuicdo tedrica da seguinte forma:
e=n-p, (5.90)

onde p, representa a probabilidade de ocorréncia de uma observa-
cao na categoria i, se a distribuicio assumida for verdadeira (mais
uma vez deve ter-se que Zil e, =n, mas agora os valores de ¢,
nio tém de ser nimeros inteiros).

A estatistica de teste é definida pela seguinte expressio:
2
K
n —e.
0= zu (591
i=1 el'
Assim, se a hipotese nula for verdadeira, as diferencas registadas

entre as frequéncias absolutas observadas, 7,, e as esperadas, e,

devem ser pequenas, 0 mesmo sucedendo consequentemente com
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o valor de Q. Caso contrario, o valor da estatistica de teste sera ele-
vado. Os valores criticos para a estatistica Q sao calculados a partir
da funcido densidade de probabilidade XNZ, a qual descreve o seu
comportamento para amostras de dimensiao elevada, quando HO é
verdadeira (trata-se de um teste unilateral a direita, pelo que o va-
lor critico em questdo corresponde a onc,v ). O namero de graus de
liberdade da funcdo densidade, V , depende do nimero de classes
considerado, K, e do nimero de parametros da distribuicio que sao
estimados a partir dos dados, R (por exemplo, quando se estima a
média e o desvio padrao de uma distribuicio Normal a partir dos
dados, R=2):

v=(K-1)-R (5.92)

Este teste pode ser usado com confianca quando # > 30 e quando
a frequéncia esperada para cada classe nio é inferior a 5, e, =5.
Caso esta ultima condic¢ao nio se verifique, o teste pode ainda ser
vidvel se ndo mais de 20% dos valores de e, forem inferiores a 5, e
se nenhum destes for inferior a 1. Se tal se verificar, algumas clas-
ses deverido ser fundidas numa so, para que a frequéncia esperada

respeite as condi¢coes acima indicadas.

Exemplo: Teste de baterias de computadores portdteis

Um engenheiro de producido esta a testar as baterias utilizadas
na montagem de computadores portateis. Em determinada fase da
analise de resultados, ele pretende determinar se a distribuicdo da
voltagem a saida da bateria é adequadamente descrita por uma dis-
tribuicao Normal. Para tal, dispde de uma amostra de 100 unidades,
com base na qual calculou a correspondente média amostral, 5,04 V,
e o desvio padriao amostral, 0,08V. Os dados da amostra, devidamen-
te agrupados em categorias, sio apresentados na Figura 5.31. O que
se pode concluir acerca da normalidade dos dados, recorrendo ao

teste qui-quadrado para a qualidade de ajuste?

208



Os calculos necessarios estao sumariados na Figura 5.31, onde
também se indica a légica seguida na definicao das classes a usar
no teste. As classes possuem a mesma probabilidade associada (1/ &)
para a distribuicao assumida na hipoétese nula (distribuicio Normal)

com os parametros estimados a partir dos dados da amostra.

média 5,04
desvio padréo 0,08 Dados referentes a amostra recolhida
n 100
P4 X
-1,15] 4,948
-0,675 4,986
-0,32| 5,0144
0 5,04
0,32| 5,0656
0,675 5,094
1515|5132
Classes Frequéncia observada (Oi) |Frequéncia esperada (Ei) |(Oi-Ei)"2/Ei
X< 4,948 12 {12:5 0,02
4,948 =<x< 4,986 14 12,5 0,18
4,986 =<x< 5,014 12 12,5 0,02
5,0144 =<x< 5,04 13 12,5 0,02
504 =<x< 5,066 12, i2i5 0,02
5,0656 =<x< 5,094 11 12,5 0,18
5,094 =<x< 5,132 12 12,5 0,02
5132 <x 14 12,5 0,18
TOTA 100 100 0,64

Figura 5.31. Tabela de frequéncias observadas e resultados da aplicacao do teste qui-
-quadrado para a qualidade de ajuste.

O valor obtido para a estatistica de teste é de 0 =0,64, logo

. . 2 _ . ~
inferior a Xoos @12 = 11,07, pelo que se aceita a manutencao de HO
como valida, ndo havendo portanto suficiente evidéncia para rejeitar
a hipotese de normalidade dos dados. Na verdade, como o valor de
prova para a presente situacio é de 0,9861, poderemos mesmo estar

confortavelmente seguros da viabilidade de tal hipotese.

5.3.5.3. Testes de associacao

Frequentemente ha interesse em perceber se duas varidaveis em
estudo estao de alguma forma associadas entre si, ou se pelo contra-
rio variam de forma independente. Nesta seccao referem-se algumas

metodologias para analisar esta questao, comecando pela situacao

209



mais restritiva quanto a natureza da associacdo (linear) e das varia-
veis em questao (continuas, seguindo uma lei Normal multivariada)

e progredindo para metodologias de ambito mais geral.

5.3.5.3.1. Coeficiente de correlacdo linear de Pearson
O coeficiente de correlacio linear (ou de Pearson) é um parametro

populacional definido por:

(5.93)

onde O ,, representa a covariancia entre as varidveis aleatérias X e
Y. A sua estimativa é obtida substituindo os parametros G, , O, e
O ,y , pelos respectivos estimadores amostrais. Assim, os estimadores
para os desvios padrdes populacionais de X e Y sao os respectivos
desvios padrdes amostrais, enquanto para O,, o estimador € a co-

variancia amostral definida através da seguinte expressiao:

n

2 (6 =%)(,-¥) (5.94)

_ =l

S n—1

O valor de coeficiente de correlacao amostral (bem como o seu
congénere populacional) varia entre -1 e 1, assumindo estes valores
extremos quando a associacdo entre as variaveis € perfeitamente
linear e negativa (i.e., quando X cresce, Y decresce, e vice-versa)
ou positiva (i.e., quando X cresce, Y cresce, e vice-versa), respec-
tivamente. Na verdade, este coeficiente € uma medida do grau de
associacido linear entre duas variaveis, devendo ser utilizado para
medir a sua associacao somente em situacdes em que um compor-
tamento linear pode ser inferido através de uma analise preliminar

de dados, nomeadamente usando um grafico de dispersao. O seu
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uso ad hoc, sem tal verificacdo prévia é desaconselhado, pois pode-
ra facilmente levar a conclusdes erradas. Por exemplo, associacdes
fortes entre variaveis poderio passar despercebidas, pelo facto de
serem de natureza nio-linear.

O teste de hipoéteses a conduzir é o seguinte:

HO:p,, =0 (5.95)
Hl:p,, #0 (5.96)

As condic¢des para a sua aplicacio normalmente requerem que
as variaveis continuas sigam uma lei Normal multivariada. Alter-
nativamente, podem-se usar metodologias nao-paramétricas envol-
vendo processos de re-amostragem (como por exemplo, testes de
permutacio e bootstrap), que flexibilizam este pressuposto. Assim,
o método apresentado nesta seccio é na verdade frequentemente
encarado como um método paramétrico (excepto quando se recorre
as referidas abordagens de re-amostragem). A sua introducao nesta
seccao dedicada a métodos nao-paramétricos € no entanto justificada
pelo facto de constituir um ponto de partida adequado para a apre-
sentacdo de outras metodologias de ambito de aplicacao mais geral,
estas sim de natureza nao-paramétrica, fornecendo um enquadramen-
to apropriado para a compreensio e descricao das mesmas. A inter-
pretacdo dos resultados do teste de hipoteses em (5.95) e (5.96) é di-

recta, recorrendo ao valor de prova fornecido por software estatistico.

Exemplo: Consumo de vapor

Para um determinado processo registou-se a temperatura média
do més e o volume total de vapor produzido que foi alocado a gera-
¢ao de energia eléctrica, apos satisfacao das varias necessidades de
aquecimento (quanto menor as necessidades de aquecimento, maior
sera o volume de vapor dirigido para esta actividade). Os valores

recolhidos sdao apresentados na Tabela 5.17.
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Temperatura Vapor
[(9) (10°> m*)
-6,11 54,6572
-4,44 137,5576
0,00 139,4551
8,33 237,2475
10,00 240,5208
15,00 224,1958
20,00 243,4219
23,33 304,2922
16,67 245,242
10,00 180,3212
5,00 182,8931
-1,11 169,0447
-6,11 54,6572

Tabela 5.17. Temperatura média do més e volume total de vapor produzido que pode
ser alocado a geracao de energia eléctrica, apos satisfacio das varias necessidades de
aquecimento.

Pretende-se estudar se existe uma associacao entre as variaveis
em estudo. Do grafico apresentado na Figura 5.32, é possivel de
facto perceber que existe uma associacao do tipo positivo e linear
entre a temperatura média do més e a quantidade de vapor utilizado

para produzir energia eléctrica.

Scatterplot of Vapor vs Temperatura
300 .
250 - ° A
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-10 =5 0 5 10 15 20 25
Temperatura

Figura 5.32. Grafico de dispersdo para a variacdo da quantidade de vapor utilizada para
produzir energia eléctrica em func¢ao da temperatura média verificada no respectivo més.
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O valor do coeficiente de correlacdo linear de Pearson para esta
situacio é de 0,906, com um valor de prova inferior a 0,001, in-
dicando que a hipétese nula de tal coeficiente ser zero pode ser
rejeitada com elevada confianca (Minitab: Stat > Basic statistics >

Correlation).

5.3.5.3.2. Coeficiente de correlacdo ordinal de Spearman

O coeficiente de correlacido linear ou de Pearson é valido ape-
nas para aferir o nivel de associacao entre duas variaveis continuas
relacionadas linearmente entre si. Quando um destes pressupostos
nao se verifica (as variaveis niao siao continuas ou nao apresentam
uma relacio linear), outras abordagens baseadas em estatisticas de
ordem ou na Teoria da Informacio devem ser adoptadas. Um das
abordagens mais simples neste contexto consiste na utilizacio do
coeficiente de correlaciao ordinal (ou de Spearman). Este coeficiente
pode ser usado para medir o nivel de associa¢ao entre variaveis ex-
pressas numa escala ordinal ou continua, para relacoes lineares ou
nao-lineares (do tipo monoétono crescente ou decrescente; o termo
“mondétono” significa que a tendéncia de crescimento ou decréscimo
nunca € invertida, podendo ser contudo atenuada ou acentuada).
O seu calculo consiste em determinar primeiro os nimeros de ordem
correspondentes a cada variavel que constitui a amostra emparelhada
em analise. Ou seja, ordena-se a variavel X por ordem crescente,
e atribui-se ao menor valor o nimero de ordem 1, ao seguinte o
numero de ordem 2, e assim sucessivamente até ao maior, que tera
o numero de ordem n. O mesmo procedimento é efectuado para
a variavel Y. De seguida, cada par ordenado (xi,yi ),i =1,...,n, é
substituido pelo correspondente par ordenado com o0s respectivos na-
meros de ordem de X e Y, (no (xl. ),no (yl. )),i =1,...,n. O coeficiente
de correlacao ordinal nio é mais que o coeficiente de correlaciao

linear calculado em termos dos numeros de ordem assim obtidos.
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Outra forma de calcular o coeficiente consiste em aplicar a seguinte

formula para o coeficiente de correlaciao ordinal (amostral):

. \ 2
6 Zd" (5.97)

}/‘ P A —

oy =1 1721
' n(n —1)

onde d i2 representa o quadrado da diferenca dos nimeros de ordem
2

para cada par ordenado, (xl.,yi), i.e.: diz = (no (x[)—no (y,. )) . De

facto, pode-se demonstrar que quando existe uma associa¢do positiva

perfeita (mesmo que nao linear):

Zn: d? =0 (5.98)
i=1

e portanto 7, ,, =1. Da mesma forma, quando existe uma relagio

negativa perfeita entre as varidveis:

(1) (5.99)
;d"z_ 3

conduzindo a 7, y, = —1. Verifica-se assim que, desta forma, o coefi-
ciente de correlacao ordinal de Spearman varia também entre -1 e 1,
como acontece com o coeficiente de correlacao linear de Pearson,
mas pode ser aplicado a andlise de formatos de associacio mais
variados, nomeadamente do tipo nao-linear (desde que monotona-

mente crescentes ou decrescentes).

Exemplo: Velocidade de reaccdo em funcdo da composicdo
de um reagente

A relacdo entre a velocidade de reaccdo e a composicdo utiliza-
da para um dado reagente (A) é apresentada na Figura 5.33. Para

caracterizar o nivel de associacao entre estas variaveis em estudo,

214



utilizou-se o coeficiente de correlacio ordinal (ou de Spearman),
dada a natureza nao-linear e mondétona (crescente) da associacio.
O valor obtido para este coeficiente é de 0,8976 (usando a Statistics
Toolbox do software Matlab, The Mathworks, Inc.), indicando uma
forte associaciao, a qual é corroborada pelo valor de prova forne-
cido por um método nao-paramétrico (baseado na metodologia de
permutacio), que fornece o valor de prova de aproximadamente 0.
Se o coeficiente de associacido linear fosse, incorrectamente, usado,
teria conduzido ao valor de 0,7167, ndao atribuindo o devido énfase
ao nivel de associacao efectivamente existente ente as variaveis em

estudo.
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Figura 5.33. Grafico de dispersao para a rela¢ao entre a velocidade de reaccao e a
composi¢ao do reagente A.

5.3.5.3.3. Teste qui-quadrado baseado na tabela de contingéncia
Este teste € na verdade um caso particular do teste qui-quadrado

de qualidade de ajuste, podendo ser aplicado a analise de duas
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variaveis expressas em qualquer escala, X e Y, desde que estas se-
jam descritas na forma de um numero finito de classes, digamos,
r e ¢, respectivamente. O teste de hipoteses em questio € agora o

seguinte:

HO:X eY sao independentes (5.100)
H1:X e Y nao sdo independentes (5.10D)

O seu principio de funcionamento consiste em adaptar a logica
do teste qui-quadrado de qualidade de ajuste a analise da aderéncia
da distribuicao decorrente do pressuposto de independéncia entre as
variaveis em analise (hipdtese nula) aos dados disponiveis, os quais
se apresentam sumariados numa tabela de contingéncia.

A tabela de contingéncia (Tabela 5.18) é uma tabela de dupla
entrada, em que ao longo das linhas figuram os varios grupos cor-
respondentes a variavel X e ao longo das colunas figuram os grupos
correspondentes as variaveis Y. A l6gica de definicao dos grupos é
flexivel, mas deve-se assegurar que estes sejam mutuamente exclu-
sivos (quando um valor pertence a um grupo niao pode pertencer
a mais nenhum outro) e exaustivos (todos os valores possiveis da
variavel aleatoria devem pertencer a um grupo). As recomendacodes
referidas na seccdo 5.3.5.2.2 devem também ser observadas neste
contexto, uma vez que este teste constitui um caso particular do
teste referido nessa sec¢io. Em particular, a frequéncia esperada
para cada classe (calculada como abaixo indicado) ndo deve ser
inferior a 5 e, caso tal nio se verifique, nao mais de 20% dos va-
lores da frequéncia esperada devem ser inferiores a 5 e nenhum
deve ser inferior a 1 (se tal se verificar, algumas classes deverao
ser agregadas). Numa tabela de contingéncia apenas se contabiliza
o numero de observacdes em cada célula (a sua frequéncia absolu-
ta), Ol.j,i =L...,r;j=1,...,c, i.e, em cada combinacio cruzada das

condicdes que definem os grupos da variavel X com as condi¢des
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que definem os grupos da variavel Y, apresentando-se também os
sub-totais de cada linha, OiA, e coluna Oj , bem como a sua soma

global (que ¢ igual a dimens3ao da amostra, N):

C
0,=>.0, (5.102)
j=1
r
0,=>.0, (5.103)
i=1
r C
>0,=>0,=N (5.104)
i=1 Jj=1
Colunas: Y
1 2 c Total linhas
1 On On O1e O
2 Oxn 022 Oac 02
Linhas: X
r On Or2 Ore O
Total
colunas O (033 O N

Tabela 5.18. Esquema de uma tabela de contingéncia envolvendo as variaveis X e Y.

Usando a tabela de contingéncia € relativamente facil estimar a
probabilidade de uma observacao pertencer a uma dada classe de
uma variavel. Por exemplo, a estimativa para a probabilidade de uma
observacdo pertencer a i-ésima classe da variavel X corresponde
simplesmente a fraccao do total de observa¢des que pertencem a

essa classe, ou seja:

p,=—= (5.105)

Da mesma forma, a probabilidade de uma observaciao pertencer
a j-ésima classe da varidvel Y é dada pela frac¢do do total de ob-

servacdes pertencentes a classe j:

_9 (5.106)
b=~
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Assim, para estimar todas as probabilidades necessarias para de-
finir o comportamento aleatério associado as classes ou grupos da
variavel X, sio necessarias ¥ —1 estimativas do tipo (5.105), e para
definir o comportamento associado aos grupos da variavel Y sao
necessirias ¢ —1 estimativas do tipo (5.106) (a probabilidade para o
grupo remanescente ¢ dada por 1 menos as restantes probabilidades
estimadas). Ou seja, tem-se um total de (r—1)+ (C—l) estimativas
independentes efectuadas a partir dos dados, para definir as distri-
buicdes de probabilidade marginais associadas a cada grupo.

Pode-se agora facilmente estimar a probabilidade associada a
cada célula da tabela de contingéncia, correspondente ao cruza-
mento de grupos das variaveis X e Y no pressuposto destas serem
independentes (hip6tese nula). Se as variaveis aleatérias X e Y fo-
rem independentes, a probabilidade de uma observacido pertencer
a uma dada célula, correspondente a uma combinaciao de grupos,
por exemplo o grupo i da varidvel X e o grupo j da variavel Y, é
simplesmente dada pelo produto das probabilidades da variavel
aleatéria X cair no grupo 7 e da variavel aleatéria Y cair no grupo j,

pelo que a sua estimativa sera:

by=h b, (5.107)
A Oi: ’ 0 j
&P, = - J (5.108)

Logo, o valor esperado para o nimero de observacdes na mesma
célula, ij, designado por €, sendo dado por e; = N- p;; » correspon-

de, em termos de quantidades calculadas na tabela de contingéncia, a:

_ Oi: 0/

e, (5.109)
N

A estatistica de teste, a semelhanca do teste qui-quadrado para

avaliar a qualidade de ajuste, é dada por,
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~

Y (0 —& ) (5.110)

i=l j=1 ,j

0=

a qual segue aproximadamente um lei qui-quadrado, sz, sendo o
nimero de graus de liberdade dados por (5.92), i.e., V = (K —1)—R
. Como, no presente caso, o numero de grupos € 7-C, e o nimero
de quantidades estimadas a partir dos dados, (r —l)+ (C —1) (como

visto atras), o numero de graus de liberdade a usar no teste é

=(r-c=1)-[(r-1)+(c-1)] (5.11D)

= :(r_l)(c_l) (5.112)

No caso de i = j =2, a estatistica de teste deve ser corrigida utili-

zando a seguinte expressao (correccao de Yates) em lugar de (5.110):

2
ff_eif‘_o’s) (5.113)

Exemplo: Testes em tintas

Uma empresa esta a estudar a formula¢io para uma tinta a lancar
no mercado, tendo presentemente 3 formulacdes possiveis, designa-
das por A, B e C. Para testar a percepcao da qualidade inerente a
cada formulacao, foram realizados 150 testes em fachadas seleccio-
nadas aleatoriamente na area geografica onde se localiza o seu mer-
cado alvo, os quais consistiam em avaliar a pintura ap6s um tempo
pré-determinado, relativamente a varios aspectos da sua qualidade.
No final, cada avaliacao da origem a uma nota na seguinte escala:
“Aceitavel”, “Boa” e “Excelente”. Os resultados obtidos aparecem
sumariados na tabela de contingéncia abaixo apresentada. O que
conclui? Sera a avaliacdo independente da formulacao usada para

tinta, ou nao?
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Formulacgao

A B C Total linhas
Excelente 32 18 8 58
Avaliacio Boa 12 24 24 60
Aceitavel 6 8 18 32
Total Colunas 50 50 50 150

Tabela 5.19. Tabela de contingéncia para os resultados dos testes realizados com varias
formulacoes de tintas.

Na Figura 5.34 apresentam-se os resultados decorrentes da apli-
cacao do teste qui-quadrado baseado na tabela de contingéncia.
O valor de prova obtido indica que a hipotese nula de independéncia
devera ser claramente rejeitada. Uma inspeccio mais fina dos resul-
tados podera agora ser conduzida para determinar qual a melhor
formulacao a usar. Por exemplo, a formulacio A parece conduzir a
melhores resultados, seguida da formulaciao B. Os priores resultados

sdo obtidos para a formulacao C.

Chi-Square Test: A; B; C

Expected counts are printed below observed counts
Chi-Square contributions are printed below expected counts

A B C Total

1 32 15 g 58
19,33 19,33 19,33
8,299 0,092 6,644

z 1z 24 24 &0
20,00 20,00 20,00
3,200 0,800 0,800

3 ] g 15 32
10,67 10,67 10,67
2,042 0,667 5,042

Total 50 50 50 150

Chi-%q = 27,584; DF = 4; P-Value = 0,000

Figura 5.34. Resultados para a aplicacdo do teste de qui-quadrado baseado na tabela de
contingéncia (Minitab: Stat > Tables > Chi-Square Test (Two-Way in Worksheet)).

5.3.5.4. Testes de aleatoriedade
O pressuposto segundo o qual os dados recolhidos sao sucessi-

vamente independentes entre si aparece também com bastante fre-
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quéncia nas metodologias apresentadas anteriormente, pelo que é
conveniente dispor de algumas ferramentas para o avaliar. De entre

as metodologias aplicaveis, referem-se as seguintes:

Teste das sequéncias

Este teste permite avaliar se uma sucessio dicotémica segue ou
niao um padrio aleatério (uma sucessio dicotémica é uma série de
observacgdes constituida somente por dois estados, por exemplo: 0/1,
Cara/Coroa, A/B, etc.). A hipétese nula considera que a sucessao
¢ aleatdria, enquanto a hipotese alternativa contempla o cenario
complementar, em que esta nio é aleatéria. O teste baseia-se no
conceito de “sequéncia”, o qual é definido com um conjunto de ob-
servacdes com igual estado (por exemplo 0000, ou Cara Cara Cara
Cara, ou BB). De acordo com esta definicao, uma sequéncia pode
conter uma s6 observacdo: na amostra 000100, existem 3 sequén-
cias, nomeadamente, 000, 1 e 00. Para conduzir o teste conta-se o
nimero de sequéncias existentes e avalia-se a sua probabilidade de
ocorréncia, nas condi¢des da hipotese nula ser valida (Minitab: Stat >
Nonparameterics > Runs Test). Este teste também pode ser aplicado
a valores expressos numa escala continua, desde que sejam previa-
mente transformados numa escala dicotomica (i.e., “binarizados”,
ou transformados em algarismos binarios), mediante a aplicaciao de
algum critério, usualmente “acima/abaixo da mediana”. Em alterna-
tiva, e uma vez que este procedimento implica perda de informacao,
pode-se usar o teste das sequéncias ascendentes e descendentes, ou

as metodologias abaixo indicadas, entre outras possiveis.

Analise da autocorrelacio

A autocorrelacao de uma sucessio de valores consiste na correla-
¢ao dessa sequéncia consigo propria, apés ter sido desfasada de uma
ou mais unidades do indice de tempo (usualmente referidas como

lags). Por exemplo, a autocorrelacio para lag=1 resulta da correlacao
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de uma série consigo propria, apoés desfasada de uma unidade do
indice de tempo (ver Tabela 5.20), e assim sucessivamente para lags
superiores. Comparando os valores da autocorrelacio para varios
lags com aqueles passiveis de ocorrer numa sequéncia de “ruido”
aleatorio e independente, para um dado nivel de significancia, €
possivel verificar se o presente conjunto de dados contém alguma
estrutura dinamica, i.e., autocorrelacio. Usualmente tal é efectuado
através do grafico de autocorrelacio (Figura 5.35), onde figuram
quer os valores estimados para a fun¢ao autocorrelacio com varios
lags, quer as linhas que os delimitam para o caso de uma série de
valores aleatérios e independentes (0 chamado “ruido branco”). Se
algum valor da autocorrelacao cruzar estas linhas, tal é indicativo
da presenca potencial de uma componente dinamica significativa no
sinal (como acontece na Figura 5.35). De facto, se uma sequéncia é
independente ao longo do tempo, tal implica que cada observacao
¢ descorrelacionada com a que se lhe segue. Assim, desfasando a
série de valores original nio se deveria captar qualquer correlacio

significativa com a respectiva versao original.

X X(lag=1) X(lag=2) X(lag=3)

50
51 50
50,5 51 50
49 50,5 51 50
50 49 50,5 51
43 50 49 50,5
9 43 50 49
45 9 43 50
47 45 9 43
49 47 45 0
46 49 47 45
50 46 49 47
52 50 46 49
52,5 52 50 46
51 52,5 52 50
52 51 52,5 52
50 52 51 52,5
50 52 51
50 52
50

Tabela 5.20. Exemplificacao do desfasamento considerado no calculo da autocorrelacao
(amostral) para varios lags.
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Autocorrelation Function for Valores (xi)
(with 5% significance limits for the autocorrelations)
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Autocorrelation

Figura 5.35. Exemplo de um grifico de autocorrelagio (Minitab: Stat > Time Series >
Autocorrelation).

Teste de Durbin-Watson

O teste de Durbin-Watson foi desenvolvido para aplicacdes envol-
vendo o método dos minimos quadrados, nomeadamente regressiao
linear, de forma a analisar o pressuposto de independéncia dos
seus residuos. O teste assume que o modelo de regressio tem uma
intercepciao na origem, que as variaveis de entrada (X’s) nao sao
aleatérias e nao sao versdes desfasadas da variavel de saida (Y’s),
e que os residuos seguem um modelo autoregressivo de primeira

ordem, com parimetro, ¢ :
€, =0 €, T, (5.114)

onde w, € um termo aleatorio que satisfaz os pressupostos do modelo

de regressio linear (ver seccao 5.4). O teste de hipdteses € o seguinte:

HO0:0=0 (5.115)
H1:¢#0 (5.116)
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Logo, a rejeicdo da hipotese nula corresponde a deteccao de uma
componente autocorrelacionada (de primeira ordem) significativa
nos residuos, o que implica a nao verificacio do pressuposto de
independéncia dos mesmos. A manutenc¢do da hipétese nula como
valida conduz a viabilizacio do pressuposto de independéncia. A es-

tatistica de teste, d, é definida por:

Z(gk € )2
d = k=2
D&
k=1

Esta varia entre 0 e 4, sendo aproximadamente igual a 2 quando

(5.117)

0 =0. A concretiza¢io do teste envolve a comparacio dos valores
obtidos com valores criticos retirados de tabelas apropriadas, sendo
que valores bastante distintos de 2 devem suscitar duvidas relativa-
mente a independéncia dos residuos (por exemplo, se inferiores a
1, indicam a presenca de autocorrelacio positiva, e se superiores a

2, a existéncia de autocorrelacio negativa).

5.4. Regressao Linear

5.4.1. Introducio

Em projectos seis sigma surge frequentemente a necessidade de
estabelecer um modelo para a relacdo existente entre dois conjun-
tos de variaveis: um relativo as “entradas”, i.e., a todos os factores
que possam induzir variabilidade no processo, e outro as “saidas”,
incorporando as variaveis que sio naturalmente afectadas por tais
accoes. Frequentemente a relacao pretendida assume uma forma
quantitativa, tal como uma equac¢io matematica algébrica (por exem-

plo, um modelo de regressao linear) ou algoritmica (como sucede,
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por exemplo, no método de regressio do “vizinho mais préximo”).
Métodos de relacionamento qualitativos sdo por vezes também utili-
zados, em particular nas primeiras fases de analise de um problema
(e.g., diagrama de afinidade, diagrama relacional, entre outros).
Como acima referido, as variaveis envolvidas no problema sao
normalmente classificadas em duas categorias. Uma categoria é re-
lativa as variaveis que caracterizam a qualidade do produto ou o
desempenho do processo, cuja variabilidade se pretende estudar mais
aprofundadamente. Designam-se normalmente por termos como:
respostas, variaveis de saida (do processo), Y’s, outputs ou variaveis
dependentes (Figura 5.36). A outra categoria, é relativa as varia-
veis que podem proporcionar uma explicacao para a variabilidade
apresentada pelas primeiras, nomeadamente através das associacdes
que existem entre ambas e que se pretendem captar num modelo
matematico. Estas sao usualmente referidas como: variaveis de entra-
da, X’s, predictores, regressores, inpuls ou variaveis independentes
(embora esta ultima designacdo careca de algum rigor em termos
da linguagem técnica usada em estatistica, uma vez que, de facto,
estas variaveis nao tém que ser formalmente independentes entre si
para figurarem nesta categoria; na realidade, estio frequentemente
relacionadas entre si por motivos diversos, como mais a frente se
abordara, pelo que o termo “independente” sera, num sentido mais

estrito e formal, inadequado).

X’ o
S Processo Genér "
nputs

p' “O t t 9
Predictores utputs
Regressores Respostas
Variaveis de entrada Varidveis de saida
Variaveis “independentes” Variaveis dependentes

Figura 5.36. Classificacdo genérica das variaveis que afectam um processo.
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Para relacionar as respostas de interesse com as variaveis de
entrada que potencialmente contribuem para explicar a sua va-
riabilidade, constroem-se usualmente modelos matematicos. Um
modelo é essencialmente uma descricio simplificada da realidade,
desenvolvida para um determinado fim. Este fim pode passar, por
exemplo, pela necessidade de descrever a realidade de forma mais
compacta e acessivel, para efeitos de analise do processo ou para
efectuar previsdes sobre determinados aspectos. Como objectivos a
atingir com o desenvolvimento de modelos, incluem-se, embora de

uma forma nao exaustiva, os seguintes:

* Previsiao de valores futuros de uma variavel de saida (Y);

e Estimacdo do efeito associado a mudancas processuais, sem
que haja necessidade de as realizar efectivamente;

* Optimizac¢ao, controlo e monitorizacao do processo;

e Para uma melhor gestio do processo e para servir de base a
accoes de melhoria;

* Para aumentar o conhecimento sobre o processo.

Neste sentido, é facil perceber a importancia da actividade de
modelacao, dada a forma ubiqua e transversal com que esta aparece
em diversos contextos da gestao de processos. Existem varias abor-
dagens possiveis para construir modelos matematicos no que respeita
a informacido usada para suportar a sua derivacio. Distinguem-se
neste ambito, em particular, as seguintes: abordagem baseada nos
primeiros principios, abordagem orientada por dados e a abordagem
empirica (Figura 5.37).

Quando ha muito conhecimento disponivel sobre os fenémenos
que ocorrem no processo, bem como acesso a todo um conjunto de
parametros e informac¢io que os caracterizam, nao se registando a
presenca de incertezas significativas quanto a aspectos que interfi-

ram com a realidade em causa, a abordagem baseada nos primeiros
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principios pode ser adoptada. Esta abordagem baseia-se na aplicacio
dos principios universais de conservaciao de extensidades, como a
massa, energia e quantidade de movimento, aos processos e sistemas
em causa para assim deduzir as equacdes que regem O seu com-
portamento. Estas assumem frequentemente a forma de equacdes
diferenciais e/ou algébricas, cuja resoluciao para as condi¢bes em
estudo conduz ao comportamento previsto para o sistema. O de-
senvolvimento deste tipo de modelos é tipicamente intensivo em
conhecimento e em tempo. Por outras palavras, requer pessoas com
formacao avancada na compreensio de fenémenos e sua traducao
em linguagem matemadtica e recursos computacionais (software e
bardware), bem como tempo, para que este estudo aprofundado
tenha lugar nos processos e sistemas em questao.

No outro lado do espectro das abordagens de modelacio situam-
-se as metodologias que se baseiam (quase) inteiramente nos dados
recolhidos, sem recurso a conhecimento a priori sobre o processo
e sobre os fenémenos que nele se desenrolam. Tratam-se de me-
todologias que exploram a abundincia de dados quando estes sao
disponibilizados em elevado volume, para conduzir as actividades
de previsao em questido. Sao por isso intensivas em dados e em re-
cursos computacionais de processamento e memoria. A sua natureza
¢ essencialmente algoritmica, nao colocando pressupostos quanto a
estrutura dos modelos (situacao oposta a encontrada nas abordagens
baseadas em primeiros principios, onde a estrutura dos modelos
¢ inteiramente especificada a priori, com base no conhecimento
existente sobre os fenémenos).

Numa zona intermédia do espectro de abordagens, surgem as
metodologias que se adoptam em situacdes onde o conhecimento
disponivel sobre os processos e fenémenos niao € suficiente para
possibilitar a especificacao integral da sua estrutura, a qual deve ser
completada e afinada, com base na analise dos dados recolhidos.

Os dados, por sua vez, nao existem em quantidade tal, que permita,
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por si s6, resolver os problema de previsao em causa, sendo necessa-
rio proceder a uma defini¢cdo preliminar de uma estrutura base para
os descrever, a qual podera ser melhorada posteriormente, de forma
iterativa, até que seja encontrada a forma que melhor compatibilize
os pressupostos efectuados sobre o modelo do processo e os dados
recolhidos do mesmo. De facto, quando se analisam varias variaveis
simultaneamente, € bastante facil e comum estar numa situacao em
que a densidade de cobertura do espaco multidimensional pelos
dados € muito baixa, o que impede a utilizacao de abordagens ba-
seadas em dados, ainda que o nimero de registos (ou observacoes)
seja consideravel (por exemplo, da ordem dos milhares ou milhdes),
constatacdo usualmente referida como a “maldicio da dimensionali-
dade”. Contextos com esta tipologia ocorrem com muita frequéncia
em situacdes praticas e apelam para metodologias de modelaciao
que integrem algum conhecimento sobre o processo para estabele-
cer uma estrutura base de modelacio (definindo por exemplo que
varidveis incorporar no modelo e eventualmente transformacdes a
que estas devam ser sujeitas para melhorar a sua qualidade) e os
dados ao dispor para o desenvolver, refinar e validar. Estas meto-
dologias sdo designadas por abordagens empiricas, entre as quais a
metodologia de regressao linear, aqui abordada, ocupa um posicao
de destaque, dada a sua flexibilidade (i.e., possibilidade de utiliza-
cao em diferentes contextos) e simplicidade. A estas caracteristicas
acresce-se ainda o facto de existir, hoje em dia, um importante corpo
de conhecimento acumulado sobre a sua implementacao, bem como
software disponivel, com diferentes niveis de sofisticacao, para a

conduzir em contextos praticos.
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Abordagens Abordagens

intensivas em conhecimento intensivas em dados
Modelos baseados em primeiros principios Modelos baseados em dados
— Estrutura completamente definida — poucas hipdteses sao colocadas

quanto a estrutura do modelo

Y| E(Yk)

ave,
dr

=FCo=FC,~ke™Cy

dvr

=R, T~
dt

My ermey - Yhaog,)
oG,

av,T, UA
— =T T+ ——(T-T))
dt PCos

F=F,=-Ks(Vu=V)

Fy=Fyu=Ka(T,-T)

Modelos empiricos — Algumas hipdteses quanto a estrutura do modelo

Figura 5.37. Espectro das abordagens possiveis a usar na constru¢ao de modelos: das
abordagens “intensivas em conhecimento” aquelas “intensivas em dados”, passando
pelas “abordagens empiricas”.

Nesta seccio, apresenta-se a metodologia de regressao linear,
pertencente a classe das abordagens empiricas de modelacdo. Esta
metodologia pode ser usada para explicar a variabilidade de respos-
tas quantitativas e continuas, a partir de variaveis de entrada quanti-
tativas ou mesmo qualitativas. No texto que se segue, introduz-se o
modelo geral de regressao linear, ap6s o que se abordam os varios
aspectos importantes relacionados com a estimacdo dos seus para-
metros, testes de hipoteses e intervalos de confianga mais relevantes.
A estes temas juntam-se ainda outros topicos que complementam
uma abordagem introdutéria a este assunto, como a validacdao do
modelo estimado e a detecciao de situagdes problematicas quando
existem variaveis de entrada correlacionadas (o chamado “problema

da colinearidade”).
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5.4.2. O modelo de regressiao linear

O modelo de regressiao linear ¢ um modelo genérico do tipo,

Y=B,+Bx +pB,x, ++P,x, +€ (5.118)

onde, Y representa a variavel de saida e {x ; }

OS regressores ou
j=lm

variaveis de entrada a serem usadas para explicar a variabilidade
registada em Y. Este modelo é constituido por duas partes. Uma que
lhe confere a sua estrutura, composta por variaveis (originais ou
transformadas) afectadas por coeficientes, designados por coeficientes
de regressdo parciais, {B/ }j:l‘m , a0 que se lhes junta o termo inde-
pendente ou intercepgdo na o}igem, Bo . Para além deste “esqueleto
deterministico”, o modelo de regressido linear contém uma segunda
parte, de natureza aleatdria ou estocastica, introduzida através do
termo €. Este termo residual é uma variavel aleatéria, a qual deve ser
portanto melhor definida. Assim, €, tem as seguintes caracteristicas

para um modelo de regressio linear:

* Média nula;
* Varidncia constante, para qualquer valor da resposta (Y) ou
dos regressores (X’s);

* Os seus sucessivos valores sao mutuamente independentes.

Este conjunto de pressupostos é suficiente para proceder a esti-
macao pontual dos parametros do modelo, mas é insuficiente para
conduzir outras tarefas de inferéncia estatistica, como testes de
hipoéteses envolvendo varias quantidades do modelo ou o estabele-
cimento de intervalos de confianca. Para tal, é necessario especi-
ficar, adicionalmente, a funcao densidade de probabilidade para o
termo aleatorio. Neste caso, a fun¢io densidade de probabilidade

considerada é a Normal.
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Nestas condicdes, é importante clarificar que a previsdo efectuada
por um modelo de regressiao linear para uma dada concretizacao
das variaveis de entrada, nao é um determinado valor da variavel
de resposta, mas uma funcao densidade de probabilidade para esta
variavel, cuja média provém da parte estrutural do modelo, enquan-
to a sua forma e dispersiao siao originarias do seu termo aleatério
(Figura 5.38).

4

X

Figura 5.38. Representacio esquematica do modelo de regressao linear (no caso em
que s6 ha uma variavel de entrada, x), enfatizando a sua natureza estocastica: para cada
valor da variavel de entrada, o modelo fornece a correspondente funcao densidade de
probabilidade para os valores da resposta.

Os seguintes exemplos, caiem na categoria dos modelos de re-

gressao linear:

Y=8+px+e (5.119)
Y =By + Bx, + Xy + BX] + PpXs + Boxx, +& (5:120)
In(Y)= B, +Bx, + fox, + Bx, +¢& (5.121)
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O modelo (5.119) é conhecido como o modelo de regressao line-
ar simples (RLS), pois s6 apresenta um regressor, ao contrario do
modelo (5.118), que tem varios regressores, sendo por isso referido
usualmente como modelo de regressiao linear multipla (RLM). O mo-
delo (5.120) apresenta termos adicionais nio-lineares no conjunto
dos regressores, em particular de natureza polinomial, como os ter-
mos quadriticos [3 jjxf e o termo bilinear ou de interaccio, Bijxl.x ;
A presenca destes termos e, se necessario, outros termos adicionais
de ordem polinomial superior, tem consequéncias interessantes. Em
particular, como qualquer funcao continua pode ser aproximada
com o rigor que se pretender (desde que seja diferenciavel no ponto
em questdo) por uma expansao polinomial (o conhecido teorema da
série de Taylor), entao um modelo deste tipo pode ser aplicado a
descricao de qualquer relacao nao-linear (continua e continuamente
diferenciavel), desde que para tal se disponha de dados em quanti-
dade suficiente. O conhecimento especifico da nao-linearidade pode
no entanto tornar o modelo mais parcimonioso, i.e., com menos
termos, sem prejudicar a sua aplicabilidade, mediante a introduciao
de transformacdes adequadas, como a indicada, por exemplo, no
modelo (5.121), desta feita aplicada na variavel de saida ou resposta.
No entanto, quando se estuda um processo nao-linear localmente,
como acontece na maijoria das situacdes praticas onde a janela de
operaciao é relativamente estreita, a curvatura em questao é usual-
mente moderada e poucos termos polinomiais si0 necessarios para
proporcionar uma descri¢cio adequada das tendéncias dominantes.

Por vezes, os modelos de regressao linear sio apresentados numa
forma equivalente, mas de interpretacao mais clara, possuindo a
mesma capacidade de explicaciao associada relativamente ao mo-
delo original. E o que acontece quando se normaliza previamente
todas as variaveis envolvidas (resposta e regressores), subtraindo
aos valores de cada variavel a média e dividindo esta quantidade

pelo respectivo desvio padrao:
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y,==t—, x;="—=~ (5.122)

onde, y; representa o valor de Y para a observacio i, x;; o valor do
regressor x; na observacao i, y representa a média dos valores de Y,
X, representa a média dos valores de x;, Sy o desvio padrdao amos-
tral de Y e Sx/ o desvio padriao amostral de x;. Nestas condic¢oes,
as variaveis Yl.' e x} tém média nula e desvio padrio unitario (esta
transformacio linear é designada frequentemente por “autoescalona-
mento”). O modelo de regressao linear construido em termos destas

variaveis tem a seguinte forma:

Y' — B;xi _|_Bz'x'2 +...+B’;1x;n +€ (5.123)

Nesta forma, o modelo nio tem intercep¢ao na origem e cada
coeficiente reflecte mais directamente o impacto que cada variavel
normalizada assume na resposta, uma vez que eventuais efeitos
decorrentes do uso de unidades diferentes sio mitigados pela nor-
malizacao efectuada (embora tal possa e deva ser analisado, com
mais rigor, a luz dos testes de hipoteses a significancia das varia-
veis, nomeadamente através dos valores de prova a eles associados).
Os coeficientes do modelo (5.123) sio usualmente designados por
coeficientes “beta”. Em programas computacionais eles podem ser
facilmente diferenciados dos coeficientes originais (modelo (5.118))
como sendo aqueles que nido fornecem qualquer valor para a or-
denada na origem.

Uma vez que, como vimos, o modelo de regressao linear pode
ser usado para descrever relacdes nao-lineares, importa esclarecer
entio a origem do termo “linear” na sua designacio. De facto, este
termo advém nio do tipo de relacdes entre as variaveis X’s e Y, mas
entre os coeficientes que afectam as variaveis X’s e Y. Se tomarmos

os valores dos regressores como valores fixos, entao existe uma re-
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lacao linear entre os coeficientes de regressio parcial e a resposta,
sendo esta a constatacao que caracteriza, de facto, um modelo de
regressdo linear e que torna o processo de estimaciao dos seus
pariametros num problema de resolu¢io de um sistema linear de
equacoes algébricas (as chamadas “equacdoes normais”), como se

abordara na seccio seguinte.

5.4.3. Estimacio de parimetros no modelo de regressio linear

Definido o modelo geral de regressiao linear na seccio anterior,

aborda-se agora como estimar os seus parametros, nomeadamente:

* Os coeficientes de regressio parciais, {B/ } L €A ordenada
j=lm
na origem, BO;

A . . 2
* A variancia associada ao termo residual do modelo, G~ .

Seguindo a convencio estatistica habitual, as estimativas cal-
culadas com base nos dados disponiveis mediante a aplicaciao das
formulas para os estimadores dos parametros em causa serdao iden-
tificadas pelo simbolo “A” por cima do correspondente simbolo do
parametro. Dispondo assim de um conjunto de dados com 7 obser-
vacOes para as m variaveis de entrada e para a resposta, e assumindo
que n>m (pois, caso contrario, o processo de estimaciao nio poderia
ser conduzido pela metodologia aqui abordada), pode-se escrever,
para cada observacido, a seguinte equacao decorrente da aplicaciao

do modelo de regressio linear:

Vi =B +Byx; +Byx, 0+ By, X, HE, (5.124)

onde y; traduz agora o valor da reposta para a observacao i, sendo

€, o correspondente valor do residuo, o qual seria facilmente cal-
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culado pela diferenca entre y; e Bo + lell + Blez +-ot Blm X, » Caso

os parametros fossem conhecidos,

(BO+le11+BZx12+ +Blm zm)
<:>ei:yi_Bo_leil_Bzxiz_”' B X

(5.125)

Nao sendo este obviamente o caso (os parametros sao desco-
nhecidos na pratica), o procedimento seguido consiste em fornecer
como estimativas para os parimetros {B } e BO, ou, mais re-
sumidamente, {B }7 , aqueles valores que conduzem ao minimo
da soma do quadrado dos residuos relativos a todas as observacoes

em analise, ou seja,

B3 o Y

=om =1

(5.126)

= Min 3L =By B+ Por -+ Bux, )] =

Esta forma de estimar os parametros da parte estrutural do mo-
delo designa-se por “método dos minimos quadrados” e data do
Século XVIII, com o trabalho de Carl Friedrich Gauss. De facto,
demonstra-se (Teorema de Gauss-Markov) que tal processo conduz
a estimativas nao-enviesadas e de variancia minima entre todos
os estimadores lineares possiveis (tratando-se por isso de um esti-
mador BLUE - Best Linear Unbiased Estimator), desde que o erro
aleatorio tenha média nula, cada realizacio seja nao-correlacionada
com qualquer outra e a sua variancia seja constante (i.e., o erro
é homocedastico). Aplicando as condicdoes de estacionariedade no
o6ptimo ao problema de optimizac¢ido referido em (5.126), obtém-se o
seguinte sistema linear de equacdes, da resolucao do qual se obtém

directamente a estimativa dos parametros {B j} :
j=0:m
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A A n A n ~
np, + Blzxil +BZin2+ "'+Bmzxim = Zyi
i=1 im1 i i

n n n n n

. R , @ R

Bozxil +Blzxil +Bzzxi1xi2 +eet Bmzxilxim = zxilyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 (5.127)

n n n n n

~ ~ ~ ~ )

BOZ Xim +Bl z XimXi1 +BZ z XimXi2 t+eeet Bm inm - inmyi
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

As equacodes do sistema (5.127), designam-se por “equacoes nor-
mais” do método dos minimos quadrados.

Na posse de estimativas para os parimetros da parte estrutural
do modelo, falta ainda estimar o parimetro associado ao termo
aleatorio, nomeadamente a sua variancia. Esta estimativa é obtida a
partir dos residuos calculados com o modelo estimado pelo método

dos minimos quadrados, e tem a seguinte forma:

i (5.128)
= _ SE = MSE

G2 = -
n-m-1 n-m-1

onde SSE significa a soma do quadrado dos erros ou residuos (da
terminologia anglo-saxonica, “Error Sum of Squares”) e MSE significa
o erro quadratico médio (do inglés, “Mean Squared Error”).* Nesta

expressiao, os residuos sio calculados da seguinte forma:

€ :yi_j}i (5.129)

4 Opta-se aqui por manter a designacio inglesa para estas siglas para facilitar
o seu reconhecimento no uso de software comercial e na consulta da abundante
literatura anglo-saxonica disponivel.
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onde,

Y, = Bo + 61xil + Szxiz Tt gimxim G130

5.4.4. Inferéncia estatistica no modelo de regressiao linear

No desenvolvimento e implementacio dos modelos de regressio
linear existem alguns testes de hipoteses a reter, dada a sua utili-
zacdo mais frequente. Nesta secgao, faz-se referéncia a tais testes
bem como a intervalos de confianca e previsio também usados em

analise de dados pelo método de regressao linear.

5.4.4.1. Analise da significincia do modelo de regressio

O seguinte teste de hipoteses permite analisar a significancia do
modelo de regressao como um todo. Por outras palavras, este teste
considera como hipétese nula a inexisténcia de qualquer poder ex-
plicativo da resposta (Y) pelas variaveis de entrada incorporadas no
modelo (X’s). A hipétese alternativa contempla a situacio em que
pelo menos uma das variaveis de entrada desempenha um papel

relevante na explicacao da variabilidade da resposta.

Teste ANOVA a significiancia do modelo de regressdo linear

Hy:p,=P,=-P,=0
H,: B, #0, para pelo menos um # 0

(5.131)

Este teste baseia-se na seguinte identidade, que particiona a
variabilidade total observada para a resposta em duas partes: uma

correspondente ao que se consegue explicar com base no modelo
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estimado e outra parte relativa ao que tal modelo nio consegue

explicar (os seus residuos):

Variagéo Total = Variagdo Explicada pelo Modelo de Regressdo + Variagdo Residual (5.132)

Esta particao é usualmente referida na forma:

SST =SSR + SSE (5.133)

onde, SST é a soma dos quadrados total (variabilidade total observa-
da para a variavel de saida), SSR representa a soma dos quadrados
devido a regressiao (i.e., a variabilidade explicada pelo modelo) e
SSE, que ja apareceu na equaciao (5.128), é a soma do quadrado
dos residuos do modelo, correspondendo a variabilidade nio ex-

plicada pelo modelo. Estas grandezas sao definidas pelas seguintes

expressoes:
SST=> (-7 (5.134)
i=1
SSR :Zn:(j/i -5y (5.135)
i=1
SSE=Y(y,-5,) (5.136)
i=1

A partir destas grandezas constréi-se a estatistica do teste ANOVA

para a significancia do modelo de regressao linear como um todo,

SSR/m MSR

= = (5.137)
" SSE/(n-m-1) MSE

(MSR é o desvio quadratico médio para o modelo de regressao

estimado).

238



Quanto maior for o valor assumido por esta estatistica de teste,
em maior extensdo a variacdo explicada pelo modelo se sobrepoe a
variacao que nao € por ele explicada, favorecendo assim a rejeicao
de HO. Tal sera reconhecido formalmente se o seu valor for superior
a um valor critico correspondente ao nivel de significancia do teste
@, fo=Symnm (correspondente ao percentil (1—0())(100% da
funcio de probabilidade acumulada para a funciao F, com m e n-m-1
graus de liberdade). Naturalmente, o resultado do teste de hipoteses
pode ser analisado tendo por base o valor de prova, pelo método
habitual e ja anteriormente explicado.

Os calculos subjacentes a este teste sio normalmente organizados
e apresentados na forma de uma tabela ANOVA, como aquela abaixo

apresentada (Tabela 5.21).

Fontes de LRl Graus de Ll s Estatistica de
Variagao (Somaidos Liberdade Eomas dos Teste
Quadrados) quadrados
Regressdo SSR M MSR Fo- MSR
=
Residual SSE n-m-1 MSE MSE
Total SST n-1

Tabela 5.21. Tabela ANOVA para o modelo de regressao linear.

5.4.4.2. Analise da significincia individual dos parimetros do
modelo de regressao
Os testes de hipoteses a significancia dos coeficientes do modelo

de regressio, {B,} , envolvem as seguintes hipoteses:
j=0:m

(5.138)

Nas condi¢des assumidas para o modelo de regressio, a seguinte

estatistica de teste segue uma funcio densidade ¢ de Student,
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(5.139)

onde G g rtepresenta a estimativa da variancia de B ; (coeficiente
de regrejssﬁo parcial para a varidvel x), que pode ser facilmente
obtida a partir dos dados experimentais e da estimativa do desvio
padriao dos residuos. Caso o valor absoluto da estatistica de tes-
te esteja acima do valor critico, ta/Z,n—m—l’ i.e., caso |7;)| > ta/z,nfmfl
(onde, ., =t:Pr (T > 1)206/2 ), aceita-se a hipétese alterna-
tiva, considerando-se neste caso que o coeficiente em causa é sig-
nificativamente diferente de zero. Tal significa também que nestas
condicdes a correspondente variavel contribui, de uma forma signi-
ficativa, para a explicacdo da variabilidade da resposta. Este teste
podera naturalmente ser conduzido em termos do valor de prova a
ele associado, rejeitando-se neste caso HO se o correspondente valor
de prova for inferior a a. Esta rejei¢do € tanto mais consubstanciada
pelos dados quanto menor for o valor de prova obtido para o teste
de hip6teses em causa.

Caso HO nido seja rejeitada, tal significa que a correspondente
variavel ndo esta a contribuir significativamente para a explicacido
da variabilidade da resposta quando as restantes varidveis estdo
presentes no modelo, podendo por isso ser descartada. Esta ressal-
va relativa ao papel das restantes variaveis incluidas no modelo é
importante, uma vez que todas as restantes variaveis influenciam,
em geral, o valor estimado para o coeficiente de uma dada variavel,
podendo a estimativa ser diferente consoante o grupo de variaveis
incluidas no modelo. Uma situacdo particular onde tal nio acontece
verifica-se quando os dados foram recolhidos de acordo com um
planeamento de experiéncias dito “ortogonal”, tal como num pla-
neamento de experiéncias factorial completo ou fraccionado. Neste

caso, as estimativas dos coeficientes nio apresentam covariiancia
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entre si, o que significa que a presenca ou auséncia de uma variavel

no modelo nao interfere com a estimativa do efeito das restantes.

5.4.4.3. Intervalos de confianca para os parimetros do modelo
regressiao

Por vezes é também interessante determinar e analisar o intervalo
de confianca associado as estimativas dos parametros efectuadas no
modelo de regressdo linear. Estes intervalos fornecem a banda tal
que, quando repetidamente calculada do mesmo modo usando da-
dos recolhidos de forma independente do mesmo processo, contém
o verdadeiro valor do coeficiente em causa em (l —OL)XIOO% das

vezes. Estes tém a seguinte forma para os coeficientes do modelo

de regressio, {BAJ }

j=0:m '
B‘j _lcx/z,n—m—lﬂd\f;j < B_,’ < Bj +toc/2,n—m—1 661 (5.140)

5.4.4.4. Intervalos de confianca para a resposta média e intervalo
de previsao

Como ja referido, o modelo de regressio nao fornece somente
uma estimativa pontual de um valor para uma dada concretizaciao
das variaveis de entrada, mas de facto uma funcio densidade de
probabilidade para os valores passiveis de serem obtidos em tais
condicoes. Esta funcio densidade esta centrada no valor previsto
pela parte estrutural do modelo, equacao (5.130), e consiste numa
lei normal. Neste sentido, pode haver interesse em analisar duas
vertentes distintas associadas a tal previsdo: i) determinar o valor
médio da func¢ao densidade associada a variavel de resposta quan-
do as variaveis de entrada assumem um dado conjunto de valores

(ﬁY|{x - }); ii) prever a ocorréncia do valor proveniente dessa
12 2""7 m
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mesma funcido densidade, ou seja, prever qual o valor que ira ser
observado em tais condicoes ()70 ).

Para ambos os casos, a melhor estimativa pontual a fornecer ¢,
de facto, a mesma, nomeadamente aquela proveniente da equacido

(5.130), ou seja, para a situacdo i) a estimativa pontual é,

ﬁyl{xl,xz,.‘.,x,n} =B+ Bix; +Boxiy +o 4 By, (5.14D)

e para a situacio ii), é

)A}() = 60 + 61x,~1 + 62xi2 +--- Gimxim (5.142)

No entanto, estas estimativas possuem diferentes niveis de incer-
teza associados, fruto da natureza distinta do objecto da previsao em
causa. Em particular, a estimativa associada a ii) tem um elemento
aleatério intrinseco relacionado com o termo residual do modelo
de regressao linear, o qual adiciona a sua variabilidade (estimada
através de 62, equacido (5.128)) a incerteza da estimativa de 1).
Neste sentido, o intervalo de previsiao para )70, vai ser mais amplo
do que o respectivo intervalo de confianca para a média da funcao

densidade, ].IY‘{X diferindo ambos apenas numa quantidade
1s

X e}
directamente relacionada com G>. De notar que, como ja referido
anteriormente na seccao sobre “estimacido por intervalo”, apenas é
correcto chamar “intervalo de confian¢a” quando se trata da estima-
tiva ,‘IY\{xl,xz,u.,xm}’ uma vez que s6 nesta situacio se faz referéncia a
um pariametro populacional (o qual é tomado como sendo “fixo” na

visdo “frequencista” do processo de estimacido estatistico).

Intervalo de Confianca para liy|{x] X e b

Pim{x,‘xz,u.,x,,,} “lafrnma \/62 (% X) < My} S liy‘(x,,xg,...,v,,,} Flojnm \/62 (%0, X) (5.143)
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(onde f (xo, X ) representa uma quantidade que é calculada a partir
dos valores das variaveis de entrada usadas para estimar o modelo
de regressido, simbolizadas por X, e x, representa os valores das

variaveis de entrada para os quais a previsio estd a ser efectuada,

i.e., {xl,xz,...,xm})‘

Intervalo de Previsdo para j’o

Do ~lyjnrminG’ U+ 1 (500 X)) 30 < Py + o 62 1+ 7 (%, X)) (5144

5.4.5. Analise da qualidade de ajuste e capacidade de previsio

do modelo

Uma vez estimados os parametros do modelo de regressao, passa-
-se a uma fase onde o modelo é analisado sob varias perspectivas,
nomeadamente para avaliar se os pressupostos que estao na sua
base sao verificados e se ha observa¢cdes anormais ou demasiado
influentes no processo de estimacao dos parametros e que, por tal,
devam ser melhor escrutinadas. Avalia-se também a qualidade do
modelo no que respeita as previsoes que € capaz de fornecer com
base em grandezas e metodologias propostas de acordo com duas
dimensdes de analise distintas: i) analise da qualidade de ajuste do
modelo; ii) analise da capacidade de previsio do modelo.

Na perspectiva da analise da qualidade de ajuste do modelo (D),
este é tanto melhor quanto mais proximas as previsoes por ele efec-
tuadas estiverem das respostas observadas e usadas para estimar os
seus parametros. Avalia-se assim a capacidade do modelo se ajustar
aos mesmos dados usados para o estimar.

Por outro lado, na perspectiva da analise da capacidade de pre-
visao do modelo (ii), avalia-se a sua utilizacio em cenarios futuros,

de preferéncia com base em dados nao utilizados no seu desenvol-
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vimento e estimacido. Esta-se assim interessado no desempenho das
suas previsoes em situacoes niao contempladas aquando do “treino”
do modelo (nome dado frequentemente a fase de estimacio de pa-
rametros), i.e., no seu comportamento em situacdes de “teste” (ou
seja, situacdes futuras de uso, nio contempladas durante o treino
do modelo).

Estas duas perspectivas nao coincidem necessariamente, sendo
alias frequentes as situacdes em que um modelo apresenta uma
elevada capacidade de ajuste, tal como indicado pelos parametros a
seguir apresentados, mas revelando-se praticamente inutil do ponto
de vista de prever valores futuros, i.e., de estimar adequadamente
a resposta em situacdes futuras de utilizacao. Sendo este o cenario
que se coloca normalmente quando se congregam e investem esfor-
cos no sentido de desenvolver um modelo —prever valores futuros—,
é necessario averiguar se a capacidade de previsao esta de facto

presente e € suficiente para os fins visados.

5.4.5.1. Coeficiente de determinacio, R2

Este parametro de qualidade de ajuste € definido da seguinte forma:

x> SSR __SSE

= =]1-— (5.145)
SST SST

onde as somas dos quadrados SST, SSR e SSE, sdo as atras definidas
no contexto da decomposicio ANOVA aplicada ao modelo de regres-
sdo linear: expressoes (5.134), (5.135) e (5.130), respectivamente.
Esta grandeza mede a fracciao da variabilidade da resposta que é
explicada pelas variaveis de entrada incorporadas no modelo de
regressio. O seu valor estd limitado ao intervalo: 0 < R*<1. Um
valor proximo de 1 é indicativo de um modelo que se ajusta bem
aos dados, fornecendo valores para a variavel de resposta que sao

préoximos dos usados no seu treino.
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5.4.5.2. Coeficiente de determinacido ajustado, Rjdj

O R2, sendo um coeficiente estritamente focalizado na qualidade
de ajuste do modelo, padece de um problema. A introduciao de qual-
quer variavel no modelo, por mais irrelevante que seja para a sua
capacidade de previsio, nunca fara diminuir o seu valor, induzindo
normalmente um aumento de maior ou menor dimensdo. Em udltima
instincia, utilizando tantos parametros no modelo como o nimero
de observacdes usadas para o estimar, obter-se-a, necessariamente
um modelo com um R? de 1, apesar de poder ser completamente
ineficaz para prever valores futuros.

Naturalmente, as variaveis “irrelevantes” introduzidas no modelo
podem ser detectadas através dos testes a significancia individual
dos parametros do modelo de regressao. No entanto, o coeficiente
de determinacao pode também ser corrigido para, de alguma for-
ma, penalizar a seleccao de variaveis que tragam para o modelo
uma capacidade de explicacao adicional pouco significativa. Tal
consegue-se introduzindo um termo de penalizacao para o nimero
de variaveis seleccionadas que contraponha a tendéncia esperada
de subida do valor de R? registada sempre que uma nova variavel
¢€ incorporada. Surge assim o coeficiente de determinacao ajustado,
R?

qq;» definido da seguinte forma:

R, :1—u(1—132) (5.146)
' (n -m-— 1)

Apesar deste coeficiente penalizar a entrada de variaveis sem
poder explicativo no modelo, e conduzir a possibilidade do seu valor
diminuir se o acréscimo na capacidade explicativa da variabilidade
da resposta dai decorrente nao se sobrepuser a penaliza¢io intro-
duzida, constata-se na pratica que ele niao apresenta uma eficacia
suficiente para detectar todas as situacdes deste tipo, acontecendo
frequentemente a incorporaciao de variaveis pouco relevantes no

modelo associadas a aumentos, ainda que pequenos, do valor de
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Razdj. Convém por isso analisar outros parametros disponiveis que
também contemplem factores de penalizacdo analogos, como a es-
tatistica Cj, de Mallows [13], a qual, para além da penalizacdo, ainda
tem uma interpretacdo estatistica clara (se o modelo for correcto,
a esperanca matematica desta estatistica é igual ao nimero de pa-
rametros do modelo, m+1) ou entiao passar a analisar a capacidade
de previsio do modelo, e o papel que cada variavel assume neste

ambito, como a seguir se indica.

5.4.5.3. MSE utilizando um conjunto de teste

A forma mais completa e segura de avaliar a capacidade de pre-
visdo associada a um modelo consiste em aplica-lo a um novo con-
junto de dados, independente do utilizado no seu desenvolvimento
(conhecido como “conjunto de teste”). Efectivamente, sabe-se que o

valor de MSE calculado pela expressdo (5.128), ou seja,

- ~ N2
MSE = ,Z::‘(y" ~31) (5.147)
(n —m —1)

fornece uma estimativa optimista para o erro de previsao médio
associado ao modelo, uma vez que é calculado com base nos da-
dos usados para estimar o modelo. Assim, pode-se usar o modelo
estimado para prever os valores da variavel de saida para o novo
conjunto de dados e, com base nestes, calcular o correspondente

valor de MSE, desta feita usando a expressao:

- A \2
Z(yi -J,) (5.148)
MSE,, =——

n,
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onde 7, representa o nimero de observa¢des no conjunto de teste.
Desta forma, consegue-se estimar de uma forma mais correcta o erro

quadratico médio do modelo em condi¢oes efectivas de previsao.

5.4.5.4. Validacio cruzada

Dispor de um conjunto de dados somente para testar um modelo
¢ um expediente que, nao obstante a sua utilidade, nem sempre ¢
possivel providenciar. Na verdade, acontece frequentemente que os
dados reunidos nido sao em quantidade suficiente para poder prescin-
dir de uma parte dos mesmos, digamos entre 20% e 50%, para feitos
de construir o referido conjunto de teste, uma vez que tal comprome-
teria a tarefa de desenvolvimento e estimacio do modelo. Uma forma
de contornar esta situacdo, consiste em utilizar a metodologia de
validacao cruzada, a qual permite inferir sobre a capacidade de previ-

sao do modelo quando se dispdoe somente de um conjunto de dados.

Treino | Treino | Teste | Treino | Treino

Figura 5.39. Esquema do processo de validacio cruzada com k grupos (neste caso, k=5).

Existem diversas variantes deste método na literatura. Na variante
mais simples, o conjunto de dados é aleatoriamente particionado
em k grupos de observacdes, aproximadamente com o mesmo nu-
mero de observacdes em cada grupo. O procedimento consiste nos

seguintes passos:

i. Deixar um grupo de dados de fora e, com base nos dados dos
restantes grupos, estimar os parametros do modelo.

ii. Com base no modelo assim estimado, prever os valores das
respostas para todas as observacdes do conjunto que foi

deixado de lado.
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iii. Guardar os resultados destas previsdes, nomeadamente a
soma dos quadrados dos erros de previsio da resposta.

iv. Repetir o processo, regressando a i., deixando desta feita um
novo grupo de dados de fora e reintegrado aquele que havia
sido deixado de lado no ciclo anterior.

v. No final, adicionar todas as k somas dos quadrados de pre-
visdo, obtidas para os k grupos, e calcular o erro quadratico

médio de validaciao cruzada,

n.

k J
2 Z(y ~ Vi )2 (5.149)

j=1

MSE,. ==

n

onde n; representa o nimero de observacdes no grupo j (j=1,...,k),
tais que n, +n,+---n, =n; );j,i ¢ a previsao efectuada para a obser-
vacao i do grupo j (com base no modelo estimado com os restantes
grupos de observacdes, excepto o grupo j).

Neste processo, todas as observacoes foram deixadas de lado
uma vez, e 0os respectivos valores previstos com base num modelo
estimado na sua auséncia. No entanto, este processo implica estimar
k vezes um modelo com a mesma estrutura, originando k& conjuntos
de parametros distintos. O valor obtido para o MSE¢y representa
uma estimativa mais realista para o MSE em condicdes de previsao
relativamente aquela fornecida pela expressio (5.128) (por vezes
designada por “MSE aparente”), e que se pode, no final, alocar a um

modelo estimado com todos os dados disponiveis.

5.4.5.5. PRESS
Um caso particular da estratégia de validacdao cruzada acima de-
finida consiste em formar grupos com um s6 elemento, construindo-

-se desta forma tantos grupos como o nimero de observacoes dis-
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poniveis. Esta abordagem, usualmente designada em inglés por
leave-one-out cross validation (LOO-CV), consiste assim em retirar
sucessivamente uma observacio do conjunto de dados, estimar um
modelo com as observacgdes restantes, e prever o valor da resposta
para a observacao deixada de fora. Este processo é repetido para
todas as observacoes e os respectivos erros quadraticos de previsao
guardados, os quais, somados, diao origem a quantidade conhecida

como PRESS (da terminologia anglo-saxoénica, Predicted Residual

Sum of Squares):

PRESS = Z (yl. - j;(l.))z (5.150)
i=1

onde y(l.) representa a estimativa para a observacio i, quando esta

é deixada de lado na estimacao do modelo.

- s s . 2
5.4.5.6. Coeficiente de determinacio previsto, Rpred ou Q2
O coeficiente de determinacio “previsto”, usualmente conhecido
como R;red ou Q2 é calculado a partir da estatistica PRESS através

da seguinte expressao:

_ PRESS
SST

0 =1 (5.151)

5.4.6. Validacio do modelo de regressao linear

Para analisar a adequabilidade do modelo de regressao linear a
descri¢do do processo de onde os dados sdo provenientes, é impor-
tante nao sO verificar a sua capacidade de ajuste e previsio, mas
também avaliar se os seus pressupostos sio validos. Nesta fase, a
analise de residuos assume um papel relevante, uma vez que é no

seu ambito que se examina se, por exemplo, as hipéteses colocadas
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ao nivel do termo residual sido verificadas. Procura-se assim avaliar
se os residuos seguem uma lei Normal com média nula e variancia
constante e constituem realizacoes independentes desta distribuicao.
Neste sentido, os residuos do modelo, e, =y, —J,, sio usualmente
representados num grifico de tendéncia ou sequéncia temporal, na
ordem em que as observacdes figuram no conjunto de dados. Estes
também podem ser representados em formas normalizadas, a mais

simples das quais (residuos normalizados) é a seguinte,
(5.152)

A utilizacao de residuos normalizados tém a vantagem de permitir
interpretar a sua magnitude de uma forma mais geral: por exemplo,
um residuo com uma magnitude superior a 2 estd a uma distancia
superior a 2 vezes o seu desvio padrio (6 =~ MSE ) do seu valor
médio (zero) cuja probabilidade de ocorréncia é também possivel
de atribuir. Residuos normalizados elevados (por exemplo, |d i| >3),
devem ser analisados mais pormenorizadamente, pois poderio cor-
responder a problemas processuais, falhas na recolha de dados ou
podem ainda estar a afectar o modelo de forma mais significativa.
Esta ultima situacao pode ser mais adequadamente avaliada usando
medidas da influéncia das observacoes nas estimativas dos parimetros

do modelo, como a distiancia de Cook.

5.4.7. Metodologia geral para desenvolvimento de um modelo

de regressao linear

O procedimento base para o desenvolvimento de um modelo de

regressao linear aparece esquematizado na Figura 5.40.
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Passo 1
Estudar estatisticas
e graficos

|

Passo 2
Formular o modelo

|

Passo 3
Estimar o modelo

Ajuste nao satisfatério
Pressupostos nao-validados

Bom ajuste
Pressupostos validados

I Passo 5
Apresentar resultados
|
O1g Usar modelo

Figura 5.40. Esquema da metodologia geral para desenvolver um modelo de regressio
linear.

Neste esquema geral, contemplam-se as seguintes fases, para as

quais se referem de seguida alguns aspectos a considerar.

1. Familiarizacio com os dados. Nesta fase, deve-se fazer
uso extensivo de todas as ferramentas de estatistica descritiva que
auxiliem a familiarizacio com os dados do problema, como por

exemplo:

* Examinar médias, desvios padriao, alguns percentis, valores
minimos e maximos, para todas as variaveis de entrada e de
saida;

* Examinar a matriz de correlacdo (existe colinearidade entre os
X’s? Qual/quais os X’s mais correlacionados com o ¥?);

e Construir graficos de dispersao para todas as combinacdes de

X’s e entre cada X e Y,
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* Se os dados foram recolhidos ao longo do tempo, analisar,
individualmente, o grafico temporal para cada variavel,

¢ Detectar e examinar eventuais outliers.

2. Formulacio do modelo. Com base no conhecimento existente
a priori e/ou com base nos graficos construidos em 1. para as re-
lacdes entre Y e os varios X’s, propor um modelo de regressiao que

relacione as variaveis de entrada com a variavel de saida.

3. Estimar os parametros do modelo. Proceder ao ajuste do mo-
delo aos dados recolhidos. Como resultado, obtém-se as estimativas
para os parametros do modelo definido em 2., bem como outras gran-
dezas relacionadas (por exemplo, parametros de qualidade de ajuste,

valores de prova para os diversos testes estatisticos). Deve-se entio:

* Analisar os resultados, em busca de variaveis eventualmente
mais importantes na explicacao da variabilidade de Y;

* Avaliar a qualidade do ajuste;

e Verificar se existe colinearidade entre as variaveis de entrada

e se esta pode constituir um problema (ver notas finais).

4. Validaciao do modelo estimado. Construir os seguintes gra-
ficos envolvendo os residuos, para verificar se algum(s) dos pressu-
postos subjacentes aos modelos de regressio linear esti(ao) a ser

violado(s):

* Residuos vs. valores previstos (para verificar, por exemplo, se
a variancia dos residuos depende do nivel de Y);

* Residuos vs. cada uma das variaveis de entrada (para verificar
se existe alguma estrutura por explicar devido, por exemplo,
a nao considerar termos nao-lineares envolvendo as variaveis

de entrada);
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* Residuos vs. tempo, ou sequéncia de observacoes (para ana-
lisar a independéncia dos residuos ao longo do tempo ou da
sequéncia natural das observacoes);

e Graficos de probabilidade Normal para residuos (verificar o

pressuposto de normalidade dos residuos).

Na analise destes graficos, a existéncia de um padriao niao-aleatério

¢é indicativo de um modelo nao adequado.

5. Apresentar os resultados e usar o modelo. Nesta fase
sintetizam-se os resultados para o modelo desenvolvido (se este for
satisfatorio). Os dados utilizados e pressupostos subjacentes devem
ser também indicados. Pode-se entao usar o modelo, criando uma
metodologia que permita averiguar a sua validade ao longo do
tempo (manutencio do modelo) caso o seu uso nao se restrinja a

situacao presente.

Exemplo: Previsdo do tempo médio para atendimento das
chamadas efectuadas para um “call center”

Para ilustrar a aplicacio da metodologia de regressao linear,
considere-se o seguinte exemplo [14]. Num projecto seis sigma,
pretende-se analisar a relacdo entre o tempo médio para atendi-
mento de chamadas efectuadas para um call center (TMA), i.e.,
o tempo que em média o cliente espera até ser atendido por um
operador do call center, e o nimero de pessoas destacadas para
atendimento (NPD), bem como outros factores que possam contri-
buir para o tempo médio de atendimento, como o nimero médio
de chamadas recebidas por hora (NCH) e a duracao média das cha-
madas recebidas (DMC). O conhecimento de tal relacio permitiria,
por exemplo, dimensionar de uma forma mais precisa o nimero
de pessoas a destacar de forma a assegurar um dado tempo médio

de atendimento.
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Neste sentido, procedeu-se a recolha sistematica dos dados re-
lativos a estas variaveis durante um periodo de tempo (80 turnos)
durante o qual, no final de cada turno, se registou o nimero de
pessoas destacadas e se calculou a média do tempo de atendimento,
do nimero de chamadas recebidas por hora e a sua duracao média.

Para determinar a relacio que as variaveis de entrada NPD, NCH
e DMC possam ter com a resposta, TMA, conduziu-se entio um
estudo de regressao linear. O inicio de qualquer estudo estatistico
deve comecar pela visualizacio e analise dos dados recolhidos.
A Figura 5.41, ilustra a matriz de graficos de dispersiao para os da-
dos recolhidos, de onde se podem tecer, por exemplo, as seguintes

consideracdes:

* O tempo médio de atendimento (7MA) esta fortemente relacio-
nado com o numero de pessoas destacadas (NPD). A associacao
¢ tal que, quanto maior for o nimero de pessoas destacas,
menor é o tempo de atendimento, o que de facto é razoavel
esperar que suceda.

* Nio parece haver qualquer relacio aparente entre o tempo
médio de atendimento (7TMA) e o numero médio de chamadas
por hora (NCH).

* Observa-se a existéncia de uma associacio negativa entre o
tempo médio de atendimento e a dura¢io média da chamada,
ou seja, a medida que a duracio média das chamadas aumenta,
parece haver uma maior prontidao no atendimento a novas
chamadas. Esta observacio é um tanto contra-intuitiva pois
o esperado seria que, para um dado namero de operadores
destacados para atendimento de chamadas, a maior durac¢ido
destas s6 poderia implicar atrasos no atendimento de novas

chamadas.
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Figura 5.41. Matriz de graficos de dispersdo para o problema do call center (Minitab:

Graph > Matrix Plot).

Da analise da Figura 5.41, verifica-se que apenas as variaveis de
entrada NPD e DMC podem trazer algum potencial explicativo para
a variabilidade exibida pelo TMA. Construindo assim um modelo
com base nestas duas variaveis e estimando os seus parametros

pelos métodos acima descritos, obtém-se os resultados apresentados

na Figura 5.42.

Regression Analysis: TMA (s) versus NPD; DMC (mins)

The regression equation is
TMA (s) = 250 - 2,04 NPD + O,

708 DMC (mins)

Predictor Coef SE Coef T P
Constant 249,922 5,985 41,76 0,000
NPD -2,03833 0,08595 -23,71 0,000
DHC (mins) 0,7080 0,8674 0,82 0,417
§ = 2,49648 R-Sq = 95,5% R-Sq(adj) = 95,3%
PRESS = 517,306 R-Sq(pred) = 95,10%

Analysis of Variance

Source DF 55
Regression 2 10073,3
Residual Erroxr 77 479,9
Total 79 10S553,2

Figura 5.42. Resultados do programa MINITAB para uma primeira estimativa de um
modelo de regressao linear no problema do call center, usando TMA como variavel de
saida e NPD e DMC como regressores (Minitab: Stat > Regression > Regression).

us F P
5036,6 808,14 0,000
6,2
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Analisando os parametros estimados para o modelo, confirma-se
de facto a tendéncia descrita para a relacao entre TMA e NPD. No
entanto, a tendéncia atras observada no grafico de dispersiao entre
TMA e DMC nao aparece reflectida no modelo, onde figura agora
um sinal positivo para o coeficiente de regressao parcial afecto a
DMC, indicativo de que, quando as restantes variaveis permanecem
fixas, um aumento na duracao média da chamada deve implicar um
aumento no tempo de atendimento de novas chamadas, resultado
este mais alinhado com o que seria esperado. No entanto, o valor
de prova associado a este coeficiente (0,417) indica que esta variavel
nao esta de facto a contribuir de forma significativa para a explicacao
do TMA, quando a variavel NPD esta incluida no modelo.

Para melhor compreender a origem destas constatacdes, regresse-
mos a Figura 5.41, onde se pode observar que existe, de facto, uma
correlacdo positiva entre o nimero de pessoas destacadas (NPD) e
a duracio média da chamada (DMC). Trata-se de uma manifestacao
de colinearidade nos regressores, apesar de, neste caso, se poder
constatar mediante a realizacao de uma analise mais detalhada que
tal ndo apresenta um impacto apreciavel no processo de estimacio
de coeficientes. Uma possivel explicacdo para a origem desta corre-
lacao positiva pode passar, por exemplo, por uma maior disponibi-
lidade e voluntarismo dos operadores no atendimento de chamadas
quando sabem que estao presentes em maijor nimero durante o
turno, e que tal dedicacao nao tera, nestas condi¢cdes, um impacto
tangivel no nivel de atendimento. Pode também suceder que seja
precisamente quando ha mais operadores, que surjam os casos de
atendimento mais prolongados, por serem horas de expediente...
Em todo o caso, a correlacao positiva entre NPD e DMC parece ser
a origem da relacao “enganosa” observada no grifico de dispersiao
da Figura 5.41 entre TMA e DMC, pois o que pode estar a contribuir
para o decaimento de TMA niao é o aumento na variavel DMC mas

sim o aumento de NPD, o qual, estando correlacionado positiva-
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mente com DMC, partilha com este os seus efeitos em 7TMA. Este
efeito supera o suposto impacto do aumento de DMC no aumento
de TMA visualizado no grafico de dispersao, o qual, apesar de tudo,
¢ captado, ainda que de forma ténue pelo modelo estimado.
Analisando os restantes resultados apresentados na Figura 5.42,
verifica-se que a qualidade de ajuste do modelo é boa para os fins
a que se destina (R >95%), o mesmo se podendo dizer quanto 2
2 >95%). A anilise ANOVA tam-

pred
bém confirma a significancia do modelo de regressio como um todo,

sua capacidade de previsio (R

uma vez que o valor de prova a ela associado ¢ inferior a 0,001. No
entanto, uma vez que este modelo contém uma variavel que nao é
significativa, esta deve ser retirada e o modelo re-estimado e re-

-avaliado (Figura 5.43).

Regression Analysis: TMA (s) versus NPD

The regression equation is
THMA (3) = 248 - 1,98 NPD

Predictor Coef 3E Coef T P
Constant 247,878 5,424 45,70 0,000
NED -1,98085 0,04918 -40,28 0,000

§ = 2,49113 R-3q = 95,4% R-Sq{adj) = 95,4%

PRESS = 507,286  R-Sq(pred) = 95,19%

Analysis of Variance

SJource DF EE] s F P
Regression 1 10069 10069 1622,56 0,000
Residual Error 78 454 3

Total 79 10553

Figura 5.43. Resultados do programa MINITAB para o modelo de regressao linear final,
no problema do call center (Minitab: Stat > Regression > Regression).

Na Figura 5.43, pode-se constatar que a remoc¢ao da varidvel DMC
nao afectou significativamente a qualidade de ajuste do modelo,

e 2
fazendo mesmo subir ligeiramente o valor do Radj e melhorando

2

red - Todos os

os indicadores de capacidade de previsio PRESS e R

parametros do modelo sao agora significativos, o mesmo se podendo

257



afirmar relativamente a significincia do modelo com um todo (através
da tabela ANOVA para o modelo de regressdo linear).

Passando a verificacao dos pressupostos do modelo de regressio
linear, a Figura 5.44 contém um conjunto de grificos que auxiliam
a andlise dos residuos. Nos graficos da coluna da direita é possivel
verificar que nao ha nenhum padrio sistematico de variabilidade
que coloque em causa o pressuposto de independéncia, nem rela-
tivamente a associacdes com a resposta prevista (grafico no canto
superior direito) nem quanto a ordem das observacdes (grafico no
canto inferior direito). A Figura 5.45 confirma que o mesmo se pode
afirmar relativamente a todas as varidaveis consideradas neste estudo.
O pressuposto de independéncia esta portanto verificado, embora
possa ser ainda mais aprofundado do ponto de vista da utilizacao de
testes de hipoteses mais especificos para os varios aspectos. Pode-se
também verificar que os residuos mantém a sua dispersao ao longo
do tempo, pelo que o pressuposto de homogeneidade da variancia
também se pode aceitar. Por outro lado, tanto o histograma (canto
inferior esquerdo da Figura 5.44) como o grafico de probabilidade
(canto superior esquerdo da Figura 5.44), indicam que os dados siao
bem ajustados por uma funcido densidade de probabilidade Normal.
Este facto pode ser confirmado através de testes de hipoteses que
consideram esta distribuicio na hipdtese nula, como por exemplo
os testes de Anderson-Darling e de Kolmogorov-Smirnov, para os
quais se obtém, nesta situacao, os valores de prova de 0,331 e > 0,15,
respectivamente, ambos apontando, portanto, para a niao rejeicao

de tal hipétese.
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Figura 5.44. Anilise dos pressupostos do modelo de regressiao envolvendo os residuos
obtidos (Minitab: Stat > Regression > Regression).
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Figura 5.45. Grificos de dispersdo entre residuos e todas as variaveis envolvidas,
para averiguar a presenca de associacdes que coloquem em causa o pressuposto de
independéncia dos residuos (Minitab: Graph > Matrix Plot).
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O modelo final a registar para utilizaciao futura é portanto o

seguinte:
TMA ~ N(248 -1,98x NPD , 2,49) (5.153)

(onde 2,49 representa a estimativa do desvio padrio dos residuos).

5.4.8. Notas finais

Apesar do coeficiente de determinacio, R?, ser exclusivamente
uma medida da qualidade de ajuste do modelo, a obtenciao de um
valor elevado para este quando o modelo estimado esta somente
a utilizar um numero reduzido de graus de liberdade é indicativo
também de uma boa qualidade de previsdao. Por outras palavras,
quando se incorpora um reduzido nimero de variaveis de entrada
no modelo e se consegue, ainda assim, prever adequadamente um
elevado nimero de observacdes (mesmo que sejam aquelas usadas
para estimar o modelo), pode-se, nestas situacodes, inferir que o
modelo tera de facto uma boa capacidade de previsao associada.

O problema da colinearidade em regressao linear multipla surge
quando os regressores apresentam dependéncias mutuas ou estiao
fortemente correlacionados entre si. Nestas condicOes, a estimacao
dos parametros do modelo de regressiao esta sujeita a uma incerteza
superior quando comparada com uma situacio em que tal corre-
lacdo nao existe. Assim, sempre que os dados sio recolhidos em
estudos “observacionais”, deve-se investigar se existe colinearidade
nas variaveis de entrada e se esta pode ter um impacto sensivel
no processo de estimacio de parametros. Matrizes de graficos de
dispersio, tabelas de coeficientes de correlaciao e estatisticas como
o Factor de Inflacio de Variiancia (usualmente conhecido como VIF,

do inglés, Variance Inflation Factor), o qual mede precisamente o
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numero de vezes que a variancia associada a estimacao de um para-
metro é inflacionada devido a presenca de colinearidade, tendo por
base a situacio em que ela é ausente, sio algumas das ferramentas
usadas na sua deteccdo [13, 15]. Uma vez correctamente detectado e
diagnosticado, a soluciao deste problema pode passar pela aplicacao
de diferentes técnicas, tais como a selec¢do de varidveis (como 0s
métodos de seleccio progressiva, regressiva, passo-a-passo e best
subsets), selec¢do de dimensdes (como o método da regressiao dos
componentes principais e o método dos minimos quadrados parciais)
e métodos de regularizacdo ou penalizacdo da magnitude dos coe-
Jficientes de regressdo (como os métodos ridge regression e LASSO).

Em toda a exposicio efectuada nesta sec¢io dedicada a metodolo-
gia de regressio linear houve sempre o cuidado de delimitar o ambi-
to da interpretacio do modelo estimado, a seguinte argumentacio: as
variaveis de entrada seleccionadas, se estatisticamente significativas,
contribuem para a explicacdo da variabilidade exibida pela variavel
de saida do modelo, em moldes que podem ser analisados com base
nos coeficientes de regressdo parcial. Intencionalmente, nao foi feita
qualquer referéncia a existéncia de relacdes causa-efeito entre os
dois blocos de variaveis, situacao que, para além da existéncia de
uma associacido, pressupdoe uma condi¢cio mais “forte” relativamente
a sua origem. A causalidade entre factores € de facto algo que nao
¢ de inferéncia trivial, nao podendo em geral ser atribuida de todo
em estudos com base em dados processuais recolhidos de forma
“passiva” de processos, quando estes operam normalmente, sem
qualquer intervenciao do analista no seu funcionamento (estudos
do tipo “observacional”). Nesta situacao, a ocorréncia de correla-
c¢des entre variaveis é muito comum, nao necessariamente porque
estas estejam relacionadas directamente, de uma forma causal, mas
frequentemente porque o estio indirectamente, devido a existéncia
de factores comuns, os quais afectando ambas geram a correlaciao

observada. Um exemplo classico € a associacdo entre a venda de
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gelados e a venda de chapéus-de-chuva, num hipermercado: apesar
de estarem fortemente associadas (associacdo inversa, neste caso),
nao ha qualquer relacio causal; a associacio advém de factores
meteoroldgicos, associados a estaciao do ano, os quais interferindo
na venda de ambas, geram a associacao observada. Nesta situacao,
para se afirmar que um determinado modelo apresenta uma estrutura
causal, pelo menos relativamente a um subconjunto de variaveis, €
necessaria a existéncia de uma sélida base de conhecimento a priori
sobre o processo que garanta e justifique essa mesma relacio, ou,
alternativamente, conduzir um estudo que envolva uma intervencao
efectiva no processo, fazendo variar os seus factores de uma forma
sistematica e planeada e observando as suas respostas, do que re-
sultara uma mapa de relacoes que, com um maijor grau de certeza,
serao de natureza causal. O planeamento estatistico de experién-
cias, a abordar no capitulo seguinte deste livro, no ambito da fase
de “Melhoria”, constitui um corpo de teoria que auxilia o desenho,
execuciao e analise, deste tipo de estudos onde se procede a recolha

“activa” de dados.
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CAPITULO 6 - MELHORIA

6.1. Introducio

Na fase de Melhoria propoem-se e testam-se, de uma forma sis-
tematica e eficiente, solucdes alternativas as existentes actualmente,
avaliando-se comparativamente os respectivos méritos e desvanta-
gens. Estas ac¢oes incidem usualmente sobre variaveis de entrada do
processo que, durante a fase de Analise, foram identificadas como
tendo um papel importante na introducao de variabilidade no pro-
cesso ou em outros aspectos que podem justificar os problemas em
analise ou melhorar o nivel de desempenho das actividades chave.
A fase de planeamento da melhoria é muito importante e a ela deve
ser dedicada particular atencdo. As varias alternativas devem ser
consideradas, um plano de accao deve ser estabelecido e acordado
por todas as partes envolvidas, e a devida informacido e formacao
proporcionada a todos os intervenientes antes da sua implemen-
tacao. No que respeita a vertente das metodologias, este capitulo
introduz os conceitos basicos, mas também por isso de importancia
central, do planeamento estatistico de experiéncias, em particular

os planeamentos factoriais e factoriais fraccionados.

6.2. Planeamento de experiéncias

A actividade de melhoria de um processo envolve sempre uma

interaccio directa entre a equipa responsavel pela accio e o proces-



so. Nesta fase, ndo ¢é suficiente recolher apenas informacido de uma
forma passiva ou observacional do processo, pois esta via apenas
disponibilizara elementos sobre aquilo que o processo €, ou tem
sido ultimamente, nio havendo garantias que entre eles se incluam
contributos relevantes para elevar o seu nivel de desempenho. Por
outro lado a informacao relevante aparece também, nestas circuns-
tancias (em que a recolha de dados é feita de forma passiva, ou
seja do tipo “observacional”), “mascarada” e sobreposta, nio sendo
possivel discriminar adequadamente os contributos dos varios fac-
tores em ac¢ao. Sucede mesmo com alguma frequéncia que alguns
dos factores potencialmente mais significativos niao sio captados
numa analise dos dados assim recolhidos passivamente, simplesmen-
te porque, nas condi¢cdes operatorias em analise, eles ndo variaram
os seus niveis de forma significativa. Por estas razdes, € necessario
“questionar” activamente o processo no sentido de aferir o seu
comportamento em situacdes operatorias vizinhas mas talvez ainda
nao exploradas, de forma a juntar informac¢io nova e de qualidade,
fundamental para a actividade de melhoria. Tal deve ser feito de uma
forma que permita isolar os factores mais relevantes para a variabi-
lidade da resposta, ou, em geral, para o objectivo final da accdo de
melhoria. O termo “questionar”, significa aqui a interaccao efectiva
com o processo, através da realizacdo de experiéncias onde este é
operado sob determinadas condicdes estabelecidas pela equipa de
melhoria. Os resultados finais de tais experiéncias (ou “entrevistas”
ao processo) sio devidamente registados (a “voz” do processo) e
compilados, para depois deles se extrair informacao relevante para
o problema em apreco.

Esta actividade de experimentac¢ido apresenta tipicamente um con-

junto de caracteristicas, das quais se destacam:

* Ao contrario de uma “experiéncia computacional”, onde de

cada vez que se insere o mesmo conjunto de valores de en-
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trada numa férmula ou algoritmo de natureza deterministica
se obtém, precisamente, os mesmos resultados a saida, num
processo real a resposta as mesmas condicdes apresenta,
tipicamente, variabilidade, decorrente de fontes diversas.
Factores potencialmente indutores de tal variabilidade incluem
o equipamento de medicao, accoes dos operadores, variacoes
na matéria-prima, efeitos associados a maquinaria utilizada,
factores ambientais, entre outros. Desta forma, os resultados
devem ser analisados levando em conta esta mesma variabili-
dade, a qual deve ser devidamente incorporada nas conclusdes
que da sua andlise se venham a retirar. Claramente tal apela
a aplicacao de uma metodologia de indole estatistica, uma
vez que a descricio da variabilidade dos processos e a sua
transferéncia € precisamente o ambito desta disciplina.

* No planeamento preliminar das experiéncias a realizar, sabe-se
por vezes que ha factores, para além daqueles a estudar, que
podem induzir uma maior variabilidade nos resultados finais
se niao forem devidamente controlados. A sua interferéncia
pode ser minimizada se as experiéncias forem conduzidas
em condicoes onde eles permanecem constantes (blocos).
Por exemplo, usando o mesmo tipo de matéria-prima, ou
realizando as experiéncias com intervalos de tempo mais
curtos entre elas, pode-se por vezes diminuir a variabilidade
entre os resultados obtidos. Estes factores, potencialmente
indutores de variabilidade mas cujo efeito nio se pretende
avaliar, devem também ser incorporados numa abordagem
sistematica ao planeamento das experiéncias, de forma a
aumentar a sua “resolucao” ou “sensibilidade” aos factores
que verdadeiramente interessam no estudo.

* As experiéncias envolvem tipicamente um consumo de recur-
sos nao desprezavel (tempo, materiais, ocupaciao de pessoas

especializadas, custos de oportunidade das unidades produ-
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tivas, etc.) e frequentemente bastante significativo, pelo que
se deve procurar extrair o maximo de informacio possivel,
com o minimo de experiéncias a realizar, evitando-se, a todo
o custo, a realizacdo de ensaios desnecessarios ou pouco

informativos para os fins a atingir.

Uma forma comum de conduzir um planeamento de experiéncias,
consiste em fazer variar uma variavel ou factor de cada vez. Nesta
perspectiva, comecando com uma variavel, esta € feita variar até
que se identifique o seu valor mais adequado, o qual permanecera
fixo doravante. Depois, outra variavel é manipulada, até que o seu
valor “Optimo” seja encontrado, e assim sucessivamente para todas
variaveis em estudo. Este procedimento € ilustrado na Figura 6.1,
que representa as curvas de nivel da resposta em funcido das duas
variaveis em estudo, pretendendo-se determinar as condicdes Opti-
mas de operac¢io, as quais, nesta situacao, correspondem ao “topo”
da montanha, i.e., ao valor mais elevado da resposta (neste caso, este
valor é 100). Como se pode verificar nesta figura, o procedimento
falha completamente na localizacio da regiao 6ptima, indicando
como solucio um ponto ainda distante das condicdes operatérias

de maior desempenho.

~ ~
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Figura 6.1. Ilustracao do procedimento de planeamento de experiéncias “variar um
factor de cada vez” (a) e do planeamento estatistico de experiéncias vulgo DOE ou
DOX (b).
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Neste contexto, o planeamento estatistico de experiéncias (vulgo
DOE ou DOX, do inglés design of experiments) propde como meto-
dologia alternativa a variacao simultanea de todos os factores, de
forma a poder estimar nido s6 o efeito decorrente das suas variagoes
individuais, mas também aquele decorrente da sua interac¢ido, a qual
¢é relevante neste exemplo. A analise dos resultados do planeamento
estatistico de experiéncias permitiria, neste caso, ndo s6 identificar
as melhores condicoes de operacao de entre todas as estudadas,
mas também concluir que, progredindo na direccdo indicada pela
seta, melhores condicdes poderiam ainda ser encontradas. Tal nao
sucede com a primeira abordagem, que é incapaz de reconhecer a
existéncia de melhores condi¢des operatérias noutra regido, pois €
incapaz de estimar a forma correcta da relacdo entre a resposta e os
dois factores (nomeadamente a sua interacc¢iao). Acresce ainda que
mesmo o efeito associado a cada variavel individual, na regiao em
causa, € melhor estimado pela segunda abordagem uma vez que é
baseado em quatro pontos (dois a um nivel mais alto, e outros dois
a um nivel mais baixo). Na primeira abordagem, esta estimativa
baseia-se somente em dois pontos (um a um nivel alto e outro a um
nivel baixo). Por estes motivos facilmente se constata que o mesmo
numero de experiéncias € utilizado de forma bastante mais eficaz
num planeamento estatistico de experiéncias quando comparado
com a pratica de variar um factor de cada vez.

Para além das vantagens acima referidas, nio é de menosprezar
o facto de qualquer planeamento estatistico de experiéncias estar
intimamente ligado com a subsequente etapa de analise de resul-
tados, o que garante, desde logo, um tratamento consistente e con-
clusivo dos ensaios realizados. Para tal, um conjunto de principios
e boas praticas sao incorporados no planeamento dos ensaios. Um
destes principios é o da aleatorizacdo da ordem de experiéncias,
para evitar a interferéncia sistematica de factores nao controlados

na realizaciao das experiéncias, que conduziriam a conclusoes er-
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radas (ou, em linguagem estatistica, “enviesadas”). Outro princi-
pio é o da consideracio de “blocos” de experiéncias, sempre que
se identifiquem situacdes que poderio conduzir a resultados com
menor variabilidade, por serem realizados em idénticas condi¢cdes
(e cuja variacao nao é relevante para o problema em questio). Por
exemplo, se os ensaios realizados num dia sio mais semelhantes
e comparaveis entre si do que os realizados em dias diferentes,
entdo cada dia deve funcionar como um bloco, no qual todos os
ensaios de interesse devem ser realizados de modo a evitar o au-
mento da variabilidade decorrente da interferéncia do factor “bloco”.
Consegue-se assim maior precisao no estudo dos efeitos associados
aos factores em andlise. Os blocos sio portanto factores passiveis
de interferir com a resposta, mas que nido se esta interessado em
estudar de forma sistematica e rigorosa, como acontece com 0S
factores considerados explicitamente no estudo. Como principio a
usar no planeamento de experiéncias, figura ainda a consideracao
de réplicas “verdadeiras” de cada condi¢cao experimental em teste,
de forma a estimar a variabilidade natural inerente a resposta.
O termo “verdadeiras” significa que, em cada réplica, todo o pro-
cedimento experimental deve ser conduzido na sua extensio total
e nao simplesmente retirados mais alguns resultados experimentais
(medi¢oes) do mesmo ensaio. Outros principios sio ainda usados
como base de trabalho, como o principio da “esparsidade”, que
basicamente consiste em assumir que, num processo, o nimero
de factores com importincia na resposta ¢ uma pequena frac¢io
de todos os factores que potencialmente com ela podem interferir.
Assim sendo, interessa numa fase inicial identificar o conjunto
reduzido de factores importantes na resposta (os “important few”)
evitando a dispersao de recursos na analise de outros sem impacto
apreciavel (os “trivial many”).

O planeamento estatistico de experiéncias (doravante simples-

mente referido por “planeamento de experiéncias”) pode ser utili-
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zado para varios fins, sendo de destacar os seguintes pela maior

frequéncia com que aparecem em situacdes praticas:

e Seleccio dos factores mais relevantes ou com maior impacto
na resposta (o chamado “screening” de factores);

e Caracterizacao e modelaciao de processos;

e Optimizaciao de condicdes processuais;

* Teste e melhoria da robustez de produtos e processos (i.e.,
da sua capacidade de operar com bom desempenho numa
gama alargada de condicdes, de forma consistente, ou com

baixa variabilidade).

No ambito do planeamento de experiéncias existe uma nomencla-
tura que € adoptada na literatura técnica de forma mais ou menos
uniforme. Designa-se por “resposta” (Y) a variavel de saida do pro-
cesso com relevancia para o problema em estudo, e por “factores”,
aquelas varidaveis processuais ou outras, que com ela podem inter-
ferir e cujo efeito se pretende estudar (4, B, C,...). Os varios valores
ou concretizacdes que os factores assumem no estudo, designam-se
por “niveis” dos factores. Num planeamento de experiéncias com
dois niveis, por exemplo, cada factor assume somente dois valores
possiveis, um designado por “baixo” (-), outro por “alto” (+). Cada
experiéncia, ou “ensaio”, contempla a concretizacao de uma dada com-
binac¢ido de niveis para os factores em estudo. Esta combinaciao tem
a designacao de “tratamento”. Ou seja, um “tratamento” corresponde
ao conjunto definido de condi¢cdes em que o ensaio se realiza, dado
pelos niveis usados para os factores (cada factor assumindo um, e
um s0, nivel). O conjunto de todas as condi¢des contempladas nos
tratamentos define a “regiao experimental” coberta pelo planeamento
experimental. “Réplicas” sio ensaios realizados em condicdes iguais
(iguais niveis dos factores), mas em diferentes momentos. Tratam-se

portanto de experiéncias distintas, mas realizadas em iguais condicdes.
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No texto que se segue introduzem-se, de forma breve, os ele-
mentos fundamentais para compreender a mecanica intrinseca ao
planeamento de experiéncias, especialmente no tocante a métodos
com especial interesse pratico, como os planeamentos factoriais a

dois niveis, completos ou fraccionados.

6.2.1. Exemplos de planeamentos factoriais a varios niveis

Num planeamento factorial, todas as combina¢des de niveis para
os factores em estudo sio testadas em cada sequéncia completa de
ensaios. O planeamento destas experiéncias deve obedecer aos prin-
cipios atras enunciados, nomeadamente deve contemplar blocos de
experiéncias caso existam condi¢cdes especificas que tornem alguns
dos resultados obtidos potencialmente mais semelhantes, deve incor-
porar a aleatorizacdo da sequéncia das experiéncias para eliminar a
eventual interferéncia de factores nao manipulados nos resultados, e
deve prever a realizacdo de réplicas verdadeiras, para possibilitar a
estimacdo da variacdo experimental associada ao método utilizado,
criando condi¢des para a levar em conta na analise dos resultados.

Embora neste texto se faca somente uma referéncia mais exten-
sa ao caso de planeamentos factoriais a dois niveis (completos ou
fraccionados), dada a sua importancia pratica e uso generalizado,
recordam-se duas situacdes ja abordadas que constituem exemplos

da realizacdo de planeamentos factoriais, com um factor:

* Na introducao da analise de variancia com 1 factor (teste
ANOVA com um factor e efeitos fixos), fez-se referéncia a uma
experiéncia que visava estudar o efeito do habito de fumo
no funcionamento pulmonar (Seccao 5.3.4.3). Nesta, varias
pessoas foram seleccionadas aleatoriamente de grupos com

diferentes habitos tabagicos, as quais eram submetidas a um
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teste em que era medido o volume de ar expelido durante o
primeiro segundo de uma expiracio forcada (FEV1). Trata-se de
um exemplo de uma planeamento factorial com um factor (o
habito de consumo de tabaco), quatro niveis (“Nao fumadores”,
“Fumadores antigos”, “Fumadores recentes”, “Fumadores”), no
qual as experiéncias obedeceram aos principios da aleato-
rizacdo e replicacao (a resposta é, naturalmente, o valor de
FEV1). A metodologia estatistica para analisar este tipo de
planeamento é baseada no modelo ANOVA entao introduzi-
do, que permitira inferir sobre a existéncia de algum efeito
significativo dos niveis estudados na resposta.

e Outro exemplo de um planeamento factorial ja mencionado, é
o caso do exemplo dos “Boy’s shoes” (Seccio 5.3.2), no qual,
um produtor de sapatos pretendia saber se existia alguma
diferenca sensivel entre a aplicacio de um material, “A” ou
“B”, nas solas dos sapatos que fabrica. De acordo com o
planeamento executado, foram distribuidos por 10 rapazes,
pares de sapatos contendo o material “A” numa sola e o ma-
terial “B” na outra. A atribuicio de “A” ou “B” a sola esquerda
(“E”) ou direita (“D”) foi efectuada aleatoriamente. Trata-se
portanto de um planeamento com um factor (tipo de sola),
com dois niveis (sola do tipo “A” ou “B”), onde cada pessoa
que participou no estudo constitui um bloco, no qual se re-
alizam duas experiéncias, em ordem aleatdria. A analise das
experiéncias efectuadas é conduzida com recurso ao teste t
de Student para amostras emparelhadas, o qual indicara se
existe alguma diferenca entre os dois niveis testados, apds
eliminar a influéncia que os blocos introduzem na dispersio
dos resultados do desgaste medido (resposta). Trata-se neste
caso de um planeamento realizado com um propdsito com-
parativo, nomeadamente quanto ao desempenho associado

aos dois tipos de sola usados.
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6.2.2. Planeamento factorial completo a dois niveis

O planeamento de experiéncias onde se testam multiplos fac-
tores a dois niveis € bastante utilizado em contextos praticos, es-
pecialmente nas fases iniciais de experimentacio onde se procura
desde logo consolidar uma hierarquia de importancia dos factores
em estudo do ponto de vista do seu efeito na resposta, procuran-
do também eliminar aqueles cujo papel é insignificante ou pouco
relevante. O facto de apenas se usarem dois niveis para cada fac-
tor significa que se esta a assumir tacitamente um comportamento
aproximadamente linear da resposta relativamente a estes no espaco
experimental em analise. Nestas condicdes, de facto, a forma mais
eficaz e eficiente de estimar os parametros de um modelo linear
passa por colocar os pontos igualmente distribuidos pelos extremos
da regido em analise, i.e., nos seus niveis minimos e maximos. Por
isso, os dois niveis usados para cada factor correspondem também
aos respectivos valores minimo e maximo a considerar no estudo,
0os quais resultam de uma apreciacio da gama de valores que ra-
zoavelmente se podem considerar para cada factor e que possuem
validade pratica e operacional. Por outras palavras, correspondem
aos extremos dos intervalos de variacio usuais e admissiveis para
cada factor, ou simplesmente aos limites das regides onde se quer
conduzir o estudo experimental. Uma vez que os niveis seleccionados
nio correspondem frequentemente aos limites minimos e maximos
possiveis de atingir em cada factor, estes sao também designados
por niveis baixo/alto, respectivamente.

Apesar da hipétese de uma relacdo linear para a resposta pare-
cer um tanto redutora, ela é frequentemente razoavel, uma vez que
a curvatura, quando existe, nao assume usualmente magnitudes
elevadas na regido delimitada pelos niveis dos varios factores. No
entanto, a presenca de curvatura (i.e., nao-linearidade na resposta),

pode ser facilmente detectada através da consideracao de réplicas
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centrais, ou seja, experiéncias conduzidas a um nivel médio para
cada factor quantitativo em estudo (o nivel médio é frequentemente
codificado pelo numero “0”). A consideraciao de tais experiéncias,
niao permitindo estimar efectivamente qualquer parametro para ter-
mos nao-lineares do modelo (por exemplo, termos quadraticos),
possibilita contudo uma avaliacio do pressuposto de linearidade
e assim concluir sobre a necessidade de considerar, ou nao, mais
niveis nos factores em experiéncias futuras. Este aspecto sequencial
e construtivo dos processos de experimentacio/analise baseados em
estratégias de planeamento de experiéncias € recorrente, e permite
agilizar significativamente a actividade experimental a desenvolver,
poupando recursos humanos, materiais e financeiros, num processo
que ¢ intrinsecamente consistente e conclusivo.

Frequentemente, este processo compreende a realizacio de um
conjunto especifico de experiéncias mais informativas para validar
(ou refutar) uma hipétese de trabalho, e, ap6s a analise dos resul-
tados obtidos, tem continuidade na proposta da melhor forma de
lhe dar o devido seguimento, no contexto de uma hipotese refor-
mulada, até que se verifique um encontro entre o que é previsto, o
que € obtido, e os objectivos inicialmente estabelecidos. Um ponto
de partida considerado muitas vezes suficiente para os objectivos
propostos, passa pela realizacdo de experiéncias com factores a
variarem a dois niveis. Os niveis minimo/baixo e maximo/alto para
cada factor (4, B, C, ..), serdo aqui referidos pelos simbolos “—“ e
“+”, respectivamente (usualmente conhecida como “notaciao geomé-
trica” em planeamento de experiéncias). A combinacao dos niveis
dos varios factores considerados num dado ensaio, i.e., o tratamento
considerado, é também usualmente caracterizado por uma notacio,
designada “nota¢iao de minudsculas”, a qual se baseia na utilizacao
das letras mindsculas correspondentes aos factores em causa (a, b,
¢, ... ), segundo as seguintes regras: se uma letra esta presente, tal

significa que o respectivo factor assume o seu valor maximo; se esta
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ausente, ele assume o seu valor minimo; quando todos os factores
assumem os seus valores minimos, o respectivo ensaio é indicado

pela notacdo (1). Assim, por exemplo, quando existem dois factores
em estudo (4, B):

ab - significa um ensaio conduzido nos valores maximos de
ambos os factores;
a - significa um ensaio conduzido no valor maximo do factor

A e no valor minimo do factor B;

b - significa um ensaio conduzido no valor maximo do factor

B e no valor minimo do factor A4;

(1) - significa um ensaio conduzido nos valores minimos de
A e B.

Estas condi¢cdes aparecem representadas na Figura 6.2, corres-
pondendo a todas as combina¢des possiveis dos niveis dos factores
em estudo (todos os tratamentos), num planeamento de experiéncias

completo com dois factores a dois niveis.

+
b ab A B Tratamento

- - (1)
B + — a
— + b
+ + ab

_1m a

= +

A

Figura 6.2. Tlustra¢ao da nota¢do usada para indicar os varios tratamentos considerados
num planeamento de experiéncias completo, com dois factores, a dois niveis.
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Num planeamento de experiéncias a dois niveis, procura-se reco-

lher informacdo sobre a magnitude e releviancia dos seguintes termos:

e efeitos principais (também designados por “completos”) asso-
ciados a cada factor;

* efeitos devido a interaccoes entre factores (i.e., a interferéncia
que um factor pode ter na forma como a resposta varia em

funcao de outro).

A magnitude associada aos efeitos principais é estimada da se-
guinte forma. Para o factor 4, determina-se a média de todos os
valores da resposta, Y, recolhidos nas experiéncias realizadas quando
este assume o nivel alto (+), )_}A(ﬂ’ bem como o valor médio das
respostas quando assume o nivel baixo (), y ey O efeito principal

¢é estimado pela diferenca entre estas duas médias:
Efeito A = J_/A(+) — )7A(7) 6.1

Assumindo que existem » réplicas para cada tratamento, a ex-
pressdo acima pode ser reescrita da seguinte forma, onde se utiliza
a notac¢ao atras introduzida para representar os niveis em que 0s

valores da resposta sao recolhidos:

atab b+(1) -
2]’1 2n (6.2)

: 1
Efeito A :Z[a+ab—b—(l)]

Efeito A=

De notar que na férmula acima e para efeito dos calculos a re-
alizar, cada tratamento (a, ab,...) representa a soma dos resultados
obtidos nesta condicdo. Reportando-nos a Figura 6.2, a determina-

cao do efeito associado ao factor A corresponde simplesmente em
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subtrair a média dos ensaios relativos a aresta da esquerda a média
dos ensaios correspondentes a aresta da direita. Estes resultados
facilmente se estendem a determinacido do efeito principal associa-
do ao factor B, o qual é estimado pelas seguintes expressdes, com

significado analogo as acima apresentadas:

EfeitoB = )_/B(+) —)73(_) =
1
b+ab a+(l) -
2n 2n

, 1
Efeito A= Z[b +ab—-a- (1)]

Efeito B = 6.3

A magnitude do efeito associado a interac¢iao entre os factores
A e B, designada por AB, é estimada pela diferenca entre a média

das diagonais das condi¢des indicadas na Figura 6.2:

ab+(l)_a+b -

Interacgdo AB =
2n 2n
—-a b-(1
Interac¢do AB = ab-a_ —() N 6.9
2n 2n

N 1
Interac¢do AB = E[ab + (1)— a- b}

Na Figura 6.3, apresentam-se dois graficos de efeitos, nos quais
se representa a variacdo da resposta, Y, em funciao de um factor
(neste caso, o factor A), para os dois niveis do factor B. Na primeira
situacao, constata-se que o factor B nao interfere com a natureza da
variacao da resposta, ¥, em funcido do factor A. O seu unico efeito
¢é deslocar a respectiva recta para cima ou para baixo consoante o
seu nivel, indicativo de que existe um efeito em Y associado a B. No
entanto, este efeito nao interfere com a forma como A se relaciona

com Y. Por outro lado, na segunda situaciao existe um comportamento
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bastante distinto para a resposta em func¢ao do factor 4, quando B
assume niveis distintos, o que significa que, neste caso, existe uma
interferéncia ou interaccao efectiva entre os factores A e B, na me-
dida em que a variacdo da resposta em funcio de um, depende do
nivel a que o outro é mantido. Analisando a aplicacao das férmulas
indicadas em (6.4) verifica-se que de facto a interac¢ao na primeira
situacdo € nula ou muito baixa, enquanto na segunda é de magni-

tude elevada (e neste caso, possui um sinal negativo).

Y B(+) Y
/b
- 'a B(-)
.—(’1)
_ " - +
A A
a) b)

Figura 6.3. Exemplos de grificos de efeitos para os factores 4 e B: ) auséncia de
interaccao entre os factores A e B; b) interaccao significativa (e negativa) entre A e B.

As quantidades entre paréntesis rectos nas expressoes (6.2), (6.3) e
(6.4), sio conhecidas como “contrastes”, e conduzem a uma generali-
zacao do calculo das estimativas dos efeitos principais e interaccoes.
Estas quantidades sao directamente obtidas da matriz-sumario para
o planeamento de experiéncias (Tabela 6.1). Para obter o contraste
correspondente a um dado factor ou interacciao, basta multiplicar
cada sinal na coluna correspondente a esse factor ou interaccao,

pelo Correspondente tratamento. Por exemplo, O contraste para o

factor A, é dado por: —[(1)] + [a]— [b]+ [ab]: a+ab-b—(1), que cor-

responde ao obtido. Para a interaccao AB, este é, de igual forma,

dado por [(l ):l —[a]-[b]+[ab]=ab+(1)—a—b. Os sinais referentes

a interaccido AB sao simplesmente o resultado do produto de sinais
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dos factores que a integram, neste caso A e B, para o tratamento
em causa. Por exemplo, para o tratamento (1), o sinal de AB é
(—)X (—)=(+), € para o tratamento a, (+)>< (—)2(—). Verifica-se
assim que a semelhanca do que ocorre na estimac¢ido dos efeitos prin-
cipais associados a A e B, o efeito associado a interac¢io AB também
pode ser obtido da diferenca entre a média dos resultados obtidos
nas experiéncias realizadas para o nivel de AB alto e a média dos
resultados obtidos nas experiéncias realizadas para o nivel de 4B
baixo. Estes resultados podem ser generalizados para a estimacao
de todos os efeitos, principais ou de interac¢do, passiveis de serem
estimados num planeamento de experiéncias (nomeadamente para

interaccoes de ordem superior, onde os produtos envolvem mais

termos).
Factores / Interacgoes
Tratamento A B ¢ AB
1 = = +
a + = =
b = + _
ab + + +

Tabela 6.1. Matriz para o planeamento de experiéncias com dois factores (4 e B) a dois
niveis.

O mesmo procedimento pode ser adoptado para o planeamento
de experiéncias factorial a dois niveis, com mais do que dois fac-
tores. No caso de trés factores, retractado na Figura 6.4, a matriz
para o planeamento de experiéncias é a indicada na Tabela 6.2. De
notar o surgimento de um termo de interac¢iao de 3.* ordem, relati-
vo a possibilidade de existir uma interferéncia conjunta e reciproca
de todos os factores envolvidos. No entanto, interac¢coes de ordem
elevada raramente sao significativas, sendo muito raras as situacoes
onde se verifica a existéncia de interac¢des significativas de ordem
superior a 3, e pouco frequentes aquelas onde se registam interac-

coOes relevantes de 3.* ordem.
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bc abc

¢ i ac
+ |
c b ab
| I
e +
oy al g
A

Figura 6.4. Planeamento de experiéncias completo com trés factores a dois niveis.

Factores / Interacgées

Tratamento
A B Cc AB AC BC ABC
(1) _ _ - + + + _
a + = = = + +
b - + - - + = +
ab + + = + = =
c = = + + = = +
ac + = + - + - -
be = + + = = + =
abc + + + + + +

Tabela 6.2. Matriz para o planeamento de experiéncias com trés factores (4, B e C) a
dois niveis.

A partir desta matriz para o planeamento experimental é possivel

identificar os seguintes contrates, para cada efeito ou interaccio:

. A:a+ab+ac+abc—(l)—b—c—bc

. B:b+ab+bc+abc—(l)—a—c—ac

. C:c+ac+bc+abc—(l)—a—b—ab
. AB:abc—bc+ab—b—ac+c—a+(l)
. AC:(1)—a+b—ab—c+ac—bc+abc
. BC:(1)+a—b—ab—c—ac+bc+abc
. ABC:abc—bc—ac+c—ab+b+a—(l)
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Para calcular a estimativa para o correspondente efeito principal
ou interaccdo, basta multiplicar o resultado da aplicacio das ope-
racdes sumariadas em cada contraste pelo factor 1/4n, sendo n o
numero de réplicas efectuadas para cada tratamento, uma vez que,
agora, se efectuam um total de 4 tratamentos para cada nivel do
factor ou interac¢io em causa. Por exemplo, a estimativa do efeito

principal para o factor A, é dada por,

Efeito A=y, —V,., &

‘ 1 6.5)
Efeito A :E[a+ab+ac+abc—(l)—b—c—bc]

€ para a interaccao AC, por,

) 1
Efeito AC =E[(I)—a +b—ab—c+ac—bc+abc] 6.6)

Pode-se verificar que os calculos para a estimativa do efeito prin-
cipal para o factor A e para a interac¢cio AC, envolvem as experién-
cias indicadas na Figura 6.5, para o cubo relativo ao planeamento

factorial completo a trés niveis apresentado na Figura 6.4.

a) b)

Figura 6.5. Tratamentos envolvidos nos cilculos: a) do efeito principal para o factor 4;
b) da interac¢iao AC.
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Os casos anteriores sdo apenas situacdes particulares de plane-
amentos factoriais completos a dois niveis, quando o nimero de
factores, k, é dois (k = 2) ou trés (k = 3). Num caso geral, em que
existem & factores em estudo, o namero de tratamentos a conside-
rar é 2x2x---x2=2% Para esta situacio, a estimativa dos efeitos
principais (ou completos) associados a cada factor ou as suas inte-

racgoes, ¢ dada pela seguinte expressao:

Contraste,
2k—1

Efeito, = 6.7
onde k, representa o numero de factores estudados e © o nimero
de réplicas efectuadas em cada tratamento.

Apresentada a forma como a magnitude dos efeitos principais
associados aos factores e suas interac¢cdes é estimada num plane-
amento factorial completo a dois niveis, interessa agora proceder
a avaliacdo da sua significancia estatistica. Esta andlise pode ser
conduzida de varias formas. Uma metodologia presente na maio-
ria das aplicacdes de software de analise estatistica que incluem
funcionalidades de planeamento e analise de experiéncias, como o
JMP, Design-Expert, Statistica ou MINITAB, é baseada na Analise de
Variincia dos resultados obtidos, com base num modelo estatistico
linear. Por exemplo, para o caso de planeamentos factoriais com

dois factores, este modelo toma a seguinte forma:
Y=+t +B,+@B), +e, 6.8

onde W € a média global, T, o efeito associado ao nivel i do fac-
tor A4, B_; o efeito associado ao nivel j do factor B, e (’CB )17 o efeito
resultante da interac¢do entre os dois factores. €, € a Cofnponente
aleatéria do modelo, que se pressupoe seguir uma lei Normal com
média nula e variancia constante. A analise ANOVA vai avaliar a

contribuicdo associada a cada efeito para a variabilidade total da res-
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posta, e indicar, através do respectivo valor de prova, a significancia
que lhe esta associada. Por outras palavras, com esta abordagem,

analisam-se as seguintes hipoteses estatisticas:

HO0:7t, =7, =0 (auséncia de efeito associado ao factor A)

6.9
H1:Pelo menosum T, # 0
HO:B, =B, =0 (auséncia de efeito associado ao factor B) ©.10)
H1:Pelo menos um 3, # 0 '
HO: (1:[3 )1 = (TB )l , = (B )2 = (B )22 =0 (auséncia de interacgdo) 61D
A1

H1:Pelo menos um (tf )ij #0

Assim, um valor de prova de baixa magnitude (por exemplo, me-
nor que 0,01), associado a um factor ou interaccao, indica que este(a)
tem um efeito significativo na resposta, e deve ser considerado(a)
na descricao dos resultados obtidos nas experiéncias.

Outra metodologia que conduz a resultados equivalentes é a
baseada numa analise de regressdo linear dos resultados obtidos.
Nesta, os factores sio considerados como variaveis de entrada para
o modelo, assumindo os valores “~1” ou “+1”, consoante se trate dos
seus valores “baixos” ou “altos”, respectivamente. De notar que, no
caso dos factores serem quantitativos, esta anilise pode também ser
conduzida, de forma equivalente, em termos dos valores originais,
dando origem a um modelo que pode ser usado de forma expedita
inserindo directamente os valores originais dos factores, mas cuja
analise pode ser, sob determinados aspectos, menos directa, uma
vez que a magnitude dos coeficientes depende, nestas circunstan-
cias, das unidades e da escala utilizadas para expressar as medicdes
associadas aos factores. Para um planeamento factorial a dois niveis,

com dois factores (X, <> A4, x, <> B, x,, <> AB), o modelo de
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regressiao construido a partir dos niveis codificados (-1/+1) toma

entdo a seguinte forma:
Y =B, +Bx +B,x, +Bxx, +€ 6.12)

Neste modelo, Bo representa a média global (u) e os coeficien-
tes de regressdo parciais, Bl, Bz e Blz, as estimativas de metade
dos efeitos associados aos correspondentes factores ou interaccoes.
Tal decorre do significado de coeficiente de regressao parcial, o
qual consiste na variacao na resposta por unidade de variacio da
correspondente variavel (quando as outras se consideram fixas), o
qual difere da defini¢io de um efeito associado a um dado factor ou
interaccao, onde se contempla a variacio na resposta quando o nivel
a ele associado varia entre -1 e +1, portando de duas unidades, ao

que correspondera também o dobro do impacto na resposta.

Efeito i =20, (6.13)

Da analise do modelo de regressao resulta também a avaliacdo
da significincia dos factores e interaccdes em estudo, através dos
testes a significancia aos parimetros do modelo de regressao linear,
bem como do modelo como um todo através da analise ANOVA ao
modelo de regressao linear. Podem-se também analisar os residuos
obtidos, para avaliar a sua conformidade com as hipéteses assumidas

nesta metodologia estatistica.

Exemplo: Analise da rugosidade numa operacdo de corte de
pecas metdlicas

Pretendendo-se melhorar a operacao de corte de pecas metalicas,
em particular no que respeita a rugosidade resultante desta opera-
cao, seleccionaram-se trés factores como potencialmente relevantes

neste contexto: a velocidade de alimentacio (A4), a profundidade
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do corte (B) e o angulo da ferramenta de corte (C) [13]. Com estes
factores, conduziu-se um planeamento factorial a dois niveis, com

duas réplicas por tratamento (Tabela 6.3).

Factores Resposta
A B C Réplica 1 Réplica 2
-1 -1 -1 9 7
1 -1 -1 10 12
-1 1 -1 9 11
1 1 -1 12 15
-1 -1 1 11 10
1 -1 1 10 13
-1 1 1 10 8
1 1 1 16 14

Tabela 6.3. Resultados do planeamento factorial a dois niveis conduzido no estudo da
operacdo de corte de pecas metalicas.

A analise destes dados com recurso a software estatistico, conduz
aos resultados apresentados na Figura 6.6. Da inspec¢do dos valores
de prova associados aos testes de significancia aos coeficientes do
modelo de regressao, verifica-se que o factor A (velocidade de ali-
mentacao) € o Unico factor significativo a um nivel de significincia de
0,05, seguido do factor B (profundidade do corte), o qual € tangen-
cialmente nio-significativo (valor de prova 0,071) e da interaccao AB.
Os efeitos estimados para cada factor ou interac¢do correspondem ao
dobro dos respectivos coeficientes de regressio. Por exemplo, o efeito
associado ao factor A, corresponde a 1,6875x2=3,375. Substituindo
os niveis (-1 ou +1) no modelo estimado, é também possivel obter

o valor previsto para a resposta (Y) nestas condicdes.
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Factorial Fit: Y versus

Estimated Effects and

Ternm Effect
Constant 11,
A 3,3750 1,
B 1,6250 0,
C 0,8750 0,
A*B 1,3750 0,
A*C 0,1250 0,
B*C -0,6250 -0,
A*B*C 1,1250 o0,
5 = 1,56125 PRESS

A;B;C

Coefficients for Y (coded units)

Coef SE Coef bg P

0625 0,3903 28,34 0,000

6875  0,3%03 4,3z 0,003 Andlise dos resultados do
2;?: g::;g: f:?: g:g;; planeamento de experiéncias
6875 0,3903 1,76 0,116 baseada na metodologia de
0625 0,3903 0,16 0,877 regressdo linear

3125 0,3903 -0,80 0,446
5625 10,3903 1,44 0,188

=78

R-Sq = 79,02% R-Sq{pred) = 16,07% R-Sq(adj) = 60,66%

Analysis of Variance for Y (coded units)

Source D

Main Effects

2-Way Interactions

3-Way Interactions

Residual Error
Pure Error

Total

Do W W

-

Figura 6.6. Andlise dos res
no estudo da operacao de
Analyze Factorial Design).

Seq S5 Ad) S5 Adj M3 F P

59,187 59,187 19,729 8,09 0,008

9,187 9,187 3,062 1,26 0,352

5,062 5,062 5,062 2,08 0,188

19,500 19,500 2,437 Anilise ANOVA do
19,500 19,500 2,438

o planeamento de experiéncias
,

ultados do planeamento factorial a dois niveis conduzido
corte de pecas metalicas (Minitab: Stat > DOE > Factorial >

A analise da significancia dos efeitos pode também ser apoiada

por varias ferramentas graficas, como o grafico de Pareto para os

efeitos normalizados (Figura 6.7), ou o grafico semi-Normal dos

efeitos, também conhecido como grafico de Daniel (Figura 6.8).

Pareto Chart of the Standardized Effects
(response is Y, Alpha = 0,05)
2,306
I Factor Name
A A
A B B
C C
B_
AB-
£
= ABCA
2
C 4
BC 4
ACH
T T T T
0 1 2 3 4
Standardized Effect

Figura 6.7. Ferramentas gr:

aficas de apoio a analise da magnitude e significincia de

factores e interaccoes: grafico de Pareto para os efeitos normalizados (Minitab: Stat >
DOE > Factorial > Analyze Factorial Design).
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Half Normal Plot of the Standardized Effects
(response is Y, Alpha = 0,05)

Effect Type
@ Not Significant
W Significant

Factor Name

A A

B B

90 BA C C
E 85
2 807
& )
o
50
|

0 1 2 B 4
Absolute Standardized Effect

Figura 6.8. Ferramentas graficas de apoio a andlise da magnitude e significincia de
factores e interaccoes: grafico semi-Normal dos efeitos ou grafico de Daniel (Minitab:
Stat > DOE > Factorial > Analyze Factorial Design).

Conclui-se assim que a optimizacao da operaciao de corte passa
largamente por manipular o Factor A. Da analise do grafico de inte-
rac¢io entre os factores mais significativos, 4 e B (Figura 6.9), verifica-
-se que, se o0 objectivo consistir em minimizar a rugosidade do corte,
o Factor A deve ser mantido no seu nivel minimo (-1), nao sendo
muito relevante o nivel usado para o factor B, o qual pode ser estipu-

lado atendendo a outras consideracdes operacionais ou econémicas.

Interaction Plot for Y
Data Means
A —— -1
14
V2 - — 1
7
-
134 e
e
7
7
P -
£ 124
[ ¢
114
104
9_ T T
-1 1
B

Figura 6.9. Grifico de interac¢iao para os factores A e B (Minitab: Stat > DOE >
Factorial > Analyze Factorial Design).
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6.2.3. Planeamento factorial fraccionado com dois niveis

O numero de ensaios envolvidos num planeamento de experién-
cias do tipo factorial completo a dois niveis cresce rapidamente com
o numero de factores em analise. Por exemplo, quando existem 5
factores em estudo, o nimero de tratamentos a testar é 2° =32, o
que representa um esforco consideravel de experimentac¢do. Estas
condicoes permitirao estimar todos os efeitos principais dos factores,
que neste caso sa0 5, e suas interac¢oes, as quais se distribuem entre
interaccoes de 2.* ordem (envolvendo 2 factores), em naimero de 10
(i.e., combinac¢des de 5, 2 a 2), e de ordens iguais ou superiores a
3, em nimero de 16. Atendendo a que, com muita frequéncia, as
interaccdes de ordem elevada (=3) nio sio significativas para os
problemas em estudo, ou seja, nio conduzem a efeitos com impac-
to sensivel na resposta, pode-se depreender que a maior parte das
experiéncias nao é de facto estritamente necessaria, se estivermos
dispostos a prescindir da estimacio completa e rigorosa daqueles
parametros do modelo que, com elevada probabilidade, terao uma
relevancia perfeitamente marginal. Tal significa que € possivel usar
apenas uma fraccao do total das experiéncias a realizar e ainda
proceder a uma estimativa dos efeitos principais e das interaccdes
mais importantes com o rigor necessario para os objectivos do
projecto, obtendo-se assim uma reducido significativa nos recursos
investidos sem prejuizo dos fins a atingir. Esta estratégia € parti-
cularmente pertinente nas fases iniciais de analise de um problema,
onde existe um numero mais elevado de factores em estudo, de entre
os quais se pretende seleccionar um subconjunto que contenha os
mais relevantes — o designado screening de factores —, tarefa que
incide essencialmente na analise dos efeitos principais e, quando
muito, nas interaccoes de 2.* ordem. Neste contexto, o importante
¢ integrar todos os factores potencialmente relevantes no estudo e

conduzir uma bateria de experiéncias que, com um menor nimero
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de ensaios, permita seleccionar o referido subconjunto de factores a
estudar melhor num estagio posterior (onde se beneficiara também
das experiéncias ja realizadas). Este procedimento pode originar pla-
neamentos fraccionados com % das experiéncias do correspondente
factorial completo, designados como planeamentos factoriais 2kt ,
com Y% das experiéncias, designados como planeamentos factoriais
2% e assim sucessivamente. Em geral, uma fraccio de 1/2'" das
experiéncias do factorial completo com o mesmo numero de factores,
origina um planeamento factorial 2k

O principio subjacente ao planeamento de experiéncias fraccio-
nado a dois niveis com um dado nimero de factores (digamos k)
consiste, de uma forma simplificada, em associar interaccoes de
ordem superior de um planeamento factorial completo a dois niveis,
correspondente a um menor numero de factores (e portanto com
menos ensaios a realizar), a um ou varios dos k factores em estudo.
Desta forma, os seus efeitos passam a estar “confundidos” com tais
interaccdes, mas, dada a potencialmente baixa significincia asso-
ciada a tais interaccdes, o efeito que sobressaira, caso seja de facto
relevante, sera o efeito principal do factor atribuido e niao o das

interaccdes de ordem elevada com as quais este se confunde.

Exemplo: Andlise dos factores de um sistema de injeccdo de
moldes que afectam o encolbimento do produto

Para ilustrar o principio subjacente a um planeamento factorial
fraccionado, consideremos uma situacio em que se pretende estu-
dar o efeito de seis factores de um sistema de injeccio de moldes
(chamemos-lhes, A, B, C, D, E, F) no encolhimento registado no
produto final [13]. Um planeamento factorial completo a dois niveis
implicaria a realizacio de 64 experiéncias e um factorial fraccionado
2671, 32 experiéncias, o que ainda € elevado, tendo em conta que
se pretende apenas aceder, com algum rigor, aos efeitos principais

(em numero de 6) e obter alguma informacio sobre as interac¢des
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de 2.* ordem. Por isso, optou-se por realizar um planeamento fac-
torial fraccionado 26_2, o qual, implicando a realizacio de apenas
16 experiéncias, devera permitir atingir os objectivos estipulados
ao nivel da recolha da informacio sobre a importancia dos factores.
Para construir um tal planeamento, partiu-se de um planeamento
factorial completo com 4 factores (4, B, C e D, que conduz ao nu-
mero de tratamentos pretendido, 16) e fez-se coincidir o factor E
com a interaccao ABC, e o factor F com a interaccio BCD, como

indicado na Tabela 6.4.

Factores Resposta
Ensaio A B C D E=ABC F=BCD Encolhimento
(x10)

1 - - - - - - [J

2 + - - - + - 10

3 - + - - + + 32

4 + + - - - + 60

5 - - + - + + 4

0 + - + - - + 15

7 - + + - - - 26

8 + + + - + - 60

9 - - - + - + 8
10 + = = + + + 12
11 - + - + + - 34
12 + + - + - - 60
13 - - + + + - 16
14 + - + + - - 5
15 - + + + - + 37
16 + + + + + 52

Tabela 6.4. Planeamento factorial fraccionado para o sistema de injec¢ao de moldes.
Demonstra-se que, com esta atribuicido, os factores e interaccdes

que se confundem entre si, i.e., a estrutura de confusio subjacente

ao factorial fraccionado 2°7 ¢ a indicada na Tabela 6.5.
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A=BCE=DEF=ABCDF AB=CE=ACDF=BDEF

B=ACE=CDF=ABDEF AC=BE=ABDF=CDEF
C=ABE=BDF=ACDEF AD=EF=BCDE=ABCF
D=BCF=AEF=ABCDE AE=BC=DF=ABCDEF
E=ABC=ADF=BCDEF AF=DE=BCEF=ABCD
F=BCD=ADE=ABCEF BD=CF=ACDE=ABEF
ABD=CDE=ACF=BEF BF=CD=ACEF=ABDE

ACD=BDE=ABF=CEF

6-2
Tabela 6.5. “Estrutura de confusdo” para o planeamento experimental 2 .

Constata-se assim que num planeamento 2°7 nenhum efeito
principal é confundido entre si, nem com uma interac¢do de 2. or-
dem, registando-se contudo interac¢oes de 2.* ordem confundidas
entre si. Trata-se por isso de um planeamento com resolucio IV e
sublinha-se este facto indicando 2?{,2, designaciao esta que advém

do seguinte esquema de classificacao:

* Planeamento experimental de resolugdo III. Os efeitos prin-
cipais nao se confundem entre si, mas confundem-se com
interac¢coes de 2.* ordem. Algumas interac¢does de 2.* ordem
podem estar confundidas entre si.

* Planeamento experimental de resolucdo IV. Os efeitos prin-
cipais nao se confundem entre si, nem com interaccoes de
2.* ordem. Algumas interac¢des de 2.* ordem podem estar
confundidas entre si.

* Planeamento experimental de resolucdo V. Os efeitos prin-
cipais nao se confundem entre si, nem com interac¢coes de
2.* ordem. Interaccdes de 2.* ordem estio confundidas com

interaccoes de 3. ordem.

Os factores e interaccoes que se confundem entre si, podem ser
facilmente determinados a partir da relagdo de defini¢do ou rela-
cdo geradora do planeamento de experiéncias (traducio do inglés,
defining relation, generating relation), sendo também usualmente

fornecidos pelo software estatistico [12, 16].
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A mesma noc¢ao de contraste introduzida no planeamento factorial
completo a dois niveis, permanece valida para avaliar o efeito do
factor correspondente em planeamentos factoriais fraccionados. No
entanto, ao contrario, do que sucedia entiao, agora a estimacao do
efeito associado a um factor que se confunde com outros incorpora
também a contribuicio de todos estes. O efeito de todos os factores
e interac¢cdes confundidos entre si aparece assim agregado (mais
especificamente, combinado linearmente) quando se estima o seu
valor usando a metodologia baseada nos contrastes. Por exemplo, em
lugar de se estimar apenas o efeito do factor A4, estima-se o efeito
combinado de A+BCE+DEF+ABCDF, ou em lugar de se estimar apenas
o efeito associado a B, estima-se o efeito de B+ACE+CDF+ABDEF.
A férmula para calculo da estimativa dos efeitos em planeamentos
de experiéncias fraccionados é a seguinte:

Contraste,
2k—m—1

Efeito, = (6.19)

n

onde o Contraste; € obtido da forma ja atras descrita (a partir dos
sinais + e — da coluna 1), k representa o nimero de factores, n o
numero de réplicas e m indica a fraccdo l/2m do desenho de ex-
periéncias factorial.

A Figura 6.10 apresenta os resultados decorrentes da anilise dos
dados recolhidos na implementacdo do planeamento experimental 257 .
Representando os efeitos indicados na Figura 6.10 através do grafico
semi-Normal dos efeitos (grafico de Daniel, Figura 6.11), verifica-se
que apenas 5 sdo indicados como significantes, destacando-se A, B
e AB (que contemplam também todos os restantes factores e interac-

¢des que com eles se confundem).> Apesar da estrutura de confusao

5 Quando se representam os efeitos estimados num griafico semi-Normal, os
efeitos nao-significativos, que seguem uma lei Normal com média nula, tendem a
alinhar-se em torno de uma reta. Os restantes, i.e., os significativos, fogem a este
padrao, podendo desta forma ser identificados. Esta metodologia deve ser seguida
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existente, o facto de A e B se apresentarem como factores com efeitos
significantes cria condicdoes para considerar a interac¢io AB como
sendo a potencialmente mais relevante de entre o grupo daquelas
com as quais esta confundida. As interaccoes AD e ACD sao para ja
preteridas, pois incluem efeitos de menor magnitude e contém facto-

res cujos efeitos principais nio sobressairam nos resultados (C e D).

Factorial Fit: Encolhimento versus A;B; C;D; E; F

Estimated Effects and Coefficients for Encolhimento (coded units)

Term Effect Coef
Constant 2313
A 13,875 6,937
B 35,625 17,812
C -0,875 -0,437
D 1,375 0,688
E 0,375 0,187
F 0,375 0,187
A%E 11,875 5,938
A%C -1,625 -0,813
A% -5,375 -2,688
A*E -1,8795 -0,937
A*F 0,625 0,313
B*D -0,125 -0,062
B*F -0,125 -0,063
AFB*D 0,125 0,062
ARC*D -4,875 -2,437

Figura 6.10. Analise dos resultados do planeamento factorial fraccionado 2y conduzido
para o problema do sistema de injec¢ao de moldes (Minitab: Stat > DOE > Factorial >
Analyze Factorial Design).

na selecdo das variaveis a incluir no modelo, uma vez que niao existem observacdes
suficientes para estimar todos os efeitos e interacoes.
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Half Normal Plot of the Effects
(response is Encolhimento, Alpha = 0,05)
Effect Type
984 @ Not Significant
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Figura 6.11. Grifico semi-Normal dos efeitos ou grifico de Daniel, para o problema
do sistema de injec¢ao de moldes (Minitab: Stat > DOE > Factorial > Analyze Factorial
Design).

Correndo de novo a analise dos resultados, utilizando apenas como
variaveis explicativas A, B e AB, obtém-se os resultados indicados na
Figura 6.12, onde se pode, de facto, verificar que todos os factores
sdo significativos, e que o modelo obtido se ajusta bem aos resulta-

dos experimentais (coeficientes de determinacao superiores a 90%).

Factorial Fit: Encolhimento versus A; B

Estimated Effects and Coefficients for Encolhimento {coded units)

Tern Effect Coef 3SE Coef T P
Constant 27,313 1,138 24,00 0,000
A 13,875 6,937 1,138 6,09 0,000
E 35,625 17,812 1,138 15,65 0,000
A%E 11,875 5,938 1,138 5,22 0,000

$ = 4,55293 PRESS = 442,222
R-Sq = 96,26% R-Sq(pred) = 93,36% R-Sg(adj) = 95,33%

Analysis of Variance for Encolhimento (coded units)

Source DF Seq 55 Adj 55  Adj MS F P
Main Effects 2 5846,6 5846,6 2923,31 141,02 0,000
2-Way Interactions 1 564,1 564,1 564,06 27,21 0,000
Residual Error 1z 2458,7 2458,7 20,73

Pure Error 12 248,8 248,8 20,73
Total 15 6659,4

Figura 6.12. Anilise dos resultados do planeamento factorial fraccionado 25, apos
seleccao dos factores 4, B e AB como significativos (Minitab: Stat > DOE > Factorial >
Analyze Factorial Design).
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Desta forma, com apenas 16 experiéncias foi possivel analisar
o efeito combinado de 6 factores, tendo-se chegado a um modelo
que descreve bastante bem o comportamento do processo, apesar
de existir alguma incerteza remanescente na contribuicao dos res-
tantes factores decorrente da estrutura de confusao associada ao

planeamento.

6.2.4. Notas finais sobre o planeamento estatistico

de experiéncias

Nesta seccao introduziram-se apenas 0s aspectos essenciais sub-
jacentes ao planeamento estatistico de experiéncias. Os métodos
abordados, nomeadamente os planeamentos factoriais com varios
factores, a dois niveis (completos ou fraccionados), sao de grande uti-
lidade na identificacido, rapida e eficaz, dos factores mais relevantes
para a resposta e para a sua modelacao matematica. Permitem tam-
bém seleccionar, desde logo, as condi¢des operatérias mais favoraveis
para conduzir o processo, o que constitui uma das actividades mais
importantes em projectos de melhoria. No entanto, com o evoluir do
projecto e dos estudos das experiéncias ja realizadas, objectivos de
outra natureza podem vir a ser colocados. Por exemplo, estes podem
passar pela optimizac¢io de um processo niao-linear, situa¢io em que
€ necessario introduzir termos nido lineares no modelo matematico
cujos parametros devem entdo ser estimados, com base em novas
experiéncias a realizar. Os termos a introduzir sdo tipicamente qua-
draticos (pelo menos numa primeira fase), de forma a contemplar a
curvatura identificada na analise das experiéncias realizadas preli-
minarmente. A inclusio de termos quadriticos exige, por sua vez,
o teste de pelo menos trés niveis dos factores em causa para que
os respectivos coeficientes possam ser estimados. Para esta situacao

existem planeamentos de experiéncias especialmente desenvolvidos
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para o efeito, como o designado CCD (Central Composite Design,
Figura 6.13), bem como metodologias de anilise adequadas, como

a metodologia da superficie de resposta [12, 16].

(0,1.414)

(-1,1) .

(1.1

(-1.4140) @ ® (4140

(-1,-1) ‘ (1,-1)

(0,-1.414)

Figura 6.13. Um planeamento do tipo CCD com dois factores, para identificacio de uma
superficie descrita por um polinémio do 2.° grau.

Ja para aplicacdes onde a vertente da robustez do processo ou
produto € um aspecto a levar em particular consideracao (i.e., a sua
capacidade de operar numa ampla gama de condicdes sem apresentar
uma variabilidade excessiva no seu desempenho), metodologias de
planeamento de experiéncias que incorporem a dispersdo da resposta
na analise devem ser adoptadas. Neste contexto, as metodologias
de planeamento de experiéncias propostas por Genichi Taguchi sao
bastante populares pela simplicidade do procedimento a seguir e por
conduzirem a solu¢des que frequentemente se podem classificar de
boas para os propésitos a atingir [17]. No entanto, 0s mesmos pro-
cedimentos descritos neste capitulo podem ser adoptados, tomando
o desvio padrao da variavel de resposta em cada tratamento como
a nova variavel de saida.

Por outro lado, em problemas envolvendo factores que correspon-
dem a composi¢cdes parciais em misturas ou formulagdes, a soma
das quais tem um limite superior (1, no caso de frac¢des), existem

procedimentos especificos de planeamento de experiéncias a se-
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guir, os quais sao designados por planeamento de experiéncias para
misturas [18].

Refira-se ainda que em situacdes onde a regiio experimental a
cobrir pelo planeamento de experiéncias nao permite colocar os
pontos no tradicional arranjo cibico, ou quando o modelo a estimar
¢ do tipo nao-linear, os procedimentos de “planeamento 6ptimo
de experiéncias” permitem determinar as condicdes a testar que
se afiguram como mais informativas para a qualidade do modelo a
estimar [19].

Surgiu recentemente uma nova classe de métodos de planeamento
experimental que permite abordar de uma forma eficiente o pro-
blema da estimacao de efeitos lineares, ndo lineares e interaccoes,
em processos com um numero significativo de variaveis de entrada.
Tratam-se dos chamados “definitive screening designs” [20]. Esta
abordagem € promissora em aplicacoes de screening de factores, na
medida em que apenas requer um numero de experiéncias corres-
pondente a duas vezes o nimero de factores mais um, permitindo
ainda assim estimar efeitos de 2.* ordem. No momento em que este
texto é escrito, este desenvolvimento apenas esta disponivel no

software comercial JMP.

296



CAPITULO 7 — CONTROLO

7.1. Introducao

Ap6s o planeamento, implementacao e avaliacdo da actividade de
Melhoria, numa sequéncia que frequentemente é de natureza iterati-
va e gradual, a equipa de projecto atingiu resultados que considera
satisfatorios relativamente aos objectivos tracados inicialmente. Ha
portanto evidéncia factual abundante que assegura e documenta
a existéncia de uma nova forma de conduzir o processo, na qual
este apresenta consistentemente um nivel de desempenho supe-
rior. Neste contexto, é importante assegurar que esta nova forma
de conduzir as operacdes seja assimilada por todos e estabilizada,
passando rapidamente a constituir o novo modo de actuacio. E este
o objectivo essencial da fase de Controlo no ambito da metodologia
seis sigma: assegurar que as solucoes encontradas e as accoes de
melhoria encetadas e validadas se tornem parte do novo “processo”,
impedindo a ocorréncia de retrocessos para procedimentos antigos,
muitas vezes acentuados por efeitos de inércia a mudanca e memoria
de um passado recente.

Varias metodologias podem ser usadas neste contexto, passando
pela elaboracao de protocolos de operacao, treino de operadores,
padronizacio de procedimentos, etc. Neste capitulo, da-se énfase
a metodologias que permitem avaliar a estabilidade do processo,
assinalando a existéncia de acontecimentos que potencialmente

possam significar perturbacdes a opera¢cao normal dos mesmos,



as quais devem ser rapidamente analisadas e corrigidas se neces-
sario for. Tratam-se das denominadas “cartas de controlo”, que
constituem uma das ferramentas mais importantes e flexiveis do
conjunto das metodologias disponiveis actualmente para lidar com
a variabilidade dos processos. Serao aqui referidas as cartas de
controlo do tipo Shewhart, para atributos e variaveis, bem como
outras abordagens mais eficazes para detectar perturbacodes de
menor amplitude usando amostras de dimensoes mais reduzidas.
Adicionalmente, faz-se referéncia a procedimentos para lidar com
diversas variaveis simultaneamente e as vantagens dai decorrentes,
bem como para lidar com processos cujos dados exibem autocor-
relacio ou dinamica.

Outro tema abordado nesta seccao é o estudo e analise da
Capacidade dos Processos, i.e., do grau ou extensio com que 0O
processo esta a ser capaz de dar o devido cumprimento as especi-
ficacoes associadas aos produtos. Trata-se portanto de confrontar
a variabilidade natural de um processo a operar em condicdes
estaveis (i.e., sob controlo estatistico), com a gama de especifi-
cacdes imposta para os produtos em questio, com o objectivo
de quantificar o seu desempenho na satisfacio destas mesmas

especificacoes.

7.2. O que é o Controlo Estatistico de Processos?

O Controlo Estatistico de Processos é a designacao usada para
traduzir a expressao anglo-saxonica Statistical Process Control, mui-
tas vezes referida simplesmente por SPC. Trata-se de um conjunto
de abordagens orientadas para gerir processos com o objectivo de
assegurar que estes tenham a capacidade de produzir produtos o
mais préximo possivel dos seus valores nominais (target), com a

menor dispersdo e ao mais baixo custo. Nestas abordagens incluem-
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-se, entre outras, as ja referidas 7 ferramentas basicas da qualidade,

propostas por Kaouru Ishikawa [2] (ver Seccao 1.3):

i. Fluxogramas;

ii. Diagrama de causa-efeito;

iii. Formularios de recolha de dados e folhas de verificacio;
iv. Diagrama de Pareto;

v. Histograma;

vi. Graficos;

vii. Cartas de Controlo;

Das metodologias acima referidas, as cartas de controlo seriao
possivelmente uma das metodologias mais uteis em contextos pra-
ticos. Segundo Donald J. Wheeler, “Given its simplicity, robustness,
sensitivity, and versatility, there is no one technique which can
successfully compete with Shewhart’s control charts.”. Na verdade, a
importancia conferida as cartas de controlo é tal, que é frequente
vé-las referenciadas simplesmente por SPC (ou cartas SPC) apesar de,
em rigor, SPC contemplar outras abordagens usadas para atingir os
seus objectivos. Neste sentido, este capitulo € especialmente orien-
tado para a apresentacao das cartas de controlo do tipo Shewhart,
as quais constituem ainda a forma mais usual de implementac¢io
da actividade de SPC em processos. Referem-se ainda outras meto-
dologias alternativas que, no mesmo ambito, apresentam vantagens
em determinadas situacdes. De notar a presenca da palavra “pro-
cesso” em SPC, indicando a tendéncia de transferir ou deslocalizar
as actividades de monitorizacao de fim da linha (inspecc¢ao) para
o processo, no sentido de melhor caracterizar a sua variabilidade
e de aumentar a eficacia na deteccdo e identificacao de situacoes
an6émalas, bem como a rapidez com que estas sdo corrigidas. A in-
formacido gerada e compilada também é de grande valor para as

actividades de melhoria de processos.
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As cartas de controlo do tipo Shewhart foram desenvolvidas na
década de 1920, por Walter A. Shewhart, entdo nos Bell Telephone
Laboratories. A sua teoria e fundamentos encontram-se expostos
na sua obra editada em 1931, e mais recentemente reeditada em
1980 com dedicatoria de W.E. Deming [21]. O seu ponto de par-
tida € a constatacio que qualquer processo esta sempre sujeito a
uma certa quantidade de variacao decorrente de efeitos aleatorios
e flutuacgdes incontrolaveis de natureza estocastica que lhe siao
inerentes. Isto mesmo é valido para todos os tipos de processos,
como processos industriais de transformacio, montagem, proces-
sos de servicos, etc. Esta variabilidade inerente ao processo é um

¢

reflexo da sua prépria natureza, constituindo a sua “impressio
digital”, ou seja, algo que o caracteriza enquanto tal. Pretende-se
entido, neste contexto, detectar eventuais componentes de varia-
bilidade que ndo pertencem a este padrio “normal” e “comum”,
originarias de fontes estranhas ao processo ou ao modo como este
funciona normalmente. As cartas de controlo foram a metodolo-
gia proposta para proceder a separacio entre a variabilidade do
processo que tem na sua origem um “sistema de causas aleatoérias
comuns de variabilidade”, que actuam no processo em condicoes
normais, daquela que tem subjacente a existéncia das chamadas
“causas especiais de variabilidade” (“assignable causes” segundo
W.A. Shewhart, ou “special causes”, segundo W.E. Deming), que
sdo externas ao sistema de causas comuns, e que devem ser pron-
tamente detectadas e eliminadas através de uma adequada analise
do processo e posterior implementacao de accdes correctivas que
reponham o estado normal das operacoes.

Na Figura 7.1 apresentam-se as principais categorias de fontes
de variabilidade que afectam os processos, quer contribuindo para
a sua variabilidade natural ou “ruido de fundo” (causas comuns)
quer, esporadicamente, para a existéncia de padrdes anormais de

variabilidade, fruto de ocorréncias ocasionais cujos efeitos sao de
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magnitude usualmente elevada, quando comparada com a magnitude

tipicamente menor, associada as causas comuns.

¢ ontes de Causas Comuns e de Causas EsPe@iais

Maquinas Métodos
— Meio Ambiente
Materiais ~
Processos
. ~ N = Metrologia
Mé&o-de-obra ‘
Variabilidade

Figura 7.1. Exemplos de categorias de possiveis fontes de causas comuns e especiais de
variabilidade exibida pelos processos.

A separacio entre “causas comuns” e “causas especiais” de varia-
bilidade é de grande importancia para a forma como se gerem 0s
processos. Antes de mais, ela garante um reconhecimento efectivo
da variabilidade dos processos por parte de quem os opera (algo
que nem sempre esta garantido a partida). Depois, permite distin-
guir entre o que € a variabilidade inerente ao proprio processo, e
que portanto nao carece de qualquer ac¢io correctiva uma vez que
decorre do processo a operar em condi¢des normais, daquela que
lhe é estranha ou exterior, esta sim requerendo uma intervencao
correctiva. Assim, as causas comuns de variacdo ficam fora do ambito
de acc¢odes correctivas, apenas podendo ser enquadradas em “ac¢des

de melhoria”, onde o préprio processo é reformulado ou alterado
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no sentido de diminuir ou eliminar o impacto que estas tém na
variabilidade do produto final. Ou seja, para alterar a variabilidade
inerente as causas comuns deve-se actuar no processo, num con-
texto de ac¢coes de melhoria da qualidade e do seu desempenho. As
acgoes correctivas decorrentes de causas especiais niao constituem
assim ac¢Oes de melhoria, apenas servindo para colocar o processo
num estado de operaciao normal, de onde ele nao deveria ter, de
facto, saido.

Mas a importancia da separacio entre causas de variabilidade nao
se limita aos argumentos referidos no paragrafo anterior. A tentativa
de encetar ac¢des correctivas quando o processo esta simplesmente
a operar em condi¢cdes normais, i.e., quando somente estdo activas
as causas comuns de variacdo, tem como consequéncia a introdu-
¢ao de uma componente adicional de variabilidade, decorrente da
suposta acgao correctiva do operador ou dos sistemas de controlo e
regulacdo. Estas accoes, ao interferirem com um processo a operar
em condi¢des normais, aumentam ainda mais a sua variabilidade.
Este resultado é muito bem ilustrado pela famosa experiéncia do
“funil de Deming”, onde o impacto negativo de diversas metodo-
logias correctivas é contraposto a solucio de nao actuar quando o
sistema esta apenas sujeito a sua variabilidade normal. Em geral,
demonstra-se que € vantajoso interferir correctivamente no processo
apenas quando existem causas especiais, se a sua média em condi-
c¢des normais € constante. Ja quando a sua média nao é constante,
como acontece em processos com inércia ou dinamica, a actuacio
pode fazer-se mesmo sob condi¢des normais de operacgao, através
da implementacido de sistemas de controlo automatico devidamente
sintonizados que estabilizam e assim diminuem a variabilidade dos
processos. A maioria das metodologias abordadas nesta sec¢ao parte
do pressuposto que o processo normal nao apresenta autocorrela-
cao (dinamica ou inércia), e que portanto os dados, na presenca de

causas comuns, exibem uma média constante ao longo do tempo.
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Assim acontece com as cartas de controlo do tipo Shewhart, abor-

dadas na seccao seguinte.

7.3. Fundamentos das cartas de controlo do tipo Shewhart

As cartas de controlo tipo Shewhart fornecem uma soluc¢iao sim-
ples e elegante para o problema da deteccio de causas especiais,
que requerem accdes correctivas, num ambiente onde existe uma
variabilidade inerente ao processo decorrente das causas comuns.
Um processo diz-se estar “sob controlo estatistico” se a sua varia-
bilidade for devida somente a actuacio de causas comuns. Nestas
circunstincias, a sua variabilidade permanece estavel e constante
ao longo do tempo. Por outro lado, diz-se que o processo esta “fora
de controlo estatistico”, quando esta a operar na presenca de causas
especiais, as quais devem ser prontamente detectadas, analisadas e,
se necessario e possivel, eliminadas, de forma a recolocar o processo
de novo em condi¢cdes normais de operacio.

Uma carta de controlo é essencialmente um grafico onde os
valores obtidos para uma dada estatistica (calculada a partir de
amostras recolhidas sucessivamente do processo) sio representados
sequencialmente e no qual figuram algumas linhas horizontais de
referéncia, nomeadamente o limite superior de controlo (LSC) e o
limite inferior de controlo (LIC), situados acima e abaixo de uma
outra linha, designada por linha central (LC). Os limites superior
e inferior de controlo sao calculados de forma a conterem no seu
interior os valores da estatistica em questao, com elevada proba-
bilidade, quando o processo esta a operar somente sob causas co-
muns de variabilidade. A linha central representa a localizacio da
tendéncia central do processo, no tocante a estatistica em analise.
A carta de controlo assinala uma situacao de fora de controlo, se

pelo menos um ponto cair para além da regiao confinada pelos
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limites de controlo, ou se existirem padrdes sistematicos de variaciao
mesmo que 0s pontos em questao estejam no interior da regiao de
variaciao normal (i.e., dentro dos limites de controlo). Exemplos de
alguns padrdes nao-aleatérios que configuram situa¢des anémalas
sao: ciclos, tendéncias, oscilacio excessiva, entre outros. A identifi-
cacao de pontos que satisfazem o primeiro critério é directa e facil,
constituindo um dos principais argumentos a favor deste tipo de
cartas. Quanto ao segundo critério, a sua analise e implementacao
¢ menos directa, existindo contudo um conjunto de regras simples
que foram desenvolvidas para contemplar estas situacoes, aqui de-
signadas por “regras de deteccao de causas especiais” (apresentadas

mais a frente neste texto, na seccio 7.5.4).

Figura 7.2. Exemplo de uma carta de controlo tipo Shewhart.

W.A. Shewhart propos o seguinte esquema para definir os limites
de controlo e a linha central numa carta de controlo. Se w represen-

tar a estatistica cujos valores se pretendem monitorar, entao:

LSC=u, +ko
LIC=n, -ko,
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onde U, e O  representam a média e o desvio padrio popula-
cionais da estatistica em questdo e k a distincia dos limites de
controlo a linha central, dada em “nimero de desvios padroes”.
Shewhart propds a utilizacio de k=3 (os chamados limites
+3-sigma): “Experience indicates that 1=3 seems to be an acceptable
economic value” (W.A. Shewhart, in Economic Control of Quality
of Manufactured Product) [21]. A pratica posterior demonstrou a
justeza da sua proposta, a qual € ainda usada correntemente e de
forma generalizada.

Na implementac¢io pratica das cartas do tipo Shewhart, os pa-
rametros populacionais associados a estatistica w siao substituidos
pelas respectivas estimativas amostrais. Estas estimativas sao calcu-
ladas a partir de um conjunto de dados do histérico do processo,
representativo da sua operac¢iao sob condi¢des de controlo estatistico.
Este deve conter pelo menos 25 amostras para assegurar o rigor
necessario na estimacao dos limites de controlo.

Existem duas fases fundamentais na construcio e implementacao
de uma carta de controlo. Na Fase I (“Analise retrospectiva”), faz-se
a avaliacdo da estabilidade do processo, procurando-se averiguar se
este esta “sob controlo estatistico”. Para tal, recolhem-se dados da
sua operacao ou analisa-se o seu historico, calculam-se os limites
preliminares de controlo e averigua-se o cumprimento das regras
que definem o estado de controlo estatistico. Se, na sequéncia desta
analise o processo for considerado como estando a operar em con-
dicoes de estabilidade, i.e., “sob controlo estatistico”, pode-se passar
a Fase II (“Implementacdo da carta de controlo”), que usualmente
consiste simplesmente em manter os limites de controlo anterior-
mente determinados (i.e., passar os limites de controlo preliminares,
a limites a usar até a proxima revisio da carta de controlo) e veri-
ficar se os valores futuramente obtidos mantém ou nao o mesmo
comportamento que o processo apresentara em condi¢des normais

de operacio.
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No entanto, caso o processo nao se apresente como estando
sob controlo estatistico na analise conduzida na Fase I, sera en-
tdo necessario averiguar quais as causas especiais de variacao que
provocaram as alteracdes detectadas na distribuicao de valores do
processo (nomeadamente na sua média e/ou dispersdo). Se estas
forem em elevado ndimero, a conducio do processo deve ser anali-
sada em detalhe no sentido de o estabilizar primeiro, usando para
tal, por exemplo, a experiéncia dos operadores e pessoal de proces-
so, eventualmente apoiada por metodologias mais sistematicas de
analise e melhoria de processos (como diagramas de causa-efeito,
planeamento de experiéncias, construcao de modelos empiricos,
analise multivariavel, accoes de melhoria localizadas, etc.). Se o
numero de pontos representando causas especiais for reduzido, es-
tes podem ser removidos dos calculos (ndo da carta de controlo)
e os limites recalculados, se de facto houver uma justificacio para
0 seu caracter mais anormal. Caso contrario, a eliminacao destes
pontos no calculo dos limites de controlo deve ser efectuada com
cuidado, para evitar a constru¢iao de uma zona de operaciao normal
demasiado estreita, representando uma visao demasiado optimista
da variabilidade do processo.

Se a Fase I for concluida com sucesso, indicando que o processo
esta sob controlo estatistico, é possivel utilizar os calculos efectuados
para estabelecer os limites de controlo e a sua linha central para
fornecer estimativas para os parimetros populacionais associados
a distribuicio dos dados do processo e, de seguida, avaliar a sua
“capacidade”, i.e., a extensio com que este esta a cumprir as espe-
cificacdes do produto. Esta tarefa sera abordada com mais detalhe
na secc¢ao relativa a analise da “capacidade de processos”.

Refira-se também, que existe um paralelismo entre a implemen-
tacio de uma carta de controlo durante a Fase II e a realizacdo
sucessiva de testes de hipoteses focalizados em parametros popu-

lacionais de localizacao ou de dispersiao. De facto, de cada vez que
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se representa um ponto numa carta de controlo, esta-se tacitamente

a conduzir o seguinte teste de hipodteses:

HO0: 0O processo esta sob controlo estatistico 7.2)

H1:0 processo ndo esta sob controlo estatistico

(embora cada carta s6 aborde normalmente uma componente da
variabilidade, como a tendéncia central ou dispersdao). Em geral, e
de uma forma simples, se um ponto cair dentro dos limites de con-
trolo, tal implica a manuten¢io de HO, enquanto se for representado
fora destes limites indica a ocorréncia de uma causa especial (o que
também pode corresponder a um erro do Tipo D.

A relacido entre testes de hipoteses e cartas de controlo é bastante
atil, permitindo transferir conceitos importantes e bem conheci-
dos da metodologia de teste de hipéteses, para a implementacao
e interpretacdao de cartas de controlo. Por exemplo, se a estatistica
a monitorar seguir uma lei Normal, entdo a taxa de ocorréncia de
“falsos alarmes” na carta de controlo, corresponde a probabilidade
de um erro do Tipo I no quadro do respectivo teste de hipoteses.
Neste contexto, aos limites +3-sigma numa carta de controlo tipo
Shewhart, corresponde uma probabilidade de ocorréncia de um erro
do Tipo I de 0,0027, que constitui assim o nivel de significincia (@)
associado a esta carta de controlo. A luz desta analogia, é ainda
possivel interpretar a ocorréncia de erros do Tipo II, i.e., de causas
especiais que nao siao detectadas, e a sua relacio com a dimensio
do desvio, dimensao da amostra e limites de controlo, recorrendo
a respectiva curva caracteristica de operacao.

Nao se deve no entanto esquecer que a implementacido de cartas
de controlo € apenas uma componente do sistema global de controlo
da qualidade, com a capacidade de distinguir entre causas comuns
e especiais de variabilidade. E pois importante nio negligenciar ou-
tros aspectos e componentes de um tal sistema. Por exemplo, deve

estar igualmente definido um plano de actuacio que oriente a accao
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do operador apo6s a sinalizacio de uma causa especial. Este proce-
dimento deve estar documentado e permanentemente actualizado,
em sintonia com os operadores a quem cabe a responsabilidade de
o implementar, devendo conter pontos de verificacio e pontos de
actuacio a serem contemplados condicionalmente as observacoes
recolhidas em cada estagio da analise. Por outras palavras, mais
do que um conjunto de cartas de controlo em implementacio, deve
existir um sistema de controlo estatistico operacional, no qual elas

sdo apenas um dos componentes.

7.4. Alguns aspectos praticos na implementacio de cartas

de controlo

Existem algumas opc¢des importantes a tomar antes da implemen-
tacdo de uma carta de controlo. Estas passam por definir aspectos

como 0s que a seguir se indicam:

* Como se devera proceder para compor uma amostra?
* Qual devera ser a dimensiao das amostras a recolher?
* Com que frequéncia as amostras devem ser recolhidas?

* Qual a carta de controlo mais indicada?

De seguida, analisam-se estes pontos com maior detalhe.

Composicdo de uma amostra

No seu trabalho pioneiro, Shewhart recomendou a construcio de
amostras com base no conceito de “subgrupo racional”. Este conceito
baseia-se numa classificacao efectuada relativamente as observacoes
que se podem recolher do processo, de acordo com os objectivos a
atingir com a sua monitorizacdo. Desta classificacao, resultam sub-

grupos de observacdes (i.e., amostras) definidos de forma a maxi-
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mizar a probabilidade de se detectarem causas especiais de variaciao
entre eles, enquanto que, simultaneamente, a probabilidade destas
causas ocorrerem dentro de uma amostra é minimizada. Assim, em
cada subgrupo racional ou amostra, apenas a variabilidade devido a
causas comuns devera estar presente. A variabilidade decorrente de
causas especiais, quando existir, devera surgir entre amostras. Por
outras palavras, de acordo com este conceito, as amostras devem
ser tio homogéneas quanto possivel, maximizando-se a probabilida-
de da eventual ocorréncia de um problema entre subgrupos e nao
no interior de um deles, o que dificultaria a analise do problema.
Segundo as palavras de Shewhart: “The engineer who is successful
in dividing bis data initially into rational subgroups based upon
rational bypothesis is therefore inberently better of in the long run
than the one who is not so successful” (W.A. Shewhart [21]).

Por exemplo, quando as amostras sido retiradas ao longo do tempo
com o objectivo de detectar rapidamente variacoes na média do pro-
cesso, cada amostra deve ser composta por observacdes recolhidas
consecutivamente, de forma a minimizar a variabilidade devido a
causas especiais dentro de cada amostra e maximizar a sua proba-
bilidade de ocorréncia entre amostras.

Por outro lado, se o objectivo da implementaciao da carta de con-
trolo estiver enquadrado num plano de aceitacao da producio, onde
o interesse esta na totalidade dos itens produzidos, ja a amostra
deve ser representativa do que for produzido no periodo a que ela é
relativa, devendo ser composta de forma aleatéria dentro do mesmo.
Esta estratégia pode trazer alguns problemas de analise, se existirem
variacdes na média do processo, pois ela ira inflacionar a variabili-
dade da amostra, dificultando a deteccido de causas especiais.

Outros métodos de constituicao de subgrupos racionais passam,
por exemplo, por segregar as producdes de diferentes maquinas/
turnos/operadores em amostras distintas, seguidas por cartas de con-

trolo distintas, para facilitar a deteccao e analise de causas especiais.
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Dimensdo da amostra

A teoria estatistica assegura que amostras de maior dimensao
permitem detectar variacdes de menor magnitude no processo. Por
exemplo, é sabido que o desvio padrio da média amostral decai
com o inverso da raiz quadrada da dimensiao da amostra. Tal sig-
nifica que uma média amostral calculada a partir de uma amostra
de maior dimens3o, nao s6 permitira estimar melhor a média po-
pulacional, mas também detectar melhor eventuais desvios ao seu
valor de referéncia, como acontece numa carta de controlo para
a tendéncia central, onde o parametro populacional sob teste é a
média populacional. Desta forma, amostras de maior dimensio,
aumentarido a sensibilidade das cartas de controlo, i.e., a sua capa-
cidade em detectar desvios a situacio normal de operaciao (como se
pode também verificar, de uma forma mais sistematica e quantita-
tiva, recorrendo a respectiva curva caracteristica de operacao). No
entanto, aumentardo também os custos de amostragem e de teste,
caso estes existam e sejam significativos. Nestas situacdes, deve-se
procurar uma solu¢iao de compromisso ponderando a necessidade de
detectar perturbacoes (e, em particular, os prejuizos decorrentes da
sua nao-deteccao) e a racionalizaciao de custos associados ao esforco
de amostragem (a qual também pode apresentar um custo e estar
sujeita a restricoes e condicionantes de natureza variada). Trata-se
portanto de um balanco que devera ser avaliado caso-a-caso, no
sentido de optimizar estes aspectos conflituantes (existem hoje em
dia abordagens desenvolvidas que procuram determinar a melhor
combinacido deste tipo de factores, mas que estio fora do ambito
deste texto). Para cartas de controlo do tipo Shewhart, a utilizacio de
amostras de dimensio 4 ou 5 é uma opc¢io bastante frequente, se o
custo de amostragem e teste nao for muito elevado e se as variacdes
a detectar nao forem de magnitudes muito reduzidas. No entanto,
deve-se desde ja referir que existem cartas de controlo que, ndo

sendo do tipo Shewhart, fornecem solu¢des muito interessantes para
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o problema do aumento da sensibilidade dos esquemas de controlo
estatistico a perturbacoes de pequena magnitude, sem que para tal
seja necessirio recorrer a amostras de maior dimensio. E o caso
das cartas CUSUM e EWMA, que serdao apresentadas mais a frente
neste texto. De facto, ao contrario das cartas tipo Shewhart, estas
retém uma “memoria” do passado do processo que lhes permitira
detectar se este sofreu, num passado recente, desvios de alguma
natureza, e assinala-los com major rapidez caso estes tenham na
realidade ocorrido. Ou seja, em lugar de usarem mais observacdes
por amostra para aumentar a sensibilidade da monitorizacao (como
em cartas do tipo Shewhart), estas técnicas utilizam mais obser-
vacgoes do passado para atingir o mesmo fim, as quais ji estariam

disponiveis de qualquer forma.

Frequéncia de amostragem

O problema da dimensio da amostra € normalmente analisa-
do conjuntamente com o problema da definicio da frequéncia de
amostragem, pois sdo estes dois factores que definem o esforco total
despendido na actividade de amostragem. A questio passa muitas
vezes por decidir entre recolher amostras de maior dimensao, mas
de uma forma mais espacada no tempo, solu¢io que aumenta a sen-
sibilidade da carta a pequenos desvios mas introduz atrasos maiores
na deteccao de anomalias, ou recolher amostras de menor dimen-
sdo, com maior frequéncia, a qual serd mais efectiva na deteccao
rapida de eventos de maior magnitude em prejuizo da sinalizaciao
daqueles com menor magnitude. Uma vez que existem, hoje em dia,
metodologias que permitem atingir maiores niveis de sensibilidade
mesmo com amostras de menor dimensao, como aquelas referidas
no paragrafo anterior, a segunda abordagem tende a ser corrente-
mente mais adoptada, permitindo também tirar partido da forma
mais intensiva e frequente com que os actuais sistemas de medicao

recolhem dados do processo.
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Tipos de cartas de controlo

O tipo de carta de controlo a adoptar depende naturalmente
da natureza das medicoes recolhidas do processo. Se os dados re-
colhidos do processo aparecem expressos numa escala continua,
usualmente designados em linguagem de controlo estatistico por
“variaveis”, as cartas de controlo a adoptar designam-se por “cartas
de controlo para variaveis”. Existem cartas de controlo para varia-
veis que contemplam a monitorizacao da tendéncia central e cartas
dedicadas a monitorizacao da dispersao. Quando, por outro lado,
o que se pretende monitorar nao € expresso numa escala continua,
nomeadamente, quando diz respeito a registos dicotomicos de itens,
como por exemplo conformes/nao-conformes (atribuicdes efectuadas
consoante a verificacdo, ou ndao, de um conjunto pré-definido de
atributos) ou quando se reporta o namero de niao-conformidades
detectadas em cada amostra analisada, as cartas a usar sio as cha-
madas “cartas de controlo para atributos”. Nas seccoes seguintes
apresentam-se algumas das cartas de controlo de utilizacio mais
comum para cada uma destas categorias e indicam-se alguns critérios
a usar na sua seleccio.

Em resumo, a implementacio de uma carta de controlo passa

pelos seguintes estagios basicos, a saber:

i. Especificar o objectivo da carta de controlo;

ii. Determinar a variavel (ou variaveis) a ser monitorada(s);

iii. Determinar o tipo de carta de controlo mais apropriada;

iv. Definir o esquema de amostragem para a recolha de dados
inicial;

v. Recolher o conjunto de dados inicial;

vi. Representar o conjunto de dados recolhido na carta de con-
trolo e determinar os limites de controlo preliminares;

vii. Interpretar a carta de controlo obtida e reavaliar o plano

de amostragem;
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viii. Implementar a carta de controlo ao longo do tempo;

ix. Periodicamente re-estimar os limites de controlo.

7.5. Cartas de controlo para varidveis

Muitas caracteristicas da qualidade dos produtos e medidas re-
colhidas de processos aparecem expressas numa escala numérica
continua, sendo conhecidas por “variaveis” em linguagem de con-
trolo estatistico de processos. O modelo adoptado por Shewhart
para caracterizar um processo a operar em condicdes normais e
caracterizado por “variaveis”, passa por assumir que a sua tendén-
cia central e a sua dispersio sio constantes ao longo do tempo (o
mesmo se aplicando a forma da distribuicao). Assim, para avaliar
a estabilidade de processos caracterizados por “variaveis” nestas
vertentes fundamentais, Shewhart propos cartas de controlo desti-
nadas a monitorar o comportamento da tendéncia central (média) e
cartas de controlo focalizadas em acompanhar a sua dispersio (e.g.,
amplitude, desvio padrio, variancia). Todas estas cartas mantém a
mesma estrutura ja referida em (7.1), sendo a opciao k=3 a mais
utilizada (limites +3-sigma). Nas exposicdes que se seguem, assume-

-se que se dispoe inicialmente de:

e m amostras (preferencialmente m >25)
* cada amostra tem dimensao N (se todas as amostras tiverem
igual dimensdo) ou #, (i = 1,...,m) (se a dimensio das amos-

tras variar).
Nas cartas de controlo para variaveis faz-se uso das quantidades

abaixo definidas para avaliar a estabilidade da tendéncia central e

dispersio.
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x=- (7.3)

R ==l (7.4)

§ = (7.5)

onde X, representa a média dos valores da amostra i, R, a ampli-
tude da amostra i (i.e., a diferenca entre o seu valor maximo e o
seu valor minimo, R, =Xx__ —X_. ) e S, o desvio padrio amostral
da amostra i. De notar que X é um estimador de u (i =X)e
que as seguintes formulas podem ser usadas para estimar o desvio

padrio populacional:

g = £ (7.6)
d,

g== (7.7)
C4

onde d2 e ¢, sdo constantes que apenas dependem da dimensao das
amostras, 7, e que podem ser consultadas na Tabela 7.8. Por vezes
as limitac¢oes tipograficas impedem a colocacio da(s) barra(s) sobre
as letras, usando-se nestas situacoes a extensao —bar, ou —bar-bar
em sua substituicdo: por exemplo, x-bar é usado em lugar de X , e

x-bar-bar é adoptado em substituicao de X .
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7.5.1. Cartas X—R

Como o proprio nome indica, a op¢ao pelo par de cartas de
controlo X — R, consiste em implementar uma primeira carta de
controlo onde se representam sucessivamente os valores das médias
das amostras, X , a par de uma segunda carta onde se monitoriza a
sua amplitude, R. A carta X ¢é utilizada para monitorar a tendéncia
central do processo e a carta R a sua dispersio. Por uma questao
de coeréncia e simplicidade, uma vez que se faz uso do calculo das
amplitudes amostrais para a carta R, esta quantidade é também usa-
da na construcdo da carta X . As linhas de referéncia destas cartas

(limites de controlo e linha central) sao as abaixo indicadas:

Carta X
LSC=X+4,-R
LC=X (7.8)
LIC=X-4,-R

Carta R
LSC=D,-R
LC=R 7.9
LIC=D,-R

onde A,, D; e D, sio constantes que s6 dependem da dimensio
da amostra, n, as quais sio obtidas por consulta da Tabela 7.8. De
notar que os limites de controlo destas cartas e das outras cartas
do tipo Shewhart aqui apresentadas, sao os limites *3-sigma, es-
tando este facto implicito nas constantes que figuram nas férmulas
apresentadas.

Na analise deste par de cartas durante a Fase I, deve-se comecar

por analisar a carta R, uma vez que, se 0 processo nio estiver de
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facto sob controlo estatistico no que respeita a sua dispersao (ver-
tente analisada através desta carta), os limites calculados para a
média serdo desprovidos de significado, pois nestas circunstancias
niao existe um unico desvio padrao populacional dado que a sua
dispersao varia ao longo do tempo. Se o processo estiver sob controlo
estatistico relativamente a dispersiao, pode-se entio passar a anilise
da carta X para avaliar a estabilidade da tendéncia central.

De notar também que neste par de cartas (assim como nos restan-
tes pares de cartas para variaveis), a carta para a tendéncia central
(X)) esta focalizada na variabilidade entre amostras (ao longo do
tempo) enquanto a carta para a dispersdo (carta R ou s) se ocupa
da variabilidade dentro de cada amostra (numa dado “momento” ou
“periodo”). No entanto, pela forma como sao calculados, os limites
para a carta X baseiam-se na variabilidade dentro de cada amostra.
Este facto € justificado pelo pressuposto segundo o qual, dentro de
cada amostra, apenas estdo presentes e activas as causas comuns de
variabilidade, que sio também aquelas que se supoe estarem presen-
tes no processo a operar em condicoes normais. Assim, estimando a
dispersdo associada as causas comuns usando as medicoes de cada
amostra, separadamente, e depois combinando-as adequadamente
(e nao todos os valores recolhidos), estabelece-se com mais rigor a
variabilidade esperada no caso de s6 estarem activas este tipo de
causas ao longo do tempo. Este aspecto na construcao de cartas
leva ao aparecimento de um elevado nimero de causas especiais na
carta X em processos com autocorrelacido, se a amostragem estiver
concentrada em periodos curtos de producido (por exemplo, se a
amostra for composta por um certo nimero de unidades produzidas
sequencialmente). No entanto, estes processos violam o pressuposto
da estacionariedade da média populacional, merecendo por isso um
tratamento diferenciado e especifico para além das cartas do tipo
Shewhart. Neste sentido, foram desenvolvidas varias metodologias

para abordar situacdes deste tipo, baseadas, por exemplo, no rea-
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juste de limites de controlo, ou na estimacdo de modelos de séries
temporais e monitorizacio de residuos de previsao, ou ainda na
utilizacao de transformac¢des que mitiguem o efeito da autocorrela-

¢ao dos dados recolhidos.

Limites de controlo e limites de especificacdo

Deve-se também desde ja clarificar e sublinhar que nio existe
qualquer relacio matematica ou estatistica entre os limites de contro-
lo que figuram nas cartas de controlo e os limites de especificacao
estabelecidos para o produto ou processo. Os limites de controlo
decorrem da variabilidade natural do processo, enquanto os limites
de especificacao resultam de uma imposi¢cio externa colocada por
clientes, projectistas, etc., de acordo com o uso que se pretende para
o produto, com o nivel de seguranca do processo, ou com qualquer
outro motivo relevante. Desta forma, é incorrecto representar os
limites de especificacio em cartas X — R, uma vez que o facto de,
por exemplo, o ponto X,, estar dentro dos limites de especificagio,
nao significa que niao existam observacoes individuais fora dos li-
mites de especificacido. Ja nas cartas para observacdes individuais
(ver mais a frente), esta pratica de sobreposicao dos dois tipos de
limites pode ter, por vezes, alguma utilidade, desde que interpretada
correctamente.

Refira-se também que os limites de controlo aceites para as car-
tas de controlo devem ser revistos periodicamente, de acordo com
um plano fixo e dependente da situaciao (por exemplo, todas as
semanas, meses, em cada 50 amostras, etc.). Mais uma vez, deve-se
usar pelo menos 25 amostras em cada processo de definicio dos

novos limites.
Exemplo: Carta de controlo para monitorar o didmetro de pecas

Pretende-se estabelecer um sistema de controlo estatistico para

monitorar o diametro de um tipo de pecas, com especificacao de
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74 + 0,05 mm, usando o par de cartas de controlo X —R. Neste
sentido, foram retiradas 25 amostras da linha de producio, conten-
do 4 pecas cada, em intervalos de tempo regulares e consecutivos
(Tabela 7.1). Pretende-se avaliar a estabilidade deste processo e de-
terminar os limites de controlo e as medidas descritivas que podem

caracterizar esta variavel.

Observagoes
Amostra 1 2 3 4
1 74,030 74,002 74,019 73,992
2 73,995 73,992 74,001 74,011
3 73,988 74,024 74,021 74,005
4 74,002 73,996 73,993 74,015
5 73,992 74,007 74,015 73,989
6 74,009 73,994 73,997 73,985
7 73,995 74,006 73,994 74,000
8 73,985 74,003 73,993 74,015
9 74,008 73,995 74,009 74,005
10 73,998 74,000 73,990 74,007
11 73,994 73,998 73,994 73,995
12 74,004 74,000 74,007 74,000
13 73,983 74,002 73,998 73,997
14 74,006 73,967 73,994 74,000
15 74,012 74,014 73,998 73,999
16 74,000 73,984 74,005 73,998
17 73,994 74,012 73,986 74,005
18 74,006 74,010 74,018 74,003
19 73,984 74,002 74,003 74,005
20 74,000 74,010 74,013 74,020
21 73,982 74,001 74,015 74,005
22 74,004 73,999 73,990 74,006
23 74,010 73,989 73,990 74,009
24 74,015 74,008 73,993 74,000
25 73,982 73,984 73,995 74,017

Tabela 7.1. Diametros das pecas (em mm) seleccionadas para compor 25 amostras.

Comecando por construir as cartas de controlo X —R para
este caso (Figura 7.3), pode-se verificar que a dispersdao esta sob
controlo estatistico e, como tal, a carta da média amostral pode

ser estudada. Da analise desta carta verifica-se também que a
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tendéncia central da variabilidade dos diametros se apresenta sob

controlo estatistico.

Xbar-R

74,02

UCL=74,01702

74,01

74,00 X=74,00091

Sample Mean

73,99

LCL=73,98480

73,98 T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25
Sample

0,048 UCL=0,05046

0,036

0,024 R=0,02212

Sample Range

0,012

0,000+ LCL=0
T T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25

Sample

Figura 7.3. Cartas de controlo X —R para o didmetro das pecas produzidas (o grafico
superior € relativo a carta X, Sample Mean, e o inferior relativo a carta R, Sample
Range; Minitab: Stat > Control Charts > Variables Charts for Subgroups > Xbar-R).

Estando o processo estabilizado do ponto de vista da sua tendén-
cia central e dispersido, é possivel estimar parametros populacionais
que caracterizam a variabilidade global dos seus valores, nomeada-
mente a sua média e desvio padrao populacionais. Da linha central
da carta de controlo para a média amostral, obtém-se directamente
a estimativa para a média populacional: [ =X =74,009mm . Por
outro lado, a estimativa para o desvio padrao populacional (de-
corrente da variabilidade intra-amostral) pode ser obtido da linha
central da carta de controlo para a amplitude amostral, em conjun-

to com a féormula (7.6), com d2 retirado da Tabela 7.8 para n = 4.

6 =0,022/2,059=0,011mm.
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7.5.2. Cartas X-S

Por vezes é mais vantajoso implementar as cartas de controlo
para a tendéncia central e para a dispersio em termos do des-
vio padrao amostral, em lugar da amplitude amostral. Tal acontece
particularmente quando as amostras sao de maior dimensio (e.g.,
n>10, onde o estimador do desvio padrio populacional baseado
na amplitude amostral é menos eficiente do que aquele baseado no
desvio padrio amostral). As cartas de controlo X —s§ sdo definidas

pelas seguintes expressoes:

Carta X
LSC=X+4,-5
LC=Xx (7.10)
LIC=X-4,"5

Carta s
LSC=B, s
LC=% (7.1D)
LIC=B, s

onde § € calculado segundo a seguinte expressio:
m
ZS" (7.12)

sendo §; o desvio padrao amostral para a amostra i. A implementa-
¢lo e interpretac¢io das cartas X —s € em tudo semelhante 2 seguida

nas cartas X —R.
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7.5.3. Cartas I-MR

Existem situacdes em que a amostra a analisar é composta so-
mente por uma observac¢io (n=1), como por exemplo nos casos em
que, pelo seu elevado valor comercial ou baixa cadéncia de produ-
¢ao relativamente aos recursos de inspeccio, todas as unidades sao
analisadas. Nestas situacoes, é impossivel calcular uma medida da
dispersao intra-amostral uma vez que cada amostra contém, somente,
uma observacio, sendo necessario adoptar um procedimento alterna-
tivo baseado no conceito de “amplitude moével”. A amplitude movel
corresponde a amplitude amostral calculada para duas amostras

sucessivas. Para a observacio 7, ela é definida por:
MR, =|x,-x,_|| (7.13)

De acordo com a defini¢ao (7.13), s6 a partir da 2.* observacido
é possivel associar uma medida da dispersao a cada observacao
usando a féormula da amplitude moével. Neste contexto, a carta de
controlo para a tendéncia central é baseada nas observacdes indivi-
duais recolhidas do processo, enquanto a carta de controlo para a
dispersao € baseada na sua amplitude mével. Daqui resulta o par de
cartas de controlo designado por I-MR (i.e., carta para observacoes
individuais, I, e amplitude moével, MR, do inglés moving range), as

quais apresentam as seguintes linhas de referéncia:

Carta 1

LSC=)?+3-ﬂ

LC=Xx (7.14)
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Carta MR

LSC =D, MR
LC = MR (7.15)
LIC =D,-MR

Em (7.14) e (7.15), d2 , D3 e D4 sdo retirados da Tabela 7.8 para
n=2, uma vez que ¢é esta a dimensao efectiva da amostra considerada

para calcular a média mével. MR é definido por:

m

o ZMRf (7.16)
MR =122
m—1

Ao contrario da carta I, cujas observacoes sucessivas se assumem
independentes, na carta MR tal nao se verifica para os seus pontos,
uma vez que estes resultam de uma operacio que tem sempre um
elemento em comum. Assim a carta MR € de analise mais complexa,
uma vez que pode apresentar, por este facto, alguns padrdes que nio
decorrem directamente da variabilidade do processo, como ciclos
(alguns autores nao aconselham mesmo a sua utiliza¢io).

Por outro lado, estas cartas sao particularmente sensiveis a des-
vios a normalidade, podendo o seu desempenho ser significativa-
mente deteriorado quando tal pressuposto niao se verifica (como
acontece alids com as cartas tipo Shewhart para amostras de pequena
dimensio, nomeadamente, 7 <3). Assim, antes da sua implementa-
¢lo, esta condicdo deve ser analisada usando, por exemplo, graficos
de probabilidade ou testes de hipdteses para a distribuicao Normal.
Estas cartas apresentam ainda algumas limitacdes na detecciao de
desvios de pequena magnitude. Por estes motivos, outros procedi-

mentos de controlo estatistico tendem a ser usados preferencialmen-
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te, no sentido de contornar a falta de robustez e sensibilidade das
cartas I-MR. As cartas EWMA e CUSUM constituem boas alternativas

neste sentido.

Exemplo: Carta de controlo para monitorar a rigidez do aco
Numa unidade siderurgica, determinou-se a rigidez de 20 amos-
tras sucessivas de aco (Tabela 7.2). Pretendendo-se avaliar a estabi-
lidade do processo para implementar, no futuro, um procedimento
de controlo estatistico a ele dedicado, vejamos o que decorre do uso
das cartas I-MR. Tratando-se de cartas particularmente sensiveis ao

pressuposto de normalidade, deve-se comecar pela sua anilise.

Amostra Rigidez
1 51
2 52
3 54
4 55
5 55
6 51
7 52
8 50
9 51
10 56
11 51
12 57
13 58
14 50
15 53
16 52
17 54
18 50
19 56

20 53

Tabela 7.2. Dados relativos as medicdes sucessivas da rigidez do aco.

Conduzindo um teste de hipoteses de qualidade de ajuste, obtém-
-se um valor de prova de 0,179 (teste de Anderson-Darling), o qual
consubstancia a manuten¢ao da hipétese de normalidade (apesar
de ser notdria alguma estratificacio nas medicdes, provavelmente

devido a limita¢cGes na precisio do sistema de medicao).
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Probability Plot of Rigidez
Normal
Mean 53,05
Sthev 2,460
95 N 20
AD 0,505
2 P-Value 0,179
80
70
€ o
Q
O 50
g *]
30
20
104
5
== T T T T T T T
46 48 50 52 54 56 58 60
Hardness

Figura 7.4. Resultados do teste de qualidade de ajuste Anderson-Darling para a
medicoes da rigidez do aco (Minitab: Stat > Basic Statistics > Normality Test).

Passando entido a construcio das cartas de controlo preliminares
I-MR (Figura 7.5), verifica-se que o processo esta sob controlo esta-
tistico, pelo que os limites de controlo preliminares assim calculados
podem passar a ser usados nas carta de controlo a implementar,

para monitorar a variabilidade das amostras futuras.

I-MR
60 UCL=60,89
o
=
J
: 555
T X=53,05
=
H
2 504
c
=
45 LCL=45,21
T T T T T T T T T T
1 3 5] 7 9 11 13 15 17 19
Observation
10,0 UCL=9,63
o 7,54
-3
c
&
% 50
=
= =
3 MR=2,95
2 259
0,0 L] LCL=0
T T T T T T T T T T
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Observation

Figura 7.5. Cartas de controlo I-MR para a rigidez do aco (Minitab: Stat > Control Charts
> Variables Charts for Individuals > I-MR).
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7.5.4. Regras para detecciao de causas especiais

Como ja foi referido, quando um processo esta sob controlo es-
tatistico, i.e., quando a sua variabilidade decorre somente de causas
comuns, é esperado que na implementaciao das cartas de controlo
todos os pontos estejam confinados ao interior da regido delimita-
da pelos limites de controlo estatistico, nio se devendo observar
quaisquer padroes sistematicos de variacdo, os quais indicariam a
presenca de causas especiais de variabilidade. Para facilitar a iden-
tificacao deste tipo de causas especiais foi proposto um conjunto
adicional de regras para analise de padrdes em cartas de controlo, as
quais devem ser implementadas em paralelo para cada nova amostra
recolhida do processo. Estas regras sao conhecidas pelas regras do
Western Electric Handbook, por nele terem sido sugeridas pela pri-
meira vez, em 1956. Estas regras baseiam-se nas zonas delimitadas

pelas linhas indicadas na Figura 7.6.

LSC +3c
Zona A (2,16%)

+20
Zona B (13,6%)

+lo
N Zona C (34,1%)

)_C H

Zona C (34,1%)

+lo
Zona B (13,6%)

+20
Zona A (2,16%)

LIC +30

Figura 7.6. Zonas de uma carta de controlo tipo Shewhart, consideradas nas regras do

Western Electric Handbook.

O seguinte quadro, sumaria as principais regras sugeridas neste
sentido, as quais podem ser implementadas em automatico recor-

rendo a software estatistico.
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Regra 1: Um ou mais pontos fora dos limites de controlo. Regra 2: Dois em trés pontos consecutivos, na Zona A

9 Lsc o
LsC . 30 ZonaA ,/. Q ?
2y Zona B / \ /
Zona® .\\d 2 " o @ I J
Zona C \
Zona C A T
o

=l

=l
(e}
—

Zona C
\ o Zona B
Zona B +20
i Zona A 6 ‘
ZonaA Lic ® o

Lic b +30

Regra 3: Quatro em cinco pontos consecutivos, na Regra 4: Oito pontos consecutivos de um mesmo lado da

Zona B, ou além. linha central.

Lsc 3o Lsc +30

ZonaA /’ ZonaA
+20 +20

ZonaB N Zona B
q +lo +lo

_ | zonac _ | zonac

5 =

H H
Zonac @ Q ] * [ zonac .\./.\q o ‘

"o o
Zona B e ® Zona B o o

Zona A Zona A
Lic 30 Lic +3a

A média do processo alterou-se.

Regra 5: Seis ou mais pontos consecutivos no sentido Regra 6: Catorze pontos em oscilagao sucessiva.
ascendente ou descendente.

Lsc 3o
Zona A
Lsc 30 o
Zona A Zona B
20 +lo
Zona B Zona C
+lo ? P\ ! i
ZonaC on / @
X n +lo
ZonaC ,(‘ e s ® \g 2
120
zona 8@ ) ZonaA
+20 LiC +30
Zona A
LIC +30
Regra 7: Quinze pontos consecutivos na Zona C. Regra 8: Oito pontos de ambos os lados da linha central, e
nenhum na zona C.
Lsc
Lsc 430
ZonaA
+20
Zona B ./’
)? +lo
_ | zonac /
X £
Zoac T ]
+lo
Zona B ‘ .\J ,
Lic i
ZonaA
LIC +30

Tabela 7.3. Quadro resumo de algumas regras do Western Electric Handbook.
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A utilizacdo deste tipo de regras deve ser feita com algum cuidado
e parciméOnia, uma vez que o ndimero de testes que efectivamente
estio a ser realizados em paralelo aumenta significativamente a
taxa de falsos alarmes do procedimento de controlo estatistico. Um
cenario onde o seu uso pode ser justificado surge na fase inicial
de estabilizacao do processo, onde todos os potenciais problemas
devem ser detectados e eliminados rapidamente. No entanto, apos
esta fase, a sua adopc¢io continuada apresenta-se de utilidade mais
limitada e duvidosa. Por outro lado, esta pratica “destr6i” a simpli-
cidade associada ao uso das cartas tipo Shewhart, a qual constitui
uma das suas principais mais-valias que muito contribuju para a sua
rapida disseminacao e adopcao na industria.

Por estas razdes, se o objectivo essencial da adopc¢io deste tipo de
regras de analise passar por uma tentativa de aumentar a sensibilida-
de das cartas de controlo tipo Shewhart a perturbacoes de pequena
magnitude, entdo existem outros métodos mais recomendados que
tém a capacidade de conferir tal sensibilidade sem compromisso
da taxa de falsos alarmes e da simplicidade de analise, como acon-
tece com as cartas CUSUM e EWMA a seguir apresentadas. Apesar
dos calculos envolvidos nestas cartas serem menos triviais, tal niao
constitui qualquer entrave a sua adopc¢io se tais calculos forem con-
duzidos com recurso a meios automaticos. A titulo exemplificativo,
demonstra-se que a carta EWMA com A =04, apresenta uma sensi-
bilidade equivalente aquela verificada com uma carta Shewhart para

a média, implementada com as regras da Western Electric [22].

7.5.5. As cartas CUSUM e EWMA
As cartas do tipo Shewhart estio em uso desde os anos 1930-40,

tendo encontrado ampla aceitacio no tecido industrial em todo o

mundo, especialmente naqueles sectores mais sujeitos a impera-
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tivos de controlo de qualidade nos seus produtos. O aumento da
competicio dos mercados acarretou um crescimento do enfoque
colocado nas questdoes da qualidade dos produtos em conjunto com
o aumento da eficiéncia dos processos, reducao de custos de ope-
raciao e elevacio dos niveis de desempenho em aspectos como a
seguranca de pessoas e o impacto ambiental das operacdes. Neste
sentido, as ferramentas utilizadas para operar e gerir processos
também sofreram as necessarias adaptacdes e evolucido e, no que
respeita em particular ao dominio do controlo estatistico de pro-
cessos, novas cartas foram sendo introduzidas e adoptadas. Entre
estas, figuram as cartas CUSUM e EWMA, que tendo sido propostas
em meados do século XX tém vindo a ser adoptadas recentemente
com mais intensidade, beneficiando do caminho aberto pelas cartas
tipo Shewhart ao nivel da pratica da implementacao de SPC, o que
atenuou um eventual efeito associado a sua natureza mais algoritmica
e, de certa forma, menos trivial, mas também devido ao conjunto
de caracteristicas positivas que estas cartas exibem.

Entre as caracteristicas vantajosas apresentadas pelas cartas
CUSUM e EWMA, salienta-se a sua maior sensibilidade na detec-
cao de causas especiais de menor magnitude (por exemplo, para
magnitudes inferiores a 1,50, onde ¢ representa o desvio padrio
populacional da variavel ou estatistica de monitorizacdo em causa),
as quais sido de dificil detec¢io em cartas do tipo Shewhart. Para tal,
estas cartas adoptam uma metodologia de tratamento dos valores
recolhidos distinta da adoptada nas cartas do tipo Shewhart: enquan-
to nas cartas Shewhart cada ponto representado reflecte somente a
informacao contida na ultima amostra recolhida, nas cartas CUSUM
e EWMA, para além da informacao sobre a ultima amostra é ainda
usada informacio relativa a amostras recolhidas no passado. Diz-se
por isso que estas cartas tém uma certa “memoria” do processo.
E esta dita “memoéria” que de facto lhes permite detectar variacdes

de menor magnitude, uma vez que lhes confere a capacidade de reter
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a informacao sobre os pequenos desvios registados anteriormente.
Dito de outra forma, a maijor sensibilidade destas cartas provém
de um aumento do nimero de amostras do passado efectivamen-
te contempladas na analise, em lugar de resultar do aumento da
dimensao das amostras recolhidas, como acontece nas cartas tipo
Shewhart. Assim, em ambos os casos, o caminho para aumentar a
sensibilidade de cartas consegue-se sempre a custa da incorporacao
de uma maijor quantidade de informacido. No entanto, a soluciao
adoptada pelas cartas CUSUM e EWMA passa pela utilizacao mais
completa dos dados que ja estao disponiveis, em lugar de aumentar
o esforco de amostragem e teste. De notar que, mesmo a utilizacao
das regras da Western Electric para aumentar a sensibilidade das
cartas se consegue a custa da analise de observacdes passadas; esta
abordagem apresenta contudo virios aspectos negativos, como a
major complexidade do procedimento e a inflacao da taxa de falsos

alarmes em consequéncia da realizacdo de varios testes em paralelo.

7.5.5.1. A carta CUSUM

A carta CUSUM (de cumulative sum), proposta por Page [23],
baseia-se, como a sua propria designacio indica, no registo das
somas cumulativas dos desvios verificados relativamente ao target
ou linha central. Nestas circunstancias, qualquer pequena perturba-
¢a0 no processo que se manifeste num desvio de baixa magnitude
relativamente a linha central, resultara na acumulaciao de tais dife-
rencas, num dado sentido, potenciando a sua identificacio passado
algum tempo desde o seu surgimento. A soma cumulativa registada
ap6s recolha da amostra i (de dimensdo n>1), designada por C;,

¢é genericamente dada por:
i

C =2 (%) 717

k=1
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onde, U, representa o farget. Esta expressdo € mais facilmente cal-

culada de forma recursiva, com base na seguinte igualdade:

C :kzl:(fj —u0)<:>
=1
i1
C=EF-)+ 2 (F-u)=
k=1

C = (3?1 e )+ Coy

(7.18)

Existem duas formas de implementacao deste tipo de cartas: uma
baseada no uso de uma mascara em V que se aplica a cada ponto
representado na carta, e a outra de natureza tabular ou algoritmica.
De entre estas duas formas possiveis, a segunda (a forma tabular ou
algoritmica) é a mais usada na actualidade, sendo também aquela
que vai ser aqui descrita. Adicionalmente, apesar da carta CUSUM
poder ser implementada com base nas médias amostrais de subgru-
pos racionais (amostras) ou com base em observacdes individuais,
esta ultima situacido tende a ocorrer com mais frequéncia, sendo por
isso aquela que vai ser aqui apresentada.

Na forma tabular, segue-se o principio de calculo recursivo acima
enunciado, o qual € no entanto ligeiramente modificado no sentido
de especificar o sentido dos desvios a detectar, nomeadamente se
estes siao relativos a valores superiores ou inferiores ao target. As
somas cumulativas serao assim unilaterais, designando-se por so-

. . . . + . . -
mas cumulativas (cusums) unilaterais superior, Cl. , € inferior, Cl.

(i=1,2,...).
¢ =max {0,x, - (4, +K)+C/, } (7.19)

¢ =min{0,x,—(u,~K)+C/, } (7.20)

1
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com, C; =C, =0. Nas expressdes acima, figura uma constante,
K, designada por “constante de folga”, que tem por objectivo fazer
com que apenas sejam acumulados desvios quando a magnitude
das somas em consideracido for superior a este valor. Quando as
somas forem inferiores a K, a sua acumulacio nao € considerada
relevante e o valor a registar devera ser 0. Exemplificando, consi-
deremos uma situagdo em que X; — U, +Ci+_1 < K . Nesta situacio,
X, —(MO +K)+ C', <0, pelo que o valor a registar na carta, de
acordo com a expressio (7.19), é C;” =0 (o maior valor entre 0 e um
numero inferior a 0, € 0). Da mesma forma, se x, — U, + Cl.il >—-K
(i.e., se os desvios acumulados no sentido negativo forem inferiores,
em magnitude absoluta, a K), entdo, X, —(MO —K)+ C >0, pelo
que o valor a registar de acordo com (7.20) sera, mais uma vez,
C =0.

O processo € declarado como estando fora de controlo se algu-
ma das estatisticas C;’ ou Cl._ , cair, em algum momento, fora do
intervalo de decisio, [—H,+H], sendo H outra constante a definir
para este método. Valores habituais para as constantes H e K, que
conduzem a cartas com bons desempenhos ao nivel da sua capaci-

dade de deteccao e taxa de falsos alarmes, sio:

« H=ko,k =40u5
« K=ko,k,=1/2

onde ¢ é o desvio padrao da variavel amostrada (usualmente estima-
do usando a férmula baseada na amplitude moével, quando n=1).
Caso seja assinalada uma situacio de fora de controlo, interessa
neste caso identificar, com maijor precisio, o momento da sua ori-
gem potencial. Nas cartas CUSUM, tal pode ser efectuado facilmente
através da implementacio em paralelo de dois contadores, N' e
N, que indicam, em cada momento, o nimero de amostras suces-

. . + - . .
sivas em que as estatisticas Ci ou Ci , respectivamente, assumiram
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valores diferentes de zero. Estas grandezas facilitam a identificacio
do tempo aproximado do aparecimento da perturbacio que origi-
nou a acumulacio dos desvios que conduziram a sinalizacio de
fora de controlo: basta subtrair ao indice do tempo em que o sinal
¢ produzido, digamos Z, o valor acumulado no contador relativo a
estatistica que excedeu o limite, digamos V; o periodo estimado

para a ocorréncia da perturbacido é entre os momentos com indices
i—N e i—N+1.

Exemplo: Carta de controlo para monitorar o peso de com-
primidos

Pretende-se analisar a evoluc¢ao do peso de comprimidos com uma
especificacio de 750 + 10 mg (dados na Tabela 7.4), através de uma
carta CUSUM. Considerando k;=4, k,=0,5, e um target de 750 mg,
obtém-se a carta CUSUM apresentada na Figura 7.7. Como se pode

constatar, o processo esta, neste caso, sob controlo estatistico.

Amostra | Peso (mg) Amostra | Peso (mg)
1 740 16 740
2 806 17 736
3 734 18 772
4 723 19 752
5 729 20 747
6 714 21 753
7 759 22 762
8 723 23 746
9 752 24 725

10 768 25 755
11 732 26 741
12 736 27 705
13 764 28 709
14 762 29 771
15 738 30 737

Tabela 7.4. Dados relativos a medicao do peso dos comprimidos.
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Figura 7.7. Carta CUSUM para o peso dos comprimidos (Minitab: Stat > Control Charts >
Time-Weighted Charts > CUSUM).

7.5.5.2. A carta EWMA

A semelhanca das estatisticas apresentadas na construcio da carta
CUSUM, também a estatistica usada para implementar a carta EWMA
€ parcialmente baseada em informaciao de amostras recolhidas no
passado. No entanto, enquanto na carta CUSUM todas as amostras
envolvidas participavam com igual peso nos calculos, agora, a esta-
tistica EWMA confere um maior peso as observacdes mais recentes
e um peso inferior as pertencentes a um passado mais longinquo.
A forma como este peso é distribuido depende do parametro do
método, A. Para melhor compreender a natureza desta dependéncia,
€ necessario analisar a definicao da estatistica EWMA (mais uma
vez aborda-se aqui a situacio em que se dispde de observacdes

individuais, i.e., amostras com n=1):

z, =\x, + (l -A )zH (7.2
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com 0<A<I e zZ, =W, (ou seja, a estatistica no momento inicial
coincide com o target desejado, também se podendo utilizar para este
fim a correspondente média dos valores de referéncia, z, =X ).

Da equacgio anterior, resulta sucessivamente que,

z=Ax+(1-2)z,,

=hx, +(1-1)z,
Z =ha 4 (1=R)z =z = A+ A (-2 +A (1A ) x, ++ (-1 ) 2, (7.22)
z,=hx,+(1-1)z,,

ou seja,
i1 , .
z, =AY (1-A) x_ +(1-1) z, (7.23)
k=0

Da analise da equacdo (7.23) constata-se que, de facto, os pesos
atribuidos a cada observaciao x; decaem a medida que se progride
para amostras recolhidas a mais tempo, sendo esse amortecimento
de natureza exponencial, facto que justifica a designacido pela qual a
metodologia é conhecida: média moével exponencialmente amorteci-
da, ou, em inglés, exponentially weighted moving average (EWMA).
Este comportamento aparece retratado na Figura 7.8, onde também
se pode observar adicionalmente que valores elevados de A (i.e.,
proximos de 1), conferem mais importancia as observa¢oes mais
recentes no calculo da média moével exponencialmente amortecida
(o caso limite, A =1, corresponde a usar somente a observaciao
mais recente), enquanto valores mais baixos de A conduzem a
uma distribuicio dos pesos mais uniforme, envolvendo um conjun-
to mais alargado de observac¢des e conferindo assim maior relevo
a informacao passada na definicao dos valores correntes para esta

estatistica.

334



0.97 T T

| —6—1=0.2
0.8
| =5 2=0.9
|

0.77‘\

0.6\

0.5F|

Peso

0.4
0.3
0.26_ |

0.1~ ﬁ\v .
~6-
oo
8 P A < - e -

B0 m
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
"ldade" da amostra

Figura 7.8. Pesos associados a estatistica EWMA, para dois valores da constante de
amortecimento, A (A=0,2 e A=0,9). (A “idade” da amostra representa o nimero de
instantes de tempo no sentido do passado, que esta dista da amostra corrente).

Definida a estatistica de teste, apresentam-se de seguida as linhas

de referéncia para as cartas de controlo tipo EWMA:

Carta EWMA (limites exactos)

LSC =y, +Lc§\/%[l—(l—}u)21]

LC =y, (7.24)

LIC =, ~ 3 %[1—(1—}»)2'}

onde G ¢ o estimador do desvio padrio populacional das observa-
¢oes X; (para a monitorizacdo da média de amostras de subgrupos
racionais, G deve dar lugar a (f/\/;, sendo n a dimensao de tais
amostras), e L o factor a aplicar na definicio dos limites. L deve
ser seleccionado em conjunto com A para que a carta EWMA fique

completamente definida. Como se pode observar da analise dos
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limites exactos para as cartas EWMA, os limites de controlo variam
ao longo do tempo, sendo esta variacao mais acentuada nos momen-
tos iniciais de implementacio da carta. No entanto, 2 medida que
. 21 . .

i aumenta, o termo (1—)\) decai para zero, verificando-se uma

convergéncia para os seguintes limites aproximados:

Carta EWMA (limites aproximados)
A
LSC=u,+Lo,|——
Mo Y
LC =, (7.25)

LIC:;LO—LGA‘/%

Recomenda-se contudo o uso dos limites exactos, especialmente
para as primeiras amostras recolhidas do processo. De notar que
quando A =1, situacgio limite em que a estatistica EWMA consiste
apenas na ultima observacio recolhida do processo (sendo por isso
desprovida de “memoéria do passado”), os limites de controlo sio
simplesmente dados por [, + LG , coincidindo portanto com uma
carta de controlo do tipo Shewhart para observacoes individuais (se
L =3, estes limites siao do tipo +3-sigma).

Valores comuns adoptados para A caiem normalmente no inter-
valo 0,05<A<0,2, sendo que quanto menor for o seu valor, menores
serdo as magnitudes das perturbacdes que se conseguem detectar
com esta carta. Por outro lado, maiores serdo os tempos necessarios
para detectar variacoes de magnitude mais elevada, pois as obser-
vacgoes mais recentes, onde a variacio se manifesta, aparecem mais
“diluidas” na média mével devido a diminuicao do seu peso relativo
nestas condicdes. Quanto ao parimetro L, o valor L=3 funciona em
geral bem, correspondendo aos limites +3-sigma para este tipo de
carta. Para A<0,1, utilizam-se por vezes valores de L inferiores, tais
como, 2,6<L<2,8.
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Como resultado da média pesada envolver todas as observacoes
passadas, este tipo de cartas apresenta uma robustez assinalavel a
desvios a hipotese de normalidade. Trata-se por isso de uma ex-
celente op¢ao para monitorizacio de observacdes individuais, em
situacoes onde a distribui¢io nao segue rigorosamente uma distri-
buicao Normal. Quando comparadas com as cartas CUSUM, as cartas
EWMA apresentam idéntica capacidade de deteccio de pequenas
perturbacdes. No entanto, estas ultimas tendem a ser mais sensiveis

a desvios mais elevados.

Exemplo: Carta de controlo para o volume de vendas

Recorrendo as cartas EWMA e considerando A=0,2, avalia-se a
evolucio do volume de vendas de uma dada empresa nos ultimos
50 meses (Tabela 7.5). Sera esta carta adequada para analisar os
dados apresentados?

Na Figura 7.9 apresenta-se a carta EWMA construida com L =3,
onde o desvio padrio amostral foi estimado a partir da féormu-
la baseada na amplitude moével para duas amostras sucessivas.
Pode-se facilmente verificar que a média niao esta sob controlo
estatistico, apresentando um comportamento periédico que, ali-
as, é frequente em grandezas deste tipo, onde a sazonalidade
da procura impoe padroes temporais de variacio bem definidos.
Nestas condi¢cOes, uma vez que o comportamento “normal” do
processo envolve a presenc¢a de dinamica ou autocorrelacio nas
observacodes dele recolhidas, as cartas de controlo até agora apre-
sentadas (Shewhart, CUSUM e EWMA) nio sao adequadas para o
seu tratamento. Para tal, existem diversas abordagens alternativas,

como por exemplo:
* Reajuste dos limites de controlo por forma a comportar a

presenca de uma certa dinimica ou autocorrelacio do pro-

cesso [24];
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e Aplicaciao de cartas de controlo convencionais aos residuos
de previsao que se obtém apods ajustar um modelo adequado
que descreva a dinimica dos dados [25];

e Utilizacao de estratégias de supervisio que transformam os
dados ao longo do tempo em variaveis cuja autocorrelacao é
mais reduzida [26, 27].

Més| Vendas (M€) Més Vendas (M€)
1 50 26 46
2 51 27 42
3 50,5 28 44
4 49 29 43
5 50 30 46
6 43 31 42
7 42 32 43
8 45 33 42
9 47 34 45

10 49 35 49
11 46 36 50
12 50 37 51
13 52 38 52
14 52,5 39 54
15 51 40 51
16 52 41 49
17 50 42 50
18 49 43 49,5
19 54 44 51
20 51 45 50
21 52 46 52
22 46 47 50
23 42 48 48
24 43 49 49,5
25 45 50 49

Tabela 7.5. Dados para a evolucdao do volume de vendas nos dltimos 50 meses.
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Figura 7.9. Carta EWMA para a evolu¢ao do volume de vendas (Minitab: Stat > Control
Charts > Time-Weighted Charts > EWMA).

7.6. Cartas de controlo para atributos

Frequentemente, as caracteristicas de qualidade associadas aos
itens em andlise nio sido representadas por grandezas numéricas que
medem os seus aspectos relevantes, mas por uma apreciacao qualita-
tiva do seu estado, por exemplo, como conforme/nao-conforme (ou,
equivalentemente, defeituoso/nao-defeituoso), ou quanto ao nimero
de defeitos ou nao-conformidades presentes. Este tipo de caracte-
risticas sdo designadas na area de controlo estatistico de processos
por atributos, e as cartas de controlo dedicadas a sua monitorizacao
designam-se por cartas de controlo para atributos.

Um item nao-conforme ou defeituoso, é um item no qual foram
detectadas uma ou mais nao-conformidades em aspectos relevantes
para a sua qualidade, as quais conduzem, de acordo com regras
estabelecidas a priori, a sua rejeicio. De notar que nem todos os
defeitos conduzem necessariamente a classificacio de um item

como nio-conforme ou defeituoso. Alguns defeitos tém um impacto
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reduzido na qualidade final do produto e, apesar de se proceder
ao seu registo sistematico, ndo dio origem a rejeicao do item (por
exemplo pequenos defeitos na pintura em elementos niao visiveis
num automoével). Cartas de controlo para atributos tém a capaci-
dade de condensar um elevado volume de informacao quantitativa
numa s6 grandeza a monitorar, evitando a existéncia de uma carta
para variaveis para cada dimensao, algo que seria muitas vezes
de realizacdo incomportavel ou mesmo indesejavel (por exemplo,
uma carta de atributos para monitorar a taxa de produc¢io de uni-
dades defeituosas pode agregar uma analise relativa as dimensoes
de varias pecas que constituem uma maquina em cada inspecc¢io
efectuada). Neste processo de agregacao de dados perde-se certa-
mente informacao, mas consegue-se, ainda assim, implementar um
sistema que monitorize a eficacia com que se produzem unidades
aptas a serem usadas. No entanto, deve-se referir que a existéncia
de um numero elevado de grandezas a monitorar ja nao representa,
nos dias de hoje, um problema incontornavel no sentido descrito
acima, uma vez que estas podem ser adequadamente seguidas,
de forma simultanea e consistente, através de cartas de controlo
multivariadas, como a carta 72 de Hotelling (que serad apresentada
mais a frente) ou outras cartas para utilizacoes ainda mais gerais
(como as cartas de controlo baseadas na analise dos componentes
principais [28, 29]).

Existem dois tipos de cartas de controlo para atributos. Um ¢é
orientado para a analise do namero ou taxa de itens classificados di-
cotomicamente como conformes/nao-conformes ou nao-defeituosos/
defeituosos. O outro tipo de cartas é focalizado no nimero espe-
cifico de ndo-conformidades ou defeitos detectados nas unidades
inspeccionadas. Em geral, a natureza do problema devera conduzir
naturalmente ao tipo de carta de atributos a adoptar. No entanto, se
alguma duvida remanescente houver, o seguinte conjunto de ques-

toes podera ajudar a clarificar a op¢do a tomar (no que se segue,
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considera-se como uma “ocorréncia”, o aparecimento de um defeito

ou nao-conformidade):

* E possivel contar o niimero de ocorréncias? Da reposta afirma-
tiva a esta questao resulta que o tipo de cartas de controlo a
usar € de facto, para atributos. Caso contrario, deve-se adoptar
uma carta de controlo para variaveis.

* Caso seja possivel contar o niimero de ocorréncias, é possivel
contar também o niimero de ndo-ocorréncias? O caso em que
a resposta € afirmativa, conduz tipicamente a adopc¢iao de uma
carta de atributos do tipo conformes/nao-conformes ou nao-
-defeituosos/defeituosos, a qual é baseada na lei Binomial.
Um exemplo desta situacido surge, por exemplo, na analise
de pecas com gravaciao defeituosa da marca: podemos contar
quantas tém defeito e quantas nao apresentam qualquer erro no
registo da marca. Por outro lado, na contagem do nimero de
carros que passam numa portagem, ¢ facil contar o nimero de
ocorréncias, mas o numero de nao-ocorréncias é praticamente
impossivel de especificar, uma vez que este resultaria de todos
aqueles carros que, podendo passar por aquela portagem,
nio o fizeram. Idéntica situaciao surge, por exemplo, para o
numero de acessos a uma pagina Web, ou para o numero de
pessoas que frequentam um restaurante, num dado dia. Nestas
situacdes, em que o numero de niao-ocorréncias nao pode
ser especificado, a carta de controlo para atributos a usar é
uma carta para o numero de nao-conformidades ou defeitos,
baseada na distribuicio de Poisson. Numa distribuicio de
Poisson a ocorréncia especifica de cada caso registado é um
acontecimento raro e as possibilidades de nio-ocorréncia siao
virtualmente infinitas. Por exemplo, a probabilidade de um
cidadio, em particular, passar naquela portagem, ou entrar

naquele dia num dado restaurante, constituira certamente um
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acontecimento raro, o mesmo se podendo dizer da ocorréncia
de um defeito de pintura numa posicio especifica e muito

delimitada do para-choques.

Nas sec¢Oes seguintes apresentam-se algumas das cartas de atri-

butos de utilizacio mais comum.

7.6.1. Cartas de controlo para nio-conformes

(itens defeituosos): cartas p e np

A anilise da produciao de itens ndo-conformes ou defeituosos
faz-se frequentemente em termos da sua taxa de ocorréncia, a qual,

para a amostra i, é definida por:

_ Numero de itens ndo-conformes na amostra i (7.26)

i

Numero total de itens na amostra i

Uma vez que (i) s6 ha dois resultados possiveis na analise de
cada item inspeccionado (conforme/nao-conforme) e neste tipo de
situacoes é usualmente viavel considerar que (ii) a “verdadeira” taxa
de nio-conformes é constante, bem como (iii) as sucessivas amostras
recolhidas do processo sao independentes entre si, resulta entao
que o numero de itens defeituosos detectados devera seguir uma
lei Binomial (as condig¢oes i. a iii. configuram uma experiéncia de

Bernoulli, cujos resultados sao descritos pela lei Binomial).
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Nestas circunstancias, podem-se definir os limites de controlo
+3-sigma com base nesta lei, os quais, para a situacao em que todas

as amostras tém igual dimensio assumem a seguinte forma:

Carta p (amostras de igual dimensdo)

LSC = p+3/ —P)

LIC=5 p(l D)

(7.27)

Quando a dimensdo da amostra varia, os limites de controlo sao

0s seguintes:

Carta p (amostras de dimensdo varidvel)

LSC= rd=p)

1IC = /p(l p)

Nas cartas p acima, p representa a estimativa pontual para a

(7.28)

taxa de defeitos populacional. Na situacao (7.27) (amostras de igual
dimensao), esta estimativa é calculada a partir das m amostras dis-
poniveis para estimar os limites de controlo preliminares e avaliar

a estabilidade do processo:

Zp i (7.29)
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Ja para a situacio em que a dimensio da amostra varia (7.28), a
estimativa de p é dada pela seguinte média pesada, onde os pesos

advém das dimensoes associadas as sucessivas amostras:

an’ "D,

P="

1
m

2

i=1

(7.30)

ou seja, corresponde a:

5o Numero total de itens ndo-conformes em todas as amostras (7.31)
Numero total de itens em todas as amostras

Nesta situacao (amostras de dimensiao variavel), os limites de
controlo nio sao constantes, apenas o sendo a linha central.

Quando as amostras sio de dimensido constante utiliza-se por
vezes uma carta np, na qual, em lugar de se monitorar a taxa de
itens nao-conformes, se monitora o numero de itens nao-conformes.
Esta carta pode ter a vantagem de proporcionar uma implementacao
mais simples para os operadores, uma vez que simplesmente im-
plica a contagem de itens nao-conformes. No entanto, apenas pode
ser aplicada a situacdoes em que a dimensao da amostra ndo varia
(caso contrario a linha central teria de variar também, tornando a
interpretacao da carta mais complexa). As suas linhas de referéncia

sdao dadas por:

Carta np (amostras de igual dimensdo)

LSC = 1ip +3Jnp(1- p)

LC=np (7.32)

LIC =np —3\np(1-p)
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Exemplo: Carta de controlo para a taxa de defeitos

Num processo de montagem recolheram-se sucessivamente 30

amostras de dimensdo 100 (Tabela 7.6). Pretendendo-se analisar se

este processo esta, ou nao, a operar de forma estavel, construiu-se

a carta de controlo p (Figura 7.10). Da analise desta carta, verifica-

-se que o processo esta, de facto, a operar sob controlo estatistico

relativamente a taxa de pecas defeituosas produzidas, pelo que os

limites de controlo preliminares assim calculados poderiao ser usa-

dos para implementar a carta de controlo em amostras futuras de

igual dimensio.

Amostra P Amostra P
1 0,09 16 0,07
2 0,1 17 0,06
3 0,13 18 0,09
4 0,08 19 0,08
5 0,14 20 0,11
6 0,09 21 0,12
7 0,1 22 0,14
8 0,15 23 0,06
9 0,13 24 0,05
10 0,06 25 0,14
11 0,03 20 0,11
12 0,05 27 0,09
13 0,13 28 0,13
14 0,1 29 0,12
15 0,14 30 0,09

Tabela 7.6. Taxa de defeitos para 30 amostras recolhidas do processo.
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Figura 7.10. Carta p para a evoluciao da taxa de nao-conformes ao longo do tempo
(Minitab: Stat > Control Charts > Attributes Charts > p).

7.6.2. Cartas de controlo para nao-conformidades ou defeitos:

cartas ce u

Como ja foi anteriormente referido, nem todos os itens con-
tendo nao-conformidades sdo necessariamente classificados como
“ndo-conformes” e rejeitados prontamente, uma vez que tal deci-
sao depende da severidade dos defeitos encontrados. Existe assim
informacao sobre a qualidade do produto que niao transparece
nas cartas de controlo para nao-conformes, mas que pode ser
parcialmente recuperada nas cartas de controlo para o numero de
nao-conformidades ou defeitos. Nestas cartas, procura-se monito-
rar a evolucio do numero total de defeitos ou nio-conformidades
detectados na amostra analisada, ou, em termos mais genéricos,
na “unidade de inspecciao” avaliada, significando esta expressao
a extensiao do item (por exemplo, o nimero de metros de fios de
cobre) ou a globalidade dos itens (a dimensao da amostra) sujeitos

a inspeccao.
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Quando a unidade de inspeccao mantém a sua dimensio ao longo
do tempo (amostras de igual dimensao ou itens com igual extensao),
uma possibilidade € monitorar o nimero de nio-conformidades ou
defeitos contabilizados, ao longo do tempo, ¢;. Em situacdes em que
as nao-ocorréncias nao sao possiveis de ser contabilizadas e as ocor-
réncias (nao-conformidades) apresentam uma baixa probabilidade
de concretizacio quando definidas a priori (acontecimentos “raros”),
esta contagem € usualmente bem descrita por uma distribuicio de
Poisson, raziao pela qual se utiliza esta distribuicdo para derivar as
linhas de referéncia para a respectiva carta de controlo, também

designada como carta c:

Carta c (amostras de igual dimensdo)

LSC=c+3¢
LC=¢C (7.33)
LIC =¢ -3¢

onde ¢ é o estimador para a média populacional do nimero de
defeitos na unidade de inspeccido. Esta quantidade ¢ dada pela mé-
dia do nimero de nao-conformidades detectadas nas m unidades

de inspeccido analisadas,

Zc,. (7.34)

No entanto, nem sempre as unidades de inspec¢ao sao compostas
pelo mesmo nimero de itens ou por itens com igual extensiao. Por
exemplo, quando se faz inspecciao a 100% (todos os itens de um lote
sdo analisados), mas o nimero de itens produzidos em cada lote é
variavel, ou quando se inspeccionam bobines de fios com diferentes

comprimentos, ou rolos de tecido com diferentes extensdes, a “area
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inspeccionada” nao é constante, tornando a carta ¢ inadequada para
estas situacdes porque as contagens nio sio referentes a uma base
comum, em termos da “area inspeccionada”. Este problema pode ser
resolvido, se o numero de defeitos for divido pela quantidade que
varia de amostra para amostra, passando a estar referido a “unida-
de” desta quantidade, por exemplo: nimero de niao conformidades
por item inspeccionado (em amostras de dimensao variavel), ou
por metro de fio de cobre (em bobines de comprimento variavel).
E esta a solucio proposta com as cartas u, as quais monitorizam
precisamente o numero de defeitos por unidade de producio, u;, o
qual é definido da seguinte forma quando a quantidade variavel é

a dimensao da amostra (12)):

u, =— (7.35)
As cartas de controlo #, podem ser usadas quer com amostras

de dimensao variavel quer com amostras de igual dimensio. No

caso de amostras de igual dimensio, as linhas de referéncia sio

dadas por:

Carta u (amostras de igual dimensdo)

LSC=w+3 %

n
LC=i (7.36)
LIC=i-3|%

n
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Quando as amostras tém dimensao variavel, os limites de controlo

para as cartas u# passam a ser variaveis, e dados por:

Carta u (amostras de dimensdo variduvel)

(7.37)

Nestas expressoes, U € o estimador para a média populacional
do nimero de defeitos por unidade de producao. Para amostras de
dimensio constante, esta grandeza corresponde a média do nume-
ro de defeitos por unidade de producido obtidos das m amostras
recolhidas do processo para analise da sua estabilidade e definicao

dos limites de controlo:

Z U (7.38)

Para amostras de dimensdo variavel, u ¢é calculado segundo,

m
Z”i U
= _ il

u= (7.39)

m

2

i=1
ou seja, corresponde ao quociente entre o nimero total de defeitos
encontrados nas m amostras analisadas e o nimero total de itens
analisados nessas mesmas m amostras.

E importante nio esquecer que, neste processo, nio s6 o nimero,
mas também o tipo de defeitos e a sua localizacdo, devem ser adequa-

damente registados. Esta informacao é fundamental para, num esta-
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gio posterior, encetar esforcos de melhoria mais eficazes e orientados

para os problemas e defeitos mais relevantes encontrados no processo.

Exemplo: Carta de controlo para os defeitos encontrados em
lotes de circuitos impressos

A Tabela 7.7 contém os dados referentes ao nimero de defeitos en-
contrados em 24 amostras de dimensao variavel de circuitos impres-
sos. Construindo a correspondente carta u# (Figura 7.11), verifica-se
que, com a excepc¢ao de duas ocorréncias, o processo apresenta uma
boa estabilidade. A ocorréncia para a 5. amostra € a mais relevante,
devendo ser apurado o que se passou de facto no processo durante o
periodo em que esta foi produzida. Caso se detecte o motivo da causa
especial assinalada, o valor de us deve entiao ser removido do calculo
dos limites de controlo preliminares (embora continue a ser represen-
tado) e o grafico reanalisado. Quando nao existirem pontos fora de
controlo por justificar, os limites de controlo entido vigentes poderio
ser adoptados para implementar a carta de controlo em amostras
futuras. Pontos que excedam tangencialmente os limites de controlo,
se em numero reduzido e se para eles nao for encontrada qualquer
justificacdo definitiva de uma causa especial que os explique, po-

dem, ainda assim, ser mantidos nos calculos dos limites de controlo.

N. Defeitos Dim. Amostra N. Defeitos Dim. Amostra
7 100 4 100
6 95 16 105
8 80 11 95
10 105 12 80
24 90 8 85
6 83 6 90
5 107 5 105
4 108 9 100
8 100 7 105
11 92 14 90
15 95 8 98
8 92 21 107

Tabela 7.7. Taxa de defeitos registados em 24 amostras de circuitos impressos, de
dimensdo variavel.
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U Chart of Defeitos

0,30 1
1

0,25

3
1

z 0201 UCL=0,1932
4
§ 0,15
(] =
2 0,101 1U=0,1010
E
L]
"

0,05

000 —— —— -~ ——— - |La=00088

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23
Sample

Tests performed with unequal sample sizes

Figura 7.11. Carta u para o nimero de defeitos por unidade de produ¢ao em amostras
de circuitos impressos (Minitab: Stat > Control Charts > Attributes Charts > u).

7.7. Cartas de controlo multivariadas

Com a tendéncia actual para uma instrumentalizacao mais inten-
siva dos processos e o aumento da exigéncia colocada na qualidade
dos produtos, verifica-se que existe um numero crescente de varia-
veis a merecer adequada vigilancia e analise. Neste contexto, uma
abordagem possivel passa pela implementacao de multiplas cartas
de controlo ditas “univariadas”, como aquelas até agora apresenta-
das, dedicadas a uma e uma s6 variavel. No entanto, rapidamente
se constataria que tal tarefa niao s6 seria de implementacio mui-
to dificil, como também de utilidade limitada, pois a atenciao dos
operadores facilmente se dispersaria por um enorme volume de
informacao disponibilizada, dificultando qualquer analise sistematica
de padrdes de variabilidade exibidos pelo processo. Por outro lado,
estando tais cartas de controlo a ser implementadas em paralelo, a
probabilidade de ocorréncia de falsos alarmes em pelo menos uma

delas seria elevada e o operador estaria quase constantemente a
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dedicar a sua atencdo a eventos que nao correspondiam, de facto,
a qualquer tipo de causa especial de variabilidade.

Uma via possivel para contornar esta situacio passa por conden-
sar tal conjunto de informacio em parametros qualitativos do tipo
conforme/nao-conforme, de acordo com critérios pré-estabelecidos, e
implementar uma carta de controlo para atributos como as apresenta-
das na seccao anterior. No entanto, tal via acarreta, inevitavelmente,
perda de informacido sobre o processo, com prejuizos nomeadamente
ao nivel da sensibilidade que um tal esquema apresenta na detec-
cao de perturbacdes. Nestas circunstancias, uma boa alternativa
passa por combinar toda a informacido obtida simultaneamente do
processo, em poucas (normalmente uma ou duas) estatisticas de
monitorizacdo, as quais permitem, ainda assim, conduzir de forma
adequada a actividade de controlo estatistico do processo, sem per-
da significativa de informac¢ao e mantendo a taxa de falsos alarmes
sob controlo. E nesta categoria que se inserem as cartas de controlo
multivariadas, das quais se faz aqui referéncia a sua representante
mais simples, anidloga a carta Shewhart para a média amostral (X ):
a carta T2 de Hotelling. Esta carta é ttil para monitorar, simultanea-
mente, até cerca de 10 variaveis, em especial quando estas apresen-
tam correlacao entre si. Quando o nimero de variaveis é superior
(ordem das dezenas, centenas ou mesmo milhares), procedimentos
alternativos, como aqueles baseados na anilise dos componentes
principais, tém-se revelado bastante eficazes [28, 29].

Assim como acontece com a carta Shewhart para a média, a carta
T? de Hotelling tem por base a distribuicio Normal. No entanto,
trata-se agora da distribuicio Normal multivariada, a qual procura
descrever o comportamento probabilistico conjunto de varias vari-
aveis. A Figura 7.12 apresenta a forma de uma possivel funciao den-
sidade de probabilidade para o caso bivariado, i.e., quando existem
duas variaveis em analise. Esta funcido, quando vista na perspectiva

de cada eixo das variaveis, x; ou x,, apresenta a forma de sino con-
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vencional e caracteristica da distribuicio Normal, descrita pela sua
média e desvio padrao. No entanto, o comportamento conjunto entre
estas variaveis é traduzido por uma pariametro adicional, a sua cova-
riancia, que define o quio associadas estas varidveis estao entre si.

Observando a Figura 7.12, é possivel inferir que existe uma re-
gido no plano definido pelos eixos x; e x; onde a probabilidade de
ocorréncia simultanea de valores para estas variaveis, € elevada.
Esta regiao tem uma forma eliptica, pois essa é também a forma
dos contornos da func¢io densidade de probabilidade (i.e., das suas
“curvas de nivel”). Nestas condicoes, a tarefa de verificar se um dado
processo multivariado (neste caso, bivariado) estd sob controlo esta-
tistico, resume-se a apurar se o par de pontos proveniente de cada
amostra cai, ou nao, dentro da elipse correspondente a “cobertura
probabilistica” desejada e definida inicialmente (nomeadamente atra-
vés do nivel de significancia associado, por exemplo de 1% ou de
0,27%; o segundo caso conduz a uma cobertura analoga as cartas

tipo Shewhart +3-sigma).

0.4

0.3 .

Probability Density

Figura 7.12. Exemplo da funcao densidade de probabilidade para a distribuicao Normal
multivariada, quando existem duas variaveis apresentando desvios padroes unitarios e
uma covariancia de 0,8.
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No entanto, se este ¢ um procedimento viavel para uma situa-
c¢ao em que existem duas variaveis a monitorar, ja deixa de o ser
para a situacao geral onde se contempla um major nimero de va-
ridveis. E necessirio assim encontrar um procedimento expedito
para verificar se um dado ponto se situa no interior ou exterior da
respectiva elipse (duas dimensodes), elipsoide (trés dimensdes) ou
hiper-elips6ide (para dimensdes superiores a trés). Tal procedimen-
to existe e é bastante eficiente de implementar, bastando para tal
calcular as seguintes estatisticas, consoante se disponha de uma ou

mais observacdes por amostra:

Amostras multivariadas de dimensdo n>1

T =n(x, - §)T S (x - f)T (7.40)

Amostras multivariadas de dimensdo n=1

I’ =n(x,-x) 87 (x,-%) (7.41)

Nestas expressoes, as quantidades representadas tém os seguintes

significados:

. 7;2 - Estatistica 72 de Hotelling para a observacio i;

* X, - vector com as médias das medidas de todas as variaveis
para a observacao i

¢ X - vector com a média dos vectores das médias, obtido a
partir das m amostras de referéncia usadas para analisar se
0 processo esta sob controlo estatistico e estabelecer os seus
limites de controlo (Fase I);

* X, - vector com todas as medidas das variaveis para a obser-
vacao i

* X - vector com a média das medidas individuais, relativas as

as m amostras de referéncia (Fase I);
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« S7'- inversa da matriz que resulta da média das matrizes
variancia-covariancia amostrais, para as m amostras de re-
feréncia;

« S7'_ inversa da matriz de varidncia-covariincia amostral, cal-

culada para as m amostras de referéncia.

O simbolo T nas equacdes (7.40) e (7.41) representa a opera¢io
matricial de transposic¢io.

Assim, se o valor desta estatistica for inferior ao limite de con-
trolo superior (neste caso nao existe um limite de controlo inferior),
o processo é declarado como estando sob controlo estatistico, i.e.,
sujeito apenas a causas comuns de variabilidade. Caso contrario,
declara-se como estando fora de controlo estatistico, assinalando-se
a ocorréncia de uma potencial causa especial de variabilidade.

Os limites de controlo para a estatistica (7.40), vilida quando a
dimensiao da amostra é superior a 1, sio os abaixo indicados, con-

soante a fase em que a carta é implementada:©

Fase I - Anadlise preliminar da estabilidade do processo

~ p(m-1)(n-1)
UCL = mn_m_p+1 F;x,p,mn—mfpﬂ (7.42)

LCL=0

6 Faz-se agora uma distin¢io entre os limites a usar nas duas fases de imple-
mentacao das cartas de controlo, de forma a tornar a metodologia mais rigorosa.
Nesta abordagem, atende-se ao facto dos limites de controlo da Fase I se destinarem
a analise das amostras utilizadas no seu cdlculo, com o objectivo de conduzir uma
analise retrospectiva do processo conducente a avaliacdo da sua estabilidade no
periodo em causa, o que nao sucede no decorrer da Fase II, a qual é focalizada
na implementacao efectiva do controlo estatistico de processos, usando limites de
controlo calculados de forma independente dos dados que se venham a recolher.
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Fase II - Monitorizacdo do processo

B p(m+1)(n—l)
UCL = mn—m—p+1 Fa,p,mn—m—p+l (7.43)

LCL=0

onde, p é o nimero de variaveis em questao, m o nimero de amos-
tras que constituem o historico do processo em condi¢des normais
de operacao, F representa a distribuicao F de Snedcor e a o nivel
de significancia a ser adoptado (ou seja, a taxa de falsos alarmes
associada a carta de controlo).

Relativamente a estatistica , valida para n=1, os respectivos limites
de controlo, mais uma vez para as duas fases de implementacao da

carta de controlo, sao dados por:

Fase I - Anadlise preliminar da estabilidade do processo

2
(m-1)
UCL = m B(x,p/Z,(m—p—l)/Z (7.44)

LCL=0

Fase II - Monitorizacdo do processo

3 p(m+1)(m—l)
UCL - m2 _mp F;x,p,mfp (745)

LCL=0

representando f, a funcio densidade de probabilidade Beta, com o

par de parametros de forma indicados.
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A utilizacao de cartas de controlo multivariadas permite nao s6
utilizar o nivel de resoluciao da informacao quantitativa recolhida do
processo (0 que nio sucede quando esta € agregada em avaliacdes
de natureza qualitativa e monitorada através de cartas de controlo
para atributos), mas também manter sob controlo o nivel global de
falsos alarmes (i.e., o nivel de significincia associado aos testes de
hipoteses conduzidos sequencialmente na carta de controlo) e ainda
aumentar a sua sensibilidade a certas perturbacdes no processo,
nomeadamente aquelas que vao no sentido de contrariar as relacoes
entre variaveis existentes em condi¢des normais de funcionamento

(i.e., as suas correlacdes normais), como ilustrado na Figura 7.13.

>

%
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ejsowy
[

T

Figura 7.13. Ilustracao de uma situacao que nao € detectada na utilizacao da abordagem
univariada para monitorar um processo com duas variaveis (pois o ponto esta
localizado no interior da regiao delimitada pelos seus limites de controlo), mas que o
sera facilmente numa abordagem multivariada, a qual incorpora a correlacao existente
entre variaveis em condi¢des normais de operacao.
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Note-se ainda que existem também eventos que sao assinalados
como excedendo os limites de controlo na analise paralela de cartas
de controlo univariadas, mas que estio dentro da regiao de norma-

lidade na correspondente carta de controlo multivariada.

Exemplo: Carta de controlo para um processo industrial

Num dado processo industrial pretende-se analisar a variabilidade
conjunta de um grupo de quatro medicdes recolhidas, as quais, indi-
vidualmente, tém o comportamento indicado na Figura 7.14. Havendo
correlacdo entre elas (como facilmente se poderia verificar analisando
os graficos de dispersio para cada par de variaveis), construiu-se
a carta de controlo 72 de Hotelling para, numa primeira fase da
analise, averiguar sobre a estabilidade do processo. Como rapida-
mente se constata da analise da Figura 7.15, o processo apresenta
uma instabilidade significativa associada a uma deslocaciao do seu
estado de operac¢ido ao longo do tempo. Tratando-se de um processo
industrial, uma das causas possiveis é a presenca de dinamica ou
autocorrelacao no comportamento normal das variaveis, a qual deve
ser incorporada na metodologia de controlo estatistico a adoptar. Por
isso, antes de se retirarem conclusoes finais sobre a estabilidade do
processo, procedimentos alternativos que contemplem e incorporem
na analise a sua diniamica, do tipo dos ja anteriormente menciona-

dos, devem ser testados e avaliados.
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Time series plots: X1, X2, X3, X4
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Figura 7.14. Graficos de tendéncia para as quatro variaveis processuais em analise.
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Figura 7.15. Carta 72 de Hotelling para a monitorizacio conjunta das quatro medicdes
recolhidas de uma unidade industrial (Minitab: Stat > Control Charts > Multivariate
Charts > Tsquared).
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7.8. Avaliacdo da capacidade do processo

As cartas de controlo sio das ferramentas mais versateis em
estudos de processos. Nao s6 permitem avaliar a estabilidade das
operacodes, como caracterizar a sua variabilidade, detectar padroes
anémalos e estimar parametros populacionais. Tudo isto pode ser
conduzido de uma forma rapida e simples, razao pela qual o seu uso
é recomendavel sempre que existam condi¢cdes para a sua aplicacio.
Com base na informacido disponibilizada pelas cartas de controlo,
€ possivel fazer desde logo uma avaliacao sobre o nivel de unifor-
midade ou consisténcia do processo. A este grau de uniformidade
designa-se por capacidade do processo [4, 30]. No entanto, uma tal
analise isolada seria omissa quanto as especificacdoes e objectivos que
o mesmo deve respeitar. De facto, ela reflecte unica e exclusivamente
a variabilidade intrinseca ou natural do processo, a qual deve ser
confrontada com as especificacdes que o produto ou processo devem
cumprir ou respeitar. Assim, quando o processo estd a operar em
condicdes estaveis, ou seja, sob controlo estatistico, e portanto as
suas caracteristicas de variabilidade permanecem constantes ao longo
do tempo, é necessario ainda verificar se esta variabilidade natural,
ou capacidade do processo, é compativel com as suas especificacdes.
Os limites de especificacao que delimitam a regiio em que o proces-
so/produto é aceitavel ou conforme, sio definidos por uma entidade
exterior ao processo, seja ela o departamento de desenvolvimento
de processos e produtos, o fabricante do equipamento ou o cliente.
A analise da capacidade do processo em cumprir com tais especifi-
cacdes pode ser efectuada de uma forma qualitativa, representando
os limites de especificacdo no histograma dos valores recolhidos do
processo, ou de uma forma quantitativa, através do uso dos indices

de capacidade apresentados nas proximas seccdes.
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7.8.1. Indices de capacidade do processo para variaveis

Considerando a gama associada a variacao natural do processo
dada pelo intervalo +30, cuja amplitude corresponde a 6o, € a gama
de especificacao delimitada pelos limites de especificacao inferior
(LIE) e superior (LSE), define-se o indice de capacidade do processo

da seguinte forma:

 LSE-LIE
r 66

(7.46)

A gama de especificacao (LSE — LIE) é usualmente designada por
tolerdncia e a gama de variacdo natural do processo por capacida-
de do processo. O Cj, trata-se portanto de um indice adimensional
(sem unidades), onde se confronta a amplitude da tolerincia com a
amplitude da variabilidade natural do processo. Por outras palavras,
¢ a razdo entre a “voz do cliente” (que estipula as especificacoes) e
a “voz do processo” (que descreve a sua variabilidade). Este indice
permite conduzir uma primeira analise da capacidade do processo
em cumprir as especificacdes impostas, através da comparacao di-
recta da largura dos dois intervalos relevantes: um caracterizando o
que lhe é exigido (LSE-LIE) e o outro aquilo que o processo de facto
apresenta em termos de variabilidade (606). Valores de Cp superiores
a 1 sao indicativos de processos potencialmente capazes. Valores
inferiores a 1, indicam processos com variabilidade excessiva face
a tolerancia que lhes € imposta. De notar que este indice apenas
fornece uma indicacio da capacidade potencial do processo, a qual
sO seria efectivamente atingida se a variabilidade natural do pro-
cesso estivesse centrada no intervalo de especificacoes. Assim, se a
tendéncia central do processo estiver perfeitamente alinhada com
o centro do intervalo de especificacio, o valor de C, corresponde 2a
capacidade efectiva do processo. No entanto, se tal nio acontecer,

este indice apenas fornece uma indicacio do valor maximo que seria
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possivel obter para esta quantidade (dai a designacido de potencial),
caso a variabilidade do processo estivesse centrada na banda de es-
pecificacoes (de notar que, normalmente, é bastante mais complexo
reduzir a variabilidade de uma dada quantidade do que ajustar a
sua tendéncia central).

Na pritica, o indice C, é calculado usando uma estimativa conve-
niente para o desvio padriao do processo, frequentemente originaria
das proprias cartas de controlo usadas (onde esta ja foi determinada

ou pode ser facilmente obtida).

C’ _ LSE —A LIE
r 66

(7.47)

com, G :E/d2 ou G =§/d2 (}_3 e S obtidos a partir das linhas
centrais de cartas de controlo para a dispersao).

Tratando-se de estimativas, os valores fornecidos para os indices
de capacidade possuem uma certa incerteza cuja magnitude pode ser
apreciavel, a menos que esteja disponivel um nimero de observacdes
suficiente: tipicamente, serdo necessarias cerca de 200 observacoes
para ser possivel estimar a capacidade do processo com uma incer-
teza de aproximadamente +10% do valor estimado. Esta incerteza
é adequadamente expressa na forma de intervalos de confianca, os
quais podem ser determinados com apoio a software ou recorrendo
a formulas disponiveis na literatura técnica [30, 31].

Uma vez que o C, € apenas um indicador da capacidade poten-
cial de um processo, é necessario encontrar um outro indice que
forneca a magnitude da sua capacidade efectiva, levando em conta
a possibilidade da variabilidade do processo nao estar necessaria-
mente centrada na gama de tolerancia a respeitar. Surge assim o

indice Cp, definido como:

P

C, =min(C,.C,, ) (7.48)

363



onde

c W-LE (7.49)
? 30

c _LSE-un (7.50)
” 30

sendo y e 0, a média e o desvio padriao do processo. Como se pode
verificar, quando o processo esta perfeitamente centrado relativamen-
te as especificagdes, tem-se que Cj, = Cp. Da sua diferenca pode-se
pois desde logo inferir se o processo esta ou nio centrado. Para
processos niao centrados na gama de tolerancia tem-se que Cj, 2 Cy,
correspondendo Cj, a capacidade efectiva do processo, a qual é re-
lativa a situacio de maior proximidade entre a média do processo e
um dos limites de especificacdo. A Figura 7.16 ilustra os diferentes
niveis de desempenho que se podem efectivamente observar, con-
soante o processo esteja ou nio centrado nas especificacdes, e a sua

correspondéncia nos respectivos valores dos indices Cj, € Cpp.
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LIE LSE

1 1

1 I Cp=2.0
| | Cpk=2.0
| 1

L L 1 1 J

1 1

1 1 Cp=2.0
| | Cpk=15
1 1

L 1 L J

1 1

1 1 Cp=20
| | Cpk=1.0
1 1

L L 1 1

Cp=2.0
Cpk=0.0

Cp=2.0
Cpk=-0.5

Figura 7.16. Relacao entre os indices C, e Cp, quando o processo apresenta diferentes

localizacoes relativamente a gama de tolerancia.

Os indices Cp; e Cjs sdo também adoptados em alternativa ao C,
quando o intervalo de tolerancia é unilateral, como por exemplo em
situagdes do tipo “quanto maior melhor” (C,), ou “quanto menor
melhor” (Cpy). Para possibilitar uma melhor interpretacio dos valores
obtidos para os indices de capacidade de processo em termos daquilo
que eles efectivamente visam analisar, apresenta-se na Tabela 7.9 o
numero de defeitos (em partes por milhdo, ppm) correspondentes a
varios valores de C). Estes foram obtidos atendendo aos seguintes

pressupostos:

* A caracteristica em analise segue uma distribuicio Normal;
* O processo esta sob controlo estatistico;
* O processo esta centrado na gama de tolerancia no caso das

especificacdes serem bilaterais.
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Numero de defeitos por milhao (ppm)

indice C, Limites de especificacio unilaterais Limites de especificacio bilaterais
0,25 226628 453255
0,5 66807 133614
0,9 3467 6934
1 1350 2700
1,1 484 967
1,5 4 7
1,8 0,03 0,06
2 0,0009 0,00018

Tabela 7.9. Numero de defeitos (itens produzidos fora de especificacio) expressos em
partes por milhdo (ppm) para virios valores do indice de capacidade de processo, C,
(limites de especificacao unilaterais e bilaterais). O nimero de defeitos foi calculado
assumindo que os dados seguem uma distribuicao Normal, que o processo esta sob
controlo estatistico (e que portanto a sua média e dispersao nao variam) e que se
encontra centrado na gama de especificacoes no caso de especificacoes bilaterais.

A interpretacido dos indices de capacidade através do respectivo
numero de defeitos (Tabela 7.9) s6 é valida enquanto os trés pressu-
postos acima referidos se verificarem. Em particular, se a distribuicao
dos dados nao for Normal, o nimero de defeitos pode divergir muito
significativamente dos apresentados na tabela. Para estas situacdes,
existem varios procedimentos alternativos passiveis de ser seguidos.
Uma possibilidade é proceder a uma transformacao da variavel em
analise, de forma que a variavel transformada passe a seguir uma
distribuicao aproximadamente Normal. A analise de capacidade do
processo € entdo conduzida em termos da variavel transformada.
Existem varias familias de transformacdes disponiveis para este
efeito, sendo as mais usuais a transformacio de Box-Cox e a trans-
formacao de Johnson. Outra possibilidade consiste em determinar
a distribuicao de probabilidade que melhor descreve a variabilidade
dos dados e calcular o namero de defeitos esperado para o indice
de capacidade calculado. Como alternativa a estes procedimentos,
pode-se ainda fazer uso de indices de capacidade mais gerais, vali-
dos para distribuicdes normais e nao-normais (a titulo de exemplo,
referem-se aqueles baseados em percentis [30)).

O valor de Cp, tido como minimo para assegurar um proces-

so razoavelmente capaz corresponde usualmente a 1,33, pois tal
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implica que o processo continuara, em boa medida, a cumprir as
especificacdes mesmo que a sua média oscile um pouco ao longo
do tempo. Um valor de Cp,=2 € indicativo de um processo com ele-
vado desempenho, no qual a respectiva média esta a uma distancia
60 da especificacio mais proxima. Também se diz que neste caso
o processo apresenta um nivel de desempenho “seis sigma” (nivel

sigma = 3xCpp).

Exemplo: Determinacdo da capacidade de um processo de
enchimento de garrafas

Conduziu-se um estudo para determinar a capacidade do pro-
cesso de enchimento de garrafas de 1L. Neste estudo, recorreu-se a
informacao recolhida nas cartas de controlo do processo, as quais
indicavam uma situacao de operacao estavel. As cartas usadas sao do
tipo X — R, com subgrupos de dimensio n=5. Nos cilculos relativos
a estas cartas, obteve-se, para a média global o valor de 0,99832
e para amplitude média o valor de 0,02205. Para este processo,
os limites de especificacio sao 1,000+0,020 L (i.e., LIE=0,980 L e
LSE=1,020 L). Pretende-se agora calcular os valores dos varios indices
de capacidade do processo.

Comecando por estimar o desvio padrio do processo com base

na informacao sobre a amplitude média, obtém-se,

0 = d£ —0 = 002205 _ 0,00948

] 2,326

(o valor da constante d, é proveniente da Tabela 7.8, para n=5).

Nestas condi¢des, o valor estimado para o indice de capacidade de

processo potencial, ép, ¢é dado por:

L N :1,020—0,9800203703
6x3 ? 6x0,00948

o USL - LSL

P
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A capacidade do processo efectiva, corresponde a:

A noA .. |A=LSL USL-1
Cpk—mln{pl,Cpu}mln{ B 3

>

A . 10,99832-0,980 1,020-0,99832
— C , =min
Y 3x0,00948 3x0,00948

} =min {O, 6442 ; 0,7632}= 0,6442
Constata-se assim que, tendo-se obtido um valor de C‘p =0,703< 1,33,

0 processo nao apresenta capacidade (nem sequer potencial) para

satisfazer as especificacoes impostas. Como C‘pk =0,644, um pouco
inferior a C,, conclui-se que o processo estd um pouco descentrado
relativamente a2 média dos limites de especificacio. No entanto, nao
se espera um ganho significativo em proceder ao seu ajustamento de
forma a centra-lo na banda de especificacdes, uma vez que o pro-
blema esta essencialmente localizado na sua variabilidade excessiva.

De notar que uma analise de capacidade do processo também
pode ser conduzida através de um planeamento de experiéncias
adequado. Na verdade, pode-se adoptar o procedimento seguido
na caracterizacao do sistema medicao através de estudos RGR (ver
Capitulo 3) para este fim. Este procedimento conduz as varias com-
ponentes que contribuem para a variabilidade total observada, em
particular aquelas originarias do processo, do sistema de medicido e
do operador. Conhecendo estas componentes, em particular a com-
ponente processual, bem como a sua tolerancia, € possivel quantifi-
car directamente e de uma forma precisa a capacidade do processo.
Este processo ¢ ainda mais rigoroso que os acima apresentados, uma
vez que desagrega da variabilidade observada, componentes cujas

caracteristicas nao estiao relacionadas com o processo em analise.

7.8.2. Anilise da variabilidade de curto prazo e longo prazo

A variabilidade do processo pode ser subdividida em duas com-

ponentes. Uma corresponde a sua variabilidade natural num dado
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momento, designada por variabilidade de curto prazo, a qual é
essencialmente caracterizada pela sua dispersio dentro dos subgru-
pos racionais ou amostras recolhidas. As cartas de controlo para a
dispersio permitem caracterizar e monitorar esta componente da
variabilidade. E também com base nela que se determinam os limi-
tes de controlo para as cartas de controlo dedicadas a acompanhar
a tendéncia central do processo. A outra componente da variabili-
dade corresponde a dinamica do processo ao longo do tempo, que
se traduz em flutuacdes na sua média devido a causas varias. Esta
¢ designada por variabilidade de longo prazo e pode indiciar um
processo fora de controlo estatistico se for excessiva, ou sob con-
trolo, se for baixa. Por exemplo, numa analise tipica em projectos
seis sigma admite-se como plausivel a existéncia de oscilacdes de
longo prazo na média do processo de magnitude *1,5c.

Os indices C, e Cp, sao determinados com base no pressuposto
do processo ser estavel (sob controlo estatistico) e indicam a sua
capacidade em respeitar as especificacdes impostas com base na
variabilidade de curto prazo. Para avaliar a capacidade do processo
com base na variabilidade de longo prazo, que incorpora eventuais
oscilacdes do processo ao longo do tempo, foram propostos indices
alternativos, designados por indices de desempenho do processo: P,
e Py Estes indices tém defini¢ées andlogas as dos seus congéneres
Cp € Cpi, sendo a Unica diferenca a forma como o desvio padrao do
processo € estimado. Para os indices de desempenho, o desvio pa-
drao é calculado com base na totalidade dos dados, como se todos

incorporassem uma unica amostra, i.e.,

p - LSE-LIE (751
’ 6s
P, =min (f;l., P, ) (7.52)
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onde

p —W-LE (7.53)
P 3s
p _LSE-n (7.54)
- 3s
(S
(7.55)

Estes indices de desempenho devem ser usados com bastante
cuidado, uma vez que o processo pode nao estar sob controlo esta-
tistico, situacio em que nio existe sequer uma medida consistente
para a sua variabilidade. Neste caso, os esforcos deveriam estar
centrados na sua estabilizacdo e niao na caracterizacao da sua capa-
cidade, conceito que carece de consisténcia neste cenario. Por esta
razao, diversos autores desaconselham o seu uso, enquanto outros,
chamando atencio para as suas limitacdes, propdem uma analise

integrada de todos indices.

7.8.3. indices de capacidade do processo para atributos

A avaliacio da capacidade de processos caracterizados por me-
dicdes de natureza qualitativa (atributos) é usualmente conduzida
com base na tendéncia central das respectivas cartas de controlo.
De facto, esta tendéncia transmite directamente informacio sobre
o nimero ou taxa média de itens ou defeitos registados, os quais
ja resultaram de um processo de comparacdo das suas caracteris-
ticas com as respectivas especificacoes. Assim, na analise de itens

defeituosos ou nio-conformes, a capacidade pode ser directamente
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obtida dos valores de p ou np (das cartas p e np, respectivamente)
enquanto na analise de defeitos ou nio-conformidades, utiliza-se ¢
ou u (das cartas c e u, respectivamente). Em alternativa, pode-se
usar uma distribuicdo adequada para descrever os dados recolhidos
(tipicamente a distribuicio Binomial ou Poisson, consoante o tipo
de atributos) e com base nela calcular, por exemplo, a probabilidade
de obter, nas condicdes actuais, um numero de itens nio-conformes

ou uma taxa de defeitos por unidade inferior a um dado valor.

7.8.4. Breve referéncia a outras medidas do desempenho

de processos de uso comum

Para além dos indices de capacidade e desempenho de proces-
so atras apresentados, outras medidas sao frequentemente usadas
para avaliar a extensao com que O processo esta a atingir os seus
objectivos. Algumas destas medidas serdo brevemente referidas nos

paragrafos seguintes.

Numero de defeitos por unidade (DPU). Como o proprio nome
indica, é dado pelo quociente entre o nimero de defeitos detectados

e o numero de unidades inspeccionadas:

Numero de Defeitos Detectados
Numero deUnidades Inspeccionadas

DPU = (7.56)

Este indicador aparece por vezes reportado em partes por milhao (PPM):

PPM = DPU x1000000 (7.57)
Defeitos por milhido de oportunidades (DPMO). Obtém-se divi-

dindo o numero de defeitos contabilizados pelo namero total de opor-

tunidades onde estes poderido surgir. Assim, para um dado produto,
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devem-se considerar todos os possiveis defeitos e avaliar as diferentes
formas como cada defeito pode surgir. Por exemplo, se as dimensoes
sdo verificadas em trés localizacdes distintas, uma falha dimensional
pode surgir de trés formas diferentes. O niimero total de oportunida-
des é entao dado pela multiplicacio do nimero de itens inspecciona-
dos pelo nimero de defeitos possiveis por item. Este dltimo obtém-se

somando todas as diferentes formas com que cada defeito pode surgir.

Numero de Defeitos x1000000
Numero deUnidades x Numero de Oportunidades por Unidade

DPMO =

(7.58)

Exemplo: Andlise do desempenhbo de um processo novo para
producdo de pregos

Os pregos produzidos através de um novo processo sao sujeitos a
uma inspecc¢io baseada na analise das seguintes caracteristicas: di-
mensoes (comprimento, largura), defeitos no material e rigidez meca-
nica. Os resultados da analise sucessiva de 20 unidades é apresentada
na Tabela 7.10. Pretende-se estimar o valor das medidas de desempe-

nho, DPU, PPM e DPMO para este processo, com base nesta amostra.

Item  Comprimento Diametro  Material Rigidez  Defeituoso Numero de defeitos
1 X Sim 1
2 X Sim 1
3 Nao 0
4 Nio 0
5 X X Sim 2
6 Nao 0
7 X X Sim 2
8 Nao 0
9 X Sim 1

10 Nao 0
11 X X Sim 2
12 X X Sim 2
13 X Sim 1
14 X X Sim 2
15 Nao 0
16 Nio 0
17 X Sim 1
18 Nao 0
19 Nao 0
20 X Sim 1

Tabela 7.10. Folha de registo de defeitos na inspeccao dos pregos produzidos pelo novo
processo.
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Analisando a tabela acima, verifica-se que 11 dos 20 itens ins-
peccionados sao defeituosos, i.e., possuem defeitos. O nimero total

de defeitos registados é de 16. Por isso,

prU =18 _03
20
pp = 16x1000000 1230 000 _ 200000

Por outro lado, o numero total de oportunidades de defeito por
item € de 4 (dois tipos de defeitos dimensionais, um tipo relaciona-
do com o material e outro com as suas propriedades mecanicas de
rigidez). Logo, o numero total de oportunidades de defeito nas 20

pecas € de 80. Nestas condicdes, o DPMO corresponde a:

DPMO = % =200000

Como se pode verificar, este processo ainda apresenta baixos
indicadores de desempenho, requerendo mais investimento no seu

desenvolvimento.
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CAPITULO 8 — SUGESTOES DE LEITURA
E SOFTWARE

Como complemento a apresentacao dos temas focados neste livro,
indicam-se nesta seccio varias referéncias bibliograficas adicionais
onde os leitores interessados poderao consultar e obter informacao
técnica mais detalhada. Para comodidade dos interessados, as re-
feréncias sao apresentadas por tema, tendo havido um esforco em
manter o seu numero reduzido, preservando a Optica de objectivi-

dade e sentido pratico que norteou a escrita deste livro.

* Seis sigma (geral)
— M. Harry and R. Schroeder, Six sigma, Currency, New

York, 2000.

* Defini¢io / Seis sigma
— T. M. Kubiak and D. W. Benbow, The certified six sigma
black belt handbook, ASQ Quality Press, Milwaukee,
Wisconsin, 2009.
— Pyzdek, The six sigma bandbook, McGraw-Hill, New
York, 2003.

* Medicao
— ASQ/AIAG, Measurement systems analysis, DaimlerChrisler
Corporation, Ford Motor Company, General Motors

Corporation, 2002.



- BIPM, IEC, IFCC, ISO, IUPAC, TUPAP and OIML, Guide to
the expression of uncertainty, ISO, Geneva, Switzerland,

1993.

e Anailise
— D. C. Montgomery and G. C. Runger, Applied statistics
and probability for engineers, Wiley, New York, 1999.
— G. Vining and S. M. Kowalski, Statistical methods for

engineers, Thomson, Duxbury, 2006.

* Melhoria

— D. C. Montegomery, Design and analysis of experiments,
Wiley, New York, 1997.

- G. E. P. Box, J. S. Hunter and W. G. Hunter, Statistics
for experimenters: Design, innovation, and discovery,
Wiley, Hoboken, NJ (USA), 2005.

— C. F. J. Wu and M. S. Hamada, Experiments - planning,
analysis, and optimization, Wiley, Hoboken, New Jersey,

2009.

e Controlo
— D. C. Montgomery, Introduction to statistical quality
control, Wiley, New York, 2001.
— E. L. Grant and R. S. Leavenworth, Statistical quality
control, McGraw-Hill, Boston, 1999.

A analise estatistica moderna faz-se essencialmente com recurso
a meios computacionais e software mais ou menos especializado.
Dada uma certa prevaléncia na sua adop¢iao nos meios organizacio-
nais ligados a programas seis sigma, o software usado como base
para os exemplos aqui apresentados é o MINITAB®. No entanto, tal

nio constitui uma opc¢ao baseada em limitacdes de outras opcdes
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existentes no mercado, onde poderdao ser encontradas alternativas
com caracteristicas de rapidez e utilizacio amigavel igualmente boas.
Assim, colocando de lado plataformas de calculo como o MATLAB®,
MATHEMATICA®, a linguagem R ou mesmo o SPSS®, pelas curvas
de aprendizagem associadas e o nivel de especializacio exigido
para a sua utilizacao rotineira (nio obstante a sua flexibilidade,
modularidade e capacidade de calculo), referem-se, por exemplo, as

seguintes solu¢des computacionais alternativas:

* JMP®. Software de anilise de dados, particularmente forte
em metodologias de visualizacao, planeamento 6ptimo de
experiéncias e andlise de dados. A ultima versao ja inclui,
por exemplo, os recentemente propostos “Definitive Screening
Designs”. Trata-se de uma ferramenta versatil onde a analise
proposta pelo software é orientada pela natureza dos dados
disponiveis, ndo tendo o utilizador de conhecer profunda-
mente todos os aspectos metodolégicos para usar as varias
ferramentas com rigor.

* STATISTICA®. Software com varios modulos de metodologias
estatisticas, incluindo aplicacdes desenvolvidas para apoiar
projectos seis sigma. Possui um bom suporte documental e
uma ampla gama de recursos analiticos.

* DESIGN EXPERT®. Software especializado no apoio ao pla-

neamento de experiéncias e sua analise.
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APENDICE 1: EXEMPLO DE UMA FOLHA
DE PROJECTO (PROJECT CHARTER)

PROJECT CHA R

Titulo do projecto

Black Belt Voz/e-mail:
Master Black Belt Voz/e-mail:
Champion Voz/e-mail:
Process/Project Owner Voz/e-mail:
Unidade de negdcio Localizagao
Data de inicio Data de conclusdo

Descrigao do problema

Ambito / processo

Objectivos

Beneficios para os clientes

Membros da equipe Voz/e-mail Papel Especialidade Tempo

Planeamento inicio Final Comentarios
Define
Measure
Analyze
Improve
Control
Relatério final
Aprovacgao Nome Assinatura Comentarios Data
Preparado por
e -

Process/Project Owner
Master Black Belt
Departamento financeiro

Figura Al. Exemplo de uma folha de projecto.
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APENDICE 2: ESTUDO R&R
PELO METODO TABULAR

Estudo de Repetibilidade e Reprodutibilidade (R&R)
Folha de registo de medigdes

# Operadores
# Amostras

# Sequéncias

Amostra #
Oper.{, Seq.#{ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Média

1 A 1
2 2
3 3
. Média X
5 i Ra=
6 B 1
7 2
8 3
9 Média Xy
10 i Ry=
11 [o 1
12 2
13 3
14 Média Xc=
15 Re=

Média das =
16 Rp=
17 (Ra+Rg +R;)/# Operadores = R=
18 Xy = Max{X} - Min{X}=
19 * Rx Dy =UCLg = D, = (Ver comentdrio abaixo)

* Dy =3.27 (para # seq. =2), 2.58 (para # seq. =3), 2.28 (para # seq. =4)
UCLpg - representa o limite de controlo para os valores de R.
Assinalar os valores de R que estdo para além deste limite. Identificar a causa e

corrigir. Repetir estas medi¢des com o mesmo operador e amostra, como efectuado
originalmente, ou descartar os valores e recalcular a média e limite de controlo com base

nas restantes observagdes.

Notas:

Tabela Al. Folha de registo de resultados num estudo R&R segundo o método tabular
promovido pela ASQ/AIAG.

381



Estudo de Repetibilidade e Reprodutibilidade (R&R)

Relatério de resultados

Material: Nome do sistema de medi¢do:
Caracteristicas: Numero do sistema de medigdo:
Especificagdes: Tipo de sistema de medi¢do:
R= Xdiff = Rp=
K, = K, = K3 =

Andlise do sistema de medi¢do *

Data:

Responsavel:

(Da folha de registo de medigdes.)

(Das tabelas auxiliares.)

% da variagdo total

Repetibilidade - Variagdo do equipamento (VE)

VE = Rx K,

9%VE = 100 X (VE / VT)

Reprodutibilidade - Variagdo do operador (VO)

Vo = ‘/()‘(dif, x K,)” — (VE2/(nr))

n - # partes r - # sequéncias

(se o radicando for negativo, VO =0).

%V0 = 100 X (VO / VT)

Repetibilidade & Reprodutibilidade (R&R)

R&R =/VEZ2 +V0?

%R&R = 100 X (%R&R/ VT)

Variabilidade devido as amostras

VP =R, x Ky

9%VP = 100 X (VP/ VT)

Variagdo Total (VT)

vT = VR&R? + VP?

(* Valores sdo reportados para um nivel de confianga de 99%)

Desvios padrdes das fontes de variabilidade
VO R&R )4 vT

Tabela A2. Relatorio de resultados num estudo RER segundo o método tabular

promovido pela ASQ/AIAG.
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Estudo de Repetibilidade e Reprodutibilidade (R&R)

Tabelas auxiliares

Factor K,

(# operadores) x (# amostras)
3l 4 s| e 7| 8 9 10| 11| 12| 13| 14| 15|>=16
49| 4,6 433| 4,36| 440 440| 4,44 4,44 444| 4,48 448| 448| 448| 456
2,91 | 2,94| 2,96| 2,98| 2,98| 2,99] 2,99 | 2,99 3,01| 3,01| 301| 3,01| 3,01 305
2,43| 2,44 245| 2,46| 2,46 248| 2,48| 2,48| 2,48| 2,49| 249| 2,49| 2,49 2,50
2,16| 2,17| 28| 2,19| 2,19| 2,19| 2,20| 2,20 2,20| 2,20| 2,20 2,20| 2,20| 2,21

# sequéncias
N |n s (W N

2,00| 2,00 2,01 2,01| 2,02| 2,02| 2,02| 2,02| 2,02| 2,02| 2,02| 2,03| 2,03| 2,04
Notas:
1. De preferéncia selecionar o nimero de operadores e amostras de forma a (# operadores) x (# amostras) > 15

2. Se (# operadores) x (# amostras) <=15, o nimero de sequéncias deve ser determinada

de forma a evitar a zona sombreada da tabela. (Caso contréario, as estimativas ndo serdo precisas.)

Factor K,

# operadores

2 | 3 | 4
3,65 | 2,70 | 2,30
Factor K3
# amostras

2| 3| a]s| 6| 7] 8] 9]0
364|269 230|208 193] 182 174|167 1,62]

Tabela A3. Tabelas auxiliares para determinacao dos parametros K, K, e K3, num
estudo RGR segundo o método tabular promovido pela ASQ/AIAG.
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