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Prefacio

O presente livro constitui uma primeira introducdo, em contexto de ensino
universitdrio, ao calculo de equagoes de diferengas, tema que, em certa me-
dida, assumiu crescente relevo como resultado do incremento das capacidades
computacionais. De facto, estas permitiram nao s6 um desenvolvimento da in-
vestigagdo matemadtica nesta drea do cdlculo, mas também uma generalizagao
da aplicacao das equagoes de diferencas como ferramenta de modelizacao nas
mais diversas areas, desde a Economia e as Financas a Fisica, passando pe-
los estudos demograficos e até mesmo pelo desenvolvimento de estratégias de

guerra.

O texto que agora se apresenta baseia-se, em parte, num capitulo de um
texto proposto aos alunos de Célculo II da licenciatura em Economia da Fa-
culdade de Economia da Universidade de Coimbra (FEUC). Relativamente a
este, o presente texto surge enriquecido tanto pela abordagem dos sistemas
de equacoes de diferencas, como pela inclusdo da modelizacao de situagoes
praticas de relevo. O suporte tedrico é de nivel relativamente acessivel e pres-
supOe conhecimentos basicos de sucessées. Aconselha-se ainda o dominio de
alguns tépicos de Algebra Linear, dada a apresentagdo dos processos de reso-
lugao das equagoes lineares com coeficientes constantes utilizando o método do
polinémio anulador, que, por sua vez, envolve a teoria dos operadores lineares.
Contudo, precisamente para o leitor que sinta lacunas nesta drea, os autores
optaram pela inclusao no corpo do texto e em anexos, dos rudimentos que,
nesta disciplina, sdo necessarios e suficientes para a fundamentacgao teérica das

técnicas apresentadas.
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O texto estd dividido em dois capitulos. No primeiro expoe-se a teoria rela-
tiva as equagoes de diferengas lineares com coeficientes constantes, comegando
com uma seccao introdutéria relativa ao chamado cédlculo de diferencas fini-
tas. Embora diversos autores explanem a teoria das equagoes de diferengas
utilizando o operador diferenga, optou-se aqui por fazé-lo com base no ope-
rador E (operador avango), justamente tendo em vista o recurso ao método
do polinémio anulador. A distingdo que de seguida se faz entre as equagoes
de ordem um e as de ordem superior resulta do diferente método de resolucao
adotado. Com efeito, no primeiro caso optou-se por um simples método de
resolugao por recorréncia (o qual, diga-se en passant, constituiria um interes-
sante exercicio ao nivel do ensino secundédrio). A terceira e ultima secgao,
sobre as equacoes de ordem superior, constitui portanto o principal assunto
do primeiro capitulo. Paralelamente a deducao da solucao geral das equagoes
de diferencgas lineares, procura-se apresentar, de modo sucinto, as técnicas que
permitem analisar o comportamento das mesmas, tarefa cujo aprofundamento
nao cabe num texto de cariz introdutério. Em ambas as subseccoes, os au-
tores esforgaram-se por ilustrar os métodos de resolu¢do mediante a inclusao
de exemplos e exercicios resolvidos em numero suficiente para a compreensao
dos mesmos. No final de cada subsecgao, para além de uma lista de exercicios
propostos, ocupam lugar de destaque exemplos de aplicagdo dos conceitos num

contexto de modelagdo matematica em diversas dreas.

O segundo capitulo ocupa-se dos sistemas de equagoes de diferengas line-
ares, restringido-se o estudo ao caso dos coeficientes constantes. Para além
disso, aborda-se brevemente a teoria da estabilidade destes sistemas. Como a
resolucao deste tipo de sistemas esta relacionada com o calculo de poténcias
matriciais, apresentam-se dois métodos para a sua concretizagao, complemen-
tados, em anexo, com outros aplicaveis a casos particulares. Evidentemente,
num curso introdutério que aborde outros temas para além das equagoes de

diferengas, o conteido do segundo capitulo podera considerar-se opcional.

Termina-se este prefidcio mencionando o trabalho pioneiro na FEUC da

falecida Dra. Maria dos Anjos Saraiva, docente responsavel durante vinte
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anos pela disciplina de Matemaética II naquela faculdade, que introduziu as
Equagoes de Diferengas como tema de estudo com especial relevo para a
formacao de futuros economistas e produziu uma obra didactica sobre o mesmo
(veja-se [13]). A presente publicacdo da continuidade a tal trabalho, refor¢ando
a importancia que o tema adquire na formacao dos estudantes. E de regis-
tar ainda um agradecimento ao Professor Anténio Alberto Santos pelo apoio
técnico nos acabamentos da redacao desta obra. Uma palavra de apreco deve
finalmente ser enderecada aos dois revisores cientificos anénimos, cujas notas e
recomendacdes permitiram o aperfeicoamento do texto. Eventuais incorre¢oes
que, de maneira formal ou substancial, ocorram no texto sdo, evidentemente,
da responsabilidade dos autores. Ainda assim, espera-se que tais limitagoes
nao manchem em demasia a importancia de uma obra cujos principais desti-
natarios sao os estudantes.

Paulo Saraiva

José Murteira
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Capitulo I

Equacoes de Diferencas

Lineares

O presente capitulo expoe os métodos de resolucao das equacoes de diferengas
lineares de ordem n. Dado o carécter introdutério da presente obra, optou-se

por restringir o estudo ao caso das equagoes com coeficientes constantes.

1 Calculo de diferencas finitas

Antes de iniciar propriamente o estudo sistemético das equagdes de diferencas,
introduz-se o chamado Calculo de Diferencas, que pode ser visto como corres-
pondente discreto do Célculo Diferencial. Como se verd, esta introducao é ttil
na procura das soluces de uma equacao de diferencas linear, assim como na
sua analise.

Definam-se dois operadores: o operador diferenca e o operador avango ou
salto em frente.(!) Estudam-se as suas propriedades e as relagdes que entre

eles se estabelecem.

Seja x : t — x (t) uma funcao real de varidvel real, t € D. O operador

'Um operador é toda a aplicacio entre espagos vetoriais de fungdes (ver Anexo A), i.e.,

uma aplicagdo que transforma cada fungdo numa fungao.
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diferenca, representado por A, define-se através de
Az (t) =z (t+h) — x(t), (1.1)

onde t, t + h € D. O valor h é uma constante real arbitraria dita intervalo
ou passo da diferenca.

Na seguinte figura representa-se graficamente a atuacao do operador diferenca.

z(t +h)

®) t t+h

Figura I.1: Atuacdo do operador A.

No que se segue, se nada se disser em contrario, adota-se a convengao
h=1 e D=Ny=1{0,1,2.}. (1.2)

Deste modo, as fungoes = acima referidas sao as familiares sucessoes de nimeros

reais, pelo que (1.1), na notagdo mais usual, admite a forma
Axy = xp01 — 2, tE Np. (1.3)
Exemplo 1.1 Considere a sucessao x tal que
xy = at + b,
onde a e b sdo constantes reais. Descreva a atuacdo do operador diferenga.
Resolugao: Note-se que
Azy =z — 2 = (a(t +1) +b) — (at + b) = q,

ou seja, uma constante. Como é ébvio, nem sempre isto acontece. De
facto, considerando

yr = at® + bt + ¢,



1 Calculo de diferencgas finitas

onde a, b e ¢ sdo constantes reais, vem
Ayt:yt-&-l*yt: () =2at+a+b

Visualize-se graficamente esta tltima, tomando a =1e b=c=0.

Ay

Figura 1.2: Atuacdo do operador A sobre y;.

E frequente ver-se escrito Ax; com x; substituido pela sua expressdo. As-

sim, relativamente ao exemplo anterior,

Aat+b)=a

A(at2+bt+c) =2at+a-+b.

Note-se no entanto que At? e (At)2 tém significados distintos.

O operador avango ou salto em frente (shift na literatura em inglés),

simbolizado por FE, define-se através de
FExy = Ti+1, TE Np. (14)

Em termos geométricos, a acdo do operador E consiste numa translagdo do
grafico de z associada ao vetor (—1,0), isto é, numa deslocagao do gréfico de

z uma unidade para a esquerda.

Exemplo 1.2 Para as sucessdes x ey do exemplo anterior, tem-se:

Exy=xy11=a(t+1)+b=at+a+bd
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Byr=yy1 =a(t+1*+bt+1)+c
=at’+ (2a+b)t+a+b+ec.

Tomando a =1 e b= c = 0, visualize-se y; = t> ¢ By, = (t + 1)2 .

il

05

Figura 1.3: y; e atuagao do operador E sobre y;.

O

Atendendo as definicGes, facilmente se deduz a seguinte relacao entre estes

dois operadores:

A=FE-1, (1.5)

onde 1 é aqui o operador identidade, o qual transforma toda a sucessao em

si mesma. Com efeito, sendo & uma qualquer sucesséo, de (1.3) vem
Awt = El‘t — Tt = (E — 1) T,

de onde resulta (1.5).

Mostre-se agora que o operador E é uma aplicagao linear, i.e., dadas
duas quaisquer sucessoes = e y, e para qualquer a € R, F satisfaz as seguintes
propriedades:

(1) E(@+wy)=Ex+ By ;
(2) FE(az;) =aBz .
De facto,

E(x¢+yt) = 441 + yoy1 = Exy + Eyy
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E (azy) = axyy) = aExy.

Uma vez que o operador identidade é linear, por (1.5) também se pode
concluir que o operador A satisfaz tal propriedade.

Podem-se definir, por recorréncia, operadores diferenca e salto em frente
de ordem superior a primeira. Com efeito, o operador diferenca de segunda

ordem, A2, atua como se segue:

Ath = A (Axt) =A (th_H — .Z‘t) = A$t+1 — A:ct

($t+2 - It+1) - ($t+1 - l’t)

= Ty — 2Tp41 + T4

Mais geralmente, para cada k € N,
Afp = A (A1)
Além disso, convencionou-se que A%z; = x4, ou seja,
A’ =1.
Exemplo 1.3 Considere de novo a sucessao y tal que
yr = at® + bt + c.
Calcule AFy,, k=1, 2, 3.
Resolugao: Do Exemplo 1.1 sabe-se que
Ay =2at+a+b

e, portanto,

Azyt = A (Ay) = 2a,

pelo que

A3yt =A (Ath) =2a—2a=0.
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Exercicio 1.4 Mostre, por inducdo, a sequinte formula para a n-ésima diferenca:

Alg, = Xn: (—1)F (Z) Tenok

k=0

O operador avango de segunda ordem, E?, define-se por recorréncia como
F?z,=F (Bxt) = Exip1 = Tyto.
Assim, para cada k € N,
Efz, = F (E'kilxt) = Tyik.

Mais uma vez, convenciona-se que E° = 1. Graficamente, a acdo do operador

EF* corresponde a uma translacio do grafico de x associada ao vetor (—k,0).
Exemplo 1.5 Tome-se de novo x tal que x; = at + b, e calcule-se
Efzy, k=1,2,3,...

Resolugao: Tem-se

Fry=x¢41 =at+a+b
F?ry =240 =at+2a+b

B3z, = Tirg =at+3a+b

e, por conseguinte,

EkxtzxtJrk:atJrkaer, k=1,2,3,...

O

Recorrendo ao desenvolvimento binomial, pode agora provar-se novamente

o que se pede no exercicio anterior. Assim, de (1.5) vem

A" =(E—-1)"= zn: <Z> (—1)F Bk,

k=0
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ou seja, dada uma sucessao x, tem-se outra vez

Arg, = Z (Z) (—1)% EnFg, = zn: (—1)* <Z> Tetni.

k=0 k=0

A terminar, chama-se a atengao do leitor para o Anexo B, onde se evidencia

uma analogia entre o operador diferenga e o operador diferencial linear.
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1.1 Exercicios

EXERCICIOS CALCULO DE DIFERENGAS FINITAS

1. Para cada uma das seguintes funcoes, calcule Axz; para um passo h

genérico e para h = 1. Calcule ainda os trés primeiros termos de Ax;.
(a) ;e =t—3 (b) zp =t (t+1)
(c) my = 3t2 (d) z; = 5¢

2. Para cada uma das sucessoes de 1., recorra as funcionalidades de uma
folha de célculo para construir uma tabela com 10 ou mais termos de z;
e de Az, com h = 1. Visualize ainda graficamente os termos de ambas

as sucessoes.
3. Para cada uma das sucessoes de 1., calcule A%z;.

4. Estabeleca as férmulas de A"x; e de E™x; em fungdo de xyypp, com
k=0,1,2,...,n para um passo h genérico. Aplique-as & sucessao dada

em 1. (d).
5. Mostre que os operadores A™ e E™ sdo lineares (tome h = 1).

6. Prove as seguintes igualdades:

(a) AP (Alz,) = APTag, para todos os p,q € Ny
(b) A (zryr) = x1Aye + Eyr Ay
Lt YytAxy — Ay,
c Al ) =2/ =7
(© <yt) YiEy
(d) Adt = (a—1)ad
(e) Asin (at) = 2sin (%) cos [a (t + 3)]
(f) Acos (at) = —2sin (%) sin [a (¢t + 3)]

() Alogy, (at) = log, (a + 1)
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2 Equacgoes lineares de ordem 1

Dadas duas sucessoes de niimeros reais, a e b, onde a é nao identicamente nula,
designa-se equacao de diferengas linear (EDL), de primeira ordem,

toda a equagao que se possa reduzir a forma
Yer1 +ayr = by, €Ny, (2.1)

onde y é a sucessao incognita.

Note-se que qualquer equagao do tipo
ety + dyye = by, t € No,

equivale a (2.1) para todos os valores de ¢ tais que ¢; # 0 (bastando para tal
dividir ambos os membros desta por c¢;).
Equagoes envolvendo os operadores A e E poderao também ser deste tipo.

Assim, a titulo de exemplo, se a equacao é dada na forma
Ay =qi, t€ Ny,
entdo facilmente se escreve como
Y1 — Yt =qr, t € No,

que estd na forma (2.1).

2.1 Equagoes com coeficiente e segundo membro constantes

No que se segue, considera-se que em (2.1) as sucessoes a e b sdo constantes,

admitindo pois a forma
Ye+1 + ayr = b7 te N07 (22)

onde a,b € R, mas a # 0.
Antes de abordar o processo de resolugdo de (2.2), convém clarificar o
conceito de solugao, o que se fard apds a ilustragio proporcionada pelo seguinte

exemplo.
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Exemplo 2.1 Considere a sequinte equacdo de diferengas,
Yer1 — Dy =0, ¢ € Np. (2.3)
Tomando y tal que
yr = 5" (2.4)
e substituindo em (2.3), verifica-se que

Yre1 — By =571 — 5.5 =0,

para todo o t € No. Quer isto dizer que tal sucessdo satisfaz a equagdo dada
no conjunto No. Dito de outro modo, (2.4), é solugdo de (2.3). Nao é dificil

mostrar que também

1
y = 2.5, yr = —2.5¢ e wzgy

sao solugoes da referida equagdo. Mais: toda a sucessao da forma
y=C 5, (2.5)

com C' constante real, € solugio de (2.3). Esta serd dita solugdo geral, ao
passo que as antes elencadas se dirao solugoes particulares, por resultarem
desta por concretizacdo de C. A constante C estd relacionada com a condi¢do
inicial dada. Assim, se se pretende a solugdo particular de (2.3) para a qual
€ dado yo = 1, basta determinar o valor de C na solugdo geral. De facto, com
yo =1, de (2.4) vem

1=CeC=1,

pelo que tal solugdo € a sucessao y tal que

Yt =5t, t € Np.

Posto isto, dir-se-a que a sucessao y é uma solugao da equacao de diferengas

(2.2) sobre um conjunto S se os valores de y convertem, apés substituicao,
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a referida equagdo numa identidade em S. A solucdo de (2.2) que envolva
uma constante real arbitraria designa-se solugao geral. Toda a solucao de
(2.2) que se obtém da solugao geral por concretizacao da constante arbitraria

designa-se solugao particular.

A resolugao deste tipo de equagbes requer apenas uma simples técnica

designada método iterativo, cuja aplicagdo se exemplifica de seguida.

Exemplo 2.2 Resolva a equagdo

Yyer1 — 2y =1, t €Ny,

supondo que yo = 1.

Resolugao: Vem sucessivamente

y1 = 2yo+1

Yo = 2y +1=22p+1)+1=2%y+1+2x1

ys = 2 +1=22%p+1+2x1)+1=2Py+1+2x1+22x1
g = Qyo+20x14+2'x14+22x1+...+27x1

Assim, recorrendo a férmula para a soma dos ¢ primeiros termos de uma
progressao geométrica, a solugao da equagao dada vem

t

1-2

yr = yo2' + =(yo+1)2' =1, teN,

onde yp é um valor arbitrariamente dado. Deste modo, a solugéo parti-

cular que se obtém quando tomamos yy = 1 serd

y=—1+2"%1 teN,.
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Este procedimento pode reproduzir-se facilmente para o caso geral. De

facto, supondo que é dado um valor inicial, y, a partir de (2.2) vem

y1 = —ayo+b
y2 = —ayi+b=—al-ay+b+b=(—a)yo+b+(—a)b
ys = —ays+b=—a [(_G)Q Yo+ b+ (—a) b} +b

= (=0’ yo+b+ (-a)b+ (=a)®b

wo= () g +b[(-a)’+(-a) + .+ (—a) ], teN.
Se a = —1, resulta

yt=y0+b(1+1+...+1)Iyo—l-bt, t € Np.
————

t parcelas

Por outro lado, se a # —1, da férmula para a soma dos t primeiros termos de

uma progressao geométrica de razdo (—a) vem

yr=(—a) yo +b

1—(—a) b b .

= - - t € Np.
1—(—a) 1—&—(1+ N 1Ya (a)’, t€No
E entdo legitimo formular o seguinte resultado.

Teorema 2.3 A sucessao y definida por

Pt (k) o, sear

yo + bt, sea=—1

Yt =

para t € Ny, € a solu¢ao dnica de (2.2) com yo dado.

Demonstracao. Para mostrar que y é solugdo de (2.2), basta que se
substitua y; e y;4+1 nessa equacao em cada um dos casos. Quanto & unicidade,
é facil verificar que, uma vez fixado previamente yg, os sucessivos valores de y1,
Yo,. . . resultam de modo unico, para cada caso de a, da relacao de recorréncia

(2.2), tal como se expds no pardgrafo anterior ao presente resultado. [
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Coroldrio 2.4 Seja y uma solugio da equagio (2.2) em Ng. Entao existe

uma constante real C para a qual se tem

ﬁnL(CfH%)(fa)t, sea# —1
C +bt, sea=—1,

Yt = t € Np.

Este coroldrio dd-nos a solugao geral da equagao (2.2). Note-se que C' = yj.
Ver-se-a a utilidade pratica deste resultado sobretudo quando for dado yy,

k # 0, em vez de yo.
Exemplo 2.5 Considere as equagoes sequintes em Ny:

(a) Ti41 = 2:13,5 -3 (b) 2yt+1 - Zyt =6 (C) Zt+1 = 22t —1.
1. Resolva as equagoes.
2. Determine as solugées particulares de (a), (b) e (c) tais que, respetiva-
mente,
(a) zo=5 (b)yo=—-1 (c) za =17.
Resolugao: No que diz respeito a (a), tal equacdo equivale a

Tpp1 — 2@ = —3,

que é linear, de primeira ordem, com a = —2 e b = —3. Atendendo ao

coroldrio, a solugdo geral de (a) vem
.’I)t=3+(073)2t, t € Np.

Se xg = 5, dado que C' = z, a solugdo particular serd a sucessao z tal
que

=3+ (-3)2'=3+2"1 teN,.
Repare-se agora que (b) equivale a
Yir1 — Y = 3,

que é linear, de primeira ordem, com a = —1 e b = —3. Logo, a solucao
geral vem dada por

yt:C—3t7 t € Np.
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Para o valor inicial dado, tem-se a solugao particular
yr=—1-—3t, teNy.

Finalmente, (c) equivale a

2t41 — 22¢ = —1,
linear, de primeira ordem, com a = —2 e b = —1. A solucédo geral serd
pois
S S SR 2?=1+(C-1)2, teN
T2 1-2)° = ’ 0

Dado que z4 = 17, vem, apds substituicao,
17=1+(C-1)2'=sC=2
Logo, a solugao particular sera z tal que

=142 teNg.

O seguinte resultado conclui esta subsecgao.
Teorema 2.6 A equagdo de diferencas linear, de primeira ordem,
yt+1+ayt:b, te{k‘7k+17k+27}

tem solugdo geral dada por

ﬁ—k (C—H%) (—a)' ™", sea#—1
C+b(t—k), sea=-1

Yt =

comte{k,k+1,k+2,...}, onde C é uma constante real arbitrdria.

Nota 2.7 Repare-se que o Coroldario 2.4 é um caso particular deste, para
k = 0. Por outro lado, sendo dado o wvalor inicial de y; para algum t €
{k,k+1,k+2,...}, é possivel determinar C e indicar a consequente solug¢Go

particular.
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2.2 Comportamento das solugoes

Na presente subsecgao estuda-se o comportamento da solugao de uma EDL, de
primeira ordem, com coeficiente e segundo membro constantes, i.e., analisa-se
a convergéncia da sucessao, sua monotonia e limitacao. Para nao sobrecarregar

a notagao, se nada se disser em contrario, sempre que se escrever
lim g,

subentende-se que t — 4+00. Sem perda de generalidade, supbe-se que se pre-
tende descrever o comportamento da solugao de (2.2) para yo dado. Recorde-

-se que a solugdo admite, neste caso, a seguinte forma:

H%—F(yo—l%) (—a)', sea#—1

Yo + bt, sea=—1

Yt =

para t € Ny e onde, sublinhe-se, as constantes a e b sao reais, com a nao nula.

Divida-se a andlise em dois casos: a = —1 e a # —1.

CASO a=-1

A solucdo é a sucessdo y tal que y; = yo + bt. Facilmente se deduz que

+00, seb>0
lim y; = Y0, seb=0
—00, seb<0
Se b = 0, resulta a sucessdo constante y; = o, evidentemente limitada. Nos

restantes casos de b, a sucessao ¢ ilimitada e, uma vez que
Ye+1 — Yt = b,

conclui-se que a sucessdo é mondtona crescente (respetivamente, decrescente)

se b > 0 (respetivamente, se b < 0).
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CASO a # —1

Considerando
b

T 1+a

*

Y

pode exprimir-se a solugao da equagao através de
ye=y" + -y (-a), teNo
E imediato que se yp = y*, entdo a sucessao é constante,
ye=y", teN,.

Por outro lado, se yy # y*, entdo o comportamento de y depende do compor-

tamento de (—a)t, Quanto & convergéncia desta, recorde-se agora que
lim(—a) =0<=|-a/ <l -1<a<l.
a<—-1 = lim(—a)' = +o0
a>1 = lim(—a)’ ndo existe.
Por conseguinte,
1. Se —1 < a < 1, a solucao converge para y*, pois

lim y; = lim [y* + (y0 — ¥*) (—a)'] = ¥

2. Se a < —1, tem-se

Y <yt = lim y; = —0

Yo >yt = lim y; = 400
3. Se a > 1, entéo lim y; nao existe.

Complete-se o estudo, analisando o que acontece no que se refere a mono-

tonia e limitagdo. Se —1 < a <0, i.e., se 0 < —a < 1, entado

Y41 — Yt = (—G)t (Yo —y") (—a—1).
S—~— ——

>0 <0



2 Equacgoes lineares de ordem 1 17

Assim,

Yo <y* = y ¢é mondtona crescente, limitada, tendo-se yo < y; < y*;

Yo >y* = y ¢é mondtona decrescente, limitada, tendo-se y* < y; < yp.

Por outro lado, se 0 < a < 1, i.e., se =1 < —a < 0, entdo (—a)" tem
um comportamento oscilatério (logo, ndo monétono), mas limitado. Assim, o
mesmo acontece com ;. Se a < —1, entdo —a > 1, pelo que

t

Y1 —ye = (—a) (yo—y*)(-a—1).
——

—_———
>0 >0
Daqui resulta que
Yo <y = y é mondtona decrescente e ilimitada;
Yo >yt = y € mondtona crescente e ilimitada.

Subdivida-se o caso a > 1. Se a = 1, entdo (—a)" oscila de maneira
finita (admite os valores —1 e 1), pelo que também y tem um comportamento
oscilatério (entre os valores 7o e 2y* — yo). Se a > 1, entdo (—a)" oscila de

maneira infinita e o0 mesmo sucede com y.

As conclusoes agora deduzidas surgem resumidas na tabela da pégina

seguinte.
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relacao ~
a b Yo comportamento da sucessao y
entre y; e y*

1 -1 b=0 Yt = Yo constante

2 -1 b>0 Yt > Yo crescente, divergente para 400

3 -1 b<O0 Yt < Yo decrescente, divergente para —oo

4 a#—1 Yo=v"1 ypu=v"=yo constante
crescente, limitada

5| -1<a<0 Yo < y* Y <y*
e convergente para y*
decrescente, limitada

6| -1<a<0 Yo >y ye >y
e convergente para y*

71 o 1 2y oscilatéria, limitada

<a< Yo F Y

e convergente para y*
decrescente, ilimitada

8 a< -1 Yo < y* yr < y*
e divergente para —oo
crescente, ilimitada

9 a< -1 Yo > y* Yy > y*
e divergente para +oo

10 a=1 Yo £ Y" oscilatéria, limitada e divergente

11 a>1 Yo Zy* oscilatéria, ilimitada e divergente

Exemplo 2.8 Resolva

cial é 1 (ie, zg =1, 90 =1 e z

respetivas solugoes.

(a) T441 = a4

(b) yrr1=w: +3

as equagoes sequintes em No, supondo que o valor ini-

= 1) e faca a interpretagao grdfica das

(C) Zt+1 = 2t — 1.

Resolugao: Note-se que as referidas equagoes se podem escrever na forma

Tl — g =0,

Yer1 — Y =3

241 — 2 = —1,

respetivamente. Assim, em todos os casos se tem equagoes em que

a = —1. No caso (a) a solugdo é a sucessao constante

=z = 1.
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Em (b), a solugdo vem dada por
yr =1yo+ bt =1+ 3t,
crescente e divergente para +oco. Em (c), a solugdo
z=zy+bt=1—1
é decrescente e divergente para —oo. De seguida apresentam-se os graficos

de cada uma das solu¢ées num tunico referencial.

204

Yt

ES
pu
@

Exemplo 2.9 Resolva as sequintes equagdes

(8) zpp1 — 32 =1, =1, (d) yey1 — sy =1, yo=3.

Resolucao: Note-se que a equagao de diferengas é comum a ambos os casos,
diferindo apenas na condigao inicial. Dado que
1

—_——eb=1
a 5 © ,

entao
b
T 1l+4a

Assim, as solugoes vém dadas, respetivamente, por

2= 2" + (20— 2%) (—a)l = 2 — @)t

* *

=y

=y +w-v)(-a) =2+ <;)t

cujos gréficos se representam na pégina seguinte.
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Exemplo 2.10 Considerem-se as equagoes

(a) xpy1 — 3z =1, my=-1; (b) ye+1 — 3y =1,

Resolva-as e proceda a respetiva interpretacdo grdfica.

Resolugao: A semelhanca do exemplo anterior, também este par de equagoes

difere apenas no valor inicial. Assim,

a=-3eb=1,
donde
T = = = ——
Y 1T 2
Logo,
* % t 1 ¢
xe =2+ (kg — 2¥) (—a) :—5—73
e

. . 1 3
w=y"+ -y () =—5+33"

sao, respetivamente, as solugoes de (a) e de (b). Graficamente,
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Yt

50

Tt

Exemplo 2.11 Resolva as equagoes

(@) 1+ 32e=1, ) g1 +y =1, (c) 241 +3z=1,

para o mesmo valor inicial xg = 1 = yg = 2z9. Interprete graficamente a

solugao.
Resolugao: Relativamente a (a), tem-se

2
=-,b=1 inte, z* = = .
a=3, , por conseguinte, & = o
Assim,
2
z = 2" + (zg — %) (—a)' = 3T
No que concerne a (b), tem-se

1
a=1,b=1, peloquey*zi.

Logo,
* * t 1 1 t
ye=y + o -y)(-a)=5+5(=1)" .
Por ltimo, em (c) tem-se

1
=3,b=1lez*=>.
a , ez 1

Deste modo,

2=2"+ (20— 2") (—a) = i % (-3)" .

O comportamento de cada uma das solugoes pode ser observado através

do esbogo grafico nas seguintes figuras.
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1z

VAYAYA

I N & i \\/ * ) ¢
=

Exemplo 2.12 Resolva a equagio

Ti41 — 29315 = 17 Ty = —1.
Resolugao: Uma vez que a = —2 e b =1, tem-se
1
*
- - 1=
T 1-2 )

Deste modo, a solugao vem dada por uma sucessao constante,

xy = 2" + (zg — %) (—a)' = 2" = —1.
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Em Economia estuda-se a nog¢ao de convergéncia das solugoes sob a desig-
nagao de estabilidade. Assim, procura-se saber se existe uma constante y*

tal que a solucdo y verifica um de dois casos:
w=y", te{kk+1,...}

ou se, pelo menos,

lim y; = y*.

Tal valor y* diz-se estado de equilibrio ou estado estacionario da equagao.
As correspondentes equagoes dizem-se estaveis ou globalmente assintoti-
camente estaveis, respetivamente. Se este valor néo existe, a equagao diz-se
instavel. De acordo com o que anteriormente se viu, no caso da estabili-
dade fala-se de sucessdes constantes a partir de certa ordem. As solugoes
globalmente assintoticamente estaveis convergem para o estado de equilibrio
de maneira mondétona (crescente ou decrescente) ou por oscilacbes amorte-
cidas. No caso de instabilidade, esta ocorre quando se verifica divergéncia das
sucessoes, a qual, como referido, pode ser de trés tipos: mondtona, através de

oscilagoes constantes ou mediante oscilagGes explosivas.
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2.3 Exercicios e aplicagoes

EXERcIcIOS EDL DE ORDEM 1

1. Determine a solugdo geral da equagado de diferencas byi+1 = 3y + 4,
definida em Ny, e a solugao particular que verifica yg = 3. Descreva o

seu comportamento e esboce o grafico da sucessao.

2. Calcule a solucao geral das equagoes de diferencas (todas definidas em
Np), os cinco primeiros termos para yg = 1 e descreva o comportamento

da solugao esbogando o respetivo gréfico:
(&) Y1 —p =3 (b) yev1 = we () yey1 =y — 1
(d) yer1 ==y +2 (@ wr1=2y—-3 ) yr1=-3y+1
(8) Y41+ 3y = —1

3. Calcule a solugao geral das seguintes equagoes de diferengas e a solugao

particular que verifica a condigao inicial indicada em cada caso.
() Y1 =y +39=4 (O)ys1—3pu=1yo=—2
(©) ya1 =5y = 2,0 =2 (d) g1 — 33 =0, yo = —1
() ysr1 — %yt =0, yo=1

4. Considere a equagao de diferencas de primeira ordem

yr— 1
w+3

Yt+1 =

(a) Verifique que esta equagio nao ¢ linear.
(b) Efetue a mudanga de varigvel de y para z por intermédio de

1

y=—-1.
2t

(c) Resolva a equagdo de diferencas na varidvel z.

(d) Regresse & varigvel inicial e indique a solucdo geral da equacao

dada.
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APLICAGQOES JURO COMPOSTO

No inicio de cada perfodo (por exemplo, més) e durante k perfodos, deposita-
-se o valor constante P numa conta de depdsito a prazo, a taxa de juro ¢ com
capitalizagdo no fim de cada perfodo (regime de juros compostos). No inicio
do t-ésimo periodo, imediatamente apés o depédsito deste periodo, o saldo da

conta, S, verifica a equagao
Si=P+ S 14+1iS;.1=P+ (1 +’L) Si1, t=1,2,...

Esta equacao admite a solucao geral

1+i)f -1

5t250(1+i)t+P(1+i)717

t=1,2,..
Dada a condigao inicial Sy = 0, resulta a solucao particular

_P N _
S = - [(A+4)" 1], t=1,2,...

Por exemplo, se a conta tem depdsitos mensais de P = 10 (depdsito no
inicio de cada més) com juros capitalizados mensalmente com taxa mensal

proporcional & taxa de 6% ao ano, o saldo da conta ao fim de um ano vem

0.06 *? 0.06
1+ -] —1 14+ —2) ~123.972.
<+12> }x<+12> 3.97

dado por

0.06 10
1422y = 2
S12 < T > 0.06/12
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APLICAGOES MODELO DE CRESCIMENTO POPULACIONAL

De acordo com a lei de crescimento populacional de Malthus, a taxa de
variacao de uma populagao é proporcional a dimensao corrente da populagao.
Por outras palavras, se N (t) denota a dimensao da populagéo no instante ¢,
entao

dN
@ =

em que « denota a constante de proporcionalidade. Esta igualdade supde que
N (t) é funcéo diferencidvel do tempo, t.

Todavia, para certas populagoes, parece mais realista supor que a dimensao
é uma funcao em degraus. Por exemplo, em populagoes de alguns tipos de in-
sectos cada geragao morre antes que a geracao seguinte se reproduza. Para uma
tal populagdo, um modelo simples consiste em admitir que, de uma geragao
para a seguinte, a variagdo da dimensao populacional seja proporcional a di-

mensao da geracao anterior.

Seja N a dimensao populacional na k-ésima geracao; segue-se que
Nit1 — N = alNg,

em que « denota a constante de proporcionalidade. Esta equagao pode-se

escrever como uma equagao de diferengas linear homogénea de ordem 1,
Ngy1— (14 a) N =0. (2.6)

A sua solugao vem

Ni=No(1+a),

em que Ny denota a dimensao inicial da populagao.
A equagao (2.6) supoe que a dimenséao populacional depende da populagao
na geracao anterior. Em certos casos pode mostrar-se mais realista admitir a
equacao de ordem 2,
Nit2 +pNit1 + gNp =0,
que traduz o pressuposto de que a dimensdo da populacao da (k + 2)-ésima
geragao depende linearmente da populacao em cada uma das duas geracoes

anteriores.
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APLICAGOES MoODELO COBWEB

O modelo Cobweb (teia-de-aranha), amplamente conhecido em Economia,
tem sido aplicado, por exemplo, a mercados agricolas e mercados laborais
qualificados. De acordo com este modelo, a oferta no periodo ¢, qts , € prede-
terminada, dependendo do prego no periodo anterior, p;_1, de acordo com a
funcao

@ =f(pe1), [ >0.

A quantidade procurada no perfodo ¢, ¢, depende do preco deste perfodo, de
acordo com

9’ =g(p). g <0.
Por fim, supoe-se que, em cada periodo, o preco € tal que a oferta e a procura

se igualam: qf = ¢P. Desta igualdade decorre a equagio de diferencas

g(pe) = f(pe—1)- (2.7)

Adotando as formas funcionais f (p) = Ap®, g (p) = Bp~?, (onde A, B,a,b
sao constantes positivas) — fungoes de elasticidade constante — e substituindo

em (2.7), vem
Bp !y = Apf,
que, logaritmizando, se converte na equagao linear de ordem 1,
log B — log A = blogpt+1 + alog py

& Y1 T ey = u,
onde
a log B —log A
ytIIOngC:g»U:%-

Esta equacao admite a solugao geral

1
a+b

_u
T 1l+4c

B
" Fo) K= oy los g+ (—o)' K,

com K constante. Dado que a e b sdo positivas, também ¢ > 0; o que significa
que a solucao geral tem um comportamento oscilatério explosivo ou amorte-

cido, consoante, respetivamente, |c| > 1 ou |¢| < 1. Para |¢| < 1 resulta a
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solucao estacionaria
1 B

Y a+bOgA’

a que corresponde o valor estacionério para o preco,

1
B\ a6
P=expY = (Z) .

O correspondente valor da oferta e da procura vem dado por

—A7eBY, o= 2
Q ya=_—

Pode-se encarar o ponto de coordenadas (@, P) como o ponto de equili-
brio de longo-prazo do mercado. Dado que ¢ = ¢, as alternancias do preco e
da quantidade em torno deste ponto vao-se amortecendo (se a < b) ou, pelo
contrdrio, ampliando (se a > b). O que significa que o mercado s6 tende para
o seu ponto de equilibrio de longo-prazo, se a elasticidade da procura excede,
em valor absoluto, a elasticidade da oferta.

Representam-se ambos os casos na figura seguinte.

(A) (B)

Figura 1.4: Modelo Cobweb - comportamento das solugoes.
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Em ambos os gréficos, D e S constituem, respetivamente, as curvas de
procura e oferta. No grafico (A) ilustra-se um comportamento oscilatério
amortecido; no grafico (B) um comportamento explosivo.

A aparéncia dos graficos ajuda a compreender a razao de ser da designagao
deste modelo (“teia de aranha”). Quanto & interpretagdo propriamente dita
dos gréficos, note-se que em cada periodo o preco e quantidade efetivos estao
representados por pontos na curva da procura (pontos assinalados na curva
D). Uma vez que a quantidade oferecida em cada perfodo é determinada
pelo preco do periodo anterior, os pontos na curva da oferta (curva S) nao
representam valores efetivamente verificados em qualquer periodo: a curva S
indica a quantidade oferecida no periodo seguinte, dado o prego do periodo
corrente; é esta a razao de ser das setas nos graficos. Na realidade, de acordo
com o modelo, as sucessivas combinagoes prego/quantidade em cada periodo
deslocam-se ao longo da curva D, alternadamente acima e abaixo do ponto de

equilibrio (aproximando-se, se a < b, afastando-se, se a > b).
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3 Equacoes lineares de ordem superior

3.1 Generalidades. O operador P(FE)

Define-se, na sua forma mais geral, o conceito de equacao de diferencas linear.

Designa-se equacao de diferengas linear de ordem n (n € N) toda a

equagao do tipo

(n—1) (1) (0)

aE")yt+n +a; Ypyn—1 + ..+ ay ‘yer1 +a; 'y =q, t €Ny, (3.1)

onde

a® qM ™ e g

s80 sucessdes conhecidas de nimeros reais tais que a(™, a(9) sdo nio identica-
mente nulas. A equagao diz-se homogénea, se ¢, = 0, e nao-homogénea ou
completa no caso contrario.

As equacoes de diferencas sdo também conhecidas por relagoes de recor-
réncia e a sua ordem define-se como a diferenca entre o maior e o menor dos

indices das referidas sucessoes. Eis alguns exemplos (nem todas lineares):

(1) Y41~y =0 (linear, ordem 1)
(2) yer1 — 2y =1 (linear, ordem 1)
(3) yea1 + 2y = 2 (linear, ordem 1)

(4) Yryo + 2ys+1 + ¢ = 0 (linear, ordem 2)
(5) yt2+4 + yyr+1 +t =3 (ndo linear, ordem 4)

Nota 3.1 Em algumas referéncias e até mesmo em algumas aplicagdes podem
surgir equagoes de diferencas lineares em que se permite que a(® = 0. Um
adequado recuo dos indices nos termos yir permite reescrevé-la na forma

(3.1). De facto, e.g., perante a equagao linear de ordem 2
Yt+6 — SYr45 — 3yr4a = 10, T € N,
€ imediato verificar que esta equivale a

Y42 — Dyrr1 — 3y = 10, ¢ € {4,5,6,...}.
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Por outro lado, surgem ocasionalmente casos em que figuram termos do tipo

Yt—1,Yt—25 - -+ s Yt—k;

Estes traduzem ”saltos para trds” de y; e podem exprimir-se generalizando os

operadores E™ para n € Z~. De facto, sendo k € N, tem-se
E My =y

Também aqui um conveniente avanco dos indices em y;_j permite reescrever

a equagdo dada na forma (3.1). Com efeito, dada, e.g., a equagdo
yr —4dyr—1 +4y2 =20, t€{2,3,...}

esta equivale a

Yoo — dyprr + 4y, =20, ¢ € No.

Como tal, a definicao de ordem da equag¢do permanece vdlida em ambas as

situagoes e os métodos que se sequem podem adaptar-se.

As solugoes de uma equacao de diferencas sao funcoes de dominio discreto,
isto é, sucessoes (de nimeros reais). Dai que estas equagoes sejam também
conhecidas por equagoes funcionais discretas. A semelhanca das equagoes
diferenciais de ordem n (n € N), também a solugao geral de uma equagao
de diferencgas de ordem n contém n constantes reais arbitrarias. Por exemplo,
tomando a equagao (4), pode sempre escolher-se yy e y; de modo arbitrério e
obter

Y2, Y3, Y4, ...
a partir da equagdo dada. De facto, de (4) vem
Y2 = —2y1 — Yo
Ys=—=2y2 —y1 = (---) = 3y1 + 2yo

Yya=—2ys—y2= () = —dy1 — 3yo .
Note-se que gy e y; funcionam como constantes reais arbitrarias.
Como ¢ evidente, resolver a equagao (3.1) consiste em obter o termo geral

de y. Para tal é importante, como se verd mais adiante, encontrar a solucao
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geral da chamada equagao homogénea associada, isto é, a solugdo que

se obtém de (3.1) tomando para segundo membro a sucessdo constante nula.

Para ja, enuncia-se, sem demonstracao, o teorema da existéncia e unicidade

da solugdo de uma equacgao de diferencas, linear e de ordem n.

Teorema 3.2 A equagdo de diferencas linear, de ordemn (3.1), definida sobre

um conjunto S de inteiros consecutivos, tem uma e uma s6 solu¢do y: para a

qual sao inicialmente dados os seus valores em n concretizagoes consecutivas

da varidvel t.

Considerem-se as equacoes de diferencas lineares com coeficientes constan-

tes, isto é, aquelas que se escrevem na forma

CpYitn + Cp_1Yten—1 + . + Y41 + 0oy = @, t € Ny,

onde

ag,ay,...,a, €R

(ag, @,, ndo nulos) e ¢ é uma sucessdo de nimeros reais.

(3.2)

Podem-se exprimir todas as equagoes de diferencas lineares de ordem n

utilizando os operadores E*. De facto, (3.2) equivale a
(anE‘" Yapn 1B '+ .+ @mE+ ao) Yt = G,

ou ainda a
P (E) Yt = Gt

onde

P(E) = a, " + an1E" '+ ..+ a1 E + ao.

Atendendo a que cada E* goza de linearidade, tem-se aqui a justificacio para

o nome atribuido a este tipo de equagoes de diferencas.

Este polinémio em E, apesar de simbdlico, pode também fatorizar-se. Para

isso recorre-se a fatorizacdo do chamado polinédmio caracteristico ou au-

xiliar,

P(z) =apz" + Q12" N+ .t arz+ ag, z€C.
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Exemplo 3.3 Considere a equag¢do
Y2 — SYr41 + 6y = 0, t € No, (3.3)
e reescreva-a na forma P (E)y, =0

Resolugao: A equacgdo dada equivale a
(E*—=5E+6)y, =0

ou ainda a

P(E)y =0,
com P (E) = E? — 5E + 6. Resolvendo a equagdo auxiliar
2 —=52+46=0,

vem

(z=3)(z—2)=0.

Logo,
P(E)=(FE-3)(E-2).

Exercicio 3.4 Reescreva cada uma das sequintes equagoes de diferengas na
forma

P(E)y =g, t € No.
apresentando o polindmio P (E) fatorizado.
(@) Yro —yr = 2t () Yera + yes1 — by, = =5t(—1)"

(€) yt+3 — 3Ysr2 +3ysr1 —ye =0 (d) 2ypqo — 4y = 3

Os polinémios simbdlicos P(E) satisfazem propriedades operatdrias seme-

lhantes as dos polindmios usuais. Assim, e.g., é facil notar que

(E—3)(E—2)yt=(E—Q)(E—3)yt~
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Efetivamente, vem

(E=3)(E-=2)ys = (E—=3)Wtr1 —2ys) = (E=3)ye41 —2(E = 3) ys

Ye+2 — Y1 — 2Yi41 + 6y = Yeao — Y1 + 6y,

e também

(E=2)(E=3)yr = (E—=2)(e+1—3y) = (E=2)yry1 —3(E —2)yt

Ye+2 — 2041 — 3Yi+1 + 6y = Yero — Syiq1 + Oy

Exercicio 3.5 Mostre que as sucessoes
y =2 teNy e =23 teN

sao solugoes da equagdo de diferencas (3.3). Tendo em conta a expressao desta

equacdo na forma

com P(E) fatorizado, formule uma hipdtese que relacione as raizes da equagdo

auziliar com as solugoes da referida equagao de diferengas.

3.2 Operadores lineares e sistema fundamental de solugoes

O que a seguir se descreve constitui o suporte tedrico basico para a com-
preensao da resolucao das equacoes de diferengas lineares homogéneas associ-

adas.
Se A é uma matriz m X n, i.e.,A € R™*" X e Y sdo vetores-coluna n x 1
e a € R, entao

(MD)AX+Y)=AX+AY; (2 Ala X)=a A X. (3.4)

Por este motivo, toda a matriz é dita linear. Um operador que partilhe estas
propriedades diz-se linear e sabe-se que qualquer operador linear se pode
identificar através de uma matriz A.

No que as EDL concerne, tem-se entao o seguinte resultado:

Teorema 3.6 Os operadores E e P(E) sao operadores lineares em Ny.
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Demonstragdo. Basta ter em conta que os operadores EF sdo lineares

em Np. |

Em Algebra Linear define-se o niicleo ou espago-nulo de uma matriz

A € R™*™ como o subespago
Ker (A) =N (A)={X eR"™ : A X =0},

onde 0 é o vetor-nulo m x 1. Uma vez que A é um operador linear, qualquer
combinagio linear de vetores de Ker (A) pertence ainda a Ker (A).(%) De

facto, sejam X,Y € Ker (A). Entéao
AX=0 e AY =0,

pelo que

Aa@X+8Y)=aAX+AY =a0+80=0.

Admita-se que k é um inteiro tal que 1 < k < n. Um conjunto de k
vetores do niicleo de A gera este subespaco se cada vetor de Ker (A) se puder
exprimir como combinagao linear desses vetores. Se, além disso, um k-uplo
ordenado formado & custa de tais vetores for linearmente independente, diz-
-se que constitui uma base desse subespago. A dimensao de tal subespagco
é o nimero de vetores de qualquer base de Ker (A), o qual se denota por
dim [Ker (A)]. Observe que se dim[Ker (A)] = k, entdo qualquer qualquer
k-uplo ordenado de vetores linearmente independentes de Ker (A) forma uma

base desse subespago.

Nota 3.7 No que se segue, e uma vez que a ordem dos vetores da base é
irrelevante no contexto do espaco das solugdes das equacdes de que aqui se
trata, cada base serd escrita sob a forma de conjunto com k elementos em vez

de k-uplo ordenado.

Considere-se a equagao de diferencas linear de ordem n escrita na forma

P(E)y; = 0. (3.5)

2Alids, esta consequéncia resulta diretamente do facto de Ker (A) ser um subespago

vetorial de R™.
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Pretende-se obter
Ker(P(E))={y:€S:P(E)y; =0},

ou, mais precisamente, uma base para este subespaco vetorial de S. De facto,

sendo
{f(l)’ @ f(k)}

uma base de Ker (P (F)), cada solu¢ao de (3.5) pode escrever-se de modo
Unico como combinagéo linear das sucessoes de tal base.

De seguida mostra-se que se a equagao (3.5) é de ordem n, entéo
dim [Ker (P (E))] = n,
que é também o grau do polinémio caracteristico. De facto,
P(E)y:=0 & anYtin + @n-1Yt4n—1 + - + a1ye41 + aoyr = 0.

Dado que a, # 0, vem

Yirn = — (an) " (@n-1Ytrn—1 + - + @1Yr41 + aoye)- (3.6)

Uma vez conhecidos os valores de g, ¥1,...,Yn—1, 0 uso repetido de (3.6)
permite obter os restantes termos da sucessdo y, solugdo de (3.5). No en-
tanto, Yo, Y1, -, Yn—1, podem escolher-se de maneira arbitraria. Cada vetor
n-dimensional

(y07 Yty eny ynfl)T

determina uma solugao de (3.5) e vice-versa, o que traduz a existéncia de uma
correspondéncia bijetiva entre o conjunto de solugoes de (3.5) e o conjunto dos
vetores de dimensao n. Como este conjunto é um espaco de dimensao n, tal

facto significa que é possivel construir vetores
_ ) , AT
Z/(]) = (y(()])vygj)77y»,(1j—)1) ) .7 S {17777*}

solucoes de (3.5) e que séo linearmente independentes. Logo, {y(l), y<2)7 ceey y(”)}

é uma base de Ker (P (E)) e

dim [Ker (P (E))] =n.
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Doravante, designa-se qualquer base de Ker (P (F)) por sistema funda-
mental de solugdes (SFS) da equagdo P (E)y; = 0. Observe-se que, de
acordo com a defini¢do de base, tal sistema permite gerar todas as solucoes da
equagao homogénea.

Dada uma EDL homogénea, de ordem n, e perante um conjunto

{yu%y@g‘“,yoo}

de n solugdes da referida equacao, é possivel saber se este constitui um SFS.

De facto, prova-se que tal conjunto constitui um SFS; se

w' w
(1) (2) (n)
"N " N 40
y7(1121 %@1 s Ugi)l

Nota 3.8 1. O resultado é ainda vdlido para EDL homogéneas com coefi-
cientes varidvess.

2. O determinante recebe o nome de casoratiano [6] e mais ndo é do que
o correspondente discreto do chamado wronskiano de n fungoes, necessario
para verificar se um subconjunto de n funcdes reais de varidvel real, n vezes
diferencidveis, constitui um SFS de uma equagdo diferencial linear homogénea

de ordem n (veja-se [10]).
Exemplo 3.9 Verifique que {2t,3t} é um SFS de
Ye+2 — DYry1 + 6y = 0, t € Np.

Resolugao: Provou-se ja (ver tltimo exercicio da subsecgdo anterior) que as

sucessoes y<1) e y(Q) tais que

(1

Yy = 2l e yt@) =3t

sao solucoes da equagao dada. Note-se agora que

w w2 3 _140
NI I YR
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o que confirma o pretendido. O

3.3 Equagoes lineares homogéneas

Os resultados enunciados nas secgoes prévias sao agora requisitados, por forma
a construir um SF'S para uma EDL homogénea em cada um dos casos possiveis.
Procede-se de modo tal, que seja desnecessédrio confirmar que as n solugoes

construidas constituem um SF'S.
Admita-se que a forma fatorizada da equagdo homogénea (3.5) é
P(E)yr = (E—a1)™ (B — )™ - (E = ox)™ y, =0, (3.7)

onde o8 a, i = 1, ..., k, so raizes ndo nulas e distintas.(*) Cada fator (F — a)™

contribui para a solugdo geral com m solucoes linearmente independentes —

nomeadamente, as sucessoes

{a’i tal, t2al, ... ,tmflat}
hao-de constar do SFS. Assim,
Teorema 3.10 Um SFS da equagdo

(E—a)"y: =0, teN,,

€ dado por

{at, tal, t2al, ..., tm_lat}
e a sua solugdo geral vem

Yt = coat + crtad + eot?at + ..+ et LAl

3Uma raiz nula do polinémio caracteristico traduziria uma ordem da equacio inferior a

n, em contradi¢ao com a hipétese geral. De facto, recorde que

(E=0)yt = yrt1.
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Considerando cada fator em (3.7), devem-se construir
mi+mag+...+mp=mn

solugoes linearmente independentes (sendo n a ordem da equagao de diferengas),

geradas de acordo com o processo acima descrito.
Exemplo 3.11 Obtenha um SFS de
P(E)y = (E—a)(E =B’ (E -7y =0,

onde a, B,y € R\ {0}, sdo constantes distintas entre si e, de sequida, construa

a solugao geral da equagdo de diferencas.

Resolugao: Sendo a equagao de ordem 6, procurem-se 6 solugoes linearmente

independentes. Atendendo a multiplicidade de cada raiz, tem-se

{at7 Btv tﬁt7 t26t7 fyt7 tfyt}

para SFS; e
= ool + 1 + ot + est’ B+ eyt + esty!
= coat + (c1+ cot + 03t2) B4 (cq4 + cst) A,
com cg, €1, C2,C3, ¢4, C5 € R, é a sua solugao geral. (|

Quando o polinémio caracteristico P possui um par de raizes complexas,

a=L+~viea=/p—~i em vez de
P (E)y = Q(E) (E — ) (B~ ),
(onde @ ¢ um polinémio de grau (n — 2)), escreve-se
P (E)yi = Q(B) [(E =B ++*| yi = 0.

Tendo em conta que apenas interessa solugdes que sejam sucessoes de nimeros

reais, em vez de escrever

Act + Bat, A BeC,
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para a parte da solucao geral correspondente as raizes complexas, representa-se
esta de uma forma que torne aquele requisito imediatamente visivel. Entre-
tanto, note-se que ¢é igualmente possivel provar que Ao’ + Ba! € R sempre
que A e B sdo complexos conjugados.

Dado a = 3+ i € C, sejam p € RT e @ € [0, 2n[ tais que

p=lal =32 +~2 (médulo de «)

pcosf =pf3
(3.8)
psinf =y

O valor 6 diz-se argumento positivo minimo de « e denota-se por arg a.(*)

Deste modo, tém-se as seguintes representagoes para o complexo «:
a=pB+~i=plcosh+isin] =p cis § = p e,

ditas, respetivamente, representacgao algébrica, trigonométrica, trigonométrica

abreviada e polar.(®) Neste caso,
a=pB—vi=pcis (—0) =p 0.

Prova-se entao o seguinte resultado:

Teorema 3.12 (a) Um SFS da equagdo

(E—a)(E—a)yt:{(E—ﬁ)Q—l—yQ}yt:O, t € Ny

€ dado por
{p' cos (0t), p'sin (6t) }

e a sua solugdo geral vem

yr = p' [acos (0t) + bsin (6t)], t e N

“Em rigor, qualquer valor de 6 que satisfaca as relacdes (3.8) diz-se argumento de o
Alguns autores optam por escolher § € |—m, x|, dito argumento principal. Ao escolher

6 € [0, 27| adota-se o argumento positivo minimo.

®Consulte-se 0 Anexo C a propésito da exponencial de nimeros complexos.
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com a,b € R.

(b) Um SFS da equagao
[(E—o)(BE-@)]"y=[(E-8"++* w=0 teN
€ dado por

{p" cos (0t) , p'sin (6t) , tp’ cos (6t) ,tp sin (At) , tp’ cos (Ot) , t*p" sin (61) ...,
tm=1pt cos (6t) , ™ p'sin (6t) }

e a sua solugcao geral vem
ye = pt [(ao +ait+ ...+ am_ltmfl) cos (0t) + (bo +bit+... + bm_ltmfl) sin (Gt)} ,

t € Ng, com a;,b; € R.

Exemplo 3.13 Determine a solugdo geral de cada uma das equagdes de diferencas

definidas para t € Ny.

(@) yea2 +3ysr1 + 2y, =0, (b) yey3 + 1 + 10y =0,  (C) yer3 = 2ys12-

Resolugao: Apresentam-se as resolu¢oes de maneira abreviada, deixando ao
leitor o cuidado de completar e verificar os pormenores.
(a) Fatorizando o polinémio caracteristico, esta equagao pode escrever-se
na forma

(B*+3E+2)yy = (E+1)(E+2)y, = 0.
Assim,
{(=D". (-2}
é um SFS dessa equagao e

y=A(-1)"'+B(-2)",teNy,

com A, B € R, a sua solucao geral.

(b) O polinémio caracteristico desta equacdo tem as seguintes raizes:

z= -2, z=14+2t e z=1-2.
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Assim, a equagao dada pode escrever-se na forma

(B3+E+10)y, = (E+2)(E—1-2i)(E—1+2i)y

(E+2) [(E71)2+4} y = 0.
Além disso, dado que

p=14+2i|=124+22=1/5

VBcosf =1 -
,0e0,2r[<tgh=2, 0¢ [0,§[®9:arctg(2),
V5sinf =2

um SFS vem dado por

{(—Z)t , (\/S)t cos (t arctg (2)), (ﬁ)tsin (t arctg (2))} )
obtendo-se a solucao geral
v = A(=2)' + (V5) [beos (1 aretg (2)) + csin (¢ aretg ()], € No,

com A,b,c€R.
(¢) Retrocedendo duas unidades em cada um dos indices da equagao

dada, esta equivale a
Y1 — 2= (E—-2)y, =0, te€{2,3,...}

de solugao geral

yp=0C2 te{23,..},

com C € R. Uma vez que a equagao dada comega com ¢ € Ny, a solucdo

geral implica que yo = A e y; = B sao valores arbitrérios reais. O

Nota 3.14 Na equacao anterior a solucdo nula da equacdo caracteristica ndao
¢ considerada, uma vez que daria origem d sucessdo nula (0 = 0, t € Ny).
Ora, qualquer conjunto de sucessdes contendo a sucessdo nula € linearmente
dependente. Embora seja percetivel que tal sucessdo é solugdo da equagdo
dada, repare-se que ela estd contemplada na solu¢do geral: basta que se tome

Yyo=y1=0eC=0.
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Exemplo 3.15 Resolva a sequinte equagdo de diferencas

Ye+2 — 4ysp1 + 4y = 0,1 € Ny

para os valores iniciais yop = 3 e y1 = 5.

Resolugao: Os métodos expostos permitem chegar a solugao geral da equagao:

yu=A2'+ B2, teN,

com A, B € R. Resolve-se o sistema

54 5

y1:5 2A+2B =5 B=—

Logo,
ye =320 —12t71 teNg

é a solugao particular procurada.
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3.4 Exercicios

EXERCcicIOS EDL HOMOGENEAS

1. Determine a solugdo geral das equagoes de diferengas homogéneas:
() dyro —2ye1 + 5% =0 (D) Yoo —2yp41 + e =0
(©) Y2 = 2y41 + 4y =0 (d) yag2 + 24yp41 + 169y, = 0
(€) Yt+2 — Y41 — 6y =0 (£) yt+2 — 6yr+1 + 8y =0
(8) Y42 — 6yrr1 +6y: =0 (h) Syer2 —2yp41 + 4 =0
(i) Y42 = 8yrr1 + 16y, =0 () Yoz — 4v2yp11 + 16y, = 0
(k) ye+2 = V21 + 4 =0 (1) o2 — 2441 + 2y = 0
(m) yer2 —y: =0 (0) 2yt+2 — Syr1 + 2y =0
(0) Yt+2 + 2yt41 +y: =0 (P) 9Yt+2 — 6yr1 +y: =0
(@) Bye42 = 6yt +4yr =0 (r) Yeg2 + Byyg1 + 255, =0

2. Para cada uma das equagoes anteriores, calcule a solucao particular que

satisfaz as condigbes iniciais
yo=0ey =1

3. Determine a solugao geral de cada uma das seguintes EDL de ordem
superior ou igual a 3.

(a) Y43 — 2yt+2 +4yte1 — 8y =0 (b) Y43 — 6yry2 + 1lyy1 — 6y =0

(€) Yt+3 — Tyrs2 + 1yre1 — 5y = 0 (d) Y43 — 3ye42 +3ysr1 — 9 =0
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(€) Yt43 — 4Yst2 + Syep1 — 2y; = 0 (f) yers — 8yryo + 21y1 — 18y =0

(8) Y3 — 12yy2 + 48yp1 — 64y, =0 (h) yer3 — Syraa + 8yp1 — 4y =0

() Y43 — Y2 —Yer1 + 9 =0 () Ye+3 — 2ysr2 + Yer1 — 2y =0
(k) Yer3+Yir2 + Y1 +ye =0 (1) ye+3 + 32 + Y1+ =0
(m) yrya —y: =0 (0) Yera — 4ysy3 + 6ys2 —4yir1 +y =0

Observagao: Em alguns casos, poderd ter de baixar de grau o polindémio

caracteristico, recorrendo a regra de Ruffini. Admita que os polindmios

em causa possuem alguma raiz inteira e tenha em consideragao o seguinte

Lema de Gauss:

Seja P(x) = i apz® um polinémio com coeficientes inteiros. Se a,, = 1
k=0

e P possui alguma raiz racional, entao tal raiz deverd ser um inteiro p

divisor de ag. (%)

5Este é na realidade um coroldrio de um Lema mais amplo. Com efeito, o referido
n

resultado afirma que, dado P(z) = 3. axz® um polinémio com coeficientes inteiros, se P
k=0

possui alguma raiz racional , %, entao p divide ag e q divide ap.
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3.5 Equacgoes lineares completas

A fim de abordar a questao da obtengao da solucao geral no caso das equagoes
nao homogéneas, comegam-se por requisitar alguns resultados relativos a sis-

temas de equagoes lineares.

Considerem-se as matrizes genéricas A € R™*" X ¢ R™! ¢ b ¢ R™¥L,

Seja X = p uma qualquer solugao particular do sistema
AX =0b.

E sabido que qualquer outro vetor-coluna u € R™*! ¢ solucdo deste sistema
se, e so se,

u:X0+p7

onde Xg é solugao do sistema homogéneo
AX =0

(i.e., Xo € Ker (A)).

Aproveitando este facto e o que ja se disse nas secgOes anteriores acerca
das equacgoes de diferencas lineares, pode afirmar-se que qualquer solucao da
equacao completa se exprime como soma de uma solucdo da equacao ho-

mogénea com uma solugdo particular da equagdo completa.

Teorema 3.16 A equacgdo de diferencas linear de ordem n, completa,
P(E)y: = ¢, t € Ny (3.9)

tem solugdo geral
H
Y = .%S '+,

onde yﬁH) € a solugdo geral da equacdo homogénea associada e py € uma solu¢do

particular da equacao completa.

Apresenta-se de seguida uma técnica que permite determinar p;, solu¢ao

particular da equagdo completa, a qual faz uso do chamado polinémio anu-
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lador do segundo membro da equagio completa.(”) Constitui este um polinémio
Q(E) tal que
Q(E)q: = 0.

E possivel determinar tal polindmio nos casos previstos no seguinte teorema:
Teorema 3.17 1. O operador
(E-a)™, acR\{0},
anula cada uma das sucessoes
ol tal, 2at, ... "Ll
2. Sendo oo =+ i =p cis(0) € C, o operador
[(E-p)?+42]" 8,7 €R,
anula cada uma das sucessoes

plcos(0t), tp'cos(Bt), t2p'cos(Bt),..., t™ ptcos(ht),

plsin(6t), tp'sin(6t), t2p'sin(6t),..., "™ ptsin(Ot).
Tlustra-se a utilizagao desta técnica através do exemplo seguinte.
Exemplo 3.18 Determine a solu¢do geral da equagdo
P(E)y; = (E—1)y =12, teNo.
Resolugao: A solugao geral da equagdo homogénea associada é
g =A1t=4, Aecr
Pelo anterior teorema, verifica-se que

Q(B) = (B -2’

“Tal técnica é andloga & do polinémio diferencial anulador utilizada para equacdes dife-

renciais lineares em [10].
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anula ¢; = 2. Aplicando a ambos os membros da equacio completa,

vem
QE)P(E)y=Q(E)q =0
(para todo o t € Np). Assim, a solugéo geral desta equagido homogénea

auxiliar é dada por
7 = Co 1t + 012t + CQtQt =Cy+ 012t + 02t2t.

Atendendo a forma da solugao geral da equacao homogénea associada,

a solugao particular da equagao completa admite a expressao
pr = C128 + Cot2! = (O + Cat) 2.
Ora, daqui resulta
pip1 = (C1 + Co + Cot) 271,
A equacdo dada equivale a
Yey1 — yr = 12,
Substituindo y por p, vem
(Cy 4 Oy + Cot) 2L — (O} + Cat) 20 = 12!

ou seja
(205 — Co) 128 + (201 + 20y — Cy) 28 = 12}
(para todo o t € Ny). Logo,
Co =1 C, =-2
Ci1+2C, =0 Cy, =1
Finalmente,
pr=(-2+1t)2"
é solugao particular da equagdo completa e

=y tp=A+(—2+1)2,, AeR

a sua solugao geral. O
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Observe-se outro exemplo, envolvendo agora a aplicacao da parte (b) do

teorema anterior.

Exemplo 3.19 Determine-se a solugdo geral da equagao
Yr+2 — 3Yt41 + 2y = sin (gt) , teEN.
Resolucao: A equacdo dada pode escrever-se na forma
P(E)y: = at,
com
P(E)=FE*-3E+2=(E—1)(E—2) eqt:sin(gt).
A solugao geral da equacdo homogénea associada vem, pois,
y M = A1'+ B2'= A+ B2!, A BeR.
Procure-se agora uma solugao da equagao completa. Uma vez que
qr = sin (gt) = 1'sin (gt) ,

pode-se afirmar que o nimero complexo associado ao segundo membro é

tal que o seu médulo e argumento positivo minimo séo, respetivamente,

™
=lef=—
p=leb=g

Tal niimero complexo sera pois
teis (5) = con (5) +isin (5) =0+
= — ] = — in(=) = .
«a cis | 5 cos | 5 isin { 5 i
Logo, um polinémio anulador de ¢; serd
QE)=(E-00+1'=E>+1.

Aplicando-o a ambos os membros da equagao completa, vem
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(para todo o t € Np). Assim, a solugdo geral desta equagdo homogénea
auxiliar é
T Cy 1t + €128 + C51t cos (gt) + Cyltsin (gt)

Cy + C128 + C5 cos (gt) + Cy sin (gt) .

Dada a forma de yéH), a solugao particular da equagao completa admite

a expressao
™

pt = C3cos (515) + Cysin (gt) )

Determinem-se os valores das constantes C5 e Cy. Recorrendo a férmulas

trigonométricas,

pry1 = Cs cos (g (t+ 1))—1—6’4 sin (g (t+ 1)) = —Cj3sin (gt)—i—@; cos (gt)

e
piira = C3cos (g (t+ 2))—|—C’4 sin (g (t+ 2)) = —(C3cos (gt) —Cysin (gt) .
Assim, substituindo na equagao completa, obtém-se
LT
Pi+2 — 3Pt+1 + 2py = sin (50 ,
que equivale a
—C3cos (5t) — Cysin (5t) + 3Cssin (5t)
—3Cycos (§t) +2C5cos (5t) +2Cysin (5t) = sin (5¢)
ou seja
0 LT "
(—C5 — 3C4 + 2C3) cos (Et) 4 (—Cy +3C5 +2Cy) sin (gt) — 2t
para todo o t € Ny. Logo, de

C3—-3Cy =0
3C3+Cy =1

vem

Cs =
Cy=

S~ e
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Finalmente,
o (3)+ o 59
=— — —sin (=
Pr=10"\3 10> \2

é solugao particular da equagao completa e

=y 4 gy = ty 3 (5) L (51)
Y=y,  +p=A+ B2 +10c05 215 +1051n 2t, A BeR

a sua solugao geral. O

O resultado que se segue responde a algumas situacoes que podem surgir

no processo de resolugao de EDL.

Teorema 3.20 (a) Se Q1(E) anula ¢: e Q2(F) anula ¢, entio Q1(E)Q2(E)

anula (g; + 1), isto é,
(QuE)Q2(E)] (g + 1) = 0.
(b) Se P(E)p, = q; e P(E)p} =14, entio
P(E) [pt +pi] = gt + 1.

A parte (b) deste teorema é bastante 1til, pois garante que, conheci-
das solugoes particulares de duas EDL completas com a mesma equacao ho-
mogénea associada, é possivel indicar uma solucao completa da EDL completa
que mantenha a mesma equacao homogénea associada e cujo segundo membro

seja a soma dos segundos membros das EDL completas dadas.
Exemplo 3.21 Resolva a equagao de diferencas

(E 1)y, = t2" + 5t + 4.
Resolugao: A equacgao dada é da forma

Yt+1 — Yt = Gt + Tty

onde

=12 e r,=5t+4
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Viu-se ja no exemplo 3.18 que
g =4 AeRr (3.10)

é a solugao geral da equacao homogénea associada. Por outro lado, do

mesmo exemplo sabe-se que

pr=(—2+1)2"
é solugao particular de

(E—-1)y =t2" = g,
Procure-se uma solucao particular, p;, de
(E-1)y; =5t+4=r. (3.11)
Atendendo a que
re=5t+4=4x1"4+5¢t x 1%,

o Teorema 3.17 permite dizer que

QE) = (B ~1)°

é polinémio anulador de r;. Aplicando-o a ambos 0s membros da equagao

completa, vem
(E-1)*(E-1y=(E-1)*r=0

ou seja,

(E—1)%y, =0.
Esta equacao homogénea auxiliar tem solugao geral
Z//\t = By + Byt + BQt27

e como a solugdo geral da equacgdo homogénea é (3.10), deve-se procurar

uma solugdo particular da equagao completa (3.11) na forma:

p: = Bit + th2.
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Ora,
Ep; =pj1 = (...) = Bot> + (2Bs + B1)t + (B1 + B2)
pelo que
(E—-1)p; =mt
equivale a

Bot? + (2By + By)t + (By + By) — Byt — Bot® = 5t + 4,

de que resulta

3 5
B =2 By =2
1=3 ¢ 2735
Logo,
3,5,
b =5t Tt

Atendendo ao teorema anterior,

3.5
pt+p;‘:(—2+t)2t+§t+§t2

é solugao particular da equagado completa dada. A sua solucdo geral vem

yt:A+(—2+t)2t+§t+§t2,

AeR
2" T2 ©

0 que conclui o exemplo. O
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3.6 Comportamento das solugoes

Nesta subsecgao aborda-se o problema do comportamento das solugoes, come-
¢ando por estudar o caso das equagoes de diferencgas lineares, com coeficientes

constantes de ordem 2, isto é, das solugoes de

Ye+2 + Q1Yi+1 + G2yt = Gr,a1,a2 € R (3.12)

Para tal, adotam-se as nogoes de estabilidade, no sentido exposto na Subsecgao
2.2 explicitado em seguida. Posteriormente, generaliza-se para o caso de uma
ordem n qualquer.

A solugao geral da equagao (3.12) é dada por

Y = C’1u,(51) + CzU,E?) +pi, C1,C2 €R,

(2

onde p; é uma solucao particular da equagéo completa (3.12) e C’lugl) + Couy
a solucao geral da equacao homogénea associada. O comportamento — con-
vergéncia, monotonia e limitagdo — de cada solucao da equagéo (3.12) depende

dos comportamentos de ugl),uf)

e de p¢, assim como das condigoes iniciais
dadas, i.e., dos valores de yp e y;. Recorde-se que sao estas condigdes iniciais
que determinam os valores das constantes arbitrarias, C1 e C3. Se pequenas
alteragoes nos valores de yg e y; nao tém repercussao no comportamento de
yr quando t — 400, o sistema diz-se estavel; se, pelo contrario, peque-
nas variagoes nos valores de yg e y; conduzem a diferengas significativas no
comportamento de y;, entdo o sistema diz-se instével. Este conceito de esta-
bilidade é o requisito minimo para que um dado modelo seja 1til em termos
econdmicos, uma vez que apenas se consegue localizar as condigoes iniciais de

maneira aproximada.

A equagao (3.12) diz-se globalmente assintoticamente estavel se
lim C’luﬁl) + 02u§2) =0
quaisquer que sejam os valores de C1,Cy € R, ou, o que é equivalente, quais-
quer que sejam as condigoes iniciais, yg e y;.

O resultado seguinte estabelece uma condigao necessdria e suficiente para

que a equacao (3.12) seja globalmente assintoticamente estével.
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Teorema 3.22 Seja

M = mdz {|a1], |asl}

onde a1 e ap sao as solugoes da equacdo caracteristica da equagdo homogénea
associada a (3.12). A equagdo (3.12) é globalmente assintoticamente estdvel

se, e s6 se, M < 1.

Demonstracgao. Note-se que

lim Clugl) + C’zu?) =0, Yo,,c0er <= lim uEl) = lim u§2) =0.

A implicagdo reciproca é 6bvia. A implicacdo direta resulta dos casos par-
ticulares Cy = 1, Co = 0 e C1 = 0, Co = 1. Prossegue-se entdo mostrando
que

lim o) =lim u{® =0 M < 1. (3.13)

Primeiro caso: ai,as € R, a1 # ao
Neste caso,
(1 _ (

Uy al)t e uf) = (Oég)t,

e, como é sabido,

@)

lim w;

= lim u§2)20¢> o] <1 A Jag| <1

ou seja, (3.13) verifica-se.
Segundo caso: a1 = ag € R, a1 # g
Deste modo,

ugl) =(a1)' e uEQ) =t(m)".

Uma vez que
lim u{? =0 |oy| < 1,
é verdade que também

lim uil) = lim uﬁz) =0 & |ai| <1 A |ag| <1,

e (3.13) verifica-se.
Terceiro caso: oy = p cis(0) ,aa =a7 € C

Recorde-se que
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e que
ugl) = plcos(6t) e u§2) = p'sin (6t).
Ora,
lim ugl) = lim uiz) =0&p<l1,
o que corresponde a (3.13). |

Eis a generalizacao deste resultado para o caso de equacgoes de diferencas

lineares de ordem n.

Teorema 3.23 Seja dada uma equacgao de diferencas linear de ordem n, com

coeficientes constantes,

Yen T W Ytin—1+ ... +ap¥t = q;, a1, a2 €R.

e tome-se
M = maz {|oa|,|az|,...,|anl},
onde a1,g, ...,y sGo as raizes da equagdo auziliar da equag¢do homogénea
associada,
P(E)y:=0.

Entao, M < 1 € uma condi¢ao necessdria e suficiente para que a solu¢do desta
€qUACGOo CONVITIA PAra 2eTo qUAaisquer que sejam os valores iniciais, Yo, Y1, - - - Yn—1,

dados.

Exemplo 3.24 Descreva o comportamento da solug¢ao geral da equagdo de
diferencas

Yer2 +3ys41 + 2y =0, 1 € Ny

e da solugdo particular que satisfaz as condi¢des fronteira yo = 2 e y1 = —3.
Resolugao: A solugao geral desta equacao é
v = A(=1)" + B(-2)", A,B€R.

Se B é nao nula, o comportamento da solugdo geral é dominado pelo se-

gundo termo. Diz-se que a solucao tem o comportamento assintético
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do segundo termo. Assim sendo, tal solu¢do tende a oscilar ilimitada-
mente (oscilagoes ditas explosivas, segundo alguns autores) quando ¢t —
+00. Se B = 0, a solugdo oscila mas de maneira limitada (entre os va-
lores A e —A) a4 medida que t — 400. A solucdo particular que obedece

as condigoes fronteira dadas é
y=(-1)"+(-2)",  teN,,

cujo comportamento ¢ de facto dominado pelo termo (—2)%. O
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3.7 Exercicios e aplicagoes

EXERCICIOS EDL COMPLETAS

1. Considere a seguinte equagao de diferencas:

Y2 — 6yry1 + 9y = 8 — 8.

(a) Verifique que ygl) =3le yt(Z) = t3! formam um SFS para a equacio
homédgenea correspondente.

(b) Verifique que y; = 2¢ é solugdo particular da equagdo completa.

(c) Encontre a solucao geral da equagao completa.

(d) Determine a equagdo particular da equagdo completa para a qual

yo=y1=0.
2. Considere a seguinte equagao de diferencas:

1
Y2 = U =9 (t).

(a) Verifique que yt(l) = (%

)t e yt@) = (—%)t formam um SFS para a
equagao homdgenea correspondente.

(b) Sabendo que y = 2t é uma solucdo particular da equagio com-
pleta, determine g (t).

(c) Encontre a solugdo geral da equagdo completa.

(d) Determine a equagao particular da equac¢do completa para a qual

y1=2ey =0.

3. Determine a solugao geral das seguintes equagoes de diferencas comple-

tas.

(a) Yera — yer1 — 6y = (=2)" (D) yryo — 4v2y141 + 16y, = 2
(¢) Yt42 — 6yrs1 + 6y =5 (d) 5Yr+2 — 2yp+1 +yp = 21

(€) yr2 — Yep1 — by = 5° (f) yere — Oyer1 + 8yr = 12 + 2t
()

g) Y2 — 6yer1 +6y; =3t +5 () Sypo — 2y +ye =t (%)t
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(i) Y2 — 8yes1 + 16y = cos (5t) () yera — 4V 241 + 16y, = sin (5t)
(k) Yer2 — V2yr1 +ye =2 (1) yrr2 — 2ye1 + 2y = 2
(m) yey2 —ye =3 (n) 6yry2 —Yey1 — Yt =5

t
(0) Yer2 — Y1 — 6ye = (=2)" +5° (D) Sypra — 2yep1 +yp = t2¢ — 4t (3)
(a) Yer2 +2ysr1 +ye =3 (r) Y2 + 2y + e =t (—1)"

Observagao: Considere que, com excecao de (n), as equagdes homogéneas
associadas a cada uma destas equagoes estdo ja resolvidas na folha de

exercicios anterior (pg. 47).
4. Determine a solugao geral das equagoes de diferengas completas
(a) Ye+3 — By + 3y —ye = 2
(b) Yt+3 — 2ysr2 + dys1 — 8yr = 3
(€) Y+ — 6Yrra + 1lyp1 — by, =2 + 1

(d) Y43 — Tyera + Llyer1 — 5ye = cos (5t)
(€) Yr+s — 2 + 26yi11 — 24y, = 3

5. Considere a equagdo em 3. (n).

(a) Mostre que a solu¢dao da equagdo homogénea associada converge

para 0 quaisquer que sejam os valores iniciais de yo e y1.

(b) Qual o termo dominante da solugdo da equagao homogénea associ-

ada? Descreva o comportamento assintético dessa solucgao.

(¢) A solugdo da equagao completa converge?
6. Considere a equagdo em 3. (k).

(a) Qual o dnico caso em que a solugdo da equacdo homogénea associ-
ada converge? Excetuando tal caso, descreva o comportamento da

referida solucao.
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(b) Determine a solucao particular da equagdo completa para a qual

Yo =0 e y1 =1 e descreva o seu comportamento.
7. Considere a equagao em 4. (a).

(a) Determine a solugao particular que satisfaz yo =y1 =0eya=1e

descreva o comportamento dessa solugao.

(b) Existe alguma solucao particular da equagdo dada que convirja?

Justifique.
8. Considere a equagdo em 4. (e).

(a) Determine a solugdo particular que satisfaz yo = y1 = y2 = 5 e

1
2
descreva o comportamento dessa solugao.

(b) Qual o comportamento das solugdes nos restantes casos?

9. Escreva as seguintes equagoes de diferencas em termos do operador F e

resolva-as.

(a) A%y, + 20y, — 3y, = 3t (b) APy, —3Ay, = 0.
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APLICAGQOES MODELO DE MULTIPLICADOR-ACELERADOR (1)

O modelo de multiplicador-acelerador de Samuelson [12] pode formular-

-S€ COomo se segue:

Y, = Ci+ 1+ Gy,
Ct = OtY;§71 (314)
I, = BC—Cioa] =afYim1 —afYio,

em que t denota o periodo, Y o rendimento nacional, C' o consumo agregado, I
o investimento privado induzido e G as despesas do governo. Para simplificar,
toma-se Gy = 1. As constantes « e 8 denotam, respetivamente, a propensao
marginal do consumo e a relacio ou coeficiente de acelerador. Admite-se que
0<a<1lepf>0. Substituindo as expressoes de C; e I; na primeira equagao,

vem

K—Oé(l-f—B)Yifl-f—O{BY;ng:l, t:2737

<:>Y7t+2_a(1+5)yt+l+aﬁyvt:1a t:0>1a"~7 (315)

que é uma equacao de diferencas linear, de segunda ordem. Pretende-se re-
solver a equagdo (3.15) e descrever o comportamento das solugoes em funcdo

dos valores para o e 3.
Parte I: Resolugao da equacgao
A quagdo homogénea associada a (3.15) é
Yivo—a(l+8) Y1 +aBY: =0 (3.16)
e a correspondente equacao caracteristica,
mQ—a(l—l—ﬂ)m—i—aﬁzQ
tem solugoes

mlzé{a(l—i—ﬁ)—k\/g] emgzé[a(l+6)—\/z}7
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onde

A =a?(1+6)* - 4ap.

(i) Se A =0, i.e, se
_4
(1+8)*

existe uma tnica raiz real dupla,

a(14p5)
==

V) = () + Cotym!, Oy, Cy €R,

é a solugao geral de (3.16).
(ii) Se A >0, i.e., se
4
> 45
(1+5)

as duas raizes indicadas sdo reais e distintas, e a solugao geral de (3.16) é
Yt(H) = Clmtl + Cgth, Ci,Cy € R.

(iii) Se A <0, i.e., se
< 746 3
(1+75)

as duas raizes indicadas sao complexas conjugadas, tendo-se
m1 =a+ bi e mg =a— bi,

onde
a(l+p5) V=A
a= 5 eb= 5

A solugao geral de (3.16) pode ser escrita, como se viu, recorrendo as coorde-

nadas polares, mediante
a=pcosf, b= psiné.

Tem-se
b
p=Va2+b=+/aBetgh=—.
a
vindo

Yt(H) = p'[A1 cos (0t) + Aacos (0t)], Ap, As € R.
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Para mais adiante se facilitar o estudo do comportamento das solugdes, con-

siderem-se A e € tais que
Ay = Acose, Ay = Asine.

Deste modo, vem

A

A= A2 Adetge="2,
Ay

pelo que

Yt(H) = Ap'cos (0t —¢), A,ecR.

Com excecao do caso em que uma ou ambas as raizes da equagao carac-
teristica sdo 1, mostra-se facilmente que a solugdo particular de (3.15) é uma

sucessao constante, p, tal que

Por outro lado, prova-se que se alguma das raizes for 1, entdo o mesmo
sucede com a outra e, além disso, tal occorre apenas quando a = = 1.

Nessas circunstancias,
YW =ciront, O,0eR,

e tem de ser

p = Cst?
para solucao particular de (3.15). Verifica-se que, entao, C5 = % e
1
Pt = §t2~

Em resumo, a solugdo geral de (3.15) é:

1 48
)Y, = Cimi+Comh+——, C1,C5 €R, >
(1) v 1mq 2M2 T 1, 1,02 se a (1+p)?

1 48
)Y = (C1+Ct)mt+——, C1,CheR sea=—F—c¢e (a,8 1,1);
(2) ¥4 (C1+ Cot) T & 1,C2 1157 (o, B) # (1,1)

1
B)Y; = Cl+02t+§t27 C1,C5 € R, se (a,f) = (1,1);
48

1
)Y, = Aplcos(ft—e)+——, AecR sea< ——.
()Y = Apfcos (08— + 1 L
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Parte II: Comportamento das solugoes

O comportamento das solugdes depende, em cada caso, dos valores das
constantes reais arbitrarias e das raizes da equagao caracteristica. Como se
sabe, sao as condigoes iniciais do problema que determinam o valor das cons-

tantes reais. Para simplificar, assume-se que aquelas sao
Yo=0eY; =1. (3.17)

Quanto as raizes, viu-se que elas sdo determinadas pelos valores dos parametros
ae (.

Para as condigbes iniciais (3.17), o caso (3) tem descrigdo imediata. De
facto, de (3) resulta C; =0e Cy = %, pelo que

1 1
Y, =t 4 —¢2
t 2 +2 )

que é estritamente crescente e ilimitada, tendo-se pois
lim Y; = 4o0.

Para o caso (2), é facil verificar que as constantes C; e C sdo ndo nulas. O

comportamento da solucdo depende agora de m!. Ora,

o @+p) 46 (A+p) _ 26

2 aep? 2 1S

Se > 1, vem m > 1 e a solugdo tende para +0o ou —oo consoante o sinal de

C1 4+ Cst. Se B < 1, vem m < 1 e prova-se que

1 1 1
lim Y; =i Ci+Cotym!+——| =0 = )
im Y; =lim [(C;+ 2)m+1_a +1—a T a

Para os restantes casos, comece-se por tracar num plano Of«a a regiao

admissivel para os valores dos parametros «, 8 e, nele, a curva

_ __ 4
a—f(ﬁ)—(1+ﬂ)2,

cuja importancia resulta ébvia da classificacao acima feita para as raizes da
equacio caracterfstica.(®) A figura mostra ainda duas regioes, A e¢ D, impor-

tantes nos casos em que as raizes sao reais.

8Deixa-se ao cuidado do leitor a tarefa de confirmar as propriedades gréficas da funcao f
(nomeadamente, monotonia, maximo, concavidades, ponto de inflexdo e assintota horizontal)

sugeridas pela figura.
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TR

B

Y 1

Figura L1.5: Plano OB, curva a = f (3) e regides A e D

Para o caso (1), as condigoes iniciais conduzem a

mo — &
(1 —a)(my —my)

a —mq

@ = o) (m —ma)’

eCQZ

Na andlise que se segue, omite-se o caso o = 1.
Regiao A: ﬁ<a<le0§ﬁ<l.
Observando que m1 > meo, o sinal de C; e C5 depende apenas dos de mas—a

e o — my, respetivamente. Tem-se:

mo — o =

[a(ﬁ—n—\/ﬁ] <0,

N =

pelo que Cy < 0. Além disso,
mo—a<0=me<a<l.
Por outro lado,

a—mlzé[a(l—ﬂ)—\/g}.

Dado que 0 < 8 < 1, tem-se 1 — 8 > 0. Assim, para avaliar se
a(l—pB)>VA
podem-se elevar ambos os membros ao quadrado. Tem-se:
0* (1=~ (VB) = () =4aB (1~ a) >0,

pelo que a (1 — B) > VA e a« —my > 0. Logo pelo que Cy > 0. Resulta ainda

que 0 < m; < a < 1. Note agora que

1
Yo=Ci+Co+—-=0
11—«
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e, para t > 1, vem o > my > mg > 0, pelo que resulta
|me — ] > |a —my|

o que leva a |Cy| > |C2| e, por conseguinte, a
(Cumt| > [Cam|.

Como C’lmt1 < 0, esta desigualdade de médulos dos termos C’lmtl e C’gmé
implica

C1m! + Camb < 0.
Além disso,

1
11—«

I

1
lim Y; = lim {clmﬁ + Cymb + m} =

sendo este limite atingido por valores inferiores.

. 4B
Regiao D: R <a<lep>1.

Note que agora a (8 — 1) > 0. Para analisar o sinal de

[ACERERZNE

N =

mo — o =

tem-se

2
aQ(ﬁ—n?—(\/Z) — () =4af(l—a) >0,
pelo que o (8 — 1) > VA e my — a > 0. Por conseguinte, C; > 0 e my > ov.

me—a<0=>me<a<l.

Por outro lado,

a—myp =

[a(lfﬂ)f\/g} <0.

N =

dado que 1 — 8 < 0. Assim,
Cy<0emy > a.

Para avaliar a convergéncia de Y deve perceber-se qual a raiz dominante e

onde se localiza. Note que

[a(l—&-ﬁ)-&-\/x] >%a(l+ﬁ).

N | —

myp =
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Uma vez que em D se tem a > ﬁ, pode-se concluir que
1 1 4p 25 2
m;>-a(l+p8)>-——=S1+p5)=——= > 1,
1 2 ( ﬁ) 2(1+,B)2( 6) 1+5 %_1_1

pois 8 > 1. Deste modo m; > 1 é raiz dominante e como mj > ma, Y terd o

comportamento assintético de m{. Assim, a solugao particular

1

onde C1, (s foram acima determinadas tenderd a crescer de maneira ilimitada,
tendendo para +oo.

No caso (3) o comportamento da solu¢do Y é oscilatério, estando ainda
dependente dos fatores p! e cos (6t — €), dando o primeiro a amplitude das

oscilagoes e o segundo o periodo das oscilagbes. Recorde que p € tal que
p2 = af.
Assim, hd a considerar trés casos:
(i)p<l,ie,af <1 (i) p=1, de,af =1 (iiii) p > 1, i, af > 1 .

Trace-se a curva a3 = 1 (que corresponde a um ramo de hipérbole) no plano

OfBa e obtém-se mais duas regioes denotadas por B e C, como mostra a figura.

B

o 1

Figura 1.6: Plano OB, regides A, B, C e D e curvas que as delimitam

. 48
Regiao B: a < aar © af < 1.

Nesta regiao tem-se

1
lim Y; = lim |Ap' 0t — =
im Y; =lim |Ap®cos( e)—l—l_a T



68 Equacgoes de Diferencas Lineares

uma vez que p < 1. Graficamente, a solugdo é uma sucessao com comporta-
1
mento oscilatério amortecido de per1odo , convergindo para g

Regiao C: a < 2eaﬁ>1

(1+ﬁ

Aqui verificam-se oscilagoes explosivas, uma vez que a amplitude das os-
cilagOes se torna tanto maior quanto maior for ¢ (note que p > 1). Como tal,
a solucao nao convergira.

Ao longo da curva aff = 1 que separa as duas regioes B e C, a solugéo é

1
11—«

Y, = Acos (0t —€) +

)

que corresponde a oscilagGes harmoénicas simples, ndo havendo convergéncia.
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APLICAGOES UM PROBLEMA DE RACIONAMENTO DE AGUA

Por motivo de racionamento de dgua, o dono de um relvado sé o pode
regar apds as 21h e antes das 9h do dia seguinte. Suponha-se que durante
este periodo ele consegue adicionar ao solo um volume v de 4gua mas que, por
evaporagao ou absor¢do, metade deste volume se perde no periodo seguinte
antes de nova rega (das 9h as 21h).

Suponha-se que as 21h do primeiro dia de racionamento o solo contém uma
quantidade inicial, I, de agua. Seja y; o volume de dgua no solo no fim do

t-ésimo periodo de doze horas, a partir de entao. Vem

1 ;
5Yt +v, timpar 1

Yir2 = i ) S Y2 — Yi/2 = 1 [3—(-1)].
5Yt + 5v, tpar

A correspondente equacdo caracteristica admite as raizes r = +1/+/2, logo,

a solucao geral da equagdo homogénea é
—t -
w=Cv2 "+ (—V2)

(C1, Cy: constantes arbitrérias). A expressao da solugao particular da equagao
completa é A4+ B (—1), facilmente se obtendo A = 37”7 B = —%. Resulta assim

a solucao geral da equagao linear nao homogénea
—t -t 1 f
yr=C1V2  + Oy (—\/i) +5v [3—(-1)].

Finalmente, tomando os valores iniciais yo = I, y1 = I + v, obtém-se a

solucao particular da equacao

I—wv

Yt =

VIV ) [ )] LB (D e N

Note-se que para valores elevados de t, y; oscila essencialmente entre v e 2v.
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APLICAGQOES SUCESSAO DE FIBONACCI

A sucessao de Fibonacci define-se como 1,1,2,3,5,8,13,21, ... em que cada
termo, apds o segundo, resulta da soma dos dois termos anteriores. A sucessao
de Fibonacci também ocorre na andlise de algoritmos e reveste grande interesse
matematico. (?)

Seja F), o termo de ordem n da sucessdo, paran = 1,2,...; F, designa-se
“n-ésimo nimero de Fibonacci” e verifica a equagdo de diferengas linear de

ordem 2

Fopo—Fp1—F,=0, n=1,2,...,

F=FK=1

2 —r—1=0, que admite as rafzes

1++5 1-5
:72 67’2272 .

A equagéo caracteristica vem r
r1

Obtém-se a solugao geral da equagdo (C1, Ca: constantes arbitrérias)

1+v5)" 1-5
J _&_Cbi

Fo =G 2 2

Das condicoes iniciais resulta

n
Fn:i 1+v5) 1 (1-V5 =12 .

NAWE B\ 2

Note-se que, contrariamente as aparéncias, F),, é sempre um numero natu-

n

ral. Além disso,

-5 ()" 1

F,
lim S — () = lim 21@ =P s,
" - (122)

que se designa “proporg¢ao durea” ou “ntimero de ouro”. Esta proporgao ocorre

em alguns fendmenos naturais, como, por exemplo, o aumento do diametro das

9A titulo de curiosidade, refere-se que existe inclusivamente uma revista cientifica, a
Quarterly Fibonacci editada pela Fibonacci Association, dedicada ao estudo das propriedades

desta sucessao.
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espirais de sementes de um girassol ou a proporgao de diminui¢do das folhas
de uma &arvore a medida a altura cresce. Também no reino animal a proporgao

entre abelhas fémeas e machos em qualquer colmeia é uma proporgao durea.
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APLICAGOES FALENCIA DO JOGADOR

Dois jogadores, A e B, apostam sucessivamente, um euro de cada vez.
Em cada aposta um jogador ganha e o outro perde, pagando este um euro ao
jogador que ganha. O jogo termina quando um dos jogadores fica com todo o
dinheiro do adversério (ganhando neste caso o jogo). Suponha-se que A e B
comegam o jogo com X 4 e Xp euros, respetivamente, e que, em cada aposta,
a probabilidade de cada um ganhar é % Pretende calcular-se a probabilidade
de A ganhar o jogo.

Sejam

X=X4+Xp

e P, a probabilidade de A ganhar o jogo quando dispoe de x euros, = €
{0,1, ..., X}. Obviamente, Py = 0 e Py = 1. Considere-se um valor z tal, que
4+ 1< X; apés a jogada seguinte, A terd x + 2 euros ou x, ambos 0s casos
com probabilidade 1/2. Formalmente, resulta a equagdo de diferencas linear
de ordem 2,

1 1
Px+1:§P$+2+5Pw<:>P_T+2—2PI+1+PI:07

cuja equacao caracteristica, r2 — 2r + 1 = 0, admite a raiz dupla r = 1. Deste

modo, resulta a solucdo geral
P, =Cy+ Cox;

de Py =0 e Py =1 obtém-se a solugao particular

x X

P="=——_
T X X4+ Xp

Dado que A comega o jogo com X 4 euros, a probabilidade de A ganhar o jogo

vem
XA
Px,=—"-—.
YT X+ Xp
Conclui-se que a probabilidade de ganhar o jogo depende da proporgao
de riqueza com que se comeca. Se, por exemplo, X4 = 10 e Xp = 90, a

probabilidade de A ganhar o jogo é de apenas 101+7090 =0.1.



Capitulo II

Sistemas de Equacoes de

Diferencas Lineares

Diversos problemas em Economia sao modelizados através de equagoes envol-
vendo duas ou mais sucessoes-incognitas em vérios periodos de tempo. Fala-
-se neste caso de sistemas de equagdes de diferengas. No presente capitulo
aborda-se a resolugdo de sistemas de equagoes de diferengas de ordem um,
com coeficientes constantes. Mostra-se que um sistema de ordem superior
pode converter-se num sistema de ordem um, dai o destaque que estes mere-
cem.

Um sistema de equagoes de diferengas de ordem um nas incégnitas
=M .. z®) onde o expoente (k) denota a k-ésima sucessio, é todo aquele

que pode exprimir-se na forma

k
I£1+)1 = fO (t, xil), . ,xi ))
: : , te{a,a+1,...} (0.1)
k k
x£+)1 = f® (t,xi”, o 7%5 ))

a qual se designa forma normal, e onde a é um valor fixado em Ny. A solugao

do sistema (0.1) é determinada de modo tnico pelos valores iniciais

RO}
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De facto, sendo estes conhecidos e admitindo que as funcoes fO, ..., f*) estdo

definidas para todos os valores das varidveis, a partir de (0.1) obtém-se

(1) (k)
Ty i1+ Tyi1s

tomando t = a. Por sua vez, e dados estes, podem obter-se

(1) (k)
Lotor- Loy

tomando t = a + 1. Assim procedendo, podem sempre obter-se os sucessivos
valores de

ORI

para cada ¢. A solugao geral do sistema (0.1) é da forma

J;gl) — g(l) (t, 017 ey Ck)

xgk) = g®(t,C...,Ch)
onde C1,...,C denotam k constantes arbitrdrias. Como habitualmente, so-
lugoes particulares do sistema resultam de concretizagoes destas constantes.
Sabendo que nao existem métodos gerais que conduzam a solugoes explicitas
de (0.1), abordam-se alguns casos especiais para os quais se pode obter uma

solucao na forma fechada.

1 Sistemas de equacoes lineares de ordem 1

Supde-se no decorrer desta seccio que as funcdes f(), ..., f*) da forma nor-
mal do sistema (0.1) s@o fungbes lineares, com coeficientes constantes, nas
incégnitas M 2®) Um tal sistema, dito sistema linear de equacoes

de diferencgas com coeficientes constantes, pode escrever-se na forma

xgl anxgl) + a121'§2) +...+ alkxgk) + hgl)

Ig-)1 azlxgl) + a22x§2) + ...+ anIEk) + hEQ)

, te{a,a+1,...}

95&)1 aklwgl) + ak2x§2) + ...+ akkxgk) + hgk)
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Designando por X o vetor-coluna
T
[a0 2@ . 2w ],
por h o vetor-coluna
T
RGN

e ainda por X; e h; os respetivos valores no periodo ¢, o anterior sistema pode

reescrever-se na forma

XtJr]_ :AXt+ht, t e {a,a—i—l,,..} (11)

kak

onde se admite que a matriz A = [a;;] € ¢ regular. Dado um vetor

incial Xy, = Xo, com tp € {a,a + 1,...}, um processo iterativo permite obter,
através de (1.1), os sucessivos valores de X;, t = 1,2,... Ou seja, tem-se o

resultado

Teorema 1.1 Para cada tg € {a,a+1,...} e cada vetor-coluna Xy dado, a
equacdo (1.1) possui uma tnica solu¢io Xy com t € {tg,to+1,...} tal que

X, = Xo.
No que se segue, se nada de contrério se diz, admite-se que
T
hy = [ 00 ...0 }
e que a = 0. Deste modo, (1.1) admite a forma

Xpp1 = AX;,  t=0,1,... (1.2)

X, = Al Xy, t=0,1,...

é a sua solugdo para um valor inicial Xy dado. Evidentemente, se o problema
consiste em

X1 = AXy, t=to,to+1,...
e X, é agora o valor inicial, a sua solucao vem dada por
X = ATX,,, t=to,to+1,...

de novo através de um processo iterativo.
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Exemplo 1.2 Resolva o sistema

= 2! af? 0?1

2 2
1’5+>1 = 2$§ )
xﬁ)l = 2209 4 2¥ . t € No,

4 4 5
o= aff 4 o)

5 2 3 4
nh= —o o

T
comXo:[l 111 1} .
Resolugao: A tradugado matricial deste sistema é dada por
Xt+1:AXt, t:0,17

com

b
I
o o o [en} [\V]
o o [N}
o [N} o
_ O
— o o o
8
o~
A

|
—

|
—_

I
—
o
8

R3Sy
ot

)

Assim, a solucao é tal que

X, = Al Xy, t=0,1,...

Prova-se (ver Anexo D) que

2t 2ttt g2 otfl_g_2 2ttl_y_2 20 _t—1

0 2t 0 0 0
t_ t(t+1) t(t+1) t(t+1) t(t—1)
t(1—t) t(1-t) t(1—t) t(3—t)

0 2 2 7 T 1 2
0 —t —t —t —t+1
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Assim, a solugdo do sistema vem

X, = A'X,
[t gt _y_9 otl_yp_ 9 ot _y_9 ot _p_1 ][ 1]
0 2t 0 0 0 1
_ t(t+1) t(t+1) t(t+1) t(t—1)
= |0 =52 -2+1 5+ 1 > 1
t(1—t) t(1—t) t(1—t) t(3—t)
0 T2 2 2 +1 2 1
|0 —t —t —t —t+1 1]
[ oo g7 ]
2t
= =2t +t2t+1)+2 |, t=0,1,2,...
t(3—2t)+1
—4t+1
0

A solugdo deste tipo de sistemas remete para a importancia da procura
de métodos expeditos para o calculo de poténcias matriciais de expoente ¢
arbitrario. Numa primeira abordagem deste problema, suponha-se que A é
um valor préprio de uma matriz A e que u é o correspondente vetor proprio.
Entao tem-se

Aly = N,
pelo que
Xy =y

é uma solucao do sistema (1.2) com valor inicial Xy = u. De modo geral, se
Xo se pode escrever como combinagao linear dos vetores préprios de A, por
exemplo,

Xo =crug + ... + cm,

onde os ¢; sdo constantes e cada u; é um vetor préprio associado a \;, entao a

solucéo do sistema (1.2) vem

X = clAtlul + ot cm)\fnum.
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Em consequéncia, todo o sistema de ordem n cuja matriz possua n vetores
préprios linearmente independentes é tal que qualquer solucao do sistema (1.2)

pode ser determinada deste modo.

Exemplo 1.3 Resolva o sistema
Xt+1:AXt7 t:O717

para

e Xo dado.

Resolugao: De det (A — AI3) = 0 resultam os valores préprios de A: A =6
e A = —1. Assim, pode-se desde ji garantir que A possui dois vetores
préprios linearmente independentes, sendo possivel recorrer ao processo
descrito previamente a este exemplo para resolver o sistema para qual-

quer valor de Xj. E tarefa simples mostrar que

5 1
up = e uy =
2 -1
sao vetores préprios associados a \; = 6 e a Ao = —1, respetivamente.
Escreva-se agora
X XI(O)
0=
x

como combinacgao linear de u; e ug. Trata-se de resolver o sistema
Xo = cru1 + coug,

ou seja
x© 5 1 ol
x 2 -1 || e
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Ora, tem-se

o 5 1 x© 1|1 1 x
e 2 -1 xO 1 Tl2 -5 || x©
] x? x
ToT

Assim sendo, a solugdo do sistema para um valor inicial Xy vem

Xy = Cl6tU1+C2(71)tUQ
Lo, O gt L /)0 0 i 1
= (a7 +x")6 + = (2x” - 5x{") (-1) ,
9 -1
comt=1,2,... O

Uma outra abordagem para o cédlculo de uma poténcia matricial resulta
do chamado Teorema de Cayley-Hamilton. Este afirma que toda a matriz

quadrada verifica a sua equagao caracteristica. Assim, para a matriz A dada,
A g AR e A+ apl, =0
de onde resulta
Ak = — (alAk_1 + ... ta_ 1A+ ale) ,

que exprime a poténcia de expoente k de A (ordem da matriz) envolvendo
uma combinacio linear de AF=1 ... A, I. Como consequéncia deste facto,
toda a poténcia de A pode também ser escrita como combinagao linear dessas

mesmas matrizes.

Exemplo 1.4 Verifique o Teorema de Cayley-Hamilton para
A=

e obtenha uma expressio para A3 como combinacio linear de A e de I.
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Resolugao: A matriz dada é a mesma do exemplo anterior e a sua equagao
caracteristica é

A2 —5X—6=0.
E fécil verificar que A satisfaz a igualdade
A? — 54— 61, =0.

Daqui resulta

A? =5A + 61

e, portanto,

A% = AA% =5A% + 6A = 25A + 6A + 301,.

O

Tendo em vista o estudo de outros métodos de calculo de poténcias matri-

ciais, sugere-se a consulta do Anexo D.
Finalmente, admita-se que se pretende resolver um sistema nao homogéneo,
X1 = AXy + Cy, t=0,1,... (1.3)
O teorema seguinte, demonstrado em [6], fornece a resposta a este problema.
Teorema 1.5 A solugdo do sistema (1.3) para o valor inicial Xo, dado, é
t—1

Xy =A'Xo+ ) ATIC,,  teN,.
s=0
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2 Sistemas de equacgoes lineares de ordem superior

Observe-se que o estudo das equagoes de diferengas de ordem n com coefi-

cientes constantes,

Yitn + Pn1Yt4n—1+ -+ P1Yt41 + Doy = ¢ (2.1)

ndo é mais do que um caso especial dos sistemas do tipo (1.1). De facto,

defina-se X tal que

Xe = [ :vgl) 1:,&2) mgn) }T
onde
xgk) = Yt+k-1, k=1,2,...,n
et=a,a+1,.... Tome-se agora
0 1 o 0o | 0]
0 0 1 0 0
A= e hy =
0 0 0 1 0
L —pPo —P1 —P2 - —Pn-1 | | e
Entao

Xiy1 = AXy + hy, t=a,a+1,...

isto é, X satisfaz a equagdo (1.1). A matriz A assim definida diz-se matriz
companheira da equagao (2.1) e verifica-se também que se X satisfizer (1.1)
com A e h definidos como acima, entdo y; = xil) é solugao de (2.1). A titulo

ilustrativo, apresenta-se um exemplo de conversao de uma equagao de ordem

dois num sistema de ordem dois.
Exemplo 2.1 Considere-se a equacao de diferencas de sequnda ordem
Yt+2 — 3yr41 + 2y = 0, ¢ € No.

Fazendo

Tt = Yt+1
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e, consequentemente,

Li+1 = Y42,
a equagao dada pode-se reescrever como
Tpp1 = 3T — 2y
Yt+1 = Tt
que admite a sequinte versdo matricial:

Ti+4+1 3 -2 Tt

Yit+1 1 0 Yt

ou ainda,

Vig1 = AV,

Se yo € dado, também se conhece xg = y1 e passa a considerar-se

onde xg = y1. Assim, como se viu na sec¢ao anterior, a solugdo deste sistema
vem

Vi, = Ay,

Os walores proprios de A sao 2 e 1, pelo que A € diagonalizdvel. Verifica-se

2a] 1]

sa@o vetores proprios de A associados a 2 e a 1, respetivamente. Deste modo,

A=PDP7!, com

que

P=

Por fim,
2t+1 -1 _2t+1 4+ 2
At = ppipl =
2t —1 —2t 12
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- 2t+1 -1 _2t+1 + 2 o
V't = AtVb =

o2t —1 —2t 42 Yo

(2t+1 _ 1) xo + (_2t+1 + 2) m

(2= zo+ (-2 +2)wo

Uma consequéncia imediata da possibilidade de converter qualquer equagao
de diferencas linear, de ordem superior a um, num sistema linear de equagoes
de diferencas de primeira ordem é a de que o estudo dos sistemas lineares
de equacoes de diferencas se pode restringir ao caso dos sistemas de primeira

ordem.
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3 Estabilidade dos sistemas de equagoes lineares

A estabilidade dos sistemas lineares de equagoes de diferencas relaciona-se
diretamente com o tema da estabilidade dos sistemas de equacOes lineares
propriamente ditos. A solugdo dum sistema de equagoes de diferengas de

ordem k é uma sucessio, X, de pontos de R* tal que
o 17
Xt:[x,(sl) xEZ) mg) , teNp.

Na maior parte das aplicagoes, para além da procura de tal solugao, interessa
saber de que modo esta evolui quando ¢ cresce de maneira ilimitada, isto é,
importa saber onde se situam os pontos da solugdo para grandes valores de
t. Neste sentido, diversas situagoes podem ocorrer. Assim, a sucessdo pode
convergir para um ponto de R¥ (ou, pelo menos, permanecer numa vizinhanca
deste); a sucessdo pode oscilar entre valores na vizinhanca de diversos pon-
tos; a sucessdao pode ser ilimitada; a sucessdo pode permanecer num conjunto
limitado mas oscilando de modo aparentemente imprevisivel. O estudo destas
matérias designa-se teoria da estabilidade. Apresentam-se alguns t6picos desta
teoria mas apenas para sistemas lineares homogéneos. Para o leitor que pre-
tenda rever alguns conceitos de Algebra Linear, estes encontram-se sucinta-
mente enunciados nos Anexos A e D.

O primeiro resultado é fundamental no que segue.

Teorema 3.1 Seja A uma matriz quadrada de ordem k com elementos de R,

cujo raio espectral, r (A), satisfaz
r(A) < 1.
Entao, toda a solugio X do sistema (1.2) satisfaz
lim X; = 0 € R*.

Mais, se & € tal que

r(A)<d<1l,
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entdao existe algum C > 0 tal que
126l < C8* || X
para todo ot =0,1,2,... e para toda a solugao X do sistema (1.2).

O sistema (1.2) diz-se assintoticamente estavel se todas as suas solugdes
convergirem para a origem sempre que t — +00. A este respeito, tem-se o

seguinte resultado:

Teorema 3.2 Seja A uma matriz quadrada de ordem k com entradas em R.
Se
r(A) =1,

entdo existe alguma solugio X de (1.2) tal que
limX; # 0.

Exemplo 3.3 Considere a equacao de diferencas linear de primeira ordem,

com valor inicial, cuja notagao matricial €

Xi1 = AXy, te€N,

onde
1 -2 10
A= . e Xo=
5 —1 1
Dado que
)
A)=<—-, -
s ={-33}.
conclui-se que
r(A)==-<1

e, portanto, o teorema anterior garante que todas as solugoes do sistema con-
vergem para a origem quando t tende para 400, independentemente do valor
inicial dado. A figura segquinte ilustra a situagdo de convergéncia, descrevendo

0s sucessivos pontos uma espiral em torno da origem. O
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0.5

Figura II.1: Sucessivos pontos da solugao.

Se a matriz A possui raio espectral r (A) < 1, entdo o sistema pode ma-
nifestar uma forma mais fraca de estabilidade desde que se verifiquem certas

condigoes.

Teorema 3.4 Admita-se que A, matriz do sistema (1.2 ), € tal que:
() r(A) <L
(ii) Cada valor prdprio A de A tal que |A\| =1 € simples.

Entao, existe alguma constante C > 0 tal que
| Xe|| < O3 || Xo|| (3.1)
para todo ot =0,1,2,... e para toda a solugio X do sistema (1.2).

Este resultado tem aplicagdo pratica na andlise dos chamados métodos de
passo maltiplo, para obtengdo de aproximagdes numéricas de problemas de

equagoes de diferencas lineares com valor inicial.

Exemplo 3.5 Tome-se a equagdo de diferencas linear de primeira ordem,

com valor inicial, cuja notagao matricial €
Xt+1:AXt, t:O,l,

onde

cosf sinf

—sinf cosf
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e 0 denota um dngulo arbitrariamente fixrado. A matriz A diz-se de rotagao
uma vez que tem a propriedade de converter cada vetor X moutro vetor com
0 mesmo comprimento, através da multiplicacao. Deste modo, se Xy € o
valor inicial do sistema dado, entdo todas as suas solugoes se situam numa
circunferéncia centrada na origem, com raio igual a || Xo||.

Os wvalores proprios da matriz A sdo
A =cosf £tisind,

pelo que as hipdteses do teorema anterior estdo satisfeitas. Consequentemente,

(3.1) deve verificar-se. De facto, tem-se
Xl < € [ Xoll,

com C =1. O

De seguida analisa-se o comportamento de solugdes de um sistema em que
alguns, mas nao todos, os valores proprios da matriz A tém médulo menor do
que um. S&o necessarios certos conceitos adicionais de Algebra Linear que se

podem rever no Anexo D.

Teorema 3.6 (Teorema do subespago estavel) Sejam A1, ..., \x 0s valo-
res proprios da matriz A, nao necessariamente distintos, tais que Ai, ..., \p
verificam |N;| < 1. Seja S o subespago p-dimensional gerado pelos vetores
proprios generalizados correspondentes a estes valores prdprios. Se X € solugdo

do sistema (1.2) com Xo € S, entdo
X, €8, teNy
e Xy — 0 quando t — +oc0.

O conjunto S no anterior resultado diz-se subespaco estdvel da equagao
(1.2). Pode-se provar que toda a solugéo do sistema que tenda para a origem
sempre que t — +00 possui ponto inicial em S. Logo, S pode ser descrito
como a reunido das sucessoes X que sao solucao do sistema e que tendem para

a origem quando t — 4-00.
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Exemplo 3.7 Seja a equagdo de diferencas linear de primeira ordem cuja
notacdo matricial €

X1 = AXy, t€Ng

onde
100
A=11 10
01 2

A sua equacdo caracteristica €
1\2
det(A—)\Ig):0<:>()\—§> (A=2)=0.

O subespago estdvel, S, da equagdo dada tem dimensdo 2, sendo constituido

1 2

T
Sendo u = [ T Yy =z } , S € entdo o plano de equagdo

pelas solugoes de

4z + 6y + 92 = 0.

Dado que se verificam as condi¢ées do teorema anterior, toda a solu¢do Xy
que esteja neste plano produz uma sucessao de vetores X; € S e que converge
para a origem quando t — +oo. Por outro lado, como [ 0 0 1 }T é um
vetor proprio correspondente a A = 2, as solugdes geradas no eixo OZ sao

dadas por
0

X;=21 0|, comteNy ez livre.
z
Estas solugdes tendem para +00 ou para —oo quando t — 400, sempre que se

tenha z > 0 ou z < 0, respetivamente. O

Nota 3.8 Sempre que algum dos valores préprios da matriz A seja A € C,
com || < 1, os correspondentes vetores prdprios generalizados sao complezxos e
o subespago estdvel é um subespago complexo. Contudo, estes vetores proprios

generalizados ocorrem aos pares (conjugados) e € facil provar que as respetivas
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partes real e coeficiente da parte complexa destes vetores sao vetores reais que

geram um subespago estdvel com a mesma dimensdo.
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3.1 Exercicios e aplicagoes

ExErcicios SISTEMAS DE EQUAGOES DE DIFERENGAS LINEARES

1. Considere em Ny o seguinte sistema de ordem dois:
Tyro — 6w +4yp1 — 3w +yp =0

Y2 + Yer1 + 3Ter1 — 2y = 3t

Converta-o num sistema de ordem um.
2. Mostre que a equagao caracteristica de
Tiro + axeyr +bxy =0, t € N,
é a mesma da correspondente a sua matriz companheira.

3. Determine o espectro e o raio espectral de cada uma das matrizes seguintes:

0 1 -3 -5 3 2
(a) (b) (c)
-2 -3 0 2 -5 1
(3 2 4 2 -6 —6 3 11
d ]2 0 2 )] -1 1 2 -1 5 -1
42 3 3 -6 -7 |1 -1 3

4. Utilize o método apresentado na Seccdo 1 do presente capitulo para

resolver o sistema

X1 = AXy, t € No,

com X dado, nos casos em que

(a) A é a matriz do exercicio 3. (a) (b) A é a matriz do exercicio 3. (d)

a f
vy 0

5. Verifique o Teorema de Cayley-Hamilton para A =

6. Utilize o Algoritmo de Putzer para resolver em Ny o problema

Yer2 T 31 25 =0, 90 =—ley =17,

comegando por reescrever a equagao na forma de um sistema de equagoes

de ordem 1.
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7. Determine A’, t € Ny, sendo A dada em cada uma das alineas seguintes.

100 010 110
2 2
(a) M1 10 (¢)lo 10 dl]o10
2 —1
01 1 011 01 1

8. Recorra ao Algoritmo de Putzer para resolver em Ny os problemas de

valor inicial seguintes.

6 -2 2
(a) Xt+1 = Xt7 XO =

-2 9 1

2 1 -1
(b) Xt+1 == Xta X() =

-1 4 1

9. Utilize o Teorema 1.5 para resolver em Ny os problemas de valor inicial

seguintes.

2 2 0
(a) Xip1 = X+ , Xo =
2 -1 1 0

010 12 1
(b) ) Xexi=]0 1 0| Xe+]| 0 |.Xo=]2
01 1 t 3

10. Verifique para cada um dos sistemas seguintes se todas as respetivas

solugoes convergem para a origem quando ¢ — +o0.

0.9 0.2
(a) Xip1 = ¢
—-0.1 0.6
[0 1 0
(b) Xexi=1]10 0 1 |X
i 1 -3 3
0 1 0
(¢) Xp1 = 0 0 1 X
3
-3 o1 1
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11.

12.

13.

14.

15.

Se r (A) > 1, mostre que alguma das solugbes reais do sistema
X1 = AX, satisfaz
lim || X¢|| = +o0.

Verifique para cada um dos sistemas seguintes se todas as respetivas

solugoes satisfazem a condicdo (3.1).

(a) Xi1 =

(b) X1 =

= N
o N
o

() Xemi=1 0

S
(an)
—

Mostre que o reciproco do Teorema 3.4 pode nao se verificar.

(Sugestao: recorra ao exercicio 12. (c))
Prove que se a equagéo caracteristica de
Ytin + Pn-1Yt4n-1+ ... +poyt =0

possui uma raiz A tal que |A| > 1, entdo esta equagao de diferengas possui

uma solugao ilimitada.

Determine o subespago estavel S para cada um dos sistemas seguintes

em Ny .

(a) Xip1= (2) 15 X
[ 01 1 O

(b) Xeyi=1] 0 01 1 |X;
i 0 0 2
[ 01 0

() Xevr=1]0 0 1 |Xe
R




3 Estabilidade dos sistemas de equagoes lineares 93

16. Para o sistema do exercicio 15. (b), mostre que se Xo ¢ S, entdo

lim || X, || = +oc.

17. Determine o subespago estavel real de dimensao 2 de

[

X1 =

O Nw O

([}
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APLICAGQOES MODELO DE MULTIPLICADOR-ACELERADOR (2)

Considere-se 0 modelo de economia fechada (G: despesa publica, suposta

constante; todos os outros termos com o significado atras referido — veja-se

(3.14)) (1)

Y, Cy+ 1 +G, (3:2)

C: = aYiq, O0<ac<l,

I, = B(Cy—Cy—q), B>0.

Neste contexto, o multiplicador denota-se por « (o consumo é proporcional
ao rendimento do perfodo anterior) e 8 denota o acelerador (o investimento é
proporcional ao acréscimo do consumo no periodo corrente face ao consumo
no perfodo anterior). Substituindo Y na segunda equagio este modelo pode

converter-se num sistema de ordem 1:

Cy

a(Cior + L1+ G),

I, = Bla(Cio1+1i-1+G)—Ci]

(a—=1)BC—1 + aBli—1 + afG.

Admita-se que « = 0.8, § = 0.375 ¢ G = 9 (em determinada unidade). Pode

entao escrever-se, em termos matriciais,

Cy 0.8 08 Ci—1 N 7.2
I —-0.075 0.3 I 2.7

Os valores proprios da matriz do sistema resultam de

0.8—X 038
—0.075 0.3-—A

=X —-1.12+403=0

ou seja, A = 0.6 e A = 0.5, 0 que assegura a estabilidade do sistema (ambos

os valores préprios inferiores & unidade, em valor absoluto). A solucdo de

!Esta aplicacdo constitui uma cconcretizagio do Modelo de Multiplicador-Acelerador de
Samuelson atrds apresentado (pp. 64 e seguintes), resolvido agora com recurso a um sistema

de equagoes de diferengas.
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equilibrio, (5, I ), obtém-se resolvendo o sistema

C 0.8 0.8 C N 7.2
I —0.075 0.3 I 2.7
—-0.2 0.8 C 7.2 0
& |+ =
—0.075 —0.7 I 2.7 0
-y —1
C -0.2 08 —7.2 3.6
& B = =
I —0.075 —0.7 —2.7 0

ou seja, o consumo estabiliza em 3.6 e o volume de investimento tende para
zero. De (3.2) se conclui que Y converge para % = 4.5. Para obter a solucao
geral torna-se necessario determinar os vetores préprios da matriz do sistema

(correspondentes aos valores préprios 0.5 e 0.6):

0.8 0.8 v v
= 0.5 ,
—0.075 0.3 w w
0.8 0.8 v v
= 0.6 ,
—0.075 0.3 w w
de que se obtém i
8 4
v = , W=
-3 -1

e a solugdo geral (c; e c2 denotam constantes arbitrérias)

3.6 Cy =36+ 8010.5t + 4020.6t
= c1v0.5t + 02w0.6t + & R
1y 0 I; = =3¢10.5" — ¢20.6'
solucao que confirma os valores da solugao de equilibrio acima referida, uma
vez que lim 0.5 = lim 0.6 = 0. Das condicdes iniciais Y] = 9, Yy = 9.5, pode

calcular-se a correspondente solugao particular:
C, =08Yy,=7.6, Cy =08Y; =7.2,

donde

C1 =17.6=3.6+8c10.5+ 4c20.6 c; = —30
4

Co = 7.2 = 3.6 + 8¢10.5% + 4¢20.62 co = 66. (6)
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A solucao particular vem entdo dada por

Cy = 3.6 — 240 x 0.5! + 266. (6) x 0.6!
I; = 90 x 0.5¢ + 66. (6) x 0.6

A figura seguinte representa a evolugao temporal de Y, Cy e I expressa nesta
solugdo particular (para Y; utiliza-se a identidade (3.2)).

4

<10
1
0.8
0.6
Y,
1
0.4 b
0.2

I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12

Figura I1.2: Evolugao temporal das sucessoes Yz, Cy e I;.
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APLICAGOES CORRIDA AO ARMAMENTO (MODELO DE RICHARDSON)

Considerem-se dois paises em estado de guerra, A e B, com or¢amentos
militares no ano t de, respetivamente, A; e B;. De acordo com o modelo de
Richardson (referido em [5]), a variagdo anual dos or¢amentos militares dos

dois paises verifica as equagoes

AAt = At+1 —At = Da Bt —aAt+c,

ABt = Bt+1 - Bt = Db At - bBt +d7

com o seguinte significado das constantes, para A e B, respetivamente: D, e
D, denotam o grau de defesa (medida do nivel de reagdo do orgamento militar
de um pafs em resposta ao or¢camento do outro — Dy, Dy > 0), a e b o grau
de desgaste (medida das consequéncias econémicas negativas do acréscimo de
orgamento militar — 0 < a,b < 1), e ¢ e d o conjunto de outras grandezas
econdmicas nao diretamente dependentes dos orgamentos militares nacionais

(¢,d > 0). Matricialmente, o modelo pode entao escrever-se
Trp1 = M ¢ + p,

em que

At 1*0‘ Da C
Ty = ,M: , P=
By D, 1-0 d

O valor de equilibrio das varidveis do sistema,
A=A, By=B,

pode calcular-se mediante a resolucao da equagdo matricial

A
B

=z=Maz+p ©(I-M)zx=p

Saw=(-M)"p,

que corresponde naturalmente a resolugao do sistema de equagoes

be+dDg
aA—DaB:c o A:m
bB — DyA=d B = dtcDy

ab—DaDy
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Dados os sinais das constantes, os valores de equilibrio sao nao negativos se
ab > D,D,. Esta condigao corresponde a |[I — M| > 0, o que garante a esta-
bilidade da solucao de equilibrio. Pode interpretar-se esta desigualdade como
segue: o produto ab (produto dos graus de desgaste) representa a limitacdo na
corrida ao armamento; por outro lado, pode encarar-se o termo D,D; como
uma medida da propensao dos dois paises em intensificarem o seu armamento.
Naturalmente, a solucao é estavel quando a propensao a controlar o arma-

mento supera a tendéncia para o aumentar.



Anexo A

Espacos vetoriais: definicoes

basicas

Seja dado um conjunto nao vazio E e um corpo K munido de uma operagao
interna @ : E x F — E — dita adi¢do — e de uma aplicacao e : K X E — E —
dita multiplicacdo escalar.(!) Diz-se que (E, @, ¢) é um espago vetorial sobre
K se:

@ é comutativa

@ ¢é associativa

@ possui elemento neutro (denotado por Og)

todo o elemento = € E possui simétrico em E (denotado por —z)
Vock.Vayer  as(@@y)—aszdaey

Vaek Ve ycE (a+B)ex=aexPPex

Va,8eK; VecE (af)exz=ce(fex)

VeecE 1 ez =z (1 elemento neutro da multiplicacdo em K)

Os elementos de F dizem-se vetores e os de K dizem-se escalares. Eis alguns

exemplos de espagos vetoriais reais (isto é, sobre R).
1. (R™,+,-) onde + é a adigao usual de vetores definida por:

(1,2, ) + (Y1, Y255 Yn) = (@1 + Y1, T2+ Y2, - -, T+ Yn)

'Um corpo K é um conjunto nao vazio com uma adicdo e uma multiplicacio, satisfazendo

certas propriedades. No presente texto, K = R, com a adigdo e multiplicacao usuais.
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”

e é tal que

a-(z1,29,...,2,) = (a1, 2, ..., QL) .

2. (R™*™ +,.) onde + é a adigdo usual de matrizes m X n e - é a multi-

plicagdo de um escalar por uma matriz.

3. F = {f:R =R tal que f é n vezes diferencidvel} munido da adicdo

usual de fungoes e - : R x F —F tal que

4. § = {us : Ng— R } munido da adigdo usual de sucessdes e - : R x § =8
tal que

(o~ u), = auy.

Seja (E,®,e) um espaco vetorial real ¢ F' um subconjunto de E.(2) F
diz-se um subespago vetorial de E se F' for espago vetorial para as mesmas
operagoes de F. Uma condi¢do necessaria e suficiente para que F' seja um
subespago vetorial de E é que se verifiquem os trés axiomas seguintes:

(1) OgeF

(2) udveeF, VuweF

(3) aeuck, VacR VueF
Se S é um subespago do espago vetorial E, entdo S = {Og} ou S = F ou
S C EeS # {0g}, caso em que S é dito subespago préprio de E. Uma

combinagdo linear dos vetores de {u1,usg, ..., u,} C E é qualquer vetor
V=a10U] D2 ®U D ... Dy, ® Uy,

com g, g, ..., 0, € R. Diz-se que um conjunto {u1,u, ...,up} C E gera um
subespago S de E se todo o vetor de S puder ser escrito como combinacao linear
dos vetores daquele conjunto. Em tal caso, pode-se dizer que S é o subespago

gerado por {uj, ug, ..., u, }, denotando-se este facto como se segue

S = <U1,U2, aun> .

2As definicdes e resultados que se seguem sao anslogas se K for diferente de R.
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Um conjunto {uy,us,...,u,} C E diz-se linearmente independente se
ajeubaseusd...0a,eu, =0g
apenas pode ocorrer se
ap=ag=...=a, =0.
Uma base do espago vetorial E é todo o n-uplo (n € N) de vetores
B=(ey,ea,...,en) CE,

que ¢é linearmente independente e tal que todo o vetor v € E se escreve de
modo Unico como combinagao linear dos elementos de B. Sendo B uma base

de E, se x € E é tal que
r=ore€e1Dageesd... 0o, eEn,

os escalares aq, a9, ..., q, dizem-se coordenadas de x em relagdo a base
B.Todo o espaco vetorial possui alguma base e todas as bases de um espago
vetorial tém o mesmo nimero de elementos. Se n é tal valor, este diz-se

dimensao do espago vetorial e escreve-se
dim E = n.

Por convencéo, dim {0g} = 0.

Sejam By = (e1,e2,...,en) € Ba = (f1, fa2,..., fn) duas bases do espago
vetorial E e escreva-se cada vetor de B2 como combinacao linear dos vetores
de B;. Tem-se:

n
fi=pijeer @sz'ez@m@]?nj'enZZpkj'elm j=1...,n
k=1

A matriz P = [p;] ,, diz-se matriz de mudanca de base (da base B;

ij=1,
para a base Bg). Trata-se de uma matriz invertivel cuja utilidade se explica
de seguida. Se

z1 Y1

X1 Y1

Tn Yn
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sdo os vetores-coluna das coordenadas de x € E em relagao as bases By e Bo,
respetivamente, entao

Y =PX.

Para mais pormenores, consulte-se [15].



Anexo B

Primitivacao Discreta

Sublinha-se a analogia entre o operador diferenga A e o operador diferencial

linear D = %. Pode-se obter uma versao discreta do Teorema Fundamental

do Caélculo Integral, com A em vez de D e Y em vez de f De facto, tem-se

> Aye=(y1—v0) + (2 —y1) + ...+ (v — yn-1) = yn — vo-
Assim, se F; é tal que AF; = f;, a equacao de diferencas
Ay = fi

tem solucao geral

yt:F‘t+C7

onde C' é uma constante arbitraria real. Para que se confirme este facto é

apenas necessario observar que

N-1 N-1 N-—1
0 = > Ay—fi=> Ap—Afi=> Aly—fi)=
=0 =0 =0
= (ynv = Fn) = (yo — Fo)

= YN — FN - C.
Na auséncia de melhor nome, a toda a sucessao F; que satisfaz

AF; = fi (0.1)
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chama-se primitiva discreta de f;. Na seguinte tabela estabelece-se uma

lista de sucessdes f; e as respetivas primitivas discretas Fj.

(AR = | R

fi=0 |F=C
fi=b | F=0bt+C

fi=at | F=1%at(t-1)+C

fi=rt | FR=@r-1)""rt4+C (r#1)

Exemplo 0.9 Resolva a equagdo de diferencas
Y1 =y + 3t + 1,
recorrendo a tabela anterior.
Resolugao: Tal equagao pode-se reescrever na forma
Ay = 3t + 1.
Tomando a = 3 e b =1 na tabela acima, obtemos a solugao geral
yt:gt(t71)+t+C: g#flwc,

2

o que conclui o exemplo. O

Exemplo 0.10 Idem, para a equacdo de diferencas
Yt+2 — 2yt41 +yr = 0.
Resolugao: A equagdo dada pode-se reescrever na forma:
(B> —2E+ 1)y, = (B 1)y = A%y = 0.

Daqui vem

Ayt =

logo
Y = ct + da

onde ¢ e d sao constantes reais arbitrarias. O



Anexo C

Exponencial de um Numero

Complexo

A exponencial complexa resulta da extensdo para niimeros complexos da série
de MacLaurin para a funcao exponencial. Assim, dado z € C chama-se expo-
nencial de z, denotada igualmente por €7, a soma da série
—+o0o
1 n
>
n!
n=0

Dado que esta série converge para todo o z € C, tem-se

A soma desta série é (em geral) um nimero complexo, pelo que e € C. A

exponencial complexa satisfaz a propriedade
TV = e%e?, z,w € C.

Pode consultar-se a demonstragdo deste resultado em [2]. Esta envolve a
operacao de multiplicacao de séries. Um outro importante resultado relaciona

a exponencial complexa com as funcoes trigonométricas.

Teorema 0.11 Seja 0 € R. Entdo

0

e’ = cosf +isind.
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Demonstragao. Tem-se:

+o00 . 2 M3 .4
; 1. 0 (i6) (16) (6)
0 n
= ) =1+ —
¢ 2; R T TR I Ty
) 2 6 ¢ e
92 94 93 95
+o0 n +o0 n
(=D" jon , (D" ont
D I
! [
= (2n)! = (2n+1)!
= cosf +isind,
o que demonstra o pretendido. [ ]

Corolirio 0.12 (Férmula de Euler):
em+1=0.
Demonstragao. Faga-se = 7 na identidade do teorema anterior. [ ]

O teorema anterior permite apresentar uma nova representacao dos nimeros
complexos. De facto, seja

a=p+v€C

a representagao trigonométrica de z. Entao
o = pe? (0.1)

onde p = |a| e § = arg(a). De facto, tendo em conta a representagio

trigonométrica de a e o resultado expresso no teorema, vem
=B +7i=p(cosf+isinf) = pe.

A igualdade (0.1) diz-se representacao polar do complexo a. Prova-se que

se @ = 8 — ~yi, entdo



Anexo D

Poténcias Matriciais

1 Introducao

No calculo de poténcias de uma matriz de qualquer ordem ¢é fundamental a
determinacao dos seus valores préoprios. No decorrer deste anexo, toma-se
A = [a;;] € RF*F embora tudo funcione do mesmo modo se as entradas de A
sdo nimeros complexos. As fontes bibliograficas sao [6], [9] e [15].
A equagao

Au = du, (1.1)
onde X é um parametro, tem sempre a solucdo trivial: o vetor nulo de R*. Se
u é uma solugao nao trivial de (1.1), chama-se um vetor préprio de A e A
diz-se o valor préprio que lhe estd associado. Como a equagao (1.1) equivale

a

(A—/\[k)u: 0,

conclui-se que os valores préprios de A sdo as solugbdes A, reais ou complexas,
de
det (A — \I) =0,

equacao dita caracteristica, que se pode escrever na forma

onde

PO =N b a Tt
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é o polinémio caracteristico de A. O conjunto dos valores pdprios de A

diz-se espectro de A e denota-se por o (A4). Por seu turno, o valor
r(A) =max{|A\: A€o (A)}

diz-se raio espectral da matriz A.

Para cada A valor préprio de uma matriz A, o espago
Ker (A—\y)

diz-se subespaco préprio de A associado a A.

Seja agora A\ um valor préprio de uma matriz A com multiplicidade
algébrica m (i.e., a multiplicidade de A enquanto raiz do polinémio caracte-
ristico, det (A — Aly)). Os vetores préprios generalizados de A associados

a A sao as solugoes nao triviais v de
(A= X)"v=0.

E claro que todo o vetor préprio de A é também um vetor préprio gene-
ralizado. O conjunto de todos os vetores préprios generalizados associados a
A, reunidos com o vetor nulo, formam o chamado espago préprio genera-
lizado, o qual constitui um subespacgo de dimensao m. A intersecdo de dois
quaisquer espacos proprios generalizados é o conjunto formado apenas pelo
vetor nulo. Por ltimo, prova-se que todo o produto de A por um vetor préprio
generalizado associado a A tem como resultado um vetor préprio generalizado
ainda associado a A.

Estes vetores ocupam lugar de relevo na determinacao da chamada forma

canonica de Jordan de uma matiz quadrada.

Exemplo 1.1 Determinem-se os vetores proprios generalizados de

310
A=10 30
0 0 2

Esta matriz possui apenas dois valores proprios:

A1 = 3, com multiplicidade 2, e Ao = 2, com multiplicidade 1.
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Os vetores préprios generalizados associados a A1 resultam de
(A=30)*v=0,
sistema que admite a forma

000 V1
000 vy | =0.
0 0 1 V3

O espago préprio generalizado consiste no subespago gerado pelos vetores

1 0
0] e |1
0 0

No que toca a A\, existe um espago proprio generalizado de dimensao um, que

€ gerado por

= o o

Pretende-se exprimir A? para qualquer ¢ € Ny de tal modo que as entradas
desta poténcia matricial sejam funcgoes de ¢. Este problema foi levemente
aflorado no final da Seccao 1. Abordam-se de seguida certos casos especiais

com mais detalhe.

2 Poténcias de matrizes diagonalizaveis

Admita-se que a matriz A é diagonal; formalmente,
A=diag (A1,..., \g) -

Neste caso, é imediato que

Al =diag (\},...,\})
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para cada t =0,1,...
Recorde-se agora que uma matriz A = [a;;] € R*** se diz diagonalizavel

se existem matrizes (de ordem k), P, invertivel, e D, diagonal, tais que
A=PDPL. (2.1)

Quando tais matrizes existem, P diz-se matriz diagonalizante de A. Por
satisfazerem uma rela¢do do tipo (2.1), as matrizes A e D dizem-se seme-
lhantes.

O processo de diagonalizagao de A consiste na procura das matrizes P
e D tais que (2.1) é vélida e estd associado ao calculo dos valores e vetores
préprios de A. Admitindo que a matriz A é diagonalizével, é muito simples
calcular uma poténcia de expoente t de A. De facto, se (2.1) se verifica,

aplicando a associatividade da multiplicagdo matricial,

At

(pDP7Y) (PDPY) ... (PDPY)
= pPD(P'P)D(P'P)DP' ... (P7'P)DP!

PD!P,

para cada t =0,1,...
Tendo em conta o seguinte resultado, conclui-se que nem sempre uma

matriz é diagonalizdvel.

Teorema 2.1 Uma matriz A = [a;j] € RF** ¢ diagonalizdvel se, e s6 se,

existem k vetores proprios de A linearmente independentes.

Doravante, e dado um valor préprio, A, de uma matriz A, ma (\) denota a
multiplicidade algébrica de A e mg (\) a multiplicidade geométrica de
A, isto é, o numero de vetores préprios linearmente independentes associados

a A. Neste sentido,
mg (A) = dim Ker (A — \ly) .
Mostra-se que

1<mg(A\) <ma(N).
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Enuncie-se agora, sem demonstrar, trés outros resultados que permitem

decidir acerca da possibilidade de diagonalizar uma matriz.

Teorema 2.2 Seja A = [a;;] € R¥* uma matriz.

(a) vetores préprios de A associados a valores prdprios distintos sdo linear-
mente independentes.

(b) Se A admite k valores préprios distintos, entao A é diagonalizdvel.

(c) Se o (A) ={\1,...,\}, entdo A € diagonalizdvel se, e s6 se,
mg (A1) +...+mg(A) =k

Admita-se que A é diagonalizdvel e que Ap,..., A, sdo todos os valores
préprios de A. A construcido da matriz P faz-se através da indicagao de k

vetores proprios linearmente independentes, os quais vém das bases de
Ker(A—M\Ig),...,Ker (A—\Iy),

os subespagos préprios de A, e que formam as colunas da matriz diagonali-
zante. A matriz diagonal tem como elementos principais os valores préprios

pela mesma ordem que os vetores proprios escolhidos.

Exemplo 2.3 Para cada uma das sequintes matrizes, averigue-se se cada uma

delas é diagonalizdvel. Em caso afirmativo, obtenha uma expressio para Al.

2 0 1 1 2 2 110
(a)A=1]1 1 1|; ®B=]1 2 =-1|; (©C=]010
1 -1 3 -1 1 4 00 1

Resolugao: Relativamente a (a), os valores préprios de A sdo 1, 2 e 3. Tal é

suficiente para garantir que A é diagonalizavel. Verifica-se que

Ker (A—1I3) ={((-1,1,1)), Ker (A —2I3) = ((1,1,0))

Ker (A —3I5) = ((1,1,1)).

Deste modo,

A=PDpP™!
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com
1 1
111 100 Lo
P=|1 11|.D=|o0o20leP'=| 0 1 -1
1 1
1 01 00 3 Lol
Finalmente,
1 1
1111t o0 of||-L L o0
At = PD'P'=| 1 11 0 2t 0 0 1 -1
1 1
1 01||0 0o 3 Lol

1430 —1—3t42t+l 95 3t _ottl
= % 143t 1—3t4ottl 9y gt _ottl
—1+3 1-3¢ 2 x 3t
No que concerne a (b), os valores préprios de B sdo 1 e 3, o que nio é
suficiente para garantir a possibilidade de diagonalizar B. Determinando

os espagos proprios de 1 e 3, repectivamente, tem-se
Ker (B —1I3) ={(2,-1,1)) e Ker (B —3I3) = ((1,1,0),(1,0,1)) .

Deste modo, é possivel tomar trés vetores proprios de B linearmente

independentes e B é diagonalizavel. Vem

B=PDP!,
com
M1 1 1]
2 11 100 i -3 -3
_ _ -1 _ 1 1 1
P=|-110|,D=|l010]|eP =] 35 35 -3
1 1 3
1 01 00 3 | -3 3 3 |
Assim,
M1 1 1]
2 11 100 i -3 -1
t tp—1 __ 1 1 1
B = PD'P7"=| -1 10 01 0 i 4 !
1 1 3
1 01 003]||-3 3 35 |

3—3t —14+3 —343tH
0 2 0

N =

1-3t —1+43t —14 3tt!
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Finalmente, a respeito da matriz C, o seu unico valor préprio é 1. Por

outro lado, verifica-se que
Ker (C —I3) = ((1,0,0),(0,0,1)),

o que implica que C' nao é diagonalizdvel. O

3 Poténcias de matrizes nao diagonalizaveis

Expde-se de maneira sucinta o método de construgdo da chamada forma
canonica de Jordan de uma matriz A, com entradas reais. Tal processo permite

escrever as poténcias de A no caso de esta nao admitir diagonalizagao.

Definicao 3.1 Chama-se bloco de Jordan de ordem r associado a um
valor préprio A (real ou complexo) a toda a matriz quadrada de ordem r cujos
elementos principais sdo iguais a A, cujos elementos da diagonal superior,

quando existem, sao iguais a 1, sendo nulos todos os restantes elementos.

Se uma matriz consiste na justaposicao de blocos Jordan ao longo da dia-
gonal principal (sendo nulos os restantes elementos) diz-se que estd na forma

canénica de Jordan, i.e., se é da forma

J (A1) o - 0
0 J(\) 0
0 0 J(Ar)
onde J (A;), 4 =1,...,r sdo blocos de Jordan (ndo necessariamente de igual

ordem).

Dada uma matriz A, pretende-se construir uma matriz J na forma canénica

de Jordan tal que A e J sao semelhantes, i.e., tais que

A=PJP,
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para alguma matriz invertivel P.(!) A semelhanca do processo de diagonaliza-
¢ao, também aqui os valores préprios de A e certos vetores a estes associados

Sao essenciais.

Definicao 3.2 Diz-se que os vetores nao nulos vi,...,v, formam uma ca-
deia de Jordan associado a um valor préprio A (real ou complexo) de A =

[a;;] € REXE se
(A= X)v1 =0, (A—A)va=v1,...,(A—A})vr = vr_1.
Em tal caso, representa-se esta cadeia através de
Up = Vp_ 1 ...> vy — v — 0.

Note-se que em cada cadeia de Jordan associada a A apenas v; é um vetor
proprio de A associado a A. Os restantes v;, ¢ = 2,3,...,r sdo os valores
proprios generalizados, j& antes definidos.

O resultado que se segue indica que é sempre possivel construir a forma

canénica de Jordan, J, de uma matriz A tal que A e J sdo semelhantes.

Teorema 3.3 Toda a matriz A = [a;;] € R¥** ¢ semelhante a uma matriz

J na forma canonica de Jordan, i.e., existe uma matriz P invertivel tal que

A=PJP™!, onde

JOu) 0 0
0 J( 0
J= (o) . 1<r<k
o 0 T (M)
e i ]
No1o0 0 0
0 N 1 0 0
0 0 N\ 0 0
J(Ni) =
0 0 0 - x 1
00 0 - 0 X\

'Note que J, forma canénica de Jordan de A, é tinica a menos de uma permutacio dos

blocos.
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e onde:

(i) os elementos \; sdo os valores préprios de A;

(i) o niumero total de blocos de Jordan associados a X; € igual a mg (\;);

(iii) a soma das ordens dos blocos que correspondem a \; € igual a ma (\;);
,

(i) se J(\;) é uma matriz de ordem s;, entdo Y, s; = k.
i=1

As colunas da matriz P sdo constituidas pelos vetores de cada uma das
cadeias de Jordan e formam uma base de R*, dita base de Jordan. Os

valores proprios de A podem classificar-se do seguinte modo:

(i) se ma (A) =mg(A\) =1, X diz-se simples;
(ii) se ma (A) =mg (X) > 1, A diz-se semi-simples;

(iii) se mg (A) < ma (A), A ndo é simples nem semi-simples.

Exemplo 3.4 Considere a sequinte matriz na forma candénica de Jordan

1000 0]
0 1000
J=]0 0100
0 00 5 1
L0 000 5

O walor proprio —1 € simples, o wvalor proprio 1 € semi-simples e o wvalor

proprio 5 ndo é simples nem semi-simples. O

Para exibir uma base de Jordan de A devem construir-se as cadeias de

Jordan associadas aos valores préprios de A.

Teorema 3.5 Os vetores de uma cadeia de Jordan sdo linearmente indepen-

dentes.

Resta apresentar um processo de construgao das cadeias de Jordan.
Seja

Up = Vp_1— ...~V — v —0



116 Poténcias Matriciais

uma cadeia de Jordan associada ao valor préprio A de uma matriz A = [a;;] €
RF*E Faca-se

S = A\,

O primeiro vetor da cadeia é vy, tal que
5’01 = 0,

isto é, v1 é um vetor préprio de A associado a A\. Quanto a vo, ..., v, devem

escolher-se do seguinte modo:

Svg = w1 #0e S%vy = 0, ou seja, vy € Ker (52) \Ker (S)

Svs = wva£0e S%v3=0v1 #£0e¢ S33 =0, ou s¢ja, vy € Ker (53) \Ker (52)
Sv, = vp_1#0e Sy, =v #0e ST, =0, ou seja, v, € Ker (S")\Ker (Sr’l) .
Como Ker (S7) C Ker (SP™), Vpen, tem-se
Ker (S) C Ker (52) C...C Ker(S).
Ao atingir um valor do indice p tal que
Ker (S7) = Ker (SP11),
a cadeia nao pode aumentar mais, pois isto traduz que nao existe v,11 tal que
SPHy, 1 =0e SPuyq # 0.

Neste caso,

Ker (") = Ker (S™"™) ,Vien

e diz-se que o comprimento da cadeia de Jordan é r. Nenhuma outra
cadeia de Jordan associada a A pode ter outro comprimento.

Veja-se como tudo se processa na pratica, através dos seguintes exemplos.

Exemplo 3.6 Escreva a matriz A na forma A = PJP™!, onde J estd na



3 Poténcias de matrizes nao diagonalizaveis 117

forma candnica de Jordan e

10 2 5 11

-2 6 3 -3
A=

0 0 8 32

0 00 8

Resolugao: Como o polinémio caracteristico de A é
PO =(-8)",
0 seu Unico valor préprio é 8 e tem-se
ma (8) = 4.

Tomando

S =A-8I,

vem
Ker (S) =((-1,1,0,0)),
o que significa que

mg (8) =1
e, portanto, J terd um unico bloco. Por outro lado,
Ker(5%) = ((1,0,0,0),(0,1,0,0)),

Ker (8°) = ((1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)),

Ker (S*) = R.

Isto implica que o comprimento da cadeia de Jordan serd 4 e o bloco de

Jordan é de ordem 4, sendo

8 1 0 0

0 8 1 0
J=

00 8 1

00 0 8
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Escolham-se os vetores vy, v3, v2, v1, tais que
V4 — Vg — vo = v — 0.
Sendo {e1, ea, €3, ¢4} a base canénica de R?*, tem-se
es € Ker (54) e S%ey = (A-— 8[)3 es # 0.

Assim, eq4 € Ker (54) \Ker (83) Pode pois tomar-se vy = e4 e, além

disso,

Verifica-se que vz € Ker (5’3) \Ker (52), e pode-se tomar

176

1)2231)3:(14—8[)1)3:

Tem-se agora, vy € Ker (5%) \Ker (5), e toma-se

512
—512
0
0

U1=SU2:(A78I)U2:

Note-se que v é um vetor préprio de A. Assim, {v1,v2,v3,v4} é uma

base de Jordan e a matriz de mudanca de base sera

512 176 11 O
-512 80 -3 O
0 0 32 0
0 0 0 1
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Finalmente, vem
A = pjp!

512 176 11 0| |8 1 0 0 55 —oes —ges O
—-512 80 -3 0| |0 8 10 35 35 —mm 0

0 0 32 0|00 381 0 0 += 0

0 0 0 1 000 8 0 0 0 1

O

Exemplo 3.7 Escreva A na forma A = PJP™', onde J estd na forma

canonica de Jordan e

1 1

o O N

0
2
0

h
Il
o o o o w

-1 -1

1 0|
0 0
1 0
11
-1 0 |

Resolugao: O polinémio caracteristico de A é

p(A) =det (A— M) =(1-X2)>*(©2-))?2.

Assim, os dois valores préprios de A sao 1 e 2, tendo-se

ma (1) =3 ema(2) =2.

Relativamente ao primeiro, tomando S = A — [5, vem

Ker (S) =((0,0,1,-1,0)),

traduzindo que

mg (1) = 1.

Logo, ha apenas um bloco de Jordan correspondente a A = 1, que é

110

Ji=1011

0 01
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Note-se agora que

Ker (S%) = ((1,0,-1,0,1),(0,0,—1,1,0))

Ker (S%) = ((—2,0,1,0,0), (=2,0,0,1,0), (~1,0,0,0, 1))

Prova-se que

Ker (53“’) = Ker (53) , VpeN,

0 que permite concluir que a cadeia de Jordan correspondente a este

valor préprio tem comprimento 3:
V3 > U — V1 0.
Comega-se com
r 3 2
v = [ 2.0 1 0 ()] € Ker (87%) \Ker (5%),

e toma-se
T
v2=SU3:[—1 010 —1} .

Finalmente, notando que
vy € Ker (S%) \Ker (),

toma-se
T
U1:SU2:{O 01 -1 0} .
No que diz respeito a A = 2, e considerando U = A — 215, tem-se
Ker (U) ={((1,0,0,0,0),(0,-1,1,0,0)) .
Assim,
ma (2) =mg (2) =2,

pelo que hé dois blocos de Jordan cujo comprimento é, for¢cosamente,

igual a 1:

nelo]en=[a]
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As cadeias de Jordan correspondentes sdo de comprimento 1:
vg — 0 e vy — 0.
Tais vetores sdo vetores proprios de A associados a 2, podendo-se tomar
T T
1)4:[1 0 00 O] 6115:{0 -1 10 0}

Por ltimo, A = PJP~! com

11000 0 -1 -2 1 0
01100 0 0 0 0 -1
J=loo100|,P=|1 1 1 0 1
00020 -1 0 0 0 0
10000 2 0 -1 0 0 0 |
€ - -
0 0 0 -1 0
00 0 0 -1
Pl=10 1 1 1 1
1 2 2 2 1
(0 -1 0 0 0

Dada uma matriz A = [a;;] € RF*k & sempre possivel ter uma relacio
A=pPJjp!

onde J estd na forma canénica de Jordan. As poténcias de A calculam-se

entao na forma,

At =pJgtp~t,
onde
Joo -2 0

Jt

|
—
N
5
N
>
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Observe-se que, para cada i =1,...,r, se tem
J; = Nils, + Nj,
onde

010 O
001 O
0 00
0 00

o o O©

0

Observe que as matrizes N;, de ordem s;, sdo nilpotentes (recorde que uma

matriz A é nilpotente se AP = 0, para algum p € N), tendo-se

Para cadai=1,...,r, tem-se

J=0

)

t
t L
i (Nils; +N)' =) <J> (Nls,)"™ N

Calculando as poténcias de IV;, obtém-se

AR
(o)

r t
ALt <>/\§‘2
2
0 A A
= 0
L0 0

AN LARTES) U yt—2 A72
<0)>\Z +<1>)\1 l+<2>Al 2

t—1
AL

+

t A%*Si+1
S; — 1 ¢
t

Si—2

t) -2
2 7

A
Y

7

t—s;+1
)\i

t t—si+1 nrsi—1
Nmsitd ysimd,
(Si — 1) g v

Observe-se que os elementos de cada diagonal desta matriz sao todos iguais.

Exemplo 3.8 Seja A a matriz do Exemplo (3.7). Determine a expressao de

At e recorde a resolucao do Exemplo 1.2 do Capitulo II.
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Resolugao: Tendo em conta a decomposicao de Jordan da matriz

2 1 1 1 0
02 0 0 0
A=]10 0 2 1 0
00 0 1 1
0 -1 -1 -1 0|
vem
At = pJtp~1,
onde _ _
1t 9 o
Jb0 0 01 ¢t 0 0
J'=10 J o|l=|l00 1 0 0
0 0 Jt 00 0 200
(00 0 0 2|
Assim,

At = pJjtpTt

9t ottl_y_9 gl _y_9 gt _y_9 941 |
0 2t 0 0 0
e RV R 5 B te+1) 1)
o e
K —t —t —t —t41

Fica agora concluida a justificacdo para a expressao de A’ necesséria
para a resolucao do sistema de equagdes de diferencas do Exemplo 1.2

do Capitulo II. O



124 Poténcias Matriciais

4 O Algoritmo de Putzer

O Algoritmo de Putzer utiliza-se para o célculo de exponenciais de matrizes no
contexto de sistemas de equagoes diferenciais. A sua versao discreta permite
apresentar outro método de calculo de poténcias de matrizes quadradas reais.

Seja A = [a;;] € R¥*k. Procura-se representar A’ na forma
S .
Al = ZUE”Mz‘—L
i=1

onde os u(® sdo sucessoes escalares a determinar e as matrizes My, ..., Ms_1

se definem por recorréncia através de
Mi = (A - )\zIk) Mz‘—l [§] MO = Ik.

A iteracdo recursiva desta férmula conduz a

Mt = (A_/\tlk)Mt—l ::(A—/\tlk) (A_/\t—llk)--~(A_/\IIk:)
t
= [Ta-xm)
i=1

(note-se que, neste caso, ha comutatividade na multiplicacao dos fatores). Pelo

teorema de Cayley-Hamilton, sendo Aq, ..., A; os valores proprios de A, tem-se

k

My, =[] (A= \id) =0,
i=1

o que implica

Mn = 07 vnzk-
Logo, pode-se reescrever a poténcia de A na forma
k .
AN =S u M. (4.1)
i=1
Determinem-se as expressoes de ugi).
Para t = 0, vem
L= A% = oMy + P + 4l M+ ulP My
Uma vez que My = I, esta equagao é satisfeita se

WV =1eul) =0, i=2. K
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Para t € N, temos:
k
A = Z“E%Miﬂ-
i=1
e também

k k k
AT = AL = AZUEZ)Miq = ZUEZ)AMiq = Zuzz) [M; + XM 4]
i=1 =1 =1

onde a iltima passagem se justifica por meio de

M; = (A= NI) Mi_y.

Podem agora comparar-se e igualar as expressoes para os coeficientes de M;

em cada um dos desenvolvimentos de M;. Assim,
ugl = Alugl), com u(()l) =1, (4.2)
e, parai=2,...,k,
u§21 = uEi_l) + /\iuii), com u(()i) =0. (4.3)
A resolucao de (4.2) é imediata, por recursao, tendo-se

WV =), t=0,1, ... (4.4)

A respeito de (4.3), deixa-se ao leitor a tarefa de provar que, para cada i =

2,...,k, se obtém

~
|
—

ul =" ()Y, (4.5)

Il
=}

J

Acrescenta-se agora um exemplo de aplicacao desta técnica.

Exemplo 4.1 Calcule a poténcia de expoente t de A, onde

130 O

021 -1
A=

00 2 0

000 3
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Resolugao: Note-se que os valores proprios de A sdo

)\1:1,/\2:/\3:26/\4:3.

()

Deste modo, devem-se determinar w,”’, ¢ = 1,...,4e M;, 1 =0,...,3
tais que
4 .
A =S u My (4.6)
i=1

De acordo com as dedugdes antes feitas, tem-se

My = 1y,
(030 0|
01 1 -1
My = (A-MIy)My= )
0 1 0
(000 2
(003 -3
00 1 -2
My = (A—Xly) M= ;
00 0 O
(000 2
(000 -3
00 0 -2
Ms = (A—Xsly) My =
00 0 O
(000 2
Por outro lado,
WV o= ()i=1,t=0,1,.
t—1 t—1 t—1
2 —i-1 (1 i _ i
ug) — ZO‘?)t J 1u;)222t J=1 _ ot 122 i—ot_1,
j=0 j=0 §=0
‘ t—1 _ -1 _
ugJ) — Z ()\3)1&7]71 U;»Q) — 22t7J71 (2] _ 1) — t2t71 _ 2t 4 17
=0 j=0
(4) - t—j—1,(3) < t—j—1 (:0j—1 j 1 t—1
u = (M) =D 3T (2 2 1) = o (3T - 1) -2

=0 j=0

[
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Por fim, de (4.6) resulta

At = uIMy + P My + P My + 4l M

1o(er—1) 2Tl s g gy gy
] 2! 21 —3t 42!
o 0 2 0

0 0 0 3t
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Anexo E

Solucoes dos exercicios

SOLUGOES ! ExEeRrcicios 1.1 (pG. 11)
1.
(a) Az = h; Axg=Ax1 =Axs=h
Azy = 1; Arg=Ar1 =Ars =1

(b)  Awx; = h+ h? + 2ht;

Axy = 2+ 2t;

(¢) Az = 3h?+ 6ht;
Axy = 3 + 6t;

(d) Az, = (5"-1)54

Axy =4 x 5t

Axg = h+ h%; Azy = 3h + h%; Axy = 5h + h?
Axg=2;Ax1 =4; Az =06

Azg = 3h?; Az, = 6h + 3h%; Axy = 12h + 312
Axg=3;Ax; =9;Axzy =15

Azg =5"—1;Azy =5 (5" — 1) ; Azy = 25 (5" — 1)

Axg = 4; Axp = 20; Axg = 100

(a) A2z =0 (h genérico); A2z, =0 (h=1)

(b) A%z, = 2h? (h genérico); A2z, =2 (h=1)

(c) A2x; = 6h? (h genérico); A2x; =6 (h=1)

(d) A2z = (5" —1)%5¢ (b genérico); A2, =16 x 5¢ (h = 1)

1Se nada é dito em contrério, em todas as solucdes supde-se que t € Ng e que os Ci, i =

1,...,n designam constantes reais arbitrarias.
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Solugoes dos exercicios

SOLUGOES

ExEgrcicios 2.3. (pa. 24)

1. Solugdo geral: y; = 2 + (yo — 2) (%)t Solucdo particular: y; = 2 + (%)t

2.
(a) Solugao geral: y, = yo + 3t
Solugao particular: y; = yg + 3t
vo=1ly1 =492 ="7,y3=10,y4 = 13
(c) Solugao geral: y, =yp —t
Solucao particular: y, =1 —1¢
vo=Ly=0,12=-Lys=-2,y4=-3
(e) Solugdo geral: y, = 3 + (yo — 3) 2¢
Solugdo particular: y; = 3 + (—2) 2¢
Yo=Ly=—-Lya=—=5y3= 15y = =29

(g) Solugdo geral: y; = —% + (yo + 1) (—=3)°

Solugdo particular: y, = —3 + 2 (-3)*
yo=1Lyr=—4y2 =11, y3 = —20,y4 = 101
3.
(a) Solucao geral: y; = % + (yo — %) (1)t
Solugdo particular: g = 3 + 5 (1)t
(¢c) Solugao geral: y, = é + (yo — %) 5t
Solugao particular: y; = % + % x 5t
(e) Solugdo geral: v, = yo (%)t

Solugao particular: y; = (%)t

(b) Solugao geral: y: = yo

Solugao particular: y; = 1
Y=y1=Y=ys=ys=1

(d) Solucao geral: y; = 1+ (yo — 1) (=1)*

Solucao particular: y, =1

Yo=y1=Y=ys=ys=1

Yo = 17?!1 = *27?-,/2 :77?!3 = 7207?/4:61

(b) Solugdo geral: y, = —3 + (yo + 1) (—1)
Solugdo particular: y, = —3%
(d) Solucao geral: y; = yo (%)t

Solugao particular: y, = — (%)t

4. (b) Equacao obtida: zp41 — 2 = %; (c) Solugao geral: z; = yog + %t;

- L1
(d) Solugao geral: y, = Yotdt

t
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ExEgrcicios 3.4. (pa. 40)

(a) ye = (C1 + Cat) (1)
(c) ye = 2" [Cy cos (5t) + Casin (5t)]
(e) ye = C1 (—2)" + a3t
@) v =C(3—V3)' +C (3+V3)'

(i) ye = (C1 4 Cat) 4"
(k) yy = C1 cos (%t) + Co sin (%t)
(m) y; = C1 + Cy (-1)"

(0) yr = (C1 + Cat) (71)t

(@) ye = (L‘g/g)t [C1 cos (5t) + Cysin (

5t)]

(b) yt = C1 + Cat

(d) y; = 131 [C) cos (Bt) + Cysin (6)],

com 0 = arctg (—3)

(£) yp = C12t + Co4?

(h) ye = (é)t [C cos (0t) + Cy sin (6t)],

com 6 = arctg (2)
(i) ye = 4° [C) cos (5t) + Cysin (Zt)]
(1) e = (V)" [Ch cos (%) + Cosin (Tt
(n) y = C1 (3)" + Cp2!

(p) 31 = (C1 + Cat) (3

(r) y+ = 5'[C1 cos (6t) + Cy sin (6t)],

com 0 = arctg (—3)

2. Solugoes particulares tais que yo =0 e y; = 1.

(b) yr =t
(d) ye

(f) Yt = —%.2t + %4t

1,13 sin (0t), com 0 = arctg (—-3)

(h) g =3 (ﬂ)t sin (0t), com 6 = aretg (2)
() e = 24" sin (5¢)

M) e = (V2)'sin (51)

)y =—3(3) +32

(r) ye = i.5t sin (0t), com 6 = arctg (_%)

)]
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3.
(a) ye = C12" + 2! [Ca cos (5t) + Cssin (5t)] (b) yr = C1 4 Cy2! + C33¢

(c) yr = Cy + Ot + C35t (d) y = Cy + Oyt + Cst?

(e) yr = C1 + Ot + C32! (f) ys = (C1 + Cyt) 3t + C52¢

(8) yr = (C1 + ot + Cst*) 4 (h) e = (C1 + Cat) 2t + Cs

(1) g = (C1 + Cat) 2 + C5 (—1) (3) ye = C12' + Cy cos (5t) + Cysin (5¢)
(k) ye = C1 (=1)" + Cy cos (5t) + Cysin (51) (1) ye = (C1 + Cat + C3t) (—1)"

(m) g = C1+ C2 (=1)" + Cycos (5t) + Cusin (51) () yr = C1 + Cot + Cst? + Cat?
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L (c) yp = (C1 + Cot) 3"+ 2t; (d) yr = — 33" + 2¢.

2. (b) g(t) = (8+4) 25 (c) g = C1 (3)" + Co (—3) + 1244
(d) g = =16 (3)" =16 (—3)" + 12"

(a) y = C1 (=2)" + Co3' + Lt (—2)

(b) y: = 4" [Cy cos (5t) + Cysin (5t)] + 1724\/5
¢

(©ye=C1(3-v3)' +C2(3+V3)' +

(d) ye = (%)t [Ch cos (0t) + Casin (01)] + (—1% + {=t) 2!, com 6 = arctg (2)
(e) yr = C1 (—=2)" + Co3t + &

(f) ye = C12 + Codt + (2 + Mt + 142

@ v=C(3—V3)' +Co(3+3) +17+3t

)t, com 0 = arctg (2)

(S

(h) ye = (%)t [C1 cos (6t) + Cosin (61)] + 2t (
(i) y; = (Cy + Cot) 4t + ( 161) sin (%t) + (%) cos (%t)

() ye =4 [Cl COb( ) +CQSHI( )} + 1651 sin (215) - %cos (2t)
(k) y¢ = C1cos (Et) + Cysin (Tt) +2+ V2

D)y = (\f) [Cy cos (5t) + Cysin (5t)] +2

(m) ye = C1 + Co (—1)" + 3t(n) ye = C1 (%)t+02 (_%)t+%

(0) ye = C1 (—=2)" + Ca3t + &t (—2)" + &

(p) ye = (?)t [C1 cos (0t) + Cosin (01)] + (—25 + Lt) 28 —5¢ (1),

com 6 = arctg (2)
(@) gt = (C1+ Cat) (=)' + §() g = (C1 + Cat) (=)' + (—5t° + 5t°) (—1)
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. (a) E constante e igual a —3.

(a) yt = Cy + Cot + Cat? + 2¢

(b) y¢ = C12 +2¢ [Cy cos (5t) + Cssin (5t)] — 2
(c) ye = C1 + Co2' + C33" + Gt + F51° + 55t

(&) g = Cu+ Cat + o5 +  cos (1) + 3 sin (51)

(e) Yy = 012t + Cg3t + Cg4t — %

. t g
. (b) Termo dominante: C; (1)"; comportamento assintético: crescente ou

decrescente (consoante o sinal de C1), limitado e convergente para 0.

: 5
(c) Sim, para 3.

. (a) Quando C1 = Cy = 0. A solugao geral diverge de maneira oscilatéria

e limitada.
(b) Solugao particular: p; = (—2 — \/ﬁ) cos (%t) + 2 4+ v/2; comporta-

mento: divergente, oscilatorio, limitado.

. (a) Solugdo particular: p; = —1 — ¢ + 2!; comportamento assintético:

divergente para 400, creescente, ilimitado.
(b) N#o, em virtude da presenga do termo 2¢, solugdo particular da

equagao completa.
1

(b) Nao, pois nos restantes casos as constantes arbitrarias serao nulas.
O comportamento assintético serd o do termo dominante, Cs4?, isto é,
crescente ou decrescente (consoante o sinal de C3), ilimitado e divergente

para +o00 ou para —oo (consoante o sinal de Cj).
(a) ye = C1 (=2)" + Co2' + Cyt* — B — 4t — 12

(b) y¢ = C1 + 2" [Ca cos (5t) + Cssin (5t)]
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1. O sistema escreve-se na forma U1 = AU + b, onde

Tt 0 0 1 0
Yt 0 0 0 1
Ui = , COM 2y = Tyy1 € Wy = Ypq1, A= eb=
2t 3 -1 6 -4
Wt 0 2 -3 -1
2. Eq. caracteristica: m? 4+ am + b = 0.
3. Notagao: A: matriz dada;
(a) 0 (A) ={=2,-1};r(4) =2 (b) o (A)={=3,2};r(4) =3
(c)o(A)={2-3;,2+3i};7r(A) =13 (d)o(A)={-1,8};r(4) =8
(e) 0 (A) ={-2,-1};r(4A) =2 (f) o (A) ={2,3,6};r(A) =6

4. (a) Xy = (x(o) + y(o)) (-2)! { - ]Jr(Zm(O) — y(o)) (-1)* [ - ] , onde
2 1

P ] |
4
1
(b) Xi = (52 — 2y — 420) (—1)" | _2
0
0 0
+(=42® — 2y 4+ 5:0) (1) | —2 | +(22© + 4@ +2:@) 8 | _o
1 1
2

onde Xo = | 4O

L(0)
5. A satisfaz A2 — (o +6) A+ (ad — By) = 0.

6.y =5(—1)" —6(-2)".
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7. Para t € Ny,e designando por A a matriz em cada alinea, tem-se

- 1 0
1(-2)' + 23t —2(-2)' + 23t
(a) A = 52( )t 52 45( 2 15 (b) A" = t 1
—2(-2)"+ 23" £(-2) ' +33
-0 N ° | Lt-1) ¢
010 1 ¢t 0
(c)A'=1]0 1 0 dAa=]010
0t 1 0t 1
2 x 5t —1+ 2%
8. (a) X = ; (b) ¢ =3 ?
0 1+ 2t
t—1 _2 ,25+Z.3s
9. (a) X; = >_ B, onde B; = 502 > ,t=1,2,
s=0 35 + % (72)8 _ %35
0
Xo =
0
2 1
(b) X; = 2 d=1,2,.. Xo=| 2
26+ 3+ 5t(t—1) 3

10. (a) assintoticamente estével; (b) ndo assintoticamente estével; (c¢) assin-
toticamente estavel.
12. (a) Satisfazem. (b) Nem todas satisfazem. (c) Nem todas satis-
fazem.

15. (b) Subespago estdvel: plano z = 0.
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