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PREFACTIO

O presente trabalho € uma iniciativa do Instituto de Biofisica/Biomatematica
da Faculdade de Medicina da Universidade de Coimbra, sob a direc¢ao da Prof.
Doutora Filomena Botelho.

Surge para complementar a obra "Biofisica Médica" da autoria do Prof.
Doutor Joao José Pedroso de Lima em boa hora publicada pela Imprensa da
Universidade de Coimbra. Embora ele préprio integre a equipa de autores do
presente trabalho, trata-se de continuar uma «obra de mestre». De facto, é
(re)conhecido o papel daquele professor e investigador na afirmacio da Fisica
na Medicina em Portugal. A ele se deve, em grande parte, o empolgante
desenvolvimento da Medicina Nuclear em Coimbra, drea que fez crescer desde
um pequeno Laboratério de Radioisétopos da década de sessenta, ao bem
gizado plano que permitiu a recente instalacio do ICNAS com as suas multiplas
valéncias.

O grupo de Biofifsica e Biomatematica da Faculdade de Medicina da
Universidade de Coimbra, a par da contribui¢io que da, tanto na formacao
propedéutica dos estudantes de Medicina como na formacdo avancada de
muitos dos que vém a desenvolver trabalho, mormente trabalho cientifico, em
areas afins, tem mantido um papel de charneira na articulacio entre a Medicina
e a Fisica.

Isto é manifesto tanto a nivel da docéncia — nomeadamente, através da
leccionacao de disciplinas do Mestrado Integrado em Engenharia Biomédica —
como a nivel cientifico, campo em que vale a pena sublinhar as inimeras e
proveitosas colaboragoes estabelecidas com equipas de investigacao de centros
de investigacio do Departamento de Fisica da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade de Coimbra e do Laboratorio de Instrumentac¢io e
Fisica Experimental de Particulas (LIP). Quanto ao LIP, é-me particularmente
grato sublinhar o trabalho realizado (ou em curso) em colaboracio com
elementos do Grupo de Bioffsica e Biomatemdtica no campo da investigacao
em instrumentacio para medicina nuclear, que tenho tido o privilégio de

observar de perto. Trata-se de trabalho que comeca a ser significativo, até na



diversidade de temas, e no qual creio que ambos o0s grupos depositam
fundadas esperancas.

Sentiu o grupo de Biofisica e Biomatematica a necessidade de produzir uma
obra que ajude os alunos de Medicina na aprendizagem e na aplica¢do 2
Medicina de ferramentas fundamentais da Fisica. Ora se é importante ensinar (e
ensinar bem) a Fisica ou as suas aplicacdes nas ciéncias e nas tecnologias — tal
¢ o objectivo do ensino da Fisica que se faz numa Faculdade de Ciéncia e
Tecnologia que directamente conheco — por maioria de razio serd meritorio
apostar na melhoria de qualidade do ensino para alunos que, a partida, possam
ser menos facilmente atraidos pela beleza das leis da Fisica.

E minha conviccio que a Biofisica deve, como disciplina de formacio
propedéutica de futuros médicos, contribuir para a formacio de profissionais
que, por um lado, sejam capazes de reconhecer os principios fisicos por detrds
da enorme variedade de mecanismos subjacentes a vida e, por outro, possam
perceber o funcionamento de meios de diagnéstico que sio cada vez mais
sofisticados na exploracio de efeitos que s6 a Fisica permite esclarecer — trata-
se de condig¢des necessarias ao pleno desempenho da Medicina do Séc. XXI.
Ora tal formacio exige a criagio pelos estudantes de rotinas de andlise e
resoluc¢io de problemas que nio sio porventura muito vulgares nas outras
areas do conhecimento que fazem parte do leque da formacio basica para os
estudantes de medicina. Dai a importancia de dispor de um trabalho em que
tal aproximaciao € seguida com rigor e que o estudante podera consultar
sempre que necessite.

Vale a pena referir que alguns dos assuntos cobertos neste livro —
nomeadamente, Membranas, Fluidos — sio dos mais uteis para os futuros
médicos, na medida em que ajudam a consolidar conceitos e criam a aptidio
para responder de forma adequada a questdes que se lhes colocarao na vida
profissional. Por outro lado, face a importiancia crescente que tem a utilizag¢io
das radiagoes, tanto no diagnéstico médico como na terapia, o capitulo que
aborda os problemas de Decaimento Radioactivo e efeitos biologicos das

radiacdes, € oportunidade tUnica para os estudantes questionarem e
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esclarecerem conceitos que, de outro modo, nio passariam de mera
formulacio matematica.

Mesmo tendo em conta que os assuntos cobertos nio vao além das
Membranas, Fluidos e Radioactividade, — fazendo o leitor perguntar-se para
quando o surgimento de obra que cubra os capitulos restantes da Biofisica
Médica — nio deixa de ser um facto que a forma de encarar os problemas e as
técnicas de andlise empregues tém toda a generalidade. Por isso, o treino na
resolucido destes exercicios, num quadro formal correcto e exigente, tem um
valor formativo que ultrapassa em muito os temas abordados.

Acresce aparecer este livro num momento particular da universidade
portuguesa. Refiro-me 2 recente remodelacao dos cursos superiores decorrente
do acordo de Bolonha. Na verdade, ao impor um acréscimo do trabalho
individual dos estudantes, a reforma exige que eles disponham de auxiliares
consistentes para levar a cabo com éxito o seu estudo pessoal.

Estdo pois de parabéns a equipa de autores e a Imprensa da Universidade

de Coimbra, que agora inclui o trabalho nas suas publicacoes.

Rui Ferreira Marques

(Professor Catedratico da FCTUC e Membro da Direc¢ao do LIP)
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M EMBRANA S

1. Introducio

Entende-se por difusao o movimento de moléculas num determinado meio
dos locais de maior concentracio molecular para os de menor concentracio,
ou seja, a favor do gradiente de concentragio. Deste modo, as concentra¢oes
nos varios pontos do meio em questiao tendem a igualar-se ao longo do tempo,
desaparecendo os gradientes. Trata-se de um dos tipos de transporte que
ocorrem através de membranas bioldgicas, nao sendo necessiria energia
externa para que ocorra (transporte passivo).

Nos exercicios deste capitulo iremos considerar as seguintes convengoes
(salvo indicac¢do contraria):

a) Os compartimentos serdo numerados da esquerda para a direita,

utilizando numerac¢io romana;

b) Dois compartimentos contiguos estio separados por uma membrana;

o) O sentido positivo do movimento das particulas é da esquerda para a

direita;

d) Os sistemas encontram-se em regime estacionario;

13



1.1. Primeira lei de Fick da difusio

O transporte de massa por difusdo através de uma membrana pode ser
quantificado pela determinacio da intensidade de corrente, um valor que
traduz a quantidade de moléculas que atravessam a membrana por unidade de
tempo. Representa-se por I e tem como unidades mol s no sistema c.g.s.
Podemos também quantificar o transporte de massa utilizando a densidade de
corrente, J, que indica a quantidade de moléculas que, por unidade de
tempo, atravessa uma unidade de drea da membrana, normal a direc¢io do
1

movimento das moléculas. Tem por unidades no sistema c.g.s. mol cm™ s™".

Estes dois conceitos relacionam-se segundo a equagio

J=—" 1.D

onde 4, representa a drea da membrana.

A primeira lei de Fick da difusio relaciona a densidade de corrente de um

. . d
soluto por difusio com o seu gradiente de concentracio (d_s , sendo
x

traduzida pela equacio seguinte:

Jy=-D-—* 1.2
= (1.2)

D ¢é a constante de difusdo translacional livie da molécula no meio
considerado e tem por unidades do sistema c.g.s. cm? 5.

Numa situac¢io estaciondria, a densidade de corrente de soluto através de
uma membrana é a mesma qualquer que seja o ponto considerado, supondo a
constituicio da membrana igual em toda a sua extensdo. Deste modo, sendo
D uma constante, podemos considerar o gradiente de concentra¢io constante

para qualquer ponto da membrana.

., (13)
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Resolvendo a equagio 1.3 em ordem a C; podemos obter a fun¢io que

representa a concentracao de soluto através da membrana e que designaremos

por C,(x).
a;l(;;:a = I%-dx:ja-dx = C(x)=ax+b (1.4

Podemos assim afirmar que a concentracgdo varia de forma linear ao longo
da membrana e que a concentracio de soluto num ponto depende da sua
distincia a uma das interfaces da membrana com os compartimentos.

Designando a sua espessura por Ax , podemos desenhar o seguinte esquema:

Cs/mol cm”

Compartimento I Compartimento I1

CAX) =p=m e e mmmm e [

C-.(O) o e L e B,

0 Ax x/cm

Fig. 1.1 — Representa¢iio da varia¢io da concentracio de soluto
através de uma membrana.

A recta representa a concentracio do soluto ao longo da membrana.
Repare-se que considerdmos a interface da membrana com o compartimento I
como x=0, ou seja, como um dos eixos do nosso referencial. Nesta situac¢io
C,(x) representa a concentracio de soluto no ponto que dista x cm do
compartimento I, correspondendo a interface da membrana com o
compartimento II ao ponto de abcissa x =Ax .

Pelas equagdes 1.3 e 1.4 podemos verificar que o declive da recta que

representa a funcio C,(x) corresponde ao gradiente de concentracio do

soluto. Deste modo, a equagdo 1.4 pode reescrever-se:

15



dc, x+b 1.5

C(x)=—"

Se a concentra¢ido na interface da membrana com o compartimento I
(CS(O)) for conhecida, podemos substituir esse valor na equac¢iao 1.5 para

calcular a ordenada na origem (b).

Cs(O)zd;‘“x0+b o b=C,(0) (1.6)
X

A fungido C,(x) pode entido assumir a forma

dc,

C,(x)= -x+C,(0) a7
he

E importante referir ainda que podemos calcular a equagio de C, (x) a

partir das concentracdes em dois pontos cujas distancias ao compartimento I
sejam conhecidas e diferentes. Consideremos as suas abcissas com os valores
x=x e x=x,. O declive da recta (gradiente de concentracio) pode ser

determinado por

dcs — Cs (xl ) — Cs (xz)

(1.8
dx X;— Xy

O valor da ordenada na origem da recta (b) calcula-se pela substituicio do
valor de uma das concentra¢des conhecidas na equacio 1.5, obtendo-se assim

a expressao analitica da fungio C,(x).

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ]J. - Biofisica Médica, 2* edi¢io. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo I, pp. 13-20.

1.1.1.  Exercicios resolvidos

Exercicio 1.1. Considere um sistema de dois compartimentos
separados por uma membrana. Sabe-se que através da membrana
passam 3 mol de soluto por minuto, do compartimento II para o
compartimento I, e que a sua drea é de 50 cm’. Sabendo que a

constante de difusio tem o valor de 4x107cm’s™’ e que a

16



Resolucio:

Dados do problema e conversdes de unidades:

|1,| =3 mol min~!
_ 2
Amembmna =50cm

D=4x10"7 cm* s
C,(20um)=C, (2 x 10_3cm)= 6x10> mol cm™

a) A difusio faz-se do compartimento II para o I, ou seja, no sentido
contrario ao convencionado como positivo.

s

Fig. 1.2 — Sistema de compartimentos considerado no exercicio. A
corrente de soluto tem o sentido indicado pela seta.

Deste modo, a intensidade de corrente de difusao (/) terd que ter sinal
negativo.

17



1

I, =-3 mol min~

:—imol s =-5x10"2 mol s (1.9
60
Conhecendo o valor da drea da membrana podemos calcular a densidade

de corrente de soluto (J;).

I,  -5x107
50

J, = y =-10"> mol em™2s™" (1.10)

membrana

Pela primeira lei de Fick da difusio (equacio 1.2), temos a seguinte relacgio:

JS=—D'dC‘Y = dCS:—JS (1.1D)
dx dx D

Substituindo os valores conhecidos obtemos

dcs _ Iy

P N

- _—107
dx D 4x1072

=25x10"2 molem™* (1.12)

Como o gradiente de concentracio € constante, podemos afirmar que a
variacdo da concentra¢ao ao longo da membrana ¢ linear, sendo expressa pela

seguinte funcio:

cs(x):ddis X+bo C(x)=2,5x10"2 - x+b (1.13)
Utilizando os dados do exercicio:
C,[2x107)=6x10" mol em™ (1.14)

e a equacao 1.13, obtemos:

6x107°=25x1072%x2x107> +bh <> 6x107° =5x107 +bh <

s 3 (1.15)
< b=10"" molcm™
Podemos agora reescrever a equagio 1.13, obtendo a fun¢io pedida:
Cs(x)=2,5><10_2 x+107° (molcm_3) (1.16)
b) Nesta alinea temos um novo dado:
C,(Ax) =3,85x107* mol cm™ (1.17)

18



Utilizando este dado e a equacio 1.16, podemos calcular a espessura da
membrana do seguinte modo:

385x104 =2,5x1072 - Ax+107° <
<2,5%x1072 - Ax=3,75x10"* <
-4
Are 3,75><102
2,5%10”

(1.18)
& Ax=15x10"%em =150 pm

Resolucio:

Dados do problema e conversoes de unidades:
C,(0)=C! =8x107* mol dm™ =8x10~ mol cm™
C,(Ax)=C" =3x107% mol dm™ =3x10"> mol cm™
Ax =40 um=4x10" cm

D=4x10" cm?s™!

19



a)

C, 0= vic,0 (119)
dx
_ =5 -5

dCs _C(A)=Ci(0) _3x10 7 =810 _ ) 55 1072 motem™ (1.20)
dx Ax 4x107

Cs(x)=—1,25><10_2 Sx+8x107 (molcm_3) (1.2D)
b)

Jy=-D- d;* =—4x107 x (— 1,25x107 ): 5x107 molem™ 5™ (1.22)

O soluto desloca-se de I para II, uma vez que J, >0.

9

c [g)_ C,(0)+C,(Ax) 8x107° +3x107
s - -

=55x10" molem™ (1.23)
2 2 2

1.1.2.  Exercicios propostos

1. Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana, através da qual passam 0,09 mol de soluto por minuto. A drea
da membrana é de 120cm’ e a sua espessura é de 200 pm. As
concentracdes de soluto na interface da membrana com o compartimento I
e no ponto médio da membrana sio, respectivamente, 1,1x10™* e

6x10~° mol ecm™. Calcule:
a) A concentrac¢io na interface da membrana com o compartimento II.
b) O gradiente de concentra¢io de soluto ao longo da membrana.

¢) A densidade de corrente de soluto no ponto médio da membrana.

20



d) A constante de difusio do soluto.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana de 150 pm de espessura. Sabe-se que a constante de difusio
para o soluto é de 8x10™ cm? s™', que o seu gradiente de concentracio ao
longo da membrana é de 4x10° mol cm™ e que a concentracio no interior
da membrana a 40 pm da sua interface com o compartimento II tem o

valor de 5x107° mol cm™. Determine:
a) A densidade de corrente de soluto, indicando o sentido da corrente.

b) A concentracio do soluto na interface da membrana com o

compartimento II.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana de espessura 200 pm. A constante de difusio para o soluto € de
5x10* em? s7'; as concentracdes na interface da membrana com o
compartimento II e no seu interior a 50 pm do compartimento I sio,

respectivamente, 3x10% e 6x10* mol dm™. Determine:

a) A fun¢io que descreve a concentracio de soluto ao longo da

membrana.
b) A densidade de corrente de soluto, indicando o sentido da corrente.

¢) A drea da membrana, sabendo que através da mesma passam

9x10~> mol durante um minuto.

. -5 43

Considere uma membrana com 8x10~ dm’ de volume a separar duas

solu¢des de um mesmo soluto. Sabe-se que por minuto atravessam a
_3 .

membrana 7,2x107” mol de soluto do compartimentol para o

1

compartimento IT e que a constante de difusio é de 5x107 cm® s~ Sdo

ainda conhecidas as concentra¢des das interfaces da membrana com os
compartimentos I e 1II, que sio de 6x10° e 3x107° mol cm™,

respectivamente. Determine a espessura da membrana.
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1.2. Transporte de soluto por difusiao através de membranas

1.2.1.  Membranas homogéneas

Entende-se por membrana homogénea aquela cuja composicao ¢ igual em
qualquer ponto, sendo toda a sua area permeavel ao soluto. Vamos determinar
a densidade de corrente de soluto para este tipo de membranas.

Para isso consideremos um sistema de dois compartimentos com solucoes
de um mesmo soluto separadas por uma membrana homogénea. Vamos supor
igualdade de pressao hidrostatica nos dois compartimentos. Segundo a primeira
lei de Fick (equacao 1.2), temos que conhecer a constante de difusio do soluto
no meio em questio. No caso da membrana homogénea nio poderemos
utilizar a constante de difusio livre do soluto, uma vez que a membrana
corresponde a um meio diferente do solvente presente nos compartimentos.
Teremos entio que considerar uma constante de difusio na membrana, que

representaremos por D, . A equacio 1.2 reescrever-se-d entdo da seguinte

forma:

. (1.24)

Utilizando a equacio 1.8, podemos escrever o gradiente de concentracao
em func¢io da espessura da membrana e das concentracdes de soluto nas suas
interfaces com os compartimentos I e II:

J =-D CV(AX)_CS(O)

1.25
s ,,, ~ (1.25)

Numa membrana homogénea, as concentracdes nos compartimentos I e II
podem nio coincidir com as concentragdes nas respectivas interfaces com a
membrana, uma vez que o meio onde se difunde o soluto é diferente nos

compartimentos e no interior da membrana. A relacio entre essas concentracoes
¢ dada pelo coeficiente de particio (k), que se define por

_C,(0) _ (M)

k
c! cl

(1.26)
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As concentragdes no nosso sistema podem representar-se em esquema do

seguinte modo (para k >1):

Cs/mol cm-j

Compartimento | Compartimento II

(RIS, S ——

Cl e

C0) b ____
c

0 Ax x/cm

Fig. 1.3 — Representacdo da variacio da concentra¢io de um
soluto num sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea.

Para determinar os valores de C,(0) e C,(Ax) em fungdo das

concentra¢gdes nos respectivos compartimentos recorremos a equagao 1.26.
C,(0)=k-C! (1.27)

C,(Ax)=k-C" (1.28)

Substituindo estes valores na equagio 1.25, obtemos

J =-D .MzD .k.ﬂ

1.2

Representando a diferenca de concentragbes entre os compartimentos
(¢! —=c™y por AC, a equacio 1.29 toma a seguinte forma:

D, -k
J, =—"2AC, (1.30)
Ax

que permite determinar a densidade de corrente de soluto devida a forcas de

difusdo para uma membrana homogénea.
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Podemos ainda definir a permeabilidade da membrana homogénea a um
soluto, representada por P,. E dada por

D, -k
P ==

1.31
A (1.3D

e tem por unidades cm s no sistema c.g.s. Utilizando esta definicio e a

equagio 1.30 obtemos

J,=P,-AC, (1.32)

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, JJ. - Biofisica Médica, 2* edi¢io. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo I, pp. 21-23.

1.2.1.1. Exercicios resolvidos
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Resolucio

Dados do problema e conversoes de unidades:

2
! =1x1072 0 = 2200y 175 0 e
1x10° cm
-3
c’ :6><10_3M:%3mzl:6><10_6m01cm_3
X cm

k=12
Ax=60um=6x10"cm

D, =5x 10%cm? s™

a) Sabemos que a concentra¢io no interior da membrana varia de uma
forma linear, uma vez que o gradiente € constante. Por outro lado,
conhecemos a rela¢io entre as concentragdes nos recipientes e nas interfaces
da membrana respectivas (que é dada pelas equacdes 1.27 e 1.28). A funcio
que traduz a concentra¢gao de soluto ao longo da membrana terd a seguinte

forma:
C,(x)=a-x+b (1.33)

Sao conhecidos dois pontos da recta, pelo que os parametros a (declive) e

b (ordenada na origem), podem ser determinados por um sistema de duas

equacoes.
C,(0)=1,2x1x107° =1,2x107 136
C,(6x107)=12x6x10° =7,2x107° '
Logo:
1,2x107° =ax0+b b=1,2x10" mol cm™
6 3 < 4 4 (1.35)
72x107° =ax6x107 +b a=-8x10"" mol cm™

A expressdo analitica que traduz a variacio de concentra¢ao no interior da

membrana sera:



C,(x)=-8x10"* x +1,2x107 (molcm™) (1.36)
b) O ponto médio da membrana situa-se em x=3x10"cm. A
concentra¢iao pedida sera:

C,(3x107 )= =8x107* x3x107 +1,2x107° =9,6x10™° mol cm™ (137

©) A densidade de corrente (J,) é dada pela expressio:

dC
J,=-D,— (1.38)
dx
em que D, representa a constante de difusio na membrana. Recordando que
a derivada da concentracio em ordem a x € igual ao declive da recta, vem:

ﬁ:a:—8x10*4 mol em™ (1.39)
dx

Para determinar a densidade de corrente de difusdo basta entdao substituir os

valores:

J, ==5x10"° ><(—8><104‘):4><1079 mol cm™ 57! (1.40)

d) Nido havendo perdas nem criagao de soluto ao longo da membrana e
sendo a sua composi¢ao semelhante em todos os pontos, a densidade de

corrente serd constante ao longo da membrana. A resposta serd

J, =4x107 mol cm™ 57! (1.4D

Exercicio 1.4. Numa experiéncia com uma membrana homogénea
verificou-se que esta apresentava uma permeabilidade de
4x107° em s a um dado soluto. Sabendo que a concentracio do

soluto num dos compartimentos é igual a 10° mol cm™ e que o
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Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades:
P, = 4x107 cms™

c! =1x10"%mol em™

|JS| =2x107% molem™ 57!

a) Vamos assumir que a concentracio que nos € dada € a do
compartimento I.

J, =P lc!-c”) (1.42)

Como nio sabemos o sentido da corrente, temos que considerar duas
situacoes:
Situacao I: J, >0
2x107* =4x107 (10‘6 —CS”)<:>

5x10°% =10 -/ N

(1.43)
! =—4x107° molem™

Este resultado no tem significado fisico.
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Situacdo II: J, <0

~2x107 =4x10 (10*6 —cle
—5x107° =107 -’ =N (1.44)

c’ =6x107° molem™

b)
J, =6x107 107 —6><1076)<:>
J, =6x107 x(-5x10) = (1.45)
J, ==3x10"% molem™ 57!
Logo
|JS| =3x10"* molem™ 57" (1.460)
1.2.1.2. Exercicios propostos

28

. Considere um sistema formado por dois compartimentos separados por

uma membrana homogénea. Cada um dos compartimentos contém
solucdes de um mesmo soluto, a diferentes concentracoes. Por unidade de
drea de membrana e unidade de tempo (ambas em unidades c.g.s.)
atravessam a membrana 5x10”° mol de soluto por difusio (do
compartimento II para o compartimento I). Sabendo que a constante de

1

. ~ P 6 2 - .~
difusio do soluto na membrana é igual a 2x10™° cm” s, que a variagio de

concentragao no interior da membrana é dada por

C,(x)=A4x+107° (mol cm™) e que o coeficiente de particio da membrana
para o soluto em questdo € igual a 0,8 , determine:

2) Ovalorde 4 em C,(x).

b) A espessura da membrana sabendo que a concentracio de soluto no

compartimento 11 é igual a 5x10°° mol ecm™.

¢) A permeabilidade da membrana.



d) A concentragio de soluto no ponto médio da membrana.

Considere um sistema formado por dois compartimentos separados por
uma membrana homogénea, através da qual passam, por difusdo e durante
um minuto, 480 mol de um soluto. Sabendo que a area da membrana é de
20 cm?®, a concentracio na interface membrana/compartimento I é de
4 mol cm™, a espessura da membrana é de 4 mm, o coeficiente de particio
€ 0,2 e a concentragao do soluto no interior da membrana a distancia de

0,1 mm da interface com o compartimento I é de 10 mol cm”, determine:
a) A concentra¢io de soluto no compartimento II.

b) A constante de difusiao do soluto na fase da membrana.

Uma membrana homogénea com 1,5 m? de drea total e 0,5mm de
espessura separa duas solucoes de dois solutos, A e B, num sistema de dois
compartimentos. As concentragdes do soluto B no compartimento I e na
interface da membrana com o compartimento II sio iguais a 1 mol cm” e
3,1 mol cm™, respectivamente. Sabe-se ainda que a permeabilidade da
membrana € igual para os dois solutos, AC,(C.—-CY) é igual a
20 mol ecm™ e o coeficiente de particio é 0,1 para os dois solutos. Tendo
em conta que por minuto atravessam a membrana 3600 mol do soluto A de

I para II, determine a densidade total de corrente de difusio.

~ 2 < ~
Uma membrana homogénea com 10 cm” de drea € atravessada por uma
corrente de difusao de soluc¢io de dois solutos, A e B, transportando um

total de 600 mol por minuto, do compartimento I para o compartimento II.

Sabendo que P, =2P; e %AC 4 =ACy , determine a densidade de corrente

de difusdo de cada soluto que atravessa a membrana.

Considere um sistema formado por dois compartimentos separados por
~ 2 <

uma membrana homogénea de 20 dm® de drea e 1 dm’ de volume. As

concentra¢cdes de soluto no ponto médio da membrana, na interface

membrana/compartimento II e nesse compartimento sio, respectivamente,
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0,7 M, 0,8 M e 1 M. Sabendo que a permeabilidade da membrana ao soluto

P -1 .
em causa ¢ igual a 0,1 dm s, determine:

a) O ndmero de moles de soluto que atravessa a membrana por minuto,

indicando o sentido do deslocamento.

b) A constante de difusio do soluto na membrana.

Considere uma membrana homogénea de 200 cm? de drea e 75 pm de
espessura, que separa dois compartimentos com solu¢des de um mesmo
soluto com concentracdes de 3,5x107° mol cm? e 6,5x107 mol cm?. Por
minuto passam 2,16x10° mol de soluto através da membrana, do
compartimento I para o compartimento I. Sabe-se que a constante de

difusio tem o valor de 3x10™> cm? s™'. Determine:
a) O coeficiente de particao.
b) O gradiente de concentracio de soluto.

¢©) A concentra¢io de soluto no interior da membrana a 20 pym da sua

interface com o compartimento II.

d) A intensidade de corrente de soluto neste sistema para um coeficiente

de particio de 0,5.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea com 0,18 mm de espessura. As concentragdes no
compartimento I, no ponto médio da membrana e na interface
membrana/compartimento I~ sdo,  respectivamente, 1x107° mol cm™,
2x107 mol em™ e 3,2x107° mol cm™. A constante de difusdo na membrana

é de 3x107° em® s, Determine:
a) O gradiente de concentracio de soluto.
b) A funcao que traduz a concentracio de soluto ao longo da membrana.
¢) O coeficiente de particdo para este soluto.

d) A densidade de corrente do soluto por difusio, indicando o sentido da



10.

corrente.

Considere uma membrana homogénea com 2,25 cm’ de volume e 150 pm
de espessura, através da qual passam, por minuto, 6,48x10> mol de soluto.
A sua concentracdo ao longo da membrana é dada pela funcio
C, (x): ~1,6x107 x+4,8x10™ (mol cm™). Determine:

a) A densidade de corrente de soluto, indicando o sentido da corrente.

b) A constante de difusio do soluto na membrana.

¢) A concentra¢cio no compartimento II, sabendo que a concentra¢io no

compartimento I é de 4x10™> mol cm™.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma

membrana homogénea com 100 um de espessura. O gradiente de
N — -4 oo

concentracio tem o valor de 1,6x10~° mol cm™, a constante de difusio na

membrana é de 3x107° cm” s™' e o coeficiente de particio é 0,4. Calcule:
a) A densidade de corrente do soluto.

b) A diferenca de concentracio existente entre os dois compartimentos,

indicando em qual dos dois a concentra¢io é maior.

¢) As concentracoes nos compartimentos I e II, sabendo que no ponto
médio da membrana o soluto se encontra a uma concentracio de

2x107° mol ecm™.

Uma membrana homogénea com 300 cm® de drea separa dois
compartimentos com solu¢des de um mesmo soluto, através da qual
passam 1,2x10~* mol de soluto por segundo (do compartimento I para o
compartimento ID. Sabe-se que a permeabilidade da membrana ao soluto é

de 2,67x107° ecm s e que o coeficiente de particio é 0,8. Determine:

a) A diferenca de concentrac¢io existente entre os dois compartimentos,

indicando o que tem a maior concentragao.

b) A espessura da membrana, sabendo que as concentra¢des no interior



11.

12.
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da membrana a 20 pm da sua interface com os compartimentos I e II

sd0, respectivamente, 1,44x10™* mol em™ e 5,6x107° mol cm™.

¢) A constante de difusao do soluto na membrana.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea com 500 cm® de drea. Sabe-se que por difusio
atravessam a membrana 4x10 mol de soluto por segundo, do
compartimento I para o compartimento II. A constante de difusio do soluto

1 ~ .
, 4 concentracao na interface da membrana

na membrana é 2x107* cm? s~
com o compartimento I é 0,56 mol dm?® e o coeficiente de parti¢io é 0,8.

Calcule:
a) A funcido que traduz a concentracio ao longo da membrana.

b) A espessura da membrana, sabendo que a concentracio no

compartimento II é de 0,1 mol dm™.

Considere uma membrana homogénea de 30 um de espessura que separa
dois recipientes contendo solu¢des com dois solutos diferentes (A e B)
dissolvidos. Para cada soluto, o médulo da diferenca de concentracoes
entre os dois recipientes tem o mesmo valor. A razio entre os valores
absolutos das densidades de corrente do soluto A e do soluto B € igual a
5/4 e a constante de difusio do soluto A na membrana é 8x107° dm? s™".
Sabe-se que a concentra¢io do soluto B no compartimento I é de
2 mol dm™, que a sua concentracio ao longo da membrana é dada por
C,(x)=0,8x+2,4x107 (mol cm™) e que a soma das duas densidades de

‘ -5 2 -1 .
corrente € igual a 8x10™ mol cm™ s~ . Determine:

a) As densidades de correntes dos soluto A e B, indicando o sentido de

deslocamento de cada soluto.
b) A concentracio do soluto B no compartimento II.
¢) O coeficiente de particio do soluto A.

d) A constante de difusao do soluto B na membrana.



13.

14.

Uma membrana homogénea separa duas solu¢cdes com dois solutos cada,
sendo a sua permeabilidade para soluto A 1,75 vezes superior a

permeabilidade ao soluto B. Sabe-se que:

ci=cy
Ccp=Cl
J +J g ==1x10" moldm s

Ax, 7

€5 =2xCy @)

Determine:

a) As densidades de corrente de A e B, indicando o sentido da corrente

de cada um dos solutos.

b) A razido entre as constantes de difusio dos solutos A e B.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea de 200 pum de espessura, contendo cada
compartimento uma solu¢ao com dois solutos, A e B. A permeabilidade da
membrana € igual para os dois solutos. Sabe-se que o coeficiente de
particio para o soluto A € 0,9 , que a constante de difusido para o soluto B
é 6x10° em®*s™! e que J,+J, =2,7x10° moldm™s™" . Sabe-se ainda que,
por dm’, hi 0,75 mol de solutos no compartimento I e 0,6 mol no

compartimento II. Calcule:
a) O coeficiente de parti¢io para o soluto B.
b) A constante de difusio para o soluto A.

¢) A concentracio do soluto A no ponto médio da membrana, sabendo
que a concentracdo do soluto B nesse mesmo ponto ¢é de

1,65x10* mol ecm™.

15. Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma

membrana homogénea de 200 cm® de drea e 100 ym de espessura. Por

minuto passam 5,76x107”° mol de soluto do compartimento II para o
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compartimento I. O moédulo da diferenca de concentra¢des entre os dois
compartimentos é de 0,02 mol dm™ e a concentracio no ponto médio da
membrana é de 3,6x10~ mol dm™. A constante de difusio do soluto na

membrana é de 2x10™* cm? s™'. Calcule:
a) O coeficiente de parti¢ao.

b) A concentra¢ao do soluto na membrana a 30 pm da sua interface com

o compartimento II.

1.2.2. Membranas porosas

Entendemos como membrana porosa aquela em que o soluto a atravessa
através de canais (poros), sendo a restante drea de membrana impermeavel a
sua passagem. Podemos, para este tipo de membranas, determinar a fraccio de
area permeavel (ou fraccao de drea ocupada por poros), que representaremos
por ¢.

A
¢ _ “poros (147)

Atoml

Na aplicacio da primeira lei de Fick da difusio (equacio 1.2) a esta
situacio temos que ter em conta que, por cada unidade de area da membrana,
apenas uma fraccio ¢ ¢é permedvel. Por outro lado, ao contrario do que
acontece nas membranas homogéneas, devemos utilizar a constante de difusao
livre do soluto caso os poros tenham dimensdes suficientemente grandes em
comparag¢ao com as do soluto que os atravessa. Isto deve-se ao facto de os
poros se encontrarem ocupados pelo mesmo solvente que existe nos
compartimentos. Conseguimos assim obter a densidade de corrente de soluto
por difusio pela expressio
dC,
dx

J=-D-¢- (1.48)

O gradiente de concentracao pode ser escrito em fun¢io da espessura da

membrana e das concentracdoes de soluto nas suas interfaces com o0s

compartimentos I e II, utilizando a equacio 1.8.
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¢ (Ax) - C(0)

Jy =D

(1.49)

Para as membranas porosas, as concentra¢des nos compartimentos I e II
coincidem com as concentra¢des nas respectivas interfaces membranares, uma

VE€Z que nos poros se encontra 0 mesmo solvente que nos Compartimentos.
c,(0)y=c! (1.50)

C,(Ax)=C) (1.51)

Podemos representar as concentra¢des ao longo de um sistema de dois
compartimentos separados por uma membrana porosa através do seguinte

esquema:

C. /mol om”
Compartimento I Compartimento IT

Clad oo oo _

0 Ax x/cm

Fig. 1.4 — Representacio da variacio da concentra¢io de um
soluto num sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana porosa.

Repare-se que a fun¢io que representa a concentra¢gao nos compartimentos
e na membrana € continua, niao existindo a descontinuidade que se verificava
na membrana homogénea a nivel das interfaces membranares.

Utilizando na equacio 1.49 os valores obtidos nas equagdes 1.50 e 1.51,
podemos escrever

¢'-C Dy -

J,=-D-¢-
s ¢ Ax Ax N

(1.52)
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Também para este caso podemos definir a permeabilidade de uma
membrana porosa a um soluto, que se representa por @' e tem por unidades
cm s™! no sistema c.g.s.

D-¢

,=_ ]..
1) . (1.53)

A densidade de corrente de soluto numa membrana porosa podera entio

ser obtida por

J,=a'-AC, (1.54)

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ]J. - Biofisica Médica, 2* edi¢io. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo I, pp. 24-25.

1.2.2.1. Exercicios resolvidos

36



Resolucio

Dados do problema e conversoes de unidades:
Ax=1mm=0,lcm

Apyr =120cm*

1, =12mol s

A =034

poros total

CXI =4,5mol dm™ = 4,5><10_3 mol cm™
C, (A%)z 3mol dm™> =3x107> mol cm™>

a) Para determinar a concentracio no compartimento II podemos desenhar
um grafico que traduz a sua variacdo ao longo do sistema. No caso das
membranas porosas niao existem descontinuidades de concentracio nas
interfaces da membrana com os compartimentos pelo facto desta ser

atravessada por poros e, portanto, o solvente preencher também esse espaco.

Cs/mol cm™

4,5x10°

3x10° oo

Il e

<
<
wWh
<
—

x/cm

Fig. 1.5 — Esquema do sistema de compartimentos considerado.
Por ser tratar de uma membrana porosa, nio existem
descontinuidades da funcio que representa a concentracio de
soluto no sistema.
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Como a variagio da concentracio de soluto ao longo da espessura da

membrana ¢é linear, representa-se matematicamente por uma recta, cuja

equacido pode ser escrita da seguinte forma:

C,(x)=a-x+b (1.55)

Tendo em conta as condi¢des do problema, podemos determinar os valores

em falta por um sistema de equacgdes:

C.(0)=4,5x107"
5©) (1.56)
C,(0,05)=3x107"
45x107° =ax0+b b=4,5x10" mol cm™
o (1.57)
3x1073 =ax0,05+b a=-3x10"% mol cm™
Logo,
Cs(x)=—3><104x+4,5><1073 (mol cm73) (1.58)

Para determinar a concentracio no compartimento II, basta substituir, na
equagido 1.58, a varidvel x por 0,1 (espessura da membrana). Note-se que o
valor da concentragio no compartimento II € igual ao valor da concentra¢io na

interface da membrana com esse mesmo compartimento. Assim, tem-se:

C’ = (0,1)=-3x102x0,1+4,5x107 =1,5%107 mol cm™ (1.59)

b) A constante de difusio livre do soluto no solvente pode ser determinada
com base na equacio 1.52. Para isso temos que determinar primeiro a
densidade de corrente de soluto por difusio:

1. o
Jy=— = J :£:0,1molcm 257! (1.60)
A 120

Note-se que a drea de poros representa 30% da area total

(A =03 Amml), relacio que nos permite calcular o valor de ¢:

poros

Aoros y A
p=—"t"2 o ¢=M=0’3 (1.6

ATotal ATotal
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A diferenca de concentragdes entre os compartimentos I e II serd dada por:
AC,=C!-cl' =
AC, =45x107 -15x107° < (1.62)
AC, =3x107 mol em™

Finalmente, substituindo os valores anteriormente calculados na equacgio
1.52, e resolvendo a equac¢io em ordem a ¢, teremos:

_ Dx03

0,1 x3x107 < D=1111 em?s™ (1.63)

>

¢) A densidade de corrente de difusiao de soluto foi calculada na alinea

anterior (equacido 1.60), pelo que a resposta é:
J, =0,1 mol em™? 57! (1.649)

Como J, >0, podemos afirmar que a corrente vai do compartimento I para

o compartimento II., ou seja, no sentido convencionado como positivo.
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Resolucio

Dados do problema e conversoes de unidades:
Ax =100 gm =1x1072 cm

Ay =100 cm*
_ 2

A poros =20 cm

|IS| =20mol s

D=2x10"7cm? s~

a) Sabemos que a concentracao num dos compartimentos (I ou ID € igual a:

C, =0,2 mol cm™ (1.65)

Considerando o movimento do soluto no sentido convencionado como

positivo, podemos escrever

1
J, == = J; =£:0,2 mol em™ 57! (1.66)
) © 100
A 20
¢ A ¢ 100 (

total

Substituindo os valores na equacgio 1.52, temos

AC

02=0,02x02——— < AC, =0,5mol cm™ (1.68)
100x10~
onde
AC, =cl -c” 1.69)

Pelas equacoes 1.68 e 1.69, podemos concluir que

c!>cl (1.70)

Pelas equagdes 1.69 e 1.70 podemos concluir que a concentra¢io dada no
enunciado terd que corresponder ao compartimento II (caso contririo,

obterfamos uma concentra¢do negativa para um dos compartimentos).

¢’ =02 mol em™ 1.7D
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Substituindo os valores das equacoes 1.68 e 1.71 na equagio 1.69, vem:

05=C'-02 < C!'=07molcm™ 1.72)

b) A densidade de corrente de difusdo através da membrana foi ji

determinada na alinea anterior (equacio 1.66), pelo que a resposta é:

J, =02 mol cm™ s~ (1.73)

1.2.2.2. Exercicios propostos

1. Uma membrana porosa com 0,05 mm de espessura separa duas solucdes
de dois solutos, A e B, num sistema de dois compartimentos. No
compartimento I as concentracdes dos solutos A e B sao 0,3 M e 0,2 M,
respectivamente. No compartimento II as suas concentragdoes sao,
respectivamente, 0,1 M e 0,5 M. Sabendo que as dimensdes das moléculas
de qualquer dos solutos siao inferiores as dimensdes dos poros, que 0s
coeficientes de difusio livre dos solutos A e B sdo iguais a 10~ cm?s™' e

5x10* em? 57, respectivamente e que a densidade total de corrente de

difusio é igual a 3x10° mol cm™ s, determine a percentagem de 4rea

permeavel.

2. Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana porosa. No compartimento I encontra-se uma solu¢ao de um sé
soluto (soluto A) cuja concentracio é 0,6 M, e no compartimento II
encontra-se uma solu¢io de um s6 soluto (soluto B) cuja concentragio ¢
0,4 M. A relacio entre o volume da membrana e o volume dos seus poros
€ igual a 10 e a espessura da membrana € igual a 20 pm. Sabendo que os
coeficientes de difusio dos solutos A e B sdo iguais a 5x10°cm® s e
1x107° ecm® 57, respectivamente, € que as dimensdes dos poros sio muito

superiores as das moléculas dos solutos A e B, determine a densidade total

de corrente de difusdo através da membrana.
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Uma membrana porosa separa solucoes de dois solutos, A e B, num

sistema de dois compartimentos. Sabendo que:

Dy = Dy

C/11 =0,1 molcm™

Cll =0,05 molcm™

AC, +AC, = 0,05 mol cm™
J,=0,5molcm™s™

J, (total) = 0,25 mol cm™*s™

e que as dimensdes das moléculas dos dois solutos siao inferiores as
dimensoes dos poros, determine as concentracdes dos solutos A e B em

cada um dos compartimentos.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana porosa com 0,05 cm de espessura, 2,5 cm’ de drea total. A
membrana tem 1500 poros, cada um com um raio igual a \/4/_7z x107% cm.
Sendo a constante de difusio igual a 2,5x107 cm?®s™' e sabendo que as
concentra¢des de soluto no compartimento I e no interior da membrana, a
0,04 cm da interface membrana - compartimento I, sio de 6M e

2x10~* mol cm™, respectivamente, calcule:
a) A concentracio do soluto no recipiente II.
b) A corrente de difusio do soluto através da membrana durante

1 minuto.

Suponha uma membrana porosa com 1 mm de espessura e area total de
140 cm® a separar dois compartimentos. Através dos poros passam 14 mol
de soluto por segundo. Sabe-se que a drea permedvel é de 42 cm® e que as
concentra¢gdes do soluto no compartimentol e no ponto médio da

membrana sio, respectivamente, 4500 mol dm™ e 5 mol cm™. Determine:
a) A concentra¢io de soluto no compartimento II.

b) A constante de difusao livre do soluto.



¢) A densidade de corrente de soluto, indicando o sentido da corrente.

Considere uma membrana porosa com 200 um de espessura e 150 cm” de
area total a separar duas solucdes de um mesmo soluto. Por minuto
atravessam a membrana 1,08x107 mol de soluto e a constante de difusio

livre do soluto é 4x10™ cm? s™'. Sabendo que o gradiente de concentracio
¢ 1,5x10 mol ecm™ e que a concentracio no ponto médio da membrana é

3,5%x107* mol em™, calcule:

a) A densidade de corrente, indicando o sentido do deslocamento do

soluto.

b) A diferenca de concentragiao existente entre os dois compartimentos,

indicando aquele em que esta é maior.

¢) A area da membrana ocupada por poros.

Considere uma membrana porosa com 54 cm® de drea ocupada por poros,
através da qual passam 2,16x10™* mol de um soluto por segundo. Sabe-se
que as concentracdes do soluto no compartimento I e no ponto médio da
membrana sao, respectivamente, 5%x107 mol ecm™ e 3x107 mol dm™ e que

a constante de difusio livre do soluto é 3x10™* cm? s™'. Determine:
a) A concentra¢ao de soluto no compartimento II.
b) A espessura da membrana.
¢) A funcido que traduz a concentra¢io do soluto ao longo da membrana.

d) A area total da membrana, se a densidade de corrente de soluto
-1

através dela tiver um valor absoluto de 1,6x10° mol cm™ s,
Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana porosa com 75 pm de espessura e 50 cm” de drea total, da qual
30 cm® estd ocupada por poros. Por minuto atravessam a membrana
39x10* mol de soluto. Sabendo que as concentracdes a 27 pm das
interfaces da membrana com os compartimentos 1 e II sdo,

respectivamente, 4,66x107° mol dm™ e 2,84x107 mol dm™, calcule:
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10.

11.
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a) A densidade de corrente de soluto através da membrana, indicando o

sentido da corrente.
b) A fun¢io que traduz a concentracio de soluto ao longo da membrana.

¢) A constante de difusao de soluto.

Uma membrana porosa com 125 um de espessura e 40 cm? de drea total,
da qual 80% estd ocupada por poros, separa dois compartimentos com
solucdes de um mesmo soluto, cuja diferenca de concentragdes é de
1x107° mol cm™. Sabendo que a constante de difusio livre do soluto é de
7,5x10* em® 57, que a concentragdo de soluto no compartimentoI ¢é
superior a do compartimento II e que a concentracao no ponto médio da

membrana é de 4,5x10™° mol cm™, calcule:
a) As concentragoes de soluto nos compartimento I e II.
b) A permeabilidade da membrana ao soluto.

¢©) A intensidade de corrente através dos poros, indicando o sentido de

deslocamento do soluto.

Considere um sistema com dois compartimentos com dois solutos cada,
separados por uma membrana porosa com 150 pm de espessura e 3 cm’® de
volume, do qual 0,9 cm® sio poros. A constante de difusio livre para o
soluto A é 8x10° dm*s™' e a concentracio do soluto B na membrana é

dada por Cyg (x) =2x107x+7x107* (mol cm?). Sabendo que a soma das

densidades de corrente dos dois solutos é 1,8x10° mol cm™ s e que

|AC A| = |AC B|, calcule a constante de difusdo do soluto B.

Uma membrana porosa com 125 pm de espessura e 70% de drea permeavel
separa duas solucdes de dois solutos cada. A concentracio dos solutos A e
B no ponto médio da membrana sio iguais a 8x10 molcm™ e a
concentracio do soluto B no compartimento I é de 1x10~ mol cm™.

Sabendo que a permeabilidade da membrana ao soluto A é
3,36x107° cm s~ e que AC, = 2xACy, calcule:



12.

13.

14.

a) A densidade de corrente do soluto A, indicando o sentido do seu

deslocamento.
b) A concentracio do soluto B no compartimento II.
¢) A concentra¢io do soluto A nos compartimentos I e II.
d) A constante de difusio livre do soluto A.

e) A densidade de corrente total, sabendo que wi1=3%x05.

Considere uma membrana porosa com 300 cm® de drea total a separar um
sistema de dois compartimentos, contendo solu¢des de um mesmo soluto.
Por segundo atravessam a membrana 1,08x10™° mol de soluto. Sabe-se que

a concentragio de soluto ao longo da membrana ¢é dada por
Cs(x)=—4><1072x+6><1074 (mol cm™), que a constante de difusio livre do

1

soluto é 3x10* cm® s™' e que a permeabilidade da membrana ao soluto é

de 1,8x107 cm s . Determine:
a) A espessura da membrana.

b) A drea ocupada por poros.

Um sistema de dois compartimentos € separado por uma membrana porosa
com 0,125 mm de espessura e 240 cm?® de area, com 10% de darea
permedvel. No compartimento I encontra-se uma solu¢io de um sé
composto (soluto A) a uma concentracio de 3x107* mol dm™; no
compartimento II encontra-se dissolvido apenas um soluto B, a uma
concentracio de 0,1 mol L™'. Sabendo que a constante de difusio livre do

soluto B é metade da constante de difusio livre do soluto A, calcule:
a) A relacido existente entre as densidades de corrente dos dois solutos.
b) A permeabilidade da membrana ao soluto B, considerando que por

segundo atravessam a membrana 5,76x10™> mol de soluto A.

Considere dois sistemas de dois compartimentos cada, contendo duas

solucdes de um mesmo soluto. Num dos sistemas, as duas solugdes estio
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separadas por uma membrana homogénea com coeficiente de particio

1 .
. No outro sistema, as

igual a 0,8 e constante de difusio igual a 0,1 cm” s~
solugdes estio separadas por uma membrana porosa de igual espessura e
constante de difusdo, com 40% de adrea permedvel. Sabendo que a
densidade de corrente de soluto que atravessa cada membrana por difusio
€ a mesma, determine a relacio que se observa para as diferencas de

concentrac¢iao entre os dois compartimentos nos dois sistemas.

1.2.3. Sistemas de membranas

Até este momento considerimos sistemas de dois compartimentos
separados por um de dois tipos de membranas. Vamos agora analisar sistemas
em que a membrana que separa os compartimentos é composta por mais de

que um dos tipos analisados.

1.2.3.1 Membranas mistas

Imaginemos um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana constituida por duas fases: uma delas com caracteristicas de
membrana homogénea e a outra de membrana porosa. Na Fig. 1.6 encontra-se

0 esquema representativo deste sistema.

> M.H.

> M.P.

g

Fig. 1.6 — Esquema representativo de uma membrana mista. M.H.
representa a fase homogénea da membrana e M.P. representa a
fase que se comporta como uma membrana porosa, onde apenas
a drea ocupada por poros €é permedvel.
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Para a fase homogénea podemos calcular a densidade de corrente de soluto
por difusdo utilizando a equagido 1.30. Este valor did-nos o nimero de mol que
atravessam 1 cm” de membrana na fase homogénea, por unidade de tempo.

Para a fase porosa podemos usar a equagdo 1.52 para calcular a densidade
de corrente de soluto por forcas de difusio. E importante reforcar a ideia que
apenas a area ocupada por poros é permeavel, sendo o resto da membrana na

fase porosa impermedvel ao soluto. A fraccio permeavel da fase porosa,
representada por ¢ pode ser calculada por

A
¢=—""" (1.74)
Ay p,
Para determinar a densidade de corrente total nesta membrana temos que

ter em conta as fraccoes de drea ocupada por cada uma das fases.
Denominando por f a fraccio da membrana ocupada pela fase homogénea,

obtemos
. Ay n
fracggo (M.H)=—""———=Ff 1.75
Ayp +Ayn.
~ Ay p
frac¢do(M.P)y=————=1-f 1.76)

Ayp +Ayn.

Repare-se que o valor de f se situa entre 0 e 1 e € adimensional. Por cada
cm? de drea da membrana mista, f cm?’ encontram-se ocupados por uma fase
homogénea, enquanto (1-f) cm® estio ocupados por uma fase que se
comporta como membrana porosa. Portanto, a densidade de corrente da
membrana mista ¢ dada pelas respectivas frac¢des das densidades de corrente

calculadas para cada uma das fases, ou seja
Jo=f-J,(MH)+(1-f)-J,(M.P) a.77)
Utilizando as equacdes 1.30, 1.52 e 1.77 obtemos

__ Aun. Dk AC. 4+ Awr. D4
Ayp +Ayy  Ax YAy tAyy A

-AC, (1.78)

N

47



1.2.3.2 Membranas homogéneas atravessadas por poros

Outro tipo de sistema de membranas € a membrana homogénea atravessada
por poros. Corresponderd a uma membrana porosa em que a por¢ao nao
atravessada por poros se comporta como uma membrana homogénea. A

Fig. 1.7 traduz esquematicamente este tipo de sistema.

I IT
componente ¢——— POIO
homogénea

Fig. 1.7 — Representacio de uma membrana homogénea atravessada
por poros. A drea da membrana representada a cinzento
comporta-se como uma membrana homogénea, sendo, por isso,
permeavel.

E de realcar que neste tipo de membrana toda a drea é permedvel ao
soluto, ao contrario do que acontece com as membranas mistas. Podemos
calcular a frac¢do de drea ocupada por poros, ¢, através da equacio 1.47.
Repare-se que a area ocupada pela componente homogénea da membrana
corresponde a (1-¢@)x A4,,,,; -

A densidade de corrente de soluto por difusio nesta membrana pode ser

calculada de forma semelhante a utilizada nas membranas mistas. Para isso
basta calcular a densidade de corrente através da fase homogénea (J,(M.H.))

e através de 1cm’ completamente ocupado por poros (J o poros)),
multiplicando-as pelas respectivas fraccoes de ocupac¢iao da membrana, ou seja,

J,=1-¢)-J,(M.H)+¢-J (poros) 1.79

48



A densidade de corrente para a fase homogénea pode ser calculada pela
equacio 1.30. A densidade de corrente através de 1 cm® de poros calcula-se
pela aplicagao directa da primeira lei de Fick (uma vez que toda a area

considerada € permedvel).

dc, D
J =-D- 2= .AC
s (poros) ; s

(1.80)

Assim, a densidade de corrente por difusio numa membrana homogénea

atravessada por poros € dada por

D, -k D¢
J,=(1-¢)-=22.ac, +=2.AC 1.81
s =0-9) Ar A s (1.8D)

s

que pode ser escrita como

J. =(=)-J.(M.H)+J (M.P) (1.82)

onde J (M.P.)representa a densidade de corrente através da totalidade da

membrana, considerando a por¢io homogénea impermeavel.

1.2.3.3. Exercicios resolvidos
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Resolucio

Dados do problema e conversoes de unidades:
Ax=5um= 5x10 ™ em

Ay =200 cm?
AM.H. =0,9x Atota/
A =10 cm?

poros
P, =2x107 cms™
D=3x10"%cm? 57!

1,(M.H)=9x10" mol s™

Podemos comecar por calcular a fraccio de poros relativa a parte da
membrana que € porosa. A membrana porosa ocupa 10% da drea total, pelo

que:

Ay p =010x4d,,, = Ayp =010x200=20cm* (1.83)

Como a drea ocupada pelos poros é dada, podemos determinar a frac¢ao
ocupada por poros:
g tpoos g 10 45 (184)
Ay p. 20
A diferenca de concentracdo entre os dois compartimentos pode ser
calculada a partir da expressio de densidade de corrente para a membrana
homogénea, a qual é dada pela equacao 1.32.
Apesar de nao nos ser dado o valor de densidade de corrente, podemos
determina-lo, uma vez que conhecemos o valor da corrente de difusio que
atravessa a fase homogénea da membrana. Calculando a drea de membrana

homogénea,

Ay =090 Ay = Ay =0,90%200 =180 cm® (1.85)

podemos calcular a densidade de corrente de difusio na parte relativa a

membrana homogénea, que serd igual a:
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I, (MH) 9x10°

J,(MH)== =5x10"* mol cm™ s (1.86)
‘ Ay 180

Podemos agora determinar a diferenca de concentracio entre 0s

compartimentos I e II por substituicao dos valores na equagio 1.32

510 =2x10° AC, < AC, =2,5x107 mol cm™ (1.87)

Estamos agora em condi¢des de determinar a densidade de corrente de

difusio que atravessa a parte porosa da membrana, através da expressio:

J,(M.P)=D¢ AC, (1.88)
Ax
Substituindo os valores, vem:
-5
J,(M.P)=3x10°x05 x% =7,5%x10" mol cm™ s~ (1.89)
x

A relagio entre o nimero de moles que, por unidade de tempo, atravessa a
parte porosa da membrana (que € a corrente de difusio) e a densidade de

corrente € dada pela expressio:

J,(M.P)= 1,(M.P) (1.90)

Ay p.
Substituindo os valores e resolvendo a equagio em ordem a [ (M.P.),
temos:

I,(M.P)

7,5x107% =
20

1,(M.P)=15x10"" mol s~ (1.91)

Para sabermos o nudmero total de moles que, por unidade de tempo,
atravessa toda a membrana basta somar as contribuicdes das partes homogénea
€ porosa. Assim:

I (total)=1,(M.H)+1,(M.P) =

(1.92)
I, (total)=9x107° +1,5x10° =1,05x107> mol s
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Resolucio:

Dados do problema e conversoes de unidades:
Ax=3um =3x10"*em

Ay = 2Aporns

P = 5x107 cm s

J(M.H)=-3x10" mol em™ 57
C,(M.H)=1x10"x+2x10"° (mol cm_3)

D=8x10"C%cm?* s

Sendo este sistema composto por dois compartimentos separados por uma

membrana homogénea atravessada por poros, podemos escrever a seguinte

relacdo:

Atotal = AM.H. + Aparos (1 93)

Como a rela¢do entre a drea de membrana homogénea e a ocupada por

poros € Ay y =2x A, , vem:
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Ay n= EAtotal
Atotal = 2AMH +Aporos = (194)
Apuros: gAtotal
A ros 1
§=poros (1.95)
Amml 3
J(MH)= PAC, (1.96)
—3x10 =5x107 AC, < AC, =—6x10"° mol cm™ 1.97)
C,(MH.,0)=1x10"2x0+2x10"° =2x107° mol cm™ (1.98)
C,(M.H.,3x10™) =1x1072 x3x10™ +2x107° =5x107° mol cm™ (1.99)
C,(M.H.,0)= kC! (1.100)
C( MH,3x10™*)=kcC"” (1.101)

Subtraindo membro a membro as equacoes 1.100 e 1.101, conclui-se que:

C,(M.H,0)-C,( MH,3x10)= kaC, (1.102)
2x107° =5x10° = kx(-6x10°) & k=05 (1.103)

Substituindo, agora os valores nas equac¢des 1.100 e 1.101, obtemos os

valores das concentracdes nos compartimentos I e II:

2x107° =0,5xC! o ¢! =4%x107° mol em™ (1.104)
5x10° =05xC! <= cl=1x107° mol em™ (1.105)
AC,

J,(porosa)=D¢ (1.100)

Ax

Note-se que a densidade de corrente relativa a componente porosa
calculada desta forma é referida a totalidade de membrana e nio apenas a
seccao permeavel. Substituindo os valores conhecidos, vem:

_ -6
J(porosa)=8x107° x%xﬁ%) =-533x10" mol em™* s (1.107)
X

Pela equacao 1.82, temos



2 _ -
Js(total):gx(—3><10 8)+(—5,33><10 8) (1.108)
J,(total)==7,33x107* mol cm™ 57 (1.109)
1.2.3.4. Exercicios propostos
Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
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membrana homogénea com 1 dm? de drea total, 10 pm de espessura e 20%
de drea atravessada por poros. Os compartimentos contém solu¢des de um
soluto cujas dimensdes das moléculas sio muito inferiores as dimensoes
dos poros. Sabendo que a constante de difusido livre do soluto no solvente
1

P _5 2 - ~ ~ 9. . .
¢ igual 2 107 cm” s, a concentracao média de soluto interior de um poro

3

~

é igual a 1,75x10° mol cm™, a concentracio de soluto no compartimento I

é igual a 2,5x107° mol em™, e que a relacio entre as densidades de

corrente € dada por J(pifusao m.1.) = J s(Difusao M.P.) /15, determine a corrente

de difusdo de soluto que atravessa a membrana por minuto.

Uma membrana com 150 cm® de drea total e 50 pm de espessura separa
solugdes de dois solutos, A e B, num sistema de dois compartimentos. 60%
da area total da membrana comporta-se como membrana homogénea, e 0s
restantes 40% como membrana porosa com 15 cm® de drea permedvel.
Determine a permeabilidade da componente homogénea relativamente ao

soluto B.

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:
D, =8x10"cm’s™

D, =4x10cm’s™

P, =5x10" cms™

J, (MP) =6x10" mol cm™s™"

Jp (MP) =-9x10" mol cm™s™

J(total)=J , +J, ==1,8x10"* mol cm™s™"'



Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana com 200 cm® de drea total e 5 um de espessura. 70% da drea
total da membrana ¢ uma membrana homogénea atravessada por poros,
sendo a drea ocupada por poros igual a 35 cm?®. Os restantes 30% da drea
total de membrana sio constituidos por uma membrana porosa com 15 cm?
de drea ocupada por poros. Para a membrana homogénea o coeficiente de
particio e o coeficiente de difusio sdo, respectivamente, 1,25 e
3x107° em? 57!, sendo o coeficiente de difusdo livre do soluto no solvente

igual 5x107° cm?® s

Considerando que as dimensdes das moléculas de
soluto sdo muito inferiores ao didmetro dos poros e sabendo que a
concentra¢ao de soluto num ponto da componente homogénea que dista
1 pm da interface com o compartimento I é de 8x10~° mol dm™ e que a
concentra¢ao de soluto no interior de um poro junto da interface com o
compartimento I é de 1,2x107% mol dm™, determine a densidade de
corrente de difusio de soluto através da membrana, indicando qual o

sentido do deslocamento.

Considere um sistema formado por trés compartimentos. Os
compartimentos I e II encontram-se separados por uma membrana porosa
com 2 pm de espessura, 200 cm”® de drea total e 20% de drea permedvel. Os
compartimentos II e III encontram-se separados por uma membrana
homogénea de espessura igual a 2 um e coeficiente de parti¢ao igual a 0,8.
Sabendo que a constante de difusio do soluto na membrana porosa € igual

1

—6 2 - ~ . .
a 8x107 cm” s € que a concentracad no Interior da membrana

homogénea é dada por C,(x)=3x10x+2x10"% (mol cm™), determine:

a) A constante de difusio para a membrana homogénea, sabendo que o
modulo da densidade de corrente de difusio que atravessa a

membrana homogénea é igual a 6x10° mol cm™ s™".

b) A concentracio do soluto no compartimento I, sabendo que por
unidade de tempo do sistema c.g.s. atravessam a membrana porosa

4,4x107° mol de soluto, do compartimento I para o compartimento II,
devido a difusao.



Considere duas solugdes de um mesmo soluto separadas por uma
membrana com 200 cm® de drea, dos quais 60 cm’® se comportam como
membrana homogénea e o restante como membrana porosa com 98 cm’
de poros. Sabe-se que D=2xD, , que a densidade total de corrente de
soluto devido a difusio é de 6,1x10°* mol ecm™ 57/, que a concentra¢io do
soluto na interface membrana homogénea/compartimento I ¢é de
3,2x107% mol dm™. A concentracio de soluto ao longo da fase porosa da

membrana é dada por C, (x) =—1x107x+4x107 (mol cm™). Calcule a

constante de difusao do soluto na fase homogénea da membrana.

Um sistema de dois compartimentos € separado por uma membrana mista

com 100 pm de espessura, constituida por duas por¢des: uma fase
B 2 P 2 p

homogénea com 60 cm” de drea e uma fase porosa com 20 cm” de drea,

sendo 40% ocupada por poros. A permeabilidade da fase homogéne
1

[
o
@]

soluto é de 5,6x102 cm s~ e a constante de difusio livre do soluto é de
2x107* em?® s7'. Sabendo que a intensidade total de corrente de soluto é de
1,408x107° mol s™' (do compartimento I para o compartimento II) e que a
concentracio no ponto médio da membrana na fase porosa € de
5x107* mol cm™ determine as concentracdes de soluto nos compartimentos

Tell

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea atravessada por poros com 100 pm de espessura e
100 cm?® de drea total, da qual 30 cm® sio poros. A permeabilidade da fase
porosa ao soluto (a)’) ¢ 9x10° em 57!, o coeficiente de particio na fase
homogénea € 0,8 e a constante de difusio livre do soluto é 10 vezes maior
que a constante de difusio na fase homogénea. Sabendo que a

concentracio de soluto ao longo da fase homogénea é dada por
C,(x)=1,6x107x+1,6x107 (mol cm™), determine:

a) A diferenca de concentra¢io existente entre os dois compartimentos.

b) A densidade de corrente de soluto através da membrana.



8. Uma membrana homogénea atravessada por poros com 200 cm” de drea
separa dois compartimentos contendo solu¢des de um mesmo soluto. Por
minuto atravessam a membrana 1,8144x1072 mol de soluto e as constantes
de difusio para as fases homogénea e porosa siao, respectivamente,
8x10* cm? s e 6x10™ em? 7. Sabe-se que a concentracio de soluto ao
longo da fase porosa da membrana é dada por
C,(x)=-2x10"x+6x107° (mol cm™) e que a concentragio na interface
da fase homogénea da membrana com o compartimento I tem o valor de

8,4x107° mol em™. Calcule a drea da membrana ocupada por poros.

9. Considere uma membrana mista que separa duas solucdes de dois solutos
cada, composta por duas fases: uma comporta-se como membrana
homogénea, com 40 cm” de drea, e a outra comporta-se como membrana
porosa, com 60 cm® de drea, 50% da qual é permedvel. A fase homogénea
da membrana é impermedvel ao soluto B. A densidade de corrente de
soluto A na fase homogénea da membrana tem o mesmo valor absoluto

que a densidade de corrente de soluto B na fase porosa. Sabe-se ainda

que:
AC, =-AC,
D4y = D)

D, = 4x107cm’ s~
C,(x) (MH) =1,875x10"x+3x107° (mol cm™)
J,+J5=2,25x10" mol cm™ s~

Determine:
a) O coeficiente de particio da fase homogénea para o soluto A.
b) A concentra¢io de soluto A no compartimento I.
¢) A constante de difusio livre do soluto B.
10. Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma

membrana homogénea atravessada por poros, contendo cada recipiente

uma solucdo de dois solutos, A e B. Sabe-se que:
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CY =1x10"* mol em™

C}l =5%x10" mol cm™

C,(0) (MH) =3,5x10" mol cm™

C,(x) (MP)=-7,5x10"x+7x107* (mol cm™)
Cy(x) (MH) = 4,5x107 x +2,4x107* (mol cm™)

D,y=D,s =D, = 2x107 em® 5™
Dy =2xD
By = @

J,+J5 ==9%10" mol cm™ s

Determine:
a) A espessura da membrana.
b) O coeficiente de particio da fase homogénea para o soluto B.
¢) A percentagem de area de membrana ocupada por poros.

d) A densidade de corrente do soluto B, indicando o sentido do

deslocamento do soluto



1.3. Transporte de solutos por arrastamento

Para além dos movimentos de soluto através da membrana devidos a forcas
de difusio devemos também ter em conta movimentos de soluto devidos a
conveccido. Entende-se por convec¢do o movimento de moléculas resultante do
movimento do meio onde se encontram.

Consideremos um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana. Através dela existem correntes de soluto devidas da for¢ca de
difusdo e devidas ao movimento de solvente, ou seja, por arrastamento.

Podemos afirmar que

J(total) = J ,(difusdo) + J ; (arrastamento) (1.110)

A intensidade de corrente de solvente define-se como a quantidade de
solvente que, por unidade de tempo, atravessa a membrana. Pode ser dada em
numero de moles ou em volume, designando-se por I,, e I,, respectivamente.
Tal como os solutos, podemos ainda definir a densidade de corrente de

solvente, que é dada por

1
J, =t (1.11D)
Amembmna
ou por
1
Jo=—tv (1.112)
Amembrana

consoante a calculemos em quantidade molecular ou em volume. A primeira

-1

terd como unidades mol cm™ s™' no sistema c.g.s., enquanto a segunda tem

por unidades cm s™' no mesmo sistema. J, e J, relacionam-se pelo volume

molar médio do solvente, V,, , que traduz o volume que uma mol do solvente
ocupa e que tem por unidades cm® mol™, no sistema c.g.s. A relacio é dada

por

v, (1.113)
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Designemos por CT o valor médio da concentracio no interior da
membrana. Como a concentra¢io ao longo da membrana varia de forma linear,
temos

— C,(0)+C (Ax

c - GO : Al LC{%} (1.114)

Aplicando a equacdo 1.114 a uma membrana porosa vamos obter

clyc?
== (1.115)

,Q|

enquanto que para uma membrana homogénea a mesma equac¢io pode ser

reescrita na forma

ch+cl

C, == Sk (1.116)

pela aplicacio do conceito de coeficiente de particio (equagio 1.26).

Ao atravessar a membrana, 1 cm® de solvente ird transportar, em média,

C, mol de soluto. Nesse caso, a densidade de corrente de soluto devida ao

arrastamento poderia ser calculada da seguinte maneira

Js(arrastamento):C_S-Jv :C_S-JW-Z (1.117)

Mas nem todas as moléculas sao arrastadas; algumas delas sao reflectidas
pela membrana, sendo essa a frac¢io representada pelo coeficiente de reflexdo
de Staverman (o) . Deste modo, a equacdo 1.117 terd que ser reescrita

J; (arrastamento) = a . (1 - 0)- J, = CT . (l - 0')- I V_W (1.118)
pois (1 —0') representa a fraccio de moléculas que nio é reflectida na
membrana, ou seja, que a atravessa.

Assim, substituindo os valores na equacio 1.110 obtemos

I i
J.(totaly =Lk po (S ¥E
Ax 2

k-(l=0)-J,-V, (1.119)

para membranas homogéneas e
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1 17
Js(tota1)=DA'x¢-Ac LG

N

Vi (1.120)

para membranas porosas.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ]J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo I, pp. 29-31.

1.3.1.  Exercicios resolvidos

Resolucio

Dados do problema e conversodes de unidades:
Ax=2um=2x10"cm

A=80cm’
1.|=1,44x107 mol s~
I,=16mol s
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C! =2x107 mol em™
D, =5x10"cm’s™
k=12

c=0,2

V. =20cm® mol™

a) A densidade total de corrente de soluto através de uma homogénea ¢é
dada pela expressio:

AA% +C,(1-0)J, 1.12D)

J, =J(total) + J ;(arrastamento) = D,, k

Comecemos por determinar a funcdo que traduz a concentracio de soluto
ao longo da membrana. Como sabemos que a sua variagao € linear, podemo-la

representar por uma recta.

C,(x)=a-x+b (1.122)

O declive da recta, a, representa o gradiente de concentracio e pode ser
determinado através da densidade de corrente de soluto. O seu modulo é dado

por:

i

|JS| = = |JS| = =1,8x10"% mol em™% 57 (1.123)

1,44x1072
80
A densidade de corrente relaciona-se com o declive da recta através da

expressao:

dC,
e V,|=D,,|d (1.124)

J,=-D

s m

Substituindo os valores conhecidos, vem:

18x107* =5x10"* x|]a| < |a|=0,36 mol cm™ (1.125)

A concentra¢io no interface da membrana com o compartimento I € dada

pela expressio:

c,(0)=kcC! (1.126)
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Substituindo valores, vem:

C,(0)=12x2x10° < C,(0)=2,4x10" mol cm™ 1.127)

O valor desta concentra¢io corresponde a ordenada na origem, b. Falta
determinar o sinal do gradiente de concentragio, a , para escrever a equacio
da recta. Para isso temos que calcular a concentracio na interface da

membrana com o compartimento II para as seguintes situagcoes:

Situacio I a<0
C,(Ax)=C, [2x107 )= =0,36x2x107* +2,4x10™ = -4,8x10* mol cm™  (1.128)

O valor calculado nao tem significado fisico, uma vez que C; (Ax) tem que

ser um valor positivo. Portanto a terd que ter um valor positivo.

Situacao II: a>0
C,(Ax)=C, [2x107*)=0,36x2x10 +2,4x107° =9.6x10 mol em™  (1.129)

A concentra¢io no compartimento IT é dada por

C.(ax)=k I (1.130)
Pelo que,
9,6x107° =12xC" < " =8x10" mol cm™ (1.131)

Podemos determinar a concentracio média:

z _CO+C (A 2,4x107 +9,6x107°

s =6x10" mol cm™ (1.132)
] 2 2

A densidade de corrente de solvente expressa em volume, J,,, € dada por:
J, =V, J, (1.133)

onde que J,, corresponde a densidade de solvente através da membrana e é

dada por:
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J,="% = J = 18 02 mot em™ 7! (1.134)
A 80

Substituindo este resultado na equacio 1.133, vem:
J,=20x02=4cms" (1.135)

A densidade total de corrente de difusio pode agora ser determinada

substituindo os valores na equacdo 1.119. Tem que se ter em conta que
J, (difusdo) <0, uma vez que C” >cC!.

Jo==18x107 +6x107° x(1-0,2)x4 =12x10"> mol cm™ s~ (1.136)

b) A densidade de corrente de arrastamento total é dada por
J, (arrast.)=C_s‘Jv (1.137)
uma vez que tem que contabilizar as moléculas reflectidas e as nio reflectidas.
Substituindo os valores vem:

J(arrast)=6x107 x4=2,4x10" mol cm™ s~ (1.138)
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Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades:

A=20cm’
Ax=10pm=1x10"cm
c! =3x107* mol em™
! = 4x107™ mol em™
I, =-01mols™

D,, =5x107* em? 57
k=12

=04

V., =20 cm® mol™

a)

AC
J\dif )=D,, k—=
e )=, k2C

—4 —4
i) = 5x10-4 x 12 (x10* - 4x10)
()= 3107 x1.2¢ 1x107

J(dif )=—-6x10" mol em™ s

J

s

J (arrast)=C. (1-c)J, ¥, =T, (1- 0)17 :
3x107* +4x107*
2

=-2,52x% 107 mol cm™2 57!

J(arrast.) = x1,2x (1 - 0,4)><

J,(total)= J (dif )+ J (arrast.)

vy,

(-01)
20

x 20

(1.139)

(1.140)

(1.14D

(1.142)

(1.143)
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J(total) = —6x107° + (— 2,52 1075)2 -8,52x107° mol em™ 57"

I, (total) = —8,52 107 x 20 = —1,704x 10~ mol s~

b)
]S(rgﬂectidas): C, ><0><|JW|><V_W><A

31074 +4x107*
2

=3,36x10"* mol s

1, (reflectidas) =

x1,2x0,4 % %XZO x20
20

1.3.2.  Exercicios propostos

(1.144)

(1.145)

(1.146)

(1.147)

1. Uma membrana homogénea com 1 pm de espessura separa duas solugdes

de um mesmo soluto num sistema de dois compartimentos. Sabendo que

as concentracoes de soluto no interior da membrana a uma distincia de

0,2 um das interfaces com os compartimentos I e Il sio 1,2x107° M e

9x107 M, respectivamente, que 70% das moléculas de soluto que incidem

na membrana por arrastamento sao reflectidas e que atravessam a

membrana 0,1 moles de solvente por unidade de tempo e de drea de

membrana do sistema c.g.s., do compartimento I para o II, determine:

a) A concentra¢ao de soluto em cada um dos compartimentos.

b) A densidade total de corrente de soluto através da membrana.

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

D =10"%cm’s™ k=0, V., =20 cm® mol™

Uma membrana porosa com 100 cm® de superficie total, dos quais 20 cm?

sao ocupados por poros, e 1 pm de espessura separa duas solucdes de um

mesmo soluto. A concentragdo de soluto no compartimento II € igual a

5x10° M e no ponto médio da membrana é igual a 3x10° M. Sabendo que
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por segundo atravessam a membrana 20 moles de solvente do
compartimento I para o II, 20% das moléculas de soluto que incidem na
membrana sdo reflectidas, a constante de difusio livre do soluto no

solvente é 2x10™* cm? 57!

e o volume parcial molar do solvente é igual a
20 ecm® mol™, determine a densidade total de corrente de soluto que

atravessa a membrana.

P p 2
Uma membrana homogénea com espessura de 100 ym e drea de 150 cm
separa duas solu¢des de um mesmo soluto. Por minuto atravessam a

membrana 57,6 mol de solvente do compartimentol para o

[N

compartimento II. A concentragdo de soluto neste Ultimo compartimento
de 6x10™* mol cm™ e a sua concentracio ao longo da membrana é dada
por C; (x)=1,6x107x+32x10"* (mol cm™). Sabendo que a constante de
difusio do soluto na membrana tem o valor de 5x10™* cm® 5™, que ¢ é de
0,8 e que o volume molar médio do solvente tem o valor de 20 cm® mol™,

calcule:
a) O coeficiente de parti¢io.

b) A densidade de corrente de soluto devida ao arrastamento, indicando

o sentido do movimento de soluto.
¢) A densidade total de corrente de soluto.

d) A densidade de corrente de solvente (em mol) necessdria para que a

corrente de soluto através da membrana seja nula.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea de 120 pm de espessura através da qual passam
1,74528x107° mol de um soluto por minuto, do compartimento I para o
compartimento II, das quais 1,08x10 mol sio devidas a forcas de difusio.
A constante de difusio do soluto na membrana é de 6x107° cm? s, 6 tem
o valor de 0,6 , o volume molar médio do solvente é 20 cm’® mol™ e a

concentracao na interface da membrana com o compartimento II €
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2,4x10~° mol ecm™. Sabendo que médulo do gradiente de concentragio de

soluto é de 3x10~° mol em™, determine:
a) A concentracio no ponto médio da membrana.
b) A area da membrana.

o) A densidade de corrente de solvente (em mol cm™ s™0).

Um sistema é constituido por dois compartimentos com solu¢des de um
mesmo soluto, separados por uma membrana homogénea. No
compartimento I a concentracio de soluto é de 1x107* mol cm™ e na
interface da membrana com o compartimento II é de 8,4x107> mol cm™. A
corrente total de soluto através da membrana € nula e o coeficiente de
particio tem o valor de 1,4. Sabe-se ainda que a constante de difusio do
soluto na membrana é de 3x10°° dm® s™', que o gradiente de concentracio

de soluto tem o valor de =7x10™ mol ecm™ e que o = 0,8. Calcule:
a) A permeabilidade da membrana ao soluto.
b) A densidade de corrente de soluto devida a forcas de difusio.

¢) A densidade de corrente de solvente em volume.

Considere dois compartimentos separados por uma membrana porosa com
120 pm de espessura e 20 cm® de drea ocupada por poros. Por minuto
passam, devido a forcas de difusio, 9x10~° mol de soluto do
compartimento II para o compartimento I. A concentracio de soluto na
membrana a 20 pm do compartimento I é de 2,5x10* mol ecm™ e a

2

constante de difusio livre do soluto é 3x10™* cm? s™'. Sabendo que o= 0,8

e que ¥, =20 cm’mol™ determine:

"
a) A funcio que traduz a concentracio de soluto ao longo da membrana
b) A concentra¢io média do soluto na membrana.

¢) A densidade de corrente de solvente em volume para que a corrente

. . . . 2
de soluto seja nula, considerando a area da membrana igual a 200 cm”.



2 ~ . .
Uma membrana porosa com 150 cm” de drea separa dois compartimentos
contendo solu¢gdes de um mesmo soluto. Sabe-se que a concentra¢io de
soluto ao longo da membrana é dada por

C,(x)=-3,75x% 107'x+6x107 (mol cm™) e no compartimento II tem o

valor de 3x107 mol ecm™. Tendo a constante de difusio livre do soluto o

1

[eN

valor de 3x10° cm?s' e sabendo que 30 cm” da drea da membrana

™

ocupada por poros, que ¢ = 0,8 e que o volume molar médio do solvente

de 2x107% dm? mol, calcule:
a) A espessura da membrana

b) A intensidade total de corrente de soluto que atravessa a membrana (e
respectivo sentido) se, por minuto, passarem 3,24 mol de solvente do

compartimento II para o compartimento I.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana porosa com 100 cm® de drea e 200 pm de espessura. Sabe-se
que através dessa membrana passa, por minuto, uma corrente total de
soluto de 5,20608x10™ mol do compartimento II para o compartimento I e
uma corrente de solvente de 2,868x107' mol no mesmo sentido. A
concentracio de soluto ao longo da membrana ¢é dada por
Cs(x):3»><10’3 x+4x107° (mol cm™) e a constante de difusdo livre do
soluto tem o valor de 5x10° cm’s'. Sabendo que 6=0,6 e

V. =20 cm?® mol', calcule a drea da membrana ocupada por poros.

w
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1.4. Correntes de solvente devidas a diferencas de pressio

As correntes de solvente através de membranas sao devidas a diferencas de
pressao existentes entre os dois compartimentos. Devemos considerar dois
tipos de pressio nos nossos sistemas: pressio hidrostdtica (que
representaremos por P ) e pressio osmotica (que iremos representar por 7).

E possivel fazer variar a pressio hidrostitica de um fluido pela utilizacio de
émbolos. Ao exercer pressdo sobre o émbolo, estamos a aumentar a pressao
hidrostatica a nivel do fluido. Em termos de movimento de solvente, a que
corresponde este aumento de pressio? Para responder a essa questlo,
consideremos uma seringa com fluido e um filtro na sua extremidade (que se
comporta como uma membrana). Ao exercermos forca sobre o émbolo,
aumentamos a pressao do liquido no interior da seringa e este ird atravessar o

filtro. Em esquema sera

= ‘: | |
| membrana
fluido

Fig. 1.8 — Representacio esquemdtica de uma seringa contendo
um fluido, estando a sua extremidade ocupada por um filtro. As
setas representam o local onde se exerce pressao e o sentido de
saida do fluido.

Apliquemos agora este conceito a sistemas de dois compartimentos
separados por uma membrana. Comecemos por considerar que apenas se
encontra solvente em cada um dos compartimentos e que existe um émbolo a

aumentar a pressao no compartimento I. Definindo AP= P' —P" temos

Plspl o AP>0 (1.148)
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Sabemos ainda que a corrente de solvente se vai estabelecer do

compartimento I para o compartimento II, ou seja

1,>0 = J, >0 (1.149)

A . . ~ ~ ! 11
AP e J, tém o mesmo sinal, situa¢io que se mantém na quando P° <P".

Por outro lado sabe-se que a medida que aumenta a diferenca de pressio o
valor absoluto da densidade de corrente de solvente aumenta de forma

proporcional, o que se traduz pela equagdo

Jy, =L, -AP (1.150)

onde a constante de proporcionalidade (L,) se denomina coeficiente de

filtracio e tem por unidades no sistema c.g.s. mol dyn™' s™".

Consideremos agora um sistema de dois compartimentos separados por
uma membrana semipermedvel ideal e onde as pressdes hidrostiticas e as
concentragdes sdo tais que Pl =pP" ¢ CS[ >CSH . Uma membrana
semipermedvel ideal é aquela que apenas permite a passagem de solvente (é
impermeadvel a qualquer soluto). Neste sistema apenas ocorre movimento de
solvente por osmose, ou seja, devido a presenca de moléculas em solug¢io
incapazes de atravessar a membrana. Esse movimento ocorre no sentido de
igualar as concentragcdes de soluto, do compartimento com menor
concentracao para o de maior concentracao. Neste caso especifico, serd do

compartimento II para o compartimento I, pelo que

1,<0 = J, <0 (1.15D

Estes movimentos decorrem, em ultima analise, devido a diferencas de
pressao osmoética, que corresponde a pressao gerada pelos solutos em solugio.
Quanto maior for a concentra¢ao de solutos na solu¢io, maior serd a pressio
que € gerada, sendo a relacdo entre estas duas grandezas dada por

7, =C,-R-T (1.152)

onde R ¢é a constante dos gases ideais e T corresponde a4 temperatura a

que ¢ realizada a experiéncia, em graus Kelvin.
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Repare-se que o solvente se desloca para o compartimento com maior

pressao osmotica. No sistema por nds considerado temos

AC, >0 = Az >0 (1.153)

Analisando as equacdes 1.151 e 1.153 podemos verificar que J,, e Ar tém
sinais contrarios. Estes dois valores relacionam-se pela seguinte equacgio:

Jy=-L, Az, (1.154)

Repare-se que a constante de proporcionalidade para esta relacio é a
mesma que a utilizada na equacio 1.150. Isto deve-se ao facto de relacionarem
as mesmas grandezas (densidade de corrente de solvente e pressio). Esta
equacio também funciona quando Cf <C fl (onde J,, >0).

Neste sistema considerdimos uma membrana que nio permita passagem de
soluto, contribuindo todas as moléculas em solu¢io para o movimento de
solvente. Num sistema em que a membrana seja permedvel ao soluto
(mantendo as restantes condicdes do sistema anterior) o movimento de

solvente € gerado pela fraccao de moléculas que € reflectida pela membrana,
representada pelo coeficiente de reflexio de Staverman (o). A pressio

osmotica gerada por estas moléculas chama-se pressio osmotica efectiva e o
seu valor € dado por

o-n,=0-C;-R-T (1.155)

Podemos agora reescrever a equacio 1.154:

Jy,=-L, c-Ax, (1.156)

O caso da membrana semipermedvel ideal serd aquele em que se verifica a
condicio o=1.

. . I u
Por fim, consideremos uma membrana em que C; #C, e Pl =P A

densidade de corrente de solvente serd entdo dada pela soma das equagdes

1.150 e 1.156:
Jy=L, AP—L, -oAx=L,(AP-oAr) (1.157)

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ]J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo 1, pp. 32-35;50-52.
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1.4.1.  Aplicacdes: espaco pleural

A equacio 1.157 pode ser aplicada a diversas situacdes em sistemas
biolégicos. Iremos abordar a circulacao de fluidos através do espaco pleural.

A pleura é uma membrana serosa composta por um epitélio pavimentoso
simples de origem mesodérmica, que se situa entre os pulmdes e a parede
tordcica. E composta por dois folhetos, resultantes da sua reflexiio a nivel dos
hilos pulmonares: um folheto parietal, que reveste a parede toricica, e um
folheto visceral, que reveste directamente os pulmdes. Entre estes dois folhetos
existe um espac¢o que contém uma pequena quantidade de liquido pleural. Esta
membrana tem como fun¢des compartimentalizar, diminuir a friccido entre os
pulmodes e a parede da cavidade toracica (pela presenca do liquido pleural) e
gerar um gradiente de pressio.

A vascularizacdo dos folhetos parietal e visceral é distinta. No folheto
parietal a vascularizagio ¢é feita por ramos das artérias intercostais,
diafragmaticas, mediastinicas e mamarias internas, que tém origem, em ultima
analise, na aorta toracica. Ja o folheto visceral da pleura é vascularizado através
das artérias pulmonares (circulacio pulmonar) e, acessoriamente, por ramos
das artérias bronquicas, provenientes da aorta tordcica (circulagio sistémica).

No que diz respeito a drenagem linfatica também ha diferencas entre os
dois folhetos. A pleura parietal apresenta uma rede muito rica de linfaticos na
camada conjuntiva submesotelial que comunicam directamente com o espaco
pleural através de estomas. Os estomas sdo aberturas entre as células
mesoteliais com didmetro entre 1e 6 pm, cujo nimero por unidade de
superficie € variavel entre as varias regides da pleura e que aumentam com o
estiramento da caixa tordcica durante a inspira¢fo. A linfa é drenada através de
lacunas linfaticas submesoteliais para vasos colectivos, atingindo o canal direito
e o canal tordcico via mamdria interna, intercostal e linfaticos mediastinicos. A
pleura visceral nao apresenta estomas, nio havendo comunicacio directa entre
0 espaco pleural e a rica rede linfitica que recobre a superficie pulmonar.

Em esquema podemos representar o espaco pleural do seguinte modo:
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PaGO | Vaso sanguineo |
Ieura / R da artéria
amaos
Vaso |II‘TfatICO pulmonar
Vaso linfatico

Vaso sangumeo

Ramosda estom a
aortatoracica

| PleuraParietal | | Pleura Visceral

Fig 1.9 — Representacio esquemadtica do espaco pleural.

Para determinar a corrente de soluto entre os vasos e o espaco pleural,

podemos utilizar a seguinte equacio:

Jw:LP[(PC_Pqu)_G'<”c_”1iq)] (1.158)
onde P, e 7z, representam as pressoes hidrostatica e osmotica nos capilares
subpleurais e B, e 7, as pressdes hidrostdtica e osmotica no liquido pleural.

Repare-se que o sentido considerado como positivo para a corrente é dos
capilares para o espaco pleural.
Consideremos agora os movimentos de solvente para cada um dos folhetos

pleurais. As pressdes osmotica e hidrostatica do liquido pleural sio:

Py, =—5mmHg (1.159)

Ty =6 mmHg (1.160)

Para o folheto parietal temos as seguintes pressdes nos diferentes

compartimentos:
P sanguineo = 23 mmHg (1.16D
T sanguineo = 20 MmHg (1.162)
P, jinfitico =4 mmHg (1.163)
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”c.linfa'tico =19 mmHg (1164)

P.

intersticio

=—6 mmHg (1.165)

Vg =4,5 mmHg (1.166)

intersticio

Com estes valores podemos determinar as pressoes eficazes de filtragao

entre cada par de compartimentos, que estido representadas na Fig. 1.10.

| Vaso sanguineo |

Vaso linfatico

Vaso sanguineo

4,5 mmHg

Fig. 1.10 — Pressoes de filtracio no folheto parietal da pleura.

A pressao de filtracao total através do folheto parietal da pleura encontra-se
representada no esquema anterior e tem o valor de 4,5 mmHg, sendo
responsavel pela entrada de fluido no espaco pleural. Facamos agora as
mesmas contas para a pleura visceral. Para isso é necessario ter os valores das

pressdes nos capilares e no intersticio:

.sanguineo = 8 MMHg (1.167)
7. sanguineo = 26 mmHg (1.168)
P, jinfatico =4 mmHg (1.169)
¢ linfatico =19 mmHg (1.170)



Pintersticio =—6 mMHg (1.171)

”interxticio = 495 mmHg (1172)

As pressoes de filtracio serdo as seguintes:

Vaso linfatico

i

Vaso sanguineo

10,5 mmHg

Fig. 1.11 — Pressoes de filtracio no folheto visceral da pleura.

Analisando o esquema verificamos que a pressao de filtracdo total através
da pleura visceral tem o valor de 10,5 mmHg, saindo o fluido do espaco
pleural.

A pressio total de filtracao através da pleura parietal € inferior aquela que
se encontra no folheto visceral da pleura. Assumindo que ambos os folhetos

tém o mesmo coeficiente de filtracdo, obtinhamos:

| /. (parietal) | <| J, (visceral) | (1.173)

Nesta situa¢ao deixaria de existir fluido no espaco pleural, uma vez que safa
mais liquido que aquele que entrava. Para que se mantenha a quantidade de
liquido nesse espaco serd necessario que as densidades de corrente sejam
iguais para os dois folhetos. Nessa condic¢io, e tendo em conta as pressoes de

filtracao totais através da pleura temos:

| J.,, (parietal) | = | J,, (visceral) | = L, (parietal) > L, (visceral) (11749
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Deste modo concluimos que a pleura parietal terd que ter um maior
coeficiente de filtracio que a visceral, ou seja, terd que permitir uma passagem
de maior quantidade de solvente por unidade de drea e de tempo quando

submetida a uma diferenca de pressiao efectiva igual a do folheto visceral.

1.4.2.  Exercicios resolvidos

Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades:
Ax =10um =1x107 cm

=03

P, =760mmHg

P, =900mmHg

C! =4x107° M =4x10°mol cm™

C! =2x10" M =2x10"mol cm™
D=5x10"cm*s™

R=8,314Jmol ' K™ =8,314x10" ergmol ' K
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c=0,2
L, = 1x10" mol dyn™" 57"

V., =20cm’ mol™

T=37°C=310K

A densidade total de corrente de soluto através de uma membrana porosa é
dada pela equagdo 1.120. A densidade de corrente devido a difusio pode ser

determinada com base na expressio

A N

) C
J,(dif )=D¢ . (1.175)
onde AC, =C! —C! . substituindo os valores conhecidos, vem:
-6 _ -6
Js(dzf.)=5><10_7><0,3><(4><10 2x10 )=3x10‘1° mol cm® ™! (1.176)

1x1073

A densidade de corrente de soluto devido ao arrastamento é dada por

J(arrast)=C,(1-c)J, (1.177)
onde
J,=J,V, 1.178)

e J, € dada pela equacio 1.157.

A diferenca de pressao osmoética, Az, € dada pela seguinte expressio:

Az, = RTAC, (1.179)

Substituindo os valores, temos:

A, =8314x107 x310x2x107° = 51546,8 dyn cm™ (1.180)

A diferenca de pressdo hidrostatica € calculada da seguinte forma:

AP=P,—P; = AP=760-900=—140 mmHg (1.181)

A conversao das unidades de pressio para o sistema c.g.s. pode fazer-se
tendo em conta a pressio que uma coluna de mercirio de altura /# exerce

sobre a sua base. Esta pressio é dada pela expressio.
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P=pgh (1.182)

Em que p ¢ a massa volimica do fluido considerado (neste caso o

mercirio), g é o valor da acelera¢io da gravidade e & ¢é a altura da coluna de

fluido. Uma vez que a altura de mercurio seria de 140 mm (14 cm), podemos

substituir na equac¢ao 1.182, para obter a pressio nas unidades c.g.s.

P =13,56x980x14 =186043,2 dyn em™ (1.183)

Portanto a diferenca de pressdo hidrostatica nas unidades c.g.s. é:

AP = —186043,2 dyn cm™ (1.184)

Podemos determinar o valor da densidade de corrente de solvente

J, =1x107" x (- 186043,2 — 0,2 x 51546,3)

. , (1.185)
=-1,964x10"° mol cm™ 57"
Pelo que,
J, ==1,964x107%x20 = -3,928 x107> cm s~ (1.186)

A densidade de corrente de soluto devido ao arrastamento vem entio

J,(arrast.) = lax10 2 10_6))( (1-0.2)x(-3.928x10)

2 (1.187)
=-9,4272 % 107" mol em™ 57!
Logo, a densidade total de corrente de soluto € igual a:
J, (total)=3x107 + (-9,4272x10 ") = 2,057 1070 mol cm™ 5~ (1.188)
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Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades:
o=1

T=37°C=310K

c! =5%10"° mol em™

c =5x107 mol em™

J, =0mol cm s

R=8314J mol ' K™ =8314x10" erg mol ' K~'

J,=L,(AP-cAx,) (1.189)
0=L,(AP-0Az,) = AP=0Ax, (1.190)
Az, = RTAC, (1.191)

Az, =8314x107 x310x(5x10 —5x107)

(1.192)
Az, =—1159803 dyn cm™
Substituindo este resultado na equacdo 1.190, temos:
AP =1x(~1159803)= 1159803 dyn cm > (1.193)
O resultado em milimetros de mercirio €é:
= —% =—872,77 mmHg (1.194)

A pressao de verd ser maior no compartimento II, que corresponde a maior

concentracao.
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1.4.3.  Exercicios propostos

1. Um tubo de 10 cm de altura e 1 dm’ de volume, cujo

fundo ¢é formado por uma membrana homogénea,

encontra-se mergulhado numa tina como mostra a

figura. Ambos os recipientes contém solucdes de

glicose a temperatura de 37 °C, sendo a corrente de

difusio de glicose através da membrana igual a
2,4x107 mol s!, do tubo para a tina. Calcule a pressio (em mmHg) que
um émbolo deve exercer sobre a solu¢do que se encontra dentro do tubo
de modo a que a densidade de corrente de soluto por arrastamento seja
nula, sabendo que a pressio hidrostatica na tina, ao nivel da membrana, é

igual a 800 mmHg.
Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

Ps=0,24cms’ 6=07 R =8,314 ] mol ' K

2. No interior de um tubo capilar, com

20 cm de comprimento e 0,1 cm de

raio, existe uma solu¢do com 2

solutos, A e B. O tubo ¢ mergulhado A+B

num recipiente contendo uma solucio

apenas com soluto B  numa

concentracio de 2x107° mol cm™, 2

temperatura de 37 °C. As paredes do tubo apresentam propriedades de
membrana homogénea, com permeabilidade ao soluto B igual a
6x107 cm s™!, sendo impermedvel ao soluto A. A diferenca de pressio
hidrostitica entre o interior e o exterior do tubo é de 1x10" dyn cm™ e a
concentracao total de solutos A e B no interior do tubo é de
5x107> mol cm™. Se o nimero de moles de soluto B que sai do cilindro por
segundo for igual a 2,01x10” 7, qual é o valor da concentracio do soluto A

no interior do capilar cilindrico?

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:
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og=0,7 R = 8,314 ] mol ' K kp=1,2

Ly = 2x107"" mol dyn™" 57!

Vy =18 cm® mol™

Considere um sistema formado por dois compartimentos separados por
uma membrana porosa de 1 pm de espessura e permeabilidade igual a
6x107 cm s™'. A concentracio média do soluto no interior da membrana é
igual 1,5x10° M e o gradiente de concentracio é igual a —0,2 mol cm™.
Calcule a diferenca de pressio hidrostitica que deve existir entre os dois
compartimentos para que a corrente total de soluto através da membrana

seja nula.

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:
c=0,8 R = 8,314 J mol! K t=37°C

L, = 2x10"" mol dyn™' s Vw =20 cm’ mol™

Uma membrana semi-permedvel ideal com 100 cm® de drea total, separa
duas solu¢des de um mesmo soluto num sistema de dois compartimentos.

Sabendo que a concentracio de soluto no compartimento II é dupla da do

compartimento I, determine:

a) A corrente de solvente que atravessa a membrana por minuto,

indicando o respectivo sentido.

b) A corrente de soluto que atravessa a membrana, justificando a sua

resposta.

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

Cy =10° M Ly = 10" mol dyn™' s P! = 760 mmHg
R = 8,314 J mol " K Vw =20 cm® mol™
P = 4500 mmHg t=37°C

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma

membrana homogénea com 5 pm de espessura. A concentra¢ao de soluto



no compartimento I é igual a 2x10~ M e num ponto interior da membrana
que dista 1pm da interface com o compartimentol € igual a
4,5x107° mol em™. Calcule a densidade total de corrente de soluto através

da membrana.

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

Vw =20 cm® mol™! Dy = 2x107% cm? 57! k=15
L,=5x10" moldyn" s =03 t=237°C
R=8314] mol' K P'=20 Ncm™ P"=12 N cm™

Uma membrana porosa com 1,5 dm” de drea e 150 um de espessura separa
dois compartimentos contendo solu¢des de um mesmo soluto a diferentes
concentra¢des. Sabe-se que a concentracio de soluto ao longo da
membrana é dada por Cs(x):4><10_2)c+3><10_4 (mol ecm™), que a drea
ocupada por poros é de 45 cm? e que a constante de difusdo livre do

soluto é de 6x107° cm? s™'. Calcule a densidade total de corrente de soluto.

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

Vy = 20 cm® mol™ L, = 5x10"* mol dyn™" s
c=08 t =20 °C R=8314] mol' K
P' = 1500 mmHg P" = 900 mmHg

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana porosa com 80 cm® de drea total e 60 pm de espessura, através
da qual passam 1,023x10° mol de soluto por segundo do compartimento II
para o compartimento I, devido a for¢as de difusao e a arrastamento. A

2 -1 ~
s 7, a concentracao no

constante de difusio livre do soluto é 4x10™ cm
ponto médio da membrana é 5,5x107 mol dm?® e o gradiente de
concentracio do soluto é 1,67x107 mol cm™. Sabendo que as pressdes

hidrostaticas nos compartimentos I e II sao iguais, determine:

a) A equacido que traduz a concentragio de soluto ao longo da

membrana.
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b) A densidade de corrente de soluto devida ao arrastamento.
¢) A drea de membrana ocupada por poros.

Se necessario, considere os seguintes dados na resolu¢io do problema:

Vy =20 cm’ mol™ L, = 6x10” mol dyn™" s'

c=08 t=37°C R = 8,314 ] mol ' K

Uma membrana semipermedvel ideal com 175 cm® de drea separa dois
compartimentos contendo solu¢des de um mesmo soluto. As concentracdes
nos compartimentos I e II sao, respectivamente, 0,3 mol dm> e
0,5 mol dm™, e as pressdes hidrostaticas sdo, respectivamente, 760 mmHg
e 910 mmHg. Sabe-se que o volume molar médio do solvente ¢
20 em® mol™ e que, por segundo, passam através da membrana 0,3399 mol
de moléculas do compartimento I para o compartimento II. Determine a

temperatura a que foi realizada a experiéncia.

Se necessario, utilize os seguintes dados:

R =8314] mol" K™ L, = 4x107" mol dyn™' s

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana homogénea com 180 pm de espessura. Por minuto e devido a
forcas de difusio passam a membrana 3x10* mol de soluto, a uma
temperatura de 20 °C A concentragdo de soluto ao longo da membrana é
dada por C,(x)=-6,67x 10%x+2,4x1077 (mol ecm™) e no compartimento II
tem o valor de 2x10” mol cm™. Sabendo que a constante de difusio do
soluto na membrana é de 3x107° cm? s™' e que o coeficiente de reflexio de

Staverman tem o valor de 0,8 calcule:
a) A area da membrana.

b) A diferenca de pressio hidrostitica necessiria para que niao haja
movimento de soluto através da membrana, indicando o

compartimento em que esta terd que ser maior.



Considere, se necessario, os seguintes dados:

R = 8,314 J mol ' K

L, =8x107 mol N 5!

Vw =20 cm® mol™



1.5. Membrana de Donnan

Consideremos um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana semipermedvel que n3o permite a passagem de componentes
macromoleculares. No compartimento I é dissolvido cloreto de soédio (NaCl),
que atravessa 2 membrana por difusio até se atingir o equilibrio, altura em que

teremos iguais concentracoes de ido sédio (Na") e ido cloreto (C/”) nos dois

compartimentos.
e | =[va* ] <l | =l | = (1.195)

Adicionamos agora ao compartimento I um proteinato de sédio a uma
concentracado p. Simultaneamente, colocamos um émbolo nesse mesmo

compartimento, para que nido haja movimento de solvente através da
membrana. Designamos por Z, a valéncia do ido proteinato resultante da
dissociacio da molécula de proteinato de sédio. Atingir-se-4 um novo
equilibrio apés movimento de microides do compartimento para o
compartimento II por difusio, uma vez que niao se pode atingir por
movimentos de solvente. Vamos considerar que até se atingir a nova situagao
de equilibrio a concentracio de cada ido varia por x. Podemos determinar a
concentracdo de cada um dos ides, tendo em conta a verificacio da condiciao

de electroneutralidade:

[pzf]' =p (1.196)
va* | =n-x+p -z, (1.197)
lcrr] =n-x (1.198)
va* " <[cr )" =n+x (1.199)

O potencial de membrana para cada i3o pode ser calculado utilizando a

equacido de Nernst, que é dada por

Ay =y -y =" xln— (1.200)
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onde T ¢é a temperatura a que € realizada a experiéncia, R € a constante dos

gases ideais e F' € o nimero de Faraday.
Como a valéncia (Z) do ido sodio é +1, a aplicagdo da equacgiao de Nernst

a este iao é

N . 1 N . 1
Al//z—R.Txln[ ? ]11 =R'T><1n[ ‘ ]1 (1.20D
Fxl [Na*} F [Na*]

Por outro lado, a valéncia do iao cloreto tem o valor —1, pelo que a
aplicacido da equagio €
Al el
RT | e ] g [or]

:_Fx(—l) n [Clqu = F xIn [Cl’]” (1.202)

O valor da temperatura utilizado nas equacdes 1.201 e 1.202 € o mesmo,

uma vez que se referem ao mesmo sistema. Assim ¢ constante, pelo que

obtemos
[Na' T x[cr ] =[Na' T x[cr ] (1.203)
relacio que se designa por equacio de Gibbs-Donnan. A aplica¢io desta

equagﬁo a0 NOSsoO caso concreto é

(n—x-i—p-Zp)x(n—x):(n+x)2 (1.204)

que podemos resolver em ordem a x, obtendo
n-p-Z,

x=—— 7 (1.205)
dn+p-Z,

Este valor traduz a variacio ocorrida na concentracio de ides sodio e
cloreto nos dois compartimentos.
Calculemos agora as concentragdes totais de microides em cada um dos

compartimentos. Para o compartimento I temos

c’ =[C1‘]’+[Na+]’ =2n-2x+p-Z, (1.206)
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€ para o compartimento II vem
i 11
c= [Cr]’ + [Na+] =2n+2x (1.207)

A diferenca entre estas duas concentra¢des € dada por

d:Cl—CH:2n—2x+p-Zp—2n—2x:—4x+p-Zp (1.208)

Utilizando o valor calculado na equacio 1.205, podemos reescrever a
equacao 1.208:

n-p-Z, pZ‘Z]z7

d=-4 +p-Z, (1.209)

X— =
dn+p-Z, dn+p-Z,

Verificamos que d >0, pelo que a concentracio de microides € maior no
compartimento I. Isto significa que ha um nimero de pequenos ides contidos
nesse compartimento que correspondem a particulas nio difusiveis sendo,
deste modo, capazes de gerar pressao osmotica.

Temos agora condi¢des de calcular a diferen¢a de pressao osmética que se
gera entre os dois compartimentos. Essa diferenca deve-se as particulas nio
difusiveis, ou seja, o ido proteinato e os microides nao difusiveis. A sua
concentragao (Cnd) ¢ dada por

Pt 72
Cog=ptd=p+—— (1.210)
dn+p-Z,
pelo que a diferenca de pressao osmotica tem o valor de

2 2

-Z
Ar=rn'"-7z"=R-T-C,=R-T- p+p—p (1.21D

dn+p-Z,

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ]J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo I, pp. 63-69.
1.5.1. Membrana de Donnan para ides bivalentes

Consideremos novamente um sistema de dois compartimentos separados
por uma membrana semipermedvel. Dissolvemos cloreto de calcio (CaCl,) em

ambos 0s Compartimentos a uma COHCCHtI‘a(;ﬁO
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[Cacl, " =[CacCl,]" =n (1.212)

Em solugdo cada molécula de CaCl, origina um ido cilcio (Ca*") e dois

ioes cloreto (C/7). Deste modo, podemos afirmar que

lca>] =[ca®]" = (1.213)
e

e ] <[] =2n (1.214)

Dissolve-se um proteinato de cidlcio no compartimento I e aplica-se um

émbolo nesse mesmo compartimento para anular a corrente de solvente
através da membrana. Designemos por p concentragio de proteinato de cilcio

nesse compartimento. Atingir-se-A uma nova situacio de equilibrio apos
movimento de microides do compartimento I para o compartimento II. Sendo
x a variagdo da concentra¢io de ido cilcio no compartimento II até se atingir
o equilibrio, podemos afirmar que a concentra¢io de ifo cloreto nesse mesmo
compartimento varia por 2x, para que se mantenha a condicio de

electroneutralidade. Assim, na situa¢io de equilibrio podemos escrever
1
[Ca2+]] =n+x (1.215)
1
[Cl_]] =2n+2x (1.216)

As concentra¢gdes dos componentes i6nicos no compartimento I no
equilibrio dependem da valéncia do ido proteinato (Z,). Temos que

considerar trés casos distintos, que analisaremos de seguida.
1.5.1.1. [ao proteinato monovalente (Z, =1)

Neste caso, cada molécula de proteinato de cilcio origina, em solu¢io, um
ido cdlcio e dois ides proteinato, sendo a sua férmula quimica CaP, . Tendo em

conta a varia¢io de microides que se verificou no compartimento I, podemos

escrever

[p—]’ —2p (1.217)
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[Ca2+][ =p+n—x (1.218)
[Cl_]] =2n-2x (1.219)

A equacio de Gibbs-Donnan aplicada ao cloreto de cilcio escreve-se da

seguinte forma:
[ca ] x[cr ] =[ca ] x[cr ] (1.220)
Neste caso em concreto podemos reescreve-la:
(p+n—x)x2n-2x)=(m+x)x(2n+2x) (1.22D

Resolvendo a equacgio 1.221 em ordem a x, obtemos

__np

= (1.222)
4n+p

As concentra¢des totais de microides nos compartimentos I e II sio dadas

por
' = [cr]’ + [ca2+]’ =3n-3x+p (1.223)
c =ler | +[ca ] =3n+3x (1.224)

A sua diferenca (d) terd o valor

2_
d=C'-C" =3n-3x+p-3n-3x=p—6x=p- 6np =2 2np (1.225)
4n+p 4dn+p

que corresponde a concentracio de microides nao difusiveis. Podemos agora
calcular a concentracio de particulas nio difusiveis e a o valor da pressio

osmoética por elas geradas.

2 2
Cnd=[P_]1+d=2p+p 2np _3p” —6np (1.226)
4dn+p 4n+p
I /i 3P2_6”P
Ar=n"-n"=R-T-Cy=R-T-| — (1.227)
dn+p
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1.5.1.2. Iao proteinato de valéncia par
Nesta situagdo sabemos que a valéncia do iAo proteinato ¢ mdultipla da
valéncia do ido cilcio. Assim o proteinato de cilcio liberta, em solu¢io, um iao

VA
proteinato (de valéncia Z,) e Tp ides calcio, pelo que as concentracoes

idbnicas no compartimento I serdo as seguintes:

oy =p (1.228)
[Ca2+:|l :ZT”Xern—x (1.229)
[cr] =2n-2x (1.230)

Aplicando a equagio de Gibbs-Donnan (equacio 1.220) a este caso

obtemos
Z
(Tpxp+n—x)><(2n—2x):(n+x)><(2n+2x) (1.231)

Resolvendo-a em ordem a x vem

n-p-Z
e » (1.232)
8n+p-Z,
A diferenca de concentracdes de microides existente entre os dois

compartimentos (concentra¢io de microides niao difusiveis) é dada por

Z -z
d:C[—C”:3n—3x+p><7p—3n—3x=p2p—6x (1.233)

Substituindo o valor de x temos

p2 -le) —4np-Z,
lon+2p-Z,

(1.234)

A concentracio de particulas ndo difusiveis e o valor da pressio osmotica
por elas geradas sao dadas por
2 52
p-Z,-4np-Z,

1.235
lon+2p-Z, ¢ )

Ca =[P‘]’ +d=p+
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(1.236)

2 2
-Z,—4np-Z
Azr:ﬂ[—ﬂ”:R~T-C,,d:R-T-[p+p p ”]

lon+2p-Z,

1.5.1.3. 20 proteinato de valéncia impar

Tendo o ido proteinato valéncia impar, cada molécula de proteinato de
calcio terd que libertar, em solugao, dois ides proteinato e Z, ides cdlcio, por

uma questdo de electroneutralidade. Portanto, as concentragdes idnicas no

compartimento I serdo as seguintes:

[P’]’ =2p (1.237)
[Caz*]'zszpm—x (1.238)
[Cl_]’ =2n-2x (1.239)

Podemos aplicar a equacio de Gibbs-Donnan (equacio 1.220) a este caso e

resolvé-la em ordem a x .

(Z,xp+n—x)x(2n—2x) =(n+x)x(2n+2x) (1.240)
n-p-Z

y= P (1.24D)
dn+p-Z,

A concentragdo de microides nio difusiveis pode ser calculada do seguinte

modo:

d:Cl—CH:3n—3x+p><Zp—3n—3x:p~Zp—6x (1.242)

Substituindo o valor de x na equacio anterior obtemos

2 2
-Z,—=2np-Z
d=P Lp 7P % (1.243)
dn+p-Z,
A concentrac¢io de particulas nio difusiveis e a o valor da pressao osmotica

por elas geradas sao dadas por

2 2
22— 7
P Ly TPy (1.244)

Ca =[P‘]’ +d=2p+ nipZ,
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2 2
75 =2np-7Z
b Ly P Ly (1.245)

Ar=rl—2"=R.T-C_,=R-T-|2p+
nd p 4n+p-Zp

Outros casos podem ser considerados, mas o raciocinio terd por base a

situacdo concreta.

1.5.2.  Exercicios resolvidos

Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades:
1
I:K*:I‘  =n=6molcm™
Z,=2
Corco = Cogur

inicio

=8 molcm™
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R=8,314J mol™" K" =8,314x10" erg mol™" K™
T=37°C=310K

a) Sabemos que no inicio da experiéncia (primeira situa¢ido de equilibrio,
antes de se dissolver o proteinato de potdssio) as concentracdes dos ides sio

iguais em ambos os compartimentos (sao todos ides monovalentes).
_ T 1 3
[Cl ]/'Im'cio = [K+ km’cio = [Cl rm'cio = [K+ ]:nicio =n=6molcm (1246)

Designando a variagdo da concentracio de cada ido (apds a adicao de
proteinato de potdssio e até se atingir novo equilibrio) por x, podemos afirmar

que

ci ¢ |=2x=8molcm™ (1.247)

inicio equil

de onde se conclui que

x =4 molem™ (1.248)

Apés se atingir a nova situagdo de equilibrio as concentra¢des de ides nos

dois compartimentos tém que cumprir a condi¢io de electroneutralidade.
Designando por p a concentra¢io de ido proteinato, podemos escrever as

seguintes equagoes:

[Cl_]H =n+x=10molcm™ (1.249)
+ {1 -3

[K ] =n+x=10molcm (1.250)

[Cl_]l =n—x=2molcm™> (1.251)

[Kf]] =n-x+p-Z,=2+2p (1.252)

Sabemos que a equacio de Gibbs-Donnan se verifica para esta situagao.

Deste modo temos

2x(2+2p)=10? (1.253)
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Resolvendo a equacio 1.253 em ordem a p, obtemos a concentracao
pretendida:

p=24molem™ (1.254)

b) A diferenca de pressio osmdtica existente entre os dois recipientes

(Aﬂ' =zl -z ) deve aos componentes nio difusiveis, que sido o ido proteinato

(cuja concentracio foi calculada na alinea anterior) e uma por¢cao dos

microides existentes no compartimento I. A concentragio dos componentes
nao difusiveis (Cnd) ¢ dada pela equacao 1.210. Para o presente caso temos

24% x 27

T =24+432=56mol cm™ (1.255)
4x6+24%x2

C,, =P+d =24+
A diferenca de pressao osmotica pode ser calculada por
A =R xTxC,, (1.256)

Substituindo os valores conhecidos obtemos

Az =8314x107 x310x 56 =1,443x10'2 dyn cm™> (1.257)
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Se necessario considere os seguintes dados:

R =8314 ] mol' K t=37°C

Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades:
A =134022x10° dyn cm™

[NaCl]I = [NaCl]H =n=3x10"2 molcm™
‘A[CI]H‘ =x=1,2x10"2 mol cm™

R=87314J mol™ K™ =8314x10" erg mol™ K™
T=37°C=310K

a)
N A T (1.258)
|A7r|=‘7z[ —7z”‘=R~T~CW, (1.259)
Cu = |Aﬂ| = 1,34022x10° =5,2x1072 mol cm™ (1.260)

R-T 8314x107 x310

Cug=p+ld=p+p-Z,-4x=(1+2,)- p—4x (1.26D)

onde
d=cl_cl (1.262)
52x107 =(1+2,)- p—4x12x107 < (1+Z,) p=1x10" (1.263)

Pela equacgio de Gibbs-Donnan temos
(3><10_2 +l,2><10_2)z = (3><10_2 —1,2><10_2)>< (3><10_2 ~1,2x107° +p~Zp) (1.264)
Resolvendo a equagdo 1.264 em ordem a p-Z p vem

-2
p-Z,=8x10 (1.265)

Pelas equagoes 1.263 e 1.265 podemos escrever a seguinte relacio:
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0,1xZ -2
TP 841072 & 7 _&

= =4 1.266
1+Z, Pax107 (1,200

Substituindo o valor obtido na equag¢io 1.265 obtemos a concentragio do

proteinato:
10~ 10~ - -
_ 8107 _ 810 =2x107% mol ecm™ (1.267)
Zy
1.5.3. Exercicios propostos

1. Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana impermeavel a macromoléculas. No inicio da experiéncia o
sistema encontra-se em equilibrio, contendo ambos os compartimentos
solucoes de cloreto de sodio. A concentracio do iao cloreto no
compartimento II nesse momento é de 4x107* mol cm™. Adicionou-se ao
compartimento II um proteinato de sédio, ficando o i3o proteinato a uma
concentracio de 2x10™* mol cm™. Atingiu-se um novo estado de equilibrio,
sendo a concentra¢iao de ido sédio no compartimento I nesse momento de
4,8x10* mol cm™. Sabe-se que a experiéncia foi realizada a uma
temperatura de 20°C e que R =8314] mol' K. Considerando que a
diferenca de pressodes hidrostaticas entre os dois compartimentos € tal que

nao hd movimento de solvente através da membrana, determine:
a) A valéncia do ido proteinato.

b) A diferenca de pressio osmotica existente entre os dois

compartimentos.

2. Num sistema de dois compartimentos separados por uma membrana
semipermedvel encontra-se dissolvido cloreto de potassio em iguais
concentra¢des. No inicio da experiéncia a concentra¢io do ido potissio no
compartimento II é de 2 mol cm™ e é adicionado proteinato de potdssio ao
compartimento I, que liberta 3 ides de potidssio por molécula dissolvida. A

concentra¢iao do ido proteinato no compartimento I é 8 mol cm™. Sabendo
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que € exercida pressao (utilizando um émbolo) num dos compartimentos
para que n3o haja movimento de solvente através da membrana e que
apenas hia movimento de microides de um compartimento para o outro,

determine:

a) A concentracio de ido potassio no compartimento II quando € atingida

a nova situacio de equilibrio.

b) A diferenca de pressio hidrostatica necessdria para manter as
condicdes do problema na nova situacio de equilibrio, indicando o

compartimento em que se aplica o émbolo.
Considere, se necessario, os seguintes dados:

R =8,314 ] mol" K t=25°C

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana impermedvel a macromoléculas, através da qual nfo ha corrente
de solvente (por manutencio de diferencas de pressio hidrostatica
adequadas). Dissolveu-se cloreto de magnésio nos recipientes de forma a
concentra¢io do ido cloreto fosse igual em ambos, com um valor de
4x107° mol cm™. Posteriormente adicionou-se um proteinato de magnésio
ao compartimento I, na concentracio de 8x107 mol cm™. Sabe-se que a
experiéncia decorreu a temperatura de 37 °C e que, por cada molécula de
proteinato de magnésio dissolvida sio libertados trés ides magnésio, tendo o

proteinato valéncia par. Calcule:

a) O modulo da variacdo ocorrida na concentracio de ido cloreto no
compartimento I, desde o inicio da experiéncia (antes da adicao de

proteinato de magnésio) até se atingir um novo estado de equilibrio.
b) A concentracio de componentes nao difusiveis em solucio.

¢) A diferenca de pressio osmotica existente entre os dois

compartimentos.



Num sistema de dois compartimentos separados por uma membrana
impermeavel a macromoléculas, dissolveu-se cloreto de potdssio em cada
um dos compartimentos, ficando em concentragdes iguais. Adicionou-se
ainda proteinato de potassio ao compartimento I, colocando-se
simultaneamente um €mbolo nesse compartimento para evitar movimentos
de solvente através da membrana. Sabe-se que a concentracio de
componentes nio difusiveis no sistema tem o valor de 24,4 mol dm™ e que
a diferenca de pressio osmoética entre os dois compartimentos tem o valor
de 6,004x10* dyn cm™. Apés ser atingido o equilibrio, a concentracio de
ido potdssio no compartimento I e a de 3o cloreto no compartimento II

sdo, respectivamente, 23,12 mol dm™ e 10,88 mol dm™. Determine:
a) A temperatura a que se realizou a experiéncia.

b) O moédulo da variagdo ocorrida na concentracio de ido cloro no

compartimento II, desde o inicio até ao equilibrio.
¢) A concentragio inicial de i2o potassio no compartimento II.
d) A concentragiao de proteinato no compartimento I.

e) A valéncia do ido proteinato.

Uma membrana semipermedvel separa dois compartimentos contendo
solu¢des com igual concentracio de cloreto de calcio. Adicionou-se um
proteinato de cilcio ao compartimento I, exercendo pressio com um
émbolo sobre esse compartimento para impedir movimentos. Apds se ter
atingido um novo estado de equilibrio, as concentra¢des de ido cilcio no
compartimento I e de ido cloreto no compartimentoI sao,
respectivamente, 18 mol dm™ e 4 mol dm™. A diferenca de pressio
necessdria exercer para que nido haja corrente de solvente é de
3,5677x10° dyn cm™, em médulo. Sabendo que cada ifo proteinato tem um

ndmero par de cargas negativas, determine:

a) A concentragio de ido cilcio no compartimento I no inicio da

experiéncia.
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b) O valor absoluto da variacio da concentracio de iao cloreto entre o

inicio e o final da experiéncia no compartimento II.
¢) A concentra¢io de componentes nio difusiveis.
d) A concentracdo de ido proteinato no compartimento II.
e) A valéncia do ido proteinato.
Considere, se necessario, os seguintes dados:

R = 8,314 J mol ' K t=25°C

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana impermedvel a macromoléculas. No inicio da experiéncia o
sistema encontra-se em equilibrio, contendo ambos os compartimentos
solucoes iodeto de magnésio em concentra¢cdes iguais. Adicionou-se
proteinato de magnésio ao compartimento I, atingindo-se uma nova
situagdo de equilibrio, para a qual as concentra¢cdes de magnésio e de
iodeto no compartimento I sdo, respectivamente, 0,135 mol cm” e
0,03 mol cm™. Considerando que cada molécula de proteinato de magnésio
se dissocia em dois ides proteinato e um iAo magnésio em solu¢ao e que a
diferenca de pressdes hidrostiticas entre os dois compartimentos é tal que

niao ha movimento de solvente através da membrana, calcule:
a) A concentrac¢ao de ido proteinato no compartimento I.

b) A concentra¢io de ido magnésio no compartimento II na situacio de

equilibrio.

¢) A concentracio de ido iodeto no compartimento I na situa¢io de

equilibrio.

d) A concentragao de componentes niao difusiveis.

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana impermeavel a macromoléculas. Inicialmente encontram-se nos
compartimentos I e II solu¢des de brometo de cilcio. O ido brometo nos

compartimentos I e II apresenta a mesma concentracio: 6 mol cm™. No



compartimento I dissolveu-se um proteinato de calcio. Sabe-se que durante
a experiéncia houve uma variacdo da concentracio de ides brometo (em
mé6dulo) no compartimento II de 5,04 mol cm™ e que no final (situacio de
equilibrio) a diferenca de pressdes osmoéticas entre os compartimentos I e 11
é de 1,6048x10" dyn dm™. Sabendo que uma mol de proteinato de cilcio
em solu¢do origina um nimero impar de moles de ides cilcio e que nio ha

movimentos de solvente através da membrana, determine:
a) A valéncia do ido proteinato.
b) A concentra¢io desse mesmo ido no compartimento I.
Se necessario considere os seguintes dados:

R =8,314 ] mol K t=20°C

Considere um sistema de dois compartimentos separados por uma
membrana impermeavel a macromoléculas, contendo cada um o mesmo
volume de solvente. Dissolveu-se cloreto férrico em igual quantidade nos
dois recipientes, ficando a sua concentracio no compartimento II igual a
4x107° mol em™. Adicionou-se ao compartimento I um proteinato férrico na
concentracio de 8x107° mol cm™. Sabendo que uma molécula de
proteinato férrico em solucdo origina trés ides do elemento ferro e um ido

proteinato e que nio existe corrente de solvente através da membrana,

determine:
a) A concentra¢io de componentes niao difusiveis.

b) A diferenca de pressio osmotica estabelecida entre os dois
compartimentos se fossem utilizadas as respectivas moléculas no

estado ferroso e em iguais concentracoes.
Se necessario considere os seguintes dados:

R = 8,314 J mol ' K t=25°C
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B1roFIsICA D O S FLUIDOS

2.1 Fluidos em repouso

Os fluidos representam uma grande parte da matéria de que € composto o
corpo humano. O seu entendimento nos mais diversos aspectos torna-se por
isso essencial. Pretende-se neste capitulo abordar alguns aspectos fisicos dos
mesmos.

A matéria apresenta-se num de trés estados fisicos’: sélido, liquido ou
gasoso. Do ponto de vista operacional a distingao dos trés estados faz-se de
forma simples tendo em conta apenas o volume e a forma. Desta maneira, um
solido apresenta forma propria e volume constante, um liquido tem volume
constante mas a forma € variavel (depende do recipiente) e, finalmente, um gas
nio apresenta nem forma prépria nem volume constante.

Do ponto de vista microscopico, também ¢& possivel estabelecer uma
distincdo entre os trés estados. As ligacdes inter-moleculares sido
preponderantes na fase que uma substincia apresenta. No estado solido, as
particulas constituintes encontram-se fortemente ligadas entre si, limitando a
alteracao de forma e mantendo o volume constante. A deformaciao dos soélidos
¢ diminuta havendo apenas ligeira alteracio de forma quando submetidos a
elevadas tensoes. Ja para os liquidos, as forc¢as inter-moleculares sio inferiores
ao caso anterior, apresentando uma distancia média superior entre as particulas
constituintes. Esta natureza permite compreender a razio da preserva¢io do
volume e também a facil deformacido relativamente a tensdes de corte,
adaptando-se o liquido as formas do recipiente. As forcas entre as particulas
constituintes de um gas sio tdo diminutas que o gias ocupa todo o volume
disponivel e, consequentemente, a forma do recipiente que o confina. Estas
propriedades microscopicas coadunam-se com as propriedades macroscopicas
descritas anteriormente.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 361-3066.

' O plasma é considerado o quarto estado da matéria mas a sua andlise ultrapassa o 4mbito do
presente livro.
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2.1.1.  Principio fundamental da hidrostatica

Num fluido homogéneo em equilibrio hidrostitico qualquer por¢io de

fluido também se encontra em equilibrio. Sem perda de generalidade,

consideremos um cubo (de aresta #) de fluido isolado e as forcas nele

aplicadas como se representa na Fig. 2.1.

L

nd «—

T,

F,

x

-

F

x

Fig. 2.1 — Representacio esquematica a 2D de um cubo isolado
imerso no interior de um liquido e das for¢as nele exercidas. As

forcas F,, -F,, F, e F,, sio forcas de pressio e a forca F, é o

peso do elemento de volume.

Em equilibrio a resultante das forc¢as € nula, pelo que se tem:

-F+F +F, +F, +F,=0.

2.D

As forcas segundo a horizontal anulam-se. As restantes podem ser

traduzidas algebricamente e em termos de pressiao por:

-P. h2+Pb hW-mg=0,

(2.2)

em que g representa a aceleracdo gravitica e m a massa do cubo de fluido. A

massa pode ser definida em fun¢io do volume (h3) e da massa especifica (p)

simplificando a Eq. 2.2:
(B-PR)W=ph'g.

(2.3)

A divisio de ambos os membros por h° resulta na equacio que traduz a Lei

Fundamental da Hidrostatica:

F-F=pgh.
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O enunciado desta lei pode ser estabelecido da seguinte forma: a diferenca
de pressao existente entre dois pontos dentro do mesmo fluido depende
directamente da diferenca de profundidade entre os pontos, da massa
especifica do liquido e da aceleracio gravitica.

Da lei fundamental da hidrostitica também se infere que a pressio, P, num
ponto qualquer a profundidade 4 dentro de um liquido em equilibrio

hidrostatico é dada por:
P=P+pgh, 2.5

em que P, representa a pressiao exercida na supertficie livre do liquido.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 368-371.

Exercicio 2.1. Recorra a lei fundamental da hidrostatica para

explicar o principio dos vasos comunicantes.

Resolucio

O principio dos vasos comunicantes estabelece que um liquido atinge a
mesma altura em todos os vasos que comunicam entre si através de um duto
aberto.

A pressio ao nivel da superficie livie do liquido € igual a pressio
atmosférica. Desta forma, entre dois pontos quaisquer situados em A e B

(Fig. 2.2) tem-se, segundo a lei fundamental da hidrostatica:

em que h ¢ a diferenca de alturas entre os pontos considerados.

Sendo as pressdes, P, e P, iguais, vem
0=pgh = h=0, @7

donde se conclui que as alturas sio iguais verificando-se e explicando-se o

principio dos vasos comunicantes.



| A \ B [ \c\y

Fig. 2.2 — Esquema relativo ao principio dos vasos comunicantes.
A altura atingida pela superficie livre é independente da forma do
vaso e é sempre a mesma.

Exercicio 2.2. Para determinacio da densidade
de um liquido desconhecido colocou-se uma

determinada quantidade do mesmo num tubo

em U juntamente com agua (pHZO:Igcm’3). O

esquema do ensaio experimental e respectivas
medidas encontram-se representadas na figura anexa. Com base

nos dados determine a densidade do liquido.

Resolucio:

Segundo a lei fundamental da hidrostatica a pressio nos pontos A e B, que

se encontram a mesma profundidade e dentro do mesmo liquido, ¢ igual:

P,=P,. (2.8)

Por outro lado, a pressido sentida nos pontos A e B é dada por:

Pi=R+pyghy ¢ Py=F+py08hy,. 29

Combinando as Eq. 2.8 e 2.9, vem:
B+ py&hy =B+ Py &hyo <= Pxhy = Puohuo (2.10)

Finalmente, substituindo valores obtém-se:
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Py =l%=0,8gcm’3 21D

2.1.1.1. Pressdao atmosférica

O ar exerce pressdo sobre todas as superficies com que estd em contacto
designando-se geralmente esta pressio por pressio atmosférica a qual é
medida por barémetros. Um dos primeiros cientistas a reconhecer a pressio
atmosférica foi Torricelli* tendo desenvolvido os principios que estio na base
do funcionamento do barémetro de mercurio. Este € constituido por um longo
tubo de vidro (zlm) que depois de cheio de mercirio se inverte sobre uma
tina contendo também mercuirio. O mercuirio dentro do tubo desce até que as
pressdes exercidas pela coluna de mercdrio e do ar, sobre a superficie do
liquido na tina, se igualem entre si, 0 que acontece na situa¢ao normal para

cerca de 76 cm de mercurio (Fig. 2.3).

76 cm
P

Hg

Fig. 2.3 — Esquema de um barémetro de merctrio.

Ainda que a pressao atmosférica dependa de virios factores e que, por isso,

o valor exacto da coluna de mercuirio varie ligeiramente em torno de 76 cm é

usualmente aceite como medida da pressao atmosférica normal. Também é&

? Evangelista Torricelli (1608-1647) foi um fisico e matemdtico italiano reconhecido pela
descoberta do principio do barémetro e pelo solido infinito denominado por trombeta de Gabriel
que tem a particularidade de apresentar um volume finito mas uma superficie infinita.
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uma unidade de pressiao designada de atmosfera (atm). Desta forma, a pressio
de uma atmosfera ¢ facilmente determinado como a pressio exercida por uma

coluna de mercurio com 76 cm de altura:

Latm = p,, gh=13,6x980x 76 =1,013x10° dyncm™ . (2.12)

O milimetro de mercirio (mmHg) € uma unidade corrente de pressio e,

corresponde naturalmente a:

I mmHg = p,,, gh=13,6x980x0,1=1,333x10" dyncm™, (2.13)

ou no Sistema Internacional de unidades a

I mmHg = p,,, gh=13,6x10°x9,8x1x107 =1,333x10* Nm>. (2.14)

O mmHg também ¢ conhecido como Torr em homenagem a Torricelli.
Outra unidade de pressao usual na drea da Medicina é o cmH,O cuja
conversao também ¢ bastante simples. Assim, no sistema c.g.s.:

lemH,0=p, , gh=1x980x1= 9,8x10% dynem™ . (2.15

e no Sistema Internacional:

lemH,0 = p, , gh=1x10"x9,8x1x107 =9,8x10' Nm ™. (2.16)

2.1.2.  Principio de Pascal

O principio de Pascal® estabelece que a pressio exercida sobre um ponto
num liquido incompressivel transmite-se integralmente a todos os pontos do
liquido e as paredes que o contém.

Uma aplicagio directa deste principio € a prensa hidraulica (Fig. 2.4). Na
medicio de pressdo arterial através de um esfingmomanémetro também é
usado este principio uma vez que a pressao medida é a que é exercida sobre

as paredes da artéria braquial, a qual, ¢ comunicada a bracadeira.

3 Blaise Pascal (1623 - 1662), fisico e matematico francés. As suas contribui¢des quer
na fisica quer na matematica foram varias sendo bastante conhecido, por exemplo, o
triangulo de Pascal no calculo combinatério.
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Figura 2.4 — Prensa hidraulica. A forca aplicada na superficie A vai
ser transmitida uniformemente a todo o liquido. A forca exercida
sobre a superficie B vai ser aumentada por um factor que
depende das areas A e B.

A forca, F, que é exercida sobre a superficie A (Fig. 2.4) gera uma pressio

no liquido que € dada por:

d

P =—, .17
A

em que A4, representa a area da superficie A. Segundo o principio de Pascal a

pressio exercida € transmitida integralmente a todo o liquido, pelo que a
pressao em qualquer ponto a2 mesma profundidade sera igual a P, .

Considerando um ponto imediatamente abaixo da superficie B, vem que:
7

p="2_p. (2.18)
B AB A

sendo 4, a drea da superficie B e F, a for¢a a que esta supertticie fica sujeita.

Combinando as Eq. 2.12 e 2.13 temos

1A =j—j‘ﬁ‘. (2.19)

Ora, se a area B for superior a drea A entdo existe uma multiplicacao da
forca. Este mecanismo ¢é usado, por exemplo, em macacos ou travoes

hidraulicos.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 370-371.
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Exercicio 2.3. O sistema representado na
figura encontra-se em equilibrio. As dreas

dos émbolos A e B sao, respectivamente,

iguais a 250 cm? e 50 cm* e a altura # é
2 cm. Sabendo que massa do bloco que se encontra sobre o
émbolo A € igual a 200 g e que a massa especifica do liquido da

prensa é 1 g cm?®, determine a intensidade da forca F .

Resolucio:

A forca que actua sobre o émbolo A é numericamente igual ao peso do

bloco. Assim:

F,=mg = F,=200x980=196000 dyn (2.20)

em que g(z 980 cm s ) ¢ a aceleracdo gravitica expressa em unidades c.g.s..

A pressio criada no liquido pelo émbolo A é entio dada por:

F
P=—2 = P = 1926505)0 =784 dyncm™ . (2.2

A

Pela lei fundamental da hidrostatica a pressao no ponto C, vem:

P.=P,+pgh = P.=784+1x980x2=2744dyncm™, (2.22)

a qual € igual a2 pressio num ponto imediatamente abaixo do émbolo B. Desta

forma:

FP.=F :i = 2744 :i & F=137200 dyn (2.23)
A 50
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2.1.3.  Principio de Arquimedes

O peso de um corpo diminui quando mergulhado num liquido,
designando-se nesta situagdo o seu peso por “peso aparente”. Cré-se que
Arquimedes (287-212 a.C.) foi o primeiro a pensar nesta diminuicio quando o
rei de Siracusa, Hierdo, o instou a planear um método para verificar a
composiciao auténtica da sua coroa. Além de ter observado a reduc¢io do peso,
Arquimedes, comprovou que a mesma era exactamente igual ao peso do
volume de liquido que o corpo deslocava quando era mergulhado. Esta
observacao designa-se, geralmente, por principio de Arquimedes o qual pode
ser enunciado da seguinte forma:

“Um corpo quando mergulhado num fluido sofre por parte deste uma forca
vertical de baixo para cima cuja intensidade € igual ao peso do volume de
fluido deslocado”.

A forca exercida no corpo é usualmente designada por impulsio, I, sendo

o seu moédulo igual a:

I= mﬂuido 8 (224)

Tendo em conta a massa especifica’, p, de uma dado material é usual
reescrever a Eq. 2.24 sob a forma:

1 = p/luidn Vdeslncado g (225)

P

E uma vez que o volume deslocado ¢ igual ao volume imerso de um

determinado objecto vem:

I = pﬂuido Vimerso g (226)

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ].J. - Biofisica Médica, 2* edi¢cao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 371-372.

* A massa especifica de um material define a relacio entre a massa e o volume do mesmo. A
unidade no Sistema Internacional ¢ o kg/m? enquanto que no sistema c.g.s. ¢ o g/cm’. Por vezes,
usa-se abusivamente o termo densidade quando se refere 2 massa especifica. A densidade, d , de
um liquido é uma grandeza adimensional que reflecte o quociente entre a massa especifica do
material em causa e a massa especifica da dgua (d = Praterial/ pégua) . A massa especifica da dgua no
sistema c.g.s. € igual a 1 g/cm’.
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Exercicio 2.4. Determine o valor da forca de impulsio que um

~

cubo de aresta igual a 10 cm sofre quando € parcialmente

mergulhado em 4gua (d

. =1) at¢é metade da sua altura.

Apresente o resultado no Sistema Internacional de Unidades.

Resolucio:

O volume de fluido deslocado ¢ igual ao volume imerso do cubo, assim

0,1

deslocado = A X A X% = Vdeslocado = 071 X 091 X 7’ =5x 104 m3 (227)

em que a representa a aresta do cubo.
A massa especifica da dgua é 1 g/cm?® no sistema c.g.s. a conversao para o

Sistema Internacional é directa:

-3
lg _Ix10 ke =1x10° kg m™ (2.28)

Pigia =7 0 “ 1510 m®

Desta forma o valor da impulsao ¢ igual a:

1= P Vinars 8 = 1=1x10"x5x10"x9,8=4,9 N (2.29)

Exercicio 2.5. Tendo em conta que a densidade do gelo e da agua
do mar sao respectivamente iguais a 0,92 e 1,03, determine qual é

a frac¢ao volimica de um iceberg que se encontra submersa.

Resolucio:

As for¢as que actuam no iceberg sio o peso e a impulsio (Fig. 2.5), as
quais se anulam quando o mesmo flutua.

Temos entao:

I+p=0. (2.30)
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Considerando que na direccao vertical o sentido positivo € de baixo para

cima, podemos simplificar a equacio vectorial anterior a:

I-p=0. 23D

Assumindo que o iceberg é macico, o seu peso pode ser determinado em

func¢ao do seu volume (ngo

), entdo a Eq. 2.31 fica:
pa'gua I/imerso g~ pgelo Vgelo 8= 0. (232)

A fraccio submersa é entido obtida directamente:

V, elo V, >
imerso _ pgl = imerso _ 0,92 — 0,893 — 89,3% ] (233)
Vgelo P, agua 4 1’ 03

gelo

Fig. 2.5 — Representacio de um iceberg semi-submerso e as forcas

nele aplicadas. I éa impulsao e p o peso.
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2.2. Fluidos em movimento

Duas formas de analise podem ser aplicadas aos fluidos em movimento.
Uma delas consiste em considerar o mesmo composto por pequenas particulas
ou elementos de volume nos quais se aplicam as leis da mecanica. Esta foi a
via delineada por Lagrange® que foi um primeiros fisicos a aliar o célculo
diferencial 2 probabilidade e aos sistemas de particulas. Nesta perspectiva cada
particula é seguida “individualmente” ao longo do tempo.

A outra via consiste em considerar o movimento observado a partir de uma
determinada posi¢do ou posi¢des. Descreve-se, pois, como varia em cada
ponto a velocidade e a densidade do fluido. Este processo foi proposto por
Euler® sendo por isso conhecido o formalismo pelo seu nome. A velocidade é

entdo neste caso uma fung¢io da posicio e do tempo:

= (F1), (2349

em que 7 representa o vector posi¢ado. O foco nio € colocado nas particulas
mas sim na posi¢io pelo que ao longo do tempo passardo numa determinada

posicao varias particulas.

2.2.1.  Movimento estacionario e linhas de corrente

Diz-se que o movimento de um fluido € estacionario quando a velocidade
de cada volume elementar de fluido apresenta a uma velocidade invariante no

tempo:

ov S
—=0 — escoamento estacionitio . (2.35)
ot

Isto nio significa que a velocidade seja igual para todos os pontos mas sim que

ela depende apenas da posi¢io. Se para além de ser constante relativamente ao

> Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), matemdtico francés que se distinguiu tanto na matematica
como na fisica. O teorema do valor médio e a solu¢ao do problema da oscila¢gao da Lua s2o alguns
dos seus legados.

® Leonhard Euler (1707-1783), um dos mais proeminentes matemdticos do séc. XVII, que
também se dedicou a problemas fisicos. Nasceu na Suic¢a (Basileia) mas viveu parte da sua vida na
Alemanha e na Russia. Ficou conhecido pelos seus trabalhos em calculo e grafos e, também em
mecanica, optica e astronomia.
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tempo também for igual para todos os pontos o escoamento € estaciondrio e
uniforme.

No caso da velocidade num determinado ponto variar ao longo do tempo o
escoamento diz-se nao estaciondrio.

O escoamento estacionario € caracteristico de um pequeno ribeiro que
corre a baixa velocidade. Se num escoamento deste tipo fosse largado uma
pequenina bola de esferovite esta mover-se-ia de forma semelhante a uma das
particulas (elemento de volume) de fluido. A trajectéria definida por esta bola
constitui uma linha de corrente. As linhas de corrente num escoamento
estaciondrio coincidem com as trajectorias das particulas de fluido e nio
alteram a sua configuracio. A trajectoria de um corpo ¢ definida como uma
linha que é tangente ao vector velocidade em cada ponto (Fig. 2.6). Por
conseguinte, a linha de corrente define-se igualmente como uma linha que é
tangente a velocidade em cada ponto.

Os regimes de escoamento podem distinguir-se em laminar e turbulento. O
regime laminar, ou irrotacional, caracteriza-se pelo facto das linhas de corrente
nio se cruzarem enquanto que no regime turbulento estas cruzam-se. O regime
laminar € caracteristico de escoamento de baixa velocidade e por vezes

apelidado de “bem-comportado”.

Regime Laminar Regime Turbulento

Fig. 2.6 — Representa¢io das linhas de corrente num escoamento
de um fluido. As linhas de corrente sio linhas tangentes ao vector
velocidade em cada ponto. Em regime laminar as linhas de
corrente nao se intersectam, contrariamente ao que acontece em
regime turbulento.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 399-401.



2.2.2.  Equac¢ido da continuidade

Considerando o escoamento de um fluido dentro de um tubo, a massa que
entra € igual a massa que sai, verificando-se assim conservacio da massa no
escoamento. Outra forma de enunciar o principio de conserva¢io da massa
seria afirmar que num escoamento nio existe nem criacio nem perda de
massa.

A massa que passa num determinado intervalo de tempo por uma sec¢ao
transversal de um tubo ¢ facilmente determinada considerando o volume

correspondente.

Fig. 2.7 — Escoamento de um fluido num tubo de secc¢io recta
varidvel. A massa que entra por unidade de tempo em 1 ¢ igual a
massa que sai por unidade de tempo em 2.

Na Fig. 2.7 representa-se o escoamento de um fluido dentro de um tubo. O
deslocamento percorrido pelo fluido no intervalo de tempo A¢ € igual a Ax. A

area de seccio recta € varidvel ao longo do tubo e € representada por 4, .
A aplicacio do principio de conserva¢io da massa ao sistema representado
leva a:
M, =M,, (2.36)
em que M representa a massa por unidade de tempo que atravessa a sec¢io
transversal do tubo. Tendo em conta a definicio de massa especifica, p, a

Eq. 2.36 pode ser transformada em:

P Vl =P Vz , (237
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em que ¥ ¢é o volume por unidade de tempo que atravessa a sec¢io
transversal do tubo. O volume ¢ directamente determinado por consideragdes
geométricas, pelo que se tem:
Ax, Ax
LA ——=py A=, (2.38)
At At,
mas por definicio o deslocamento por unidade de tempo ¢ a velocidade de

escoamento do fluido. Por conseguinte, a Eq. 2.38 transforma-se em:
AV =p 4. (2.39
No caso de fluidos incompressiveis a massa especifica, p, nao varia e o
principio de conservac¢io da massa reduz-se a um principio de conservacio do
caudal, mais conhecido por “equacio da continuidade”:

Av=4,v, & F=F, (2.40)

em que F designa o caudal do escoamento. O caudal é o volume de fluido

que atravessa a drea de sec¢do por unidade de tempo; a sua unidade no

. . . ~ -1 . . -1
sistema internacional é I’}’l3 N € no sistema c.gse cm3 s .

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edicao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 404-407.

Exercicio 2.6. Um fio de 4gua sai de uma torneira com um caudal
de 0,1/s57". O didmetro interno da torneira é igual a

2cm e 4 cm abaixo da mesma a velocidade de ™ i

escoamento € igual a 80 cm/s.
a) Qual é a velocidade de saida da dagua?

b) Qual é o didmetro do fio de 4gua 4 cm abaixo

da torneira?
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Resolucgio:

a) O caudal pode ser definido pelo produto entre a velocidade de
escoamento e a drea da sec¢do recta, assim:

F=v4. (24D

E a area da seccido recta é, neste caso a area de um circulo:

A=7r" = A=xx?=xcm*. (2.42)

O valor do caudal do escoamento no sistema c.g.s. ¢é:

F=0,1/s"=0,1dm’s" =0,1x10* em’ 57" . (2.43)

Entdo o valor de velocidade de saida é:

1x10° =vz < v=318cms . (2.44)

b) A equacio da continuidade pode ser aplicada directamente no ponto 4
cm abaixo da saida de agua, o que significa que o caudal nio varia de ponto

para ponto. Entao, temos:

F. . =F,

saida ~ © 4 cm abaixo *

(2.45)

Uma vez mais o caudal pode ser relacionado com a velocidade e com a

area da seccao recta:

F,

4 cm abaixo

=vA4

4 cm abaixo

s F =V (2.46)

4 cm abaixo

Substituindo valores obtém-se directamente o raio da seccido recta:

1x10% =80 71>

4 cm abixo

g }/Acm abaixo = 07 63 cm. (247)

Finalmente o didmetro sera:

p=2r & ¢=126cm. (2.48)
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Exercicio 2.7. O diametro na aorta humana é, em média de 2 cm.
O débito sanguineo na aorta é de 5 litros por minuto. Sendo o
diametro médio dos capilares 8 pym e a velocidade média do
sangue, nestes vasos, 0,33 mm/s, qual € o nimero de capilares

existentes no corpo?

Resolucio:

A aorta vai-se dividindo, sendo os vasos cada vez menores em didmetro até

£, aorta ; % n capilares

Fig. 2.8 — Representacio esquemdtica da divisio dos vasos desde a
aorta até aos capilares. O caudal de sangue que passa na aorta
divide-se pelos diversos capilares. O caudal da aorta é igual 2
soma dos caudais nos capilares.

aos capilares.

A aplicac¢io da equacio da continuidade resulta em:

F__=F

aorta capilarl

+F +...+ F

capilar?2 capilarn

(2.49)

i.e., o caudal na aorta ¢é igual 2 soma dos caudais que atravessam os capilares.
Assumindo, como alids indica o enunciado, capilares com igual didmetro o

caudal que passa em cada um deles ¢ igual, entdo:

F

aorta =n (2~50)

capilares F;apilares .

Recordando a relagio do caudal com a area de seccao recta e a velocidade,

vem:
— 2
F:wrta - ncapilarex vcapilarex 4 rcapi/ares ’ (251)

Antes de substituir os valores vamos reduzi-los a unidades do sistema c.g.s.:
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5dm’ B 5x10° emd®

F . =5(/min="——= =83,33cm’s™

1 min 60 s
rcapi/ar =4 Hm = 4x 1074 cm . (252)
Vcapilar = 0’33 mm S_l = O, 033 cms_l

Finalmente, temos:

83’33 = ncapilares capilares ~ 5 X 109 (253)

x0,033x 7 x(4x107) & n

O nimero de capilares é aproximadamente 5x10°.

2.2.3. Lei de Bernoulli

A Lei de Bernoulli” reflecte a conservacio da energia no escoamento de um
fluido. Para um fluido ideal sio estabelecidas trés formas de energia — energia
cinética, energia potencial gravitica e energia potencial de pressio — cuja soma

se conserva ao longo do escoamento:

E +E =c" (2.54)

cinética + potencial gravitica potencial de pressio ’

Cada uma das formas de energia depende de factores distintos podendo ser
estabelecidas foérmulas caracteristicas que usualmente sio apresentadas
normalizadas a quantidade de fluido (massa ou volume). Em func¢io da massa

(por unidade de massa), temos:

Ecinética — l Vz , (255)
m 2
Epotencial gravitica — g h (256)
m
E tencial de pressio P
po I de p == (257)
m p

7 Daniel Bernoulli (1700-1782) nasceu na Holanda no seio de uma familia de matematicos que
no decorrer do séc. XVIII desenvolveram varios ramos da matemadtica. Ficou conhecido no dominio
da fisica, especialmente na mecinica de fluidos, mas também na matematica.
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em que v é a velocidade do escoamento, g é a acelera¢io gravitica, h é a

cota do eixo do escoamento, P é a pressdo e p a massa especifica do fluido.

As formas de energia por unidade de volume serio:

E__ . |

cinética __ v, (258)

V 2 P

potencial gravitica — h (2 . 59)
- prgh,
E encial de pressio

potencial de press =P. (260)

vV

As duas formas sdo equivalentes podendo ser usadas indistintamente.

Uma avaliacdo qualitativa prévia sobre situa¢des simples leva a conclusoes
interessantes. Consideremos o escoamento num tubo horizontal de secc¢ao recta

constante (Fig. 2.9).

Fig. 2.9 — Escoamento de um fluido ideal num tubo horizontal de
sec¢ao recta constante. A energia em A € igual a energia B.

A aplicacio de Lei de Bernoulli a esta situa¢io daria:

+E®

pot. pressao

+E® (2.6D

pot. gravitica

+E =E’

pot. pressio cinética

+ E*

EA
pot. gravitica

cinética
A energia potencial gravitica € igual em 4 e B pois o tubo € horizontal e a
b A . LA _ B

cota € invariante: Epr)t, gravitica Epot. gravitica *
A energia cinética € também igual em 4 e B pois a secgdo recta € a

mesma e pela equacido da continuidade a velocidade também tera de ser:
A B

cinética ~ *cinética *
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Sendo a energia cinética e a potencial de pressao iguais em 4 e B, a lei
de Bernoulli (Eq. 2.54) implica que a energia potencial de pressio terd de ser
: . . A _ B
lgUdl €m A € B : Epot. pressio Epot. pressao

Consideremos agora o escoamento num tubo ascendente de sec¢io recta

constante.

—
A/
Fig. 2.10 — Escoamento de um fluido num tubo ascendente de
seccao recta constante. A energia em A ¢ igual a energia B.

A Eq. 2.54 aplica-se uma vez mais, mas apesar da soma das formas de
energia ser invaridvel as formas de energia individuais niao permanecem
constantes.

A energia cinética mantém-se constante visto a sec¢ao recta ser a mesma € a

conservacao do caudal (equacio da continuidade) assim  obrigar:
A B

cinética ~ "cinética *
A energia potencial gravitica aumenta de 4 para B na medida em que a
cota aumenta: E;,t_ gravitica lit_ gravitica -
A validade da lei de Bernoulli implica entao que a energia potencial de
pressio diminua de 4 para B: E . >E}

Consideremos ainda o caso de um escoamento num tubo horizontal com

um estrangulamento.

Fig. 2.11 — Escoamento de um fluido num tubo horizontal com um
estrangulamento.
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Como o tubo € horizontal a energia potencial gravitica € igual em 4 e B:
A B

pot. gravitica ~ “~'pot. gravitica *
Devido ao estrangulamento a area de seccdo recta diminui e por via da
conservacao do caudal a velocidade aumenta de 4 para B . Por conseguinte,

a energia cinética aumenta de 4 para B: E!  <E’

cinética cinética *

Finalmente, resulta das relacdes anteriores que a energia potencial de

pressio diminui de 4 para B: E* >E”®

pot. pressiao pot. pressao *

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 401-404;408-412.

Exercicio 2.8. Verificou-se que no escoamento de um liquido de
densidade 0,8 a sua velocidade ¢é igual a 4 m/s num ponto em
que a pressao € 2 N/cm? Para um ponto do tubo situado numa
zona cuja drea de secclo recta € dupla da anterior e altura a

20 c¢cm acima, determine:
a) a velocidade de escoamento

b) a pressio

Resolucio:

A Fig. 2.12 esquematiza a situacdo descrita.

Fig. 2.12 — Representacio esquemitica dos dados do exercicio 2.8.
A velocidade vi e a pressio Pi sio dadas, bem como a relacio
entre as dreas A1 e Az. Sao pedidas a velocidade vz e a pressao P..
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a) Para determinarmos a velocidade de escoamento aplicamos a equagio da

continuidade entre os dois pontos considerados:

wA =v, 4, (2.62)

em que v representa a velocidade e 4 a drea. Uma vez que a relacdo de dreas
e a velocidade v, sdo conhecidas, a velocidade v, € determinada directamente:

4=v,x2 < v,=2ms" (2.63)

b) A aplicacio da Lei de Bernoulli (por unidade de massa) entre os dois

pontos considerados resulta em:

1 P 1 P
Vi +gh+-Lt=—v+gh +-2%. (2.64)
2 p 2 Yo,

Vamos antes reduzir as unidades de pressio ao Sistema Internacional:
2N 2N
P — —

= =————=2x10" Nm™. (2.65)
lem™ 1x107 m

Note-se ainda que o valor da densidade converte-se directamente:

d="L2 o 08="LY_ 5 —8x10%kgm”. (2.66)
Pio Ix10
Substituindo valores, vem:
4
1X42+9’8X0+2X102:lx22+9,8><0,2+ b o 2.67)
2 8x10° 2 8x10
e resolvendo em ordem a P :
P,=23232 Nm™. (2.68)
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Exercicio 2.9. Determine a altura maxima a que uma bomba de

succio de dgua (,o=1><103 kgm‘3) pode trabalhar. Considere a

pressao atmosférica igual a 1,013x10° Pa.

Resolucio:

O problema pode ser esquematizado como se segue (Fig. 2.13).

Bomba

N

1777777

Fig. 2.13 — Representacdo esquemadtica dos dados do exercicio 2.9.
A bomba encontra-se a uma altura h acima da superficie livre do
liquido.

Podemos aplicar a Lei de Bernoulli entre a superficie livre do liquido e a

bomba de succio, resultando em:

2 2

1 P 1 P,
—V, tgh, 2= gl (2.69)
p 2 p

2 bomba

A pressio minima (tedrica) admitida na bomba de succio € zero, e

admitindo um tubo de secc¢ao recta constante vem:

P, P
lvzomba +gh:%+—° o h=—2. (2.70)
p gp

Substituindo valores:

_1,013x10°

=2 _10,34m. 2.71)
9,8x1x10



A altura mixima a que a bomba de succ¢do pode estar é de 10,34 m, o que

significa que uma bomba de sucg¢io colocada a uma altura superior a 10,34 m

ndo terd a capacidade de bombear agua.

2.2.3.1. Exercicios resolvidos

Exercicio 2.10 — Considere o sistema horizontal representado na
figura, onde circula um fluido liquido, sem atrito interno, de
massa especifica 0,9 g cm?. Sabendo que a massa de fluido que
atravessa a seccdo B por segundo € de 900 m g, determine a

variacio da energia potencial por A B c

unidade de massa entre as seccoes —l_li
A e C. Considere, se necessario, que 4,_|_

iguais a 42,2 e 4 cm, respectivamente.

diametros das seccoes A, B e C sido

Resolugio:

Dados do problema e conversio de unidades
p=0,9gcm™

1

rh=9007rgs’
¢A=4\/§cm :rA=2\/§6’m
gy=2cm =ry=lcm

¢o=4cm =r.=2cm

Aplicando o teorema de Bernoulli entre um ponto da sec¢io A e um ponto

da seccio C, temos:

cinética A + Ep. gravitica A + Ep. pressdo A = Leingticac + Ep. gravitica C + Ep, pressiao C *
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As energias potenciais graviticas em A e C sdo iguais, uma vez que a cota €

a mesma, pelo que a equagido anterior se reduz a:

Ecinética A + Ep. pressiao A = Ecinética C + Ep, pressiao C * (273)
Rearranjando a equagio vem:
Ep. pressiao A - Ep. pressao C = Ecinética c Ecinética A (274)

A variacio da energia potencial de pressio é, neste caso, igual ao simétrico
da variacao da energia cinética. A energia cinética por unidade de massa ¢é

dada pela expressio:

=—y". (2.75)

A Eqg. 2.74 pode ser reescrita na forma:

EpAprcssﬁo A _ Ep,pressioc _ 1 2 1 2 ) (276)

m m 2 ¢ 2°

E necessdrio, entio, determinar as velocidades em A e C. Como hi
conservacio da massa que se traduz pelo facto do caudal mdssico que passa na

seccao A ser igual ao que passa na sec¢io C, tem-se:
M,=M,=M,. 2.77)

Sabendo que a massa de liquido que por unidade de tempo atravessa uma

secgio(M ) esta relacionado com o caudal F através da expressio M =pF

temos:

M=pv7zr2. (2.78)

Podemos determinar as velocidades nas sec¢des A e C,
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. . . 2
M,=M, & pv,zr, = M, O,9vA7r(2\/§) = 9007

; 2.79
& v, =125cms™
Me=M, & pverrl = M, = 0,9v.7(2)" =900 (250
< v, =250cms”
Substituindo na Eq. 2.76 os valores ja calculados:
p.pressao E ressio C 1 1
ppresio R TppenioC _ 507 — =125 =23437,5ergg . (2.81)
m m 2 2

Exercicio 2.11. Considere o sistema representado na figura, no
qual escoa um liquido nio viscoso com densidade p e caudal
constante. O raio em A € duplo do raio em B, que se situa 50 mm

abaixo de A.

a) Se no tubo 1 o liquido subir a uma

Tubo 1 Tubo 2

altura de 3 dm, medidos a partir do
ponto A, e se a velocidade média em A
for de 12 m min?, quanto subird o

liquido no tubo 2, relativamente ao

ponto B?

b) Qual deve ser a relagiao entre os raios de
A e B, para que o liquido nos tubos 1 e 2 atinja a mesma

altura relativamente ao ponto B?

Resoluc¢io:
Dados do problema e conversio de unidades

p=c*
V=c"
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r,=2r,

hy=h, —50(mm)=hA —5(cm)

a) Além dos dados gerais do problema temos de considerar para a
resolucao da presente alinea os seguintes dados:
h =3dm=30cm
1200

- » (2.82)
v, =12mmin" =——=20cms
8 60

Designa-se por h a altura que o fluido atinge no tubo 1, e por A, a altura

que o liquido atinge no tubo 2.
A partir da conserva¢ao da massa pode estabelecer-se uma rela¢io entre as

velocidades nos pontos A e B,

2
2 2 B

Sy =8pvy & AV =TTV S V==V, (2.83)
A4

A relacdo entre os raios € conhecida pelo que:

2
s

As pressdes em A e B podem ser relacionadas com as alturas a que o

1
v, = Vv, & VA:ZVB S vy =4y, (2.84)

liquido sobe nos tubos 1 e 2, respectivamente. Assim, teremos:
Pi=pgh+P e Py=pgh+P, 285)

em que P, representa a pressao atmosférica.

Aplicando agora o teorema de Bernoulli entre os pontos A e B,

| 1

Eva+pghA+PA:Epv3+pghB+PB‘ (2.80)
Continuando a assumir para nivel de energia potencial gravitica zero o do

ponto A, e substituindo na expressido anterior os resultados expressos nas Egs.

2.84 e 2.85:
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1 1 2
Epvj +pgh,+pgh +F :Ep(4VA) +pg(h,—S)+pgh, +F.

Resolvendo esta equagido em ordem a A, , obtemos:

1
h,=h +5——5vj.
2g

Substituindo os valores, vem:

h, :30+5—L202 =32cm.
2x980

b) Nesta alinea temos de considerar:

hy=h+5.

(2.87)

(2.88)

(2.89)

(2.90)

Aplicando, novamente, o teorema de Bernoulli entre os pontos A e B e,

fazendo uso das expressdes para as pressdes nos pontos A e B obtidas

anteriormente, tem-se:

1 1
SPVitPghitpehth=opvytpgh, =S +pgh +h.

(29D

Tendo em conta a relacao entre as alturas nos tubos 1 e 2, expressa pela

Eq. 2.90, a expressao 2.91 simplifica-se, obtendo-se:

V=V,

A conservacao da massa permite estabelecer a relaco:

r v
_ 2 _ 2 A _ B

Sy, =8y, © 7wrjv,=nrv, & “S= |-+
Ty Vi

Como as velocidades v, e v, sdo iguais, conclui-se que:

r
=1 < r,=r,
Ty
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Exercicio 2.12. Considere a figura, que representa um tubo
horizontal com um estrangulamento percorrido por um liquido
nao viscoso de densidade 10° kg m?. Sabendo que a energia total
da massa de liquido que por segundo percorre o sistema € igual a

3x107 J, determine a pressao em A e em B. Na A B

resolucio do  problema considere, se I —
necessario, os seguintes dados: I

Sa = 0,04 m? Sg = 0,01 m? va=0,02ms!

Resolugio:

Dados do problema e conversio de unidades
p=10" kgm™

P=3x10"Js'

S, =0,04 m’

S, =0,01m’

v, =0,02ms"

O enunciado refere-se a energia total do liquido que por segundo percorre
o sistema; esta grandeza € a poténcia de escoamento do fluido. Recordando
que a poténcia é a energia por unidade de tempo, facilmente se entende que
esta pode ser representada pelo produto da energia por unidade de volume

pelo caudal,

PZE P P:EF. (2.95)
t V

A energia por unidade de volume, (E/V), ¢ dada pela expressio:
|
EZE'DV +pgh+P. (2.96)

E o caudal, (F), ¢ dado por:

F=Sv, 2.97)
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entao,

P:(%pv2+pgh+PjSv. (2.98)

Considerando que o nivel a que o liquido escoa situa-se numa linha do
campo gravitico a que corresponde energia potencial zero (hA =hy :0) e,

tendo em conta o valor da velocidade em A, vem:

3><103=Gx103x0,022+0+Pij0,o4xo,02 & P,=355Nm”. (299

A velocidade de escoamento na seccio B pode ser determinada pela

conservacao da massa, que pode ser traduzida pela expressio:
S,v,=8;v,. (2.100)
Substituindo os valores e resolvendo em ordem a v, temos:

0,04x0,02=0,01v, < v, =0,08ms". (2.101)

Aplicando, o teorema de Bernoulli entre as seccoes A e B, podemos

determinar a pressio em B,

%pvﬁ+pghA+PA:%pv§+pghB+PB. (2.102)

Substituindo os respectivos valores:

%x103><0,022+3,55:%><103><0,082+PB < P=055Nm”. (2103

2.2.3.2. Exercicios propostos

1. No sistema representado na figura circula um fluido de viscosidade nula,

massa especifica de 1 g cm? e caudal constante. Se ! : i

as pressoes nas seccoes 2 e 3 forem 975374 dyn cm f
e 975504 dyn cm?, respectivamente, calcule o —\_\—

caudal de liquido que atravessa o sistema. Na
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resolucio do problema considere desprezaveis as perdas de energia nos
estrangulamentos e os seguintes valores para os raios das diferentes

seccoes: Ry =1 cm, R, =2 cm, R =3 cm.

Considere o sistema representado na figura, onde circula um fluido liquido.
Admitindo que o volume de liquido que, por unidade de
tempo, atravessa uma sec¢do do circuito, normal a T \__

direccio da velocidade do liquido, é de 0,2 £, determine: -_/—

a) A variacido de energia potencial de pressio por unidade de massa

entre 1 e 2.

b) A energia potencial de pressio por unidade de massa na sec¢io 2,
sabendo que a energia potencial de pressio por unidade de massa na

sec¢do 1 é de 200,6 erg gl

Na resolu¢io do problema considere ainda que o raio da sec¢io 2 € igual a

10/ (3\/; ) cm e que a drea da seccdo 1 € o triplo da area da secgio 2.

Considere o sistema representado na figura. Supondo que no sistema

circula um liquido de massa especifica 1 g cm?, determine:

a) A pressao do liquido na zona 1, de modo a que a pressao na zona 3

seja nula.

b) A sec¢ido do tubo na zona 2, de modo a que a velocidade do liquido

nesta zona seja igual a semi-soma das velocidades em 1 e 3.

¢) A pressdo no tubo 2, tendo em conta os resultados obtidos nas alineas

anteriores.

Supde-se que as diferencas de pressao resultantes dos desniveis

correspondentes aos diferentes didmetros dos tubos sio desprezaveis.
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h, h, h,

Na resolu¢io do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

h; =02 m S; =10 cm? vi =100 cm s
h, =15 cm h; = 10 cm S;=5cm?

Considere o sistema da figura, percorrido por m fluido ideal. Se os raios
dos tubos A e B forem de 4 e 2 cm, respectivamente, e a velocidade do
liquido no tubo A for de 1 cm s, qual é o valor da altura h?

Fo

Considere um liquido de massa especifica 0,8 g cm?® e viscosidade
desprezavel, que percorre o sistema da figura com caudal 200 mililitros por
minuto. Calcule a diferenca de pressido entre A e B, sabendo que os raios

destas sec¢des sao 10 e 2 c¢cm, respectivamente.

Calcule a velocidade do liquido nido viscoso de densidade 10° kg m® no

ramo A da figura sabendo que P,=6Nm? A B
D
S

Pp=1Nm? e que as areas das seccdes A e B sdo

0,06 e 0,01 m>.



7. O diametro na aorta humana €, em média de 2 cm. O débito sanguineo na

aorta é de 5 litros por minuto.
a) Qual é a velocidade média do sangue na aorta?

b) Sendo o didmetro médio dos capilares 8 um e a velocidade média do
sangue, nestes vasos, 0,33 mm s?, qual é o ndmero de capilares

existentes no corpo?

8. Considere o sistema representado na figura, no qual circula um liquido de
densidade 1 g cm?. Sabendo que a massa de fluido que atravessa a sec¢io
B, por unidade de tempo, é igual a 1600 t g, determine a variacio de

energia potencial de pressio entre as seccdes A e B (por unidade de

massa).
A B
A e
—_
L :
:8 crn: < T2 om >

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

ra =4 cm s =10 cm

9. Considerar o sistema coplanar representado na figura, no qual escoa um
liquido incompressivel nao viscoso de massa especifica 1,2 g cm?®. Sabendo
que a velocidade no ramo 1 é v; =2 m s, determine a velocidade nos

ramos de saida e a pressio P.

S

— S, S; ——

Sa
Na resoluc¢ao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:

P1:P P2:P3:P4:2P 51:1,55 5225328428



10. Admitindo que o ntmero de capilares sanguineos é de 10" e que estes tém
. . 4 P . .
um raio igual a R, /10 cm, onde Ry, é o raio da aorta, relacione as

energias cinéticas por unidade de massa, entre estes dois sistemas de vasos.

2.2.4.  Fluidos reais e formula de Poiseuille

Os fluidos reais distinguem-se dos ideais porque apresentam atrito interno
havendo por essa razio perda de energia. Geralmente, associa-se o conceito de
viscosidade (77) a existéncia de atrito interno. Um fluido ideal apresenta
viscosidade nula enquanto que para um fluido real a viscosidade ¢é diferente de
Zero.

A unidade de viscosidade no sistema c.g.s € o Poise e para o Sistema
Internacional de unidades ¢ o Pa-s ou Poiseuille.

O escoamento de um fluido ideal por um tubo horizontal de seccio recta
constante é tal que a pressio ¢ constante ao longo do tubo. No entanto, para
um fluido real a pressao diminui uma vez que hd perda de energia devido ao
atrito interno. Ainda assim continua a verificar-se conserva¢ao de energia se se
tiver em conta a energia dissipada. A Lei de Bernoulli nestas circunstancias

engloba um termo relativo a dissipacio de energia.

1 H

Fig. 2.14 — Escoamento de um fluido real num tubo horizontal de
secgao recta constante. A energia em A € igual a energia B.

Aplicando a Lei de Bernouilli para o escoamento de um fluido real num
tubo horizontal de sec¢io recta constante (Fig 2.14) terfamos:

A A A B B B
cinética + pot. gravitica + pot. pressio  *~cinética pot. gravitica pot. pressao + QA—)B : (2 104)
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em que o termo Q,,, representa a energia dissipada devido ao atrito interno.

Neste caso, a energia cinética mantém-se constante uma vez que a sec¢io recta
também ¢ a mesma e a conservacdo da massa assim o obriga. A energia
potencial gravitica também € a mesma visto que a cota € igual. Desta forma, a
energia dissipada por atrito interno € igual a perda de energia potencial de

pressao:
_ 4 B
QA—)B - Epot. pressio EpoL pressdo (2 105)

Recordando que a expressio da energia potencial de pressio por unidade
de volume ¢ simplesmente a pressio, podemos concluir que a energia
dissipada por unidade de volume ¢ igual a perda de pressio ao longo do

escoamento:

%:PA -P,. (2.106)

A perda de pressio num escoamento de um fluido real num tubo cilindrico
horizontal de sec¢io recta constante foi estudada por Poiseuille® tendo-a
relacionado com as caracteristicas fisicas do tubo, com o fluido e com o caudal.
Esta relacdo € conhecida por lei ou féormula de Poiseuille e &, para o regime
laminar, dada por:

P, -P, :%F, (2.107)
r
em que 7 € a viscosidade do fluido, ¢ o comprimento do tubo (ou a distancia
entre os pontos A e B), r o raio do tubo e F o caudal do escoamento.

O escoamento num tubo cilindrico em regime laminar nio apresenta a
mesma velocidade para todos os pontos do fluido. Na realidade, a velocidade
de diferentes camadas cilindricas varia parabolicamente desde o eixo do tubo,
onde a velocidade é maxima, até a fronteira do tubo, onde a velocidade é nula
(Fig. 2.15).

A velocidade da camada cilindrica de raio » é dada pela expressio:

8 Jean Louis Marie Poiseuille (1797 — 1869) foi um médico e fisiologista francés. Em 1846
publicou a lei pela qual ficou conhecido.
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v(r):;—:;(Rﬁ —rz). (2.108)

A velocidade midxima, que ocorre no eixo do tubo (r=0), é dada por:

APR
vmax =
4n/

, (2.109)

a velocidade média, v, por:

APR;
8nt

V= (2.110)

sendo a relacio entre a velocidade maxima e média

Vi =27 . .11D

Fig. 2.15 — Escoamento em regime laminar num tubo cilindrico: as
camadas cilindricas do escoamento apresentam velocidades
distintas sendo maxima no eixo do tubo e nula na periferia.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 395-401;412-415.

Exercicio 2.13. Uma mangueira de diametro 4,0 cm encontra-se
ligada a uma torneira cuja pressio maxima € de 1,2 atm.
Determine o comprimento maximo que a mangueira, suposta

horizontal, pode ter de forma a que o caudal de dgua
1

(71,0 = 0,01 Poise) seja igual a 60,0 ¢min”".
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Resolucio

A pressio a saida € a pressido atmosférica que se supde igual a 1 atm. Por

conseguinte, a queda de pressio entre a entrada e a saida € de 0,2 atm.

Convertendo primeiro as unidades de pressao para Torr (ou mmHg), vem:

latm = 760mmHg = 0,2atm =152mmHg,

€ agora para o sistema c.g.s., temos

P=pgh = P=13,6x980x152=202585,6dyncm™>.

E também necessario converter as unidades de caudal. Assim:

_ 600 60dm’ _ 60000cm’

= = =1000cm® s .
I min 60s 60s

F

Aplicando agora a férmula de Poiseuille obtemos:

18 g 200585,6= 2 00x0
r X2

AP =

%1000,

resolvendo em ordem ao comprimento /,

£=127288,3cm=~1273 m .

Exercicio 2.14. A figura mostra um =—

depdsito de 4agua cubico de aresta hI

P‘_Po

-1

20 cm, que tem junto a base um tubo

horizontal de diametro igual a 1 cm. O

20cm

(2.112)

(2.113)

(2.1149)

(2.115)

(2.116)

caudal de enchimento do depésito é constante e igual a 2,0 /s,

Sabendo que inicialmente o depdsito estd vazio determine:

a) A altura maxima (k) que a dgua atinge no depdsito.

b) O tempo que o deposito demora a esvaziar até metade da

altura maxima apds cessar o enchimento.
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Resolugio:

Se o caudal de vazamento fosse sempre superior ao de enchimento o
depdsito nunca encheria. Se, pelo contririo, o caudal de enchimento fosse
sempre superior ao de vazamento o depdsito encheria completamente e
transbordaria. O caudal de vazamento €, contudo variavel, uma vez que
depende da pressio a entrada do tubo cilindrico a qual depende da altura de
agua no dep6sito. Deixard de haver variacio de altura de dgua no depdsito

quando os dois caudais, de enchimento e de vazamento, se igualarem.

F_=F

v = Fa = 0,205 (2.117)
O caudal, F, de vazamento € dado pela formula de Poiseuille:

4
nr

Fm=877£AP. (2.118)
A queda de pressdo entre a entrada e a saida do tubo cilindrico é:
AP=P_-F), (2.119)
mas a pressio a entrada, P_, pode ser obtida pela lei fundamental da
hidrostatica,
P .=PR+pgh. (2.120)
Combinando a Eq. 2.119 com a Eq. 2.120, obtém-se:
AP=pgh. (2.121)
A altura maxima de agua no depdsito ocorre, entio, para a seguinte
condi¢io:
zrt 7x0,5*
F. :sz&yfpgh = 2000:mx1x980xh. (2.122)

Resolvendo em ordem 2 altura, 7,

h=16,6cm. (2.123)

A altura médxima que a 4dgua atinge no depdsito € 16,6 cm.
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b) Como vimos anteriormente o caudal de vazamento depende da altura a
que se encontra a supetficie livre de dgua no deposito. A medida que a altura
diminui o caudal também diminui, pelo que o cilculo do tempo torna-se um
pouco mais complexo. Recordando que, por defini¢io, o caudal é o volume
por unidade de tempo, o volume elementar, dV , que € vazado num intervalo

elementar de tempo, df, € dado por:

dv =Fdt. (2.124)

Desta forma, o volume vazado, V_ , no intervalo de tempo [O,tm]s serd

dado pelo integral definido:

4 :j’”th‘ (2.125)
0

vaz

Substituindo a expressio do caudal de vazamento (Eq. 2.122) no integral

(Eq. 2.125), vem:

Im 71'1"4

A excep¢io da altura, &, todas os outros valores sio constantes podendo

passar para fora do integral,

4
nr

Ver = 87Mpgjot"”ha’t e V., =:cj0”"hdz, (2.127)
com
72'}”4
Sarves (2.128)

E necessirio agora deduzir a expressio que traduz a variacio da altura, 4,
em ordem ao tempo. Para isso, vamos considerar o volume elementar, dV ,
correspondente a prisma de drea da base igual ao do depésito e altura
elementar, dh. Consideremos ainda que este volume se encontra a cota h

(Fig. 2.16).
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] T dh

Fig. 2.16 — Escoamento da dgua: no intervalo de tempo elementar,
dt, vaza pelo tubo cilindrico horizontal o volume elementar

dv =4, xdh.

base

O volume escoado, dV , é igual ao produto do caudal pelo intervalo de

tempo elementar, dt,

dV=Fdt < dV=xhdt, (2.129)
mas o volume de um prisma ¢ igual ao produto da drea da base, 4,,_, pela a
altura,

A .dh=xhdt. (2.130)

Tendo em conta que a altura vai diminuindo ao longo do tempo vem:
dh Kh
E —_ R (2.13D

base

0 que constitui uma equacio diferencial de 1* ordem com resolu¢ao directa.
Deixando de lado os pormenores de resolucio da Eq. 2.131 verifica-se que é
solu¢io do problema a equacio:

K

h(1) =y A (2.132)

max

Substituindo entido este resultado na Eq. 2.127 obtém-se:

K

1, -t
V. =k fo b e *= dt. (2.133)
O problema da determinagiao do tempo, ¢, que demora a esvaziar metade

do depdsito € matematicamente equivalente a resolver a equago:

K

A N - t
base hmax — K'J.t hmax e Ay dt . (2134)
2 0

Resolvendo o integral definido ficamos com
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1 2! I W,
——=|e = & ——=e " —e . (2.135)
2 2
0
E em ordem ao tempo vem:
h
t, =In2 =% (2.136)

K

O tempo, ¢, que demora a esvaziar metade do depdsito serd tanto maior
quanto maijor for a altura a que dgua se encontra no interior do depdsito e
quanto menor for o caudal.

O problema apresentado reveste-se de especial interesse uma vez que a
modeliza¢do do mesmo ¢é semelhante a outros fenémenos da biologia e
fisiologia humana. Este é um problema tipico de 1* ordem’® que é comum na
natureza.

A captagio e o efluxo de uma substincia por uma célula ou o transporte de
gases entre o alvedlo e o sangue sido exemplos que seguem, mutatis mutandis,

o mesmo modelo.

2.2.4.1. Resisténcia hidrodinamica e associa¢des

Um conceito interessante no ambito da dinamica dos fluidos reais € o de
resisténcia hidrodindmica. Este surge por analogia ao conceito de resisténcia
eléctrica. A lei de Ohm relaciona a intensidade de corrente, I, com a diferenca
de potencial, V' | segundo a equacgio:

V=RI, (2.137)
em que R representa a resisténcia eléctrica.

Se o caudal, F, for encarado como anidlogo da intensidade de corrente e a
queda de pressao, AP, como anilogo da diferenca de potencial, a férmula de

Poiseuille pode, por conseguinte, ser reescrita de forma analoga a Lei de Ohm:

9 E usual referir-se a ordem da equacio diferencial que esti na base de um
determinado fenémeno para tipificagio do mesmo. Assim um problema de 1* ordem ¢é
tal que a equacio diferencial que o descreve é de 1* ordem.
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AP=R, F, (2.138)

em que R, representa a resisténcia hidrodindmica dada por,

_8nt

= T
r

R, (2.139)

A unidade de resisténcia hidrodindmica no Sistema Internacional € o
Pa-m™-s (ou Poiseuille-m™) e no sistema c.g.s. é o poise-cm™ .

Também de forma andloga a resisténcia eléctrica a resisténcia hidrodinamica
representa a oposicdo (a dificuldade) que um determinado tubo apresenta ao
escoamento de um fluido de viscosidade 7. Desta forma, a resisténcia varia
proporcionalmente com o comprimento do tubo e inversamente com a quarta
poténcia do raio. Também varia linearmente com a viscosidade do fluido do
escoamento. A variacdo com o raio € de extrema importancia uma vez que
basta uma pequena altera¢io do mesmo para ter um grande impacto sobre o

escoamento.

Exercicio 2.15. Um tubo de diametro 2 cm e comprimento 20 cm,
¢ percorrido por um fluido de viscosidade igual a 0,02 Poise.

Determine a resisténcia hidrodindmica.

Resolucio:

A resisténcia hidrodinamica ¢ dada pela Eq. 2.139; substituindo valores:

8t 8x0,02x20
=3 Ry, = 3
r x1

R, =1,018 poisecm™ . (2.140)

O conceito de resisténcia hidrodinamica facilita a compreensio do que
acontece em sistemas de tubos complexos, uma vez que se pode raciocinar em
termos de associacio de resisténcias. Distingue-se assim dois tipos
fundamentais de associacio de resisténcias: a associacio de resisténcias em

paralelo e em série.
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~

¢é igual, ou, de forma equivalente,

Considera-se que dois ou mais tubos estao associados em paralelo quando
a queda de pressao aos seus terminais

quando os seus terminais sio comuns. Uma associa¢io em série ocorre quando

o caudal que percorre os tubos € 0 mesmo.

A vantagem de se considerar associa¢des de resisténcias € que estas podem
ser substituidas por apenas um tubo mantendo as caracteristicas do escoamento

(caudal e queda de pressido). Diz-se neste caso que a associagao é substituida

pela sua resisténcia equivalente.

A férmula das resisténcias equivalentes é facilmente obtida tendo em conta
a Eq. 2.138. Consideremos uma associa¢ao em paralelo (Fig. 2.17) de n tubos

(resisténcias hidrodinimicas).

Pra—
—————
——
———
I
Fig. 2.17 — Associacdo de n tubos (resisténcias) em paralelo. Cada

tubo apresenta uma resisténcia hidrodinamica R;.

(2.14D

O caudal, F;, que passa em cada tubo individual é

AP
em que AP é a queda de pressio aos extremos do tubo, sendo igual para

i Rl.
todos os tubos. O caudal total, F, que passa pelo sistema € igual 2 soma dos
(2.142)

AP AP AP
F=—+—+ —.
R2 Rn

caudais individuais segundo a equacio da continuidade. Assim:
n
Rl
Se o sistema de tubos fosse substituido por apenas um que mantivesse o

F=F+F+-+
(2.143)

mesmo caudal e queda de pressdo, a resisténcia, R, , teria de ser



Rearranjando a Eq. 2.142 em func¢do do caudal, F, e substituindo na

Eq. 2.143 vem
= == T (2.144)

De onde ser retira imediatamente que a resisténcia equivalente, R, , de

uma associa¢io em paralelo é dada por:

4t r .1 (2.145)

Um raciocinio similar pode ser efectuado para o caso de haver uma

associacao de resisténcias em série.

Tubo 1 Tubo 2 Tubo i

Fig. 2.18 — Associagao de n tubos (resisténcias) em série. O caudal
que passa em cada tubo individual é igual. As pressdes aos
extremos de cada tubo sdo representadas por P, .

O caudal, F, que passa pelos diversos tubos individuais é igual mas a
queda de pressido ¢€ diferente de tubo para tubo sendo genericamente, para o
tubo i dada por:

P,-P=RF. (2.146)

Somando todas as quedas de pressio individuais obtemos a queda de

pressdo entre os extremos da associagio,
(B=P)+(P,=P)++(B,~F)=R-F. (2.147)
Uma vez mais um tubo equivalente deverd ter uma resisténcia que tem de

obedecer a Eq. 2.143. Fazendo as devidas alteracdes temos entio:

RF+RF++R F=R_F. (2.148)
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Finalmente, tem-se que a resisténcia equivalente de uma associacio em
série de resisténcias hidrodinamicas é dada pela soma das resisténcias

individuais:

R,=R+R,+-+R,. (2.149)

e

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 416-421.

Exercicio 2.16. Um fluido de viscosidade igual a zx107 poise

escoa no sistema representado na figura. Determine o
comprimento que um tubo de 1cm de raio deverd ter para
substituir o sistema em causa e manter o mesmo caudal e a

mesma perda de pressao.

1 5 n=0,6cm ( =2,0cm
rn=02cm (,=1,0cm
r,=0,4cm (,;=18cm

w r,=0,8cm (,=12cm

Resolucio:

O que ¢é pedido do exercicio € o valor da resisténcia equivalente ao sistema
e a partir desta determinar o comprimento de um tubo de sec¢io conhecida.
Como se pode observar a associagio de resisténcias € complexa: o tubo 1 esta
em série com o tubo 2 e o tubo 3 estd em série com o tubo 4; as séries
descritas estio por sua vez em paralelo entre si. Esquematicamente, temos:

R, =(R ®R,)//(R,®R,), (2.150)

em que @ representa associagao em série e // associagdo em paralelo.

Vamos entdo comecar por determinar as associacdes em série. Assim:

_8ntl, 8nl,

8ntl, 8nt
R ®R,)= + R,®R,)= 34 4 (2.15D)
( 1 2) ”},14 7”24 € ( 3 4) mﬁ; 7”44

Substituindo valores,
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8xrx107%x2 8xzx1072x1

+ =51,2 poisecm™ ; (2.152)
7x(0,6)" zx(0,2)"

(R ®R,)=

-2 -2
(R, ®R,)- 8xx10 >;1,8+8xnx10 jl,z _5.9 poisecm™. 2153
7x(0,4) 7x(0,8)

A associacdo em paralelo é obtida pela Eq. 2.145 para o caso de duas
resisténcias, logo

1 1 1 11 1
_— = + = —=——+— (2.154)
R, (R®R,) (R ®R,) R, 51,2 59

<q

donde a resisténcia equivalente é
R, =53 poisecm™ . (2.155)
Para determinar o comprimento do tubo basta entdo substituir os valores na
férmula da resisténcia hidrodinamica (Eq. 2.139),

-2
:8ﬂf - 5’3:8><7r><10 x(
r

eq 4 f = 66, 25 cm . (2156)
1

Portanto o comprimento do tubo deve ser 66,25 cm.

2.2.4.2. Regime turbulento e nimero de Reynolds

O numero de Reynolds € um ndmero indicador que indica a relacdo entre
as forcas inerciais e as viscosas num escoamento. A expressio que traduz o
nimero de Reynolds, Re, é:
%
n

em que p € a massa especifica do fluido, v € a velocidade média do

(2.157)

escoamento, ¢ € o didmetro do tubo e 7 a viscosidade do fluido.
Considera-se, no presente contexto, que quando o valor do nimero de

Reynolds € superior a 2000 o regime € turbulento e caso contrario € laminar.

No caso do ndmero de Reynolds ser igual a 2000 diz-se que a situac¢do € critica

significando que haverd uma alteracio do regime do escoamento.
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Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 427-433.

Exercicio 2.17. Considere o escoamento de agua (7 =0,01 poise)

num tubo de didmetro igual a 2cm e comprimento 50 cm.

Determine:
a) O caudal critico;

b) A queda de pressio quando o caudal é o da alinea anterior.

Resolugio:

a) O caudal critico refere-se a situa¢gdo em que o nuimero de Reynolds €

igual a 2000, logo

Re=PY? . 2000=1X¥X2 (2.158)
n 0,01

de onde se pode determinar a velocidade média do escoamento,

v=10cms™", (2.159)

Finalmente o caudal critico, F,, vem

F=vxr’ = F =10xzx’>=10rcm’s™". (2.160)

b) A queda de pressio determina-se directamente por aplica¢io da formula

de Poiseuille,

8n/t 8x0,01%x50
ap=""T"F = A]’C:%x10ﬂ:40dyncm_2. (2.161)
r T
2.2.4.3. Exercicios resolvidos

Exercicio 2.18. Considere um tubo cilindrico com 3,5 m de

comprimento e raio interior 1,2 cm. Faz-se circular no tubo um
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liquido de viscosidade 3,5x10? poise. Qual é o caudal de liquido
quando a queda de pressio através do tubo ¢é igual a
5,3x10* N m™%

Resolugio:

Dados do problema e conversio de unidades:

£=3,5m=350cm

r=1,2cm

7 =3,5x107 poise

AP =53x10" N m™ =53x10* dyncm™

Pela equagio de Poiseuille temos:

4
nr

F=
8nt

(2.162)

Pelo que basta substituir na equac¢ao para resolver o exercicio,

B zx1,2*
8x3,5%x107 x350

x53%x10% =3,52x10% em’ s7". (2.163)

Exercicio 2.19. No sistema representado na figura circula um
fluido liquido de massa especifica 1 g cm? e viscosidade nula.
Posteriormente faz-se circular um outro fluido liquido de massa
especifica 1 gcm?® e viscosidade 107%r poise. Sabendo que a
velocidade média do fluido no ponto C é igual a 4y/z cm s, para
os dois fluidos, determine a relacio entre as alturas H, e Hj,
representadas na figura, relacionadas H; com m =0 poise e H,

com n = 10w poise. (Desprezar fenémenos de capilaridade).



R

Ha = 201

100~/ cm

Resolucio:

Dados do problema e conversio de unidades

Situaczo I (fluido ideal)

p=lgcem™

n=0

Situaczo II (fluido real)
p=lgem™

n =107 7 poise

Geral

v, :4\/;cms’1
H,=20rcm

040 =100~/7 cm
¢:2\/;cm = r:\/;cm

Este problema apresenta duas situa¢des distintas, em que o mesmo sistema
¢ usado com dois fluidos de caracteristicas diferentes. Por esta razio vamos
tratar as duas situacdes de forma independente e, por fim, obter a relagio

pedida.

Situacgdo I (fluido ideal)

Aplicando o teorema de Bernoulli entre os pontos B e C, tem-se:



%pv§+pghB+PB:%pvé—i—pghc—i-PC. (2.164)

Tendo em conta que os pontos B e C estio ao mesmo nivel (hB =hc) e

resolvendo em ordem a pressio em C (PC) , vem:

1
P. =5p(v§—vg)+PB, (2.165)

Aplicando novamente o teorema de Bernoulli entre os pontos A e B, temos:
1 1
Eva+pghA+PA=§pv3+pghB+PB‘ (2.160)

O nivel a que se encontra os pontos A e B é o mesmo (hA:hB).

Assumindo que as dimensdes do recipiente sio bastante grandes, pode
considerar-se nula a velocidade no ponto A (v = 0). Resolvendo esta equacio

em ordem 2 pressiao no ponto B, P, , obtemos a seguinte expressio:
P, =P, —%pvé . (2.167)
Por outro lado a pressio em A é dada por:
P =pgH,+F. (2.168)
Substituindo-se esta expressio na Eq. 2.167, fica-se com:

1
PB:ngA—kPO—Epv;. (2.169)

Podemos agora substituir na Eq. 2.165,

1 1
P =5p(vz§ —vi)+pgH,+h, —5Pvs =Rt pgH, ~Spve. (2.170)

Mas a pressao em C também é dada pela expressio:
P.=pg(H,-H)+F,. (2.171)

Pelo que igualando as Egs. 2.170 e 2.171, e resolvendo em ordem a H, se

obtém:
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1 V2
R+peH,—pve=pg(H,~H)+h < Hl=i~ (2.172)

Situacao II (fluido real)
Nesta situacio podemos comecar por aplicar a equacio de Poiseuille entre

os pontos B e C. Assim:

P,

B

8¢
~R==TF. (2.173)
nr

Recordando que o caudal, F, é dado por:

F=rnr'v. (2.174)

A Eq. 2.173 pode ser reescrita em funcio da velocidade e resolvida em
ordem a pressiao, P., em C:

8nt

2
r

8nt

2
r

P,-P. = v & P.=P- V. (2.175)
Entre os pontos A e B pode ser aplicado o teorema de Bernoulli. Este
raciocinio ja foi feito anteriormente pelo que podemos usar o mesmo resultado

expresso na Eq. 2.169,
1
PB:ngA—kPO—Epv;. (2.176)

Substituindo este resultado na Eq. 2.175, fica-se com:

1 8n/t
F :ngA+R)_5pv223_ ;72

V. 2177

Por outro lado a pressio em C, pode ser expressa, por:
P.=pg(H,-H,)+F,. (2.178)

Igualando agora as Eqgs. 2.177 e 2.178, e resolvendo em ordem a H,, vem:

1 8nt
R (AN S @179)

2
r
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2
HZ:V—B+ 87762
2g pgr

V. (2.180)

Finalmente, podemos obter a relagio entre as alturas H, e H,, usando as

expressdes 2.180 e 2.172 obtidas anteriormente. Assim, notando que

V:VBZVC:
2
H 2LB+ o H, prrvil6nt
a8 per o B _prVEONT (2.181)
H, Ve H, prev
2g
Substituindo os valores, vem:
2
i_1><(\/;) ><4\/;+16><10’27rx100\/;_20ﬂ\/;_5 .

H, (V) oz Cdnlr

2.2.4.4. Exercicios propostos

1. Qual é diferenca de pressido entre dois pontos distanciados de 10 m, num
tubo cilindrico de raio 4 cm, percorrido por um caudal de 6 L min'? A

viscosidade do liquido € igual a 0,02 poise.

2. Considere o sistema representado na figura, no qual circula um fluido de
massa especifica 0,9 g cm® e viscosidade 1,5 poise. Sabendo que o
reservatorio € de grandes dimensdes e que o diametro do tubo ¢ igual a

1 cm, determine a velocidade maxima do liquido no tubo.



15 cm

50 cm

Considere o sistema representado na figura, no qual circula um fluido real
em regime laminar, com caudal igual a 20 cm? s' de um fluido real com
viscosidade 107 m poise. Sabendo que a pressio em A ¢é igual a
300 dyn cm? e que a queda de pressio no estrangulamento B é de
6 dyn cm?, represente graficamente a variacio da pressio em func¢do da

distancia percorrida pelo fluido no interior do sistema.

5cm 10 cm

Determine a resisténcia hidrodindmica de dois capilares associados em
paralelo com comprimentos de 3m cm e 20m mm € cujos raios sao 30 pm e
10 pm, respectivamente, quando atravessados por um liquido de

viscosidade 2 poise.

Considere o sistema representado na figura no qual circula um fluido
liquido de viscosidade 0,04 poise e massa especifica 0,9 g cm™. Admitindo
que na parede do ramo 1 e numa extensdo de 10 cm se depositou uma
placa de certa substincia com 1 cm de espessura, determine a relagio que
deve existir entre as variacoes de pressdo de A e B, para que o sistema seja

percorrido pelo mesmo caudal, com e sem placa.



|
4 cm
1 I — |

- >k

2
IZcm

30 cm

No sistema representado na figura circula um fluido com caudal constante,
massa especifica igual a 1 gcm? e viscosidade 0,01 poise. Determine a

perda de carga linear ao longo do estreitamento BC, sabendo que o

numero de Reynolds em AB € igual a 400, que os comprimentos AB e
BC s3o iguais e que os raios das referidas sec¢des sio 2cm e 1 cm,

respectivamente.

Considere o sistema representado na figura, no qual circula um fluido
liquido de viscosidade diferente de zero, caudal de entrada constante e
igual a 170n cm?® s e determine as velocidades médias do fluido nos ramos

le?2.




2.3. Tensao superficial

A tensdo superficial € uma propriedade da superficie de um liquido que
podemos constatar no dia-a-dia numa grande variedade de fenémenos. Por
exemplo, num dia de chuva, podemos observad-la na forma e dimensdo das
gotas, no modo como elas aderem as diferentes superficies, na forma como se
juntam formando gotas maiores, num filme de 6leo numa pocga, que pode
conter também bolhas de ar ou de sabdo, na forma dos meniscos, no modo
como a agua se infiltra no terreno ou sobe numa planta, etc. Diversos
comportamentos de um liquido e das suas interfaces com outros meios
(liquidos, sélidos ou gasosos) dependem directamente do fenémeno da tensio
superficial, que estd por isso na base de diversos fenémenos e técnicas de
interesse em biomedicina.

A tensido superficial resulta do facto das interac¢des entre as moléculas
constituintes do liquido serem diferentes consoante estas se situem a superficie
ou no interior. Num liquido puro em repouso, as moléculas estio em
permanente agitacio devido a temperatura a que o liquido se encontra,
interagindo entre elas constantemente. As que estio no interior do liquido tém
interac¢des com as suas vizinhas que tendem a cancelar-se em termos médios,
ou seja, a resultante dessas interac¢oes € nula ao longo de um intervalo de
tempo suficientemente grande quando comparado com a duracio das
interac¢des — por exemplo, uma pequena frac¢io de um segundo (Fig. 2.19a).
Por outro lado, as moléculas a superficie tém interac¢des de tipo diferente,
consoante estas ocorram com as moléculas de liquido ou com as moléculas do
meio com o qual estio em contacto, pelo que sofrem a ac¢io de uma forca
resultante ndo nula. Se o liquido estiver em contacto com um gis, as
interac¢oes liquido-gas sio tipicamente muito mais fracas do que as interac¢des
liquido-liquido. Por simetria conclui-se que a resultante dessas interac¢des €
perpendicular 2 superficie do liquido, orientando-se para o seu interior
(Fig. 2.19b), levando a que as moléculas da superficie tendam a fugir para o

interior e que seja necessario realizar um trabalho, W, (ou seja, fornecer
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energia) para que moléculas no interior se desloquem para a superficie do

liquido, fazendo aumentar a sua drea de AS .

@] @]
@] © @] © @] © @] ©
@] @]
@] O @] @]
@] @]
O © @] O © @]

Resultante # 0 lll]ll]l]ll]l

Resultante = 0

£

@ b

Fig. 2.19 — A tensdo superficial resulta do facto das moléculas a
superficie de um liquido em repouso niao estarem nas mesmas
condicdes que as restantes moléculas do liquido: a) a resultante
das interac¢des nao é nula para as moléculas 2 superficie devido a
estarem em contacto com moléculas de um meio diferente. b) o
mesmo acontece para as restantes moléculas a superficie, levando
a que esta se comporte como uma pelicula tensa que comprime o
liquido.

A tensio superficial o pode entido ser definida pela relagio:

W=cAS, (2.183)

podendo-se exprimir em J/m? no S.I. ou em erg/cm? no sistema c.g.s., embora
seja frequente também a utilizacio das unidades N/m (S.I) ou dyn/cm (c.g.s.),
que sao equivalentes e que se obtém directamente a partir de uma outra
defini¢io da tensido superficial. Em geral a tensdo superficial diminui com o
aumento de temperatura. O seu valor depende da intensidade n3ao s6 das
forcas de coesdo entre as moléculas do liquido, mas também das que existem
entre as moléculas de liquido e as do meio com o qual esti em contacto. A
energia associada a criacio de uma superficie de liquido de area S designa-se

por energia de supertficie E; e € dada por:
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E =0S. (2.184)

s

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 372-376.

Exercicio 2.20. Determine a energia de superficie de uma gota de

dgua com raio igual a 2 cm (o, =72 dynem™).

,0(25°C)

Resolucio:

A energia de superficie para uma esfera é dada por

E =08

esfera

& E =c4rnr’ (2.185)

Substituindo valores,

E =T2x4xxx2>=11527 erg. (2.186)

2.3.1.  Formula de Laplace

O liquido tende espontaneamente a minimizar esta energia de superficie,
pelo que tem tendéncia a reduzir a superficie de liquido ao minimo. Por esta
razio uma gota de liquido em condi¢des de imponderabilidade (auséncia de
peso) adquire a forma esférica, que minimiza a superficie para um dado
volume de liquido.

Quando a superficie liquida esta sujeita a forcas externas, as quais podem
ser representadas como uma diferenca de pressio Pi-P, entre os dois lados da
superficie, a superficie de liquido curvar-se-a, variando a sua drea, de acordo

com a formula de Laplace:

11
P-P=c|—+—|. (2.187)
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Nesta expressdao, P; € a pressao no lado concavo da superficie e € maior do
que P». As varidveis 7 e 7, caracterizam a curvatura da superficie e designam-se
por raios principais de curvatura. Eles correspondem ao maximo e ao minimo
dos valores de raio de curvatura que se obtém a partir de todas as linhas que
passam por um ponto P de uma superficie curva, segundo qualquer direc¢io.

No caso de uma esfera, que tem um raio de curvatura constante em
qualquer ponto e segundo qualquer direc¢io, 71 = 7 = R, onde R é o raio da
esfera. Deste modo, no caso de uma gota de liquido esférica (Fig. 2.202), a
formula de Laplace permite determinar a diferenca de pressio AP entre o

interior e o exterior da gota:

AP=P-P-c| L Ll]_20 (2.188)
R R) R

Exercicio 2.21. Uma gota esférica de mercirio (o, =480 dyncm™)

de raio 5cm encontra-se numa atmosfera cuja pressio ¢é
700 mmHg. Determine a pressio no interior da esfera

apresentando o resultado no S.I.

Resolucio:

Comecemos por reduzir as unidades ao S.1.,

_480dyn  480x10° N

o =0,480 Nm™"; (2.189)
e lem 1x1072% m

P=pygh = P =13,6x10°x9,8x0,7=93296 Nm™; (2.190)

r=5em=0,05m. (2.191)

A pressio solicitada obtém-se aplicando a formula de Laplace para
superficies esféricas:

20
-p=""% = p —93296:&(’;;80, (2.192)

interior interior
r 0,
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€ a pressdo interior vem,

P

interior

=933152 Nm™>. (2.193)

No caso de uma bola de sabio esférica acontece o mesmo, com a diferenca
de que hi duas superficies esféricas de separac¢io liquido/ar em vez de uma so:
uma interna e outra externa (Fig. 2.20b). Fazendo a aproxima¢io de que o raio
interno da bola € igual ao raio externo (i.e., a espessura ¢ desprezavel), temos

que a diferenca de pressio para a superficie de liquido interna é
AR, i =B —-P'=20/R, o mesmo se passando para a superficie externa,

AP, .. =P'-P =20/R. A diferenca de pressao entre o interior e o exterior da

sup.ext

bola de sabdo é assim igual a AP =AP, +AP =40/R, ou seja, o dobro

sup.int sup.ext

da que existe para uma gota esférica com o mesmo raio.

(@) )

Fig. 2.20 — Férmula de Laplace aplicada a superficies esféricas. a)
A diferenca de pressdo entre o interior e o exterior de uma gota
de liquido esférica de raio R é dada por: AP=2¢/R. b) Numa

bola de sabao, a diferenca de pressdo entre o interior e o exterior

¢ o dobro, AP=4c/R. Em ambos 0s casos a maior pressio € a
do lado da concavidade, ou seja, a pressio interna.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 377-383.

Exercicio 2.22. Um alvéolo com uma estrutura semelhante a uma

bola de sabdo apresenta o =50dynem™ . Determine a variacio da

diferenca de pressio (em mmHg) entre o interior e o exterior,
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durante a insuflacdo, quando o raio alveolar aumenta de 0,05 mm

para 0,1 mm.

Resolucio:

Uma vez que se considera uma estrutura semelhante a uma bola de sabio a

diferenca de pressio € determinada pela expressio,

Ap_ido (2.194)
r

Entdo, para os dois raios temos

= 2x30 _ 40000 dynem (2.195)
70,005
R 510 = 20000 dynem ™. (2.196)

b
A variacido é, entdo

[P, —AP||=20000 dymem ™ =15 mims. (2.197)

Notavel é que a variagdo tipica de pressao na respiracio é de apenas
1 mmHg. E a existéncia de uma substincia que envolve os alvéolos e diminui a
sua tensdao superficial de um factor de cerca de 15 que possibilita que a

varia¢io de pressido seja menor. Essa substancia designa-se por surfactante.

2.3.1.1. Embolias capilares

O mecanismo das embolias (aparecimento de um obstru¢io num vaso
sanguineo devido a presenca de bolhas gasosas ou de tecido adiposo) pode
ser melhor compreendido recorrendo a nog¢io de tensdo superficial. Por
exemplo, se um mergulhador de profundidade ascender demasiado depressa a

superficie, o ar dissolvido no sangue expande-se devido a subita diminuicio de
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pressao (devido a menor profundidade), formando bolhas que podem
bloquear o vaso. Tal situa¢ao é muito perigosa podendo mesmo provocar a
morte do mergulhador se este nio for levado rapidamente para uma camara
hiperbdrica. Nesta cimara restabelece-se a pressdo elevada que existia a grande
profundidade, provocando de novo a dissolu¢io do gis no sangue. Diminui-se
depois a pressao lentamente até se chegar 2 pressio atmosférica, simulando
uma subida lenta até a superficie. O processo é andlogo a abertura de uma
garrafa de espumante: quando a rolha salta bruscamente da garrafa, formam-se
bolhas devido a ripida diminuicdo da pressio do liquido e do gis nele
dissolvido. Essas bolhas nao se formam quando se abre cuidadosamente a
garrafa nio deixando saltar a rolha, permitindo que o gis se escape lentamente
até que a pressao no interior da garrafa iguale a atmosférica.

Consideremos entio um vaso sanguineo de raio R onde se formou uma

bolha de gis que impede a passagem do sangue (Fig. 2.21).

)

Fig. 2.21 — a) Um émbolo gasoso (zona a branco) bloqueando um
vaso sanguineo de raio R. O émbolo tem duas superficies esféricas
de raios 1 e r2. b) Uma pressdo igual a AP, =P'-P',=20/R,

max
dependente apenas do raio do tubo e da tensio superficial do
liquido, é a maxima que o émbolo suporta, sendo portanto igual a
pressio minima que ¢é necessdrio exercer para desbloquear o
Vaso.

A diferenca de pressio AP =P, — P, existente nos extremos do émbolo pode

ser escrita recorrendo a formula de Laplace:
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AP=PF-P,=—(P'-B)+(P-P)=20 11 (2.198)

n oK

Se aumentarmos gradualmente a diferenca de pressio AP nos extremos do
émbolo, podemos ver que a expressio acima atinge um valor maximo quando
7 aumenta até ao valor maximo (infinito) e 7, diminui até ao valor minimo

(igual a R, o raio do tubo), correspondendo a Fig. 2.21b e a seguinte

expressio:

AP :2o(i—ij=2—0 (2.199)

Tal situacdo corresponde efectivamente a diferenca de pressio maxima que
o émbolo consegue suportar sem se destruir (na pritica a “destruicio” do
émbolo pode corresponder a divisio deste em pequenas gotas ou ao
deslocamento deste até uma zona mais larga do vaso, em ambos os casos
permitindo a passagem do liquido).

E facil concluir que no caso de existirem N émbolos em série (seguidos) no
tubo, a diferenca de pressao maxima que o conjunto suporta €:

_2No

R

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 437-439.

2.3.1.2. Capilaridade em tubos e lei de Jurin

Se mergulharmos um tubo fino num liquido, observamos que o liquido
dentro do tubo estabiliza a sua altura a uma altura diferente do liquido fora do
tubo, como mostra a Fig. 2.22. Se o liquido molha o tubo, como é o caso da
agua em contacto com um tubo de vidro ou de plastico, o liquido sobe
espontaneamente até uma altura h. Se o liquido nao molha o tubo, como € o
caso do mercurio, acontece o contrario: o nivel dentro do tubo diminui.

Fenomenos de capilaridade como este determinam por exemplo a subida
de 4gua e nutrientes nas plantas, estando intimamente relacionados com a

aderéncia e coesio do liquido, dependendo da tensio superficial. Num liquido
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que molha o tubo, o liquido liga-se preferencialmente ao vidro, porque as
forcas de ligacdo liquido-sélido sio mais fortes do que as liquido-liquido. A
ligacio de algumas destas moléculas ao vidro provoca uma ligeira subida que
facilita a subida e ligacio as paredes de outras moléculas e assim
sucessivamente, num processo que vai sendo contrariado pela forca de
gravidade até se atingir um equilibrio. No caso do mercurio, as forcas de
ligacio liquido-liquido sio mais fortes do que as forcas liquido-solido,
conduzindo 2 redugio espontinea da superficie de contacto entre o tubo e o

liquido e consequentemente a uma descida do liquido.

Po

Py

a) b)

Fig. 2.22 - Fenémeno de capilaridade em tubos finos: a) liquido
que molha o tubo; b) liquido que nio molha o tubo.

Observa-se também que quanto mais fino é o tubo, maior é o desnivel
entre as superficies de liquido dentro e fora do capilar. Supondo a pressio do
ar igual a Py, observamos que no caso da dgua (Fig. 2.22a), a pressao dentro do
tubo € igual a Py, ao nivel da superficie do liquido fora do tubo, diminuindo
gradualmente a medida que a altura aumenta até o valor minimo de pressio, P,
a altura h. Verifica-se a equacio fundamental da hidrostitica e a equagio de

Laplace:

P =P+pgh e PO=P+%G, (2.201)
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onde o ¢ a tensdo supertficial do liquido e R é o raio da superficie do menisco,
que se supde esférica (aproximaciao aceitavel para tubos muito finos, de raio
inferior ao milimetro). O raio R relaciona-se por sua vez com o raio do tubo, r,
e com o angulo de contacto (Fig. 2.23) através da relagdo: r=Rcosc.
Igualando as equacgdes, obtém-se a lei de Jurin, que da a altura a que sobe o
liquido no capilar em fung¢io das caracteristicas do tubo (raio interno r) e do

liquido (massa especifica p e tensio superficial o):
_2o0cosa
rpg

h (2.202)

Chega-se 2 mesma expressio para o caso do mercdrio. Nesse caso a
equacio fundamental da hidrostitica e a equacdo de Laplace relacionam as
pressdes da seguinte forma:

2
P=P+pgh e P:PO+70, (2.203)

obtendo-se de novo a Eq. 2.202 que traduz a lei de Jurin. Nesse caso a altura
tem um valor negativo, uma vez que o angulo de corte é maior do que 7/2 (é

menor do que 7/2 no caso da dgua).

PO
Po-pgh = P = P,-20/R

Po| Po

Fig. 2.23 — Pressdes no capilar e grandezas relacionadas pela lei
de Jurin.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo IV, pp. 383-388.
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Exercicio 2.23. Numa experiéncia pretende-se medir a tensio
superficial de um liquido de massa especifica 1,1 g/cm?,
mergulhando um tubo capilar cilindrico com raio interno de 0,2
mm e raio externo de 0,4 mm. Observa-se que o liquido, que
molha perfeitamente o solido, sobe a uma altura de 3 cm. Qual €

a tensio superficial do liquido?

Resolucio:

Se o liquido molha perfeitamente o solido, entio o menisco tem a forma de
uma semi-esfera perfeita e cosa =1, correspondendo a R = r. Pela formula de
Jurin, tira-se que
pghr  1,1x980x3x0,02
 2cosa 2

=32,3 dyn/cm (2.204)

2.3.2.  Exercicios resolvidos

Exercicio 2.24. Sabendo que a tensdao superficial de uma solug¢io
de sabao € igual a 25 dyn cm™, calcule o trabalho necessario para

aumentar o didmetro de uma bola de sabao de 2 cm para 4 cm.

Resolugio:

Dados do problema e conversio de unidades
1

o=25dyncm”
¢=2cm = n=lcm
$=4cm = r=2cm
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O trabalho realizado por forcas de pressio quando hd uma variagao (AS)
da superficie de uma esfera de fluido é dado por:

W=0cAS. (2.205)

No presente caso estamos perante uma bola de sabio a qual apresenta uma
superficie externa e uma superficie interna pelo que quando o didmetro da
bola de sabido aumenta estas duas superficies aumentam também. Assim, o

trabalho realizado é dado para este caso por:

W=0(AS, +AS. )=20AS. (2.206)

Notar que se despreza a espessura da bola de sabido, pelo que o raio
interno da bola de sabido é igual ao raio externo e a varia¢io da superficie
interna AS, € igual a varia¢io da superficie externa, ASex.

A variacao de superficie pode ser determinada da seguinte forma:

AS=4ril —4xi? = AS=4z(2"-1")=127. (2.207)

Substituindo os valores na Eq. 2.206, vem:

W =2x25x127=1885erg . (2.208)

Exercicio 2.25. Calcule a pressdao no interior de uma bola de sabao

de raio exterior R, sendo ¢ a tensiao superficial da solucio de
sabdo e P, a pressido no exterior.

Resolucio:

Dados do problema e conversao de unidades
r. =R

ext

L=5

O=0
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A diferenca de pressdao entre o interior e o exterior numa bola de sabao é

dada por:
Ap=lo (2.209)
r

A diferenca de pressio é, por outro lado, dada por:

AP=F,-F. (2.210)
Vem entao,
4 4
int_PO:_G < ij=Po+—O_~ (2.211)
r r

Exercicio 2.26. Considere um vaso sanguineo onde se formaram 3
émbolos gasosos. A tensio superficial do sangue ¢é de

47 dyn cm™. Suponha ainda as seguintes constantes:
P =13,6 gem™ g=9,8ms”

a) Se a pressdao do lado venoso for de 15 mmHg e se o vaso tiver
um didmetro de 1 mm, calcule a pressio do lado arterial que

coloca os émbolos na iminéncia de se desfazerem.

b) Se a pressio do lado arterial for de 40 mmHg, qual o raio do
vaso sanguineo abaixo do qual os émbolos ja nao se

desfazem?

Resolugio:

Dados do problema e conversio de unidades
1

o=4T7Tdyncm”
p=13,6gcm™
2=98ms”’
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No presente caso, havendo trés émbolos, a diferenca de pressio entre o

lado arterial e o lado venoso € dada por:

P _p =3x2% (2.212)

art ven
r

A pressao do lado venoso é conhecida. Podemos converter para unidades

do sistema c.g.s.:

P, =15mmHg=15cmHg = P_=pgh

(2.213)
P_=13,6x980x1,5=19992 dyn cem™

ven

O diametro do vaso também ¢é dado, e € igual a 1 mm, pelo que o raio é
igual a 0,05 cm.

Substituindo os valores na Eq. 2.212, vem:

P —19992:3>><2><47 P =25632dyncm™ (2.214)

art art
B

b) A pressao do lado arterial é agora igual a 40 mmHg. Convertendo para o
sistema c.g.s., temos:
P, =40mmHg=4cmHg = P _=pgh
(2.215)
P =13,6x980x4=53312dyncm™

Substituindo os valores das pressdes na Eq. 2.212 e resolvendo em ordem
a0 raio, vem:

2x47
r

53312 -19992 =3 x

r=8,46x10" cm (2.216)

2.3.3.  Exercicios propostos

1. Num capilar com 5 pm de raio as pressdes médias do lado arterial e do

lado venoso sao de 40 mmHg e 15 mmHg, respectivamente. Sabendo que a
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tensdo superficial do sangue é de 60 dyn cm-1, calcular a razio entre a
pressao necessdria para vencer uma série de cinco émbolos gasosos e a

diferenca de pressio média no capilar.

Sabendo que a tensio superficial de uma solucio de sabio é igual a
25 dyn cm™, calcule o trabalho necessirio para aumentar o didmetro de

uma bola de sabdo de 2 cm para 4 cm.

Sabendo que a tensdo superficial do mercirio é de 470 dyn cm™; calcule a
diferenca existente entre a energia de superficie de duas esferas de
mercurio de raios 3/5 e % cm, e a energia de superficie de uma esfera
de mercirio com volume igual 2 soma dos volumes das duas gotas

separadas.

Considere um cilindro de pelicula de sabao obtido com o auxilio de dois
anéis de fio de cobre fino que se mergulharam numa solu¢io de sabio.
Sabendo que a tensio superficial da solucio de sabio € igual a

25 dyn cm™, determine:

a) A diferenca de pressio entre o interior e o exterior do sistema,

sabendo que o raio do cilindro é igual a 0,5 cm.

b) Os raios das supertficies esféricas nas bases do cilindro.

Um mergulhador de profundidade ascendeu demasiado depressa a
superficie e, devido a passagem repentina do azoto dissolvido no sangue
ao estado gasoso, formaram-se bolhas gasosas nos capilares. Sabendo que
a tensdo superficial do sangue é igual a 60 dyn cm™, qual o valor limite, em
atmosferas, da pressio que uma bolha gasosa pode suportar, em capilares

com um raio interno de 15 um?

Um liquido de densidade 0,8, eleva-se de 50 cm num tubo capilar com
0,04 mm de didmetro interior. Sabendo que o didmetro do menisco ¢ igual

ao diametro do tubo, calcule a tensao superficial do liquido.
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10.

11.
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Um tubo capilar com diametro interior de 0,25 mm estd mergulhado em
dgua, cuja tensio superficial é igual a 0,0727 Nm™. Se o angulo de
contacto do liquido como tubo for de 0° a que altura se eleva a 4gua
dentro do tubo? Diga o que se observa se o tubo capilar continuar a ser

mergulhado gradualmente na dgua.

Considere a figura abaixo representada. Sabendo que os raios de curvatura
das trés bolas de sabdo sdo iguais a 1 cm, 3 cm e 6 cm, calcule os raios de
curvatura das superficies de jun¢io entre as vdrias bolas, indicando para
que lado ficam voltadas as concavidades. A tensao superficial da solu¢ao

de sabio é de 25 dyn cm™.

Calcular a pressao no interior de um gota liquida esférica com 2 mm de
raio, sendo a pressdo atmosférica igual a 760 mmHg. Considerar que a

tensdo superficial do liquido em questio é igual a 72,8 dyn cm™.

Calcule a pressio no interior de uma bola de sabdo de raio exterior R,
sendo ¢ a tensiao superficial da solu¢io de sabido e P, a pressio no

exterior.

As densidades dos liquidos 4 e B no sistema da figura sio 13,6 e 1,
respectivamente, e as tensdes superficiais sio 0,09 dyn cm™ para o liquido
A e 0,01 dyn cm™ para o liquido B. Sabendo que o raio do tubo horizontal
¢ igual a 0,01 mm, calcule entre que valores deve estar compreendido Hy

por forma a que o émbolo nio se desfaca.



10 cm

L. Noo-
AN J

12. Calcular os valores da tensdo a que ficam sujeitas as paredes superior e
inferior da crossa da aorta, representada na figura, sabendo que a pressio

transmural é de 150 mmHg.

10 cm

13. Considere o sistema representado na figura, e determine a diferenca de
pressio minima necessaria para deslocar simultaneamente os émbolos nos

dois ramos do sistema.

Ar Oleo

Oleo Ar

Na resoluc¢iao do problema considere, se necessario, os seguintes dados:
Ra= 072 cm Ouar/iagua = 70 dyn cmt

RB = 0$3 cm G()lco/ﬁguu = 60 dyn Cm’l
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14. O sistema da figura contém um liquido de massa especifica 1 gcm?.
Existem 3 émbolos gasosos no tubo horizontal que tem um diametro igual
a 2 mm. Sabendo que a tensao superficial do liquido no sistema € igual a
72 dyn cm, calcule a altura que o liquido atinge no ramo 2 do sistema,

imediatamente antes dos émbolos serem desfeitos.

Po P,

10 cm
)
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DECAIMENTO
RADIOACTTIVO

3. Introducgio

A radioactividade foi descoberta em 1886 por Antoine Henri Becquerel, que
reparou que uma pelicula fotografica enegrecia quando eram colocados sobre
ela sais de uridnio. Foi-lhe atribuido o Prémio Nobel da Fisica pela sua
descoberta, juntamente com Pierre e Marie Curie, que descobriram outros
elementos radioactivos.

Entende-se por decaimento radioactivo a transformacio de um 4tomo
instavel num atomo de um outro elemento, com emissao de radiacio.

Neste capitulo iremos abordar exercicios relacionados com os tipos de
transformacdes radioactivas, com a lei do decaimento, com energias emitidas

por amostras radioactivas e doses de radia¢io em Orgios.



3.1. Tipos de transformacdes radioactivas

Existem diversos tipos de transformacdes radioactivas. Podemos separi-las
em trés grupos: emissdes de particulas o, transformacdes isobdricas e
transformacgdes isoméricas.

As particulas a correspondem ao nucleo de um dtomo de ;He,
constituidas, portanto, por dois protdes e dois neutrdes. A sua emissao ocorre

em nuclideos instaveis por excesso de protdes e neutrdes, segundo a reac¢io

JX > J3Y+ JHe+Q (3.1

Entende-se por transformacio isobarica aquela em que o nuclideo

resultante tem o mesmo nuimero de massa que o nuclideo-pai. Dentro destas

podemos considerar as emissdes B, emissdes B° e captura electronica. As

equacdes que traduzem estas transformacodes sdo, respectivamente

JX > L4V+ 0B +v+0 (3.2)
JX o> Y+ B v+ (3.3)
IX+ % 5 LAv+v+0 (3.4)

As transformagdes isoméricas sao aquelas em que o nuclideo resultante tem
0s mesmos numeros atomico e de massa que o nuclideo-pai, diferindo apenas
no estado de energia. Dentro destas incluem-se as emissdes y por nuclideos
em estado excitado, estado metastavel e conversio interna.

As transformacdes radioactivas descritas podem ser representadas
graficamente por esquemas de decaimento, como se encontra representado na

Fig. 3.1.
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v
7, diminui 7 mantém-se 7 aumenta

Fig. 3.1 — Esquemas de decaimento. Os niveis de energia sdo
representados por linhas horizontais.

Ap6s uma transformac¢io o nuclideo resultante representa-se abaixo do
nuclideo-pai. Se o nimero atémico se mantiver, representa-se imediatamente
abaixo do nuclideo-pai; caso o numero atémico diminua durante a
transformacio, representa-se deslocado para a esquerda; caso aumente,
representa-se deslocado para a direita.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J. - Biofisica Médica, 2* edi¢ao. Coimbra :
Imprensa da Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo V, pp. 564-586.

3.1.1. Exercicios resolvidos

Resolucio
Dados do problema e conversdes de unidades
7

resulta de emissdo B*
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a) A emissdo de positrdes € uma transformacio isobdrica, ou seja, 0s

nimeros de massa (A) do nuclideo-pai e do nuclideo resultante sio iguais. A

emissdo da particula B resulta da transformacio de um protio num neutrio,

verificando-se uma diminuicio do ndmero atémico (Z) durante a
transformacio. Logo, o radionuclideo-pai do '3 N é o oxigénio-15 (;0).

b)

ﬂ+
15
N

Fig. 3.2 — Esquema de decaimento do 1; O , quando emite um
positrdo.
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Resolugio:

Dados do problema e conversdes de unidades

Bipy > py

emissoes o sucessivas

a) Sabemos que em cada emissio @ o numero de massa (A) diminui
4 unidades. Como a diferenca entre os nimeros de massa dos dois nuclideos é

24, temos

24
numero de emissoes = T = 6 emissoes (3.5

b) Por cada emissio a o ndmero atomico (Z) diminui 2 unidades. Deste
modo, nas 6 emissdes ird ocorrer uma diminuicio de 12 unidades no nimero

atomico. Assim, o nimero atémico do chumbo é

Z(Pb)=Z(Pu)-12=94-12=82 (3.6)

©) Pelas afirmac¢des das alineas anteriores, podemos calcular os nimeros

atomicos e de massa dos diversos nuclideos resultantes. Em esquema serd

B4y > B0 > BTh - BRa— LR —> 2P0 —> 2P

3.1.2.  Exercicios propostos
1. O gilio-78 (3 fGa) torna-se num nuclideo estavel apds 3 decaimentos S~
SuCessivos.
a) Determine os nimeros atomico e de massa do nuclideo resultante.

b) Desenhe o esquema de decaimento da primeira transformacio

radioactiva que ocorre neste processo.
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2.

3.

5.
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O tecnécio-99 metastivel (°°/27¢) é um radionuclideo muito utilizado

para adquirir imagens em Medicina Nuclear. E obtido a partir do
molibdénio (Mo) por emissio S~ .

a) Determine o nimero atémico e nimero de massa do isétopo de
PR g 99m
molibdénio que origina ““j3Tc .

b) Calcule o nimero de neutrdes do *°/A7c .

©) Qual é o nuclideo obtido pelo decaimento do °°/iTc ? Que tipo de

radiacdo é emitida?

d) Desenhe o esquema de decaimento da transformac¢io do molibdénio

em *?/iTc e da reaccio descrita na alinea anterior.

O iridio-192 ('771r) é um emissor A~ utilizado para braquiterapia em
tumores da mama.

a) Determine o numero atomico e o numero de massa do nuclideo

resultante.
b) Desenhe o esquema de decaimento deste radionuclideo.

O krypton-81 metastavel (¥'"Kr) é um isétopo que pode ser utilizado

para estudos de ventilacio/perfusio. E obtido a partir de um gerador
contendo rubidio (Rb) , por decaimento S~ .

a) Determine o nimero de massa do Rb contido no gerador.

b) Sabendo que o nimero atémico do Rb ¢é 37, determine o nuimero
atémico do nuclideo resultante do decaimento do 3" K- .

¢) Desenhe o esquema de decaimento das transformacdes descritas nas

alineas anteriores.

O polonio-210 (%9Po) é um isétopo resultante de dois decaimentos

consecutivos do chumbo-210 (%9Pb) .

a) Indique o tipo de decaimentos radioactivos que ocorrem na



= 210 210
transformacdo de g, Pb a <, Po.

b) Sabendo que o %{Po se transforma num isétopo estivel por
decaimento « , determine o numero de massa e nimero atémico do

nuclideo resultante.

¢©) Desenhe o esquema de decaimento que traduz as transformacdes das

alineas anteriores.

O gilio-67 (§]Ga) é um radioisétopo utilizado na pesquisa de processos
inflamatérios crénicos, em doengas como a sarcoidose ou em doentes
imunocomprometidos. E usado sob a forma de citrato de gilio. Sabe-se que

se desintegra por captura electronica seguida por emissio de fotdes.
a) Indique o nimero de massa e nimero atémico do nuclideo resultante.
b) Desenhe o esquema de decaimento referente a esta transformacao.

O carbono-14 (lgC) € um isétopo radioactivo que se encontra em

quantidades residuais na natureza, sendo usado para datacio de, por
exemplo, pecas arqueoldgicas. Sabe-se que decai por emissdo S~ .

a) Determine o nimero de protdes e de neutrdes deste radionuclideo e

do is6topo resultante do seu decaimento.
b) Desenhe o esquema de decaimento desta transformacao.
O oxigénio-15 ('0) é um isétopo radioactivo que decai para nitrogénio
(N) por emissio de positroes.

a) Determine o nudmero atomico e nudmero de massa do nuclideo

resultante.
b) Desenhe o esquema de decaimento referente a esta transformacao.

) Que tipo de transformacio poderia originar o mesmo isétopo a partir
do 2C?
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O iodo-123 ('Z31) desintegra-se por captura electrénica, observando-se

seguidamente uma emissio de raios-X.

a) Indique o nimero de massa e o numero atémico do nuclideo

resultante.
b) Desenhe o esquema de decaimento referente a esta transformacio.

¢) De que elemento provém o fotio-x descrito? Justifique.



3.2. Lei do decaimento radioactivo

Sabe-se que a variacgio do nimero de datomos de um dado elemento
radioactivo numa amostra em func¢io do tempo é proporcional ao nimero de
atomos presentes na amostra. Representando por N o nimero de dtomos da
amostra, podemos escrever a equacio

AN
—=-AN 3.7
Y 3.7

onde A ¢ a constante de decaimento, caracteristica do isétopo considerado.

Podemos reescrever a equacao 3.7 do seguinte modo:
N(t)=Ny-e (3.8
N(¢#) traduz o nimero de atomos radioactivos presentes numa amostra para
um instante 7. N, representa o nimero de atomos existentes no instante
t=0.

A velocidade de decaimento de uma amostra radioactiva designa-se por
actividade. Representando essa grandeza por A(f) podemos escrever

dN(t
Aty =—NO (3.9)
dt
Utilizando a expressdo obtida na equagio 3.8, obtemos
At)=A-N(@t)= A4, -e (3.10)

onde A, representa a actividade para o instante r=0. A actividade de uma

amostra tem por unidades Becquerel (Bq) ou Curie (Ci). 1 Bq representa um
decaimento por segundo, enquanto 1 Ci equivale a 3,7x10" Bq.

Podemos ainda definir dois valores caracteristicos de cada radioisétopo:
periodo de semi-desintegracao (7) e vida média (7). O primeiro representa o
tempo que uma amostra de um determinado radionuclideo demora a reduzir-se
a metade por decaimento. O segundo é definido pelo tempo médio de vida
provavel de um radionuclideo. Estes valores podem ser obtidos,

respectivamente, por
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T=—o (3.1D

(3.12)

Bibliografia a consultar:

PEDROSO DE LIMA, ]J.J. - Biofisica Médica, 2* edicio. Coimbra : Imprensa da
Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo V, pp. 587-592.

PEDROSO DE LIMA, ]J., et al. — Biomatemdtica: Uma introduc¢do para o curso de
Medicina, 2* edi¢do. Coimbra : Imprensa da Universidade de Coimbra, 2006. Capitulo 8, pp.
253-257.

3.2.1. Exercicios resolvidos
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Resolugio:

Dados do problema e conversoes de unidades:
99mTe — Fosfonatos
A1 (8130) =300mCi
A, (10A30) = 238,5mCi
V=5mL

a) A funcdo que traduz o decaimento radioactivo de um determinado
radionuclideo em func¢io do tempo (¢) é

In2

A=dyxe T (3.13)
onde 4, ¢ a actividade inicial e T o periodo de semi-desintegracio.
Conhecendo a actividade do radiofirmaco aquando da marcacio (4,) e
2 horas ap6s a mesma (4(24)), podemos utilizar a equaciio 3.13 para calcular o
valorde T .

In2
—x2
A(2h)=300xe T
2
238,5=300xe T (3.14)

T =6,04h

b) Tendo em conta que o doente chegou ao servico de Medicina Nuclear as
11h30, o radiofirmaco ja decaiu, sendo a actividade da amostra menor. Deste
modo, teremos que a calcular, usando a equacido 3.13 com o valor ¢t =3A.

In2
— x3
AB)=300xe % =212,6mCi (3.15)

Sendo a actividade total as 11h30 de 212,6 mCi, a actividade volimica

(actividade por mL) € de

212,6 +5=42,52 mCi/mL (3.16)



Se num mL existem 42,52 mCi, proporcionalmente, para administrar ao

doente 20 mCi, é necessario retirar um volume de

20+42,52=0,47mL (3.17)

©) Se um doente chegar ao servico de Medicina Nuclear as 16h00 jd terdo
passado 7h30 desde a marcacio do farmaco. Assim, e de acordo com a
equacio 3.13, a actividade no frasco sera de

0,693 75

A=300xe %%  =126,9mCi (3.18)

ou seja, a actividade volimica sera
126,9 +5=25,38 mCi/ mL (3.19)
Como 25,38 mCi >20 mCi , nio serd necessario injectar um volume superior
a 1 mL para realizar o exame com 20 mCi. O volume a injectar é de

20+25,38=0,79mL (3.20)
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Resolugio:

Dados do problema e conversoes de unidades:
v =4,08 dias

A(10h00 —15/03/2007) =296 MBq

a) Utilizando as equacdes 3.11 e 3.12 podemos obter a seguinte relacio,

que permite calcular o periodo se semi-desintegracio:

T=r-In2 < T =2,83dias=67,92h (3.20)

b) Para calcular a actividade no dia 20 de Marco de 2007 pelas 16h00 é
necessario ter em conta que passaram 126 horas desde que o servico recebeu a
amostra. Utilizando a equac¢ao 3.13 e tendo em considera¢do ¢ e T tém que
estar na mesma unidade, obtemos

In2 In2

———x126
A(126) = Ay xe T <> A(126) =296xe (3.21)

Assim, o resultado pretendido €

A(126) =81,8 MBgq (3.22)

3.2.2.  Exercicios propostos

1. A amoénia marcada com azoto-13 (>N — Aménia) constitui uma das opgdes

para cintigrafia do miocardio utilizando radiofarmacos marcados com
emissores positroes. Sabendo que a >N — Amonia é produzida com uma

actividade volimica de 100 mCi/mL num volume total de 10 mL,
determine:
a) O periodo de semi-desintegracio deste radiofirmaco, tendo em conta
que a sua actividade total uma hora apos a producio é de 509,1 MBg.
b) O nimero de doentes a que se pode administrar a >N — Aménia na

altura da sua producio, sabendo que para realizar cada cintigrafia com
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este radiofarmaco € necessario injectar 5 mCi.

¢) Se um doente que chegou ao servico de Medicina Nuclear 90 minutos
ap6s producio de "N - Amoénia nas condicoes referidas no

enunciado ainda pode realizar o exame.

O iodo-131 ('3}7)é um emissor B~ que constitui uma das abordagens
terapéuticas em tumores malignos da tiréide e apresenta um periodo de
semi-desintegracio de oito dias. Sabe-se que uma cipsula de '2}7 com
uma actividade de 262 mCi foi adquirida no dia 12 de Fevereiro de 2009, as
8h30.

a) Calcule a actividade da cdpsula de '27 no dia 24 de Fevereiro de

2009, as 17h30.
b) Determine o dia em que a capsula terd 20 mCi de actividade.

¢) Desenhe o esquema de decaimento, tendo em conta que este nuclideo

da origem a um 4atomo de xénon (Z = 54).

O estroncio-90 ( 3?E?Sr) foi um dos radioisétopos mais perigosos produzidos

no acidente de Chernobyl uma vez que tem a capacidade de substituir o
calcio nos ossos. Este radionuclideo tem um periodo de semi-desintegracao

de 29 anos, aproximadamente.

a) Quantos anos deverdo passar para que 1 g desse is6topo se transforme

em 125 mg?

b) Tendo em conta que este radionuclideo decai para o radionuclideo
29Y , que tipo de radiagio emite do seu decaimento?

¢) Desenhe o esquema de decaimento.

Uma das opg¢oes para realizaciao de estudos cardiacos em Medicina Nuclear
é o talio-201 (2°'77). Este radionuclideo tem um periodo de semi-
desintegracdo de, aproximadamente, 73 horas e decai por captura



electrénica. Suponha que um servico de Medicina Nuclear adquire

333 MBq num volume de 1,5 mL.

a) Considerando que o radiofirmaco chegou ao servico no dia 3 de
Dezembro de 2008 as 14h00, qual a sua actividade no dia 7 do mesmo

més, pelas 15h00?

b) Para injectar uma actividade de 2,5 mCi no dia 7 de Dezembro, pelas

15h00, qual seria o volume necessario?
¢) Que particula(s) é/si0 emitida(s) neste decaimento?
Um doente foi convocado para fazer um exame dez dias apds a chegada
de um produto em cuja caixa se 1&  “Actividade: 12 mCi;
Volume total: 6 ml; Vida média: 20 dias”. O exame é efectuado com uma
actividade de 100 pCi do produto. Qual € o volume a injectar?
Uma amostra de sédio-24 (**Na), cujo periodo de semi-vida é de

15,03 horas, foi enviada de Lisboa para os HUC. A sua actividade ao chegar

ao Hospital, passadas 3 horas, era de 10 mCi.
a) Determine a vida média deste nuclideo.
b) Qual era a sua actividade ao sair de Lisboa?

¢) Determine o nimero de dtomos presentes na amostra 20 horas apoés a

sua chegada aos HUC.

Dispde-se, num dado instante, de 10 mg de s6dio-22 (**Na) e da mesma
quantidade (em mol) de sédio-24 (**Na), cujos periodos sio

)

respectivamente, 2,6 anos e 15,03 horas.

a) Calcule, em Curie e em Becquerel, a actividade das duas fontes

radioactivas nesse instante.
b) Calcule a actividade da fonte de **Na , 15 horas depois

©) Determine a massa de uma amostra de **Na que teria a mesma

actividade que os 10 mg de 22Na tinham inicialmente.
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3.3. Doses em Orgios devido a decaimento radioactivo

Conhecendo a expressao que traduz a actividade de uma determinada

amostra em funcao do tempo, podemos calcular a actividade acumulada num
intervalo de tempo [ty, to], 4 (#,t,) , do seguinte modo:

5}
At 1) = j A1) -dt (3.23)

4

Esta expressio dia-nos o nimero de decaimentos ocorridos no intervalo de
tempo [ti, tz]. Se conhecermos a energia média libertada por decaimento, £, a

energia libertada nesse mesmo intervalo de tempo € dada por

i
E:E-J(rl,tz):f~jA(t)-dt (3.24)

4

Consideremos agora que foi administrada uma determinada quantidade de
radiofairmaco a um doente e este foi totalmente e instantaneamente fixado num
6rgio de massa m. A energia libertada nesse 6rgio por unidade de massa
chama-se dose absorvida pelo 6rgio, e pode ser obtida por

E-A(t .t
o E-A,n)

m

(3.25)

sendo a sua unidade no Sistema Internacional o gray (Gy).
Bibliografia a consultar:

PEDROSO DE LIMA, ]J.J. - Biofisica Médica, 2* edicio. Coimbra : Imprensa da
Universidade de Coimbra, 2005. Capitulo V, pp. 667-675.

PEDROSO DE LIMA, ].J., et al. — Biomatemdtica: Uma introduc¢do para o curso de
Medicina, 2* edi¢dao. Coimbra : Imprensa da Universidade de Coimbra, 2006. Capitulo 8, pp.
260-267.
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3.3.1.  Exercicios resolvidos

Resolucio:

Dados do problema e conversdes de unidades:

A4, = 500MBq

E =140keV

T =6h=21600 s
m=1,3Kg

t, =1min =60s
t, =10min = 600 s

a) O ndmero de desintegracdes por segundo num determinado instante é

traduzido pela actividade, cuja equacgio pode ser escrita sob a seguinte forma:

_in2
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em que 7T representa o periodo de semi-desintegracio, caracteristico de
cada radionuclideo, e 4, representa a actividade no instante inicial. Com este
exercicio pretende-se a determinacio do nimero de desintegra¢cdes ocorridas
num determinado intervalo de tempo, o qual € dado pelo seguinte integral
definido:

600
A(60,600) = j A(t)-dt (3.27)

60

Substituindo pela func¢io da equagio 3.26 vem:

600 In2 In2
_In2 A .7 2
.[A()'e Tdt=|-L—e T (3.28)
% In2 0

Substituindo pelos valores conhecidos obtemos

600
_500x10° x21600 -5y | _
In2
60

In2 In2
— _1,558x10" '{emo R “’} - (3.29)

= 1,558x10" [ 9,809x10™" —9,981><10’1J -

=2,680x10" desintegracies

b) A energia total emitida ¢ dada por:

Epa =N-E (3.30)

em que o N € o numero de desintegracdes ocorridas e E representa a

energia média por decaimento. Assim:

E, . =2,680x10" x140 =3,752x10" keV’ (3.31)

Sabendo que

leV =1,6x10"" J (3.32)

a energia total libertada expressa em unidades do Sistema Internacional sera:
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E, . =3,752x108 x10° x1,6x10™" = 6,003x107° J

(3.33)
¢) A dose absorvida por um 6rgio é dada por
D= Etotal (334)
m

Considerando que toda a amostra foi fixada pelo 6rgiao no instante t =0,

basta substituir na equacdo 3.34 o valor obtido na equacio 3.33:

6,003x107°J

=4,618x107Gy
1,3Kg

(3.3

Resolucio:

Dados do problema e conversodes de unidades:
A, =15 mCi =555 MBq

E(I“Jn)zmkeV

T =2,83 dias = 4075,2 min = 244512 s
t,=2min =120 s
t, =8min=480s
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a)

2,
A=4yxe T (3.36)
N 480
A(120, 480) = j A(t)- dt (3.37)
120
480 n2 m2 480
_In2 .7 InZ
J.A()ert:—AO -eTt =
120 In2 120
50 (3.38)
6 2
= —555X1O ><244512><e 20312 =1,996x10""  desint.
In2
120
b)
Epu =N-E (3.39)
E,m =1,996x10" x171=3,414x10" keV’ (3.40)
leV =1,6x107" J (3.41)
E,.; =3,414x10° x10° x1,6x107" =5462x107 J (3.42)

3.3.2.  Exercicios propostos

1. A "F -fluorodesoxiglicose ('*F — FDG) é um radiofirmaco utilizado na

Medicina Nuclear para diagnéstico e estadiamento de tumores malignos.
Este radiofirmaco emite positroes que, por reaccoes de aniquila¢io, geram
dois fotdes com 511 keV de energia. Sabendo que o seu periodo de semi-
desintegracio € de 110 minutos e considerando uma amostra deste
radiofirmaco que foi calibrada as 10h00 cuja actividade era de 296 MBq,

determine:
a) O numero total de desintegracdes ocorridas entre as 10h01 e as 10h30.

b) A energia total dos fotdes emitidos por reac¢oes de aniquilacio neste

intervalo de tempo, em unidades do Sistema Internacional.
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Uma das possiveis abordagens para diagnéstico e estadiamento de tumores
malignos ¢é a utiliza¢gao de colina marcada com carbono-11, um emissor de
positroes. Este radionuclideo tem uma semi-vida de 20,4 minutos. Por
reac¢oes de aniquilagdo, os positroes emitidos por este nuclideo geram
dois fotdes com energia de 511 keV cada. Considerando uma amostra deste

radiofarmaco com 2 mCi de actividade determine:

a) O numero total de desintegracdes ocorridas entre os instantes

t=2minet=5 min.

b) A energia total dos fotdes gerados por reac¢des de aniquilagio no

mesmo intervalo de tempo, em unidades do Sistema Internacional.

O iodo-131 ('337) é um emissor B~ que constitui uma das abordagens

terapéuticas em tumores malignos da tirdide. Cada decaimento deste
radionuclideo emite, em média, 606 keV de energia. Considere uma
cipsula de '27 com 337 mCi de actividade as 8h do dia 4 de Janeiro de
2010. Sabe-se que as 8h do dia 7 de Janeiro de 2010 a actividade se
encontra reduzida a 260,03 mCi. A capsula foi administrada nesse mesmo

dia a um doente, para terapéutica pos-cirtirgica de um tumor da tiréide.
a) Desenhe o esquema de decaimento da transformacao descrita.
b) Calcule o tempo de semi-desintegracio deste radionuclideo.

¢) Determine o nuimero decaimentos ocorridos durante os primeiros

3 dias de terapéutica do doente.

d) Sabendo que o tecido tiroideu residual do doente tinha 15 g de massa,
calcule a dose total absorvida por esse tecido. Considere que a fixa¢ao

do iodo pelo tecido residual foi instantanea e completa.

O bismuto-213 (2§§’Bi) ¢ um emissor alfa com periodo de semi-vida de
45,7 min que apresenta uma energia média por decaimento é de 8,32 MeV.
a) Desenhe o esquema de decaimento do %33 Bi, indicando os nimeros

atomico e de massa do nuclideo resultante.



5.

7.

b) Calcule a energia total emitida por uma amostra com 100 mCi deste

radionuclideo.

O rénio-186 ('5¢Re) ¢é um radionuclideo utilizado em terapéutica da dor
devida a tumores 6sseos. Decai por emissio S~ e tem um tempo de vida
média de 5,48 dias. Uma amostra deste is6topo com 50 mCi de actividade é
administrada a um doente com um osteossarcoma para alivio da dor. Sabe-
se que durante os primeiros 3 dias apos a administracio do is6topo, o
tumor recebeu uma dose de 137,48 Gy. Considere que ha fixac¢io total e

instantanea desta amostra pelo tumor.
a) Determine o periodo de semi-desintegracdo deste radionuclideo.
b) Calcule a actividade desta amostra 3 dias apos a sua administragio.

¢) Sabendo que o tumor tem 150 g de massa, calcule a energia média por
decaimento do '3¢Re (em keV).

No tratamento da sinovite crénica de pequenas articulagdes pode-se
proceder 2 sinovectomia com radioisotopos, utilizando-se o érbio-169
19Er), um emissor B~ com 9,4 dias de periodo de semi-vida.

Considere uma amostra deste isotopo radioactivo com 20 mCi de actividade
(t = 0), contida numa solu¢ao com 2 mL de volume. Sabendo que a energia

média por decaimento deste isétopo é de 99 keV, determine:
a) O numero de protoes e de neutrdes do nuclideo resultante.
b) A actividade volimica desta amostra para t = 15 dias.

¢) O volume necessirio para injectar uma actividade de 40 MBq na

articulacdo de um doente, para t = 15 dias.

d) A energia total emitida dentro da articulagao pela quantidade injectada

na alinea anterior.

O radio-224 (2§§Ra) e o radio-225 (2§§Ra) sdo dois isotopos
radioactivos que decaem, respectivamente, por emissdes « e S~ . O

primeiro tem um periodo de semi-desintegracao de 3,63 dias e uma energia



média por decaimento de 5,789 MeV; o segundo apresenta uma vida média
de 21,49 dias e uma energia média de 1,42 MeV. Considere duas amostras

destes is6topos, ambas com actividade inicial de 200 mCi.

a) Desenhe os esquemas de decaimento de cada isotopo, indicando o
nimero atoémico e o nimero de massa dos nuclideos resultantes.
b) Calcule o nimero de decaimentos de %24 Ra ocorridos nos primeiros

5 dias.

¢) Determine o nimero de dias necessarios para que, na amostra de

222 Ra , ocorram o mesmo nimero de decaimentos que os calculados

na alinea anterior.

d) Calcule a energia total emitida pela amostra de *gg Ra .

e) Determine o tempo necessdrio para que a amostra de 2§§_ Ra emita a
mesma energia que a calculada na alinea anterior.

8. O estroncio-89 (39Sr) é um emissor B~ eficaz na reducio da dor em

tumores Osseos e da prostata, que apresenta um tempo médio de vida de

72,9 dias. Considere que uma amostra deste radionuclideo é produzida

-

com 10 mCi de actividade. Essa amostra é administrada a um doente com
adenocarcinoma da préstata 10 dias ap6s a sua produgio. Sabendo que a

energia média por decaimento deste radioisétopo € de 583 keV, determine:
a) O numero de protoes de neutrdes do nuclideo resultante.
b) A constante de decaimento deste radionuclideo.
¢) A actividade desta amostra aquando da administracao.

d) A dose total absorvida pelo tumor, tendo em conta que o nuclideo foi

totalmente e instantaneamente fixado e que a sua massa era de 100 g.
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3.4. Modelos de agressio celular

Um modelo que traduza os efeitos biologicos da radiaciao ionizante sobre
tecidos deve ter em conta duas possibilidades:

1) Acclo indirecta: a radiacdo ionizante pode interagir com moléculas do
meio no qual as células se encontram, levando a formacio de produtos
Citotoxicos.

i) Accio directa: a radiacdo ionizante pode interagir com moléculas
importantes nas func¢des celulares, com consequente destruicio das
capacidades funcionais das células.

A teoria do alvo representa o modelo matematico da ac¢io directa da
radiacdo sem ter de entrar em conta com os mecanismos biolégicos da
destruicio celular. Nesta teoria, a probabilidade de aparecimento de
determinados fendmenos radiobioldgicos € fun¢io da probabilidade de que o
acontecimento fisico primario tenha ocorrido em determinadas zonas da célula,
denominadas zonas sensiveis, que corresponderio as estruturas vitais.

Para uma mesma intensidade da radiacio a probabilidade de uma
determinada molécula, ou estrutura, se encontrar no trajecto da radiacio e ser
afectada por acc¢io directa, aumenta com as dimensoes da molécula.

O nimero de moléculas atingidas, relativamente ao total existente na célula
¢, em geral, muito pequeno, mas os seus efeitos poderdo ser importantes.

A teoria do alvo assenta em dois postulados:

1) natureza estatistica da deposic¢io da energia;

1) existéncia de uma relacio de um para um entre o nimero de lesdes
iniciadas e o efeito biologico final.

No que se segue vamos considerar uma colonia de células todas do mesmo
tipo, designando cada célula por unidade biolégica. Cada unidade biologica
tem uma ou mais regides sensiveis a radia¢do incidente, ou alvos, e
designaremos por toque a interac¢io da radiacio com um dado alvo.

Por forma a simplificar a linguagem vamos admitir que a radiacio que

interage com o meio biologico € radiacdo electromagnética, tal como radiacio
X ou radiacio y.
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Quando se irradia um meio biolégico, o nimero de fotdes que nele incidem
¢ extremamente elevado. No entanto, a probabilidade de um fotio em
particular interagir com uma regido sensivel ¢ extremamente pequena. Nestas
condi¢des podemos dizer que a probabilidade de ocorrerem x toques numa
regido sensivel segue uma distribuicio de Poisson, dada por:

X —m
P(x,m) = mee

(3.43)
x!

onde m é nimero médio de toques por regido sensivel.

E possivel mostrar que m € proporcional a dose de radiacao absorvida, isto

m=a-D=—— (3.44)

em que o significado de D, serd explicado na sec¢iao seguinte.

3.4.1. Modelo de um s6 alvo e um s6 toque

O modelo mais simples de sobrevivéncia celular considera que cada
unidade biolégica contém uma s6 regido sensivel cujo estado € alterado por
um s6 toque conduzindo a sua inactivagdo. Este modelo de agressao celular é
normalmente designado por modelo de um s6 alvo e um s6 toque.

A probabilidade de sobrevivéncia da cultura de células é entdo igual a
probabilidade de nio ocorrer nenhum toque por regiio sensivel, dada pela
equacio de Poisson com x=0, ou seja,

0 -m D

S = P(0) = % —e D (3.45)

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ].J., et al. — Biomatemdtica: Uma introdu¢do
para o curso de Medicina, 2* edi¢io. Coimbra : Imprensa da Universidade de Coimbra, 2006.
Capitulo 8, pp. 269-270.
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3.4.1.1. Exercicios resolvidos

Resolugio:

Dados do problema e conversoes de unidades

a) A equacgio da sobrevivéncia para o modelo de um s6 alvo e um sé toque
€ dada pela equacio 3.45. Conhecendo a dose letal média, basta substituir os
valores e obtemos

5

S=e 15 =0,717 (3.460)

b) Neste caso basta aplicar novamente a equac¢io 3.45, resolvendo-a em

ordem a D :
D
02=e¢ > < D=-15xIn0,2=2414 Gy (3.47)
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Resolucio:

Dados do problema e conversoes de unidades
D=102Gy = §=0,06

a)
- - 10,2
S=e?® = 06=e P < D0=—1 (; =19,968 Gy (3.48)
nv,
b)
_ D
03=e 99 = D=2404Gy (3.49)
3.4.1.2. Exercicios propostos

1. Considere que a dose letal média de uma radiacio ionizante para
determinada populacao celular é de 1,5 Gy. Tendo em conta o modelo de

um s6 alvo e um s6 toque, calcule:
a) A sobrevivéncia para uma dose de 5 Gy.

b) A dose necessiria para que a sobrevivéncia tenha o valor de 25%.
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2. Determine a probabilidade de uma célula submetida a uma dose de 3 Gy
morrer segundo o modelo de um s6 alvo e um sé toque, sabendo que a

dose letal média € de 2,5 Gy.

P

3. Uma populacio celular com 100 g de massa ¢é irradiada durante 20 min
com uma amostra de tecnécio-99 metastivel (°°/37¢), cujo periodo de
semi-desintegraciao e a energia média por decaimento sao, respectivamente,
6 h e 140 keV. Sabendo que a actividade inicial da amostra era de 10 mCi e
que a dose letal média da populagdo celular é de 0,5 Gy, e considerando o
modelo de um s6 alvo e um s6 toque, determine a sua sobrevivéncia no

final da experiéncia.

3.4.2.  Modelo de varios alvos e um s6 toque

A maior parte das células dos mamiferos possuem diversas zonas sensiveis.
Nestas condi¢oes, para que ocorra morte celular, terio que ser atingidas todas
as zonas sensiveis com um ou mais toques.

Consideremos que cada regiao sensivel € desactivada com um sé toque.
Neste caso, a probabilidade de uma regido sensivel nao ser atingida € dada
pela equacgio de sobrevivéncia obtida para o modelo anterior (equagio 3.45).

A probabilidade de uma qualquer regiio sensivel receber pelo menos um
toque, P(x>1), serd entao a probabilidade contraria, isto é

D

P(x>1)=1-P(x=0)=1—e (3.50)

Havendo h zonas sensiveis, a probabilidade de ocorrer pelo menos um
toque em todas as regides P, ¢ igual ao produto das probabilidades
individuais, ou seja

D\

P, =[Px=D] =|1-¢ ™ (351

Assim, a probabilidade de sobrevivéncia da célula com # zonas sensiveis €

a probabilidade contraria a esta:
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D\

S=1-P,=1-|1-¢ 2 (3.52)

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, ].J., et al. — Biomatemdtica: Uma introdu¢do
para o curso de Medicina, 2* edi¢do. Coimbra : Imprensa da Universidade de Coimbra, 2006.
Capitulo 8, pp. 270-274.

3.4.2.1. Exercicios resolvidos

Resolucio:

Dados do problema e conversoes de unidades
Dy, =3Gy
h=6

a) A equacio da sobrevivéncia para o modelo de virios alvos e um so
toque ¢ dada pela equacio 3.52. Utilizando os dados do problema obtemos:
6
5

S=1-|l1-¢ 3| =0,715 (3.53)
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b) Neste caso basta aplicar novamente a equac¢do 3.52, resolvendo-a em

ordem a D :

6
D
0,9=1—(1—e 3} = D=—3><1n(1—§/1—0,9)=3,43Gy (3.54)

Resolucio

Dados do problema e conversdes de unidades
D=5Gy = S§=04

h=8
a)
oY s
S=1-|1-¢ D = 04=1-|1-e D RN
(3.55)
& Dy=- > =1,7967 Gy
Inll-§/1-0,4
b)
D =-1,7969 x 1n(1 —§f1-0,7 ): 3,536 Gy (3.56)
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3.4.2.2. Exercicios propostos

1. Considere que a dose letal média por zona sensivel para determinada
populacio celular é de 4 Gy. Tendo em conta o modelo de virios alvos e

um s6 toque com 5 dreas sensiveis, calcule:
a) A sobrevivéncia para uma dose de 4 Gy.
b) A dose necessdria para que a sobrevivéncia tenha o valor de 50%.

¢) Considerando o modelo de um s6 alvo e um s6 toque, determine a
sobrevivéncia para uma dose igual a calculada na alinea anterior

(considere a dose letal média com o valor de 4 Gy).

2. Uma célula é submetida a uma dose de 4 Gy. Sabendo que a sua
probabilidade de sobrevivéncia segundo o modelo de varios alvos e um s6
toque e para uma dose letal média de 2969 Gy é de 70%, calcule o

nimero de zonas sensiveis subletais.

3. Demonstre que segundo o modelo de varios alvos e um s6 toque nio hd

efeito biolégico para doses baixas.

4. Mostre que, para doses elevadas, a sobrevivéncia celular para o modelo de

varios alvos e um s6 toque se pode aproximar a uma exponencial simples.

3.4.3. Modelo misto

Neste modelo considera-se uma regido sensivel dita letal e h regides
sensiveis subletais. Ocorrera efeito biolégico ou por toque na regido letal ou
por h toques acumulados nas k& regides subletais.

Assim, a probabilidade de sobrevivéncia ¢é igual ao produto da
probabilidade de sobrevivéncia da zona letal pela probabilidade de

sobrevivéncia do conjunto das /# zonas subletais, ou seja,



D h

_D D
S=e P |1-1-¢

(3.57)

Nesta equacgido, D; ¢é a dose letal média para a zona sensivel letale D, éa

dose média para o toque nas / regides subletais.

Bibliografia a consultar: PEDROSO DE LIMA, J.J., et al. — Biomatemdtica: Uma introdug¢do
para o curso de Medicina, 2* edi¢ao. Coimbra

: Imprensa da Universidade de Coimbra, 2006.
Capitulo 8, pp. 275-276.

3.43.1.

Exercicios resolvidos

Resolugio:

Dados do problema e conversdes de unidades

h=4
D=3

A probabilidade de sobrevivéncia celular para o modelo misto de agressio

celular é dada pela equacio 3.57. Substituindo os valores conhecidos obtemos
3 ERY
S=e ¢-1-|1-¢ ° | |=0,6026 (3.58)
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Exercicio 3.12. Considere uma populac¢do de células com 6 regides
sensiveis subletais e uma letal. A dose média para as regides
sensiveis subletais é de 4,5 Gy. Sabendo que para uma dose de
1,5 Gy a sobrevivéncia celular tem o valor de 0,60622 determine a

dose letal média.

Resolucio:

Dados do problema e conversdes de unidades
D=15Gy = §=0,60622

h=6
s RERN
0,60622=c 2| 1-|1-¢ *° (3.59)
15
e P =0,606535 < D, =3Gy (3.60)
3.4.3.2. Exercicios propostos

Considere uma populacio de células com 8 regides sensiveis subletais e
uma regido letal que € submetida a uma dose de 0,5 Gy. Sabendo que as
doses letais médias para as regides sensiveis subletais e para a regido letal
sdo, respectivamente, 4 Gy e 2 Gy, determine a sobrevivéncia desta

populagio.

Uma populacgio celular é submetida a uma dose de radiacao de 4 Gy. Cada
célula tem uma regido sensivel letal, cuja dose letal média é de 6 Gy, e 5
regides subletais. Sabendo que a sobrevivéncia desta popula¢io para as
condicoes referidas € de 0,50858 determine a dose letal média para as

regides subletais.

Demonstre que para o modelo misto de agressio celular hd efeito

biolégico para doses baixas.
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S oL UCOES

1.1. Primeira lei de Fick da difusio

1.
2) C,(Ax)=1x10" mol cm™

b) & =-5%1073 mol cm™
dx

9] JS(%JzJS =1,25%x107° mol cm™* s~

d) D=2,5%x10" cm? s~

2.
a) J, = —-3,2x107° mol em™ s7'; de 11 para I

b) C,(Ax)=6,6x10"° mol cm™
1.2. Transporte de solutos por difusio através de membranas

1.2.1. Membranas homogéneas

1.
a) A=2,5x10" mol ecm™
b) Ax=12x10" cm=12 um
o) P, =1333x10" cm s~

d C, (%} =2,5x10"% mol cm™

2.
a) C! =1220 mol cm™
b) D, =6,667x10" cm* 57"
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3. Js(’oml):«]A +Jp = -2x107 mol em™ s7!

4. J, =075 mol em™? s_l; Jp =0,25 mol em ™2 s7!

5.
a) I, =-30 mol min™"; de 1 para I
b) D=0,625cm* s

6.

a) k=15

dcC,
x

o C,(5,5%x107) = 8,55%x10° mol cm™
d) I, =-1,2x107 mol s~

4

=6x107> mol cm™

b)

7.

e

X
b) C,(x)=1,333x10" - x +8x10™* mol em™ )
o) k=0,8
d) J, =—4x10" mol cm™ s7'; de 1I para 1

=1,333x107" mol cm™

8.
) J, =72x107 mol em™ 57!
b) D, =4,5x10" cm? 57!

o €T =2x10" mol em™
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1.2.2.  Membranas porosas

1. 30%

2. Jy+Jg = —5x107 mol em™ 57"

3. Cﬁl =0 mol cm™; CII; =0mol cm™

4.

a) C! =1x107° mol em™

b) 1, =9x107° mol min™"

5.
a) ¢! =55mol em™
b) D=3333x10"2cm’ s~

o J,=-0,1mol cm™*s7!

6.

a) J, = —l,2><10_6 mol cm™> s_l; de II para I
b) A C=C' ¢! =-3x107 mol em™

o) A =30 cm®

poros

7.
a) €T =1x107° mol em™

b) Ax=3x10" em =30 um
o) C,(x)=-1,333x1072 - x +5x107 (mol cm73)
d) A =135cm*

total
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1.2.3. Sistemas de membranas

1. 1 (total)z 1,896 x10~* mol min™"
2. Pg=2,289x107 cms™

3. J, (rotal) = —4,50625x10"" mol cm™ s™'; de 1I para I

4.
a) D, =2x10" em?* 57!

b) ! =525x10"° mol cm™

5. D, =5x107° cm* s~

1.3. Transporte de solutos por arrastamento

1.
) Cl'=2,6%x107 mol em™; CI =1,6x107 mol cm™

b) J, (total):1,13x10_5 mol cm™ 57!
2. J,(total)=8x107° mol cm™ s~

3.

a) k=0,8

b) J,(arrastamento)=1,024x10"> mol cm™* s~
O J,(total)=2,24x107° mol em™ 57"

d J, =5x107 mol em™ 57!
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4.
a) C [%j =4,2x107 mol cm™

b) 4, =100 cm?

o J, =33x10" mol cm™ 57

1.4. Correntes de solvente devidas a diferencas de pressao

1. P! =14376,38 mmHg
2. CL=4563x10"° mol cm™
3. AP =P — P =_99587625,6 dyn cm™

4.
a) 1, =-2,9664x10" mol min™"
b) 1, =0 mol min™"

5. J,(total)=-2.60 x107 mol cm™ s~

1.5. Membrana de Donnan

1.

a) Zp=2

b) Az =n' -z =-6,8208x10° dyn cm™
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2.
a) [K+][1 =3,5mol cm™
b) AP =P - P =6,44169x10" dyn cm™; no compartimento I

3.
a)

=3x10"> mol cm™

[C17 km’cio - [C17 ]:quilibrio
b) C,, =2,3x107% mol cm™
o Ar=n"—7x" =5928%x10% dyn cm™

4.
a) T=22°C

b) ‘[Cl - l(,:icio - [Cl - ]Z,m/ibria

I
) [Na+ ]:,,MO =8x107 mol cm™

=2,88x 107 mol ecm™

d) [PZF]I =1,8x1072 mol cm™
e) Zp =1

2.2.3. Lei de Bernoulli

1. F=727xcm’/s=226cm’ /s

2.

E (I)-E (2
a) p() p( )2144erg/g
m

E (2
b) p( )256,6erg/g
m

3.
2) P, =5200 dyn/cm?
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b) S, =6,67 cm’
o P, =3850 dyn/crn2

4. h=7,653x10" cm

5. P,—P,=28 x 107 dyn cm™

2.2.4. Fluidos reais e féormula de Poiseuille

1. AP=19,9 dyn/cm™
2. v, =11,025cm/s

dyn/cm’® A

7

300 =
299,2

293,2

267,3

v

4 R, =5,82x10" poise/cm’

15

cm



2.3. Tensao superficial

1. A})Sémbolos — 36,12

capilar

2. W=06007 erg ~1885 erg

5. (E,+E,)-E, =5253erg

4,
a) AP =100 dyn/crn2
b) r=1cm

5. P=79,21x107 atm
6. 0=39,2dyn/cm

7. h=11,869 cm

3.1. Tipos de transformacodes radioactivas

1.
) A=78 Z=34
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b)

) A=99;Z =42
b) 56 neutrdes

o) 37c ; radiagio y

d)
—_— Mo
\
BT
E
BTe
3.
A)A=192;Z=78
b)
'% Ir
B

192
7 Y
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a) A=81
b) Z = 38
9)
3 Rb

5.
a) [~
b) A = 206; Z = 82
9

2églpb

5

2;{(-5)31
X;
o
X Pb

218
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3.2. Lei do decaimento radioactivo

1.

a) T =9,7 min

b) 200 doentes

¢) Nao. A(90) = 1,61 mCi

2.
a) 89,67 mCi
b) Dia 14 de Marco de 2009, pelas 1h03
9]
131
3l
B
131
34 Xe
3.
a) 87 anos
b) g~
9]
90
28
B
90
94
4.
a) 132,57 MBq
b) 28,3 uL
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o) E emitido um neutrino por decaimento.

3.3. Doses em 0Orgidos devidas a decaimento radioactivo

1.
a) 4,678x10" desintegr¢des
b) 7,65x1072 |

2.
a) 1,183x10' desintegracoes
b) 1,93x10% ]

3.
a)
131
3l
B
131
34 Xe
b) T = 8,02 dias
©) 2,197x10Y desintegracdes
d) 14201,4 Gy
4.
a) Z =81; A = 209
213
3 Bi
o
209
81 n
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b) 1,218x10" keV = 19,49 |

3.4. Modelos de agressao celular

3.4.1. Modelo de um s6 alvo e um s6 toque

1.
a) §=0,0357
b) D=2,079 Gy

2. P=0,699

3.4.2. Modelo de virios alvos e um s6 toque

1.
a) §=0899
b) D=8178 Gy
© §=0,129

3.4.3. Modelo misto

1. §=0,7788
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A N E X O

I

Tabela 1 — Constantes fundamentais (unidades c.g.s):

Constante Simbolo Valor
Constante dos gases R 8,314x10’ erg K" mol”
Constante de Avogadro Na 6,022 x 10% mol
Aceleraciio gravitica G 980 cms”

Massa especifica da dgua Pru,0 lg cm”

Massa especifica do merctirio P 13,56 gcm’?’
Viscosidade da dgua M0 0,01 poise

Tensao superficial da dgua Oi0 72 dyncm’ (a 25°C)
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Tabela 2 — Factores de conversio

Unidade Conversio

Tempo Imin =60s
1h=3600s
lm=10* cm
1dm=10cm

Comprimento .
Imm=10" cm
lum =10" cm
1m*=10* cm®

Area 1dm?* =10% cm?

I mm? =107 c¢m?

Im’=10° cm’
Volume ldm’ =10 cm®> =1/

I mm® =107 cm’

Concentracio IM=1moldm™ =10~ molem™
Velocidade Ims'=10* cms’

Aceleracio Ims? =10% cms™

Massa lkg = 10° g

Forca IN=10 dyn

Energia 1= 10’ erg

Pressao INm?=1Pa=10dyncm”
Temperatura K =273,15+°C
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