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PREFACIO

Ensinar e estudar dalgebra linear — nos primeiros anos do Ensino Superior —
continua, parece, a ser uma tarefa ardua.

A precedente afirmac¢ao fundamenta-se em factos de dois tipos: as queixas
dos ensinantes/ autores e dos estudantes/ leitores; e os varios estudos que
tém vindo a lume sobre o “problema da algebra linear”, com relevancia, ao
que conhecemos, para autores franceses e americanos.

O queixume tem: um nd — o cardcter abstrato dos temas abordados; e um
horizonte — a (aparente) falta de aplicacdo dos conceitos.

Pois bem!

Quanto a abstracao: continua a haver dois trilhos essenciais — uns autores
partem do conceito de espago vetorial; outros amaciam o caminho,
apoiando-se na teoria das matrizes. A abstracdo estard sempre 14, e ainda
bem!

Quanto as aplicacdes: muito se tem escrito, em textos didaticos, sobre a
vasta gama de aplicacdes da dlgebra linear — sobretudo devido a larga
difusio dos computadores amigiveis — razio por que nido ¢ dificil
convencer o estudante/leitor da utilidade pratica deste assunto.

E o texto que temos em maos?

Dirige-se, essencialmente, a estudantes do 1° ciclo de estudos em
Economia e Gestio. E, porém, texto adaptivel para estudantes de qualquer
ramo do conhecimento que seja cliente da algebra linear: ciéncias duras ou
ciéncias moles; ciéncias exatas ou naturais; ciéncias humanas ou sociais.

A autora — com pratica longa, diversificada, diferenciada, refletida — resistiu
a duas tentacdes: a do egoismo disciplinar (ndo pondo todo o peso na sua
disciplina em detrimento de outras); e a da inovaco a todo o custo.

De facto, o texto em apreco: € modesto na sua ambic¢io — texto de apoio a

estudantes que (passe a redundincia..) vao as aulas; estd escrito em



linguagem simples, rigorosa, densa e, mesmo, tensa; é pouco retorico e as
notacoes sio adequadas e nao suscitam confusio.

Para qué mais um livro de algebra linear e, ainda por cima, em lingua
portuguesa?

Esta pergunta ocorrerd a muita gente: ensinantes, avaliadores de diversos
painéis... e, mesmo, estudantes.

Aberto este livro, encontramos um texto: breve, bem elaborado, bem
estruturado e escrito em bom Portugués.

Pensando nos principais destinatarios e olhando pormenorizadamente para
o contetdo, concluimos que estas Licdes de Algebra Linear tém futuro.
Destinando-se a alunos do primeiro ciclo de Economia e Gestio, esta
entendido por que se trata de texto curto, rigoroso mas nao presungoso.
Alunos que viao as aulas! Se vao as aulas, que necessidade hd para este
texto?

A aula da ao estudante o ambiente: para a motiva¢io, para participar na
constru¢io dos conceitos, para pressentir a aplicacio, para medir a tensiao
entre o rigor € a intuicdo.

Ter um texto destes a disposi¢io permite ao estudante vdrias coisas: estar
disponivel para usufruir das aulas em toda a plenitude, sem a preocupac¢ao
de registar informacio; antecipar a ida a aula ou tentar suprir a lacuna, se
1a nio foi; ter tempo, noutro espaco, para meditar sobre a matéria que lhe
¢ proposta; e medir forcas com um texto que, apesar da escrita densa e
tensa — como ja dissemos — encaminha, pacientemente, o leitor em passos
seguros e sem atalhos enganadores.

Escolhidos os principais destinatarios, o conteido, adequadamente, centra-
se nas ferramentas que sio as matrizes e os determinantes — com a
finalidade de tratar dos sistemas de equacdes algébricas lineares e, de
caminho, estudar o problema dos valores préprios.

No delicado tema dos valores préprios e vetores proprios vai-se longe, a
ponto de se incidir sobre os espacgos proprios e fazer uma incursio pela

decomposicio espectral duma matriz.



Ao longo do texto, ha numerosos exemplos e exercicios, alguns dos quais,
pelo simples facto da sua formulacao, indiciam a larga experiéncia docente
da autora.

Este é um texto para os alunos se iniciarem na Algebra Linear. Ficam estes
estudantes matematicamente maduros, mesmo que, com aturado esforco,
consigam dominar os conceitos aqui apresentados? E claro que nio! Nem
com este texto, nem com nenhum outro.

O que é um estudante maduro? E alguém que, no fim dum ciclo, mais ou
menos demorado, de estudos, seja capaz de: manejar a verruma da
intui¢io, empunhar a enxé do rigor, afilar a ponta analitica, tecer a rede
sintética, amolar o gume critico, abrir o dique da iniciativa, exercitar o
musculo organizativo, rodar a dobadoira da perseveranca.

Para que um aluno devenha um estudante sazonado, nao hi livro de texto
que baste! Hi que dar vida a um texto, isto €, hd que acrescentar: o
professor — profissionalmente licido e civicamente empenhado; a escola —
aberta e culta; e o proprio estudante — que tem que trabalhar. Trabalhar no
sentido seguinte: no dever que tem de aproveitar o direito ao acesso ao
abstrato, de nio desperdicar a concedida oportunidade da pratica da

abstracio.
Vale a pena fazer tal esforco.
Coimbra, Abril de 2010
José Vitoria

Professor Catedratico de Matematica Aposentado

Universidade de Coimbra
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PALAVRAS INICIAIS

Como tornar a Algebra Linear acessivel aos alunos?

Como incutir-lhes o gosto por este ramo da matematica? Como desafii-los,
através do dominio de conceitos e técnicas especificas, a desenvolver o
raciocinio légico, a intui¢do, a imaginaciao, a iniciativa, a criatividade, a
capacidade critica e a autonomia intelectual?

A medida que a experiéncia se acumula, a nossa motivacio torna-se cada
vez mais clara: a resposta, essa, permanece um desafio.

Todos os anos, na unidade curricular de Algebra Linear do 1° ciclo de
Economia, deparamo-nos com a mesma dificuldade. Quando passamos da
rotina dos calculos na resoluc¢io de sistemas de equacdes lineares e
opera¢cdOes com matrizes para a abordagem de ideias e conceitos como
valor préprio e vetor proprio de uma matriz (ou, ainda, espaco proprio e
diagonalizacio de uma matriz), gera-se uma auténtica barreira entre nés e
os que nos ouvem. A verdade é que a compreensio destes tOpicos requer
mais trabalho, persisténcia e concentracio da parte dos alunos,
independentemente do nosso esforco e empenho. Por isso, embora se
espere que estejamos a incentivar a autonomia intelectual dos nossos
estudantes, as mais das vezes limitamo-nos a treinar a sua capacidade de
reproduzir informacao e/ou efetuar calculos sem rumo.

Sabendo que, enquanto matemadticos, estudamos Matemdtica a partir de um
estimulo — que pode ser uma conferéncia, uma aula, um livio ou
simplesmente uma ideia que nos ocorre — que nos incentiva a elaborar
exemplos, fazer conjeturas, resolver problemas e demonstrar teoremas,
como podemos, afinal, ajudar os nossos alunos (niao-matemadticos) a

estudar Matemitica, em particular Algebra Linear?

Tal como referimos, a resposta escapa-nos ainda. Todavia, a experiéncia
alertou-nos para as seguintes questoes:
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¢ Porque que € que os matematicos tém tanta dificuldade em se fazer
compreender?

e Porque é que as pessoas que tém ma relacio com a Matemadtica
culpam quase sempre 0s seus professores?

e Porque € que grande parte dos nossos alunos se queixa da linguagem

codificada/cifrada usada nos livros de textos e pelos professores?

Uma das principais razdes prende-se com o facto de as nossas aulas niao
serem frequentadas por matemdticos, mas sim por estudantes que nao tém
a minima inten¢ao em tornar-se futuros matemadticos. Talvez por isso uma
definicao abstrata lhes desperte menor atengio!

Nio pondo, de forma alguma, em causa a importincia da abstracio e
generalizacio no desenvolvimento desta disciplina, certo é que, neste
Ambito, temos em vista, mais do que abordar a sua criacio, falar de

comunicac¢ao da Matematica.

Por isso, com este texto nido pretendemos publicar outro (mais um ...)
manual de Algebra Linear, mas sim criar um instrumento de apoio para
cursos que visem iniciar os estudantes no estudo desta disciplina.

Trata-se de um texto, breve e auto contido, preferencialmente dirigido a
alunos que frequentem o 1° Ciclo em Economia ou Gestdo. Por assim ser,
ao escrevé-lo tentdmos observar algumas regras que nos parecem
fundamentais:

(i) Utilizar, apenas, a terminologia necessidria, reconhecendo que nem
todos pensam como um matematico;

(i) Evitar confundir abordagem coerente e rigorosa com estudo exaustivo e
completo, e, nesse sentido, substituir algumas das demonstracoes mais
exigentes por exemplos esclarecedores;

(i) Assumir que os estudantes/leitores podem nio estar familiarizados com
0 nosso vocabuldrio e que as palavras que utilizamos muitas vezes niao

significam o mesmo para os outros do que para nos.
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As dificuldades com o vocabuldrio sio terrivelmente inibidoras, embora
niao sejam, apenas, caracteristica da Matematica. O que torna frustrante as
conversas de um leigo com um economista, um jurista ou um fisico sao
dificuldades semelhantes. Muitos destes profissionais insistem numa
linguagem técnica extremamente apurada, com a justificacio de que “é
muito mais precisa”. Niao discordando desta udltima afirmac¢io, parece-nos
importante contrapor que a terminologia sofisticada s6 € clara quando sio
necessarias distingdes muito finas e rigorosas e que, de um modo geral,
num curso introdutério a sua utilizacio se torna inttil e até nociva.

Mas, se € verdade que em Matemdtica nio se pode avancar muito sem
recorrer a simbolos, também € certo que nio nos podemos deixar fascinar
pelo simbolismo a ponto de nos afastarmos do nosso objetivo inicial. Ou
seja, nao devemos esquecer que a nossa audiéncia (sejam ouvintes ou
leitores) estd menos familiarizada com certo tipo de terminologia do que
nos proprios. Assim, e a titulo de exemplo, na maior parte das vezes, nio ¢
aconselhavel dizer «Seja v um elemento do espaco vetorial real (R?,+,)
em vez de Seja v um vetor do plano». Além disso, se nio vamos utilizar R?
como um espaco vetorial, mas apenas as propriedades dos seus elementos
enquanto pares ordenados, chamar a atenc¢io, de quem nos ouve ou l&, em
determinado contexto, para a estrutura de espaco vetorial pode ser
irrelevante e, até mesmo, roc¢ar o puro espalhafato.

Deste modo, parece-nos desaconselhdvel criar novos simbolos ou, sem
justificacdo, alterar os que sio de uso corrente. Por outro lado, se o par
(1, +/3) pode representar um ponto do plano, um vetor de comprimento
2, uma matriz coluna do tipo 2 X 1 ou um elemento do espaco vetorial real
(R?,+,)), devemos admitir todas as diferentes utilizacdes e explici-las
cuidadosamente. Porque este é um dos aspetos mais fascinantes da Algebra
Linear: associar uma enorme simplicidade tedrica a um poder absoluto nas
aplicacoes.

Todavia, trata-se de uma disciplina em que o dominio das técnicas, se
dissociado da compreensio das ideias e dos conceitos, de nada vale.
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Assim, é com efetiva apreensio que continuamos a constatar que a maioria
dos estudantes que ingressam na universidade receberam uma educaciao
matematica, reduzida a mera manipulacao de nimeros e simbolos, na qual
foram obrigados a repetir, exaustivamente, colecoes de exercicios anidlogos
e pouco estimulantes.

E neste sentido que nos empenhamos em sensibilizar os estudantes para a
importincia do papel que a Matematica desempenha na compreensio das
questdes sociais e (nio menos importante) alerta-los para o uso, niao uso,

mau uso e abuso que dela se faz constantemente.

Com este objetivo, esperamos que, também com estas licdes, consigamos:

e esclarecer os nossos alunos de que embora, em algumas circunstancias,
a Matematica possa complicar e intimidar, ela é indispensavel na
decisio da escolha dos nimeros, das relacdes ou associacdes que sio
fiaveis;

® ¢, simultaneamente, fazé-los sentir que o seu afastamento nos pode
colocar em grande desvantagem quando nos dispomos a refletir sobre

a multiplicidade de questdes que surgem no nosso quotidiano.

Esta é, do nosso ponto de vista, a melhor forma de os preparar para um

futuro que se adivinha incerto e exigente.

Coimbra, 27 de janeiro de 2010

Esgotada a primeira edi¢io, este manual evolui para o presente livro que
contém breves atualizacdes, também mais alguns exercicios que procuram
melhor ajudar os alunos.

Coimbra, 30 de junho de 2014

Teresa Pedroso de Lima
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CAPITULO I ® MATRIZES

I.1 - Conceito de vetor. Operacéoes com vetores e algumas
propriedades: adicao de vetores e multiplicacio de um vetor por um

escalar. Combinacio linear de um conjunto de vetores

Vamos falar de «etores» enquanto elementos do plano ordindrio
R? = {(x;, x5): x;€R, i = 1,2},
do espaco ordinario
R3 = {(xy, x5, x3): x;€R, i = 1,2,3},
e, de um modo geral, do conjunto
R™ = {(x1, X, , Xp): X;€R, i = 1,2,-++,n};

e, ainda, de «escalares» que, no nosso contexto, sio nimeros reais®.

Comecamos pela seguinte

Questao 1.1.1.

O que € um vetor?

! Repare-se que podemos definir R? como o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais,
R3 como o conjunto dos ternos ordenados de niimeros reais e, finalmente, R® como o
conjunto das sequéncias ordenadas de nimeros reais.

" Exceto no Capitulo IV, onde os escalares podem ser valores proprios de uma matriz, e,
como tal, raizes de uma equacio polinomial.



Exercicio 1.1.2.

Recordando o que estudou anteriormente, e depois de ter lido o texto

seguinte, responda a Questio 1.1.1.

«Vetor — Designa-se por vetor o conjunto infinito de todos os segmentos de reta
orientados, equipolentes entre si, ou seja, o conjunto infinito de todos os segmentos
de reta orientados que possuem o mesmo comprimento, a mesma dire¢do e 0 mesmo
sentido. Na prdtica, para representar um vetor, tomamos apenas um dos infinitos
segmentos orientados que o compoe. (...)

Durante muito tempo o segmento de reta orientado foi designado por vetor
aplicado e o vetor atual de vetor livre. Na Matemdtica, a designacdo de vetor
aplicado caiu em desuso mas, na Fisica, ainda se aplica tal designagdo e, por vezes,
simplificada para vetor, o que faz com que neste caso se tenba de considerar
também um ponto de aplicagdo para caracterizar este "vetor”.

Muitas grandezas como, por exemplo, a for¢ca que atua sobre um corpo, a
velocidade de um determinado objeto em movimento ou a posicdo de um outro
relativamente a um ponto fixo sdo representadas por vetores (no sentido da
designagdo de Fisica), dado que (...) ndo podem ser totalmente definidas por um
simples valor numérico. Com efeito, se quisermos indicar a posicdo de um objeto
relativamente a um dado ponto ndo basta dizer que aquele se encontra a uma
distancia determinada deste. E, também, necessdrio saber em que direcdo e, dentro

dessa direcdo, em que sentido ele se encontra.»"

E se se perguntar a um matemdtico o que € um “vetor”, qual serd a
resposta? Muito provavelmente serd: "E um elemento de um espaco

vetorial.”

i petor. In Infopédia [Em linha]. Porto: Porto Editora, 2003-2014. [Consult. 2014-05-21].
Disponivel na www: <URL: http://www.infopedia.pt/$vetor>.




Ora esta informacgio s6 € util para um grupo restrito de pessoas que
utilizam a mesma linguagem cientifica. Pois, o didlogo acima iniciado teria

— quase de certeza — um desfecho andlogo ao que seguir se descreve:



E um elemento de um
espago vetorial.

F uma estrutura algébrica.
Concretizando ...

Eoqueé
um espago
vetorial?

)

Consideremos um
conjunto munido de duas

operagdes ...

1172 Escalar!!?? Serd uma
multiplicag#o para alpinistas?




111727 Pelo menos a adigdo
parece conhecida ...

Fiz-me
perceber?

. . ~
Neste caso, considero a W

operagdo que a dois elementos de um
conjunto — que nfo tem de ser um conjunto
de numeros — faz corresponder ...

11?7 O qué!!??

Bem, eu ndo me
estava a referir a
adig@o usual em R.

Oh! Nio ...

... um elemento desse conjunto. Esta
operagdo tem de ser comutativa,
associativa, garantir ...

... a existéncia de elemento
neutro e oposto aditivo.

Além disso, em conjunto com a
multiplicagdo escalar ...

!!1Desisto!?




Os objetivos que delineimos para estas Licoes de Algebra Linear nio se
alcancam, seguramente, com dialogos deste género.

Facamos, pois, um esforco para os evitar!

Neste manual vamos definir vetor de um modo mais abrangente do que
o utilizado no Ensino Secundirio. Assim, recapitulemos algumas ideias e

conceitos.

Como sabemos, R? = {(x,x,): %1, x,€R} pode representar o conjunto
de todos os pontos do plano onde, previamente, definimos um sistema de

eixos coordenados ortogonais e monométricos de origem 0(0,0).

Consideremos, agora, o par ordenado x = (x;,x,) onde x; e x, sdo

—_—
nimeros reais. Associamos a x um segmento de reta orientado OP com
origem no ponto 0(0,0) e extremidade no ponto P(xy, x,).

Note-se que

OP =P —0 = (x;,x,) — (0,0).

Reciprocamente, podemos associar a um segmento de reta orientado OP

v o par ordenado x = (x;,X3).

Isto é,
—_—
x= (x1,%) © OP & P(x,x;) .
-~ — —_—
par ordenado vetor ponto do plano

Assim, — dado que a cada vetor livre (representante de uma classe de
equivaléncia de segmentos orientados de igual comprimento, direcio e
sentido) podemos associar um segmento de reta orientado com origem em
0(0,0) e a cada segmento de reta orientado com origem em 0(0,0)
podemos associar um vetor livte - estabelecemos a seguinte

correspondéncia biunivoca

U Com origem no ponto 0(0,0) e extremidade no ponto P (x4, x,).



OP & x = (x1,%,).

Isto €, confundimos propositadamente pares ordenados, segmentos
orientados com origem em 0(0,0), vetores e pontos do plano.

Note-se que o comprimento e a direcio de um vetor (do plano R?) sio
o comprimento e a direcio de qualquer segmento de reta orientado que
lhe esteja associado.

Deste modo passaremos a definir um vetor x (do plano R?) como um
par ordenado (x;,x,), em que os nimeros reais X; e x, sao chamados

coordenadas do referido vetor x e escrevemos x = (xq, x,).?

Generalizando,

Definicido 1.1.3. [vetor]

Chamamos vetor a uma sequéncia ordenada de nimeros reais.

Mais concretamente, se R é o conjunto dos niimeros reais, e,

R =RXRX - XR={(xg,%,,%,): x;€R, i = 1,2,+-,n},V"

nvezes

entdo dizemos que x = (X1, Xy, *+,x,) € um vetor de R™.

Assim, representamos o vetor x € R" pelo n-uplo? (xy, x5, , X,).

Todavia, também o designamos, algumas vezes, por uma coluna.

Y Dado que a cada vetor (do plano R?) podemos fazer associar, de modo dnico, um ponto
de R?.

Vi Recorde-se o conceito de produto cartesiano de conjuntos, A X B = {(a,b): a € A,b € B}.

Yt O que quer dizer sequéncia ordenada de n elementos.



X1
Neste caso a coluna | . | representa o vetor x.V"*
x‘l’l

Deste modo, podemos escrever

X1
X2
X S (x1!x2!'“'xn) 3 :
notagdo notacgao
Xn

No que se segue chamaremos aos n ndmeros reais Xy, Xz, X,

coordenadas do vetor x = (x4, X5, ***, Xp).

Exemplos 1.1.4.

a) (1, 2), [?/;], % %),0 0e [g] sdo elementos de R2.

Recorde-se que R? = {(xq, x,): x1, x,€R} e, consequentemente, qualquer

par ordenado de nlimeros reais é um vetor de R2,

b) Analogamente,

sio vetores de R3.

INERVoRR|

0.1
(1' 2' O)a |:\/7 ) (%’ 23_1' 23_1)7 (0' 0' 0) S
3.2

Saliente-se, mais uma vez, que qualquer terno ordenado de nuimeros

reais € um vetor de R? e que, por exemplo,

1
a 2, 0 = 12|
not\-;géo 0

Yt Quando optamos por uma letra, nesta circunstincia, x, escolhemos, geralmente, entre as
dltimas do alfabeto.



Definicao I.1.5. [Igualdade de vetores]

Dizemos que x = (Xq,X5,*,%,) € ¥ = (V1,¥2,**, ¥n) — dois vetores de

R™ — sdo iguais se e s se verifica que x; = y;, paratodooi =1,2,---,n.

Exemplo 1.1.6.

0 0 0
-5 -l -5
Os vetores u = 1 e Vv= 1 Sa0 1gua1s. No entanto se w = \/§
V3 V3 1

entio u # w. (Porqué?)

Definicio I.1.7. [Vetor nulo]

Chamamos vetor nulo ao n-uplo x = (X1, x5, -+, x,) € R" se e s se

Xy =xy, =+=x, =0.

Exemplos 1.1.8

0
0
0

(0,0,0,0,0) € R®;

€ R3, [g] € R% e (0,0,0,0) € R* sio vetores nulos.

Recordemos, agora, as operacdes bdsicas para vetores do plano (a
adi¢ao e a multiplicacdo escalar).
Em anos anteriores, constatimos que se v € um vetor, 2v € um vetor

com a mesma direcio, o mesmo sentido e com o dobro do comprimento.



Por outro lado, na adi¢io de vetores utilizimos a Regra do Triangulo ou a

Regra do Paralelogramo.

Definicao I1.1.9.

Sejam u = (uy,u,) e v = (v, v,) dois vetores do plano R2. A soma dos

vetores u e v € o vetor (u; + vy, u, + v,) que se designa por u + v.

Seja u = (uy,u,) um vetor do plano R? e @ um ndmero real.
O produto do vetor u pelo nimero a é o vetor (Quq,Qu,) que se

designa, usualmente, por au.

Generalizamos, facilmente, estas operagdes para vetores de R™.

Definicdo 1.1.10. [Adi¢io em R"]

Sejam x = (x4, %5, , %) € Yy =1,¥2 ", ) dois vetores de R™

Dizemos que o vetor x + y, resultado da operagido

+:R" X R* — R"
(x,y) = x+y,

é a soma de x com y, e definimos x +y = (X1 + Y1, X3 + V3, , Xp + V).

Mais concretamente, se x = (Xq, X5, **,Xp) € ¥ = (Y1, V2, , ¥n), tem-se

por
definicdo

x+y =02 %)+ Guya v F 0 (aFyuxe + Yo X + Y.

10



Definicdo 1.1.11. [Multiplicacio escalar em R"]
Seja x = (xq,%,**,X%,) um vetor de R®™ e a um nidmero real™.
Definimos multiplicacao escalar em R™ como se segue

R X R" — R"
(a,x) — aex’

Neste caso, o resultado da operacdo €, também, um vetor de R™. Mais

concretamente, o produto do vetor x pelo nimero real a é o vetor

por
notagio definigdo
~ ~

aex = ax = (axg,axy, -, ax).

Exercicios 1.1.12.
1.Sejamx = (1, 2, 3)ey=(=1, 0, —5) dois vetores de R3.
Calcule:

Du=x+yev=x-—y;

b)w=5x+3yez=2x—y;

C)pzx/fx—;y.

2. Sabendo que a+b=@3, 1) e a—b=(1, 3), determine as
coordenadas dos vetores a = (a,,a;) e b = (by, by).

Descreva geometricamente a resolucio por si escolhida.

X Recorde-se que, neste manual, designamos os nimeros (reais) por escalares.

11



Observacgao 1.1.13.

Na alinea 1.b) do exercicio anterior constatamos que, para determinar
os vetores w=5x+3y e z=2x—y, temos que combinar as duas
operacdes anteriores — a adiciio e a multiplicacio escalar em R3.

Os vetores assim obtidos — w=5x+3y e z=2x—y - dizem-se
combinacdes lineares dos vetores iniciais

x=1, 2, 3)ey=(-1, 0, -5).
Verificamos, também, que a adi¢ao de vetores e a multiplicacio de um

vetor por um numero (escalar) satisfazem as seguintes

Propriedades 1.1.14.

1. A adicao de vetores € associativa, isto €, para quaisquer u, v e w:

u+@+w)=Ww+v)+w.

2. A adicdo de vetores é comutativa, isto é, para quaisquer u e v:
ut+tv=v+u.
3. Existe um unico vetor de comprimento igual a zero, o vetor nulo que
se designa, usualmente, por 0 = (0,0,:-,0).
Além disso, para todo o vetor u:
u+0=0+u=u.
4. Para cada vetor u, existe um e um s6 vetor (—1)u = —u, tal que:
u+(—u)=(C-uw)+u=0.
5. Para todo o vetor u e todos os nimeros reais a e f3,
(aB)u = a(Bu).
6. Para qualquer vetor u,
1lu=u,

sendo 1 o elemento neutro da multiplicacao em R.

12



7. Para qualquer vetor u e quaisquer nimeros reais a e f3,
(a+ Bu = au + pu.
8. Para todos os vetores u e v e todo o nimero real a,

afu+v) =au+ av.

Definimos, de seguida, combinacio linear de um conjunto de vetores.
Definicio 1.1.15. [Combinacgio linear de um conjunto de vetores]

Sejap = 1.
Consideremos p vetores de R", vy, v,,+,vp, € p escalares, ay, &y, *, ay.

Nestas condi¢oes, dizemos que o vetor
[vl =ag v |t ax|v|+ et ay |y

€ uma combinacio linear dos vetores vy, v,, Up.

Exercicios 1.1.16.

1.Sejamu = (3, 7)ev=(—1, 1) dois vetores de R?.

a) Determine as coordenadas das combinacdes lineares dos vetores u e
v a seguir indicadas:
w=u+ 3v,
y=—2u+4v,
z=au+ fv,

onde a e B sdo nimeros reais.
b) Indique dois nimeros, 6; e 8,, de modo que 6,u + 8,v = (5, 5).

13



2. Calcule as coordenadas dos vetores -~ x —y, x +y+2z e 2x + 2y + z,
sendo

x=(1, 2, 3),y=(=3, 1, —ez=(2, -3, -1).

3. Verifique que se x = (x4, x,,x3) € uma combinacio linear dos vetores
u=(5, -2, —-3)ev=(—1, 0, 1) entdo a soma das suas coordenadas

¢ igual a zero, isto €, x; + x, + x3 = 0.

4. Seja [ABCD] um paralelogramo do qual apenas se conhecem trés dos

seus vértices, nomeadamente, (1,1), (4,2) e (1,3).

a) Que pontos do plano R? podem ser escolhidos para quarto vértice?

Faca um esboco geométrico das possibilidades encontradas.

b) Resolva o problema anterior para o caso em que os trés vértices

conhecidos sio (1,-2), (0,0) e (4,2).

5. No plano XOY represente as nove combinac¢des lineares a seguir
indicadas

a5, 2)+pB0, 1), paraa=0,12ep =012

6. Dados dois vetores x =(1, 2, 3) e y=(-1, 0, —=5) de R3

verifique se:

a)u=(2, 6, 6)¢éuma combinacio linear de x e y;

b)v=(-9, —2, 5)éuma combinacio linear de x e y.

14



7 Sejamu=(—4 0, Dev=(-|8+1, 0, y?), ondeb,y€R,

dois vetores de R3.

a) Determine um vetor w = (w;, W,, w3) com a mesma direcio que u
mas com sentido contrario ao de u.
b) Calcule 8,y € R de modo que u = v.

¢) Faca 0 =y = 0. Verifique se y =(—=1, 0, 1) é uma combinac¢io

linear dos vetores u e v.

8) Considere os vetores de R3
u, =02, 3, 6),u, =1, 1, 2)eu;=(10, 1, 2).

a) Calcule as combinacdes lineares dos vetores uq, U, € Uz a seguir
indicadas:

31) u1 - 7u2,
32) u1 + uz - 3u3.
b) Verifique se o vetor uz é uma combinacio linear de u; e u,.

~

¢) O vetor nulo é combinagio linear de u; e u,? E de uy, u, e uz?

Justifique a sua resposta.

9. Calcule u € R* de modo que
V2u —u =u+ Qu —up) + u + 4uy,
sendouy, = (1, -2, 6, m).
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1.2 - Produtos com vetores e normas: vetores ortogonais;

conjunto ortogonal de vetores; conjunto ortonormal de vetores

Vamos definir, agora, produto interno de dois vetores de R", bem

como norma euclidiana (ou comprimento euclidiano) de um vetor.

Definicdo 1.2.1. [Produto interno em R"]

Sejam x,y € R™. Dizemos que o resultado da operacio

():R"x R" —> R

n

(5,9) = (63 = ) x

i=1
é o produto interno®* do vetor x pelo vetor y. Mais concretamente, note-

se que se x = (X1,%y, -, %) € Y = (¥1, Y5, -+, V) €Ntdo

(6, ¥) = Xica Xiyi = x1Y1 + XY, + -+ XY, ER.

Observaciao com exemplos 1.2.2.

1. No caso particular de R? temos x = (x;,%,) € y= (y,V2) e,

consequentemente,
(x,y) = X151 + %2>.

Deste modo, se u = (% %) ev=(1, 8)entio

(wv) = ()W) + (3)@©) =6.

XIX Alguns autores também utilizam a designaciio “produto escalar”.

17



2. Em R3 temos x = (x4, %,,%3) € y = (¥1, V2, V3) pelo que

(x,¥) = X191 + %2, + x3Y3.

. 11
Neste caso, verificamos que se u = (5, p 0) e v=(_1 0, 8

entao

wv)=(5) W+ () @+ ©@© =13

3

Também constatamos que

=00+ () 00 =152

(v,v) = (D) + (0)(0) + (8)(8) = 65.

Definicio 1.2.3. [Vetores ortogonais]

Dois vetores, x = (X1,%X5,"*, %) € ¥ =1, Y2, ), dizem-se
ortogonais em R" se e sO se o seu produto interno € nulo, isto €, se e so

se {(x,y) =0.

Exemplos 1.2.4.

1.Sejax=(1, 2)ey=(=2, 1).Entio
(y)=D(E2)+ @)D =0

e podemos garantir que os vetores x = (1, 2) e y=(-2, 1) sio

ortogonais.

18



2. Sejam, agora, x = (2, =3, 1),y=(1, 1, Dez=(4 3, 2).
Verificamos que
(x,y)=(2)(1) + (=3)(1) + (1) =0,
(2x,y) = (®@D) + (-6)(D) + (D) =0,
(x5, (=3)y) = (@D (=3)+ (=3)(=3)+ (D(-3) =0,
r,x) =12+ M(=3)+ (D) =0

) ((=3)y,2x) = (=3)(®) + (=3)(—6) + (—=3)(2) = 0.

Todavia
(2)=QR)® + =N+ W@ =1

) e g, A= FO® O =9
(2x,2) = (H@ + (—6)3) + () = 2 = 2(x,2),
(-2 = @)+ (=3)(-)+ WD = -1 =—Xx2),
¥, (=92 =ME2)+ M=)+ W1 = -2=-Xy,2),
(=3, (-2 = Z==3)(- D2

e

(x+y,z)=03)4 +(=2)3) +(2)(2) =10 = (x,2) + (y,2).

Neste caso dizemos que:

(i osvetoresx = (2, =3, 1)ey=(1, 1, 1) sdo ortogonais;

(i) o vetor 2x = (4, —6, 2), mdltiplo escalar do vetor x, também é

ortogonal a y = (1, 1, 1);

(iii) o vetor x = (2, —3, 1) é ortogonal ao multiplo escalar do vetor

y, definido por (=3)y = (-3, -3, -3);
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(iv) os vetores 2x =(4, —6, 2) e (-3)y=(-3, -3, —-3) sio
ortogonais;

() osvetoresx = (2, =3, 1)ez=(4, 3, 2)nio sdo ortogonais;

(vi)osvetoresy=(1, 1, 1)ez=(4, 3, 2) ndo sdo ortogonais;

(vi) os vetores x+y=(3, =2, 2) e z=(4, 3, 2) nio sio

ortogonais.

Exercicios 1.2.5.

1. Mostre que:

a) O vetor nulo (0, 0) é ortogonal a todos os vetores de RZ;

b) O vetor nulo (0, 0, 0) é ortogonal a todos os vetores de R3;
©) Os vetores (4, —10) e (5, 2) sdo ortogonais em RZ;

(iv) Os vetores (7, 3, —10) e (1, 1, 1) sdo ortogonais em R3;

b) Determine dois vetores de R5, com coordenadas nio nulas, que

sejam ortogonais.

Definic¢ao 1.2.6. [Conjunto ortogonal de vetores]

Sejam vy, vy, -+, V), vetores de R™.
Dizemos que {vl,vz, -~-,vp} é um conjunto ortogonal de vetores de R"
se e soO se

{(Ui, v;) = 0, sempre que i # j
(Ul', 'UL') >0 ’
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Exemplo 1.2.7.

O conjunto de vetores {vy, V5, V3, v,}, onde

v = (_L 1! 0' 0), v, = (_1: _1; 2, 0),
vg=(-1, -1, -1, ev,=(1, 1, 1, 1),

¢ um conjunto ortogonal de R* uma vez que

(v1,V2) = (V1,V3) = (V1,4) = (U3, V3) = (U3, 14) = (v3,1,) = 0.

Exercicios 1.2.8.

1. O conjunto {(0, 0, 0)} é um conjunto ortogonal de R3?

2. Seja u= (4, 0, —4) um vetor de R3. Determine um vetor nio
nulo, w = (wy,w,,w3), que seja ortogonal a u, e que, além disso, se
escreva como combinacio linear dos vetores (=1, 1, 0) e

1, 2, -3).

3. Verifique se o vetor u = (—2, 3, 1) é uma combinacao linear dos

vetoresx = (1, 2, 3)ey=(-3 1, -2).

4. Indique um vetor w = (W1, Wz, W3) nido nulo e ortogonal a
u= (-2, 3, 1), que seja uma combina¢io linear dos vetores

x=00, 2, ey=(-3, 1, -2).

Associado a nog¢io de produto interno surge o conceito de

comprimento de um vetor.
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Definicdo 1.2.9. [Comprimento euclidiano®* em R"]

Dado x = (X1, x5, -, %,) € R™, dizemos que o nimero real

llx|| = /x12+x22 + o xk = (x,x)

€ o comprimento euclidiano (ou norma euclidiana) do vetor x.

Exemplos 1.2.10. [Comprimento euclidiano em R? e R3]
aA)EmR? sex=(1, 2)ey=(1, —1) entio
Il =VIZ+22 =5 e [yl =12+ (12 = V2.
b) Em R3, dados os vetores
x=(-2 -3 -1,y=(1 0 -1) e z=(—4 -3, 0),

temos, sucessivamente,

x|l = \/(—2)2 +(=3)2 + (-1)% =14,
Iyl = V(=12 + 02 + (-1)2 =2

llzll = /(=4)% + (=3)2 + 02 = V25 = 5.

Verificamos que

I(=5)yll =1I(5, 0, 5)Il =V52+0%+5%=+50=5V2=5]|lyl,

*X Ou norma euclidiana.

22



.

e, também que (m

igual a 1), visto que ”(J%)x” = %llxll e ”(%)Z” =§||Z||.

Além disso, constatamos que

llx + zIl < llx]l + llzIl,

uma vez que

)x e (é)Z sdo vetores unitarios (isto €, tém norma

Ix+2zl = l(=6, =6, DI =73 e llxll +llzll = yI&+5 ~ 8.7.

~8.5 ~3.7

Exercicio 1.2.11.

Considere trés vetores de R* u= (-1, -1,
v=(1, 1, 5 -3)ew=(1, 1, 1, 1).

Verifique que:

a) (u,u) > 0;

b) (w,w) # 0;

o (u,v) =0;

D (u,w) = (w,u);

e llewl]| = 6llwll;

D l-wll = liwli;

8 (w,w) < [lullllwll;

h) flu+ vl < lull + lIvll;

D [l +wil < flull + llwll.
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Exercicio 1.2.12.

Prove que se x, ¥ e z sdo vetores arbitririos de R" e a e  quaisquer

dois nimeros reais entao:
a) (x,x) = 0;
b) (x,x) =0 x = 0;
O {x,y) = (y,x);
d (ax + By, z) = alx,z) + p(y, 2).

Resolucio (algumas sugestoes).

Seja x = (xq,x,*, x,). Nas alineas a) e b) note que
(x,x) = x? + x5 + -+ x2.
Nas alineas ¢) e d) utilize as propriedades das opera¢des com nimeros

reais.

Exercicio 1.2.13.

Mostre que se ||[v]| = /{v,v), para v € R", entdo:
a) |[vll = 0;

b |lv|]| =0 v =0,
o) |lav|| = |a|||v]l, para todo escalar a € R,;

D Nu+v| < lull +1lvll, para quaisquer u,v € R™ (desigualdade
triangular).
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Resolucio (algumas sugestoes).

d) Sejam u # 0, v # 0 e @ € R\ {0}. Verificamos que
lau+v|? =20 (au+v,au+v) >0
e a®(u,u) + 2a{u,v) + (v,v) = 0.

Entdo
u, v)? — 4w, ulv,v) < 0 © (U, v)? < {u, ulv, v).

Deste modo, concluimos que |[{(u, v)| < ||ull|[v]].

Definicao 1.2.14. [Conjunto ortonormal de vetores]

Sejam vy, v,, -+, v, vetores de R™.

Dizemos que {vl,vz, e vp} € um conjunto ortonormal se e s6 se € um

conjunto ortogonal de vetores unitarios (isto €, de norma 1).

De outra forma:

{vl, Uy, e, vp} ¢ dito um conjunto ortonormal de vetores se e s se

lsei=j

(v, v) =4 Osei#j.

ijs sendo 511 ={
Exemplo 1.2.15.
O conjunto {vy, v, V3, 1,4}, onde
v = (_L 1! 0' 0), v, = (_1: _1; 2, 0),
vys=(-1 -1, -1, 3ev,=(1, 1, 1, 1),

nio é um conjunto ortonormal de R*.
Note que [lv1[l = V2; [[v,]l = V6, llvsll = V12 e [luyll = 2.

No entanto, {v;, v, V3, ,} € um conjunto ortogonal de R*.



Observacio 1.2.16.

Dado qualquer conjunto ortogonal de vetores ndo nulos,
{vl,vz,-'-,vp}, podemos formar um conjunto ortonormal, {ul, uz,-",up},

definindo

1 =12 .
u; = (m) vy, parai=1.2,,p.

Exemplo 1.2.17.
O conjunto {uy, Uy, Uz, Uy}, onde
1 1
w=(5)1L 1L 0 0w=(F) -1 -1 2 0,

ugz(v%)(—L ~-1, -1, 3)eu4=(%>(1, 1, 1, 1)

é um conjunto ortonormal de R*.

Exercicio 1.2.18.

Considere os vetores
vy=(1, 0, 0),v,=(00, 2, Devy=(0, 1, -=2),
assim como os vetores
2 1 1 -2
u; = (1' O' 0)7 U, = (0: E; E) €Uz = (0, E, E)

Podemos afirmar que {v;,v,,v3} € um conjunto ortogonal? E

ortonormal?

E quanto ao conjunto {uy, u,,u3}, o que podemos concluir?
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Exercicio 1.2.19.

Considere, em R3, os vetores

u=(1, 2 1,v=(1, 0 -1 ew=(2 1,

Determine:

0).

a) um vetor nio nulo, z = (2, 2,,23), ortogonal a w, que seja uma

combinacio linear dos vetores u e v.

1

b) um vetor y = (¥1,¥,,¥3) de modo que {(—)u,

Ilull

conjunto ortonormal.

Exercicios 1.2.20.
1. Sejam
u=@0, p+2, -1),v=(1, 1, —-p—-1)
w=pP+2 0 -1)ez=(pP-1,
quatro vetores de R3e p um nimero real.
Determine para que valores de p € R se verifica que:

a) u=w;

b u+v+w=(0, 0, O0)

o lull = 1;

d {w, v, Zz}éum conjunto ortogonal,

eu=2v-—w.
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2. Considere, em R*, os vetores

1 2 0 1
xl = _i ’ xZ = _(1) ’ X3 = _g c X4 - _g .
3 1 5 1

a) Mostre que:

a-1) o vetor x3 é uma combinacio linear dos vetores x; e x,;
a-2) o vetor x, ndo é uma combinacio linear dos vetores x, e xs;
a-3) o vetor x, € ortogonal ao vetor —3x, + X3;

b) Seja y, = a x4, onde a € R. Determine a@ de modo que [|y,]| = 1.

Exercicios 1.2.21.

Considere, em R3, o vetor v = (—\/E 345, 3\/§)
a) Seja z = § v, onde § € R. Determine § de modo que ||z|| = 1.

b) Construa um conjunto ortogonal de trés vetores nio nulos que

inclua o vetor v = (—\/E, 3+/5, 3\/3)
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I.3 - Conceito de matriz. Matrizes especiais: matriz linha, matriz
coluna, matriz triangular, matriz diagonal, matriz escalar, matriz

identidade; matriz transposta, matriz ortogonal.

Generalizamos, de seguida, o conceito de vetor enquanto sequéncia
ordenada de ndmeros reais. Assim, vamos estudar tabelas® de nimeros

reais dispostos em linhas e em colunas que designaremos por matrizes.

Definicao 1.3.1.

Sejam m e n dois nimeros inteiros positivos.
Chamamos matriz de nimeros reais ou matriz real a todo o quadro de

dupla entrada

all alz s s aln
a a

A=|%1 G2
Am1 Az e e Qp

onde a; ER, i=12,..,mej=12,..,n
Numa representa¢io simplificada, é wvulgar escrever-se, em vez do

quadro acima descrito, 4 = [ai]-], i=12,..,mej=12,..,n.

Os elementos da matriz sio ndmeros reais que, de um modo geral,

serdo designados por escalares.

O tamanho (ou dimensio) de uma matriz é dado por dois nimeros

inteiros positivos que indicam, respetivamente, o nimero de linhas e o

XU Quadros de dupla entrada.
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nimero de colunas. Deste modo, uma matriz cujo ndmero de linhas é m
e de colunas é n ¢ dita uma matriz m X n ou uma matriz do tipo m por

n, ou ainda do tipo (m,n).
No que se segue representamos por L; a linha que numa matriz ocupa

a posicdo i a contar do topo, e, por (; a coluna que ocupa a posigio j a

contar da esquerda. =V

Notacgoes 1.3.2.

all alz T T aln
A= az1 Az _ AEM R 2ind:
=10 = ay] .. ou A€ Mpqu(R), ou, ainda,
An1 Amz - - A
A € R™*"

Chamamos a a;; elemento genérico de A.

Uma matriz A € R™*?

¢é dita rectangular se m # n; no caso contrario,
quando m = n, dizemos que A ¢é quadrada.

Em particular, se A tem apenas uma linha e uma coluna, escrevemos

A = [a]ixa = a
notagao
Exemplos 1.3.3.
35 9. ) ) .
1. 1 4 _1] ¢ uma matriz do tipo (2,3), ou matriz 2 X 3;

XX Em alguns casos também denotamos por 4;. e A. j» respetivamente, a linha i e a coluna j

da matriz A = [aii]mxn‘
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uma matriz do tipo (5,1), ou matriz 5 X 1, ou, ainda, matriz

e e e ]
[©N

coluna;

3.0 5 0 —1] é uma matriz do tipo (1,4) ou matriz 1 X 4, ou,

ainda, matriz linha;

3 0 1
4. [n 0.2 —1] ¢ uma matriz do tipo (3,3) ou matriz 3 X 3, ou,
11 -3 V2

ainda, matriz quadrada de ordem 3;

5. [3] = 3 é uma matriz do tipo (1,1) ou matriz 1 X 1, ou, ainda, matriz

quadrada de ordem 1.

Definicdo 1.3.4. [Igualdade de matrizes]

Dizemos que duas matrizes, A = [aij] e B= [bij] , do mesmo
mxn mxn
tipo, sdo iguais se e sO se tém iguais elementos homodlogos, isto &, se e so
se

a;j = bl-]-, parai=12,...m ej=12,..,n

Exemplos e Exercicios 1.3.5.

1 9 5

1. Verificamos que [i 3] = [143 322] e [i 3] * [4 5 ol
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2. Observamos que [g h 0] * [_g 8], no entanto, constatamos que
[g _g] - [2 ﬁ 2 _g]'

3. Sejam as matrizes reais e retangulares

A=l 3 Yol ) She=pgfeo-li g 3

Justifique que A#= B, A#* Ce A=D.
. -5 31_[a 78—«
4. Determine «, f € R de modo que [ 0 2] = [O 5 ]

5. Calcule 6,y € R de modo que

-5 —14 0 -5 y2—9y 0
[0 — 1] 2 1l =116 + 1] 2 1.
7 y? 16-1] 7 9y—14 |1+6]

Definicdo 1.3.6. [Diagonal principal, diagonal secunddria e traco de

uma matriz quadrada]

A diagonal principal duma matriz quadrada, A = [ai]-]nxn, € constituida

pelos elementos principais, isto €, pelos elementos a;;, i = 1,2,...,m (de
indices iguais).
Designamos a soma dos elementos principais de A por traco de 4 e

escrevemos

tT'(A) = aq + (5%} + -+ Apn-
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A diagonal secundiaria®¥ de A= [aif]nxn ¢ constituida pelos

elementos a;;, taisque i +j =n+ 1.

Os elementos a;; e aj; dizem-se simétricos ou opostos.

Exemplos 1.3.7.

1 00
1. Consideremos a matriz identidade de ordem 3, I3 = [0 1 Ol.
0 0 1

Verificamos que 1, 1 e 1 sdo os seus elementos principais e, ainda,

que tr(l;) = 3;

O Wk =W
=W o
WUl ==
Q= Ul = O
NN O
[I—

|
2. Os elementos principais da matriz quadrada [1

si0 3, 2, 7,1e2 e o seu traco € igual a 15;

3. A diagonal secundaria da matriz quadrada

3 0 101
12—111]
11 -3 7 5 0

|l—34512J|
0 1 3 8 2

¢€ constituida pelos elementos 1,1,7,4 e 0.

Além disso, o simétrico do elemento 11, situado na posi¢io (3,1), € o

elemento 1 situado na posicao (1,3).

XXV Também designada por segunda diagonal de A.
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Definicao 1.3.8. [Tipos de matrizes]

1. Matriz nula — matriz cujos elementos sio iguais a 0 € R.
Uma matriz nula, do tipo m X n, representa-se por 0,,x, ou, em alguns
casos, apenas por 0.

[00000
0 0

Exemplos: 0 0 0l

0
) [Ol ) [0]1><1 el[0 0 O 0]1><4~
01351

2. Matriz linha — matriz do tipo 1 X n.

Exemplo: [1° 6 0 225 —4 23]ixe

3. Matriz coluna — matriz do tipo m X 1.
Usualmente chamamos vetor coluna ou simplesmente vetor a uma

matriz coluna.

0
Exemplo:|3 .
3

3x1

4. Matriz triangular — matriz quadrada em que sio nulos os elementos
situados para um dos lados da diagonal principal.

Consideramos dois tipos: matriz triangular superior (quando abaixo da
diagonal principal s6 se encontram zeros) e matriz triangular inferior

(quando acima da diagonal principal s se encontram zeros).

30 101 3 0 0 00
[0 2 -1 1 1} [ 1 2 0 0 0
Exemplos: Sejam A=]0 0 7 5 O0leB={11 -3 7 0 0}
I0 0 01 2| |—3 4 5 1 0I
l0 0 0 0 ZJ | 0 1 3 8 ZJ

Dizemos que A € uma matriz triangular superior e que B é triangular

inferior.
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5. Matriz diagonal — matriz quadrada cujos elementos nio diagonais

(ou nio principais) sio nulos.

Isto €, a matriz A diz-se diagonal se for tal que 4 = [5ijaij]nxn’ onde

B B . l,sei=j
§;j € o simbolo de Kronecker definido por §;; = {0’ sei®f
Escreve-se:
|—a11 0 0 A 0—|
| 0 azz 0 A Ol
diag(A) = diag(@11, Q22, ) ann)zl... ‘
0 0 0 0 au,
1 00 0 0
Exemplos: diag(1, 1, 1) =0 1 o0l diag(o, 0)=[ e
00
0 0 1
5 0 0 0
, 0 v3 0 0
d = .
lag(s, 3, 2, 4) 0 0 2 0
0 0 0 4

6. Matriz escalar — matriz diagonal cujos elementos principais sdo

iguais.

V3 0 0] o oo L OO
Exemplos: | 0 +/3 0 ,[0 O]C[O 1 0].
0 0 3 00 1

7. Matriz identidade — matriz escalar cujos elementos significativos (isto
€, elementos nio nulos) sio iguais a 1 € R.

Escreve-se:

1 0 0 0
[0 1 0 - 0}

I, =[8]  =diag, 1, -, 1)=|... OI'
lo o N



8. Matriz transposta de A = [a”]mxn — matriz que se obtém de A

trocando linhas por colunas, isto é, AT = [aﬁ]

nxm’
3 0
Exemplo: Se A=|1 0.2 enio aT=[3 1 11 e,
0 02 -3
11 -3
consequentemente,
T 3 0
@y = .5 4 =[1 0.2]=A.
’ 11 -3

9. Matriz ortogonal — matriz cujas colunas constituem um conjunto

ortonormal de vetores.

o2 -2 -4
2 V2 NG Viz
1 0 0 1 1 1 1
Exemplos: As matrizes I3 = [0 1 0]’ M = i V2 \/23 \/1—2 .
0 0 1 > 0 % =
1 3
15 0 0 =]
EU
Q= f \/15 Sa0 ortogonais.
NG

Exercicios 1.3.9.

1. Usando uma matriz genérica, 4 = [ai-] mostre que
’ J13x4’
ATl = (ATHT = A.
2. Construa uma matriz, nio nula, que:

a) seja simultaneamente triangular inferior e triangular superior;

b) coincida com a sua transposta,
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. . o V7
©) seja escalar e cujo traco seja igual a 5

3. Podemos afirmar que:

a) Toda a matriz nula é diagonal»? Justifique.

b) «A transposta de uma matriz nula é ela propria»? Justifique.

4 Calcule, se possivel, quatro nimeros reais — xq1, X12, X21X2, € R — de

modo que:
2 [ X131+ 2%1  Xgp t szz] _ [1 0].
3x11 +4x31 3xq, +4x,; 0 1F

b) [ X11 + 2% X1 + szz] _ [1 0
—2X1; —4Xy;  —2X15 — 4%y 0 1r

5. Seja A = [ai]-]nxn. Mostre que tr(AT) = tr(A).

6. Prove que tr(Il,) = n, sendo I, a matriz identidade de ordem n.
7. Seja A = [aii]7><7 uma matriz escalar. Prove que:

a) A=AT,

b) tr(A) = 7a44.

¢) A é ortogonal se e s6 se |ayy| = 1.
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1.4 - Operacoes com matrizes e algumas propriedades: adiciao de
matrizes, multiplicacio de uma matriz por wum escalar e

multiplicacio de matrizes.

Analisamos, agora, algumas operacdes com matrizes e suas
propriedades. Constataremos que a adi¢io de matrizes, a multiplicacao de
uma matriz por um escalar e a multiplicacio de matrizes podem ser
combinadas de diversos modos e, ainda, que estas operacdes satisfazem

algumas das regras das operagdes basicas com nimeros reais.

Defini¢ao 1.4.1. [Adi¢aio de matrizes]

Dadas duas matrizes, do mesmo tipo, 4 = [a”]mxn e B= [bij]mxn’
chamamos soma de A e B a matriz C =A+ B, em que C = [Ci]-]

mxn’

sendo ¢;; = a;; + byj, para i = 1,2, ,mej=12,,n

Exemplo 1.4.2.

Sejam A = [_11 0'3 g] eB = [EZ _(1) _g] Verificamos que
wa+=["7 7 7

(i) Nao é possivel definir a soma AT + B,

(D) AT+BT=[_ =|-01 2

1 -01 2T_[ —1 0]
0o 2 7 y 2
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Note-se que sO podemos adicionar matrizes do mesmo tipo e o0s
elementos da matriz soma obtém-se adicionando os elementos homoélogos

das matrizes parcelas.

Exercicio 1.4.3. [Propriedades da adi¢ao de matrizes]

Sejam A, B, C € My, (R).
Prove que a adi¢do de matrizes possui as seguintes propriedades:
1. A+ B = B + A (comutatividade);
2.(A+B)+C =A+ (B + () (associatividade);
3. Existe uma matriz — a matriz nula 0,,», = 0 — tal que:
A+ 0 =0+ A (existéncia de elemento neutro);
4. tr(A+ B) = tr(A) + tr(B);

5. (A+B)T = AT + BT.

Definicao 1.4.4. [Multiplicacio de uma matriz por um escalar]

Dada uma matriz 4 = [aij]mxn’ o produto da matriz A pelo escalar

A € R € obtido multiplicando por 4 cada um dos elementos de 4, isto €,

mxn’

Exemplos 1.4.5

a)S-[_li 0.9 (5)]=[(5)(_11) (5)(0.9) (5)(5) =[—55 45 2(5)];

2 G4 G GO 20 10
b) Se A = [_i g], entio 3-4 = [_12 207] e(-1)-A4A= [_1 _09]
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Exercicio 1.4.6. [Propriedades da multiplicacio de uma matriz por um

escalar]

Sejam A, B € M,4n(R) e A, u € R.

Prove que a multiplicacio de uma matriz por um escalar possui as
seguintes propriedades:

1. Para cada A existe -4 = (—1) - A tal que A + (—A4) = Opuun;

221-(A+B)=1-A+1"-B;

3.A+w)-A=1-A+u- A4

4. Ap-A) = (A - 4

5.1-A=A.

6. tr(14) = Atr(4);

7. (AA)T = 24",

Notacio 1.4.7.

Considere a soma
a, +a,+as;+a,+as
Podemos indicar esta soma, de forma mais abreviada, recorrendo a
noc¢ao de somatério que utiliza a letra maiuscula grega X (sigma), do

seguinte modo

Zi=1 ag.

Exemplos 1.4.8.

A2+4+6+8+10+12 =%, 2i;
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b) 70+ 7N+ 72+ 73+ 74 =34, 7,
AD1+2+3+-+n=Yr_k;
daygtap+aszt-+ag = Zﬁl aij;

) ab; + ayby + azhs + -+ az1b3; = YL, apby;

_yn .
D) Ug1v1g + UV + U3Vgg ot UinUpg = Xioq UnkVkas
k=1 k=2 k=3 k=n

— n
2 aj1byj + apbyj + aizbsj + -+ aipbyj = Y=g auchy;.
nny
k=1 k=2 k=3 k=n

Definicao 1.4.9. [Multiplicagio de uma matriz linha por uma matriz

coluna (ou vetor)]

Dada uma matriz linha
U= [ulj]1><n =[Ui1 Uz v Uy 1xn

e um vetor coluna
V11
V21

V= [vilnxa = ! | nx1

vnl

o produto U XV é uma matriz do tipo 1x1, W = [W];44, cujo dnico

elemento é dado por

—_ —_ n
W = Uy Vpq + UspVpq + UssVsq + 0+ UgnUpg = Xieoq Ung Vgt
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Exemplos 1.4.10.

—4
-5
—6 3x1

Entao U XV = [(1)(=4) + (2)(=5) + B)(=6)]1x1 = [-32]1x1 = —32.

aA)SejalU=[1 2 3lixzeV=

1
b)SeA=[-2 1 4 5]leB= ; , entio

0
AXxB=(=-2)D)+MR)+@GB)+B)0)=-2+2+20+0 = 20.

¢) Note-se que o primeiro membro da equacao
2x—3y+7z+3t=4
se pode escrever como o produto da matriz linha
[2 =3 7 3] (matriz dos coeficientes)

pela matriz coluna (ou vetor)

X
)z] (vetor das incognitas),
t
isto €,
x
2x—3y+7z+3t=4=[2 -3 7 3] §=4.
t
(d  Verificamos, também, que se x = (Xxq,%X3, ", Xp)

y = V1, ¥, . Yp) entio
(X, ¥) = %191 + X35 + -+ Xy = xTy.
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Exercicios 1.4.11.

Calcule A X B, sendo:

A A=[-01 2

DA=[-1 V2]eB=[-6 V8I';

DA=[1
dDA=]0
e)A=10
HA=[1

0leB=[1 3 9]

0
1 0]eB
0 1]eB
1

=[1 3 9"

=[1 3 9"

11eB=[1 3 9]".

Exercicio 1.4.12.

-3]eB=[-0.01 02 3x1073]";

Suponha que, no final deste semestre, um grupo de cinco alunos que

frequentou a disciplina de Algebra Linear — em regime de avaliacio

mista®*X _ obteve as classificacdes indicadas na tabela seguinte.

1° Teste 2° Teste 3°Teste Exame Final
Aluno A 13 10 15 16
Aluno B 14 17 4 14
Aluno C 16 19 18 18
Aluno D 12 16 9 6
Aluno E 13 7 11
Tabela 1

XXX Nota final = 60% média de trés testes escritos intermédios + 40% exame final.
Tem aprovacdo na disciplina de Algebra Linear quem obtiver classifica¢do igual ou superior
a 8 (oito) valores no exame final e, ainda, atingir classificaciao igual ou superior a 10 (dez)

valores na nota final.
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Mostre que as notas finais dos alunos em causa podem ser calculadas
como, a seguir, se indica.

De acordo com as regras de avaliacio de Algebra Linear (Licenciatura
em Economia), discuta o caso do Aluno D.

0.2
0.2
0.2
0.4

(i) Nota final do Aluno A: [13 10 15 16] =14 — 14;

0.2
0.2
0.2
0.4

(i) Nota final do Aluno B: [14 17 4 14] =12.6 — 13;

0.2
0.2
0.2
0.4

(iii) Nota final do Aluno C: [16 19 18 18] =17.8 — 18;

0.2
0.2
0.2
0.4

(iv) Nota final do Aluno D: [12 16 9 6] = 9.8 — NA;XX

0.2
(v) Nota final do Aluno E: [13 7 12 8] 82 =96 — 10

0.4

Repare-se que podemos construir uma matriz que compile os dados da

Tabela 1.Deste modo, chamamos matriz das classificacoes intermédias a

XXX NA - Nao aprovado



13 10 15 16
14 17 4 14]

MC,J16 19 18 18

l12 16 9 6J
13 7 12 8

e, ainda, coluna das ponderacoes a

0.2
0.2
0.2
0.4

CPZ

Verificamos que podemos sintetizar os cdlculos descritos em (D-(v), do

seguinte modo

[13
|14
16
12
13

10
17
19
16
7

15 16] 0.2 [14.0] [14]

4 14||05| 126] |13
18 18f | =178/ — 18]
9 6J 04 9.8 NA
12 gl 9.6 10

isto €, constatamos que o produto de uma matriz do tipo 5 X 4 por um

vetor do tipo 4 X 1 € igual a um vetor do tipo 5 X 1.

Formalizamos

Definicio 1.4.13. [Multiplicacio de uma matriz por uma matriz coluna

(ou vetor)]

Dada uma matriz 4 = [aij]mxn e um vetor coluna V = [vyq]ux1, ©

produto AXV é o vetor coluna, do tipo mx1, Z =[zj]mx1, Cuja

componente i-ésima ¢ dada por

— —_ n
Zjp = A Vyg + QU + -+ Qi Ung = Y=g Qi Vgt
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Como vimos, vetores coluna sao matrizes de um certo tipo, isto €, sao
matrizes com uma Unica coluna. E, portanto, de esperar que o produto de
uma matriz por um vetor seja generalizado para produtos de duas

matrizes.

Consideremos agora, os dois produtos seguintes, onde o primeiro fator

é comum:

@2 3] [;] = [®] (linha X coluna),

onde @ = (2)(x) + 3)(y) = 2x + 3y

e
(D [2 3] [Z] = [@] (linha X coluna),

onde @ = (2)(®) + (3)(b) = 2@+ 3b,

ou, de modo equivalente,

Gid) [2 3] [; Z] =[® @] (linha X matriz),

©=2)x)+B)y) =2x+3y

onde {® = (2)(@) + (3)(b) = 2a + 3b.

Analogamente, quando temos o segundo fator comum, verificamos que

Gv) [2 3] [;] = [®] (linha X coluna),

onde ® = (2)(x) + (3)(y) = 2x + 3y,

) [-5 6] [;] = [®] (linha X coluna),

onde ® = (-5)(x) + (6)(y) = —5x + 6y,
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ou, de forma compactada,
. 2 3111 _[® .
(vi) [_5 6 [y] = [®] (matriz X coluna),

©=2)x)+B)¥) =2x+3y

onde {® = (=5)(x) + (6)(y) = —5x + 6Y.

Examinemos, agora, o seguinte caso
2 31*r a . .
[_ c 6] [y b] (matriz X matriz).

Repare-se que

o E2 B 1
_H—[ > =[g%7

onde

" na posi¢io (1,1) da matriz produto temos o elemento @ que
X
resulta do produto da linha 1, [2 3], pela coluna 1, [y];
" na posi¢io (1,2) da matriz produto temos o elemento @ que
resulta do produto da linha 1, [2 3], pela coluna 2, [Z];
" na posi¢io (2,1) da matriz produto temos o elemento @ que
x
resulta do produto da linha 2, [-5 6], pela coluna 1, [y];
" na posi¢io (2,2) da matriz produto temos o elemento @ que

resulta do produto da linha 2, [-5 6], pela coluna 2, [Z]
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Exemplos e Exercicios 1.4.14.

1. Verifique que [_E Z] [_i _4] = [:;g gj .

1 3 -1
2. Se pretendemos multiplicar a matriz A = |3 4 —4], do tipo 3 X 3:
3 6 2
X a
a) pela matriz B = [y b], do tipo 3 X 2 i definimos o produto
z c

A X B como uma matriz de duas colunas, em que cada coluna se obtém
multiplicando a matriz A pelo vetor constituido pela correspondente

coluna de B. Assim,

1 3 -1 ¢ [1 3 —-1]ya
1 3 —-1]x a :
| e 1 i
3 6 21z C | : -~ - &
12 coluna 22 coluna
x+3y—z i a+3b-c
=|3x+4y—4z : 3a+4b— 4c|.
3x+6y+2z : 3a+6b+2c
1 2
b) pela matriz C =| 0 —1|, do tipo 3 X 2, definimos
-3 5

1 3 -1 1 2
axe=ls 4 = o0 -]

3 6 21l1-3 5

G +@®WO)+(=H(=3) ¢ R+ H(ED + (=4H(5)

[(1)(1) +BO+EDE3) 2 W@+ GED + (—1)(5)‘ [ 4 ]
= —18|.
BGW+EOM+@(=3) ¢ A@+OECEDL+@G) -

3

XXX 1sto é, B tem duas colunas.

49



3
3. Determine P X Q, sendo P = B ;] e Q= [ 3 \/—fj].
-3 4z

—= 0
\/— 330
4. Sejam A =2 2y2|eB= [1 ) 1] duas matrizes reais.
1
N
Calcule:

a) a matriz ATA4;
b) a matriz X € R3*2 tal que %(BT + V2 A) = 3X = 03y,.

5. Determine M = (C + I,)(C — 31,), sendo C = [—% _i]

Consideramos, agora, o produto de duas matrizes em que o nimero
de colunas do primeiro fator é igual ao nimero de linhas do segundo

fator.

Defini¢ao 1.4.15 [Multiplicacio de matrizes]

Dadas as matrizes A = [ai]-]mxp e B= [b"f]an dizemos que a matriz

C= [Cij]mxn ¢ o produto de A por B — por esta ordem -, isto &,

C=AXB, se e so se
_ _\P
Cij = Qi1byj + apbyj + -+ ay by = X aucby;,

parai=12,--,mej=12,-,n



Observacdo 1.4.16. [Possibilidade de se efetuar a multiplicagio de

matrizes]

() S6 é possivel efetuar a multiplicacio de duas matrizes A e B — por
esta ordem — quando o nimero de colunas de A é igual ao nimero de

linhas de B.

Assim, se

| Ay, I I 1

A | A.,'* | I eB= | B.| -+ |Bsj| = |Bm |’

]
h Ajn* \J [

onde Ay, A4, Ap.  representam as linhas de A, enquanto

B.1,B,3,**, B., representam as colunas de B, entaio C = A X B = [Cif]mxn’

&

cij =1 Aj. ]

linha ide A

B.;

e e e e e e

——

coluna j

]
|
|
|
|
de B

(i) Note-se que:

e  (Cada elemento de A X B é o produto de uma linha de A por uma
coluna de B;

e (Cada coluna de A X B é o produto da matriz A por uma coluna
de B;

. Cada linha de AXB é o produto de uma linha de A pela

matriz B.



Exercicio 1.4.17. [Propriedades da multiplica¢io de matrizes]

Prove que, para quaisquer trés matrizes 4, B, C (de ordem conveniente)

e qualquer escalar 4, se verifica:
(i) (A X B) x C =A X (B x () (associatividade);
(i) AX(B+C)=AXB + A X C (distributividade);
(iii) (A+ B) X € = A X C + B x C (distributividade);
(iv) A X (A X B) = (A1A) X B = A X (AB) (associatividade mista).

Exercicio 1.4.18. [Propriedades da multiplicacio de matrizes]

Considere as matrizes

a=[y ohe=l5 Sle=[o Abe=[5 loe=[y o

11
A
ooy, 22 |7 12 31 0]_
12_[0 1]’M_ 0 ol o | [_3 4 0 1]—[B| L]
0 0 2X2
Calcule:

a) AX B e B X A e verifique que A X B # B X 4;
b) AX I, el, X A e verifique que A X I, =1, X A = A4,
) AX 0y, € 0,45 X A e verifique que A X 0555 = 0355 X A = 0p55;

d) AXE e verifique que AXE = 0,4,, sendo A e E matrizes nio
nulas;

e) AX B e AXC e verifique que AX B =AXC, sendo B # C;
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AXB | AXI,
f) M X N e verifique que M XN=| ——— — ———
Osx2 XB | Oyx2 X 1

’

g) N X M e verifique que N X M = [B X A];

A+ BT
h) M+ NT e A+ BT e verifique que M + N7 = [ — — —
I

Exercicio 1.4.19. [Propriedades da multiplicacio de matrizes]

Sejam matrizes A e B duas matrizes de ordem conveniente.

Prove que:

a) a multiplicacio de matrizes nao é comutativa, isto €, nao € verdade
que se verifique A X B =B X A, mesmo quando é possivel efectuar os

dois produtos;

b) pode ter-se A X B = 0 sem que A ou B sem matrizes nulas, ou seja,

na multiplica¢do de matrizes existem divisores de zero;

¢) a matriz identidade é o elemento neutro para a multiplicacao de
matrizes, ou, de modo equivalente,
AXI=IXA=A e BXI=I1IXB=B,
onde I =diag(1, 1, -, 1).
d) na multiplicacio de matrizes, a lei do corte nio é vilida, ou seja,
sendo A uma matriz nao nula e X,Y duas matrizes de ordem conveniente,

a igualdade A X X = A X Y nio permite concluir que X = Y 2xxii

XXX A partir de agora, e de um modo geral, escrevemos AB para designar o produto A X B.
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Exercicio 1.4.20.

Em cada uma das alineas seguintes, dé exemplos de matrizes reais de
ordem dois que satisfacam a propriedade indicada:

a) A* = =1y

b) BZ = 02)(2 com B * 02)(2;

¢) CD = —DC com DC # 0,,;

d) EF = 0,4, sendo os elementos de E e F todos diferentes de zero;

e) AS = SD sendo D uma matriz diagonal.

Exercicios 1.4.21.

12 3 d 0 0
1. SejaA=|-1 4 6| eD=|0 d, Ofuma matriz diagonal de
-5 3 7 0 0 d;

elementos principais nao nulos.

a) Calcule DA. Descreva o efeito da multiplicacido, a esquerda, de uma

matriz real qualquer de tipo 3 X 3, pela matriz diagonal D.

b) Calcule AD. Descreva o efeito da multiplicacio, a direita, de uma

matriz real qualquer de tipo 3 X 3, pela matriz diagonal D.

¢) Determine E tal que ED = DE = I.



1 0 0 1 0 0
2. Considere A = -3 1 O] el = [121 1 0].
—4

-5 1 Ly 13 1

1 0 O
3 1 0|,B=

4 1 1

a) Calcule LA, LB e AB;
b) Verifique que o produto de duas matrizes triangulares inferiores
com elementos principais iguais a 1 ainda € uma matriz triangular inferior

com elementos principais iguais a 1;

©) Determine M € R3*3 tal que ML = LM = I5.

1 3 4‘ 1 _3 _4‘ 1 ulz u13
3. Considere C =0 1 1|, F=]0 1 =1leU=(0 1 1wyl
0 01 0 0 1 0 O 1

a) Calcule UC, UF e CF;
b) Verifique que o produto de duas matrizes triangulares superiores
com elementos principais iguais a 1 ainda € uma matriz triangular

superior com elementos principais iguais a 1;

©) Determine N € R3*3 tal que NU = UN = I;.

4. Considere as matrizes

2 1 0 1 m n 2 0 0 1 00
A=|-2 0 1,U=|0 1 1|,D=|0 1 0]6L=[—1 1 0],
8 5 3 0 0 1 0 0 2 4 1 1

onde m,n € R.

a) Calcule L — I3, (L — I3)? e LD;

Al
N



b) Determine dois nimeros m,n € R tais que A = (LD)U;

©) Defina a matriz G € R3*3, triangular inferior, com 1's na diagonal

principal, que satisfaz a condi¢ao LG = I5.

0 0 6 3 4 -3
o 0 o=t v=|-sew -]
6 8 0 5 0 5

Calcule A4, 1,, A3€R tais que Au = A;u, Av = L,v e Aw = Azw.

5. Sejam A =

6. Considere as duas matrizes quadradas, de ordem 2,
102 B -
A_[—1 3]63_[1 1]'
a) Calcule C = AB e C? = (AB)? = (AB)(AB);

b) O que pode dizer sobre os elementos da matriz C?* = (AB)?'?

0
00 1] duas matrizes. Calcule:

7.SejamM=[g é eN =
0

a) M2 = M X M;
b)M3=M?xM=MxM X M,

OMP=MXMX:XM, sendo p um nimero natural;
N——— —_—_——

p vezes

d) N2 = N x N;



e) N3 =N2xXxN=NXxXNXN;

HH NT=N XN XX N, sendo ¢ um nimero natural.
N——— —_—

q vezes

1 1 1
8. Considere a matrizA =1 1 1] € R3*3,
1 1 1

Calcule:

a) os produtos A% = AA e A3 = AAA;

b) a matriz —A% + 342 + A — 3I.

9. Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n tais que AB = BA.

Prove que:

a) (A+B)? =A% + 2AB + B?

b) (A+ B)(A — B) = A% — B2

10. Seja A = [(1) 61(], onde a € R.

a) Calcule os produtos A%, A3 e A™, sendo n um inteiro positivo;

+1
b) Verifique se A+ A? + -+ A" = nAnT, para todo n inteiro positivo

e impar.
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I.5 - Matrizes fracionadas: conceito de submatriz, adicio e
multiplicacio de matrizes fracionadas. Espaco coluna de uma

matriz. Matrizes Elementares e Matriz de Permutacao.

A anilise de subconjuntos dos elementos de uma matriz, que iremos
designar por submatrizes (ou blocos) pode revelar-se extremamente util
quando, nomeadamente, queremos evidenciar algumas das suas

propriedades ou simplificar cilculos que a envolvam.

Em particular, quando as dimensdes das matrizes ultrapassam a
memoria disponivel num computador pondo em causa a execugao ou
eficiéncia de determinadas operacdes, a decomposi¢io em blocos da
matriz pode permitir que, nos algoritmos em causa, se utilizem matrizes

de menor dimensio.

Constataremos, de seguida, que nem todas as matrizes constituidas por

Rmxn

elementos de uma matriz A € sa0 submatrizes de A.

Definicao 1.5.1.

Consideremos uma matriz real A do tipo m Xn e dois nimeros
inteiros positivos r e s tais que r < m e s < n. Chamamos submatriz de A
do tipo r X s a toda a matriz formada por elementos comuns a r linhas e
s colunas de A (situadas nas posi¢des correspondentes em A).

Deste modo, quando suprimimos m —r linhas e n — s colunas de 4
obtemos uma matriz A’ do tipo r X s que é uma submatriz de A .

Quando decompomos uma matriz A em submatrizes dizemos que A é

uma matriz fracionada ou uma matriz de blocos.



Exemplos 1.5.2.

2 3
|r ; 6 |
1. Seja A = 9 | e R5*3.
10 11 12
13 14 15

Se eliminarmos, em A, as 2% 4* e 5% linhas bem como a 1* coluna

obtemos a submatriz [é 3] € R?*?,

Todavia a matriz [g g] € R**2 nio é uma submatriz de A. Porqué?

Em particular, cada linha (e cada coluna) de A é uma submatriz.

1 2 3

2.Se B = [4 5 6 1

5] € R?** entio as matrizes

Li=[1 2 3 6]eR™el,=[4 5 6 15]€ R>*

sao submatrizes de B, assim como as matrizes

= [ﬂ ER¥ (, = [é] ER¥, C, = [2] ER™ e (, = [165] € R2*!

_(1) g _2 18 L7

3. Seja M = ERY AmatrizM' =| 4 3 0fé
43 0 0 13 o
1 3 7 =2

uma submatriz de ordem 3 de M, obtida da matriz inicial por supressio

da 2% linha e da 3?* coluna.
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Exercicios 1.5.3.

Descreva as matrizes fracionadas indicando todos os seus elementos:

12 02><2

A= € R*** onde B = [_1 2];
. 2 1
OZXZ H B
My, M,
bM=|-- - | € R®**, onde
M;q M3,

1 1
My, = [0 E My, = [1 1]7 My, =[11 13]e My, =[5 0.1l
OC=[C; i C i C3 i C4] € R¥* onde

C, = B] e R¥ (, = [i] e R ¢, = 2] ER¥ e(C, = [g] € R¥*1,

Observacio 1.5.4.

Nas ocasides em que se torna vantajoso fazer a particio (ou
fracionamento) de uma matriz em blocos (submatrizes) é importante ter
em conta que as opera¢des sobre matrizes fracionadas sio efetuadas
segundo as mesmas regras formais que utilizamos no caso em que temos
numeros reais em vez de blocos.

Todavia, a multiplicacio de matrizes fracionadas (ou multiplicacio por
blocos) implica algumas precaucdes. Sabemos que para se fazer a

multiplicacio de duas matrizes A e B basta que o nimero de colunas de A

seja igual ao nimero de linhas de B.
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No entanto, para a multiplicacio por blocos, também é necessirio,
além disso, que o fracionamento em blocos seja tal que a particio das
colunas de A combine com a parti¢io das linhas de B, isto &, seja de tal
modo que as dimensdes dos blocos sejam compativeis para efeitos do

produto.

Exemplo 1.5.5.

Sejam A e B duas matrizes do mesmo tipo e fracionadas exatamente

do mesmo modo

1 -1 : 2 .
0 -1 : 2 1| [M P 4w
A = = € R3><4-
_3 4 2 1 Ay 1 Ap
e
6 8 5 5 .
7 8 5 6| [P P Br
B = = v e | € R3*4
B . B
10 3 9 6 2 22
Verificamos que
A + B — [All AIZ] + [Bll BlZ] — [All + Bll A12 + BlZ] —
A21 A22 BZl BZZ A21 + BZl A22 + BZZ
7 7 i 7 7
|7 7 7 7 € R3*4,
7 7 7 7
A A B B
SA—ZBZS[ 11 12]_2 11 12]:
Azr Ap By1 By
_ [5411 —2Byy 544, — 2By, € R3*4.

- 5A21 - 2B21 5A22 - ZBZZ
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Exemplo 1.5.6.

Consideremos as matrizes

10 2 2
o 11 5 o3| [An ! A
A= | o = | € R34
0 0 | _2 1 A21 | AZZ
(&
[ 6 8 |l 5]
7 8 | 5 Biy I By
B=|-— —— I —=|=|-= 1 -=|er®=
10 31 2 By I By
L1171 4

Pretendemos calcular A X B.
Repare-se que o “separador” vertical no fator da esquerda, a matriz A |

corresponde a um “separador” horizontal no fator da direita, a matriz B.

Deste modo

A1 | Ap[Bin Il By
AXB=1] - | it | B
Ay | ApllBy I By
A11B11 + A28 I AqyByp + A15B;;
=]—— - - — - 6N - - === =
Az1B11 +ABa I AziBip + Ay By
1 0116 8 2 217110 3 1 071[5 2 2112
0 1”7 8+[2 2[11 7l [0 1”5]*[2 2[4]
= - - - - - - - - - - - — = " —————————— =
6 8 10 3 5 2
o afy gl+-2 1l 5] 1 o af]+-2 1]
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£ 800 20 B[ B B

a2 20) | _|la9 28 174
I N ————-- ———= 1 ==
[0 ol+[-9 11 I [O] + [O] [-9 1] I [0]
48 28
_|49 28
—_ = = " —_ =
-9 1 |

Exercicios 1.5.7.

Utilizando a multiplicacio por blocos, calcule A X B, sabendo que:

7 0 0 O
1.A=[A; 12] [0 | % 6] e B B,, c 5 10
2 1 3
10 | 2
2. A= = e B=A:
A1 Ay - -1 -
0 0 | -t
1 0 | 4 1
A1 A12] 311 0 By, B12] 2
3.4 = = B = =
A Al | || ST T B Bl T |- -
1.0 | 0 1
1210 0
A, A -1 1] 0 0
i A =[ 11 12] _
Ay Ay e T
00 | 1 0
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[0 0 -1 1]
B B | 0 0 0 1]
_|P11 12| _ .
B_Bz1 Bzz]_ P ¢
-1 1 0 0
2 1 1 3
[2 -1 1 0 0]
| —4 2 1 0 0]
_[A11 As] _
5.A= A al= | e
21 22 O 0 | 3 1
0 0] 0 2
[2 1 ] O 0]
|4 2 | O 0]
_[Bi1 Biz] _
B = B o= | )
21 22 0 O | 2 _1
0 0| O 3
Exemplo 1.5.8. [Espaco-Coluna de uma matriz]
Consideremos uma matriz
| I |
a=| 4 4 4 4, |eme
12 colunade 4 22 colunade A 32 coluna de A 42 coluna de A
I I3 _I5 17
onde A; = [2], A, = [4], As = [6] ed, = [8] e
_xl_
X2
um vetor-coluna x = | — | € R*.
X3
_x4_

Utilizando a multiplicacio por blocos, calculamos



_‘xl_
X2
y=Ax=[A; | Az | Az | A4|—|=
X3

_x4_

= [A1][x1] + [A2][x2] + [A3][x3] + [A4][x,] =

- s s s+ [ -

= 5 [+ = [+ » [l+ull

escalar escalar escalar escalar

combinagio linear das colunas de A

Assim, sempre que x € R*, temos que y = Ax € R? é uma combinacio

linear das “colunas” da matriz A.

Deste modo definimos o conjunto
R = [y [3] + 2 3]+ 2 2] + % [f]: e i = 1234}

e chamamos a R(A) - conjunto de todas combinac¢des lineares das

colunas de A — espago das colunas ou espago-coluna da matriz A.

Exercicios 1.5.9.

. 1 .
1. Verifique se o vetor u = [O] pertence ao espaco-coluna da matriz

11

A:[2 |
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2. Determine dois vetores

v = (vl,vZ,v3,174_) € R4 ew = (Wl,Wz,W3,W4_) € R4

111

_| 0o o0 o0

de modo que v € R(B) e w € R(B), sendo B = 1.0 0
2 11

0 0 0 O

3. Considere a matriz A = [1 1 2 2l

a) Defina o conjunto de todos os pares ordenados que se podem

escrever como combinacio linear das colunas da matriz A;

b) Determine o espaco coluna da matriz;
(b.1) transposta de 4;

(b.iD) AAT.

Terminamos esta seccio com a definicio de matriz elementar e matriz

de permutacio.

Defini¢io 1.5.10. [Matriz de permuta¢io ou matriz elementar do tipo 1]

Chamamos matriz elementar do tipo 1, e denotamos por El.j ,atoda a
matriz quadrada que se obtém da matriz identidade, da mesma ordem,

trocando a linha i com a linha j.
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Exemplos 1.5.11.

0 1 01 0 00 1
Elzz[l 0],E12=[1 0 0 eE13=[0 1 ol
00 1 100

sdo matrizes de permutacio (ou matrizes elementares do tipo 1), visto que

12_[1 0 0 1

= - =
0 1] trocadalinha1 Eiz 1 0or
com a linha 2

10 0 010
13=[0 1 ol 1E12=[1 0 0],

_—
troca dalinha
0 0 1

com alinha 2

1 0 O 0 0 1

Iy=10 10 trocadalinhalE13 =10 1 0}
0 O 11 comalinha3

Definicao 1.5.12. [Matriz Elementar do tipo 2]

Chamamos matriz elementar do tipo 2, e denotamos por E;(a), a toda
a matriz quadrada que se obtém da matriz identidade, da mesma ordem,

multiplicando a linha i por um nimero a # 0.

Exemplos 1.5.13.

=[5 %] B@) = [8 : (1J

matrizes elementares do tipo 2, dado que

s e
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_1 0o 10
I, = [O 1) multiplicagio da E,(=7) = [O —7]’
linha 2 por (-7)

100 100
— N 1) —
13 - [0 1 Ol multiplicagdo da E1 (5) - [0 1 Ol’

00 linha 1 por (3) 0 01

1 0 O
13 = [0 1 Ol multiplicagio da 3(\/_) [

0 0 linha 3 por (v/5)

00\/_]'

Definicao 1.5.14. [Matriz Elementar do tipo 3]

Chamamos matriz elementar do tipo 3, e denotamos por Ejj(a), a toda
a matriz quadrada que se obtém da matriz identidade, da mesma ordem,

substituindo a linha i pela que dela se obtém subtraindo-lhe a linha j,

previamente multiplicada pelo nimero a € R.

Exemplos 1.5.15.

10 1 0 0 1 0 0
0 0

matrizes elementares do tipo 3.

Note-se que

1 0 [ 1
12 - [O 1 substitui¢do da linha 2 pela que E21(7) - -7
dela se obtém subtraindo-lhe a
linha 1 previamente multiplicada por (7)
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1 0 O 1
13 =10 1 substitui¢do da linha 2 pela que E21(7) =|-7
00 dela se obtém subtraindo—lhe a 0
linha 1 previamente multiplicada por (7)
1 0 O 1
13 =10 1 substitui¢do da linha 3 pela que E31(7) =10
0 0 dela se obtém subtraindo-lhe a 1
linha 1 previamente multiplicada por (-1)
Exercicios 1.5.16.
1 4 2
1.Seja A=|-2 —8 —3| Calcule Ej34 e (E3;(—2))(E;3)A.
0 1 1
2
2. Determine U = (Es,(—3))(Es1(—=1))(E21(2))B, sendo B =| 4
-2

1 0 0
3. Sejam e; = [0] , €y = [1] eey = [0] Mostre que:
0 0 1

a) I; = ejel + eel + ezel;

1 0 0
b) Se E32(_5) = [0 1 Ol entao E32(_5) = 13 - (5)636%‘
0 -5 1
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1.6 - Inversio de matrizes

Nesta sec¢ao utilizamos, apenas, matrizes quadradas.
Apresentaremos a noc¢io de matriz inversa e verificaremos que nem

todas as matrizes (quadradas) tém inversa.

Defini¢io 1.6.1.

Dada uma matriz 4, quadrada de ordem n - ou do tipo nXn -
chama-se matriz inversa de A a matriz B (se existir), quadrada, de

ordem n, tal que
AB =BA=1,,
em que I, € a matriz identidade de ordem n.
Notacio 1.6.2.
Quando existe a matriz inversa de A, esta designa-se por A™1,

Temos, assim, AA™t = A"1A=1,.

Exercicios resolvidos 1.6.3.

Calcule, usando a definicio, a inversa da matriz:
_[12 3
1LA= [_3 ]

—4
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2.B=B %]

Resolucio:

1. Comecamos por procurar uma matriz X tal que AX = I,.

X11  X12

Seja X = [x21 Xz

]. Temos, Nno nosso Caso, sucessivamente

=i e[ 2 3 2o e

2x11 + 3x21 = 1

2x11 + 3x21 lez + 3x22] _ [1 0 o lez + 3x22 =0
_3x11 - 4x21 _3x12 - 4‘x22 - 0 1 _3x11 - 4‘x21 = 0
_3x12 - 4x22 =1.

Repare-se que, a primeira vista, parece-nos que esta questdo passa
pela resolu¢io de um sistema de 4 equacdes e 4 incognitas
X11,X12, X21, X22.

Todavia, um olhar mais atento, permite-nos perceber que o sistema

inicial € equivalente a 2 sistemas de 2 equagoes e 2 incognitas, isto €,

2x11 +3x,; =1 2xq1 +3x3; =1
2X15 +3x5, =0 N {—lel —4x,;, =0
—3x11 —4x,;, =0 2x15 +3x,, =0
—3x1, —4x,, =1 {—3x12 —4x,, = 1.

Por outro lado, e atendendo as propriedades da multiplicacio de

matrizes, também podemos escrever

3 el =1lo]

a=ne 50 =h e g

X21 X322
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Assim, tudo se resume a resolver dois sistemas de 2 equacdes e 2
incognitas.
Optaremos pelo método da adi¢io ordenada.

Deste modo, obtemos

ZX11 + 3XZ1 =1 6X11 + 9x21 =3 {6X11 + 9XZ1 =3 {xn =—4
{_3X11 - 4’X21 =0 hnd {_6X11 - 8x21 =0 A Xy1 = 3 i X1 = 3

lez + 3x22 =0 { 6x12 + 9x22 =0 {6x12 + 9x22 =0 {xlz =-3
{—3X12 - 4‘sz =1 i —6x12 - 8x22 =2 < Xop = 2 i Xpp = 2,

s x= [ 2= )

Uma vez que XA = I, podemos concluir que X ¢é a inversa de A.

2. Neste caso, pretendemos resolver a equacdo matricial BX = I,

sendo
=[xl
Ora
sx=nely ol 2= e

{ X11+ %1 =1
X11+Xz1 X12 T X2 ] _ [1 0 2%11+2x,, =0
2x11+2x21 lez + 2x22 0 1 { x12 + x22 = 0

2x12 + 2x22 =1.
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Assim somos conduzidos a um sistema impossivel, uma vez que

X171+ x1 =1 —2X11—2%Xy; = =2 (—2x, =22 = =2
{29(11+2x21 =0 2x11+2x,, =0 0=-2
X153 + X9, =0 —2x15 —2x,, =0 —2X15 — 2Xx5, =0
{lez +2x,, =1 2x15 +2x5, =1 k 0=1]

Logo nao existe inversa de B.

Exercicios 1.6.4.

Sejam A = [aij]nxn’ B = [b”]nxn eC= [Cij]nxn' Prove que:

a) Se A admite matriz inversa, ela € Unica.

b) Se A e B sio duas matrizes invertiveis entio (AB)™! = B71471,

o Utilizando a alinea anterior, determine (ABC)~! em funcio das
matrizes inversas A™Y, B™1 e C71.

Observacio 1.6.5.

E importante salientar que a inversa de uma matriz

® pode nio existir;

® se existir, € Gnica.
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Exercicios 1.6.6.

1. Calcule, se possivel, as inversas das matrizes:

10
a)12=[0 1/
o0
b)DZZ 7|5
B
_ 31
C)A‘[3 10l
_[0 2
d)B_[s 2]’
_[2 3]
e)C—[4 6],
100
f)13=[0 1 0];
00 1
0 1 010 00 1
g)Elzz[l 0],E12:|:1 0 0 €E13=[0 1 Ol,
00 1 100
L0 0
1 0 3
h)Ez(_7)=[0 _7],E1(§)= 0 1 0] e E3(V5) = [
0 0 1
Lo 1 0 0
i)E21(7)=[_7 1]7E21(7)= =7 1 0| e Ex(-1)=
[ 0 0 1

00\/_];

1
:
1



2. Sejam

0=l e =l ) eo=[5 fleaco=f ]

a) Calcule as inversas para cada uma das quatro matrizes elementares

apresentadas;

b) Sabendo que A = (El(Z))(EZI(S))(Eu(—S)) (EZG)) determine A™!

usando as inversas da alinea anterior.

Exercicios 1.6.7.

d 0 0
1. Seja D = [0 d, 0 luma matriz diagonal de elementos principais
0 0 dj

nao nulos.

a) Calcule a inversa da matriz D, isto é, D™1;

b) Verifique que a inversa de uma matriz diagonal de elementos
principais ndo nulos ainda € uma matriz diagonal de elementos principais

niao nulos.

1 0 O 1 0 0 1 0 O
2. Considere A=(3 1 0|, B=|-3 1 0leL=|L; 1 O0f.
4 1 1 -4 -5 1 lij; 13, 1

a) Calcule as inversas das matrizes A, B e L, isto é, A™', B™Y e L™1;
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b) Verifique que a inversa de uma matriz triangular inferior com
elementos principais iguais a 1 ainda é uma matriz triangular inferior com

elementos principais iguais a 1.

1 3 4 1 _3 _4' 1 ulz u13
3. Considere C=(0 1 1|, F=]0 1 =1leU=(0 1 uy;
0 0 1 0 0 1 0 0 1

a) Calcule as inversas das matrizes C, F e U, isto é, C™*, F~t e U1,

b) Verifique que a inversa de uma matriz triangular superior com
elementos principais iguais a 1 ainda é uma matriz triangular superior

com elementos principais iguais a 1.

4. Construa uma matriz M € R3*3 tal que:

AOM=*I; e M'=M,

bM+l; e Mt=MT,

1 1

5. Mostre que se B = [‘E ‘/f] entio BBT = BTB =1I,.
vz Vz

O que pode concluir sobre a inversa da matriz B ?

1 0 O
o = L
6. Seja T = Vs V5|. Verifique que T™* =T.
1 -2
' F =
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7. Considere a matriz A = B i )

a) Mostre que A? — 2A — 31, = 0;

b) Calcule a inversa da matriz utilizando a igualdade da alinea anterior.

8. Suponha que M é uma matriz quadrada de ordem 4, tal que M3 = 0.
a) Calcule (I, — M)(I, + M + M?);

b) Verifique que a matriz I, — M tem inversa, sendo

(14_M)_1 =I4_+M+M2
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CAPITULO II ® SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

II.1 - Sistemas de equacdes algébricas lineares — breve revisio
dos métodos grafico, de substituicio e de adicio ordenada a partir

de um exemplo.

Muitos dos problemas que surgem nas mais diversas dareas da ciéncia e
da industria utilizam equagdes lineares ndo s6 na pesquisa de solucdes
mas também na procura de respostas aproximadas por intermédio de

aproximacoes lineares adequadas.

Com o objetivo de recordar conceitos fundamentais na resolugio e
discussio de sistemas de equagoes lineares, comecamos este capitulo com
um exemplo.

Exemplo II.1.1.

Um inspetor da Policia recebe a seguinte informac¢io: (No mercado
negro dos produtos roubados venderam-se dois candelabros de prata e

um jarrdo mandarim por 1500€ euros».

Embora o informador fosse de maxima confian¢a desconhece o preco

de mercado de cada um dos objetos.
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Sendo necessario completar aquela informacio para continuar com o
trabalho de investigacio em curso o inspetor convocou trés dos seus

agentes tendo-os incumbido de averiguar os precos em questio.

Os investigadores (Antonio, Bernardo e Carolina) optaram por
trabalhar de forma isolada e, ciosos do resultado das respetivas pesquisas,

nio o confrontaram com o dos outros colegas.

Assim, Antonio descobriu que seis candelabros e trés jarrdes mandarim
foram vendidos por 5600€. Por seu lado, Bernardo concluiu que quatro
candelabros e dois jarrdes mandarim foram comprados por 3000€.
Finalmente Carolina assegura que trés candelabros e dois jarrdes

mandarim foram vendidos por 2475€.

S6 uma destas informagoes se revelou util. Porqué?

Resolucio:

Comecemos por designar por ¢ o preco de um candelabro e por j o
preco de um jarrao mandarim.
Desta forma, podemos descrever a primeira informag¢io com a seguinte

equacdo
2c + 1j = 1500€.
Completando esta informa¢io com a do Anténio — descrita pela

equagdo 6¢ + 3j = 5600€ — construimos o seguinte sistema de equacdes

lineares
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{2c +1j = 1500€
6¢ + 3j = 5600€

Vamos resolvé-lo por adi¢ao ordenada:
{—6c —3j = —4500

6¢ + 3j = 5600
0 = 1100.

(=3)(2¢ + 1j = 1500
{ -
6¢ + 3j = 5600

Verificamos que

e () é um sistema impossivel,
¢ As informagdes em causa nio sio compativeis;

¢ A informac¢ao do Antonio esta errada.

Logo, se a primeira informac¢iao é fidvel, os dados fornecidos pelo

Anténio estdo, seguramente, errados.

Considerando, agora, o resultado da pesquisa do segundo
investigador, Bernardo, — descrito pela equacio 4c + 2j = 3000€ - e,

combinando-o com a informacao inicial, obtemos

2¢ + 1j = 1500€
(11){
4c + 2j = 3000%€.

Resolvemos este novo sistema de equac¢des por adi¢ao ordenada:

(-2) {2c +1j = 1500

;—40 —2j = —3000
(=4
4c + 2j = 3000

4c + 2j = 3000
0=0.
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Concluimos, assim, que

e (II) é um sistema possivel e indeterminado;
e As informacdes em causa sao compativeis;

e A informacao do Bernardo é redundante.
Ou seja, os dados conseguidos por Bernardo siao equivalentes aos do
informador, nao acrescentando, portanto, nada ao desenrolar da

investigacdo.

O que se sabe é que se um jarrio mandarim custa a euros — sendo

R ~ 1 A
a € R* (porqué?) — entio um candelabro custa 750 — 7 @ euros. Porque?

Deste modo, podemos escrever:

20417 =1500 (2c=1500—j (o _750_1,
e eI S
j=a€R j=a€R j=ae€R".

Nestas condi¢des dizemos que o sistema tem uma infinidade de

solucdes do tipo
; 1
(c¢,))= (750 -5 a), para a € ]0,1500].
Finalmente verificamos que a conjun¢io da primeira informac¢do com o
resultado da investigacio conduzida pela investigadora Carolina — descrito

pela equagio 3c + 2j = 2475€ - permite-nos escrever o seguinte sistema

de equacoes lineares
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2¢ +1j = 1500€
(111){
3c +2j = 2475€

que também resolvemos pelo método da adi¢ao ordenada:

3.
2¢+1j = 1500 _, {—36 —2j = —2250
3¢ +2j = 360 3c + 2j = 2475

~j =225 = j=450.

-3/) {

Constatamos que

e (III) é um sistema possivel e determinado;
e As informagdes em causa sao compativeis;

e A informacao da Carolina é relevante.

Neste caso, dizemos o sistema tem uma Gnica solu¢iao
(¢,)) = (525,450),

visto que

2¢ + 1j = 1500 {ZC =1500-450 (., _1050 _ ...
="

=

Concluimos, assim, que a informa¢io obtida pela Carolina foi a dnica
que nos permitiu determinar o preco dos objetos referidos.
Repare-se que, com este exemplo, recordimos os conceitos de:

sistema possivel, sistema impossivel, sistema indeterminado, sistema

determinado e solu¢io de um sistema.
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Exercicio 11.1.2

Uma fabrica produz quatro tipos de bombons de chocolate, A, B, C e
D. Utiliza cacau, leite, café e frutos secos como principais ingredientes.

A producio de 1000 bombons do tipo A requer a utilizacio de 6
unidades de cacau, 2 unidades de leite, 1 de café e 1 de frutos secos. Na
confecio dos bombons do tipo B sdo necessarias de 5 unidades de cacau,
2 de leite, 3 de café e 1 de frutos secos, enquanto os bombons do tipo C
exigem 5 unidades de cacau, 4 de leite, 2 de café e 2 de frutos secos.
Finalmente o fabrico dos bombons do tipo D pressupde o uso de 4
unidades de cacau, 4 de leite e 2 de frutos secos.

Semanalmente a empresa dispde de 370 unidades de cacau, 240

unidades de leite, 120 de café e 120 de frutos secos.

a) Verifique que se a fibrica pretender esgotar o stock semanal de
cacau, leite, café e frutos secos entio é necessario que produza igual

nimero de bombons de tipo B e D.

b) Para garantir a produc¢io de 17000 bombons do tipo A, numa
semana e esgotar todos os ingredientes, que quantidade de bombons de

tipo B, C e D deve a fabrica produzir?

¢) A fabrica em questio tem capacidade para assegurar a producio

semanal de 40000 bombons do tipo D? Justifique a sua resposta.

Resposta:
b) Neste caso a fabrica deve produzir semanalmente 7000 bombons

do tipo B e D e 41000 do tipo C.

¢) A fabrica nio tem capacidade para assegurar a producio referida.
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Observacao II.1.3. — Sistemas com duas incognitas

No estudo de sistemas de equacdes lineares com duas incognitas, do

tipo

a;x+by=c
a,x + b,y =c,

0

,meEN,
amX + by = cp,
podemos destacar trés métodos:
(1) método grifico;
(ii) método de substituicio;

(iii) método da adicio ordenada.

Os exercicios, que se seguem, tém como objetivo a revisio dos

processos acima elencados.

Exercicios II.1.4. — Sistemas com duas incégnitas

(a) Num mesmo referencial faca o esboco grifico das seguintes curvas:

(@Dr4x—2y=-10es:2x+y = 6;
@2)r:2x—y=1s:2x—y=0et:2x —y =—3;
(a.3) r:4x + 5y = 20 e s: 4x — 5y = 20;
@d)r3y+4x =12 e s:4y —3x = 12;

(@5 r:2x+3y=5es:2x—3y =5;
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(@6 p:y=0eq:x=-1;
@7Dr2x—y=4es:2x+y =4

@8 pix=—-2qy=-35s1y=4 et:x =0;
@9Yry—-x=9,s:y+x=0et:5y+7x =0;
@lO)ry=xsi—x+y=2et:—x+y+3=0;

@lDriy=-=-2x,s:2x+y=3et:2x+y+2=0.

(b) Tendo em conta o estudo efetuado na alinea anterior classifique os

seguintes sistemas quanto as soluc¢oes:

4x — 2y = —10 Zx—y=1
(b.1) {2x+y=6 , (b.2){2x—y=0;
2x —y=-3
4x + 5y = 20 Sy +ax =12
2x+3y=5 y=0
] b.6 ;
2x—y=4 x=-2 y=4
(b.7) {2x+y=47 b8) {3’2 —3.5 e{x:()’
y—x=0 Y=
5y +7x=0 Txty+3=0
y=-—2x
(b.ll){ 2x+y =3
2x+y+2=0
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(o) Utilizando o método de substituicio resolva, quando possivel, os

sistemas:
4x —2y = —-10 2x—y=1
(C'l){2x+y=6 ’ (c,2){2x—y=0;
2x—y=-3
4x + 5y = 20 3y +4x =12
(CB) {4x _ 5y — 20 3 (C4) {4y bl 3x = 127
2x+3y =5 y=0
2x—y=4 x = -2 y=4,
7 {2x+y=4’ (c8) {y=—3-5€{x=0’
y—x=0 y=x
(C.9){y+x=0; (C'lo){ xty=2
5y+7x=0 —x+y+3=0
y =—2x
(C.ll){ 2x+y=3
2x+y+2=0

(d) Utilizando o método da adicio ordenada determine o conjunto

solucdo dos sistemas:

4x — 2y = —10 2x—y=1
d.D {2x+y=6 ; (d2)§2x=y=0;
2x —y =-3
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4x + 5y = 20
(d.3) {4x—5y=20;
2x+3y=5
(d.s) {2x—3y=5;
2x—y =4
.7 2x+y=4
y—x=0
5y+7x=0

y=—2x
(d1Dy 2x+y=3
2x+y+2=0
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(9 {4y—3x= 12
@o 27
x =-2 y=4
y=x
(d.lo){ —x+ty=2
—-x+y+3=0



I1.2 - Resolucido e discussio de sistemas de equacdes algébricas
lineares. Condensacao de matrizes. Caracteristica de uma matriz.

Algoritmo de Gauss.

Recapitulemos, agora, alguns conceitos importantes da teoria dos

sistemas lineares.

Definicido I1.2.1. [Equacio Linear]

Uma equacio algébrica linear nas incognitas xq,%,+*, %, € uma

equacio do tipo

a;x, +ax, +--+a,x, =b,

onde ay,a,, ,a, e b sao nimeros. Chamamos a b segundo membro ou

termo independente da equacio.

Exemplo II.2.2.

x+y—z+t=>5¢éuma equacido linear nas incognitas x,y,z e t.

Definicido I1.2.3. [Sistema de Equacdes Lineares]

Um sistema de equacdes algébricas lineares € uma colecio finita de

equagoes lineares (nas mesmas incégnitas) consideradas em conjunto.

Um sistema de m equacdes e n incognitas pode ser escrito na forma
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a1Xx1 + Aq12Xo + -+ AnXy = bl
ayq1Xq + Ay Xy + -+ AypnXy = bz

’

A1 X1 + Qo Xy + o+ QX = by

onde os m X n coeficientes a;; (i =1,2,~-,m;j =1,2,-:-,n) e os termos
independentes b; (i = 1,2,--,m) sdo nimeros dados.
Se os termos independentes b; (i = 1,2,::,m) sio nulos, dizemos que

o sistema € homogéneo.

Exemplo I1.2.4.

x+y—z=5
a)y 2x+y+z=3 ¢éum sistema de 3 equagdes e 3 incognitas;
—x+y—-2z=4%

m+bn—s+3t=0

b){am—30n+s—t=0

€ um sistema homogéneo de 2 equacdes.

Neste caso temos 4 incognitas, m,n,s e t;

2x—y =3
z+4w=-1 _ . ~ NP
o) Xt+y=7 € um sistema de 4 equacdes e 4 incognitas.
—z+3w =10

Definicao II.2.5. [Solu¢io de um Sistema de Equacoes Lineares]

Uma solu¢do de um sistema de equacgoOes lineares, nas incognitas
X1, X2, , X, € uma sequéncia ordenada (&;,&,,++,&,) de nimeros tais
que as substituicdes x; = §; (j = 1,2,--,n) transformam todas as equagdes

do sistema em identidades.
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Exemplo 11.2.6.

x+y=3

a) O par (2,1) é solu¢iao do sistema {Zx ty=5

visto que, fazendo

x =2ey=1, obtemos

241=3 (3=3
{MD+1=5¢%5=5

b) Os ternos ordenados (0, 0, 0) e (4, —3, 1) sdo solucdes do

. { x+y—z=0
sistema 1, 3y + z = o Porque
0+0-0=0 (0=0
{2(0)+3(0)+0=0‘:’{0=0'
4-3-1=0 (0=0
{ZM)+308)+1=0¢${0=0

Contudo, o terno (0, 1, 1) nao é solucio do sistema anterior ja que

{ 0+1—1=0@{o=0
200+3(1)+1=0 4=0

Definicio II.2.7. [Classificacgio de Sistemas de EquacOes Lineares
quanto as solugodes]

Um sistema de equacoes lineares que tenha pelo menos uma solu¢iao
¢ dito possivel (determinado se tiver uma, indeterminado se tiver mais do

que uma).

Um sistema de equagdes que nio tenha nenhuma solugio é dito

impossivel.
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Exemplos 11.2.8.

x+y=5

2x+y=3 ¢ possivel e determinado,

a) Verificamos que o sistema {

tendo em conta que

x+y=5 {y=5—x y=5-—x y=7
{2x+y=3 2x+(5—x)=3‘:’{x=—2 = {

x+y=5

b) O sistema (Z) {Zx +2y =10

¢é possivel e indeterminado visto que

x+y=5 {y=5—x y=5—x
{2x+2y=10(:) 2x+2(5—x)=10‘:){10=10 '

Deste modo, podemos concluir que todos os pares do tipo
(x,y) =(5—a,a), a € R, sao solucdes deste sistema.

Ou, ainda, que
S={5-a,a), a €R},

é o conjunto solug¢io de ().
¢) Uma vez que

{ x+y=5(:}{ y=5—x(:}{ y=5—x@
2x+2y =0 2x+2y =0 2x+2(5—-x)=0
y=5—-x
= 10 = O!! ;

-
condigio impossivel

xX+y=5

podemos afirmar que o sistema {Zx +2y=0

€ impossivel.
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Definicao I1.2.9. [Discussdo e Resolu¢iao de um Sistema de Equacoes

Lineares]

Discutir um sistema de equacdes lineares é averiguar em que casos tal
sistema é possivel (isto €, tem solu¢io) ou impossivel (isto €, ndo tem

solucao).

Resolver um sistema de equacgdes lineares consiste em calcular todas

as suas solucoes.

Exemplos I1.2.10.

a) O sistema

3x+y=1
(1){2x+y=3

é possivel e determinado, visto que o par (—2,7) € a Unica solugio de (I).

3 = 1 —_ = = —
Note-se que (l){ x+y {Sx +B-2x)=1 R {x 2

2x+y=3 y=3-2x y=7"

b) O sistema

3x+y=0
(11){x_y:0

é homogéneo. Como tal, é sempre possivel. Repare-se que (0,0) é

solucao de (II).

Além disso, (II) é determinado, pois

3x+y=0 3x+x=0 x=0
(”){x—y=0 @{ x=y @{y=0’

o que nos permite afirmar que (0,0) é solucdo tUnica.
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¢) O sistema

3x+y=1

() {—6x -2y =-2

€ possivel e indeterminado.

3(0)+1=1‘:>{ 1=1

Note-se que {—6(0) _ 2(1) — _2 -2 = —27

3(1)+(—2)=1(:){ 1=1

mas também {—6(1) —2(=2) = -2 2=

. 3(-2)+7=1 1=1
e, ainda, {—6(—2) ~2(7) = -2 = {_2 — o etc.
De um modo geral, podemos concluir que
S= {G —%,8, ﬁ) , BE R} € o conjunto solucao de (II1).
. 3x+y=1_, .
d) O sistema (IV) {6x +2y =0 é impossivel, uma vez que
3x+y=1 y=1-3x 3x+y=1 y=1-3x
{6x+2y=0(=){6x+2(1—3x)=0 {6x+2—6x=0‘:){ 2=

e 2 = 0 é uma condicdo impossivel.

Definicio I1.2.11. [Sistemas de Equa¢des Lineares Equivalentes]

Dois sistemas de equacdes lineares com o mesmo ndmero de
equagdes e 0 mesmo numero de incégnitas dizem-se equivalentes se tém

exatamente as mesmas soluc;()es.
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Exemplos I1.2.12.

3x+y=1 {3x+y=1

a) Os sistemas {x —y=—9 2x +2y = 10 sao equivalentes.

Verificamos que o par (—2,7) é a tnica solucdo destes sistemas.

3x+y=1
3 =1
b) Os sistemas {x i+ }; g © { x—y =-9 ndo sao equivalentes.
y 2x +2y =10

Porqué?

¢) Os sistemas

{3x+y=1 {3a+b=1 {3m+n=1 {39+n=1
x—y=-9 la-b=-9 m-n=-9 0-n=-9

sao equivalentes. Porqué?

Suponhamos, agora, que pretendemos resolver (i.e., calcular todas as

solucdes de) os sistemas de equagdes lineares

{3x+y=1 {3a+b=1 {3m+n=1 {39+n=1
x—y=-9 la-b=-9 m-n=-9 0 —n=-9.

-

Isto €, pretendemos obter os valores dos pares ordenados (x,Vy),

(a,b), (m,n) e (6,m).
Dado que sido sistemas equivalentes basta-nos determinar uma das

sequéncias referidas: (x,y), (a,b), (m,n) ou (6,7n).
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Tratando-se de sistemas com o mesmo conjunto solu¢io qual é a
informacio essencial (2 resolugao, claro!) que contém?
S3a0, necessariamente, os coeficientes das incognitas e os termos

independentes.

Repare-se, ainda, que estes elementos podem ser dispostos numa

matriz na forma
3 1 - .
, para os coeficientes das incognitas,
1 -1
e numa coluna

[_é] para os termos independentes.

I3 1] 1
Ou de forma compacta [1 1 _9].

Deste modo, surge a “nota¢io matricial” para os sistemas de equacdes
lineares.

No primeiro caso temos
B | M

Procedendo de forma andloga para os restantes, escrevemos:

Sistema de equacdes Notagio matricial
i [ b= 1]
bl s [ ][l
- [ alll=Ll
loon s bl =)
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Exercicios 11.2.13.

1. Utilizando o método de substituicao (ascendente) determine todas
as solugdes dos sistemas.

Preencha, ainda, os espacos em branco.

o520l 6=

(Note-se que, neste caso, pretendemos determinar todos os pares de niimeros

reais (x,y) que satisfazem as duas equagoes anteriores)

b x+2y=5& [~ -] [;] =[],

(Também, neste caso, pretendemos determinar todos os pares de niimeros reais

(x,y) que satisfazem a equagcdo anterior)

x+6y+4z: -1 e 41X
_ -10
Q) y+2z=" e o | P[=]Tf
z==2 VA

(Agora queremos obter todos os ternos de niimeros reais (X, y, Z) que satisfazem

as trés equagoes anteriores)

Xty +z=2 w1 ] x 2
d y=2z=5<|.. .. .[|Yl=]|-|
z=-=2 2

(Aqui o objetivo é descobrir todos os ternos de niimeros reais (X,y, z) que

satisfazem as trés equagoes anteriores)

97



X
){x—2y+22=4@ 1 .. . B 4-
© 7y —5z=11 1=
Z

(Neste caso, estamos interessados em determinar todos os ternos de niimeros

reais (X, y, z) que satisfazem as duas equacdes anteriores)
y=1

X
x+2y+2z=2 1 ... . _ 2
0| =17 L
Z

(Também, neste caso, queremos calcular todos os ternos de niimeros reais

(x, v, 2) que satisfazem as duas equacdes anteriores)

X

X+2y—z2+w=6 e 2 6

)] y+3z+2w=2 . .. .. .. =|..[;
z—w=-3

(Neste exemplo pretendemos obter todos os 4-uplos de niimeros reais (x,y, Z, W)

que satisfazem as 1rés equagoes anteriores)

-3 2 [x] 0
x—3y+2z—w=0 |
h) y+3z+w==2e|. .. . 1|l |= ;
z+2w=1 |lJ|

(Finalmente, neste sistema, queremos calcular todos os 4-uplos de niimeros

reais (x,y, 2, W) que satisfazem as trés equacoes anteriores)

2. Os sistemas (1.a) e (1.b) tém solu¢des comuns? Quais?

E os sistemas (1.d) e (1.f)?
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3. O terno (1, _77 i) € soluciao do sistema
X
— 4
[1 2 2] y| = )
0 7 —4 11
z
Justifique a sua resposta.
4. Indique:

a) um sistema de 4 equagdes cujo conjunto solucio seja igual ao

conjunto solucio do sistema

1 2 -1 1
[0132]

00 1 -1

SN R
Il

|

w N oY

I‘_l

b) dois sistemas equivalentes ao sistema anterior.

De seguida, vamos descrever um método — que designaremos por
método de eliminac¢io de Gauss — que nos vai permitir substituir um

sistema por um outro equivalente mas mais facil de resolver.

As operagdes elementares — que iremos apresentar no proximo

exemplo — desempenham um papel fundamental neste contexto.

Exemplo I1.2.14.

Consideremos o seguinte sistema

x+3y—-z=1
(Z)] 3x+4y—4z=7.
3x+ 6y +2z=-3
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Temos como objetivo transformar (%;) num sistema “triangular”
equivalente, isto €, num sistema do tipo

allx + alzy + a13Z = bl
A,y + Q32 = by,
asz3Z = b3

Para o efeito, utilizamos as operacdes:

0:- Troca entre si de duas equacdes;
0, - Multiplica¢io de uma equag¢io por um nimero diferente de zero;
05- Substitui¢io de uma equacio pela que dela se obtém subtraindo-

lhe o produto de outra equagio por um nimeroX™,

Assim, note-se que se substituirmos:

(i) a 2* equacio,
3x+4y—4z=17,
que dela se obtém subtraindo-lhe o produto da 1* equacio,
x+3y—z=1,

por (3), passamos a considerar =5y —z = 4 como 2* equacdo

e, ainda,
(iD) a 3* equacio,
3x + 6y + 2z = =3,

pela que dela se obtém subtraindo-lhe o produto da 1* equacio,

XX Tal como as anteriores, esta operacdo elementar ja foi utilizada no método de adigio
ordenada. A utilizacio da expressio «... subtraindo-lhe o produto de outra equacio por um
nimero» em vez de «... adicionando-lhe o produto de outra equa¢io por um nimero» tem a
ver com as particularidades da factorizacio LU de uma matriz. Embora este tépico nio seja
aqui abordado, a sua importincia no contexto da Algebra Linear foi decisiva na escolha da
notagao.
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x+3y—z=1,

por (3) obtemos —3y + 5z = —6 como substituta da 3* equagio.

Surge, assim, um sistema equivalente ao inicial

x+3y—-z=1
—S5y—z=4.
—3y+5z=-6

Se, de seguida,

(i) multiplicarmos a 2* equacio por (— %), temos

x+3y—z=1
1 4
y+gz=—g.
-3y +5z=-6

E se, finalmente,
(iv) substituirmos a 3* equacio,
-3y + 5z = —6,
pela que dela se obtém subtraindo-lhe o produto da 2* equacio,

1 4
Zy=-2=
y+3 2

por (—3), conseguimos um outro sistema, também equivalente a (Z,),

x+3y—z=
1 4
y+§Z——§
28 4
L=

Sistematizando os passos anteriores, onde utilizimos as operacdes ;,

0,, e U;, atrds elencadas, concluimos que

101



x+3y—z=1 x+3y—z=1

@)Y 3x+t4y—-4z=7T -Sy-z=4o
3x+6y+2z=-3 —3y+5z=-6
x+3y—z=1 x+3y—-z=1
1
= y+§z=—§(:> ytgz=—3
-3y +5z=-6 ?z=—%

Recorrendo, agora, ao método de substituicio (ascendente)

constatamos que

x+3y—z=1 x=1-3y+z x=1-3y+z

P —_t_ 1, _ 1
YTy el YT i T e y="7 e
28 _ _ 42 ,=_3 ,=_3
597 5 -2 -2
x=1
__1 1 3
[ — y 32 @(x; y: Z)Z(l, _E’ _E)
zZ=—=
2

0 que nos permite afirmar que o conjunto § das solucdes de (%;) é dado

por

Desta forma, concluimos dizendo que o sistema

x+3y—z=1
)y 3x+4y—4z=7.
3x+ 6y +2z=-3

€ possivel e determinado.**

XX possivel, porque tem solugio; determinado, porque tem uma sé solugio.
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Vamos “codificar” a resoluc¢ao anterior da seguinte forma

(1) Em vez do sistema

x+3y—z=1
)] 3x+4y—4z=7
3x +6y+2z=-3

Isto é, vamos substituir

al*equaciox+3y—z=1

a2*equacdo 3x +4y —4z=7

e a 3" equacido 3x + 6y + 2z = =3

(ii) Em vez das operacdes

0 - Troca entre si de duas equacdes,

0, - Multiplicacio de uma equacio

por um numero diferente de zero,

0; - Substituicio de uma equagio

pela que dela se obtém subtraindo-lhe o
produto de outra equacio por um

numero.

vamos considerar a matriz

13 -1 1
[3 4 —4 7].

3 6 2 -3

pela 1* linha [1 3 -1| 1];
pela 2* linha [3 4 —4| 7],
pela 3* linha [3 6 2| -3].
vamos considerar a operacdes
O, - Troca entre si de duas linhas,

O, - Multiplicagio de uma linha

por um numero diferente de zero,

O; - Substituicio de uma linha

pela que dela se obtém subtraindo-
-lhe o produto de outra linha por um

numero.

Utilizando esta “nova linguagem”, retomamos a resolucio do Exemplo

11.2.14.
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Exemplo I1.2.15.
O sistema

x+3y—z=1 1 3
(21){ 3x +4y — 42—7@[3 4 H] [ l

3x +6y +2z=-3

notagao matricial

pode ser descrito pela matriz
1 3 -1 1
[3 4 —4| 7].
3 6 2 -3

Assim, vamos

(1) substituir a 2* linha pela que dela se obtém subtraindo-lhe o
produto da 1? linha por (3), e, ainda, a 3* linha pela que dela se obtém

subtraindo-lhe o produto da 1?* linha por (3), isto €,

1 3 -1 1 1 3 -1 1
[3 4 —4 7]L2—(3)L1[0 -5 —1] 4]
3 6 2| -3 3 6 2 -3
1 3 -1 1
L3—(3)L1[0 -5 —1| 4];
0 -3 5 -6

(i) e, de seguida, multiplicar a 2* linha por (— %), ou seja,

1 3 -1 3 -1 1
[0 -5 —1| ](__)L2 1Y -2
0 -3 -3 5 -6

(ii) e, finalmente, substituir a 3* linha pela que dela se obtém

subtraindo-lhe o produto da 2? linha por (—3), mais concretamente,
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1 3 -1 1 1 3 -1 1
0 1 Y =#L-CaL|0 1 3 -3
0 -3 5 -6 00 2% 2
Deste modo, verificamos que o percurso
1 3 -1 Nr—7571 3 -1 1
[3 4 —4 422_E2?{0 -5 —1| 4]
3 6 2| -3 W¥hlp 3 51 -6
1 3 -1 1 1 3 -1 1
-7~ 1 4
(Deafo 1 Y -Hi=canfo 1 & -3
0 -3 5| -6 00 2 -2
5 5
nos permite concluir que
x+3y—z=1 x+3y—z=1
2Dy 3x+4y—4z=7 —Sy+z=4 o
3x +6y +2z=-3 -3y +5z=-6
x+3y—z= x+3y—z=
1 4
o y+§z=—%(:> ytzz=-—5
-3y +5z=— %Z=—%

1 3
Note-se que a matriz 0 1 3 descreve o sistema
0 0

“triangular”

x+3y—z=1
1 4
y+sz=-3
28 42
4T 7%



Tal como anteriormente, finalizamos a resolu¢io do sistema

recorrendo ao método de substituicio (ascendente)

x+3y—z=1 x=1-3y+z
1 4 1 3
yriz=-tely=—i-i(-3)e
8, __ %2 =_3
527 Z=73
x=1-3(-2)-2 x=1
— 1 = —
= y=—5;4Y
z=-

N

I

|
Nw

Método de Eliminacdo de Gauss 11.2.16.

Vamos, de seguida, passar a descri¢io do Método de Eliminac¢io de

Gauss.
Comecemos por um exemplo. Pretendemos resolver o sistema

x+2y—t=-1 1 2 0 1] -1
—x—3y+z+2t=3 -1 =3 1 2f¥[_]| 3 _
(Z2) x—y+4z+t=1(:} 1 -1 4 1ffz| | 1 © AX = b,
2x—3y+7z+3t=4 2 -3 7 31, 4
X b

isto €, vamos utilizar o método de elimina¢io de Gauss para obter todas
as sequéncias de quatro numeros reais, (X, Y,

quatro equacoes do sistema (Z,).

Verificimos anteriormente que a informacio essencial a resolugio é

constituida  pelos coeficientes das incognitas e pelos

independentes que podem ser dispostos em forma de matriz:
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1 2 0 -1
_|-1 -3 1 2 .- o
A= 1 —1 a 1|paraos coeficientes das incognitas
2 -3 7 3
-1
eb= i para os termos independentes.
4

Ou, de forma compacta, na matriz completa ou ampliada

1 2 0 -1 -1

-1 =31 21 3
Abl=11 4 4 1 1
2 -3 7 3] 4

Resolvemos o sistema inicial pelo método de adicio ordenada e, em

simultaneo, traduzi-lo-emos em termos das matrizes acima referidas.

Resoluc¢io por Adi¢io Ordenada Matriz Ampliada
x+2y+0z—t=-1 1 2 0 -1 -1
) —x—3y+z+2t=3 -1 -3 1 2| 3
2 Xx—y+4z+t=1 1 -1 4 11 1
2x—3y+7z+3t=4 2 -3 7 3 4
Inicio da "Fase Descendente" Inicio da "Fase Descendente"
1° passo: 1° passo:
(i) subtrair a 2* equagio a 1° (i) subtrair 2 2% linha a 12
multiplicada por (—1); multiplicada por (—1);
(i) subtrair 2 3* equacio a 1* (ii) subtrair 2 3* linha a 1? linha;
equacao;
(iii) subtrair a 4* equacao a 1* (iii) subtrair 2 4? linha a 1?
multiplicada por (2). multiplicada por (2).
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x+2y+0z—t=-1 1 2 0 -1 -1
—-y+z+t=2 0 -1 1 1] 2
—3y+4z+2t=2 0 -3 4 2 2
-7y +7z+5t=6 0o -7 7 5] 6
2° passo: 2° passo:
(i) subtrair a 3* equagdo a 2% (i) subtrair a 3% linha a 22
multiplicada por (3); multiplicada por (3);
(i) subtrair a 4* equago a 2* (ii) subtrair a 4* linha a 2?2
multiplicada por (7). multiplicada por (7).
Xx+2y+0z—t=-1 1 2 0 -1 -1
-y+z+t=2 0 -1 1 1] 2
z—t=— 0 0 1 -1 -4
-2t = — 0 0 0 -2 -8

Iniciemos, agora, a "Fase Ascendente".

Usando o método de substitui¢io obtemos:

e a partir da 4* equacio, t = 4;
® a partir da 3% equacao, z = 0,
e a partir da 2* equagio, y = 2;

e a partir da 1* equagio, x = —1.

Deste modo a solu¢do do sistema (,) € dada por

(x vy z t)y=(-1, 2, 0, 4).
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E simples verificar que este método se pode aplicar a qualquer sistema

de m equacdes lineares com n incognitas.

Assim, de um modo geral:

(i) usamos o 1° coeficiente da 1* equacio (1° pivot ou 1° redutor) para
eliminar todos os coeficientes abaixo dele;

(i) usamos o 2° coeficiente da 2* equacao (2° pivot ou 2° redutor) para

eliminar todos os coeficientes abaixo dele;

...... e continuamos (sempre que possivel) do mesmo modo.

Terminada a “fase descendente”, aplicamos o método de substituicao —

“fase ascendente”.

Formalizemos, agora, alguns conceitos:

Definicdo I1.2.17. [Operacdes elementares]

Designamos por operacdes elementares sobre linhas (sobre colunas)

as seguintes transformacoes efetuadas numa matriz:

O, - Troca entre si de duas linhas (colunas) paralelas;

0, - Multiplicacio de uma linha (coluna) por um escalar diferente de
Z€er0;

0; - Substitui¢io de uma linha (coluna) pela que dela se obtém

subtraindo-lhe o produto de outra linha (coluna) por um escalar.

Estas opera¢des que se executam sobre as linhas (colunas) de uma

matriz, constituem a base de um processo que se designa, usualmente,
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por condensa¢io da matriz e que, como vimos, é utilizado na “fase

descendente” do método de eliminacio de Gauss.

No que se segue, e na discussiao e resolucao de sistemas de equacdes
algébricas lineares, usaremos, essencialmente, operacdes elementares

sobre linhas:

® L;/Lj: troca, entre si, das linhas i e j;
® L;—aLji+#j: substituicio da linha i pela que dela se
obtém subtraindo-lhe a linha j multiplicada por «;

e  al;: multiplicacio da linha i por um nimero a # 0.

Todavia, em alguns casos, também recorremos a um tipo de operacdes

elementares sobre colunas:

*  (;/C;: troca, entre si, das colunas i e j.

Deste modo, para resolver um sistema de equagdes lineares pelo
método de elimina¢cdo de Gauss, comecamos por efetuar operacdes
elementares sobre a matriz ampliada (ou matriz completa) do sistema, até

obtermos uma matriz do tipo

(A1 Q1 Qi3 Gu4 Qi o Ggpl by ]
0 ayp Gy Gps Gy v dgyl b,
0 0 as3 as - azx - as;ml bs
0 0 0 ag = Gy - Al Dby
0 0 0 0 - @y v Gl b,
0 0 0 0 o o0 - 0|l bryq

L 0 0 0 o 0 0 - 0| by |

onde a;; # 0, para i = 1,2,-++,7,

que designamos por matriz condensada.
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De seguida, escrevemos o sistema que corresponde a referida matriz
condensada®’ e terminamos a resolucio usando o método de

substituicao.

Definicdo II1.2.18. [Matriz condensada e caracteristica de uma matriz]

Dizemos que uma matriz estd condensada se estiver numa das

seguintes formas:

a1 Az Az A v G| by
0 az Gz Gz - Gyl by
) 0 0 az ass - asl bs
0 0 0 ay -+ Ggrl byf
lo o o o - a, bl
onde aq;; # 0, para i = 1,2,---,1;
[@11 @2 @13 Qg - G o Gl bi)
[ 0 ax ax az - ay - axpl| by
(ii)I 0 0 az; as - 4z v Azl b3|
| O 0 0 @u - Qi v Qanl b
lo 0o 0o 0 - a, - anul bl
onde a;; # 0, para i = 1,2,--+,1;
(@11 Q12 Qi3 G4 0 Qi o Gppl o by ]
0 azp Gy Gps Gy v Agyl b,
0 0 as3 asy - az - aspl  bs
0 0 0 ag - G4 - Al by
GHD | o e e e e e e |
0 0 0 0 Qe v Gyl b,
0 0 0 o 0 0 - 0l byyq
L 0 0 0 o 0 0 - 0| by, |

onde a;; # 0, para i = 1,2,---, 7.

X! Este sistema é equivalente ao inicial.
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Aos elementos nao nulos a; #0, para i=1,2,---,r, chamamos
redutores (ou pivots).
Os pivots sdo sempre ndmeros diferentes de zero que sio usados para

criar zeros na coluna correspondeme.

Para transformar uma matriz numa matriz condensada recorremos 2
utilizacdo de operagdes elementares com o objetivo de criar zeros em

todas as posi¢des abaixo dos pivots

Ao numero de pivots obtidos no final da condensacio de uma matriz
A chamamos caracteristica da matriz A, sendo as seguintes notacdes as

mais usuais car(4), c(4), rank(A4), r(A4), ou, simplesmente, .

Observacao I1.2.19.

Quando é que o processo anterior — método de elimina¢io de Gauss —

nio pode ser utilizado?

Surgem dificuldades quando um elemento que se pretende utilizar

como pivot € zero.

Por vezes, quando isso acontece, a dificuldade de aplicacio do
método pode ser ultrapassada trocando a equac¢io em que esse elemento

se anula por uma das outras equagoes.
Pode, porém, acontecer que a troca de equacgdes nio resolva a

dificuldade, porque o sistema nio tem solu¢io ou tem uma infinidade de

solucoes.
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Analisemos os seguintes exemplos.

Exemplos I1.2.20.

(a) Pretendemos resolver o sistema

x+2y—t=-1 1 2 0 —-1]rx -1
—x—=3y+z+2t=3 -1 -3 1 21|yl _| 3
(Z3) x—y+32+t=1(=) 1 -1 3 1|zl | 1
2x—=3y+7z+3t=4 2 =3 7 31t 4
A X b
por intermédio do método de elimina¢ao de Gauss.
Note-se que
1 20 -1 17— =1 2 0 -1 -1
up ="t 312 3 LZL E‘;)Ll 0 -1 1 1 2|L;-®L,
11 -1 3 11 1 L3_(2)1L 0 =3 3 2| 2|L,—@L,
2 =37 3 4™ lo =7 7 51 6

0 -1 1 1 2

0o [0] -1 —4J'

0 0 -2/ -8

“’l

—_—
o o

Surge um “zero” na posicio (3,3).

Como podemos continuar?

Neste caso torna-se necessario trocar a terceira coluna com a quarta.

No entanto, ao fazé-lo estamos trocar a coluna dos coeficientes da

variavel z com a coluna dos coeficientes da variavel t.

Assim obtemos
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x y t z x y t z
1 2 0 -1 -1 1 2 -1 0 -1
-1 -3 1 2| 3|——|0 -1 1 1] 2|
operacgoes
1 -1 3 1| 1| etementares |0 0 -1 0| —4
2 -3 7 3] 4 0 0 -2 0| -8
Prosseguindo, temos
x y t z x y t z
1 2 -1 0 -1 2 -1 0 —1]
0 -1 1 1] 2|L—(Lsf 0 11 2
0 0 -1 0f —4 [0 0 [=1] o —4J
0 0 -2 0 -8 0o 0 00 O

No final da elimina¢ao de Gauss constatamos que:

e c(4)=3;

e [1], e sdo elementos redutores ou pivots;

®  existe uma equagdo sem pivot;

e  existe uma coluna sem pivot;

e asincognitas x, y e t correspondem a colunas com pivot;

® 2 incognita z corresponde a uma coluna sem pivot.

Podemos afirmar que o sistema € possivel visto que a equagdo sem

pivot € uma condi¢ido universal, 0 = 0.

Deste modo, no sentido de procurar o conjunto solu¢io de (X3),

dividimos as incégnitas em duas classes:

114



e incognitas principais (as que no final da eliminagio de
Gauss correspondem a colunas com pivot);
e incognitas livres (as que no final da elimina¢io de Gauss

correspondem a colunas sem pivot);*#

Neste caso dizemos que x, y e t sdo incognitas principais e z ¢ uma

incognita livre.
Uma vez que a matriz condensada atrds obtida descreve o sistema

x+2y—t=-1

—y+t+z=2
—t=—4
0=0

concluimos que

x+2y—t=-1 x+2y—t=-1 x=-1-2a«a

—y+t+z=2(:) —y+t=2—z(:) y=2+a
—t=—4 —t=—4 t=4
0=0 z=a€R z=a€R

Deste modo, dizemos que o sistema (¥3) € possivel e

indeterminado®## e que o seu conjunto S de solu¢des é dado por

S={(-1-2a, 2+a a 4),aeR}

XX Que passaremos para o segundo membro na qualidade de parimetros, isto é, podem
assumir qualquer valor real.

XXUL possivel, porque tem solucio; indeterminado, porque nio tem uma solucio Unica; tem
uma infinidade de soluc¢oes.
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(b) Consideremos, agora,

x+2y—t=-1

—x—3y+z+2t=3
x—y+32+t=1(:}

2x —3y+7z+3t=5

(Z4)

-1
1
2

Vamos determinar o conjunto solugio

método de eliminac¢io de Gauss.

Repare-se que

1 20 -1 -1]—F——[1 2
-1 -3 1 2] 3L2L E‘?Llo 1
1 -1 3 1 L3_()1L 0 -3
2 -3 7 3 sl™T¥Whly 7

Também, neste caso, surge

colunas obtemos

2
-3
-1
-3

N W= O
WL N

=+ N < R

Ul W

de (Z,) por intermédio do

0 —1| -1

1 1 2|L-GL

3 2 2|L,—(O)L,

7 5| 7
[1 2 0 -1 —1]
o -1 1 1] 2|

5

~lo o [0] -1] -4
lo o o -2 -7l

um “zero” na posi¢io (3,3). Por troca de

x y z t
1 2 0 -1 -1 1
0 -1 1 1] 21C3/C,|0
0 0 0 —-1| -4 0
0 0 0 -2 -7 0
Recorrendo a mais uma operagio

X y t z
2 -1 0]
-1 1 1
0 -1 0
0 -2 0
elementar,

condensacio da matriz ampliada, do seguinte modo
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1 2 -1 0 -1 2 -1 0 —1]

0 -1 1 1 2 0 1 1 2
Ly (Z)le L

0 0 -1 0] -4 [0 0 0| _4J

No final da elimina¢ao de Gauss verificamos que:

e c(A)=3;
o [1], e sdo elementos redutores ou pivots;

®  existe uma equacdo sem pivot;

e  existe uma coluna sem pivot.

Podemos afirmar que o sistema inicial € impossivel visto que a

equagio sem pivot é uma condi¢io impossivel, 0 = 1.
Note-se que (Z,) é equivalente ao sistema, isto é,

x+2y—t=-1

x+2y—t=-1 —y+t+z=2
—x—3y+z+2t=3 —t=—4

(Z4) x—y+32+t=1(:}I 0=1"
2x —3y+7z+3t=5 k condicio
impossivel

Deste modo, dizemos que o conjunto solu¢io € o conjunto vazio, ou
seja, S={ }, e, tal como referimos anteriormente, classificamos (Z,)

como sistema impossivel.

Salientamos que a possibilidade ou impossibilidade de um sistema de
equagOes lineares estd intimamente relacionada com o nimero e tipo de

equagdes sem pivot no final da eliminacio de Gauss.

Definimos, ainda, grau de indeterminac¢ao de um sistema.
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Definicao I1.2.21.

Chamamos grau de indetermina¢io de um sistema de equacdes
lineares possivel e indeterminado ao nimero de incégnitas livres desse
sistema. Além disso, se o sistema tem apenas uma incognita livre dizemos
que ¢é simplesmente indeterminado, se tem duas incognitas livres
classificamo-lo como como duplamente indeterminado (ou indeterminado

de grau 2) e assim sucessivamente.

Exercicios I1.2.22.

1. Resolva os sistemas indicando, em cada caso, o conjunto solugio:

x+y+2z=7 x+y+2z+t=7

a){x —2y—3z=-7, b){x — 2y — 3z + 2t = -7,

x—y+z=0 x—y+z—t=0
x+y+2z=7 x+y+2z=7
x—2y—3z=-7 x—2y—3z=-7
o x—y+z=0 D x=y+z=0
2x —y+6z=7 2x —y+6z=12

2. Utilizando o método de elimina¢ao de Gauss, determine o conjunto

solu¢io para cada um dos seguintes sistemas:

x+y+z=-2 2u—-3v+w=1
2){3x+3y —z =6, b) 3u—2v+w=0;
x—y+z=-1 S5u—5v+2w =10

—-10b—4c+d=1
a+4b—c+d=2
3a+2b+c+2d=5
a—6b+3c=1

<)
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3. Determine para que valores k € R o sistema que se segue

u+2v—-3w=4
—3u+v-—-5w=-2
u+v+k2P-14)w=k+2

a) € impossivel;
b) € possivel e determinado;

¢) € possivel e indeterminado.

4. Resolva os seguintes sistemas, utilizando o método de eliminac¢ao de

Gauss:

x+y+z=1
a){2x =3y +z =2,
4x—-y—z=7
x—y+3z=0

c) x+y—z=0;
2x+y—3z=0
x+y+z=0

e){ x+2y+3z=0;
3x+4y+5z=2

x+y+z=0
x+2y+z=1
g x+3y+z=1;
x+y+3z=3
x+y+z=1
H x+3y+7z=5

2x+ 5y +11z=0
—x—2y—4z=5
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x+2y+z=0
b){2x +4y —z = 2,
x+2y=1

x+y+z=0
dDix+2y+z=0;,
x+3y+z=0

x—2y+3z+t=10
£ x+y—-z=1
3x+z—-t=12

x+2y—-3z=4
x+3y+z=11
2x 4+ 5y —4z =13
2x + 6y + 2z =22

h)

.){4x—2y—32=1.
x+3y+z=2



x—y—z—3t=7,

2x+y+4z—-3t=2
k)y
x+2y+5z=-5

S5x +2y=7

) 2z—x=1
2y+x+3z=6
z=0

5. Discuta, para todos os valores reais de k, os seguintes sistemas:

x—y+kz=0;

x+ky+z=k
){
x—ky+z=k

kx+y+z=2;

x+ky+z=1
(C){
x+ky+z=3

—x+ky=0;

k—Dx—ky—z=-1
e){
2z=k

6x + 2y + kz+ 8t =k.

3x+y—2z+4t=-2
g>{
ky=1

kx+y+kz=1,

x+ky+z=0
]
x+ky=k

x+ky+kz=0
d kx + k*y + kz = k;
2kx + k’y+2z=k+1

—ky +kz = 2;

—x+ky=-k
D{
x—kz=-1

6. Discuta para todos os valores reais de a e 8 o sistema

—x+2y—z=2

3yt+z=a«a

x+y+2z=20

e resolva-o no casoem que a =6 e f = 2.



Solucoes:

Las={2 3 D}
1.b)s={(2—§y, 3-Ty, 1+%y, y),yE]R};
LosS={2 3 D}

1.dS={ }.

sos=(( -3 )
2.)S={ }

1 1

208={(-28 0 -1 p).per)
3.a) k = —4;

3.b) k& {—4, 4}

3.0 k=4

os={E 3 -9

4.b)s={ }

4.008={0, 0, 0}

4 dS={(-a 0, a)acR}

4.e08={ %

ips={(4-3a -3+ia @« 0),aeR}
4. 98={ }

4Ss={x ¥ =1, 3, D}
4.08={ %

hs=(G+ie i-ta o)aen)

2
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4.8={B-a+2, —-4-2a-L a PB),apER}

4.08={ }

5. a) Se k =0 entdo o sistema € possivel e indeterminado; se k =1
entdo o sistema é impossivel; se k € {0, 1} entdo o sistema é possivel e
determinado;

5.b) Se k # =1 Ak # 1 entido o sistema é possivel e determinado; se
k =—-1vk =1 entio o sistema é impossivel;

5. © O sistema € impossivel para qualquer que seja o valor de k € R;

5. d) Se k =0 entdo o sistema € possivel e indeterminado; se k =1
entdo o sistema € impossivel; se k # 0 Ak # 1 entdo o sistema € possivel
e determinado;

5. e) Se k =2 entdo o sistema € possivel e indeterminado; se k =0
entio o sistema é impossivel; se k € {0, 2} entdo o sistema é possivel e
determinado;

5.0 Se k=1 entdo o sistema ¢é possivel e indeterminado; se k # 1
entdo o sistema ¢ impossivel;

5. g) Se k = 0 entdo o sistema é impossivel; se k = —4 entido o sistema
é possivel e duplamente indeterminado; se k € {—4, 0} entdo o sistema
€ possivel e simplesmente indeterminado.

6. Se a=2B+2 entdio o sistema é possivel e indeterminado; se

a#+20+2 entdo o sistema € impossivel. Se a =6 e f =2 entio

s=(2-2r 2-tr p)res)
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I1.3 - Sistemas homogéneos. Conjunto solucio de um sistema
homogéneo. Espaco nulo ou nicleo de uma matriz. Dependéncia e

independéncia linear de filas paralelas de uma matriz.

Como referimos anteriormente, chamamos homogéneo ao sistema
Ax = 0, onde A € R™*",

Estes sistemas tém propriedades interessantes. Em, particular, sao
sempre possiveis. Além disso, a partir das solucdes de Ax = 0, podemos
construir o conjunto solu¢io de qualquer sistema do tipo

Ax = b, onde b € R™,

conhecendo apenas uma das suas solu¢des particulares.

Nesta seccio associaremos o estudo destes sistemas aos conceitos de
espaco nulo de uma matriz e de dependéncia e independéncia linear de
filas paralelas de uma matriz.

Comecemos por alguns

Exercicios com resolucao 11.3.1.

Resolva os seguintes sistemas

X, +x3=0 1 0 11[* 0
D C)—x+x=0s(-1 1 of|x2| =]{0];
X3 0

_x1+x2=0 -1 1 0
X +x3=0 10 1]y, [0
_x1+x2=0 —1 1 0 x _ 0
P (2) ot =070 1 1 H_ o
—x1+x2+X3=0 -1 1 1 3 0
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X
ST bt R R |
3

xl + x3 = 0 [ 1 0 1_ _xl_ _0_
dDE){—x1+x,=0=[|-1 1 0||*x2|=10];
—x;+x3=0 -1 0 111%3] 10
Xy +x3=1 [ 1 0 17[*1] 1
e) (Zs5) y_xl +tx, =1 |-1 1 0f|*]|=]|1|;
—x1+x,=1 -1 1 0]Lx3l [ 1]
x1 + X3 = 1 1 0 1 xl 1
—X1 + Xy = 1 -1 1 0 x _ 1 .
D @) Xt =1"[ 0 1 1[x2‘1’
_xl + xZ + X3 = 1 _1 1 1 3 1
X1 +x3=1 1 0 1 [*1] 1
1 3= — |+
8 (&) —x; +x,=1 < [—1 1 0] Z N [1]’
Xy +x3=1 1 0 171[*1] 1
h Ci—x1+x,=1s|-1 1 of|x]|=|1]
—x1 + X3 = 1 _1 0 1 -x3 1
Resolucio:

a) (Z;) é um sistema homogéneo com trés equacdes, m = 3, e trés
incognitas, n = 3.

Verificamos que a sequéncia nula (0, 0, 0) é solucdo do sistema, pois
fazendo x; = 0, x, = 0 e x3 = 0 obtemos

0+0=0 0=0
{—0+0=0<:>$0=0.
—-0+0=0 0=0
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Logo podemos garantir que o sistema ¢ possivel.

Além disso, constatamos que

1 0 1] 0 1 0 1] 0 0 1] 0
-1 1 0 ol 101 1] O 0 0 0 O

E verificamos que, no final da eliminacio de Gauss:

e Q=12

U e |1] sdo elementos redutores ou pivots;

e as incognitas x; e x, correspondem a colunas com pivot,
pelo que se dizem incégnitas principais;

e a incognita x3 corresponde a uma coluna sem pivot,

sendo, por isso, uma incognita livre.
Assim, temos

X3 +x3=0 X1 +x3=0 X =-a
(Zl){—x1+x2=0<:>{x2 +x3=0<:>$ X2 =—a
—x;+x, =0 0=0 x3=a €R

Deste modo concluimos que o conjunto solu¢io € formado por uma

infinidade de sequéncias ordenadas, mais concretamente,
Sy, ={—a, —a, a)aeR}={a(-1, -1, 1),a€R}

e, consequentemente, dizemos que o sistema (Z;) € possivel e

indeterminado.



b) Neste caso, temos um sistema homogéneo com quatro equacgdes,
m = 4, e trés incognitas, n = 3.

A sequéncia nula (0, 0, 0) também é solucio do sistema (X,). Por

outro lado,
101 0 10 1] 0 I[01|0]I
apl = |t oo ot 1 of o [l 1o
0 1 1] 0|L=(Du|0 1 1] 0|kZ2fq o [1] o
L—(—l)L 4— L2
—1 1 1| o)t o1 2f oo o o] o

Assim. podemos afirmar que, no final da eliminac¢io de Gauss:

e (=3
o [1] [1] e [1] sio elementos redutores ou pivots;

® as incognitas xq, X, e X3 correspondem a colunas com

pivot, pelo que todas as incognitas sdo principais.

Logo
x1+X3=0 x1+X3=0 _0
_.x1+x2=0 x2+X3=0 X1_0
(22) Xy 4+x3 =0 x3=04:> xz: )
x3=0
_x1+x2+x3=0 0=0

donde Sy, ={(0, 0, 0)}, e concluimos que (Z;) ¢é um sistema

homogéneo determinado.

¢) Relativamente a (Z3), observamos que m=2<n=3e

1 0 1 0 1] O
[Alb] = | | ]

ol
-1 1 0] 0lt--1Le| 0 1] of
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Desta forma verificamos que
4 C(A) =2;
. e |1] sdo elementos redutores ou pivots;
e as incognitas x; e x, correspondem a colunas com pivot,
pelo que siao incégnitas principais;

® aincégnita x5 € livre, pois corresponde a uma coluna sem

pivot.
Logo
x1=—X3 X1=—a
Xy +x3=0
(23) —x1+x3—0 X2 = X3 &>y X =«
1 27 x3;=a€R x3=a€R

e, consequentemente,

Sy, ={(—a —a a),aeR}={a(-1, -1, 1),a € R}

Dizemos que (Z3) é um sistema homogéneo indeterminado.

d) Uma vez que, para (Z,), temosm=n=3e

10 1 0 1] o 1] o

[Alb]=[-1 1 0] o]——] O 1] 0],
Ly—(-1)Lq

-1 0 1] 0o, |0 o0 | 0

podemos afirmar que (Z,) € um sistema homogéneo determinado, uma vez
que c(4) = n = 3 e, consequentemente,

524 = {(0' O' O)}_XXX

XXX Note que Sy, = Sy,. Podemos afirmar que os sistemas homogéneos (£;) e (23) sdo
equivalentes? Porqué?
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e) (Zz)ndo é um sistema homogéneo. Tem trés equacgdes e trés
incognitas.

Verificamos que

10 1 1 10 1 1 0 1 1
[Alb]z[—l 1 0] 1lm[o 1 1] Zng—_L; 0 1] 2
-1 1 0 MUy, 01 1) 2 0 0 0 0

Assim, temos que Xx; € X, sdo incognitas principais, enquanto xz € uma
incognita livre. Embora c(4) = 2 < m, podemos afirmar que o sistema é

possivel visto que a equacio sem pivot é uma condicdo universal, 0 = 0.
Deste modo concluimos que

x1+x3:1 X1+x3=1 xlzl—a
(Zs)i—x1+x2:1<=>{x2+x3=2¢>{x2=2_a,
—x1+x,=1 x3=a€R x3=a €R

0 que nos permite definir o conjunto solu¢io
Sy, ={(1-a, 2—a, a)a€R}
Consequentemente, dizemos que o sistema (Z5) €é possivel e

indeterminado.

f) (Z¢) também é um sistema nio homogéneo. Tem quatro equagdes e

trés incognitas, logo m = 4 < n = 3. Por outro lado, temos que

10 1] 1 1 0 1] 1 [101I1]
[Alb]=_110|1 011|2_>I011|2|
0 1 1| 1|L-vufo 1 1] 1fta-Lz] 0 0 1] 0 |
11 ) aleeonle 1oz 2|0 o 1

XXX Note que Sy, = Sy,. Podemos afirmar que os sistemas homogéneos (2) e (£,) sdo
equivalentes. Porqué?
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Neste caso verificamos que existe uma equacdo sem pivot definida por
uma condi¢io impossivel, 0 = —1. Assim, podemos afirmar que (Z4) €

equivalente ao sistema

X, +x3=1
Xy +x3 =2
x;3=0
0=-1

0 que nos permite concluir que (Zg) € um sistema impossivel.

2) Estamos perante um sistema nao homogéneo em que m =2 <n = 3.
Neste caso, observamos que

1 01 1] 0 1] 1
[Alb] = | Lol

1]_> .
-1 1 0] Uz-¢-n1af 0 1] 2

pelo que podemos afirmar que ¢(4) = 2 = m < n e concluir que o sistema
(Z,) é possivel (ndo existem equacdes sem pivot) e indeterminado, dado
que existe uma incognita livre, x.

As incognitas x; e X, sa0 principais pois correspondem a colunas com

pivot.
Assim
x=1—-x x,=1-vy
x;+x3 =1 ! 3 !
(27){_x1+x3=1@{x2=2—X3@{x2=2—}/
1072 x3=y€ER x3=y€ER

c, Consequentemente,
Sy, ={1-v, 2—-v, V)YER}=
={(1, 2, 0)+y(-1, -1, 1),y € R}xwi

XXX podemos afirmar que Sy, = S5,? E que Sy, = Sy ? Porqué?
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h) Uma vez que, para (¥g), temos m =n = 3 e, além disso,

0 1{——]|0 1 2|,
Ly—(=1)Lq
1 1 L3-(-L; | 0 O | 2

1lll 1] o 1] 1

=
o= o

[Alb] = [—

podemos garantir que c(A4) = 3. Deste modo, nio existem equac¢des sem

pivot e todas as incognitas sdo principais e podemos escrever

x1+X3=1 x1+X3=1 x1=0
(28){—x1+x2=1<:>{x2 +x3=2(:>§x2=1_
—x1+x3=1 2x3 =2 x3=1

Finalizamos, afirmando que (Zg) é um sistema possivel determinado

com o seguinte conjunto solu¢ao

Sy, ={(0, 1, 1}

Exercicios 11.3.2
1. Sabendo que o sistema nao homogéneo Ax = b, onde A € R™" ¢
possivel e determinado, defina, justificando a sua resposta, o conjunto

soluc¢io do sistema homogéneo Ax = 0.

2. Seja Ax =0, onde A€ R™" um sistema homogéneo com m
equacdes € n incognitas.
Verifique que o conjunto solucio deste sistema satisfaz as duas

propriedades seguintes:
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a) Se u= U, Uz -, Up) e v=>"1 V2 -, Vy) sio solucdes
deAx =0entaiow =u+v=_U +v;, UtV -, U+ V,) também é

solucdo de Ax = 0.

b) Se @ é um nimero real e u = (U1, Uz, ***, Up) é uma solucido de
Ax =0 entio z=qau = (AU, QaUz, -, QAUy) também ¢ solucio de

Ax = 0»

Exercicios 11.3.3.

1. Tendo em conta 0s exercicios anteriores analise a veracidade das

seguintes afirmacgoes:

a) Um sistema homogéneo é sempre possivel;

b) Se um sistema homogéneo tem uma solu¢io niao nula entio é

indeterminado;

¢) Se num sistema homogéneo o nimero de incégnitas é superior ao

nimero de equacdes entao o sistema € indeterminado.

d) Se num sistema homogéneo o nimero de incoégnitas € inferior ou

igual ao nimero de equagdes entdo o sistema € determinado.

2. Considere o sistema homogéneo Ax =0, onde A € R™" e c(A)

designa a caracteristica da matriz A. Complete:

a) Se m = n entdo Ax = 0 é um sistema ;

b) Se c(A) = m = n entdo Ax = 0 é um sistema

¢) Se c(A) <m =n entdo Ax = 0 é um sistema :
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d) Se m < n entio Ax = 0 é um sistema ;

e) Se c(A) =n <m entao Ax = 0 é um sistema

3. Considere o sistema nio homogéneo Ax = b, onde A € R™" e c(A)

designa a caracteristica da matriz A. Complete:

a) Se m = n entdo Ax = b é um sistema ;

b) Se c(A) = m =n entdo Ax = b é um sistema ;

¢) Se c(A) <m =n entdo Ax = b é um sistema ;

d) Se m < n entio Ax = b é um sistema ;

e) Se n < m entio Ax = b é um sistema

D Se c(A) = m < n entdo Ax = b é um sistema ;

2) Se c(A) =n < m entio Ax = b é um sistema

4. Prove que o sistema homogéneo Ax = 0, onde A € R™" nunca é
impossivel.

5. Sabendo que a caracteristica de A € R™™ ¢ igual ou inferior a
min{m, n}, classifique o sistema homogéneo Ax = 0 quanto ao nimero de

solucoes.
6. Seja A = 0343. Defina o conjunto solu¢io do sistema homogéneo

Ax = 0.

Definimos, de seguida, nicleo ou espaco nulo de uma matriz A € R™*™,
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Trata-se de um conjunto de vetores — sequéncias ordenadas de nimeros
reais — que, como veremos, estd intimamente relacionado com as solugoes

de um sistema homogéneo.

Definicao 11.3.4.

Seja A € R™™,

Chamamos nucleo ou espaco nulo da matriz A € R™™ ao conjunto de
todos os vetores x € R™ que satisfazem a equacio Ax = 0.

Assim

nucleo de A N(A) = {x € R": Ax = 0},

)
notagao

e podemos garantir que o espaco nulo de A, V' (4), contém sempre, pelo

menos, um elemento, a sequéncia nula (0, 0, -, 0).

Exercicios 11.3.5.

1. Seja A = B ;]

Determine o espaco nulo de A | isto é, N (4) = {x € R™: Ax = 0}.

1 -2 =2
2. Sabendo que B = [-2 1 —2], determine os nucleos das matrizes
-2 =2 1
B - 3[3 (& B + 137
2 2 2
3. Verifique que os elementos do espaco nulo da matriz C ={2 0 0
2 00
sdo multiplos escalares do vetor (0, 1, —1).
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-3 1 1
4. Seja dada a matriz quadrada M =] 1 -3 1
1 1 -3

Mostre que nucleo de M +4l; coincide com o conjunto das

combinacoes lineares dos vectores (1, —1, 0)e (1, 0, -1).

Podemos associar dois conceitos importantes da Algebra Linear — a
dependéncia e independéncia linear de filas paralelas de uma matriz — 2

discussio de um sistema homogéneo.

Defini¢io 11.3.6.

Seja
a1 a2 o Qi
| Q21 azz o Gan |
A — cee cee “es “ee
aml aml cee cee amn

() Se m =n, isto €, se A € uma matriz quadrada, dizemos que as filas
paralelas (linhas ou colunas) de A sio linearmente dependentes se o

sistema homogéneo
a1 Qi Ain] [*1 0
A1 Q2 Azp||X2 of .. .
Ax=0s| ~ . 1l 1=1".]é indeterminado.
Ap1 Qp1t 0 Al [ Xn 0

Caso contririo, isto €, quando o sistema anterior for determinado,
dizemos que as filas paralelas (linhas ou colunas) de A sio linearmente

independentes.
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(i) Se m # n, isto €, se A € uma matriz rectangular, dizemos que:

(ii-a) as colunas de A sio linearmente dependentes se o sistema

homogéneo

[an a2 aln] X [0]
0]

xz |‘
Xn, l’

| é indeterminado.
0

aml aml... cee amn

Caso contrario, isto é, quando o sistema anterior for determinado,

dizemos que as colunas de A sdo linearmente independentes.

(ii-b) as linhas de A sido linearmente dependentes se o sistema

homogéneo
A1 Q21 " Ay v 0
A1z Q2 amzl y [0}
Aly=0e | | 52 = | : | € indeterminado.
laln Qyp oo aan Ym ng

Caso contrario, isto é, quando o sistema anterior for determinado,

dizemos que as linhas de A s3o linearmente independentes.

Exercicios I1.3.7.

1 0 10
1.S¢jaM =10 -1 1 O0f.
0 1 01



b) Defina o conjunto solu¢iio do sistema homogéneo MTz = 0;

o) Indique a caracteristica da matriz M. As linhas de M sio linearmente

independentes? E as colunas?

d) Calcule a matriz N = MMT e determine, caso exista, a inversa da

matriz N.

2. Seja A= [aij] € Rnxn.

a) Prove que A matriz A é invertiveb é equivalente as afirmacdes

seguintes:

(a-1) A caracteristica de A € igual a n;
(a-ii) As colunas de A sio linearmente independentes;
(a-iii) As linhas de A sio linearmente independentes;

(a-iv) O sistema homogéneo Ax = 0 é determinado, i.e., a solu¢iao nula

€ Unica;

(a-v) O sistema nio-homogéneo Ax = b ¢é determinado, i.e., tem uma

Unica solucio x = A™1b;
(a-vi N(4) ={, o, -, 0)}.

b) E se a afirmacio inicial for « A nio tem inversa»?
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I1.4 - Aplicacio do estudo de sistemas de equacdes lineares na

inversio de matrizes.

No Capitulo I, sec¢do 1.6, definimos inversa de uma matriz quadrada e
verificimos que nem toda a matriz admite inversa e, ainda, que se uma
matriz tem inversa, ela é Unica.

Vamos, de seguida, analisar este topico utilizando a eliminacio de
Gauss e o conceito de matriz nio singular.

Definicdo I1.4.1. [Matriz nao singular]

Dizemos que uma matriz quadrada é ndo singular se, no final do
método de elimina¢io de Gauss (onde foram apenas utilizadas operacoes

elementares sobre linhas do tipo 01, ©; e 03), é transformada numa matriz

triangular superior cujos elementos principais sao nio nulos.

Caso contrario, a matriz diz-se singular.

Exemplos 11.4.2.

Considere duas matrizes quadradas de ordem trés,

1 4 2 1 2 3
A=]-2 -8 -3l e B=|2 4 8|
0 1 1 4 8 16

A matriz A é nio singular visto que
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= Uy,

1 4 2 1 4 2 1 4 2

sendo U, uma matriz triangular cujos elementos principais sio nao nulos.

Além disso, resolvendo a equacio AX = I3, verificamos que A tem inversa,

5 2 —4
Al=|-2 -1 1]

2 1 0

Por outro lado, a matriz B € singular dado que

1 2 3 1 - e vee e 3
e I = A
4 8 16 0O 0 0

onde a matriz Up obtida tem (dois) elementos nulos na diagonal principal,

(oo
I

que nio podem ser removidos por troca de linhas. Neste caso, constamos

que a equacdo BX = I3 € impossivel, ou seja, a matriz B nio tem inversa.

Vamos agora enunciar (sem demonstracio) uma condi¢do necessiria e

suficiente para a existéncia de inversa de uma matriz:
Proposicio I1.4.3. [Condi¢ao necessiria e suficiente para a existéncia de

inversa de uma matriz]

A matriz A = [ai j] € R™™ é invertivel se e s6 se A é ndo singular.
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Uma vez que a determinacio da inversa de uma matriz estd associada a
resolu¢ao de um sistema de equagdes algébricas lineares, vamos recorrer a
eliminacio de Gauss e a defini¢ao de inversa de uma matriz para resolver o

seguinte

Problema 11.4.4.
Seja dada a matriz 4 = [a;;] € R™™.

Pretendemos calcular uma matriz X = [xi j] € R™™ tal que AX = I,.

Admitimos que A é uma matriz de terceira ordem.

Deste modo procuramos uma matriz X, do tipo 3 X 3, que satisfaca a

X11 |[X12|[X13 1{|10(({0
A X21||X22([X23|] = ||0][1]|0
X31||X32 ([ X33 0({0][1

Tendo em conta as propriedades da multiplicacio de matrizes, podemos

equagao

escrever:

X11||X12 |[*1

S
=
IN)
i
=
N)
N
=
IN)
@ ow

X31|[X32][X3

@

r

.
=

w

N

1((0{(0
=1|0[|1{|0|| & A A
0f[oj|1

=
N
N
Il
[~ o o|' '|o [ o|' '|o o |

Transformamos, assim, a equacao inicial em trés sistemas de equacodes

lineares com trés equacdes e trés incognitas.
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Repare-se que, em todos eles, a matriz dos coeficientes é a mesma,

sendo as matrizes ampliadas as seguintes

Uma vez que, na resolu¢ao de cada sistema, temos de condensar a
matriz A por que ndo dispor os cilculos de modo a efetuar uma s6 vez a

condensacao de A?

E o que vamos fazer:

() Construimos a matriz ampliada

[A|I3] = A |

S O
S = O
= o O

(iD) Usando operag¢des elementares (apenas sobre linhas) vamos tentar

passar da matriz [A|l3] 2 matriz [I5]|B].

(iii) Se se puder formar a matriz [I5|B], a inversa de A existe, e, entio B

serd a matriz inversa procurada, A7,

Em resumo:

[AlL5] = A |

operacgdes elementares
por linhas

S O
S = O
= O O
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1 0 0
—[Lla =0 1 o A1
0 0 1

De um modo geral, podemos concluir, se A = [aij] € R™™ ¢é uma

matriz ndo singular, entao

-1
[Alln] operagbes elementares [InlA Il
por linhas
Exemplos I1.4.5.
. . . 1 2
1. No sentido de determinar a inversa de A = [_ 1 3b temos
sucessivamente
1 21 0] 1 2] 10
[AlL] = -1 3] 0 1fr,-¢-vf0 5 1 1 @)

_)[1 2| 1 o] 1o - -3¢
0 1 ¢ glu-@|0 11 I
_3 _zZ
Deste modo, obtemos A™! =[ ; f]
5 5
1 2 3
2. Quando tentamos calcular a inversa da matriz B=|2 4 8
4 8 16

deparamo-nos com o seguinte impasse

1231 100 12 3] 1 0
BlL]=|2 4 8] 0 1 0|->..-|0 [0] 2] -2 1 0
4 8 16| 0 0 1 0 0o [0 o -2 1
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Exercicios 11.4.6.

1. Calcule, se possivel, a inversa das seguintes matrizes:

a)A=B ﬂ; b)B=[2 ;;
oc=[3 ¢k DD =[50 Teons)

2. Determine a inversa das seguintes matrizes:

-1 0 4 _10 17

DA=] 1 -1 -9|; b)B_[—1 3]’
4 5 0

1 1 1 1] 11 1

oc=|0 1 1 1] dD=|1 2 2|

“lo 0 1 1) 1 2 3
0 0 0 1]
2 1 1 1]
1211
e)E—llZl.
1 1 1 2]

3. Usando a inversa da matriz A do exercicio 2.a), resolva o sistema

—x+4z=11
x—y—9z=-28.
4x + 5y = 14
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4. Recorrendo ao conceito de inversa de uma matriz, determine a matriz

X que satizfaz a relagio

AXB = C,
3 1 -3 T
0 1 1 00
emqued=[2 1 1],B=[ ]eC=[ .
00 4 7 9 010
0 3 2
5.5 aM=12 1 -1
1 2 1

a) Calcule a inversa da matriz M.

b) Usando, se possivel, a matriz M~ obtida na alinea anterior, resolva o

sistema
3y+2z=5
{2x+y—z=2.
x+2y+z=4
V2 V2
1 0 -3 [0 5 7]
6. Considere as matrizes A=| 0 4 OleS=|1 0 0]
-3 0 1 [0 _¥ EJ
2 2

a) Verifique que S é uma matriz ortogonal;
b) Calcule os produtos STS, AS e STAS;
¢) Determine a matriz inversa de A;

d) Indique a matriz inversa de S.
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7. Considere trés matrizes quadradas de ordem trés definidas por

1 3 5 100 1 3 5
A=l0 -1 2|,L=]a 1 OleU=[0 -1 2|
1 4 6 B v 1 0 0 3
a) Calcule a, 8,y € R de modo que A = LU;
b) Determine os produtos w'A e AX,
wo (%Y
3
sendow =| — 3 eX=—§ —% g}
—u 1 1 1
3 -1 1 1
3 3 3

¢) Determine a matriz inversa de A;

d) Verifique que A"t = UL,
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CAPITULO III ® DETERMINANTES

II1.1 - Introducao da nocao de determinante. Determinante de
primeira ordem e determinante de segunda ordem: definicio e

propriedades.

Introduzimos a noc¢io de determinante a partir da nog¢ao de func¢iao de
matriz quadrada. Mostramos que, apesar de n3o desempenhar,
presentemente, o papel central no estudo da Algebra Linear que lhe era
atribuido algumas décadas atrds, este conceito tem, ainda, aplicacoes
interessantes. Nomeadamente, o determinante permite obter foérmulas
explicitas para a inversa de uma matriz bem como para a solu¢io de um
sistema de equagoes lineares (regra de Cramer), podendo, também ser

utilizado no cidlculo de valores proprios de uma matriz.

Comecemos com matrizes quadradas de 1* ordem.

Definicao III.1.1. [Determinante de 1* ordem]

Seja A = [ay;] € RP? entdo

determinfnte de 4 = detA det[aq4] = |A] = |aqq]

notagao notagiao notagiao notagao definicao

aq.

€l
€l

Consideremos, agora, matrizes quadradas de 2* ordem.



Definicdo II1.1.2. [Determinante de 2* ordem]

a1 Qg
] € R2*2.

Seja A = [a21 Gy

Estabelecemos que

. a1 Q12
determinfntede A = detA = det =
el Rl a21 azz el
notagao notagao otagao
Al = a1 Qa2 _
= |4| S lay ay,l T %1t T Gizla.
notagio definigido

Repare-se que — em ambos os casos (1* e 2* ordem) — definimos uma

funcao determinante

(i) de 1* ordem:

det: R — R, tal que detA = a,,, sendo A = [a,;] € R*;

(ii) de 2? ordem:

det: RZXZ 4 R, tal que detA = 113, — A12054,

a;; Qg2
sendo 4 = [ ] € R?*?,
az1 Ay

Note-se, ainda, que — no nosso contexto — o valor da funcio

determinante é sempre um nimero real.
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Exemplo III.1.3.

Sejam as matrizes 4 = [i Z], B = [; _13'] eC= [2 11]
Entdo detA = (2)(4) — (3)(1) =8 -3 =5,
detB = (3)(10) — (—4)(7) = 30 — (—28) =58,

detC = (3)(14) — (7)(6) =42 —-42 = 0.

Exercicio II1.1.4. [Propriedades da fun¢io determinante de 2* ordem]
Seja A = [a b] € R?*2, Prove que:
c d

P.1. O valor do determinante de A ¢é igual ao valor do determinante da

matriz transposta de A4, isto €, detA = detAT.

Sugestdo: Verificamos que

detAT = det [z Z ' =det [Z 2] =ad — cbh.

P.2. O valor do determinante de uma matriz triangular A € igual ao

produtos dos elementos da diagonal principal de A.

Sugestao: Consideremos, neste caso, ¢ = 0, ou seja, 4 = [g Z :

Deste modo,
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det = det[? 1] = @(@) - (B)(0) = ad =i

P.3. Se a matriz A € R?*2 tem uma linha (coluna) de zeros, entio

detA = 0.

Sugestdo: Constatamos que

det [g g — (@)(0) — (b)(0) = 0.

P.4. Se a matriz A € R?*? tem (as) duas linhas (colunas) iguais entio

detA = 0.

Sugestdo: Provamos que

det [Z Z — (@) — (b)(a) = 0.

P.5. Seja I, € R¥*2, Entdo detl, = 1.

Sugestdo: Basta verificar que

0

detl, = det [(1) =mm-oo =1

XXV Tendo em conta P.1, basta verificar esta propriedade para matrizes triangulares
superiores. Porqué?
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P.6. Como funcio de cada linha (coluna), o determinante de 2* ordem

é uma funcio linear *viii

Sugestao: Constatamos, por exemplo, que

det[az_e b;f]=(a+e)(d)—(b+f)(c)=def[z Z]J“det[i 5]

(S

a b

a b :(a)(/ld)—(b)(lc)='1det[c dl

det [/'lc Ad

P.7. O valor do determinante de A nao se altera quando substituimos
uma linha (coluna) pela que dela se obtém subtraindo-lhe um multiplo

escalar de(a) outra.

Sugestio: Tenhamos em conta que
det[* 77 DA ger[* B] e[ A4 -
=det[* P]-adec[C 9]

=0
P.8. O valor do determinante de A muda de sinal quando trocamos —
entre si — (as) duas linhas (colunas).

Sugestio: De acordo com as propriedades anteriores podemos afirmar

que

XXV eja f1 A — B uma funcio real de varidvel real. f é linear se e s6 se

fla+b)=f(a)+fb) e f(ka) = kf(a).
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det [‘; Z = det [* ™ ‘ b- Z] = det [* ¢ b— Z] _

= det[_ccl _Z] = —det[; C;]

porqué? porqué?

P.9. O valor do determinante de A é nulo se e s6 se as suas linhas siao

linearmente dependentes.

Sugestio: Recorde que, por definicio, as duas linhas de A sio
linearmente dependentes se e s6 se o sistema homogéneo Ax =0 ¢é

indeterminado, bem como as propriedades anteriores P.3 e P.6.

P.10. Seja A € R¥? ¢ a € R. Entdo det(ad) = a?detA.

Sugestao: Verifique que

det(aA)zdet[Z‘; ZZ = adet[ia c;b] = azdet[z b].

porqué? porqué?

Exercicios III.1.5.

1. Calcule o determinante de cada uma das seguintes matrizes:

balt g va-lp
2 3 1 L
oc=[i D=1 Zl
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1 1 16 + 1] 1

5 5 fHF= ,0 ER.
oE=[7 7 1 10~1]

7 T

2. Recorde a definicio de matrizes elementares (Seccio 1.5) e

considere Ej,, E;(a), Ej(a) € R¥*Z,

Prove que detEy = —1, detE;(a) = a e detE; (a) = 1.

a2

2x2 o, )
azz] € R“* tal que:

. aqq
3. Construa uma matriz A = [ a
21

) a;; >0, para i,j € {1,2}, e detd = 0;

b) a;; <0, para i,j € {1,2}, e detA = 3.
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II1.2. - Determinante de ordem n: definicio e propriedades.
Calculo do determinante de uma matriz a custa do determinante de

uma matriz triangular obtida por eliminacao de Gauss.

Analisamos, agora, o caso das matrizes de ordem 3. Definimos
determinante de 3* ordem utilizando a nocio de determinante de 2°

ordem.

Definicido II1.2.1. [Determinante de 3* ordem]

Seja

a;; Q412 Qg3
az1 Gz Qs
az; Qzz dass

A= € R3*3

e A € R2*2 2 matriz que obtemos de A suprimindo-lhe a linha i e a

coluna j.
Definimos
detA = a;; (1) idetAy + ap(—1)*2detAy, + ais(—1) 3 detA;; =
=% a;(-1)" detA;;.
(Desenvolvimento segundo a linba i).
Exercicio (resolvido) III.2.2.

Verifique que o nimero que obtemos para o valor do determinante de

A é sempre o mesmo, independentemente da escolha da linha:
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(i) Desenvolvimento segundo a linha 1:

detA = det a21 azz a23 =
az1 Qzz dszz

az, a1 1 QA22
= ay; (=D |a32 a33| a1 (-1)" |a31 a33| +agg (1) |a31 a32| -
D ——— — S

detAqq detAq, detAq3

= a11(a22033 — A23032) — A12(A21a33 — Ap3031) + A13(A21a32 — A22031) =

= Q11022033 — Q11023032 — Q12021033 + A12023031 + Q13021032 — A13022031.

(ii) Desenvolvimento segundo a linha 2:

a1 Q1 Qg3
detA = det ||Q21 Q22 Qp3|| =
az1 dzy dszs

a; aqq 11 Qg2
= ag (=1)** |a32 a33| taz (-1 |a31 a33| +ags(-1)* |a31 a32| -
D —— — S

detAy, detA,, detAjs

= =051 (A12033 — A13032) + A22(A11033 — A13031) — Ap3(a11032 — A12031) =

= —Q42031033 T A13021032 T (11022033 — Q13022031 — Q11023032 + A12023037.

(iii) Desenvolvimento segundo a linha 3:

a1 Q12 Qg3
detA =det| @21 Q22 d23 | =
a3z; dzy dszz




a1z Q13 a1 Qi3 a1 Qg2
= az, (—1)°** | a23| +azy(=1)%+2 | | +az3(=1)%*+3 | |

azz dz1 Qzz dz1 Q2
2t 23l 21 ezl
detAzq detAs, detAzs

= a31(a12023 — A13032) — A32(A11G23 — A13031) + A33(a11a2; — A12a51)

= Q12023031—Q13022031 — A11023037 + A13021037 t A11022033 — A12021033.

De acordo com o exercicio anterior constatamos que o valor do

determinante de 3* ordem € obtido por adi¢ao de seis parcelas, em que

cada parcela € um produto de trés fatores.

Dizemos que os produtos
QA110G32033, A1103303;, Ag2021033, A1033037, A1303103; € Ag303,037

sdo termos da matriz A.

Exercicio II1.2.3.

1 0 -3 2 01
SejamA=|-2 4 -1|{eB=|(0 5 0
05 0 0 0 3

1. Calcule:

a) detA e detB,;
b) detAB;

o) det(A + B);



d) detA™! e detB™ 1,

e) det(AB)™1.

2. Verifique que:
a) det(A + B) # detA + detB,;
b) detAB = (detA)(detB);

c) detA = detAT e detB = detBT;

d) detA™t = -,
detA

e) det(AB)™! = det(B™14™1).

Resolucio:
1. a)
s -1
detA=det| -2 4 —1|=@Q)F1)"" det[5 0]+ --------- +
05 0
+(—3)(—1)1+3det[::: ._4‘]= ......... o, = 35,
2 0 1 5 .
detB=det[O 5 0]=(---)(—1)2+2det[m ] =30,
0 0 3
1.b)
1 0 =372 0 1 2 0 -8
detABzdet([—Z 4 —IHO 5 0D=det[—4 20 —5]
0 5 olto 0 3 0 25 0

= @)1 det[ 2 TP =



1.0

1 0 -3 2 0 1 3 0 -2
det(A+B)=det<[—2 4 —-1|+10 5 0D=det[—2 9 —1] = .
0 5 0 0 0 3 0 5 3
1.d)
1 0 _3 -1 e %
detA ' =det|-2 4 -1 =detl0 - = ,
0 5 0 _%
2 0 1 -1 _%
detB™' =det|0 5 0| =det|0 - f=-ren
0 0 3 0 0 %

Observacao II1.2.4.

Suponhamos que pretendemos calcular o determinante da matriz

V5 0 10
M=|03 o0 5]
241 01 3%,

Podemos obter o valor do determinante de M utilizando o
desenvolvimento segundo uma das colunas®#

Vamos verificar que sim, ou seja, vamos provar que o valor de
determinante de uma matriz de ordem 3 pode ser obtido por intermédio

do desenvolvimento segundo qualquer uma das suas colunas.

a1 QA1 Qi3
az1 Gz Q33
a3y Qzz d4zz

Seja A = € R33,

XXXT Neste caso interessa-nos desenvolver segundo a coluna 2.
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Calculamos, sucessivamente,

ai1| Q12 Q13
(i) detA = det |[|Q21| Q22 Qz3| =

azy| A3z dAszs

a a a a a a
_ _q1)1+1 [*22 23| _1)2+1 | 12 13| _1)3+1 | 12 13|
=a;, (-1 |a32 sz +az: (-1 Az Qs +as (1) Ay Qo3

= Q11022033 — (11023032 — Q12021033 + Q13021032 + A12023031 — (13022031

a1 (12| Q13
(ii) detA = det |Qz1 |Qz2| Q23| =
az; |A3z| Asz

a a a a a a
_ _1y1+2 |21 23| _1)2+2 | 11 13| _1)3+2 | 11 13|
=a;;(-1) |a31 a3 +az(—1) Az sz +az(-1) Ay Qo3

= —Q42031033 T A12023031 T A11022033 — Q13022031 — Q11023032 + A1302103;.

a;; Q12 |Qi3
(iii) detA = det |Gz21 Qzz |G23|| =
az1 dzz |(Q33

a a a a a a
_ _ay1+3 [%21 22| _ 2+3| 11 12| _ 3+3| 11 12|
a;3(—1) |a31 sy +az3(—1) Az Qap +azz(-1) Gy Gy

= Q13021032 — Q13022031 — A11023032 + A12023031 + A11022033 — A12021033.

Que podemos concluir?



Podemos afirmar que, para qualquer matriz 4 € R3*3,
detA = a;; (—1)"*tdetA;; + ap(—1) " 2detA;, + a3 (—1) " 3detA; =

= Z:]g'zl au(—l)‘“detz‘lu

(Desenvolvimento segundo a linha i)
ou, de modo equivalente,
detA = a,;(—1)*detA,; + a,;(—1)** detA,; + as;(—1)** detA;; =

=X aj (1) detA;;.

(Desenvolvimento segundo a coluna j).

De seguida, vamos provar que o valor do determinante de A coincide

com o valor do determinante da sua transposta.
Proposicido II1.2.5.

Seja A € R3*3, Entdo detA = detAT.

Demonstracao:
a1 A1z Qi3 a1 Qa1 Qsz

Se A= |Qz1 Gy Q3| entio AT = |12 @y asz|. Deste modo
a3y 0Gzz dz3 i3 QA3 dAszz

T — —
detA" =det|a;, a,, asy =
desenvolvendo

a a a
13 23 33 segundo a linha 1



Qa1 a22| _

QAzz2 Q32 aiz a3z
= a;; (-D'* | | +ay, (D! | | + a3 (1)1 |a13 A

Qz3 04z3 ai3 Qazs o
porqué?

Qazz Qz3 A1z Q3 a1z Q13
=a11(—1)2|a32 a33|+a21(—1)3|a32 a33|+a31(—1)4 o a23|=detA.

Exercicios I11.2.6.

1. Considere as matrizes

1 0 -3 2 01
A=|-2 4 1leB=|0 5 0].
05 0 0 0 3
Verifique que:
1 0 -3 1 -3
a) detA = det [—2 4 1] = (5)(—1)3*2 |_2 1|;
05 0
2 01
b) detB = det [0 5 Ol =(2)(5)3).
0 0 3

2. Prove que as propriedades enunciadas para determinantes de 2°

ordem (ver I11.1.4.) se mantém vilidas para determinantes de 3* ordem.

-8 01 1 2 3 3 3 4
S.SejamM=[0 2 0|,N=|3 4 5|eP=| 6 8 7].
1 -1 4 5 6 7 -3 5 -9

Utilizando as propriedades referidas na alinea anterior, mostre que:
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—8 0 1 1 -1 4 1 -1 4
a) detM =det| 0 2 0|=—det| 0 2 0| =—det|0 2 0=
1 —

-1 4 8 0 1 0 -8 33
1 -1 4
= —det [o 2 o] = —(1)(2)(33) = —66;
0 0 33

1 2 3 1 2 3 1 2 3
b) detN = det [3 4 5] = det [0 -2 —4] = det [0 -2 —4] = 0;
5 6 7 0 —4 -8 0 0 0

3 3 4 3 3 4 3 3 4
c)detP=det| 6 8 7|=det|0 - -|=det|0 - -|=-6.
-3 5

-9 0 0 0

3179 V3 411
4. Mostre que det 0 1 2 = () (=D(=3).
0 : -2

5. Sendo a, b, c € R, justifique os seguintes cdlculos

1 a a? 1 a a? 1 a a?
det|1 b b?|=det|0 b-—a o] = (o= )det |0 1 b+al=
1 ¢ c? 0 eeeees c?2 —q? 0 eeeee c? — g2

1 a a?
= (nm)e—a)detfo 1 bta|=(em )= a)e— ).
0 1  oeee

Exercicios II1.2.7.

. Determine k € R de modo que |C — kl;| = 0.
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2. Mostre que |4 — kl;| = (3 —k)*(—3 — k), sendo k ER e

1 -2 -2
A=1|-2 1 —2].
-2 =2 1
2 2 2
3. Considere a matriz B =2 0 0]. Calcule:
2 00
a) o determinante da matriz B;
b) p € R tal que |B — Al;| = —A(A + p)(4 — 2p).
3 0 -5
4. Considere a matrizA=| 0 -2 0]
-5 0 3
a) Calcule o determinante da matriz A € R3*3,
b) Seja 1 € R.
Utilizando as propriedades dos determinantes prove que:
3—-1 0 -5 -2-2 0 —-2-21
0 —2-1 0] = 0 -2-1 0] =
-5 0 3—-41 =5 0 3—-1
1 0 1 1 0 1
=(=2-1%| 0 1 of=0-=2-2%0 1 o =(-2-21%@B-2).
-5 0 3-41 0 0 8—-41
5. Sejam duas matrizes quadradas de ordem 3
Q11 Qi Qg3 diy 0 0
A=10y1 Gy a|eR¥>3e D=| 0 dy 0| e R3*3,
az; Qz; dAsz 0 0 dss
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Consideremos, ainda, dois tipos de matrizes elementares:

Ej € R¥3 a matriz que se obtém da matriz identidade, da mesma
ordem, por troca da linha i pela linha k

e

Ey (a) € R¥*® a matriz quadrada que se obtém da matriz identidade,
da mesma ordem, substituindo a linha i pela que dela se obtém

subtraindo-lhe a linha k, previamente multiplicada pelo nimero a € R.

a) Calcule os produtos DA, AD, E,A, Ej,E»3A e E,;(4)A.

b) Determine o valor dos determinantes det(DA), det(AD), det(E,),
det(E,3) e det[E,, (4)A]

¢) Verifique que:

c.1) det(E,3A4) = (detE,3)(detA) = —detA;

c.2) det(E ,E;3A) = (detE;,)(detE,;)(detA) = detA;

c.3) det(E ,E3E,3A) = (detE ;) (detE;,)(detE,3)(detA) = —detA;

d) Prove que:

d.D detEy = —1.

d.2) detEy (a) = 1.

d.3) det(E; A) = (detEy ) (detA) = —detA;

d.4) det|E; (a)A] = [detE;y (a)](detA) = detA.
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1 2 1
2 4 5

a) Calcule detV através da condensac¢ao da matriz V;

6. Considere a matriz V =

134—]

b) Obtenha o determinante da matriz B = —2V~!, sem calcular os

elementos da matriz B.

Vamos definir determinante de ordem n > 1, supondo conhecido o

determinante de ordem n — 1.

Definicido II1.2.8. [Determinante de ordem n]

Seja A = [aij] € R™™ e A;; € R®DX(M=D 3 matriz que obtemos de A

suprimindo-lhe a linha 1 e a coluna 1.
Definimos
detA = a1 (1) detA; + a(— 1) 2detAy, + -+ + ag, (1)1 det Ay, =
=Yl ap(=1)" detA,;.

(Desenvolvimento segundo a linha 1).

No seguinte resultado, que apresentamos sem demonstracao,
garantimos que o nimero que obtemos para o valor do determinante de

A € R™™ nio depende da escolha da linha.
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Trata-se de uma generaliza¢io do que verificimos, no Exemplo I11.2.2.,

para matrizes de ordem 3.
Proposicao III1.2.9.

Seja A = [aij] € R™" com n = 2.
O valor do determinante de A pode ser obtido por intermédio do

desenvolvimento segundo qualquer linha de A4, isto &,

detA = a;;(—1)"*tdetA;; + ap(—1)+2detA;, + -+ + ajp (1) detA;, =
=Yjia;(-1)" detA;;,

onde A;; € RV representa a matriz que obtemos de A

suprimindo-lhe a linha i e a coluna j.

Elencamos, de seguida e apenas com sugestdes para demonstracio,

algumas propriedades:

Proposicao I11.2.10. [Propriedades da func¢io determinante]
Seja A= [ai]-] € ]Rnxn.

P.1. O valor do determinante de A ¢é igual ao valor do determinante da

matriz transposta de 4, isto é, detA = detA”.

Sugestiao: Podemos provar este resultado por indu¢io em n.



Sabemos que se verifica para n =1, ja que se A é uma matriz de
ordem 1 entio A = AT. Admitimos, ainda, que a afirmaciio se verifica para
matrizes de ordem p e vamos mostrar que também ¢é valida para matrizes
de ordem p + 1.

Assim, se A € RPTDX®+D)  ongio escolhendo o desenvolvimento

segundo a linha 1, podemos escrever

detA - all(_1)1+1det All + alz (_1)1+2detA12 + e
pPXp pPXp

R al(p+1)(_1)1+(p+1)det =

= ap(-D''detA]; + a;p(—1)*2detAl, + -
por hipbtese
de indugao

ot @y i (D P detAT = detA”.

porqué?

P.2. O valor do determinante de uma matriz triangular A € igual ao

produto dos elementos da diagonal principal de A

Sugestio: Tenhamos em conta o Exercicio I11.2.19, alinea 2).

P.3. Se a matriz A € R™" tem uma linha (coluna) de zeros entido

detA = 0.

Sugestdo: Basta-nos calcular o determinante por intermédio do

desenvolvimento segundo a linha (coluna) de zeros.
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P.4. Se a matriz A € R™" tem duas linhas iguais entio detA = 0.

Sugestao: Podemos provar este resultado por inducio em n. Sabemos
que se verifica para m =2 (ver Exercicio III.1.4), admitimos que a
afirmacio se verifica para matrizes de ordem p e vamos mostrar que
também ¢ vilida para matrizes de ordem p + 1.

Assim, seja A € RP+DX®+D yma matriz com duas linhas iguais, a linha
i e a linha k. Utilizamos uma linha s, sendo s # i e s # k, para calcular o

seu determinante. Obtemos

detA = as (1) detAgy + a,,(—=1)**? detAg, + -
- =0

de
~——
0 0

R as(p+1) (_1)i+(p+1) detAs(p+1) =0.
-

=0

P.5. Sejam I,, Ey,, E;(@), Ej (@) € R™™, Entdo podemos afirmar que
detl, = detEy (a) = 1, detEy, = —1 e detE;(a) = a.
Sugestao: Recordemos o conceito de matrizes elementares (definidas

na Seccido L.5).

P.6. Seja E;;, € R™™, Entao

det(E; A) = (detE;)(detA) = —detA,

ou seja, o valor do determinante de A muda de sinal quando trocamos —

entre si — duas linhas.
Sugestao: Podemos utilizar o método de indugio.
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P.7. Seja E; (a) € R™™, Entdo

det|E; (a)A] = [detE; (a)](detA) = detA,

ou seja, o valor do determinante de A nio se altera quando substituimos
uma linha pela que dela se obtém subtraindo-lhe um multiplo escalar de

outra.

Sugestdo: Verificamos que a matriz Ej, (a) € a matriz que se obtém de
A por substituicio da linha i pela que dela se obtém subtraindo-lhe a
linha k multiplicada pelo escalar ¥ Calculamos det[E; (a)A]

utilizando o desenvolvimento segundo a sua linha i. Obtemos

det[E; (a)A] = (ay + aay)(—1)*detA;; + (aip + aayy)(—1)*2detA;, + -+

ot (A + @) (—1)F"detd;, = detA +

+a|ag (1) detd;; + ago(—1)*2detAy, + -+ + ag (= 1) det Ay, | = detA.

Xxxiil

=0

P.8. Como funcio de cada linha, o determinante de ordem n é uma

funcao linear.

Sugestdo: Queremos provar que se E;(a) € R™", entdo

det[E;(a)A] = [detE;(a)](detA) = adetA,

xXxx1E Oy adicionando-lhe a linha k multiplicada pelo escalar (— a)

XXX Trata-se do determinante de uma matriz que tem duas linhas iguais.
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e, além disso, que

a1 a2
azy Qaz;
detl : :
aiy + by ap+ by
Am1 Am2
a;1 Qg2
Az Ay
detI :
ap; Qa;p
Am1  Am2

P.9. O valor do determinante de A é nulo se e s6 se as suas linhas sido

linearmente dependentes.

Sugestao: Sabemos que, por defini¢io, as filas paralelas (linhas ou
colunas) da matriz A sao linearmente dependentes se o sistema

homogéneo Ax =0 ¢ indeterminado,

propriedades P.3 e P.7.

P.10. Seja A € R™™ e a € R. Entdo det(ad) = a™detA.

Sugestdo: Comecamos por verificar que ad = E; (@)E,(a) - E,(a)A e,

Ain + bin B
amn
Ain aiq
] [a21
| |
ap, + det b.il
Amn ar;ll

depois, aplicamos a propriedade P.8.
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Observacao II1.2.11.

Tendo em conta a propriedade P.1 (isto é, que detA = detAT)
anterior, podemos afirmar que o determinante de uma matriz A, quadrada
de ordem n, pode ser calculado recorrendo ao desenvolvimento segundo

qualquer uma das suas filas (linha ou coluna), ou seja,

detA = Z?:l aij (—1)H—jdetAU = ?=1 aij (—1)L+]detAU

desenvolvimento desenvolvimento
segundo a linha i segundo a coluna j

Definicdo II1.2.12. [Termo de uma matriz]

Chamamos termo de uma matriz quadrada de ordem n a qualquer
produto de n elementos da matriz, desde que nele entrem, como factores,

um e um s6 elemento de cada linha e de cada coluna.

Exercicio II1.2.13.

a1 Q12 Q13 Q14 Qg5
Qaz1 Qzz Gz3 GQz4 Qzs
Seja A =|031 @32 A3z az4 azs| e R5*S. Complete:
Qg1 Quy Q43 Gag Gus
las1 A5z Q53 Osy a55J

(1) (all)(azz)(a33)(a44)(a...5) é termo da matriZ A,
(D) (ag1)(azz)(asz)(asq)(a..s) nao é termo da matriz A4;
(i) (aq1)(azz)(ass)(ass)(a..s) é termo da matriz 4;

Gv) (ags)(azy) e )G )(Gora) € termo da matriz A.
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& G )C )G )G ) Gee) ndo € termo da matriz A.

Definicdo II1.2.14. [Complemento algébrico de um elemento de uma

matriz]

Seja A = [ai j] € R™™. Chamamos complemento algébrico — ou cofator
— do elemento a;; da matriz A a0 nimero

(_1)i+jdetAij,

sendo 4;; € RD*X=1 3 mapriz que obtemos de A suprimindo a linha i

e a coluna j.

Exemplos I11.2.15.
o 3.
a) Seja B = [5 _1]. Entdo
(=1 *det[—1] é o complemento algébrico do elemento by; = 1;

(—1)*2det[5] é o complemento algébrico do elemento b;, = 3;

(—1)?*det[---] é o complemento algébrico do elemento by, = 5;

(1) *det[---] é o complemento algébrico do elemento b,, = —1
1 -1 2

b) Seja A=(2 4 2. Entdo
1 1 4
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(-1 *det [41} 2] = ¢é o complemento algébrico ou cofator do

elemento a,; = 1;

(=1)***det 2 2. é o cofator do elemento a;, = —1;
1 4 12
(—D)*3det ﬁ ﬂ = é o cofator do elemento a... = -
241 271 . 3
(=D*"'det [ ] = € o cofator do elemento ay; = **;
ceadrens 1 te -
(=1)"*"det [ ] = e ¢é o cofator do elemento a,, = -+
coieee 1 _ ~ _
-D det[ ] = e é o cofator do elemento a3 = -+
ceedees _1 _ P _
-1 det[ ] = .-+ é o cofator do elemento az; = -+
(=1t det [ ] = .-+ é o cofator do elemento az, = *+;
(—1)"*"det [ ] = .-+ é o cofator do elemento az; =

Observacio I11.2.16.

Acabimos de constatar que para qualquer matriz quadrada de ordem
n A= [ai]-] € R™™" o (valor do) determinante de A € igual 2 soma
algébrica dos produtos dos elementos de uma linha (ou coluna) pelos

respetivos complementos algébricos, isto €,
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detA = Z;l:l ’Vaij (—1)L+]detAU “
- 2

[ complemento algébricoJ
ou cofator de a;j

Por outro lado, importa referir que o valor do complemento algébrico

(—1)i+jdetAi]- nao depende do elemento a;;.

Apresentamos, de seguida, um resultado que envolve os cofatores (ou
complementos algébricos) de uma matriz.

Proposi¢ao I11.2.17.

Seja A = [ai j] €R™" E nula a soma algébrica dos produtos dos
elementos de uma fila pelos complementos algébricos dos elementos
homologos de outra fila paralela, isto €,

Z;’lzl aij(—l)k”detAkj = 0, Sej * k, e,
?=1 aij(—l)deetAik = 0, sei#Kk.

Demonstracao:

Seja A = [a;;] € R, i # k e B = [b;;] € R™™ a matriz que se obtém
de A substituindo a linha k pela linha i, isto €, b;j = byj = a;j, para
j=12-,n

Entio detB = 0 visto que, por constru¢do, B tem duas linhas iguais.
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Calculemos, agora, o determinante da matriz B utilizando o
desenvolvimento segundo a linha k.

Obtemos

0 =detB =¥ b;(=1)""detB,; = Y a;(=1)""detA,;.

porqué?

Exemplo II1.2.18.

1 -1 2
Seja A = (2 4 2|
1 1 4

Na matriz A calculemos a soma algébrica dos produtos dos elementos
da linha 1, [1 —1 2], pelos complementos algébricos da linha 2,

[2 4 2]. Obtemos

(D) (D det[T] 2]+ () (~D**2det ] ]+ @ (~D**det[] 71| =

complemento algébrico complemento algébrico complemento algébrico
do elemento a;=1 do elemento a,,=4 do elemento a;3=2

=(-D)(=4—-2)+ (D@ -2+ ()1 - (-] =6-2—4=0.

Exercicios III1.2.19.

1. Calcule:
0 -1 12 1 0 2 -1
Dl-1 0 -1l 1 3 —4 0
12 -1 0 b) det 5 —6|
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-1 0 10 1 2 3 0 4
Odet| 0 -8 01 3 450 6
3 0 2 of dls 6 7 0 8
0 1 -1 4 313 2 1
7 8 9 0 10
[oooﬁo] 1 a b b
VIS5 0 0o o o DdetZ;?b,a,bER.
edetf 0 0 V5 0 O0f a
| | b b a 1
0 v3 0 0 0
L o o o o vzl

2. Sejam A, B € R™™ duas matrizes triangulares, inferior e superior,

respetivamente, isto €,

a; 0 0 0 [bn bi; by bln]

az1 Ay 0o - 0 0 by by by
A = |a31 a32 a33 0 | c B = | 0 0 b33 b3n|
lanl Apy Qpz annJ [ 0 0 0 bnnJ

Calcule detA e detB.

3. Sejam a,b € R e b > a. Verifique que

1 a a?
fX)=|1 b b?
1 x x?

€ uma func¢io quadratica e indique, caso existam, os zeros de f.



Exercicio II1.2.20.

4 2 4 2 2z 341

1 3 1 3 |12 0 0 3 2j

Seja A = eB=|0 2 1 4 0}
21 2 1

5 4 0 1 1 1 3 6 1

0 0 -1 3 O

Utilizando as propriedades da func¢do determinante de ordem n

[Proposi¢ao 111.2.9.], verifique, sem fazer calculos, que detA=0 e
detB = 0.
Exercicio I11.2.21.

1. Sejam A, B € R**?, Prove que:

a) det(AB) = (detA)(detB);

b) Se A é ndo singular, entio detd # 0 e det(4A™1) = ﬁ.

2. Sejam A, B € R™™. Mostre que:
’)[In AH A 0]_[ 0 AB]_
Yo rnll-1, BT I|-1, BY

A 0 0 AB
b) det I, B]zdet[—ln B];

©) As propriedades (1.a) e (1.b) continuam vdlidas para A, B € R™",

Nesta sec¢io, apresentamos, ainda, a seguinte
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Definicao II1.2.22. [Matriz dos cofatores; matriz adjuntal

Seja A € R™™,

Chamamos matriz dos cofatores de A (ou matriz dos complementos
algébricos de A) a matriz quadrada de ordem n que se obtém de A
substituindo cada elemento pelo respectivo complemento algébrico, isto
¢,

— [(—1)i+J .
cofA [( 1) detAL]]nxn.

Além disso, a matriz adjunta de A € a transposta da matriz dos
cofatores de A, ou seja,

adjA = (cofA)T.

Exemplos I11.2.23.
n_J1 3 ~
a) Seja B = [5 _ ] Entdo

(- det[-1] (—1)1+2det[5]] _ [_1 _5]
-3 1

cofB = [
(=1)?*det[3] (=1)?*2det[1]

¢ adjp =[] —g]Tz[-l -3

3 -5
1 -1 2
b)SejaA=(2 4 2| Entio
1 1 4
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If(—1)1+1azet[‘1L ﬂ (—1)1+2det[i ﬂ (—1)*1det 1|
cofA=|(—1)2+1det[_} 2 vmder | 2] (e[t ‘1]i
|

l(—1)3+1det[_11} ;] (—1)3+2det[§ ;] (—1)3+3det[§ _1]

logo
14 -6 -2 14 -6 217 14 6 -10
cofA = 6 2 —2|eadjA= 6 2 =2 =|-6 2 21.
-10 2 6 -10 2 6 -2 =2 6

Verificamos, também, que

B(aij)=(aij)B=[é _ﬂ[:gl; _1]=[_}13 _1”}1; _ﬂ=

~ |16

S Y=csll Y=

1 -1 2][14 6 -—10 16 0 O
A(adjA) = (adjA)A = |2 4 2] [—6 2 2] = [ 0 16 0] =

1 1 4ll-2 =2 6 0 0 16

= 16

[1 0 0
detA

0 1 0]=(detA)I3.
00 1

Sera coincidéncia?

Isto é, podemos afirmar que A(adjA) = (adjA)A = (detA)l,, para

qualquer matriz A de ordem n?

Analisaremos esta questao na sec¢iao seguinte.
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Atendendo, mais uma vez, as propriedades apresentadas no

Proposicio II1.2.9. podemos demonstrar o resultado seguinte.

Proposicio 111.2.24.

Seja A € R™™,

(i) O determinante de A ¢ igual ao determinante da matriz triangular
superior que se obtém de A, através de operacdes elementares sobre
linhas do tipo 03, ou ao seu simétrico, conforme o nimero de trocas no

processo € par ou impar.

(i) Se na eliminacio de Gauss usarmos apenas opera¢des sobre linhas
do tipo 03, o valor do determinante de A é zero se a matriz tem menos de
n pivots™X¥  ou, por outro lado, se A tem m pivots™* ¢ igual ao

produto dos pivots.

Observacao II1.2.25.

A partir desta proposicio podemos simplificar o cdlculo de
determinantes, dado que - como verificimos anteriormente — toda a
matriz quadrada pode ser transformada numa matriz triangular através de

operagdes elementares.

XXX [sto é, se a matriz A é singular

XXXV Ou seja, isto é, se A é nio-singular
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Assim é possivel convertermos o problema do cilculo do determinante
de uma matriz quadrada qualquer, no do calculo do determinante de uma

matriz triangular.

No entanto nem sempre este processo € o mais adequado para,

nomeadamente, matrizes do tipo

01 07 0
ou
[ V0.0169 0 0 0 0]
|00032)1 01 0 3x10°5 0 |
006 0 1 222 0 |
l 112,34 0 0 100J
4 0 7 0

como veremos no Exercicio III.2.28.

Exemplo II1.2.26.

Utilizando a eliminacio de Gauss, pretendemos calcular o

determinante da matriz

[0 0 1 3 0]

[0 1 2 6 0]

B=10 2 3 9 21

1 11 3 2

015 -10

Note-se que

[001 30] 1 11 3 2
|0 1 2 6 0] 01 2 6 0
detB =det|0 2 3 9 21=—-10 2 3 9 2|=
1 11 3 2 0 0 1 30
015 -10 015 -10
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11 1 3
0 1 2 6
=—|0 0 -1 -3
0 0 1 3
0 0 3 =7
1 1

0 1

0 0

0 0

Exercicios III1.2.27.

1. Considere as matrizes A =

a) Condense A e [A|b];

2

0

2 -
0

0
1 3
2 6
1 -3
0 —-16
0 0
1 -2
2 -1
0 1

b) Indique o determinante de 4;

OO OO

1 1 3 2
1 2 6 0
0 -1 -3 2|=
0 0 0 2
0 0 —-16 6
2
0
2[=@MM@MED(-16)(2) = 32.
6
2
0 1 -2 0] 6
3 e[AIb]=[2 -1 3] 4].
1 0 1 1] 1

¢) Determine a caracteristica das matrizes A e [A|b];

d) A matriz A é invertivel? Justifique.

e) Resolva o sistema Ax = 0;

£) Qual dos seguintes conjuntos

{8-2a,1—a, a), a € R},

é solucao do sistema Ax = b?

(6
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2. Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Comente as seguintes

afirmacoes:

a) Se o detA = 0 entdo o sistema Ax = 0 é indeterminado»;

b) Se o sistema Ax = 0 tem uma solu¢iao nio nula entio detA = 0»;

¢) Se o sistema Ax = b € impossivel entdo detA = 0».

Exercicios III.2.28.

Calcule os seguintes determinantes

0 02 0
1. detM = det [zooo 0 0.05];

01 07 0

[ V0.0169 0 0 0 0 ]

(0.0032)"7 01 0 3x10° 0
2. detN=det| 0.06 0o 1 222 0 |

l 0 112,34 0 0 100J

0 4 0 7 0

Resolucio:

1. detM = (0.05)(—1)2+3 |001 8'§| = —(0.05)[(0)(0.7) — (0.2)(0.1)] = 10~3;
V00169 0 0 0
2. detN = 100(—1)4+5d€t (00032)_1 01 0 3x1075 —
0.06 0 1 222
0 4 0 7
V00169 0 0
= —100(-1)**3det [(0.0032)"* 0.1 3x1075|=
0 4 7
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-5
= —100v0.0169(—1)*1det 041 3x ;0 = —13(0.7 — 0.00012) = 9.09844.

Exercicios III.2.29.

1. Recorrendo a operac¢oes elementares calcule

3 -2 7 6 3 2 7 6
4 0 2 1|_, |- o 2 1|_
a) det 5 2 0 -2 =det| 0 e
2 0 -1 0 2 0 -1 0
-4 21
=)Dt det| 80 7 4= .
2 -1 0
1 8 -3 2
9 3 0 1| oy v | B
b) det 2 6 0 -a =(-3)(-1) det[m ]_ :
[ 2 -1 0 4
7 3 1 0 7 3 10
20 2 1|_, . |-2 0o 2 1|_
Odet) ¢ 5 g g|=detf 5 3 3 |7 ’
3 3 5 1 5 .. 3 0
10 2 0 4 -
6 09 3 7 L
ddet]3 0 5 0 1]|=@)(=1)"+"det o —
5 2 7 9 gl
s 0 4 0 3
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2.Seja A =

-3 1 1
1 -3 1].
1

1 -3

a) Mostre que |A — kI;| = (=4 —k)?(-1—k), k € R;

b) Determine para que valores de k € R se tem |4 — k5| = 0.

3. Determine para que valores de x € R se verifica que

0 1 1
det|1 0 12+x%|=0.
1 —7x 0
3 2 -1 2
. . 12 0 2 2
4. Considere a matriz quadrada A =| 1 2 3 ol
2 2 20

a) Utilizando as propriedades dos determinantes, mostre que:

1 3 -1 2 1 3 -1 2

_ o 2 2 2|_ _ 0 2 2 2
det(4) = Zdet1 _1 5 2| = Zdeto 4 4 0
1 2 2 0 0 -1 3 =2

1 3

_ 0 1

= 4det0 0

0 0

. 1
(b) Calcule o determinante da matriz EA;

5. Construa uma matriz real Q = [q"f]zxz tal que

qdi1 = 0.6, Q_1 = QT (o detQ =1.
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6. Sejam A € RP*Y ¢ B € R?7*P., Prove que:
) det(I — AB) = det(I — BA):;
b) (I — AB)™*A = A(I — BA)™',

Sugestio:

Na alinea a) verifique que
L, Aipl, -4 L, —Ayrl, A
dee(ls s D =eells s L)
B I,Jl0 I 0 LIlB I

7. Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n. Indique se as
seguintes afirmacoes sio verdadeiras ou falsas. Fundamente a sua resposta

para cada caso.
a) Se detA = 0 entdo a matriz A tem duas linhas iguais;
b) det(—A) = —detA;
14) =2 .
o) det (ZA) = 27"detA:
d) Se detA = detB entio A = B;
e) det(AT + B) = det(A + BT);
) Se os elementos principais de 4 sao nulos entio detA = 0;

g) det(l, —A) =1 — detA.
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II1.3 - Aplicacoes dos determinantes no calculo da matriz inversa

e na resoluciao de sistemas de equacdes lineares (regra de Cramer).

Retomamos a defini¢io de matriz adjunta.

Atendendo a Defini¢do II1.2.22. e a Proposic¢ao I11.2.17. prova-se que

Proposicdo I11.3.1.

Seja A € R™™ e n = 2. Entdo
() A(adjA) = (adjA)A = (detA)l,;

1
detA

(i) A7 = (—) adjA, se detA # 0.

Demonstracao:

(1) Seja M = A(adjA). Entao

{ail(—l)j“detAjl + ap(—1)*2detAj; + -+ + apm(—1) M detAjy, sei # j
my; =

a;(—1)*detA;; + a;p(—1)*2detAiy + -+ + a; (= 1) det Ay, sei=j
Deste modo, tendo em conta as Proposi¢oes I11.2.9 e II1.2.17, podemos

concluir que

_{ 0, sei#j
Mij = \detA, sei=j.

Procedemos de modo andlogo para o produto (adjA)A.

(i) Note-se que se A(adjA) = (adjA)A = (detA)l, e detA # 0 entdo
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Al(Gr)adjA] = () adjAlA = I,

o que nos permite concluir, pela defini¢ao de matriz inversa, que

4t = (=) adjA.

detA

Exemplos II1.3.2.

1.Se B = [é _i] entdo detB = —16 e

1 3
R e LR Eo] I B |

16

Verifique o resultado calculando os produtos BB™! e B™1B.

1 -1 2
2. Por outro lado, se A = |2 4 2] entdo
1 1 4
1 -1 2 1 -1 2 6 2
detA=det[2 4 2]=det [o 6 —2]=(1)(—1)2det[2 2
1 1 4 0 2 2
c, Consequentemente,
7 3
) 14 6 -10 3 s
— . 3 1
At =(adja=(E)|-6 2 2[=|-2 %
-2 -2 6 —1 2

Confirme o resultado calculando AA™! e A™1A4.
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Observacao 111.3.3.

Repare, ainda, que este método — em contraste com O que acontece
quando recorremos a eliminacio de Gauss — nos permite calcular um
elemento (ou mais) da matriz inversa independentemente dos restantes.

Por exemplo,

1
elemento nBposicdo (1,3) de A~! = elemento nBposicio (1,3) de (M) adjA =

1
= (m> [elemento nBposi¢do (3,1) de cofA] =

Nl
Y
16

= (1—16) complemento Elgébrico de a3z, =

=(2) [(—1)3+1det » g]] =) (-2-8)=-2

Exercicios I11.3.4.

1 3 3
1.S¢jaA=1|3 1 3|
3 31

a) Mostre que (— ;) é o elemento na posicio (3,3) de A7

b) Calcule a inversa da matriz A.

5 2 -1 -11 -9 4
2.Sejam B =4 -2 3leC= 2 26 -—19|.

6 1 4 16 7 -—18
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a) Verifique que detB = —67,
b) Indique o elemento na posicio (2,1) de B™1;
¢) Calcule a matriz CB;

d) Determine a inversa da matriz B.

Admitindo, agora, que a matriz A € ndo singular, vamos apresentar a
regra de Cramer, recorrendo a noc¢do de determinante e respectivas
propriedades.

Isto €, vamos obter uma férmula para a solugio de um sistema de

equagoes lineares Ax = b expressa em termos das matrizes A e b.

Comegamos por analisar o caso de ordem dois.

ai;

Sejam A = [a21 Gy

b
] € R¥*2 matriz nio singular, b = [bl] € R*X1 ¢
2

_[* 2x1
X = [xz] € R*7*.

Consequentemente,
a1 Q12][*%1 ‘111 a12
Ax=b & [ = S x [ ]
a21 azz a21 a22

{allxl + a%; = by
Az1X1 + A%, = by

a;; a b
Definimos D = detA = det [ai GZ]’ D[x,] = det [bl 312] e
2 A

a b
Dlx,] = det[ 1 1].
[ 2] a21 bz
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Repare-se que:
(i) D # 0 é o determinante da matriz A;
(ii) D[x;] é o determinante da matriz que se obtém de A substituindo a

2 a1 . by
12 coluna, [021]’ pela coluna dos termos independentes, b |
2

(ii) D[x,] é o determinante da matriz que se obtém de A substituindo a

2 Q12 . by
2% coluna, [azz], pela coluna dos termos independentes, b |
2

Verificamos que

a1 Aagz
az1 Ay

X10411 alz]

det [
X131 Az

x;D = x,detA = xldet[

| =
porqué?

det [x1a11 + X201 a12] 3 det [bl alz] = D[x1]7

o X1a,1 + X,a a b, a
porqué? 1721 2r2z2 22 porqué? 2 22
ou seja,

D[x1]

X D = Dx o oy, = —2

\q} , - \_[,_/1] - 1 D

12 ijncognita NUMeETro  nimero porqué?
real real

Do mesmo modo concluimos que

aiy alz] a1 Xp012
= det [ ] =
—

x,D = x,detA = x det[
2 2 2 az1 Ay Qz1  Xp0p;

A1 X10q1 + X204, a b
= det [ ] = det| ™t '|=D[x,]
L . a21 x1a21 + xzazz A N
porqué? porqué?
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D[x,]
Logo X D = D[x,] S x2=%.

23 incognita numero nimero porqué?
real real

Exercicios II1.3.5.

Resolva — utilizando quando possivel a regra anterior — os seguintes

sistemas:
. [7x1 — 5%, = =50 { 3x, — 2x, = 16
d) { 2x1 + Xy = =7’ b) _6x1 + 4x2 = _32
Resolucio:

a) Neste caso temos

(o= IR =%

7

isto €, A= [2

—51 . . .- X1
1] é a matriz dos coeficientes, [x] ¢é a coluna das
2

incognitas e [—5(;] ¢ a coluna dos termos independentes.

Deste modo

D = detA = det [Z ‘515] — (7)(A) = (=5)(2) = 7+ 10 = 17,

D[x,] = det [‘5‘7’ ‘i] = (=50)(1) = (=5)(=7) = =50 — 35 = —85,
e, finalmente,
D] = det]” 5 = (77 - ( _ B
xz]—det[z 2l = (DD~ (50)@) = 49 + 100 = 51.
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Logo

Dbeal _ 85 _ o, _Dbal_51_ 4
D 17 2 D 17

X1 =

0 que nos permite concluir que § ={(—=5, 3)} é o conjunto solu¢io do

sistema dado.

b) Verificamos que

omran == ld Alll=155
isto é, A= [_ 6 _ﬂ é a matriz dos coeficientes, [2] € a coluna das

P 167 . .
incognitas e [ 32] ¢ a coluna dos termos independentes.

Todavia D = detA = det [_Z _Z] =3)4)—-(-2)(—6) =0, o que

nos impede de utilizar o método acima descrito.

Note-se, no entanto, que podemos recorrer a eliminacio de Gauss.
Assim,
[ 3 -2] 16 3 —2| 16]
[Alb] - [—6 4| —32] Ly—(=2)Lq [

e, consequentemente,

{ 3x1_2x2=16@{3x1_2x2=16¢>{x1=13—6+§ﬁ
_6x1+4‘x2=_32 ZﬁER xzzﬁeR’

pelo que S={(13—6+§ﬁ. ﬁ), B ER} é o conjunto solu¢ao do sistema

inicial.
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Analisemos, agora, o caso de ordem 3.

a1 Q12 Qg3
Seja A = [Az21 Az Q3| € R3*3,
azy; Qzz sz

by X1
comdetA #0,b=|b,| e R3¢ x = |X2| € R?X! ¢
b3 ‘x3

a;1 A1z A13][%1 by ay1%; + @ipx; + ag3x3 = by
Ax =b & |1 G2 Ag3||X2| = |by| & {211 + A%, + Ap3X3 = by,
asz] X3 bs

az;  Aszz asq1Xq + a3zX; + az3zX3 = b3

Definimos

a1 Q12 Qg3
(i) D =detA=det|A21 azz ax3|, determinante da matriz dos
az1 a3z daszs

coeficientes;

by ai;; a3
(i) D[x;] = det |b, a,; ay3|, determinante da matriz que se obtém de A
by az; as;

A
substituindo a primeira coluna, [a21], pela coluna dos termos
as;

by
independentes, [bz];
by

a;1 by a3
(i) D[x,] = det|a;; b, ay3|, determinante da matriz que se obtém de
az; bz as
a2
A substituindo a segunda coluna, [@z22], pela coluna dos termos
asz

by
independentes, [bz];
bs
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a;; a2 by
(iv) D[x3] = det|ay; az; b;|, determinante da matriz que se obtém de
az; as; bs

a3
A substituindo a terceira coluna, |@z3|, pela coluna dos termos
aszs
by
independentes, |b,|.
bs
Também, neste caso, verificamos que
a;; Q12 Qg3 X1411 Q12 Q3
XD = x;detA = xydet |G21 Az Q3| = det|X1Q21 Az Go3| =
—
QAz1 A3z Azzlporque? X1a31 A3z dQsz
X1Qq1 + X201, Q1 Qg3 X101 + X201 + X3Q13 Qg
= det|X1021 T X203, Qzz Q3| = det|X1Qz1 + X022 + X303 Az
e o
porqué? x1a31 + x2a32 a32 a33 porqué? x1a31 + x2a32 + X3a33 a32
by a;; a3
= det|b, a;; az3|=D[x],
porqué? b; a;, ass
ou seja,
D=D[x;]] ®x; = Dlxi]
Analogamente, concluimos que
Dlx,]
x,D =D[x,] & x; =
D
e
Dlx3]
x3D =D[x3] © x; = =
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Exercicios I11.3.6.

Resolva — utilizando quando possivel a regra anterior — os seguintes

sistemas:

x1+x2+SX3=6 xl_x2+3x3=0
2,) 2x1 +3x2 —4X3 = _2, b) xl +x2 —X3 = 0’
3x; —2x, +5x3 =7 2x1 +x, —3x3=0
Xy +x,+x3=1 5x; +2x, —x3 =1
C) 2x1 - 3x2 +X3 = 2 d) 4’x1 - 2x2 + SX3 = 0.
4x; —xy —x3 =7 6x; +x, +4x3 =0
Resolucao:

a) Uma vez que

1 1 3 6 1 3
D = det [2 3 —4] = —54, D[x;] = det [—2 3 —4] =-27,
3 =2 5 7 =2 5

1 6 3 1 1 6
D[x,] = det [2 -2 —4] = —54 e D[x3] = det [2 3 —2] = —81,
3 7 5 3 =2 7

concluimos que

Dlx;] -27 1 Dlx;] -54 D[x3] -81 3
D -54 2 D -54 2

Assim § = {(%, 1, S)} ¢ o conjunto solucio do sistema dado.
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1 -1 3

b) Neste caso obtemos D = det [1 1 —1] = 20,
2 1 3

D[x;] =0, D[x,] = 0 e D[x3] = 0 (porqué?),

0 que nos permite afirmar que § ={(0, 0, 0)} é o conjunto solu¢io do

sistema dado.

¢) Repare-se que

1 1 1] 1 1 1
D =det|2 -3 1| =20, D[x;] =det|2 -3 1| =32,

4 -1 —1l 7 -1 -1
1 1 3 1 1 1

Dlx,] =det|2 2 1] =3 e D[x3] =det [2 -3 2] = —15,
4 7 -1 4 -1 7

e, consequentemente,
_Dbal _32_8 _ _Dbxl_3 Dlrs) _ -15 _ _ 3
*1="5 20 %=, T3¢, 20 Py

os={G -5 -3

Enunciamos, agora, sem demonstracio, a Regra de Cramer no caso

geral:

197



Proposicdo I11.3.7.

Seja A € R™™ uma matriz nio singular.

Entao, o sistema

a1 Q12 0 Q] [% by
QA1 Qzx  Gyn| X2 b
Ax=be | 7 T . =7
An1 Qunz2 = ApullXn bn

€ possivel e determinado, sendo

onde D é o determinante da matriz A (matriz dos coeficientes do sistema) e
D[x;] o determinante da matriz que se obtém de A, substituindo a coluna i

pela coluna b dos termos independentes.
Exercicios 111.3.8.

4 1 -1
1SejaB=|2 5 1],B=

2 0 6

Wk =N o
NN O B
O U1 O -

Calcule, indicando o método que utilizou:
a) uma das linhas da matriz inversa de B;
b) uma das colunas da matriz inversa de B;

¢) o elemento na posi¢io (2,3) da matriz inversa de B.
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2.SejamA=|2 5 1|, B = ec=|_|
5 0 6 1 2 5 1 0
3 2 0 6 0

a) Calcule o determinante da matriz A pela defini¢io;
b) Condense a matriz B e calcule o seu determinante;

¢) Determine o valor do elemento (1,2) da matriz inversa de B;

X1
X2
X3
X4

d) Considere o sistema Bx = ¢, onde x = € R* Determine o valor de x;

utilizando a regra de Cramer.

3. Resolva — utilizando, quando possivel e oportuno, a Regra de Cramer

— 0OS seguintes sistemas:

2x+y+z=3 —x+y+z=1
Ay x—y—z=0; b){3x+2y—z=2;
x+2y+z=0 x+4y+2z=3
2x+y+z=4 x+2y+3z=1
9] —Xx+2z=2; d){2x+3y+4z=2;
3x+y+3z=-2 3x+5y+7z=3

x+2y+3z=1
e){2x + 3y +4z = 2,
—x+y=2

—4x+y—3z=7
Q) x—2y+tz=1
—2x—3y—z=9
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2x+kyy—z=1
4. Considere o sistema {—x + 2k,y + 3z = 0, onde kq, k,, ks € R.
x —5k;y+3z=-1

Sabendo que o determinante da matriz dos coeficientes € 2, determine

o valor da incégnita y.

4 V8 0
5.S¢jaB=|(y8 4 +8leC=[B:i 034].
0 V8 4

Indique o conjunto soluc¢io de cada um dos sistemas:

(c-i) Bx = 0; (c-i) CTy = 0.

6. Considere o sistema

—x+y+2z+2w =20

—-x+y+z=0
6x+2y=1
z—w=1

a) Escreva o sistema na forma matricial (Au = b).
b) Designe por A a matriz dos coeficientes do sistema anterior.
b.1) Calcule o determinante de A;

b.2) Determine o valor de x utilizando a regra de Cramer.
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CAPITULO IV ® VALORES PROPRIOS E VETORES

PROPRIOS DE UMA MATRIZ QUADRADA

IV.1 - Conceito de valor proprio e vetor proprio de uma matriz

quadrada.

No que se segue, iniciamos o estudo dos valores proprios e vetores
proprios de uma matriz quadrada, abordando, no final da secgio, a
diagonalizacdo de matrizes utilizando os conceitos de multiplicidade

algébrica e geométrica de um valor préprio.

Definicao IV.1.1.

Seja A € R™™. O vetor x € R™ \ {0} é um vetor préprio de 4 se e s6
se
Ax = Ax
sendo A um escalar™#,
Neste caso, 4 diz-se um valor proprio da matriz A associado ao vetor

proprio x.

Exemplos IV.1.2.

a)SeA=12=[(1) (1) ex=[zz]ER2,entﬁo

XXXV Que, neste capitulo, pode ser um nimero complexo (ver alinea 2.b) do Exercicio
IV.5.4). Todavia, no que se segue, escolhemos, apenas, matrizes com valores proprios reais.

201



we=fy 0= (2] -

e podemos concluir que
Ax = 1x, para qualquer x € R?
Neste caso, podemos afirmar que todos os vetores x € R? \ {(0,0)} sao

vetores proprios de A associados ao valor préprio 1.

Todavia, esta situacio nao € usual!

08 03

b) Seja A = 02 07

]E R?*2. Consideremos, também, dois vetores

u= [0'6 ev= [ 1] verificamos que
0.4 -1
Au = 1ueAv=%v.

Deste modo, dizemos que u e v sido vetores proprios da matriz A e,
. . 1 L .
ainda, que os numeros 1 e 5 sao valores proprios de A, ou seja,

afirmamos que

(1) u € um vetor proprio de A associado ao valor proprio 1; e

(i) v € um vetor préprio de A associado ao valor proprio -.

Por outro lado, verificamos que

A%u = A(Au) = A(1u) = Au = 1u, isto é, A%u = 1u,
e

A2v=A(Av) = A Gv) = %(Av) = G)Z v= iv, isto é, A%v = G)Z V.
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O que podemos concluir?

Constatamos que

(D) 1 é valor proprio de A% associado ao vetor proprio u;

.. 1\2 P . 2 . P
(i) (E) € valor proprio de A“ associado ao vetor proprio v.
Surge, entdo, a seguinte questio:

O que se passa quando analisamos A3, A%, A%, --?

1 3 3

3) Consideremos, finalmente, a matriz B =|3 1 3] e os vetores

b= L=l <l

Verificamos, agora, que

w
w
[uny

1 3 311 1 [ 1]
[3 1 3] [—1]=(—2) —1| © Bu = (-2)u;
3 3 1l o i

< By = (=2)v;

1 3 31 1] 1
[3 1 3] 1=(—2)[1

-2

1 3 311 1
[3 1 3] [1] =7 [1
3 3 1111 1

< Bw = 7w,
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*a ,a €ER, ou seja, o vetor Bz nio é um

1 3 3770
1 sfo|-
3 3 1111

multiplo escalar de z.

3
3
1

0
0
1

Deste modo, podemos afirmar que:

() u é um vetor proprio de B associado ao valor préoprio —2;
(i) v € outro vetor proprio de B associado ao valor préprio —2;

(iii) w € um vetor préprio de B associado ao valor préprio 7;

(i) z ndo € um vetor proprio de B.

Retomando a igualdade
Ax = Ax,
e recordando que A € R™" x € R"\ {0}, 1 € R (escalar), sendo x um

vetor proprio de A, associado ao valor préprio A, escrevemos

bl -
= e DR

Consequentemente, constatamos que x € um vetor proprio de A,

™~

A

associado ao valor proprio 4, se e s se

x € R"\ {0} e x € N(4 — AL,) 0w

XXXV Ver defini¢io de espaco nulo ou nicleo de uma matriz (sec¢io I1.3).
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ou seja, de modo equivalente, se e s6 se

x € R™\ {0} é solu¢io do sistema homogéneo (A — Al,)z = 0.

Observaciao 1V.1.3.

Relativamente ao sistema homogéneo (A — Al,)z = 0 recordemos que

as seguintes afirmac¢oes sio equivalentes:

(i) o sistema homogéneo (4 — Al,,)z = 0 é indeterminado;

(i) a matriz A — AL, ndo ¢é invertivel,

(iii) a caracteristica de A — AI,, é inferior a n;

(iv) a matriz A — Al,, € singular;

(v) as colunas de A — Al sio linearmente dependentes;
(vi) as linhas de A — A, sdo linearmente dependentes;

(viD) o determinante de A — Al, é igual a zero.



(Pagina deixada propositadamente em branco)



IV.2 - Polinémio caracteristico de uma matriz quadrada.

Consideremos, de seguida, o

Problema IV.2.1.

Determine A € R de modo que exista um vetor, nio nulo,

u= (U, Uz U3)€ERS

tal que
1 2 1
Au=Ju,sendoA=| 6 -1 0]|€ R3¥>3,
-1 -2 -1

Uma vez que

Au=lusAu—-lu=0sA-Lu=0=

= =2l sl -
[l

podemos enunciar o Problema IV.2.1. doutra forma.

Problema IV.2.2.

Quando é que o sistema homogéneo (A—Al;j)u=0, 1€ R, tem

solucdes nao nulas?
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Tendo em conta o que estuddmos anteriormente sobre a discussio e
resolucao de sistemas de equagdes lineares, podemos dizer que este
sistema tem solucdes nao nulas se e sO se a matriz A — Al; € singular, ou

seja, se e s se

det(A — L) = 0.

Assim, podemos formular o problema anterior do seguinte modo

Problema IV.2.3.

Determine A € R de modo que det(4A — Al3) = 0.

Entdo, uma vez que

1-2 2 1
det(A—1I3) =0 & det 6 —-1—-21 0|=0¢&
-1 -2 —-1-2

e MEDPO)-2) - (1 -D(=D] +

+E1-DEDPA-D(E1-D - ()(6)] =0 =
S-PB-2+12A=0=2 1P +1-12) 2 11+4)1-3) =0

SA=—4VvAi=0vi=3,

podemos afirmar que se
Ae{—4, 0, 3}

entio existe um vetor ndo nulo u = (U1, Uz, U3z) € R3 tal que Au = Au.
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Designamos p(1) = (—=1)323 — 22 + 121 polinémio caracteristico e

(=1)323 — 22 + 121 = 0 equacio caracteristica ¥ da matriz A.

Note-se que p(4) = det(A — A1) e que
B -2+12l=0=det(A—1) =0

Aos escalares 1 € R, que sio solu¢des do Problema IV.2.1., chamamos

valores proprios (ou valores caracteristicos) da matriz A.

Os vetores, nio nulos u = (U1, Uz, Uz) € R3, solucdes do sistema
homogéneo (A —Al;)u =0, dizem-se vetores proprios (ou vetores

caracteristicos) de A associados ao valor proprio A.

Neste caso, temos vetores proprios associados, respetivamente, ao0s

valores proprios 4, = =4 ;al, =0eal; =3.

Consideremos 4; = —4. Atendendo a que

5 2 17[W 0 Uy -1
<1 6 3 0]||w|=|0l= = |u|=a| 2|, a€R\{0},
-1 -2 3llus 0 Uz 1
constatamos que os vetores proprios associados ao valor proprio 14 = —4

sao todos os vetores da forma

u= U, Uz U3)= a(—1, 2, 1), coma€ R\ {0}.

XXXUL Trata-se de uma equagiio polinomial. Consequentemente, pode ter raizes reais e
complexas, embora, como referimos anteriormente, sé abordemos casos com raizes reais.
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Ao conjunto
EQ)=E(-4)={ueR%u= a(-1, 2, 1), a€R}

chamamos espaco proprio de A associado ao valor proprio 4; = —4.

Seja, agora, 1, = 0.

Dado que

SRR RS It

podemos garantir que os vetores proprios associados ao valor proprio

A, = 0 sdo todos os vetores da forma

v= (U Vs V3)= /;(— o6 1), onde g € R\ {0}.

13 13

Neste caso, o espaco proprio de 4, associado ao valor proprio 4, = 0,

€ o conjunto

E(AZ)=E(0)={ve1R<3:v= ﬁ(— oL 1), ﬁeR},

Por outro lado, se A3 = 3, temos
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[ 4 3B ~BoFlene

o que implica que:

(i) todos os vetores da forma
w=wy Wy w)=y(-1, -3, 1), onde y € R\ {0},

sdo vetores proprios associados ao valor préprio A3 = 3;

(i) o conjunto
E(/13)=E(3)={WE]R3:W=)/(—1, —%, 1),yER},

é 0 espaco proprio de A, associado ao valor proprio A3 = 3.

Repare-se, finalmente, que

p(AD) = (133 -2 +121+ 0

detA

é um polinémio de grau n = 3 ¥ em que o coeficiente do termo de

grau 3 é (—1)" = (—1)3 e o termo independente é detA = 0.

Deste modo podemos afirmar que uma matriz quadrada de ordem 3

tem 3 valores proprios que podem ser distintos ou nio.

Curiosamente também verificamos que

tTA=a11+a22+a33=1+(—1)+(—1)=11+/12+A3=—4+0+3,

(S

XXXV Sendo n = 3 a ordem da matriz A.
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det(4) = 0 = (1,)(12)(43) = (=H)(0)(3).

Sera coincidéncia?

Ou seja, podemos garantir que a soma dos valores proprios de uma

matriz coincide com o seu trago?

E, também, que o valor do determinante de uma matriz € igual ao

produto dos seus valores proprios?

Além disso, € importante reter que

(i) E(1;) = {vetores proprios de A associados o valor préprio 4;} U {(0,0,0)},
i=1,2,3;

(i) E(A;) = {conjunto das soluc¢des do sistema homogéneo (A — A;I3)u = 0},

i=123;

(i) E(}) = N4 — 4L5), i =1,2,3.
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IV.3 - Espaco préprio, multiplicidade algébrica e multiplicidade

geométrica de um valor proprio.

Formalizemos, agora, a definicio de valor proprio, vetor préprio e

espago proprio para uma matriz quadrada A € R™™,

Definicio IV.3.1. [Valor proprio e vetor proprio de uma matriz

quadradal

Seja A uma matriz quadrada de ordem n.
Dizemos que um escalar A € valor préoprio de A se existe um vetor,
nao nulo, u € R", tal que

Au = Au.

Todo o vetor nao nulo u € R", que satisfaz a equagio anterior, é dito

um vetor proprio de A associado ao valor proprio A.

Dado um valor proprio 4 de A, chamamos espaco proprio de A
associado ao valor proprio 4 ao conjunto

EQA) = {u € R™: Au = Au}.

Finalmente, dizemos que det(A — Al,) =0 é a equacdo caracteristica
da matriz A e que det(A—Al,) é o polindémio caracteristico de A4, e,
consequentemente, os valores préprios da matriz A sio as raizes da

equaclo caracteristica de A.

Note-se, ainda, que
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DEQX) =ueER(A—A)u=0}=N(4—AL);

(i) 1 é um valor proprio de A se e s6 se o nicleo da matriz A — AL,
contém vetores nao nulos, isto €, se e s6 se N (4 — AlL,) # {(0,0,---,0)},
ou, de modo equivalente,

A € um valor préprio de A se e s6 se det(A — AL,) = 0.

(i) p(A) = det(A — Al,) é um polinbmio em A, de grau n, a que
chamamos polinémio caracteristico de A, sendo (—1)" o coeficiente do

termo de grau n e p(0) = detA o termo constante.

(iv) Designamos a diferenca entre a ordem de A e a caracteristica de
A — AL, por multiplicidade geométrica do valor proprio 4 e adoptamos a
notacio m.g.(1); enquanto chamamos multiplicidade algébrica de A,
referindo-a como m.a.(4), 2 multiplicidade de A como raiz da equacgio

caracteristica de A.

Listamos, de seguida, algumas das propriedades dos valores préprios

de uma matriz:

Proposicao IV.3.2.

() Duas matrizes semelhantes™” tm o mesmo polinémio

caracteristico.

(i) A soma dos valores préprios de uma matriz é igual ao trago™/

dessa matriz.

xlii Dizemos que A, B € R™" sio semelhantes se e s6 se existe uma matriz § € R™™, ndo
singular, tal que B = S1AS.
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(i) Uma matriz é singular se e s6 se tem um valor préprio nulo.

(iv) Os valores proprios de uma matriz triangular (superior ou inferior)

sdo os elementos da diagonal principal.

(v) Seja A uma matriz quadrada, de ordem n, invertivel. Se 4 ¢é valor

préprio de A entdo 271 é valor proprio de A™L.

(vi) Seja A uma matriz quadrada, de ordem n, tal que A=A"". Se 1 é

valor proprio de A entdo A € {—1,1}.

(vi)) Sejam A uma matriz quadrada de ordem n e @ € R. Se 4 ¢é valor

proprio de A entido ad € valor proprio de aA.

(viiD) Seja A uma matriz quadrada de ordem n. Se 4 € valor préprio de

A entio A é valor proprio da matriz AT, transposta de A.

(ix) O produto dos valores proprios de uma matriz € igual ao seu
determinante.

Por outras palavras,
Se 4,45, -+, A, sdo os valores proprios de A, matriz quadrada de ordem
n, entdo detA = (1,)(A,) - (A,,).

Exercicio IV.3.3.

Demonstre as propriedades apresentadas na Proposicao IV.3.2.

xliii . . . .
O traco de uma matriz quadrada é a soma dos seus elementos diagonais.
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Exercicio (resolvido) IV.3.4.

Determine os valores proprios (indicando as respetivas multiplicidades

algébricas e geométricas) e os vetores proprios da matriz

-2
0
3

€ ]RSXS

[ =R
_ R o

Resolucio:

Como vimos anteriormente, dizemos que um escalar A € valor proprio

de A se existe um vetor, ndo-nulo, u € R3 tal que Au = Au, e, ainda, que
todo o vetor nio nulo u € R3, que satisfaz a equacio Au = Au, é dito um

vetor proprio de A associado ao valor proprio A.

Também verificAmos que os valores proprios de A sio as raizes da

equacgdo caracteristica de A.

Assim, comecaremos por calcular todas as raizes 4 da equagao

—4 -2 0 -2
det(A— AI,) =0 & det 0 1-2 0|l=0&
5 1 3-2

_ —1)2+2 —-4-2 =2 —
o A-DEDHet [T L T =0e
5 -A+2)1-1)?2=021+2=0vl-1=0vi-1=0&
oA=-2vi=1vi=1.
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Dizemos que
A, = —2 (raiz simples) e A4, =1 (raiz dupla)
sio valores proprios da matriz A, sendo m.a.(4;) =m.a.(=2)=1 e

m.a.(A,) =m.a.(1) = 2.

Quanto as multiplicidades geométricas, e uma vez que

-2 0 -2] [-2 0 -2 —2 0 -2
A+2I;=| 0 3 ol—| 0 3 of—|o0 1 o
51 5 01 0 00 0
(&
-5 0 -2 -5 0 -2 -5 0 -2
A-L=[0 0 ol—=|o0 o0 o—=|o0 1 of
5 1 2 01 o 00 0

podemos concluir que
m.g.(A4) =m.g.(—2) =ordemdeA—c(A+2;)=3-2=1
m.g.(1,) =m.g.(1) =ordkemdeA—c(A—I;) =3—-2=1.
Repare-se, também, que:

(i o grau de p)=det(A—Al;) =—-2>+31—2, polinémio

caracteristico da matriz A, coincide com a ordem da matriz dada, isto é,
grau de p(1) = ordem de 4;

(i) o produto dos valores préprios de A, (—2)(1)(1), coincide com o

determinante de A4, ou seja,
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(=2)(1)(A) = detA = p(0) = —2;

(iii) a soma dos valores préprios de 4, (—=2) + (1) + (1), é igual ao seu

trago, visto que
)+ D+ =trA=(-49H+ 1)+ (A3).

De seguida, procuramos os vetores proprios de 4, isto é,

(i) todos os vetores nio nulos u € R® que satisfacam a equacio

Au = (-2)u;

assim como,

(i) todos os vetores niao nulos v € R® que satisfacam a equacio

Av = (Dv.

Como podemos calcular os vetores préprios de A associados ao valor

proprio 4y = =27

Determinando as solu¢des nio nulas do sistema homogéneo
(A - /1113)‘“. = 0.
Ora

-2 0 -2][w] [0
(A—/1113)u=0(:>(A+213)u=0<:>[ 0 3 ol[uzlz[ol@---@
5 1 s5llusl Lo

-2 0 -21% 0 Uy -1
@[ 0 1 OH]=H@H=[ Ol,aeR\{O}.
0 0 0l lus 0 Us 1

Logo, os vetores proprios, associados ao valor proprio 44 = =2, sio

todos os vetores da forma
u= a(-1, 0, 1), coma€ R\ {0}.
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e 0 espago proprio correspondente € o conjunto
EQ)=E(-2)={ueR%u=a(-1, 0, 1), a€R}.
E relativamente aos vetores proprios de A, associados ao valor proprio
A’Z = 1?

Como devemos proceder?

Pesquisando todas as solugdes nao nulas do sistema homogéneo

(A - 1213)17 =0.

Neste caso, observamos que

5 0 =21 0
(A_Azl:;)v:o@(A_I:g)U:O@ 0 0 of[V2]=|0]| & &
51 211v3 0

-5 0 -=27[V1] 0 V1] —
| 0 1 o||(v2|=10| = V2| =8
0 0 0l Lvs]

,B € R\ {0}

= O uiN

e concluimos que os vetores proprios associados ao valor préprio 4, =1

sao todos os vetores da forma

2

v =/3(—-, 0, 1), onde § € R\ {0}.

5

sendo o espaco proprio correspondente o conjunto

EQ)=EM) ={veR*v= g(-% 0, 1), peR}
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Exercicios IV.3.5.

1. Verifique que, embora sendo de ordem trés, a matriz
10 -1
0 2 0

-1 0 1

A= € R3*3

tem, apenas, dois valores proprios distintos 4; = 0 e 4, = 2, e, além disso,
que

EO={ueRu=a(, 0, 1), a €R}

E@) ={weR%v=8(1 0, -1)+6(0, 1, 0), 8,6 €R}.

2. Mostre que a matriz

1 00
B=|[4 3 4|eR®®
4 4 3
tem 3 valores proprios distintos 4, = =1, 4, =1e A3 =7.

Compare, ainda, o valor do traco de B com a soma dos seus valores
proprios, assim como o valor do determinante de B com o produto dos

seus valores proprios.

3. Prove que a matriz

8 1 0
C=]0 8 1|eR¥3
0 0 8

tem um unico valor proprio, 44 =8, que € uma raiz tripla da equacio

Mostre, ainda, que
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m.a.(4)=ma.(8) =3, mg.(4;)=m.g.(8) =1

E@)={weR:w=y(, 0, 0),y€eR}.

Finalmente, verifique que, neste caso, podemos afirmar que os vetores
proprios da matriz C, todos eles associados ao valor proprio 4, = 8, sdo

multiplos escalares do vetor (1, 0, 0).

4. Seja M = [ZIL _3] € R?*2,

S11 S12

2%2 . .
Sy 522] € R%*“, invertivel, tal que

Determine uma matriz S = [

10

MS = SD, sendo D = [0 3l
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IV.4 - Diagonalizacao de matrizes.

Retomamos a matriz

€ R3X3

0
2 0
0

da alinea 1) dos Exercicios IV.3.5, cujos espagos proprios sao os seguintes

EO ={ueR:u=a(, 0 1), a€R}

EQ)={weR:v=8(1 0 -1)+6@0, 1, 0), 5,0 €R}.

Escolhemos trés vetores proprios da matriz 4,

1 1 0
u=[0 € E(0), v=[ 0]€ER) e w=[1]EE(2).
1 -1 0

Note-se que

1 0 —-1111 0 1
Au=| 0 2 of|o]=1|0] = 9, 0| = Ou,
-1 0 1111 0 7:’Valor 1

réprio

1 0 -1 1 2 1
0 2 Ol[ 0]=[ Ol= \% [ 0]221},
-1 0 111-1 -2 valor | —1
préprio

1 0 -171[0 0 0
Aw = [ 0 2 0] [1] = [2] = \% [1] = 2w,
-1 0 1110 0 valor [
proprio

Av =
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ou, de forma compactada,

| 0 0 0
A u v wil=1|lu v w [0 2 Ol.
| 0 0 2
S

Aa

Além disso, observamos que

1 1 0
detS=10 0 1|=2#0,
1 -1 0
pelo que existe
oo
-1l =11 1
S - 2 0 _E )
0 1 0

O queé nos permite escrever

AS = SA, & S71AS = S7ISA, & S7IAS = LA, & STIAS = A, &

- ]

Neste caso, dizemos que A4 € R3*3 é diagonalizdvel visto que a matriz A

¢ semelhante a uma matriz diagonal Ay, isto €,

ST1AS = A, = diag(0, 2, 2).
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Sistematizemos algumas considera¢des sobre a diagonaliza¢io da matriz

anterior:

() Seja A € R3*3,

Verificamos que A é diagonalizivel se e s6 se tem trés vetores proprios

S = [I I I ¢é invertivel,
isto €,
tais que as colunas I, I e H de S sao linearmente independentes.

Nestas condigoes,

u,v,w, tais que

AS = SA, & S7IAS = A, = diag(l, Ay A3).

(ii) Constataremos que se A € R3*3® tem trés valores proprios distintos,
isto €, se os valores proprios de A sdo raizes simples da sua equacio

caracteristica, entao A é diagonalizavel.

Observacgoes 1V .4.1.

Generalizando, dizemos que uma matriz quadrada A € R™" ¢é
diagonalizavel — ou, de modo equivalente, é semelhante a uma matriz
diagonal — se e s6 se tem n vetores proprios, Vi, Uy, -, Vy,, associados,

respectivamente, aos valores proprios A4, 4,, -, A, tais que a matriz



S = H H H € R™™ ¢ invertivel.
Neste caso

AS = SA, & S71AS = A, = diag(ly, A ) Ay).

Prova-se que:
(i) Nem todas as matrizes sio diagonalizaveis;

(i) Se A € R™™ tem n valores proprios, A4,4,,++,4,, distintos, entdo A

¢é diagonalizavel.
(iii) Se A é um valor proprio de A € R™", entdo
m.g.(1) <m.a.(4).
Surge, assim, a seguinte questao:
Em que condicdes existem n vetores proprios, vy, V,, +, Vy,, associados,

respectivamente, aos valores proprios A4, 4,,+++, 4, de uma matriz A € R™™,

tais que a matriz

[ |
| |

S= I vl |va| |y I € R™™ é invertivel?
| |
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A resposta estd relacionada com as multiplicidades algébricas e
geométricas dos valores proprios da matriz e € dada, sem demonstra¢iao, na

seguinte

Proposicio 1V.4.2.

Seja A € R™" com p < n valores proprios distintos, 4,4, *+, 4.
A matriz A € R™™ é diagonalizdvel — ou seja, é semelhante a uma

matriz diagonal — se e s6 se m.g.(4;) = m.a.(4;), para i = 1,2,--,p.

Exercicios IV.4.3.

8 1 0
1.SejaC =0 8 1|€R¥3,
0 0 8

Verifique que ndo é possivel construir uma matriz S € R3*3, invertivel,

tal que
S71CS = A, = diag(8, 8, 8).

1 1 -1
2. Considere a matriz A = [-2 4 —1| € R3*3,
4 4 1

a) Calcule os valores proprios de A.

b) Determine B € R3*3 de modo que BA = 6l5. Verifique, justificando a

sua resposta, que B € a matriz adjunta de A.
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o) Sendo p(A) = =A% + @, A% + @, + @3 o polinémio caracteristico da
matriz A, determine a relacio existente entre os coeficientes ay, &, @3, O

determinante de A, o traco de A e o traco da matriz adjunta de 4.

3. Seja B uma matriz, quadrada, real, de ordem 3, tal que

L JH-E

a) Indique os valores proprios de B. Justifique.

B B B

-l

b) Determine, caso exista, uma matriz diagonal semelhante a B.

Justifique.

¢) Defina uma matriz B nas condi¢cdes do enunciado.

20 -1 1 X1 10
4.SejaB=| 1 20 —1], x = [le ed = [10].

-1 1 20 X3 10

a) Resolva o sistema Bx = d. (Sugestdo: Utilize a Regra de Cramer)

b) Determine um dos valores proprios de B, bem um vetor proprio que

lhe esteja associado.

©) Determine C € R¥* de modo que CB = 80601;.
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5. Considere uma matriz A € R3*3, singular, que satisfaz as seguintes

condi¢des:
Av = (-2)vparav=(0, 1, 0),
Aw = (—1)w paraw = (0, 0, 1).

a) Determine dois dos valores proprios de A.

b) Averigue para que valores de a € R,
p(D) = -2+ (a — 1)22 + al.

€ o polinébmio caracteristico de A.

©) Sabendo que Au =0 para u = (1, 2, —1), determine uma matriz S

tal que ST1AS seja uma matriz diagonal. Justifique.

d) Construa uma matriz A nas condi¢des do enunciado.

2 0 -1 1
6. Considere a matriz A=| 0 2 1] e o0s vetores uU = [—ﬁl e
-1 1 0 Y

a
v= [1 ,onde a, B,y € R.

14

a) Verifique que a matriz A tem um valor préprio, 4, que € um nimero

racional, enquanto os outros dois, d,e 13, s30 nimeros irracionais.

b) Determine «a,f,y € R de modo que se verifiquem simultaneamente
as condi¢oes seguintes:

e v é vetor proprio de A associado ao valor préprio racional ;.

e u,v,w constituem as colunas de uma matriz nio singular, sendo

w=(0, 0, 1).
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©) Calcule a matriz B € R®**®* de modo que AB = —4I;, sendo I3 a

matriz identidade de ordem 3.

Problemas finais IV.4.4.

1 -2 =2
1. Seja A =|-2 1 -2|
-2 =2 1

a) Mostre que:

al) |A—kl;l = (3-k)?*(-3-k), kER,

a.2) % € o elemento nBposicio (1,1) da matriz inversa de A.
b) Resolva os sistemas:

b.1) (A + 3L)u = 0,
b.2) (A —3L)v = 0.

¢) Indique os valores proprios de A bem como as respectivas

multiplicidades algébricas.
d) Determine o espaco proprio de A associado ao valor préprio:

d1 A = -3

d.2) 1, = 3.

e) Defina S € R¥* tal que S™1A4S = diag(3, -3, 3).

) E possivel escolher T € R®*3 tal que TTAT = diag(3, —3, 3)?
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2. Sejam A =

0 0 6 3 4 -3
o 0 | u=e]v=|-sew -]
6 8 0 5 0 5

a) Calcule 144,4,, 43 € R tais que Au = A;u, Av = 1,v e Aw = 3w.

b) Resolva os sistemas:

b.1) (A—10I3)y = 0;
b.2) Az = 0.

¢) Indique os valores proprios de A bem como as respectivas

multiplicidades algébricas.
d) Encontre algum S € R¥*3 tal que S™'AS = diag(—10, 0, 10).

e) E possivel escolher T € R3*® tal que TTAT = diag(—10, 0, 10)?

2 2 2
3.S¢jaAd=12 0 0].

2 0 0
a) Calcule:

aD k € Rtal que |A—AL| = —A(A + k)(A — 2k);
a.2) o determinante da matriz A;
a3 uul, sendou” = [ = F|;

a.4) Av, sendo v = |T— .
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b) Resolva os sistemas:

b.D (A —4L)x = 0;

b.2) Ay = 0.

¢) Indique os valores proprios de A bem como as respectivas

multiplicidades algébricas.

d) Encontre algum S € R3*3 tal que STAS = diag(—2, 0, 4).

[0 0 ¢ 0] 2
5 1
4.SejaB=|0 0 5 slew=]| 3|
[0 0o % 1J —4
2 2 8
0 010

a) Resolva os sistemas:

a.1) Bu = 0;
a2)(B—-1)v=0.

b) Calcule:

b.1) o produto Bw;

b.2) os valores préprios de B.

b.3) Indique S € R*** tal que S™1BS = diag(dy, A, A3, Ay).

5. Suponha que B € R™™" satisfaz a condicio det(B +1,) # 0.

Justificando cuidadosamente a sua resposta, prove que se p € R é valor

proprio de B entdo ﬁ é valor proprio de (B + ;) ™™
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6. Seja M € R>*5 uma matriz tal que det(M — Als) = —(A + 1)%(1 — 2)3.
Determine, justificando a sua resposta:

a) tr(MT),

b) det(M);

o det(MT);

d) det(M — 2I).

7. Seja M € R5*® uma matriz singular tal que
det(M — Als) = —(A1-?)*(A=3)(1 = 7).
Determine, justificando a sua resposta:

a) os valores proprios de M;
b) tr(MT);
o det(M — 715);

d) det(iM).

6 -3 kg X1 3
8. Sejam A = |3 0 kzl, com kq,k, ER, x = [le eb= [15].
0 0 3 X3 9

a) Recorrendo a regra de Cramer, determine o valor da incégnita x3 no

sistema Ax = b.

b) Discuta para todos os valores reais de k; e k, o sistema homogéneo

(A—3I)y =0.

¢) Determine dois elementos da terceira linha da matriz inversa da

matriz A.
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Faca, agora, ky = k, = —1.

d) Utilizando a eliminac¢do de Gauss, resolva o sistema Ax = b.

e) Calcule os valores proprios da matriz A, indicando as respetivas

multiplicidades algébrica e geométrica.
f) A matriz A é diagonalizavel? Justifique.

g) Utilizando a defini¢io de valor proprio e vetor proprio, prove que a
matriz A e a matriz adjunta de 4, adj(4), tém os mesmos vetores proprios

e calcule os valores proprios e o determinante da matriz adj(A).

9. Considere as matrizes A = %B, B =

1 2 2 -1 1 -1
2 1 -2|eT=|1 0 -2

2 =2 1 11 1

a) Defina matriz ortogonal e verifique se T é ortogonal.

b) Seja D = diag(d,,d,,d3) € R¥3. Determine d,,d,,d; € R de modo

que a matriz S = TD seja ortogonal.
¢) Calcule o determinante e o traco da matriz A.

d) Utilizando o método de eliminacio de Gauss, classifique o sistema
Cy=0, onde C=A-1; e y=,¥2Y3) ER3 e determine o seu
conjunto solugio, indicando a carateristica da matriz do sistema, bem como

as incognitas principais e as incégnitas livres (caso existam).
e) Obtenha dois elementos da terceira coluna da matriz inversa de A.

f) Admitindo que A =1I; —2uu’, onde u € R3, identifique o vetor

unitario u = (uy, Uy, u3) que satisfaz a condigdo referida.
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- 11
V3’ V3’ 3

afirmativo, indique o valor proprio que lhe estd associado.

g) Verifique se w =( ) € vetor proprio de A e, em caso

h) Calcule os valores proprios de A, assim como as respetivas
multiplicidades algébricas e geométricas. (Sugestdo: tenba em conta as questoes

anteriores)

i) Determine dois vetores, nio nulos, ortogonais pertencentes a0 espaco

proprio associado ao valor proprio positivo de A.

i) A matriz T diagonaliza a matriz B? Justifique a sua resposta.
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IV.5 - Matrizes simétricas e matrizes antisimétricas.
Diagonalizacio de matrizes simétricas. Espectro e decomposicao

espectral de uma matriz simétrica.

Verificimos, anteriormente, que uma matriz A € R™™ é diagonalizavel
se e sO se é semelhante a uma matriz diagonal, isto €, se e sO se existem

uma matriz invertivel S e uma matriz diagonal D tais que S™1AS = D.

Além disso, constatamos que nem todas as matrizes quadradas sio
diagonalizaveis, e, vamos, ainda, comprovar que uma matriz real nio tem
necessariamente valores proprios reais. Todavia esta situa¢ao simplifica-se

significativamente quando estudamos matrizes simétricas.

Definicao IV.5.1.

Dizemos que uma matriz A € R™™:

(1) é simétrica se A = AT;

(i) é anti-simétrica se 4 = —AT.

Exemplo IV.5.2.

A matriz [g g] € simétrica e anti-simétrica;

1 0 1 2 3 -2 =36 0
As matrizes [0 2], 2 3 1| e |-36 —23 0f s3ao simétricas mas
31 2 0 0 2

nao sao anti-simétricas;
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0 11 [0 T 00 7
As matrizes [_1 0], [8 (_0) ], [1 0 —3] e [ 0 0 —\/El
2 3 0 -7 2 0

sdo anti-simétricas mas nao sao simétricas;

-6 2 0
As matrizes 0 —6 21, [1 2 1 e [2 2] niao sdo simétricas
0 0 -6 2 1 2 4 4

nem anti-simétricas.

Exercicios IV.5.3. [Propriedades das matrizes simétricas]

1. Seja A € R™™ uma matriz simétrica. Prove que se k € N entdo a

matriz A* é simétrica.

2. Mostre que se B € R™" entio:
a) BTB é simétrica;

b) %(B + BT) é simétrica.

Exercicios IV.5.4. [Propriedades das matrizes anti-simétricas]

1. Seja A € R™™ uma matriz anti-simétrica. Prove que:

a) tr(4) = 0;

b) se n € impar entiao detA = 0;

o) se k é impar entdo A é anti-simétrica,
d) se k é par entio A¥ é simétrica;

0 A

40 é uma matriz simétrica de ordem 2n.

e)Mz[
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2. Considere B = [_9 ol

a) Verifique que B é anti-simétrica;
b) Calcule os valores proprios de B.
3. Mostre que:

a) se A €R™™ & anti-simétrica e B € R™" entio a matriz BTAB

também € anti-simétrica;

1 L
b) se B € R™™ entdo > (B — BT) ¢ anti-simétrica.

De seguida, analisamos, apenas, o caso das matrizes simétricas.

Assim, comecamos com alguns exemplos e exercicios onde
verificaremos que os valores proprios destas matrizes sio ndmeros reais.
Além disso, teremos oportunidade de constatar que toda a matriz

simétrica é diagonalizavel.

Exemplos e Exercicios IV.5.5.

1. Para mostrar que a matriz A = [g %] nio € diagonalizdvel basta ter

em conta que A; =7 € o Unico valor proprio da matriz A e que, além

disso,

m.a.(7)=2>m.g.(7) =1,

uma vez que [A—AL| =0 (7-1)?=01=7V 1=7 e, que, por
outro lado, (ordem de A) — c(A — Al;) = 1.

239



5 0
2. Pretendemos, agora, verificar se a matriz A = |0 6
0 -2

diagonalizavel.

Note-se que |[A — Al;| = 0 & (5 — 1)(4* — 151 + 50).

Logo
[A—AL|=0& A=5vA=5vVvA=10 i

Constatamos, também, que
EG)={a(l, 0, 0)+8(0, 2, 1), aB€ER}
sendo m.a.(5) =m.g.(5) =2, e
E(10) ={y(0, 1, -2), yER}

pelo que m.a.(10) = m. g.(10) = 1 xWil

Se escolhermos os vetores proprios

v,=(1, 0, 0),v,=(0, 2, Devs=(0, 1, -2)

e construirmos a matriz

1 0 0
S=[vy v, v3]= [0 2 1]
0 1 -2

verificamos que S ¢ invertivel sendo

1
s71=10
0

alr alny O
wnl !
valkr O

Deste modo, obtemos

xlvi Ay =5 € uma raiz dupla e 4, = 10 € uma raiz simples.

0
-2

XMt Recorde a definicio de multiplicidade algébrica e multiplicidade geométrica de um

valor proprio.
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onde
5 0 0
0 0 10

Note-se que 0s vetores vy, V,, V3 satisfazem as condigoes

viv, =0, viv; =0e vivy =0,

isto é, sdo ortogonais dois a dois, pelo que dizemos que {vy,v,, v3} € um

conjunto ortogonal X/t

Por outro lado, podemos, em vez dos vetores vy, v,, V3, considerar os
vetores proprios

1 -2

vy v, 2 1 V3
U = =(, 0, 0),uy,=-2=(0, & Heu;===(0, = =
L7 vl ( ), Uz I, O & @ews llvsll O & 2

que, além de serem ortogonais, dois a dois, sdo unitarios, pelo que

constituem um conjunto ortonormal. ¥/

Se definirmos

T = [ul uz u3] =

al-Glvo
b &l o

Xlviii ge viv; >0 e v]v; =0, sempre que i # j, dizemos que {vy,v,,, v} € um conjunto
ortogonal de vetores.

XX () )+, v} é dito um conjunto ortonormal se é um conjunto ortogonal de vetores
unitarios (isto é, de norma 1).
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verificamos que T é uma matriz que satisfaz a condi¢io
-1 _ T
T =T",

ou de modo equivalente, que T é uma matriz ortogonal.’

Consequentemente podemos afirmar que

5 0 0
TTAT =10 5 0|,
0 0 10

e dizemos que a matriz A é ortogonalmente diagonalizavel.

3. Seja C = B ﬂ Verifique que:

A u = (_—é, %) eu, = (%? \/%) sdo vetores proprios de € associados,
respectivamente, aos valores proprios 44 = =1 e 1, = 3.

b) {u;,u,} € um conjunto ortonormal;

¢) a matriz C € ortogonalmente diagonalizavel.

4. Mostre que se M € R¥*2 é simétrica entio os seus valores préprios

sa0 nimeros reais.

! Q € R™™ é uma matriz ortogonal se e so se as suas colunas constituem um conjunto
ortonormal. Prova-se que se Q € R™™ uma matriz ortogonal entio QTQ = I,,.
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O resultado seguinte explica-nos a razio pela qual o conjunto de

5 0 0
vetores {vy,V,,v3} da matriz A=[0 6 -2| do Exemplo IV.5.5. é
0 -2 9

ortogonal.
Proposi¢io IV.5.6.

Seja A € R™™ uma matriz simétrica de espectro
O-(A) = {:A’l! AZJ Yy An}'ll
Se v; e v; sdo vetores proprios de A associados, respectivamente, aos

valores proprios distintos 4; e 4; entao viij =0, para i,j € {1,2,--+,n}.
Demonstracao:

Seja i,j € {1,2,--+,n}. Escolhemos dois valores proprios distintos, 4; e
Aj, um vetor proprio v; associado a 4; e um vetor proprio v; associado a
T, —
A;. Pretendemos provar que v; v; = 0.

Assim consideremos
Ai(viij) = (/'livi)ij = (A'UL')T'U]'=(UiTAT)Uj=UiTAT17j =

= viT(Avj) = viT()tjvj) = Aviv;.

Ora, por hipétese, 4; # A;, logo

/1,:(17,:7117]') = A]U,'T'U] (=1 (Al - A])(ULTU]) =0 U,:T'U]' =0.

I po conjunto dos valores proprios de A, d(A), chamamos espectro de A. Repare-se que
d(A) pode ter elementos repetidos, pelo que {A;,1,,-,4,} é um multi-conjunto, uma
estrutura similar a2 de um conjunto mas com a diferenca de os seus elementos nio terem que
ser forcosamente distintos.
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Este resultado, bem como os dois exemplos anteriores, chamam a
nossa aten¢io para uma forma de diagonalizacio especial que

apresentamos na seguinte

Definicao IV.5.7.

Uma matriz A € R™™ diz-se ortogonalmente diagonalizavel se e s6 se
existirem uma matriz ortogonal S € R™™ e uma matriz diagonal

Ay € R™V™ tais que STAS = Ay.

Provamos, sem dificuldade, que se uma matriz A € R™" ¢é
ortogonalmente diagonalizavel entdo é simétrica.
Com efeito, se A € uma matriz ortogonalmente diagonalizavel entao
podemos escrever
STAS = A, & A =5SA,ST.
E, consequentemente,

AT = (SA,ST)T = (ST)T(A))TST = SA,ST = A.

O resultado que se segue € mais forte e muito importante neste
contexto. Todavia a sua demonstragdo € bastante mais complicada pelo

que serd omitida.

Proposicdo 1V.5.8.

Uma matriz A € R™" é ortogonalmente diagonalizivel se e so se é

uma matriz simétrica.
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Exercicios IV.5.9.

2 2 1
1. Verifique se a matriz B =|2 2 —1] ¢ ortogonalmente
1 -1 -1
diagonalizavel.
Resposta:

Uma vez que B =BT podemos concluir que’? B é ortogonalmente
diagonalizavel.
De facto, temos
o(B) ={-2, 1, 4},

e, ainda,

E(-2)={a(1, -1, -2), a €R},
E(l) = {:3(1! _1' 1): :3 € R}
eEM4)={y1, 1, 0), yeR}

Consequentemente, STBS = Ag, ou seja,

o wl=Nl=
Il
|

o wl= sl

2 2 1
R

1 -1 -1
B

oo N

Gl Sl &l
O = O
S O O
—_—

BN

|
v’(

@l= Sl &=
Sl= @l Sl

%)
3

2. Uma matriz M € R™™ diz-se normal se MMT = MTM. Mostre que se

M é uma matriz simétrica entio M é normal.

E se M for antisimétrica, o que pode concluir?

/it Tendo em conta a Proposicao IV.5.8.



De seguida, apresentamos uma forma de representar uma matriz

simétrica por intermédio dos seus valores e vetores proprios.

Proposicio IV.5.10. [Decomposicio espectral de uma matriz simétrical

Seja A € R™™ uma matriz simétrica tal que:

(D Ay, Ay, -++, A, sdo valores proprios, ndo necessariamente distintos, de
A e uj,uy-,u,, de S sido vetores proprios de A associados,

respectivamente, aos valores proprios Ay, Ay, +++, Ay;

GD) {uq,u,, -, u é um conjunto ortogonal constituido por vetores
1, Uz n J g p

unitarios;

(iii) A = SDST onde uy,uy,*+, u, sio as colunas de S.

Entao

A = Liuqul + Luul + -+ Luul.

Esta representacio chama-se decomposicao espectral de A.

Exemplos IV.5.11.

Retomando o Exemplo IV.5.5. e o Exercicio IV.5.9., verificamos que:

5 0 0
1. AmatrizA=]|0 6 —2| pode ser decomposta do seguinte modo
0 -2 9
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0

= (5 L \/2_0 2 1 i 0 -2

A—()g[l 0 0]+(5)i5[ = E]Jf(lo)g[ i
Vs 7

2 2 1]
2. A matriz B=]2 2 —1| admite a seguinte decomposi¢cio
1 -1 -1l
espectral
L 1 1
[ﬁ] 3} 7z
“1{f1 1 -2 -1y -1 1 101
B=C2lE e 7 w06l 5 @@tz 7
) 1
172! e 0

Problemas finais IV.5.12

1. Mostre que

3 =2 4
[—2 6 2] = (Duul + (Duul + (—2)uzul,
4 2 3

endor=( 0 W= e Few=E B 2

2. Seja B € R**2 uma matriz tal que

sll=@[] ¢ sl 3=®[]]

Prove que B € simétrica.
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3.Sejau=(1, 0, 2)€R> Prove que:
a) M = uuT é simétrica. Faca a sua decomposiciio espectral.

b) N = I — (—+—)uu” é uma matriz simétrica e ortogonal.
u‘u

3 3 3
4.SejaA=(3 0 0|
300

a) Calcule k € R tal que |A — Al;| = —A(A + k) (A — 2k);

b) Resolva os sistemas:

b.1) (A —6l3)x = 0;
b.2) Ay = 0;

b.3) (A+3L)z=0.

¢) Indique os valores proprios de A bem como as respectivas

multiplicidades algébricas.

d) Determine um conjunto ortogonal de vetores unitdrios constituido

por vetores proprios de A.

e) Indique S € R®*3 tal que STAS = diag(-3, 0, 6).

5. Considere, em R*, os vetores

v,=(1, -1, 0, 0),v,=(1, 0, =1, Dewvy;=(1, 0, 0, —1)
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Mostre que:

a) {vy, V5, v3} ndo é um conjunto ortogonal;

b) {vy, v, v3} ndo é um conjunto ortonormal,

T T. T
_ _ vy Uq _ v3Uq v3Up
C) s€ Uy = v u—v—(—z )u eu—v—( )u—(—)u
) 1 B 2 2 u’{‘ul 1 3 3 qul 1 u;uz 2

entdo {uq, u,, U3} é um conjunto ortogonal.

2 11 1
. 1 2 1 1
Seja A =
0. Seja 112 1
1 1 1 2
a) Prove que
2—k 1 1 1
3 1 2—k 1 1] _
|A—kI,| = det 1 1 72—k =
1 1 1 2-k
5-k 5—k 5-k 5-k 1 1 1 1
3 1 2—k 1 1 e 1 2—k 1 1]
=det] 1 2—k 1| = G- kdet ] 1 2—k 1|~
1 1 1 2—k 1 1 1 2-k
1 1 1 1
e 0 1—k 0 Of _ e pvn s
= (5 —k)det || o ol =G-Ra-i
0 0 0 1—k

b) Indique os valores proprios de A bem como as respectivas

multiplicidades algébricas e geométricas.

¢) Resolva os sistemas homogéneos

e (A—1I)x = 0;
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c2) (A—5I,)y =0.

d) Determine o espaco proprio da matriz A associado ao valor préprio

A, = 5.

e) Verifique que o conjunto
{a(-1, 1, 0, 0)+pB(-1, 0, 1, 0O)+y(-1, O, O, 1),aByveER}
coincide com o espago proprio de A associado ao valor proprio 44 = 1.

f) Mostre que {uq, u,, uz}, onde

uy=(-1 1, 0, 0, u,=(-3% -3 L Oeu=(-3 -3 -3 1),

2

€ um conjunto ortogonal formado por vetores préprios de A associados

ao valor proprio 4; = 1.
2) Indique S € R*** tal que STAS = diag(1, 1, 1, 5).

h) Considere os vetores

-1

w20 Om=G & 2 0

_(LLLi) _(1111
W3=Gm 2v@ zv» 23/ SWe =G 2 2 32)

Determine M = wyw! + wow? + wawl + 5w,wl .

5 0 4 1
7.S¢jamA=10 1 O|eb=]|1].

4 0 5 1

Indique, justificando a sua resposta:



a) e utilizando o método de eliminacio de Gauss, o conjunto solu¢io

de cada um dos sistemas:

a.1) Ax = b;

4.2) (A—913)y = 0.
b) 8eR de modo que A% + 0I; = 10A.

©) a matriz inversa de A.

d) os valores proprios de A, indicando as respectivas multiplicidades
algébricas.

e) 0 espaco proprio associado ao menor valor proprio de A.

f) um conjunto ortonormal constituido por trés vetores proprios de A.

2) a decomposicio espectral de A.

8. Construa uma matriz C € R**?, tal que Cv =v e Cw = 5w, sendo

v=(-2, Dew=(2, 1).

0 1 1 1 -1 0
9.S¢jamA=|1 0 1l|leB=|1 0 —1[ duas matrizes reais de
110 0 1 -1
ordem 3.

a) Indique o conjunto solu¢do do sistema(4 + I3)z = 0.
b) Calcule a matriz inversa da matriz A.

©) Verifique que € = BTB = 2I; — A.



d) Sabendo que 4; = =1 e 4, =2 sido dois valores proprios da matriz
A, o que pode concluir acerca dos valores préprios da matriz € = BTB?

Justifique.

e) Determine S € R3*3 sabendo que STAS = A,, onde A, é uma matriz

diagonal.

10. Seja M uma matriz quadrada de ordem 3 que satisfaz as seguintes
condicoes:

i) M é simétrica;

i) N(M) ={y(1, 1, 1), y € R}, sendo N(M) o nicleo da matriz M;

iii) Mu = =3u, onde u = (1, 0, -1);

iv) Mv = 15v, onde v = (1, -2, 1).

a) Indique os valores préprios da matriz M.

b) Determine um conjunto ortonormal constituido por trés vetores

proprios de M.

¢) Construa a matriz M que satisfaz as quatro condi¢des anteriores.

(Sugestdo: tenba em conta as alineas anteriores)

11. Seja M uma matriz simétrica, quadrada de ordem 3, que satisfaz as
seguintes condi¢oes:

D) tr(M) = 0, onde tr(M) representa o traco da matriz M ;

i) Mu=2u,ondeu=(1, 1, 1);

iii) Mv = —v, onde v = (2, -2, 0);

iv) M'w = —w, onde w = (-1, 0, 1).



a) Indique os valores préprios da matriz M.

b) Determine um conjunto ortonormal constituido por trés vetores

proprios de M.

¢) Construa a matriz M que satisfaz as quatro condi¢des anteriores.

(Sugestdo: tenba em conta as alineas anteriores)

d) Utilizando a decomposic¢ao espectral de uma matriz simétrica, e

justificando devidamente a sua resposta, construa a matriz inversa de M.

L 2 =2 1 -2 2 =2
12. Considere as matrizes S = 3 1 2 2leA=| 2 1 -4
2 1 -2 -2 -4 1

a) Defina matriz ortogonal e verifique se S € ortogonal.
b) Determine 1;,1,,1; € R tais que STAS = diag (A, 1,, 13).

¢) Faca a condensacio da matriz A e, de seguida, calcule o seu

determinante.

d) Obtenha o determinante da matriz B = %adj(A) sem calcular os

elementos de adj(4).
e) Calcule dois elementos da terceira coluna da matriz inversa de A.

f) Utilizando o método de eliminacio de Gauss, classifique o sistema
Cy=0, onde C=A+3l; e y=(1,Y2y3) €ER3 e determine o seu
conjunto solucio, indicando a carateristica da matriz do sistema, bem

como as incégnitas principais e as incégnitas livres (caso existam).



- 1 2 2\ P
g) Verifique se u = (5, 3 —;) ¢ vetor proprio de A e, em caso

afirmativo, indique o valor préprio que lhe estd associado.

h) Calcule os valores proprios de A, assim como as respetivas
multiplicidades algébricas e geométricas. (Sugestdo: tenba em conta as

questoes anteriores)

i) Determine dois vetores ortogonais pertencentes ao espaco proprio

associado ao menor valor proprio de A.

j) Faca a decomposicio espetral da matriz A.

13. Seja B € R**3 tal que det(BBT) # 0 e C = BT(BBT)™'B.

Justificando cuidadosamente a sua resposta, prove que:

) C=CT; b) €? = C; o (I —20)t =1, - 2C.

14. Sejam A e B duas matrizes quadradas de ordem n, tais que

AB = BA. Prove que:

a) Se v é um vetor proprio de B tal que v € NV (4) entdo Av também é

um vetor préprio de B;

b) Se Bv = Av e m.g.(A) = 1 entdo v é também vetor préprio de A.
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