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A Busca Tabu (BT), conhecida na literatura inglesa como Tabu Search, ¢ uma metaheuristica de busca
local originada nos trabalhos independentes de Fred Glover (Glover, 1986) e Pierre Hansen (Hansen,
1986). Gendreau (2003) e Glover e Laguna (1997) apontam, no entanto, que muitos dos compo-
nentes presentes nesta primeira proposta da Busca Tabu, bem como outros que foram incorporados
posteriormente, ja haviam sido introduzidas em Glover (1977).

A BT surgiu como uma técnica para guiar uma heuristica de busca local tradicional na exploragao
do espago de solugtes além da otimalidade local, usando para isso basicamente estruturas de memoria.
Fla é uma das metaheuristicas mais usadas e seu sucesso decorre de sua eficiéncia em produzir solugoes
de alta qualidade para varios problemas combinatérios, entre os quais: programagao de horarios
(Santos et al., 2005; Souza et al., 2004), roteirizacdo (Archetti et al., 2006; Cordeau et al., 2002;
Gendreau et al., 1999, 1996) e sequenciamento (Allahverdi et al., 2008).

Sendo uma técnica de busca local, a BT parte de uma solucao inicial e se move no espago de solugoes
de uma solucdo para outra que esteja em sua vizinhanga. Além da necessidade de especificar como gerar
uma solugao inicial, definir os movimentos para explorar o espaco de solucoes e estabelecer o critério
de parada, que sdo componentes tipicos de técnicas de busca local, para projetar um algoritmo BT é
necessario, também, especificar os seguintes componentes basicos: (1) Critério de escolha da préxima
solugdo vizinha; (2) Selegao dos atributos do movimento; (3) Memdria de curto prazo para armazenar
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as regras de proibigao (lista tabu); (4) Nimero de iteragdoes que um atributo selecionado permanecerd
proibido (tamanho da lista) e (5) Critério de aspiracao.

Um algoritmo BT com esses componentes bésicos é o mais difundido, sendo suficiente para resolver
satisfatoriamente muitos problemas combinatérios (Glover e Laguna, 1997). Entretanto, a Busca Tabu
nao se resume apenas a isso. Algoritmos BT mais sofisticados incluem, também, o uso de memérias
de longo prazo para a aplicagdo de estratégias de intensificacao e/ou diversificagdo, bem como de
Reconexao por Caminhos e Oscilagao Estratégica, o que proporciona a técnica mais recursos para
explorar melhor o espago de solugoes.

Um grande numero de publicagoes descrevendo a Busca Tabu é encontrado na literatura. Entre
essas, destacamos: Gendreau (2003, 2002); Glover e Laguna (1997); Glover et al. (1993); Glover e
Laguna (1993); Hertz e de Werra (1990); Glover (1990, 1989); de Werra e Hertz (1989).

O restante deste capitulo estd organizado como segue. Na Secgao 1 ilustra-se o funcionamento
de um algoritmo béasico BT considerando um problema simples, mas de muita aplicabilidade, o da
Mochila 0-1. Nessa sec¢ao, os componentes tipicos da BT sdo progressivamente incluidos e justificados.
Na Segao 2 é apresentado o pseudocddigo de um algoritmo béasico BT. Na Segao 3 sdo apresentados
exemplos de regras de proibigdo para alguns problemas combinatérios. Na Segdo 4 s@o mostradas
estratégias para evitar a andlise da vizinhanga completa de uma solucao. Na Secdo 5 discute-se sobre
a implementagao eficiente da lista tabu, enquanto na Segao 6 relata-se sobre o tamanho ideal dessa
lista. Na Secao 7 sao listados os critérios de aspiragdo normalmente adotados nas implementacoes
baseadas em BT. Na Se¢ao 8 sao detalhadas as memérias de longo prazo baseadas em frequéncia de
transicao e residéncia. Na Segao 9 apresenta-se a técnica Oscilagdo Estratégica, enquanto na tltima
Secao sao listadas as referéncias usadas neste capitulo. A estratégia Reconexao por Caminhos, apesar
de normalmente fazer parte de uma implementacao baseada em Busca Tabu, nao serd apresentada,
uma vez que estd detalhada no capitulo deste livro sobre a técnica GRASP.

1. Funcionamento de um algoritmo BT

Para ilustrar o funcionamento de um algoritmo BT, consideraremos uma instancia do PMO01 (Pro-
blema da Mochila 0-1). Nesse problema, hd uma mochila de capacidade b, um conjunto de n itens j,
cada qual com um peso w; e um valor de retorno p; caso o item j seja alocado a mochila. O objetivo é
escolher os itens que devem ser alocados a mochila de forma que o valor de retorno total seja o maior
possivel, respeitando-se a capacidade da mochila.

Matematicamente, o PMO01 pode ser representado pelo modelo de programagao linear inteira defi-
nido pelas equacdes (9.1)-(9.3).

max f(s) = ijsj (9.1)

ijsj <b (9.2)
j=1
s;€{0,1} Vj=1,---,n (9.3)

em que s; é uma varidvel bindria que assume valor 1 se o item j for alocado a mochila e 0, caso
contrario.

A Eq. (9.1) representa a fungio objetivo, a qual visa & maximizagdo do valor de retorno dos itens
alocados & mochila. A restrigdo (9.2) impede que a capacidade da mochila seja superada, enquanto
as restri¢oes (9.3) definem o tipo das varidveis de decisao.

Como exemplo do PMO01, seja uma mochila de capacidade b = 32 e os dados da Tabela 9.1.
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Tabela 9.1: Instancia do Problema da Mochila 0-1

Ttem j 112 (|3(4|5]|6 |7
Peso w; 4|15 101911
Retornop; |2 2 |3 |4]6| 5 |8

EN|
NeJ
oo

Como é uma técnica de busca local, a BT explora o espaco de solugdes S indo de uma solugao
s € S a outra s que esteja em sua vizinhanga V' C N(s). A solugao s’ € N(s) é dita vizinha de s se
ela for obtida pela aplicacdo de um movimento m a s, operacio esta representada por s’ < s @ m.

Em muitos problemas, a solu¢ao vizinha é alcancada por meio de véarios tipos de movimentos.
Nesse caso, N(s) = |J N'(s), sendo M = |Jm; o conjunto dos diferentes movimentos m;.

ieM
No Problema da Mochila 0-1, uma solucao s pode ser representada por um vetor binario n-dimen-
sional s = (s1, 52, , Sn), em que cada componente s; € {0, 1} assume valor 1 se o item j for alocado

a mochila e 0, caso contrario. Para explorar o espago de solugbes deste problema, um movimento
m natural é considerar a inversdo do valor de um bit. Desta maneira, a vizinhanga N(s) de uma
solugdo s do PMO1 consiste no conjunto dos vizinhos s’ que diferem de s pelo valor de um tnico bit.
Consideraremos, nesta definicdo de vizinhanga, que todas as solugdes vizinhas serao analisadas, isto é,
que V = N(s). Na Sego 4 é apresentada uma estratégia para evitar a anélise da vizinhanga completa.

E necessario, agora, definir uma fungao de avaliagdo para guiar o procedimento de busca no espaco
de solugbes do problema. Considerando que se deseja maximizar o valor de retorno trazido pela
utilizacao dos itens alocados a mochila, ha duas possibilidades para a escolha dessa funcao.

A primeira é considerar a exploracao apenas no conjunto de solucgoes factiveis. Neste caso, a fungao
de avaliagdo coincide com a prépria fungéo objetivo do problema, dada pela Eq. (9.1), e a solugao s
satisfaz & condigdo de que a capacidade da mochila seja respeitada, isto é, que a restrigdo (9.2) nao
seja violada.

Outra possibilidade é permitir a geracao de solucoes infactiveis. Neste caso, ao invés de utilizar
a funcdo f da Eq. (9.1), avaliarfamos uma solugao s pela fungao auxiliar g, baseada em penalidade,
dada pela Eq. (9.4):

g(s) = ijsj — p x max{0, ijsj — b} (9.4)
=1 =1

sendo p uma penalidade.

A primeira parcela dessa funcao de avaliagao g é a fungao objetivo f propriamente dita do PMO1,
enquanto a segunda é uma penalizagdo que tem como objetivo desestimular a colocagdao na mochila de
itens que ultrapassam sua capacidade. Como a fungdo g deve ser maximizada, o sinal desta segunda
parcela é negativo de forma a nao incentivar a realizagdo de movimentos que gerem solugoes infactiveis.
O valor de p deve ser suficientemente grande para atender a esse objetivo. Para os dados da Tabela

n
9.1, pode-se tomar, por exemplo, p = > p; = 15.
j=1

Para o que se segue, serd permitida apenas a geracao de solugoes factiveis. No entanto, pode ser
conveniente alternar a exploragdo do espago de solugbes entre solugoes factiveis e infactiveis e, nesse
caso, a fungao g dada pela Eq. (9.4) deve ser usada. Consideragoes acerca dessa estratégia sao feitas
na Secao 9.

Consideremos um exemplo do PMO1 cuja solucdo inicial seja s = (1,0,0,1, 0,1,1,0), obtida de
forma aleatéria. A essa solucio estdo associados os valores f(s%) = 19 e peso(s®) = 32, correspondentes

n
a aplicacao da fungao objetivo f dada pela Eq. (9.1) e da fungao peso(s) = > wjs;, respectivamente.
j=1
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Na Tabela 9.2 estao representados todos os vizinhos segundo a definicao de vizinhanca adotada.
Na primeira coluna desta tabela representa-se o niimero do vizinho; na segunda, o vizinho; na terceira,
seu peso e na quarta, o valor de sua fungao de avaliagdo. O sinal “—” indica que a respectiva solugao
é infactivel. Nimeros em negrito indicam o bit modificado.

Tabela 9.2: Vizinhanca da solucio s°

viz. s’ € N(s%) peso(s’) | f(s)
1 1(0,0,0,1,0,1,1,0) | 28 17
2 | (1,1,0,1,0,1,1,0) | 47 =
3 [ (1,0,1,1,0,1,1,0) | 39 =
1 [ (1,0,0,0,0,1,1,0) | 23 15
5 1 (1,0,0,1,1,1,1,0) | 40
6 | (1,0,0,1,0,0,1,0) | 22 14
7 1(1,0,0,1,0,1,0,0) | 23 11
8 |1(1,0,0,1,0,1,1,1) | 43 -

A solucdo s° representa um 6timo local em relacdo & vizinhanca considerada, uma vez que todos os
seus vizinhos tém avaliacao pior. Uma heuristica de busca local convencional pararia nesse ponto. No
entanto, a BT aceita solu¢oes de nao-melhora como estratégia para ir além desse 6timo. No exemplo
considerado, escolheremos o melhor membro s’ € N(s%) como critério de escolha do prézimo vizinho,
no caso, o primeiro. Desta forma, ao final da primeira iteragdo, a nova solugdo corrente passa a ser
s'' =(0,0,0,1,0,1,1,0), com f(s') =17, sendo o valor da melhor solucio dada por f(s*) = 19.

Vejamos o que aconteceria caso prosseguissemos com a mesma estratégia para a vizinhanga da
solugao corrente. Seus vizinhos estdao explicitados na Tabela 9.3.

Tabela 9.3: Vizinhanca da solucdo s!

viz. s" € N(s) peso(s’) | f(s)
1 [ (1,0,0,1,0,1,1,0) | 32 19
2 1(0,1,0,1,0,1,1,0) | 43 -
3 (0,0,1,1,0,1,1,0) | 35 -
4 (0,0,0,0,0,1,1,0) | 19 13
5 1(0,0,0,1,1,1,1,0) | 36
6 | (0,0,0,1,0,0,1,0) | 18 12
7 1(0,0,0,1,0,1,0,0) | 19 9
8 |(0,0,0,1,0,1,1,1) | 39 -

Pela Tabela 9.3, a solucdo s’ = (1,0,0,1,0,1,1,0), com f(s') = 19, é o melhor vizinho de s'. Se
movéssemos para essa solucio, obtendo s? < ', voltarfamos & solucio inicial s° e, posteriormente,
prosseguiriamos novamente em direcao a s, caso repetissimos a mesma estratégia anterior. Isto é, o
algoritmo ciclaria usando-se unicamente a estratégia de mover-se para o melhor vizinho.

Para evitar a ciclagem, ou seja, a geragdo de uma mesma sequéncia de solugoes ja visitadas an-
teriormente, um algoritmo BT usa uma estrutura de meméria, a chamada lista tabu, assim chamada
a lista de solugoes “proibidas”. Sempre que uma solugao é gerada, ela é colocada na lista tabu T.
Assim, a medida que uma nova solugao é gerada, a lista é aumentada. No exemplo dado, ao final da
primeira iteracdo terfamos Tt = {50}7 indicando que s° néo seria candidato ao melhor vizinho de s!,
por j4 ter sido gerado anteriormente. A nova solucdo agora deve ser s2 = (0,0,0,0,0,1,1,0), uma vez
que este é o vizinho nao tabu de melhor avaliagdo. Com esta estratégia de memoria, o algoritmo BT
pode ir além do 6timo local e acessar outras regides do espago de solugoes.

Uma lista tabu cldssica armazena |T| solugdes e funciona numa estrutura de fila de tamanho fixo,
isto é, quando a lista estd cheia e uma nova solugdo entra, a mais antiga sai. Essa estratégia esta

1
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fundamentada no fato de que na exploragao do espago de solugoes, as solucoes geradas ha mais tempo
possivelmente estdao “distantes” da regido do espago sob anilise e, como tal, ndo tém influéncia na
escolha da proxima solu¢do vizinha naquela regido. Desta forma, armazendo-se apenas as solugoes
mais “proximas” da solugdo atual, a ciclagem estard evitada nessa regiao. Por armazenar apenas as
solugdes mais recentes, essa lista tabu é referenciada como uma memdria de curto prazo (short-term
memory). Uma lista de tamanho |T|, no entanto, somente impede ciclos de até |T| solugoes. Isso
significa que, se na k-ésima iteracdo a lista tabu é T' = {s’“”7 oo, sk2 s’“fl}7 entao, quando r = k, a
ciclagem estard completamente evitada. Entretanto, na iteracio seguinte, s*~" sai da lista, podendo
retornar caso seja novamente selecionada pelo critério de escolha do préximo vizinho. A defini¢ao do
tamanho da lista é, pois, um parametro critico da BT. A dimenséo da lista ndo pode ser tao pequena,
sob pena de haver ciclagem; nem tao grande, para armazenar desnecessariamente solucées que nao
estejam ligadas a histéria recente da busca. Uma ideia do tamanho da lista tabu sera discutida mais
adiante, na Se¢ao 6.

Em muitas aplicagGes reais, no entanto, além de requerer muito espaco em meméria, é muito
dispendioso computacionalmente avaliar se uma solucao estd ou nao presente na lista tabu. Por
exemplo, em um problema de programacao de tripulagoes (crew scheduling), uma solucao é uma escala
de trabalho, isto é, um conjunto de jornadas, cada qual representada por um conjunto de viagens a
serem realizadas pelos tripulantes. Verificar se uma dada escala estd ou ndo em uma lista tabu de
solugdes envolveria comparar as jornadas que a compoem com aquelas das escalas armazenadas em 7.
Essa operagao poderia ser simplificada, comparando-se primeiramente o valor da fungao de avaliagao
da escala dada com o das escalas da lista. Sendo diferente, entao a referida escala néao seria tabu; caso
contrario, o segundo passo da comparagao consistiria em analisar o custo das jornadas. Igualmente,
havendo algum custo diferente, concluiriamos que a escala corrente ndo é tabu. No entanto, no caso
de todos os custos serem iguais, entao as jornadas seriam comparadas viagem por viagem. Mesmo
essa alternativa de comparacao é ainda muito custosa computacionalmente.

Por outro lado, quando se move de uma solucao para outra que esteja em sua vizinhanca, na
realidade a solucao vizinha difere muito pouco da solugao corrente, mais precisamente, apenas do
movimento realizado. Em vista disso e das consideragoes anteriores, ao invés de armazenar toda uma
solugdo na lista, guarda-se nela apenas alguma regra de proibigdo associada a um atributo (carac-
teristica) da solugao ou movimento realizado para impedir o retorno a uma solugdo ji gerada ante-
riormente. O atributo selecionado é dito tabu-ativo e uma solucdo que contém atributos tabu-ativos
torna-se tabu. Um movimento € dito tabu se ele der origem a uma solugao tabu. Referenciar-nos-
emos a tal lista como lista tabu baseada em atributos. Na Se¢do 3 s@o mostradas algumas regras de
proibigao para problemas combinatérios que usam movimentos de insercao e troca.

Voltando ao PM01, quando se muda para um novo vizinho, este difere da solugdo corrente apenas
no valor do bit modificado. Por exemplo, da solucdo s° para a solucio s', o tinico bit alterado é o
primeiro. Ent&o, nada mais natural do que considerar como atributo a posi¢ao do bit na solucao e
como regra de proibicao, a inversao do valor do bit dessa posicao. Desta forma, a posicao 1 torna-se
tabu ativa e o movimento que altera o valor do bit desta posicao é dito tabu pois gera uma solucao
tabu (a solucdo sY).

Considerando uma lista tabu de tamanho 2, isto é, |T| = 2, na primeira iteragdo (Tabela 9.2)
proibirfamos a inversido do primeiro bit, representando esta operagiao por T = {(1)}. Com isso, todos
os vizinhos obtidos de s!' pela alteracio do primeiro bit estardo proibidos. Desta forma, o retorno a
sV fica impedido. Na segunda iteragio (Tabela 9.3), o melhor vizinho nio tabu de s' é obtido pela
alteracdo do quarto bit, entdo T' = {(1), (4)} ao final desta iteragdo. Agora, estd proibida a geragao
de vizinhos de s2 que diferem desta solucio pela alteracio no valor do primeiro ou quarto bit.

Passemos, agora, & terceira iteracdo, procurando a préxima solucdo vizinha de s2. A Tabela 9.4
relaciona os dados da vizinhanga completa desta solugao.

Na Tabela 9.4, os vizinhos 1 e 4 (assinalados com um ¢ na primeira coluna) estéo proibidos de serem
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Tabela 9.4: Vizinhanca da solucido s

viz. s’ € N(s?) peso(s’) | f(s)
7 [ (1,0,0,0,0,1,1,0) | 23 15
2 1(0,1,0,0,0,1,1,0) | 34 -
3 (0,0,1,0,0,1,1,0) 26 16
I (0,0,0,1,0,1,1,0) | 28 17
5 (0,0,0,0,1,1,1,0) 27 19
6 1(0,0,0,0,0,0,1,0) | 9 8
7 1(0,0,0,0,0,1,0,0) | 10 5
8 1(0,0,0,0,0,1,1,1) | 30 20

acessados, uma vez que o vizinho 1 é alcancado alterando-se o primeiro bit e o vizinho 4, o quarto bit,
e ambos pertencem a lista tabu 7. Como se observa, o melhor vizinho nao tabu (assinalado com um
asterisco) é o tltimo, dado por s’ = (0,0,0,0,0,1,1,1), o qual passa a ser a nova solucio corrente s°.
Essa solucdio é melhor que a melhor solucio gerada até entdo, pois f(s%) = 20 > f(s*) = 19. Assim, a
melhor solucdo deve ser atualizada. A estratégia de mover para o melhor vizinho, ainda que esse seja
de pior avaliagao, associada ao uso de memoria, proporcionou & busca a possibilidade de prosseguir
além do 6timo local s° e encontrar melhores solucdes, sem a ocorréncia de ciclagem. Como definimos
|T'| = 2 e a lista tabu ja tem dois atributos tabu-ativos, entdao o atributo tabu mais antigo, (1), sai
para a entrada de (8), resultando em T = {(4), (8)} ao final desta iteracao.

A lista tabu baseada em atributos se, por um lado, visa & eliminagao de ciclagem (uma vez que ela
garante o ndo retorno, por |T'| iteragoes, a uma solugdo ji visitada anteriormente); por outro, pode
ser restritiva (de Werra e Hertz, 1989). De fato, aplicando-se o movimento tabu (4) & solucdo s3 do
PMO1, obtém-se a solugao s’ = (0,0,0,1,0,1,1,1) que ainda nao foi gerada e, dessa forma, nao deveria
estar proibida. Em outras palavras, uma lista tabu baseada em atributos pode nao somente impedir
o retorno a uma solugdo ja gerada anteriormente, como também impedir que algumas solucées do
espaco de busca sejam alcangadas.

De forma a contornar essa situagdo, aplica-se o chamado critério de aspira¢ao. Um critério de
aspiragao é um mecanismo que retira, sob certas circunstancias, a classificacdo tabu de um movimento.
Um exemplo simples de aplicacao dessa ideia é executar um movimento tabu somente se ele conduzir
a um vizinho melhor que s*. Esse é o chamado critério de aspiracao por objetivo global. FEle se
fundamenta no fato de que se um movimento tabu conduz a uma solugdo com valor melhor que o
da melhor solugao encontrada até entdo, é sinal de que ela ainda nao foi gerada. Outros critérios de
aspiragao sao discutidos na Secao 7.

Nas Tabelas 9.5 a 9.10 sao registradas as caracteristicas das solucoes geradas pela Busca Tabu
aplicada ao PM01 durante as proximas 6 iteragoes. Em cada tabela sao mostrados os dados dos
vizinhos, o valor da solugao corrente, o valor da melhor solucdo encontrada até entao, bem como a
lista tabu ao final da iteragdo. Considerou-se como critério de parada 3 iteracoes sem melhora.

A melhor solucao obtida ao final das nove primeiras iteracoes da Busca Tabu foi s* = 5 =

(1,0,0,0,1,0,1,1), com valor f(s*) =23, sendo ela alcangada na sexta iteragao.

Tlustra-se, pela Figura 9.1, a evolug@o do valor da fungéo objetivo do PMO01 ao longo das iteragoes
realizadas. A Figura 9.2, por sua vez, mostra uma situacao de ciclagem em Busca Tabu. Observa-se
que, a partir da quinta iteragdo, aparece uma sequéncia de valores para a fungao objetivo que se repete
de 6 em 6 iteragoes.
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Tabela 9.5: Vizinhanca de s> Tabela 9.6: Vizinhanca de s*
viz. s’ € N(s%) peso(s’) | f(s') viz. s’ € N(s%) peso(s’)| f(s')
1 [(1,0,0,0,0,1,1,1)] 34 - 1 [(1,0,0,0,0,0,1,1)] 24 | 17
2 1(0,1,0,0,0,1,1,1)| 45 - 2 1(0,1,0,0,0,0,1,1)| 35 -
3 1(0.0,1,0,0,1.1,1)| 37 - 31(0,0,1,0,0,0,1,1)] 27 | 18
471(0,0,0,1,0,1,1,1) 39 - 4 1(0,0,0,1,0,0,1,1) 29 19
5 1(0,0,0,0,1,1,1,1) 38 - 5*1(0,0,0,0,1,0,1,1) 28 21
6* [(0,0,0,0,0,0,1,1)| 20 | 15 6% 1(0,0,0,0,0,1,1,1)| 30 | 20
7 1(0,0,0,0,0,1,0,1) 21 12 7 1(0,0,0,0,0,0,0,1) 11 7
8 [(0,0,0,0,0,1,1,0)| 10 | 13 8’ (0,0,0,0,0,0,1,0)] 9 8
={(8),(6)}; f(s") = 15; f(s") = 20 ={(6),(5)}; f(s°) = 21; f(s") = 21
Tabela 9.7: Vizinhanca de s® Tabela 9.8: Vizinhanca de s°
viz. s’ € N(s°) peso(s') | f(s') viz. s’ € N(s%) peso(s’)| f(s")
" [(1,0,0,0,1,0,1,1)] 32 | 23 17 [(0,0,0,0,1,0,1,1)] 28 | 21
2 [(0,1,0,0,1,0,1,1)| 43 - 2 [(1,1,0,0,1,0,1,1)| 47 -
3 ](0,0,1,0,1,0,1,1) 35 - 3 ](1,0,1,0,1,0,1,1) 39 -
1 ((0,0,0,1,1,0,1,1)] 37 - 1 [(1,0,0,1,1,0,1,1)| 41 -
5¢ [(0,0,0,0,0,0,1,1)| 20 | 15 5 [(1,0,0,0,0,0,1,1)| 24 | 17
6" (0,0,0,0,1,1,1,1)] 38 - 6 [(1,0,0,0,1,1,1,1)| 42 -
7 1(0,0,0,0,1,0,0,1)| 19 | 13 7 (1,0,0,0,1,0,0,1)| 23 | 15
8 1(0,0,0,0,1,0,1,0) 17 14 8" 1(1,0,0,0,1,0,1,0) 21 16
T={(5),10)k f(s°) =23; f(s") =23 T={(1),8)} f(s7) =16; f(s") =23

2. O Algoritmo Busca Tabu

O Algoritmo 1 resume as ideias bésicas apresentadas da Busca Tabu para um problema de mini-
mizacao. Os parametros principais de controle do algoritmo sao a cardinalidade |T'| da lista tabu, o
critério de aspiragao, a cardinalidade do conjunto V' de solugoes vizinhas testadas em cada iteracao e
a regra de parada.

As regras de parada comumente utilizadas sdo: (a) o nimero de iteragoes sem melhora na solugao
global (iter - Melhorlter) atinge um valor maximo BTmaz e (b) o tempo de processamento atinge um
tempo maximo permitido.

3. Exemplos de regras de proibicao

Tlustraremos, nesta se¢do, algumas regras de proibicdo comumente aplicadas a problemas que
envolvem permutagao de elementos de uma solugao.

Seja uma permutagio (solucao) s de n elementos. Em um movimento de troca, um elemento i da
posicao s; é permutado com o elemento j da posicao s;, enquanto em um movimento de inser¢ao, um
elemento 4 da posicao s; € inserido na posicao s;.

Exemplo: Dada a solugdo s = (2,6,1,5,4,3), a solugao s’ = (2,6,1,3,4,5) é obtida de s pela
permutacgao do elemento 5, da quarta posicdo, com o elemento 3, da sexta posicao. Ja a solugao
s’ =(2,6,1,4,3,5) é obtida de s inserindo-se o elemento 5, da quarta posigao, na sexta posiao.

Um atributo pode ser definido pelo par (elemento, posi¢ao do elemento). Considerando a troca do
elemento 7 da posigao s; com o elemento j da posigao s; ou que o elemento 7 ¢ inserido na posicao s;,
podemos ter as seguintes regras de proibigdo para movimentos de troca e inser¢ao (Franga, 2009):

1. Impedir movimentos que resultem em uma permutagdo em que i ocupe a posi¢do s; e j ocupe
a posicao sj. Para o exemplo considerado, supondo a troca de ¢ = 5 com j = 3, entao estd
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Fungao objetivo

Tabela 9.9: Vizinhanca de s” Tabela 9.10: Vizinhanca de s8
viz. s € N(s") peso(s’)| f(s') viz. s’ € N(s%) peso(s’)| f(s)
17 [(0,0,0,0,1,0,1,0)] 17 14 17 [(0,0,0,0,1,1,1,0)| 27 19
2 [(1,1,0,0,1,0,1,0)| 36 - 2 [(1,1,0,0,1,1,1,0)] 46 -
3 [(1,0,1,0,1,0,1,0)| 28 19 3 [(1,0,1,0,1,1,1,0)| 38 -
1 (1001 1,0,1,0)] 30 20 1[(1,0,0,1,1,1,1,0)] 40 -
5 1(1,0,0,0,0,0,1,0) 13 10 5 1(1,0,0,0,0,1,1,0) 23 15
6* |(1,0,0,0,1,1,1,0)| 31 21 6’ [(1,0,0,0,1,0,1,0)| 21 16
7 1(1,0,0,0,1,0,0,0) 12 8 7 1(1,0,0,0,1,1,0,0) 22 13
8* (1,0,0,0,1,0,1,1)| 32 23 8 (1,0,0,0,1,1,1,1)] 42 -

= {(8), ) J(s") = 2L; f(s") = 23 T={(6), (D} F(") = 19; [(s*) =23

n+——m————————— BT
o 1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 0 2 4 6 8 1012 14 16 12 20 22 24
Iteracéo lteracéo
Figura 9.1: Evolugao da funcao objetivo Figura 9.2: Exemplo de ciclagem

Algoritmo 1 Busca Tabu

R e

,S

Entrada: f(.),N(.),|T|,|V

Saida: s*

s¥ s {Melhor solugio encontrada até entao}
Iter + 0 {Contador do nimero de iteragoes}
MelhorIter < 0 {Iteracdo mais recente que forneceu s*}
T+« 10 {lista tabu}

enquanto Critério de parada nao satisfeito faga
Tter < Iter+1
Seja s’ <+ s@®m o melhor elemento de V' C N(s) tal que o movimento m nao seja tabu (m ¢ T)
ou s atenda a um critério de aspiracao
Atualize a lista tabu T'
s+ &
se f(s) < f(s*) entao
§* s
Melhorlter < Iter
fim se
fim enquanto

: Retorne s*

proibido que o elemento 5, da quarta posi¢do, ocupe a sexta posicao, assim como o elemento 3,
da sexta posicdo, ocupe a quarta posicao.

2. Impedir movimentos que resultem em uma permutacao em que i ocupe a posi¢ao s; ou j ocupe
a posicao sj. Para o exemplo considerado, supondo a troca de ¢ = 5 com j = 3, entao estd
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proibido que o elemento 5, da quarta posi¢do, ocupe a sexta posicdo ou, entao, que o elemento
3, da sexta posicao ocupe a quarta posicao.

3. Impedir que o elemento i retorne a posicao s;. No exemplo dado, estd proibido que o elemento
5 retorne a quarta posigao.

4. Impedir que o elemento ¢ mova para posicoes k < s;. No exemplo considerado, ficaria proibido
que o elemento 5 movesse para qualquer posi¢do menor ou igual a quarta.

5. Impedir que o elemento 7 se mova para posicoes k& < s;. No exemplo referenciado, estaria
impedida a mudancga do elemento 5 para posigoes inferiores ou igual a sexta. FEm outras palavras,
neste caso, esta regra impediria qualquer movimentacao do elemento 5, uma vez que a sexta
posicao ¢é a ultima.

6. Impedir que o elemento ¢ se mova. Para o exemplo dado, o elemento 5 estaria proibido de se
mover.

7. Impedir que os elementos i e j troquem de posi¢ao com quaisquer outros elementos. No exemplo
considerado, ficaria proibida a troca de posi¢ao do elemento 5 com qualquer outro elemento, bem
como a troca do elemento 3 com qualquer outro.

8. Impedir que os elementos i e j se movam. No exemplo dado, isto significa que o elemento 5 esta
proibido de se mover para qualquer outra posicao, assim como o elemento 3.

As regras anteriores estao listadas em ordem crescente de restritividade, isto é, as primeiras regras
impedem a geracao de um conjunto menor de solucoes, enquanto as ultimas proibem um nimero bem
maior de solugdes.

O préximo exemplo considera um problema de alocacdo de aulas a salas (Classroom Assignment
Problem). Nesse problema, hd um conjunto H = {1,2,3,4} de hordrios para a realizagdo das aulas,
um conjunto S = {1, 2,3} de salas nas quais as aulas sdo ministradas e um conjunto M = {A, B,C} de
aulas a serem ministradas, cujos horédrios sdo previamente fixados. A Tabela 9.11 mostra uma solugao
s, enquanto a Tabela 9.12 apresenta uma solucao s’ obtida de s por meio de um movimento de troca
de sala envolvendo duas aulas distintas.

Tabela 9.11: solugao s Tabela 9.12: solugao s’
Salas Salas
Horario 1 2 3 Hordrio 1 2 3
1 A 1 A
2 D 2 D
3 C D 3 D C
4 B C 4 B C

Nas tabelas 9.11 e 9.12, cada célula s;; representa a aula ministrada no horario i e sala j. Por
exemplo, na solucao s, a aula C é ministrada na sala 2 durante os horarios 3 e 4. Como atributo do
movimento de troca, podemos considerar o par (i, j), indicando uma aula (definida por seu horério 4
de inicio) e sua sala j de realizagdo. As seguintes regras de proibicao sdao possiveis, dentre outras: (a)
Impedir a troca das aulas envolvendo as salas j1 e j2, com inicio no horério 4, sendo ¢ = min{iy, a2},
i1 0 hordrio de inicio da aula da sala j; e i3 o da sala jo; (b) Impedir que a aula da sala j;, iniciada
no hordrio i1, seja mudada para a sala jo; (¢) Impedir que a aula da sala j;, com inicio no horério i1,
seja mudada; (d) Aplicar uma das regras anteriores, associadas ao valor da funcao objetivo antes da
execucao do movimento.
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Para uma classe de problemas de sequenciamento em uma maquina com penalidades por an-
tecipacao e atraso da produgao, Wan e Yen (2002) desenvolveram um algoritmo baseado em Busca
Tabu que faz uso de movimentos de troca envolvendo apenas tarefas adjacentes na ordem de producgao.
Os autores estabeleceram como atributo tabu a tripla (4, j, fo), em que i e j sdo as tarefas envolvidas
na troca e fo é o valor da funcao objetivo da solug@ao antes do movimento realizado.

Exemplos de regras de proibigdo para os problemas de programagao de horérios, generalizado de
atribuigdo e n-rainhas s@o apresentados na Secao 8.

4, Lista de Candidatos

Para muitos problemas combinatérios, a exploragao da vizinhanga completa é muito custosa com-
putacionalmente. Para esses casos, é essencial utilizar uma Lista de Candidatos.

Em uma Lista de Candidatos, a andlise da vizinhanca N da solugao corrente é restringida a
um subconjunto V dessa (linha 9 do Algoritmo 1). Tipicamente, sdo analisadas apenas as solugoes
“promissoras”, assim referenciadas as solugoes que satisfazem a um determinado critério.

Para exemplificar tal estratégia, consideremos o problema de sequenciamento em uma méquina
tendo como objetivo a minimizagdo do atraso total. Neste problema, sdo dados um conjunto de n
tarefas, o tempo de processamento p; da tarefa j e a data de entrega d; da tarefa j. Como varidveis de
decisao tem-se C}, representando o instante de término da tarefa j, e o atraso 7} dessa tarefa, definido
por T; = max{0,C; — d;}. O problema consiste, pois, em determinar uma sequéncia s que minimize
a Eq. (9.5):

T =Y max{0,C; - d;} (9.5)
j=1

Utilizando-se apenas movimentos de troca, tem-se uma vizinhanga de tamanho n(n — 1)/2, ou
seja, a andlise da vizinhanga inteira tem complexidade O(n2). Seja A = f(s') — f(s) o valor de um
movimento e uma instancia deste problema, extraida de Glover e Laguna (1997), com os seguintes
dados: p = (6,4,8,2,10,3) e d = (9, 12,15, 8,20, 22). Dada a sequéncia s = (1,2,3,4,5,6), tem-se que
o atraso total é T" = 36.

A Tabela 9.13 mostra a anélise da vizinhanca completa, a qual envolve 15 solugdes vizinhas. Nesta
tabela, mostra-se, também, o valor A do movimento, o atraso total T da solucao vizinha, bem como
o valor da diferenca entre as datas de entrega das tarefas i e j envolvidas na troca.
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Tabela 9.13: Vizinhanga de um problema de sequenciamento de tarefas

Tarefas A T |d; — dj
2 1 37 3
6 42 6

Tarefas A T |d; —d;
6 7 43 10

1

2
L 3 3 4 6 30 7
1 4 -4 32 1

3 5 4 40 5
1 5 21 57 11

3 6 -6 30 7
1 6 4 40 13

4 5 8§ 44 12
2 3 3 39 3

4 6 3 39 14
2 4 -6 30 4 56 T o)
2 5 20 56 8

Caso fosse criada uma lista de candidatos pela regra |d; — d;| < 3, terfamos analisado apenas 4
solugoes vizinhas (os movimentos que dao origem a essas solugdes estdo destacados em negrito na
Tabela 9.13). Dentre essas, a melhor solucdo (obtida a partir da troca entre as tarefas 5 e 6), estaria

incluida. Em outras palavras, com uma regra simples, a de que uma solugao vizinha sé é analisada se
a diferenca entre as datas de entrega das tarefas envolvidas na troca for menor ou igual a 3 unidades,
a vizinhanca é substancialmente reduzida. O valor 3 estabelecido para a distancia maxima entre as
datas de entrega é, obviamente, um parametro a ser considerado.

Ao invés de restringir a anélise da vizinhanca as solugoes “promissoras”, poder-se-ia, simplesmente,
reduzir a vizinhanga. Por exemplo, em problemas de alocacao de aulas a salas (classroom assignment
problem), que envolve um conjunto de salas, um conjunto de turmas e um conjunto de dias da semana
para a realizagdo das aulas, uma Lista de Candidatos pode ser um dia da semana. Nesta situagao,
pode-se aplicar uma estratégia do tipo: na primeira iteracao da BT utilizam-se como vizinhanga
solugoes obtidas a partir de movimentos envolvendo apenas as aulas da segunda-feira; na segunda
iteracao, aulas da terga-feira e assim por diante.

Em problemas de programagcao de horarios em escolas (school timetabling problem), poder-se-ia, de
forma analoga, considerar na primeira iteracao da BT uma vizinhanga envolvendo apenas as alocacoes
dos primeiros k professores; na segunda, dos préximos k professores e assim por diante, até atingir os k
ultimos professores, situagdo na qual se voltaria para a andlise da vizinhancga envolvendo os primeiros
k professores.

5. Implementacao eficiente da lista tabu

Na prética, normalmente néo se implementa uma lista tabu na estrutura de uma lista tal como
apresentado anteriormente, pois, quase sempre, é possivel utilizar uma estrutura de dados mais efici-
ente. Para mostrar isso, relembremos que no PM01 consideramos como movimento tabu a inversao
do valor do bit relativo a um dado item. Isso significa que a cada iteracdo da Busca Tabu deman-
damos um méaximo de O(|T'|) operagdes para verificar se um movimento é tabu ou néo, sendo |T| a
cardinalidade da lista. A complexidade dessa verificagdo pode ser reduzida a O(1) se utilizarmos uma
estrutura especial, que armazene apenas o tempo em que o movimento tabu permanecera na lista.
Esse tempo de permanéncia é conhecido como duragao tabu (tabu tenure).

Assim, no problema da mochila mencionado, ao invés de armazenarmos uma lista com os movi-
mentos tabus, poderfamos utilizar um vetor T' de n posigoes, com cada célula T'(j) representando a
iteragao até a qual a inversao do bit relativo ao item j estara proibida. Inicialmente, toma-se T'(j) =0
Vj=1,---,n. Considerando iter a iteragdo atual e supondo a proibi¢gdo durante Tempo Tabu iteracoes,
entao T'(j) < iter + Tempo Tabu.
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Exemplificando, ao final da primeira iteragdo do PMO1 considerado na Secao 1, tem-se j = 1,
iter=1 e TempoTabu = 2, entdo T = (3,0,0,0,0,0,0,0), indicando que qualquer modificagdo relativa
ao item 1 (primeira posigao do vetor T') estard proibida até a 3% iteragdo da Busca Tabu. Dito de outra
maneira, a inversao do bit da primeira posicao é um movimento tabu enquanto a iteracao corrente
iter < T'(1) = 3. Na segunda iteragdo (iter=2), a inversdo do bit da quarta posicdo foi considerada
tabu. Assim, aplicando-se também a mesma duragdo tabu, tem-se a “lista” T' = (3,0,0,4,0,0,0,0),
indicando que a alteracao dos valores dos bits relativos aos itens 1 e 4 esta proibida até a terceira e
quarta iteracoes, respectivamente. Observe que nao é necessario atualizar os demais componentes da
lista.

Osman (1993) trata um problema de roteamento de veiculos com um algoritmo BT que usa uma
estrutura de dados na forma de matriz para armazenar os movimentos tabus. Essa matriz, de di-
mensoes (n + 1) x v, consiste de v colunas (uma para cada conjunto R, de clientes da rota p) e n+ 1
linhas, sendo uma para cada um dos n consumidores e outra para um consumidor ficticio envolvido
nas operagoes de inser¢do. Um movimento consiste de dois pares (i, R,) e (j, Ry), os quais identificam
que o consumidor ¢ do conjunto R, de clientes da rota p foi trocado com o cliente j do conjunto R,
de consumidores da rota ¢g. Os atributos (i, R,) e (j, Ry) especificam as restricoes tabu que proibem
um movimento de ser realizado. Um movimento é considerado tabu se o consumidor ¢ retorna a R, e
Jj retorna a R, simultaneamente. Cada elemento T'(,p) da matriz registra o nimero da iteracdo na
qual o consumidor 7 foi removido do conjunto R,,. Inicialmente, a matriz T ¢ inicializada com valores
negativos altos para evitar a identificacdo equivocada de consumidores como tabu durante as iteracoes
iniciais. Um movimento é considerado tabu em uma iteracao k se nem i retorna a R,, nem j retorna
a R, durante as proximas TempoTabu iteracoes, isto é, se forem satisfeitas simultaneamente as duas
condicoes a seguir: k — T'(i,p) < TempoTabu e k —T(j,q) < TempoTabu.

Duas estratégias para escolha da préxima solucao vizinha sao adotadas em Osman (1993), cada
qual dando origem a uma variante diferente do algoritmo Busca Tabu. A primeira, denominada Best-
admissible selection strategy — BA, consiste em escolher o vizinho de melhor avaliacao dentre todos
da vizinhanga da solugao corrente. A segunda, chamada de First-best-admissible strategy — FBA,
consiste em escolher o primeiro vizinho que melhorar a solug@o corrente; no caso de nao haver solugées
de melhora, entdao o melhor vizinho de ndo melhora é selecionado. Para aplicar a estratégia BA sao
usadas duas matrizes, BSTM e RECM, de dimensoes v X v e [v(v—1)/2] X 2, respectivamente. A parte
triangular superior da matriz BSTM(p, ¢), com 1 < p < ¢ < v, é usada para armazenar a variacdo A;;
no valor da funcao objetivo associada ao melhor movimento obtido, de troca do consumidor i € R,
com j € Ry, ou um valor arbitrariamente alto se tal movimento nao é permitido. A parte triangular
inferior BSTM(g, p) é usada para armazenar o indice da posigdo [ associada com o par R, e R, no
conjunto de possiveis pares de combinagoes {1,2,--- ,v(v —1)/2}. Tal indice indica a posi¢ao em que
os atributos do melhor movimento estdo armazenados. Por exemplo, RECM((, 1) = ¢, RECM((, 2) = j.



CAPITULO 9
BUSCA TABU

Em Glover e Laguna (1997) considera-se o problema da k-drvore minima. Esse problema consiste
em procurar uma arvore! de k arestas em um grafo G = (V, E), com E = {(,7),i,j € V}, tal que
a soma dos pesos dessas arestas seja minima. Um movimento consiste em eliminar uma aresta (i, j)
da arvore e substitui-la por outra do grafo, que nao pertence a arvore, sujeita a condicao de que o
grafo resultante também seja uma drvore. H& dois tipos de trocas possiveis. O primeiro consiste em
manter os mesmos vértices da arvore corrente, mudando-se apenas uma aresta. No segundo tipo, um
novo vértice entra em lugar de outro da arvore. Para qualquer das situagoes (adigdo ou eliminacéo de
arestas da drvore corrente), os autores sugerem a utilizacdo de uma tinica matriz tabu T, de dimensdes
n xn, em que n = |V|, para armazenar a iteracdo até a qual os movimentos de adigdo e eliminagdo das
arestas permanecem tabu. Importante ressaltar que nao héd confusdo nos dois estados possiveis de uma
mesma aresta, ji que em uma dada iteragdo uma aresta pertence ou ndo a arvore. Uma aresta (i, )
fica tabu-ativo, isto é, proibida de ser manipulada (adicionada, caso ela ndo pertenga & arvore corrente;
ou eliminada, caso contrdrio) na iteracao iter, se iter < T(i,j), sendo T'(i,7) = k + TempoTabu, k a
iteragdo na qual a aresta (4, j) tornou-se tabu-ativo e TempoTabu a duracao da regra de proibi¢ao. Os
autores chamam a atencao para o fato de que é possivel atribuir uma duragdo tabu para a adigao de
uma aresta e outra, diferente, para a eliminagao de uma aresta.

6. Tamanho da lista tabu

Em uma lista tabu, seja ela de solugdes ou baseada em atributos de movimentos/solucoes, o
tamanho da lista indica a quantidade méaxima de iteragbes em que cada solugao ou atributo deve 1a
permanecer para cumprir seu papel de impedir o retorno a uma solugao ja visitada anteriormente.
Por esse motivo, o tamanho da lista tabu é comumente referenciado como a duracao das regras de
proibicao ou duragao tabu. Discutiremos, nesta Secao, sobre a duragao tabu ideal.

Uma duragao pequena permite a exploragao de solugoes “proximas” a solug@o corrente, uma vez
que poucos movimentos sao proibidos; enquanto duragoes longas fazem com que a busca se “afaste”
dessa. O controle da duragdo tabu permite, portanto, fazer um balanco entre examinar uma regiao
mais profundamente (o que induz a uma estratégia de intensifica¢do) e mover-se para outras regioes
do espago de busca (o que induz a uma estratégia de diversificacio). A duracdo tabu deve ser longa
o suficiente para prevenir a ocorréncia de ciclagem e pequena o suficiente para nao proibir muitos
movimentos e parar o procedimento de busca muito prematuramente.

A duragao de uma regra de proibi¢do pode ser fixa durante toda a busca ou ser dinamica, isto é,
pode variar ao longo das iteragoes.

Nos anos 1980, muitos trabalhos cientificos adotavam como duracao tabu tipica, o niimero “mégico”
7, sendo esse um valor ainda muito usado, como nos trabalhos de Ronconi e Armentano (1997) e Wan
e Yen (2002) sobre sequenciamento. Outros autores preferem dimensionar empiricamente esse valor.
Por exemplo, Gendreau et al. (1993) trataram o problema da clique méxima? por trés estratégias de
Busca Tabu, combinando lista tabu de solucoes com lista tabu de atributos de movimentos. Para
explorar o espago de solucoes, os autores usaram dois tipos de movimentos, consistindo um deles
em inserir um vértice v na clique Q corrente e outro, em eliminar um vértice v de Q. Na primeira
estratégia, consideraram uma unica lista tabu contendo as ultimas 100 solugdes geradas; na segunda,
usaram duas listas, sendo uma com as ultimas 100 solugoes geradas e outra, baseada em atributos,
com os 5 dltimos vértices eliminados. Na terceira estratégia, de forma semelhante & segunda, também
foram usadas duas listas, mudando-se apenas o tamanho da lista de solucGes para 150.

Boa parte dos pesquisadores considera a duragao como dependente das caracteristicas do problema

Uma drvore é um grafo conexo (isto é, existe um caminho entre dois quaisquer de seus vértices) e sem ciclos
2 Dado um grafo nao orientado G = (V, E), uma clique (ou subgrafo completo) é um grafo cujos vértices sao todos
adjacentes entre si. Em outras palavras, Q é uma clique de G se @ C V(G) e para todo u,v € Q entdo (u,v) € E(G).
No problema da clique maxima o objetivo é determinar o tamanho w(G) da maior clique de G.
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e do tamanho da instancia considerada. Em Buscher e Shen (2009), por exemplo, os autores definem
uma duragdo tabu dada por |T| = 0,8 x (n x m x s)%% em que n é o nimero de tarefas, m é o
nimero de méquinas e s, o numero de sublotes. J4 em Osman (1993), sdo adotadas duas duragdes,
uma para cada um dos dois algoritmos baseados em Busca Tabu desenvolvidos. Em uma delas,
considera-se |T'| = 8 + (0,078 — 0,067 x p) x n X v, sendo n o nimero de consumidores, v 0 nimero
de veiculos e p, um parametro que representa a razao entre a soma das demandas dos consumidores
e a soma das capacidades dos veiculos usados nas melhores solugoes da literatura até entao. Em
outra, |T'| = max{7,—40 + 0,6 x In(n x v)}. Escolhe-se como duragdo tabu um dos trés valores:
tmin = 0,9 X |T|, |T| ou tmax = 1,1 X |T|. Ap6s isso, o valor t escolhido é mantido fixo por 2 X ¢
iteragoes, ao final das quais outro valor é escolhido aleatoriamente. Para resolver a mesma classe de
problemas, Gendreau et al. (1994) escolheram uma duragdo tabu que varia dinamicamente no intervalo
[tmin, tmax), $endo tyin = 0,9 X 1 € tyae = 1,1 X n. A seguir, essa duragao é mantida fixa por 2 X tyax
iteracoes.

A variagao no valor da duracao tabu ao longo da busca tem a vantagem de corrigir o erro porventura
existente no dimensionamento empirico desse tempo. De fato, se houver ciclagem utilizando-se uma
duracao |T'|, entao variando-a, haverd alteragao na quantidade de movimentos tabus e, assim, diferentes
solugoes poderao ser geradas. Com essa possibilidade de mudanca na trajetéria da busca no espago
de solugoes, a ocorréncia de ciclagem fica reduzida.

A lista tabu dinamica, por sua vez, pode ser classificada em dois tipos: aleatéria ou sistematica.
Na aleatdria, a duragio tabu é selecionada aleatoriamente no intervalo [tmin, tmax] € mantida fixa por
@ X tyax iteragoes, ao final das quais nova duragéo é sorteada. Outra possibilidade é selecionar uma
duragao tabu diferente a cada iteragdo. Na sisteméatica, a duracao segue uma determinada regra
previamente estabelecida. Por exemplo, em Ronconi e Armentano (1997), os autores escolhem a
duragao tabu aleatoriamente em um intervalo [tmin, tmax] € aplicam essa duragao como referéncia para
as préximas 20 iteracoes, ao final das quais nova duragdo é sorteada. A seguir, essa duragao base
é ajustada na iteracdo corrente de acordo com o valor da solucdo vizinha. Se o valor da solugao
vizinha é maior que o da solucao corrente (aquela a partir da qual foi aplicado o movimento), entao a
duragao base é aumentada em uma unidade. Caso, no entanto, esse valor seja menor, entao a duragao
é diminuida de uma unidade. Outra regra, apontada em Franga (2009), é definir uma sequéncia de
nimeros inteiros no intervalo [tmin, tmax] €m que a duragdo aumente e diminua de forma alternada.
Exemplo: Dado o intervalo [5, 10], ter-se-ia uma sequéncia S = {5,8,6,9,7,10}, indicando que na
primeira iteracao da aplicagdo dessa regra, a duragao seria 5, depois aumentaria para 8, a seguir
diminuiria para 6 e assim por diante.

Em Ronconi e Armentano (1997), os autores chamam a atengao para o fato de que a duracao tabu
depende também da regra de proibicao e do atributo do movimento considerado. Em um problema
de sequenciamento de n tarefas, uma regra que proibe uma tarefa ¢ de ser movida em um movimento
de troca reduz para n — 1 o nimero de tarefas que podem ser trocadas apés sua primeira aplicagao.
Considerando que se proibe uma tarefa a cada iteracao, e que para a realizacdo do movimento de
troca ha necessidade de pelo menos duas tarefas liberadas, a tultima troca possivel se realizard na
iteracao n— 1. Dessa forma, n—1 é o limitante superior para a duracdo dessa regra de proibicao. Uma
alternativa para corrigir o erro de um limitante mal dimensionado é aplicar o critério de aspiracao
default, isto é, desativar a regra de proibicdo para o(s) atributo(s) tabu-ativo(s) mais antigo(s).

Os limitantes inferior e superior da durag@o tabu das regras de proibigao relativas aos atributos
dos movimentos considerados em Ronconi e Armentano (1997) sdo explicitados na Tabela 9.14.

Os autores observam, pela Tabela 9.14, que os limitantes superiores destacados em negrito foram
determinados apds um estudo sobre o nimero de iteragoes necessarias para que nao mais houvesse
movimentos disponiveis (ndo tabu) para serem escolhidos, considerando que, quando uma regra de
proibicao é ativada, ela permanece vélida ao longo das iteragdes. Considera-se, além disso, que o
critério de aspiragao nao esta ativado. Os demais valores foram estimados por testes computacionais.
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Tabela 9.14: Limitantes das duragoes tabus de Ronconi e Armentano (1997)

Limitante | Limitante
Movimento | Atributo Regra inferior superior
i i ndo pode ser movida n/4 n/2
Insercao i i nao pode ser escolhida n/2 n
para insercao
i,5(7) i ndo pode retornar 4n on
a posigao s(7)
i, ] 7 € J nao podem n/4 n/2
ser movidas
Troca i 7 nao pode ser movida n/2 n-1
i,5(1) i nao pode ser movida n/2 3n/2
para posigoes k < s(7)

Por esta tabela, observa-se que quanto mais restritiva é a regra de proibi¢do, menor é o limitante
superior.

Finalmente, ressalta-se que o tamanho da lista também pode depender do estdgio da busca. Em
problemas de programagao de horérios (timetabling), por exemplo, conforme relatado em Souza (2000),
é recomenddvel aumentar o tamanho da lista quando a busca se encontra numa regiao com solugoes de
igual valor da funcao objetivo. Com essa estratégia, mais solugdes dessa regiao do espago ficam proi-
bidas, dando oportunidade ao algoritmo de caminhar em outras dire¢des. Ao sair dessa regido, a lista
volta ao seu tamanho normal. Em Buscher e Shen (2009), os autores aplicam uma estratégia baseada
na proposta de Battiti e Tecchiolli (1994) para alterar o tamanho da lista quando a busca detecta
a existéncia de solugoes frequentemente visitadas. Basicamente, a duracao tabu é progressivamente
aumentada em INC unidades sempre que uma solucao ¢é visitada por mais do que REP vezes. Na
auséncia de repeticoes, a duracao tabu é diminuida em DEC unidades. Detalhes dessa estratégia, que
compde a chamada Busca Tabu Reativa, sdo descritos em Battiti e Tecchiolli (1994) e Battiti (1996).

7. Critérios de aspiracao

Sao apresentados, a seguir, alguns dos critérios de aspiracao mais comuns.

Aspiragao por objetivo global: Consiste em retirar o status tabu de um movimento se for produ-
zida uma solucao com a melhor avaliacao global.

Aspiragao por objetivo regional: Um movimento tabu perde seu status quando for gerada uma
solugao melhor que a melhor encontrada na regiao atual de busca. Uma forma de se delimitar a
regiao atual de busca é registrar a melhor solugdo encontrada em um passado recente e utilizar
o valor dessa solucao como critério para aspiragao. Por exemplo, considerando um problema de
minimizag¢ao e supondo f(s%) a melhor solugao encontrada nas tltimas ContlterRegiao iteracoes,
entdo um movimento tabu que guia a uma solucao s” tal que f(s’) < f(s}) pode ser realizado.
Nessa estratégia de aspiracao, ContlterRegiao é um parametro.

Aspiracao Default: Se todos os movimentos possiveis sao tabus e nao é possivel aplicar outro critério
de aspiracao, entdo o movimento mais antigo perde sua condi¢ao tabu. Em uma implementacao
baseada em tempo de permanéncia na lista, como o exemplificado para o problema da mochila,
se T'(j) > iter Vj, em que iter representa a iteragao atual, entdo a inversdo do bit da posicao k,
tal que T'(k) = min{7T'(j), Vj}, pode ser realizada, apesar de tabu.

191



192 | MANUAL DE COMPUTAGCAO EVOLUTIVA E METAHEURISTICA

H& outros critérios de aspiracdo mais sofisticados, como aqueles desenvolvidos em de Werra e
Hertz (1989) e Hertz e de Werra (1990). No entanto, apesar de bem sucedidos em suas aplicacoes,
eles raramente sdo usados. O critério mais usado, presente na quase totalidade das implementagoes
baseadas em Busca Tabu, é o critério de aspiragao por objetivo global.

Uma implementacao BT precisa prever, sempre que possivel, a aplicacao do critério de aspiragao
default. Por exemplo, no PMO1 considerado na Sec¢éo 1, trabalhamos apenas com solugoes factiveis.
Ainda que sejam levados em consideragao os limitantes do tamanho da lista (como os mostrados na
Tabela 9.14), haveria a possibilidade de todos os vizinhos factiveis de uma dada solugdo serem tabus.
Nesse caso, a aplicacao do critério de aspiragao default é uma alternativa para a Busca Tabu prosseguir
na exploracao do espaco de solugoes.

8. Meméria de Longo Prazo

Uma meméria de curto prazo nao é suficiente para evitar que a busca fique presa em certas regioes
do espaco de solugoes. Assim, alguma estratégia de diversificagdo é necessaria. Para cumprir esse
objetivo, algoritmos Busca Tabu usam uma memodria de longo prazo para encorajar o processo de
busca a explorar regides ainda nao visitadas. A vantagem em se utilizar tal estratégia ao invés de
promover uma simples reinicializagdo do algoritmo é que, com o uso de memoria de longo prazo,
diminui-se o risco de voltar a visitar uma mesma regiao do espago de solugoes, situacao que poderia
ocorrer no processo de reinicializagdo em vista da perda das informagoes anteriores.

A meméria de longo prazo também pode visar a aplicagdo de uma estratégia de intensificacdo.
Ao contrario da diversificacdo, o objetivo agora é estimular a busca a gerar solugdes que contenham
atributos encontrados nas solugoes ja visitadas que sejam historicamente bons.

A memoria de longo prazo pode ser baseada em frequéncia de transicdo ou em frequéncia de
residéncia. Esses tipos de memoria sao apresentados a seguir.

Memoéria baseada em frequéncia de transicao

A ideia aqui é usar uma estrutura de memoria para computar atributos que mudam de uma solucao
visitada para outra.

Em Santos et al. (2005) é desenvolvido um algoritmo BT para resolver o problema de programagcao
de horérios em escolas (PPHE). No problema considerado, hd um conjunto 7' = {1,--- ,t} de pro-
fessores, um conjunto C' = {1,--- ,¢} de turmas e um conjunto P = {1,--- ,p} de hordrios para a
realizagao das aulas. O objetivo é alocar as aulas dos professores as turmas minimizando o nimero
de horérios ociosos na programagcao semanal do professor e o nimero de vezes em que cada professor
vai a escola, bem como maximizar o atendimento ao ntimero de aulas geminadas requeridas pelos
professores para cada turma.

Um quadro de horarios é representado por uma matriz Qx,, em que cada linha representa a
programagao de aulas de um professor. Uma célula ¢;, € {0,1,--- , ¢} indica a alocacdo do professor i
no horério k, sendo que ¢;; = j, com j € {1,--- , ¢}, representa a turma para a qual o professor 4 estd
lecionando e ¢;; = 0 significa que o professor i estd disponivel naquele horério.

Na Figura 9.3 mostra-se um fragmento de um quadro de horarios envolvendo 5 professores e p
horarios. A letra “X” indica que o professor estd indisponivel no horério.

Pela Figura 9.3, o professor 5 esta disponivel nos dois primeiros horarios, da aula para a turma 2
no terceiro horario e para a turma 3 no quarto horério e esta indisponivel no quinto e sexto horarios.

Os autores exploram o espago de solugoes por meio de movimentos baseados na troca de duas
alocagoes feitas na programagao de horarios de um professor. Um movimento envolvendo os horarios
p1 e pa de um professor i é representado por um tripla (i,pi,p2), em que ¢;p, # Gip,, P1 < D2 €
p1,p2 € {1,--+,p}. Como o movimento pode dar origem a um quadro de horarios infactivel, a funcao
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Horarios
Professor 1 2 3 4 5 6 P
1 1 0 0 2 2 X e
2 0 X X 0 1 2
3 X X 1 0 3 1
4 0 1 0 1 0 3
5 0 0 2 3 X X

Figura 9.3: Fragmento de um quadro de horarios

de avaliagdo adotada é a soma da fun¢ao objetivo propriamente dita com uma parcela que mensura o
nivel de inviabilidade de uma solucao.

Uma vez realizado o movimento, ele é mantido tabu pelas préximas TempoTabu iteracoes. Essa
duragao tabu nao é fixa, mas sim variavel, sendo escolhida aleatoriamente dentro de um intervalo
[tmin, tmax), €m que os limitantes sao definidos pelas equagoes (9.6) e (9.7):

tmin = | Tempo TabuCentral — ¢ x Tempo TabuCentral] (9.6)

tmax = | Tempo TabuCentral + ¢ X Tempo TabuCentral) (9.7)

No célculo dessas duragoes minima e maxima, TempoTabuCentral é um parametro de entrada que
estima a duragdo tabu de um movimento e ¢ € [0, 1], outro pardmetro de entrada que define a variagao
permitida nessa duracao.

Os autores armazenam em uma matriz Z;x. o niimero z;; de movimentos feitos envolvendo um
professor i e uma turma j. Usando esses valores e considerando z = max{z;;,7 € T, j € C}, é definida
uma medida de frequéncia relativa de transicdo €;;, computada conforme a Eq. (9.8):

€ij = Zij/z (9.8)

Como um movimento (i,p;,p2) envolvendo os horédrios p; e py da agenda do professor i pode
ser relativo a dois horarios de aula ou a um horario de aula e um horario livre, entao a penalidade
i j, jo associada ao movimento é calculada com base na Eq. (9.9), a qual leva em consideragao as trés
situagbes possiveis:

€ij, < f(QF) sej1#0ejo=0
Vigiga = €ige X F(Q) seji=0ejs#0 (9.9)
(ei,jl + ei,]é)/2 X f(Q*) sej1#0ejo#0

Na Eq. (9.9), f(Q*) é o custo da melhor solu¢ido encontrada até entdo, j; é a alocagao do professor
i no horério py (isto é, j1 = ¢;p,) € j2 é a alocagao do professor 7 no horario py (ou seja, jo = gip,)-

O Algoritmo 2 mostra o pseudocédigo implementado. Nesse algoritmo, a atualizacao da lista tabu
é feita atribuindo-se ao movimento realizado uma duragao aleatéria calculada no intervalo definido
pelas equagoes (9.6) e (9.7). A penalizacio de um movimento (linha 10) é calculada com base na
Eq. (9.9). Toda vez que é realizado um movimento, a lista tabu de longo prazo é atualizada (linha
21) e sempre que a melhor solu¢do é modificada, ela é reinicializada (linha 26). A estratégia de
diversificagdo é acionada apds um nimero IlterAcionaDiv de iteragdes sem melhora e fica ativa por
IterDivAtiva iteragoes (linha 9). IterDivAtiva e IterAcionaDiv sdo parametros do algoritmo.
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Algoritmo 2 BT-PPHE

10:
11:
12:
13:

30:

Entrada: Q, IterAcionaDiv, IterDivAtiva, Tempo TabuCentral, o
Saida: Q*
Q* < Q; InicializeListaTabu; IterSemMelhora < 0; Iter < 0;
InicializeMemoriaLongoPrazo();
repita
A + oo; Iter++; MelhorMovimento < MovimentoAleatorio();
para todo movimento m tal que (Q & m) € N(Q) faga
Penalidade < 0;
se IterSemMelhora mod IterAcionaDiv < IterDivAtiva
e iter > IterAcionaDiv entao
Penalidade < CalculePenalidade(m);
fim se
A"+ f(Q) = f(Q&m);
se (A’ + Penalidade < A e m nao tabu) ou
(f(@a@m) < f(Q*) e A’ < A) entao
MelhorMovimento < m;
A +— A
se f(Q®m) > f(Q*) entdo
A + A + Penalidade;
fim se
fim se
fim para
AtualizeMemoriaLongoPrazo( MelhorMovimento, Q);
Q + Q ® MelhorMovimento;
AtualizeLista Tabu( MelhorMovimento, Iter);
se /(Q) < [(Q*) ento
Q* + Q; IterSemMelhora < 0;
InicializeMemoriaLongoPrazo();
senao
TterSemMelhora ++;
fim se
até Critério de parada atingido;

Memoria baseada em frequéncia de residéncia

Em uma meméria de longo prazo baseada em frequéncia de residéncia a ideia é computar os atributos
que sdo frequentes nas solucoes visitadas para usé-los como estratégia de intensificacao (estimulando-
os a comporem a solu¢do corrente) e/ou como uma estratégia para diversificar a busca (neste caso,

penalizando-os para desestimular seu uso).

Em Santos et al. (2005), os autores também desenvolveram um algoritmo BT explorando memoria
de longo prazo baseada em frequéncia de residéncia. A medida de residéncia é armazenada em uma
matriz Yixexuxp, €m que v = max{ry;,i € T,j € C}, t é o nimero de professores, ¢ é o nimero de
turmas, p é o ntiimero de horarios de aula e 7;; o nimero de aulas do professor ¢ para a turma j. Uma
medida de frequéncia relativa de residéncia da m-ésima aula do professor ¢ para a turma j no horario

k é calculada com base na Eq. (9.10):

_ Yijmk
Nigmk = — =
Y
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sendo § = max{yijmr,t € T,j € C,m € {1,2,--- ,u},k € P}.
A penalidade fi;5,, por alocar a m-ésima aula do professor i para a turma j no horario k ¢ calculada
conforme a Eq. (9.11):

Kijmk = Yijmk X f(Q) (9.11)

O algoritmo BT desenvolvido é o mesmo da Segao anterior, diferenciando-se daquele apenas na
forma de calcular a penaliza¢ao do movimento (linha 10 do Algoritmo 2), a qual é feita considerando-se
a Eq. (9.11).

Em Diaz e Ferndndez (2001), os autores trataram o problema generalizado de atribui¢do (PGA)
por meio de um algoritmo BT que faz uso de memdrias de curto e longo prazos. No PGA ha um
conjunto J = {1,---,n} de tarefas que devem ser processadas por um conjunto I = {1,--- ,m}
de agentes. Cada tarefa j consome a;; unidades de recurso do agente 4, o qual, por sua vez, tem
capacidade de processar apenas b; unidades do recurso. A designagdo de uma tarefa j a um agente
i custa c;; unidades e o objetivo é fazer a alocacao de menor custo, de sorte que cada tarefa seja
atribuida a um unico agente e que a capacidade de cada agente seja respeitada.

O PGA pode ser formulado como o modelo de programacao linear inteira, dado pelas equacoes
(9.12) - (9.15). Nesse modelo, a varidvel z;; assume valor 1 se a tarefa j é designada ao agente i
e 0, caso contrdrio. A fun¢do objetivo, dada pela Eq. (9.12), computa o custo das designagoes. As
restri¢oes (9.13) asseguram que cada tarefa é executada por um tdnico agente. As restrigbes (9.14)
garantem que a disponibilidade de recurso de cada agente seja respeitada.

min  z = Z Zcijxij (9.12)

il jeJ
s. a: inj =1 vied (9.13)
el
Z Qi Tij < b; Viel (914)
jeJ
xzy; € {0,1} Viel jelJ (9.15)

No procedimento proposto, o custo de designacao de uma tarefa j a um agente ¢ é calculado de
forma relativa pela Eq. (9.16), em que se toma como referéncia o menor custo de atribuigao da tarefa

J-
Aij = Cijj — min{cij,i S I} (916)

A funcao objetivo pode, entao, ser reescrita como:

min z = Z min{cij,i S I} + Z Z AUSL'Z']‘ (917)

jedJ il jeJ

Uma vez que a primeira parcela da Eq. (9.17) é constante, ela pode ser removida, resultando na
fungao objetivo (9.18).

min 2 = Z Z AR (9.18)

i€l jeJ

Para explorar o espaco de solucoes, os autores relaxam as restrigoes de capacidade dos agentes
(Eq. (9.14)), penalizando-as na fungio objetivo, a qual passa a ser expressa pela Eq. (9.19).
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min 2’ = Z Z Aijacij +p X Z €; (9.19)

il jeJ el

Na Eq. (9.19), a parcela e; = max{} ;. ;a;zij — b;,0} mensura a quantidade de violacdo de
capacidade do agente i e p é um fator de penalidade.

Essa relaxacao ¢ utilizada porque, segundo os autores, as restrigdes (9.14) sao dificeis de serem
atendidas, pois confinam a busca a uma regiao estreita do conjunto de solugoes factiveis. Desta forma,
utilizando-se apenas movimentos simples ha poucas solugoes vizinhas factiveis, forgando a busca a
terminar rapidamente, em geral com solucoes de baixa qualidade. Por outro lado, permitindo-se
alguma violagao de viabilidade, ha duas vantagens. Primeiro, permite-se a execugdo de movimentos
menos complexos que aqueles que seriam necessarios. Segundo, déa-se a busca um grau maior de
flexibilidade e uma regido mais ampla do espago de solugdes pode ser entdao explorada. O desvio de
viabilidade é controlado pelo fator de penalidade p na fungdo objetivo. Essa mesma estratégia de
penalizagao é adotada por Yagiura et al. (2006) para o PGA.

Uma solugao do PGA é representada por um vetor s de n elementos, em que o k-ésimo componente
é o agente designado para a execucao da tarefa j, isto é:

s=(s1,--+,8p), emque s; € I;s; =i <= x;; =1

Exemplificando, seja I = {A,B,C} e J = {1,2,3,4,5}. Uma solucdo s para o PGA desse exemplo
pode ser s = (C, A,C, B, A), o que significa que as tarefas 1 e 3 sdo executadas pelo agente C, as
tarefas 2 e 5 pelo agente A e a tarefa 4, pelo agente B.

Sao usados dois tipos de movimento, sendo um baseado em troca e outro em substitui¢do, para
definir as vizinhancas N7 (.) e N¥(.), respectivamente. No primeiro tipo, dadas duas tarefas distintas
J1 e j2, sao permutados os agentes s;, e s;, que as executam, desde que eles nao sejam os mesmos,
isto é, s;, # sj,. No movimento de substituicdo, a atribuicio de uma tarefa j é alterada de um
agente i1 para outro is, sendo i; # i3. No exemplo considerado, s} = (A,C,C, B, A) é um vizinho
obtido pelo movimento de troca, enquanto s = (B, A, C, B, A), pelo de substituicdo. Como hd m — 1
possibilidades para substituir o agente que executa uma dada tarefa e ha n tarefas, entdo na vizinhanga
de substituigao hd (m—1)n vizinhos. Na vizinhanga de troca, por sua vez, hd um méximo de n(n—1)/2
vizinhos.

Os autores observam que os movimentos de troca nao alteram a quantidade de tarefas designadas
para cada agente, isto é, se um agente executa, digamos, duas tarefas, continuara a executar duas
tarefas e o que muda sé@o as tarefas atribuidas. Por outro lado, movimentos de substituicao sao mais
restritivos em termos de factibilidade. Assim, adotaram como vizinhanca de uma solugdo s a uniao
das vizinhangas de troca e substituicio, ou seja, N(s) = NT(s) U N9(s), por ser uma opgio mais
abrangente.

Ao se realizar um movimento, seja ele de troca ou substituicio, considera-se como atributo o par
(i,7), em que i é o agente designado para executar a tarefa j. Como memdria de curto prazo, considera-
se uma matriz tabu T’ que armazena na posigao (i, j) a iteragao até a qual tal atributo estard proibido.
Exemplo: se durante uma dada iteracao k, uma tarefa j do agente i; for realocada a outro agente
i9, entdo o par (i1, j) permanecerd tabu nas proximas TempoTabu iteragoes. Isso é implementado
fazendo-se T;, j = k + TempoTabu. No caso de movimentos de troca, em que se envolvem dois pares
(11,7) e (ia,7), com 41 # ia, somente um deles é registrado como atributo tabu-ativo, no caso, aquele
associado ao maior valor de custo (A;, ; ou Ay, ;).

Os autores utilizam uma memoria de longo prazo baseada em frequéncia de residéncia tanto para
aplicar uma estratégia de intensificagdo quanto de diversificagdo. Durante a busca, armazena-se em
uma matriz fr o nimero de vezes em que uma tarefa j ficou alocada ao agente i, tendo em vista o
total de solugbes visitadas até aquele ponto.
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Para a aplicacdo da fase de intensificacdo, toma-se a melhor solucao encontrada até entdo e
verificam-se as designagoes de agentes a tarefas dessa solugdo. Se um agente ficou designado com
muita frequéncia a uma tarefa, no caso 85%, no minimo, essa atribuigao é considerada fixa. Segundo
os autores, as atribuicoes de alta frequéncia podem ser consideradas boas dado que: primeiro, elas
estao presentes na melhor solucao encontrada até entdao. Segundo, se elas aparecem na maioria das
solucbes geradas até aquela iteracao, é porque elas foram selecionadas muitas vezes ou, apés selecio-
nadas, elas nao foram trocadas por um longo periodo de tempo. Apds a fixagdo de algumas tarefas
a agentes, déd-se inicio a fase de intensificagdo, acionando-se a chamada a um procedimento que usa
memoria de curto prazo. Durante esse periodo, a matriz fr continua a ser atualizada. A vantagem
dessa estratégia é que, com a fixacdo de algumas designagoes, a fase de intensificagdo atua em um
problema de menor dimensao, possibilitando, assim, realizar uma busca mais efetiva nesse espago.

Para a aplicacao da fase de diversificagao, & matriz de custo A é adicionada uma parcela de pena-
lidade fr que objetiva desestimular atribuigoes de tarefas a agentes realizadas com muita frequéncia.
Nessa fase, todas as designagoes voltam a se tornar livres e a matriz de custo é alterada, inicialmente,
para A + fr. A seguir, aplica-se o procedimento de busca baseado em memoria de curto prazo por um
numero reduzido de iteragoes. Finalizado esse procedimento, aciona-se novamente o procedimento de
busca baseado em meméria de curto prazo, mas desta vez usando-se a matriz de custo A original.

O Algoritmo 3 mostra o pseudocédigo do algoritmo de Busca Tabu desenvolvido por Diaz e
Fernandez (2001) para resolver o PGA. Nesse algoritmo, s é a solugdo inicial, [ é o nimero de iteragoes
em que sao aplicadas as fases de intensificagao e diversificag@o e k indica o numero de solucoes geradas.

Algoritmo 3 BT-PGA

1: Entrada: sq,!

2: Saida: s*

3: T <« 0; fr; < 0; s* < s0; k < 0O;

4: Gere solugao inicial sp;

5: Aplique MemoriaCurtoPrazo(k, s, s*, T, fr, A);
6: para todo iter = 1 até [ faga

7. { Fase de intensificacdo }
8
9

s* s

para todo tarefa j de s* faga
10: se fr(s},7) > 0,85 x k entao
11: Fixe a tarefa j ao agente i, isto é, faca Trj 1;
12: fim se

13: fim para

14:  Aplique MemoriaCurtoPrazo(k,s*);

15:  { Fase de diversificacao }

16:  Libere todas as atribuigoes;

1. Aplique MemoriaCurtoPrazo(k, s*, s*, T, fr, A) por poucas iteragoes usando A+ fr como matriz
de custo;

18:  Recupere a matriz de custo A original;

19:  Aplique MemoriaCurtoPrazo(k, s*, s*, T, fr, A);

20: fim para

O pseudocédigo do procedimento MemoriaCurtoPrazo(k, s*, s*, T, fr, A) é apresentado no Algo-
ritmo 4. Nesse algoritmo, o custo de uma solucao assume valor A + fr quando ele é acionado para
executar a estratégia de diversificagao (linha 17 do Algoritmo 3) e valor A nos demais casos.
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Algoritmo 4 MemoriaCurtoPrazo(k, s¥, s*, T, fr, A)

1: enquanto Critério de parada nao atingido faga
2. Selecione um vizinho s**1 € N(s*);

3 se custo(s"1) < custo(s*) entdo

4 §* «— 8k+1;

5. fim se

6:  Atualize a memoria de curto prazo T

7. Atualize a memdria de longo prazo fr;

8 k<« k+1;

9: fim enquanto

Em Laguna (1994) é apresentado um guia bastante didatico para a implementacao de um algoritmo
baseado em Busca Tabu, usando como referéncia o problema das n-rainhas. Esse problema consiste
em encontrar uma disposicao de n rainhas do jogo de xadrez em um tabuleiro n x n, de tal modo que
nenhuma rainha ataque (colida com) as outras de acordo com as regras do jogo. Uma rainha ataca
outra quando elas estao posicionadas na mesma linha ou mesma coluna ou mesma diagonal.

Uma solugdo do problema é representada por um vetor s de n posicoes, em que cada célula s;
representa a coluna j em que a rainha da linha ¢ ocupa. Portanto, o par (i,s;) = (i,7) representa a
posicao de uma rainha.

A Figura 9.4 ilustra a disposigao das rainhas em um problema de 6 rainhas, com a configuracao
s=(2,3,5,1,6,4).

Figura 9.4: Representagao de uma solucao no Problema das n-Rainhas

Pela Figura 9.4, observa-se que a rainha da primeira linha estd na segunda coluna, a da segunda
linha esta na terceira coluna e assim por diante. Com esta representacdo, nao hé colisdo de rainhas
em linhas ou colunas, apenas em diagonais. Assim, a fungdo objetivo, isto é, o niimero de colisoes,
pode ser determinado calculando-se apenas as colisdes nas diagonais.

Para calcular o ntimero de colisoes nas diagonais, inicialmente sao criados dois vetores d, e d,
cada qual contendo 2n — 1 elementos, o primeiro para representar as diagonais negativas e o segundo,
as diagonais positivas. Dada uma rainha na linha ¢ e coluna s;, o indice k de um elemento da diagonal
negativa é obtido fazendo-se k = i + s;, enquanto o indice k& de um elemento da diagonal positiva é
obtida fazendo-se k = i — s;. As rainhas 2 e 4, por exemplo, estao na diagonal negativa de indice 5.
De fato, 2+ s9 =2+3 =4+ 3s4 =4+ 1 = 5. De forma semelhante, as rainhas 1, 2 e 6 estdo na
diagonal positiva de indice -1 pois 1 —s; =1—-2=2—-59 =2—-3 =5—355 = 5—6 = -1. Desta forma,
os indices das diagonais positivas variam no intervalo [1 — n,n — 1], enquanto os indices das diagonais
negativas pertencem ao intervalo [2,2n].

O numero de rainhas em cada diagonal é, inicialmente, fixado em 0 para todas as diagonais positivas
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e negativas, conforme o cédigo a seguir.

para (i =2,---,2n) faca
d (i) < 0;
dp(i—n—1) +0;
fim-para

Em seguida, sdo contabilizados o nimero de rainhas em cada uma das diagonais (positiva e nega-
tiva):

para (i =1,--- ,n) faca
dp(i 4 s(1)) + dn(i + s(7)) + 1;
dp(i — (i) « dp(i i :

fim-para

O ntimero de colisoes de uma solucao s pode ser, entao, determinado pela Eq. (9.20):

n—1

2n
fs) =Y max{0,dy(k) — 1} + > max{0,d, (k) — 1} (9.20)
k=2

k=1-n

Observa-se que o nimero de colisdes em uma dada diagonal é o nimero de rainhas nessa diagonal
menos uma unidade.

A exploracao do espaco de solugoes do problema é feita utilizando-se movimentos de troca de
coluna entre duas rainhas posicionadas em linhas distintas i e j. Adota-se como atributo tabu o par
(i,7). Exemplo: dada a configuragdo s = (2,4,6,5,7,3,1) e o movimento de troca das rainhas das
linhas 3 e 5, gera-se a solugao s’ = (2,4,7,5,6,3,1), sendo tabu o movimento (3,5). Armazena-se na
parte triangular superior de uma matriz T', na posicao Tj; (considerando i < j), a iteragao até a qual
tal movimento permanece tabu. As informagoes contidas nesta matriz triangular superior sdo usadas
como memoéria de curto prazo para a Busca Tabu.

Toda vez que é realizada uma troca de colunas envolvendo as rainhas das linhas i e j, é computada
na parte triangular inferior dessa matriz 7', na posicao T}; (considerando ¢ < j), o nimero de trocas
realizadas até entdao. Essas informacoes representam a memoria de longo prazo baseada em frequéncia
de transicao e sao usadas pelo autor apenas quando nao ha movimentos de melhora, servindo para
diferenciar tais movimentos.

Na Tabela 9.15 mostram-se as memorias de curto e longo prazos, considerando que a iteragao atual
é iter = 26, que a duragdo tabu de um movimento é 3 e que a solugdo corrente é s = (1,3,6,2,7,5,4).
Para clareza de apresentacao, estdo representadas na matriz apenas as células que representam movi-
mentos tabu-ativos. Na Tabela 9.16 mostram-se as cinco melhores trocas, o valor do movimento e esse
valor penalizado, isto é, a soma do valor atual do movimento com a frequéncia de trocas armazenada
na parte inferior da matriz 7T'.

Exemplificando, a troca (2,7), que tem valor de movimento igual a 1, é agora penalizada em mais
quatro unidades, uma vez que na parte inferior da matriz T, tem-se T7o = 4. Ou seja, como as rainhas
2 e 7 trocaram de posicao 4 vezes durante o historico da busca, entao esse valor é usado para penalizar
tal movimento.

No exemplo apontado, a memoéria baseada em frequéncia tem influéncia decisiva na diferenciagao
dos movimentos de mesmo valor. De fato, o movimento com melhor avaliagdo, o qual envolve a troca
de coluna das rainhas das linhas 1 e 6 e tem valor 0, é tabu, pois Tig = 29 > 26 = iter. Com a
penalizacao adotada, o melhor movimento passa a ser a troca de coluna das rainhas das linhas 1 e 5
(troca destacada em negrito na Tabela 9.16).
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Tabela 9.15: Estrutura de dados n-Rainhas
Tabela 9.16: Melhores candidatos
1 2 3 4 5 6 7

1 29 Troca Valor V. penalizado
2 | 1 6 0 1

315 28 1 3 1 6

4 3 27 1 5 1 3

512 4 2 7 1 5

63 2 3 7 1 4

7 4131

Como o custo da andlise da vizinhanca inteira é O(n?), o autor também propde a utilizacio de
uma lista de candidatos. A ideia proposta é criar uma lista envolvendo apenas as rainhas que colidem,
e reconstruir essa lista por uma busca completa depois de um certo tempo. Exemplo: supondo que
rainhas 1, 5 e 7 s@o as unicas a participar de colisdes no problema das 7-rainhas, nas proximas 4
iteragoes, por exemplo, a lista de candidatos consistiria de trocas envolvendo apenas tais rainhas.
Apés isso, seria feita busca na vizinhanca inteira para reconstruir a lista das préximas rainhas a
participar de colisoes.

O autor propée, ainda, a utilizacdo de uma memoria de longo prazo baseada em frequéncia de
residéncia como estratégia de intensificagdo. A ideia, no caso, seria criar uma segunda matriz, nome-
ada FreqBoasSol, e contabilizar nela apenas os atributos das melhores solugoes encontradas, no caso,
daquelas que efetivamente estiverem a uma certa distancia do valor da melhor solucao encontrada até
entdo. Mais precisamente, apés um movimento ser selecionado, se o custo da solucao gerada (custo-
Vizinho) estiver pouco distante (abaixo até p% do valor da melhor solu¢do até entdo, denotado por
MelhorCusto), entdo os atributos dessa solugdo gerada seriam contabilizados. O atributo considerado
é o par (i,s;), em que ¢ indica a linha em que estd uma rainha e s; a sua coluna. Representa-se, a
seguir, o trecho de cédigo para atualizar essa memoria de longo prazo.

se (custoVizinho < (14 p) x MelhorCusto) entao
para (i =1,--- ,n) faca
FreqBoasSol(i, s(i)) + FreqBoasSol(i, s(i)) + 1;
fim-para

fim-se

Para exemplificar, seja a solugio s = (2,4,6,5,7,3,1) e o movimento de troca envolvendo as
rainhas das linhas 3 e 5. Supondo que a solucao vizinha s’ = (2,4,7,5,6,3,1), resultante desse mo-
vimento, satisfaga a condigdo anterior, entao seriam aumentados em uma unidade os valores contidos
nas seguintes células da matriz FreqBoasSol: (1, 2), (2, 4), (3, 7), (4, 5), (5, 6), (6, 3) e (7, 1).

A fase de intensificagao seria acionada em certas ocasioes, como por exemplo, depois de um dado
tempo sem melhora. Nessa situagdo, a matriz FreqBoasSol poderia ser usada para proibir trocas de
rainhas localizadas em colunas com alta frequéncia. Dito de outra maneira, as rainhas que estivessem
em colunas com elevada frequéncia permaneceriam fixas em suas posicoes, e as demais estariam livres
para a realizacdo de movimentos. Assim, a busca se restringiria a trocas que envolvessem apenas as
rainhas que estivessem em colunas livres.

9. Oscilacao estratégica

Para muitos problemas combinatérios, pode nao ser eficaz explorar o espago de solugdes por meio
apenas de movimentos que respeitem todas as restrigdes do problema. Isso acontece, por exemplo, em
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problemas de roteamento de veiculos, nas situagoes em que os veiculos estejam operando préximos
a capacidade méxima, limitando, com isso, a movimentacao de clientes entre as rotas (Gendreau,
2003). Nesses casos, a relaxagdo de restri¢oes pode ser uma estratégia atrativa, uma vez que ela
cria um espago de solugoes mais amplo, que pode ser explorado por movimentos mais simples. Para
implementar essa estratégia, basta desconsiderar a satisfacdo das restriges selecionadas do espaco de
busca e penalizé-las na funcao objetivo sempre que elas forem violadas.

Quando os pesos atribuidos as violagoes das restrigoes relaxadas sao sistematicamente modificados
ao longo da busca, isto é, ora aumentados, ora diminuidos, tem-se a chamada “oscilacao estratégica”
ou ‘“relaxacao adaptativa”. Ao aumentar a penalizacdo de movimentos que conduzem a solugoes
infactiveis, estimula-se o procedimento de busca a entrar na regiao de solugoes factiveis. Ao contrario,
quando tal penalizagdo é reduzida ou mesmo anulada, estimula-se o procedimento a caminhar no
conjunto de solugbes infactiveis. Portanto, o uso dessa estratégia permite a busca alternar entre
solugoes factiveis e infactiveis, daf o nome “oscilacao”. De acordo com Gendreau (2003), tal estratégia
teve origem no trabalho de Glover (1977).

Em Gendreau et al. (1994), os autores tratam o problema de roteamento de veiculos penalizando
0 excesso de carga encontrado em uma solugao por um peso p, o qual é multiplicado por um fator «
que varia de acordo com o seguinte esquema:

1. No inicio da busca o + 1.
2. A cada k iteragoes sem melhora:

e se todas as k solugoes visitadas forem factiveis entdo a + a/7;
e se todas as k solugdes visitadas forem infactiveis entdo o <— o x 7;

e se algumas solugoes forem factiveis e outras infactiveis, entdo o permanecerd inalterado.

O parametro v é fixado em 2. Assim, quando somente solugdes factiveis sdo geradas, o peso p
é reduzido, estimulando a geragdo de solugdes infactiveis. Ao contrario, quando somente solugoes
infactiveis sdo geradas, o peso p é aumentado, encorajando a busca a entrar novamente no conjunto
das solugoes factiveis. O valor de a é limitado por duas constantes amin € amax, para evitar que a
estratégia de oscilagdo aumente (ou diminua) indefinidamente os pesos.

Estratégia semelhante pode ser aplicada ao problema da mochila 0-1 tratado na Secao 1. Nesse
caso, usarfamos a funcio (9.4), apresentada & pégina 179, para avaliar uma solugdo. A penalidade
p relativa a existéncia de uma solugao infactivel seria, assim como no exemplo anterior, multiplicada
por um fator a.

Em Diaz e Ferndndez (2001), os autores variam o peso atribuido ao parametro p da Eq. (9.19) de
acordo com a expressao (9.21).

P px a(m’nv/(m’terfl)fl) (9.21)

em que ninv é o numero de solucoes infactiveis obtidas durante as ultimas niter iteragdes e o é um
parametro que varia conforme a seguir se descreve. Essa expressao busca adaptar o parametro p ao
estdgio da busca, incorporando uma meméria de curto prazo (ninv) e uma memoéria de médio prazo
(a).

Para um dado valor atribuido a «, o valor de p varia no intervalo [a~! x p, ot/ (iter—

D x p]. Como

a > 1, entao p somente aumenta de valor quando todas as solugoes encontradas nas ultimas niter

iteracoes sao infactiveis. Contudo, mesmo nesse caso, o limite superior do intervalo faz com que o
acréscimo no valor de p seja bem pequeno.

Quando o = 1 na expressao (9.21), p se torna fixo durante todo o processo e a histéria da busca
nao é levada em consideracao. No caso em que a = 2, a expressao obtida é bastante similar a de
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Gendreau et al. (1996). Observa-se que para « fixo durante a busca, apenas memoria de curto prazo
é usada.

Os autores observam que o valor atribuido a « influencia consideravelmente o progresso da busca.
Quanto maior for este valor, maior é o intervalo de variacao para p. Portanto, quando somente solugoes
infactiveis sdo geradas nas ultimas iteragoes, a razao de incremento de p é maior para valores mais
elevados de «. A variacao no valor de « é, no entanto, pequena para evitar mudancas sibitas no
procedimento de busca. Inicialmente, « = 1 e p = 1. Apds a estratégia de oscilagdo encontrar a
primeira solucdo factivel, o assume valor 2. Quando a melhor solu¢do encontrada até entao nao é
alterada nas ultimas 100 iteragoes, o valor de a é aumentado em 0,005 a cada 10 iteragGes, ficando
limitado ao seu valor méximo, 3. Se, no entanto, uma solu¢do de melhor qualidade é encontrada, o
valor de « é reinicializado em seu patamar minimo, 2.



