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PREFÁCIO 

Um livro científico é por definição uma obra inacabada, limitando-se a 

transmitir o legado de um presente em constante evolução. Com esta obra, o 

autor reivindica tão-somente a contribuição necessária para um pequeno elo 

da interminável corrente do conhecimento científico. 

Por constituir um ramo da ciência que experimentou uma grande 

evolução nas últimas décadas, sendo hoje uma poderosa ferramenta, 

nomeadamente em domínios da Hidráulica Fluvial e do Ambiente, dá-se 

neste livro particular ênfase aos desenvolvimentos e aplicações da modela

ção numérica de fenómenos puramente hidrodinâmicos, da dinâmica sedi

mentar e dos processos de qualidade da água. 

Outros aspectos fundamentalmente relacionados com obras hidráulicas 

e estruturas implantadas no meio hídrico, em particular os impactos ambien

tais e as fragilidades decorrentes de determinadas opções, bem como as 

consequências de actividades menos bem ou incorrectamente planeadas, são 

objecto de adequados tratamento e análise. 

Paralelamente com as possíveis soluções clássicas dos problemas aqui 

abordados, são desenvolvidos e adoptados aspectos inovadores sempre que a 

profundidade da análise não ultrapassou o âmbito e contexto das matérias em 

apreço. 

São oferecidos, em anexos devidamente identificados, diversos textos

-fonte de programas computacionais, escritos em linguagem FORTRAN 90. 

Versões executáveis destes programas e de outros modelos computacionais, 

bem como ficheiros de dados e resultados de aplicações, são ainda ofereci

dos em CD-ROM. 

O autor agradece os comentários e sugestões dos dois revisores a quem 

foi solicitada a árdua tarefa de emitirem pareceres sobre o presente texto. 

Pela peltinência dos pareceres emitidos, tomo a liberdade de transcrever 

palte das conclusões expressas por ambos os revisores. Após análise global IX 

do texto e apropriados comentários, conclui um dos pareceres: " ... 0 trabalho 
tem bastante mérito pelo que a sua -edição constituirá uma mais valia 
considerável para quem se debruce sobre as temáticas tratadas", enquanto o 

segundo, depois de aturadas reflexões e valiosas sugestões, conclui com o 

seguinte parágrafo: "Sugiro que esta apreciação seja enviada ao autor da 

publicação, ao qual apresento as minhas felicitações pelo enorme esforço 



x 

desenvolvido na apresentação de temas tão diversos, de grande dificuldade 
e elevada complexidade". 

Um agradecimento muito especial aos colegas e amigos que 'me permi

tiram adaptar ou reproduzir partes apropriadas de trabalhos publicados e 

devidamente referenciados ao longo do texto. 

Por último, à Susete, ao Tiago e à Raquel quero deixar expressos os 

meus profundos agradecimentos por me aturarem, ou supOliarem as minhas 

ausências, em tantas horas difíceis. 

José Antunes do Carmo 



SIMBOLOGIA 

Neste livro são usados os seguintes símbolos: 

a 

a 

aI 

A 

A 

Ao 

Constante da função do vento (0 .075 W m-2 Pa- I 
) 

Amplitude de deslocamento (m) 

Amplitude de uma onda (m) 

Amplitude da aceleração harmónica do paramento de 

montante de uma barragem (ms-2
) 

Amplitude da aceleração harmónica do fundo de uma 

albufeira criada por uma barragem (ms -2 
) 

Amplitude da aceleração harmónica da fronteira de montante 

de uma albufeira criada por uma barragem (ms -2
) 

Amplitude da aceleração horizontal do solo (sismo) (ms -2
) 

Área (m 2
); área de uma secção transversal (m 2

); coeficiente 

(-) ; amplitude (m) ; amplitude máxima de é1eslocamento de 

uma barragem (m); parâmetro da fórmula de Yang (-); 

constante (-); matriz; vector 

Valor médio aproximado de Roe da área da secção transversal 

do escoamento ( m 2 ) (esquemas de alta resolução) 

Área molhada de uma secção transversal não activa (m 2
) 

Coeficiente de absorção devido ao vapor de água e ao ozono 

(0.09) (-) 

Área de uma bacia hidrográfica (m 2
) 

Fracção directa do fluxo de radiação solar que atinge a 

superfície sob céu limpo (-) 

Fracção difusa do fluxo de radiação solar que atinge a 

superfície sob céu limpo (-) 

Difusividade turbulenta horizontal (m 2 s -I ) 

Amplitude de um harmónico m relativo à variação da 

superfície livre (m) 

XI 



Amol 

AOd 

Aac/a lO 

AodhlO 

Ap,A,(n) 

Ar 

As 

A, 

Az 

b 

B 

Bo 

Bh 

Be 

Bm 

B,. 
XII 

C 

c 

Área molhada (m 2
) 

Taxa de rearejamento efectiva (dia - I) 

Taxa de rearejamento por acção do vento para a temperatura 

de referência (20°C) (dia - I ) 

Taxa de rearejamento por acção do escoamento para a 

temperatura de referência (20°C) (dia - I) 

Coeficientes determinados pela teoria de Sturm-Liouville para 

o cálculo do potencial de velocidade do escoamento (m 2 S-I) 

Função integral do comprimento relativo de uma barragem 

Área molhada da secção transversal de um canal (m 2
) 

Coefic iente de transmissão atmosférica (-) 

Área de uma bacia hidrográfica situada acima da cota Z (m 2
) 

Largura (m); constante da função do vento (0 .030 J m-3 Pa - I
) ; 

vector 

Largura (m) ; coeficiente (-); função de transferência 
(kgs - Im -I ); parâmetro da fórmula de Yang (-); matriz; vector 

Largura de um canal (ou rio) no fundo (m) 

Largura média de uma bacia hidrográfica (m) 

Largura de um rectângulo equivalente (m) 

Amplitude de um harmónico m relativo à variação da 

velocidade (m) 

Função integral da altura relativa de uma barragem 

Celeridade em condições de água pouco profunda (.fih) . 

(ms - I
) ; concentração (kgm-3 / mgr l

); velocidade do som na 

água ("'" 1440 ms- I
) 

Celeridade média aproximada de Roe (~ g !:lII /!:l A ) (ms- I ) 

(esquemas de alta resolução) 

Coeficiente de atrito no fundo (-) 



c 

C C/ ii 

Concentração linear (-) 

Calor específico da água ( 41 00 J kg - I K - I ) 

Concentração volumétrica de referência (-) 

Celeridade (L/r) (ms - I
) ; concentração (kg m -1 

/ mg ri) ; 

parâmetro da fórmula de Ackers e White (-); coeficiente de 
Chézy (m l /2 S-I) 

Linhas características 

Coeficiente de arrastamento (-) 

Concentração de referência correspondente à fracção ij da 

curva granulométrica 

Cebo Concentração de CBO na coluna de água (kg m-J 
/ mgr l

) 

Cei Clorinidadedaágua(S/1.80655 %0) 

CD Coeficiente de atrito (drag coeificient) (-) 

Cr Coeficiente da força hidrodinâmica (-) 

C /à' C /i) ' C /i Coeficientes de forma (-) 

C Concentração de fósforo orgânico na coluna de água .ti, 

(kgm -J/ mgr' ) 

C Concentração de fitoplâncton na coluna de água fi) 

C j , 

(kgm -J 
/ mg r l

) 

Concentração de fosfato na coluna de água (kg m-J 
/ mgr l

) 

Função que toma valores iguais a 0.0, 0.5 ou 1.0, consoante o 

posicionamento em relação ao domínio de cálculo da função 

Delta de Dirac centrada no ponto i 

Concentração de sólidos em suspensão à altura z, 

correspondente à fracção ij da curva granulométrica (kg m-J
) 

Nebulosidade (-) 

XIII 



XIV 

Cm Concentração média numa secção transversal (kg m -3/ mg ri ) 

C"I Concentração média em meio limitado (kg m -3 
/ mgr l

) 

CII1I Concentração média em meio não limitado (kg m-3 
/ mgr l

) 

c,,"'.\' Coeficiente de massividade (-) 

Cna Concentração de nitrato na coluna de água (kg m-3 
/ mgr l

) 

Cnh Concentração de amónia na coluna de água (kgm -3 
/ mgr l

) 

Cni Concentração de nitrito na coluna de água (kg m-3 
/ mgr l

) 

Cad 

Concentração de azoto orgânico na coluna de água 

(kgm -3 /mgr l
) 

Coeficiente orográfico (-) 

Concentração de oxigénio dissolvido na coluna de água 

(kgm -3 /mgr l
) 

C Concentração de saturação de oxigénio dissolvido na coluna 
od.\II1 

C,. 

d 

D 

D 

D. 

de água (kgm -3 
/ mgr l

) 

Coeficiente da pressão hidrodinâmica (-) 

Coeficiente de reflexão (-) 

Coeficiente de sustentação (-); concentração volumétrica de 

sedimentos em suspensão (kgm -3 
/ mgr l

); concentração 

volumétrica média de sedimentos (-); concentração de sólidos 

totais (kg m -3 / mg ri ); concentração de saturação do oxigénio 

dissolvido num meio aquático (kgm -3 
/ mgr l

) 

Dia; diajuliano (dia) 

Diâmetro característico (m) 

Vector associado à extensão TVD do método de MacConnack 

Parâmetro de grão ad imensional (-) 



o, 

D, 

Diâmetro da malha do peneiro onde passam 16% de material, 

em peso (m) 

Diâmetro mediano (m) 

Diâmetro da malha do peneiro onde passam 84% de material , 

em peso (m) 

Diâmetro da malha do peneiro onde passam 90% de material, 

em peso (m) 

Diâmetro característico do material sólido do fundo e margens 

de um canal (m) 

Densidade de drenagem (kmkm -2
) 

Taxa de deposição de fitoplâncton (dia -I) 

Diâmetro característico da granulometria do fundo (m) 

Parâmetro da fórmula de Ackers e Wh ite (-) 

Diâmetro mediano da fracção ij da curva granulométrica (m) 

Difusividade mássica molecular (m 2 S- l) 

Diâmetro característico dos sedimentos (m) 

Coeficientes de difusão, segundo as direcções x e y, 

respectivamente (m 2 S-l) 

Tensor da difusividade mássica turbulenta 

Coeficiente de dispersão turbulenta médio (m 2 S- l ) 

Coeficiente de dispersão turbulenta segundo x (m 2 S- l) 

D,,, Coeficiente de dispersão turbulenta segundo y (m 2 S-l) 

D,: Coeficiente de dispersão turbulenta segundo z (m 2 S-l) 

e Propriedade intensiva 

e l , e2 Vectores próprios da matriz jacobiana (esquemas de alta 

resolução) 

xv 



el , e2 

esa 

env 

elV 

E 

Ea 

f 

!c 

fmil1 

Iv 
f,v 

F 

F * 

F;, 

Fa 

XVI F(o 

Fgr 

F; 

F" 

Vectores próprios da matriz jacobiana aproximada (esquemas 

de alta resolução) 

Pressão de vapor de saturação à temperatura do ar (Pa) 

Pressão de vapor de saturação à temperatura da água (Pa) 

Emissividade da superfície da água (0.97) 

Propriedade extensiva; número de Euler (-); parâmetro das 

fórmulas de Ackers e White e de Yang (-); coeficiente (-) 

Espessura da camada activa (m) 

Coeficiente de atrito (-); função de peso (-); factor de 

sedimentação (mI/2
); parâmetro de Coriolis (S-I) 

Coeficiente de atrito devido à corrente (-); função que 

determina a formação de um canal de drenagem numa célula 

Valor crítico da função que determina o início da formação de 

um canal de drenagem numa célula (-) 

Frequência de formação de vórtices em torno de obstáculos 

Coeficiente de atrito devido à onda (-) 

Força (N ); coeficiente (-); vector de fluxo do sistema de leis 

de conservação; parâmetro da fórmula de Yang (-); matriz 

Função de fluxo numérico (esquemas de alta resolução) 

Amplitude da força hidrodinâmica (N) 

Força de atrito (N); força hidrodinâmica de arrastamento 

(N) 

Fracção de fósforo devido à respiração e mortalidade do 

fitoplâncton sob a forma de fósforo orgânico (-) 

Parâmetro da fórmula de Ackers e White (-) 

Factor de limitação do crescimento de fitoplâncton por efeito 

da luz (-) 

Factor de limitação do crescimento de fitoplâncton por efeito 

dos nutrientes (-) 



Fr 

Fs 

g 

C 

Cm 

h 

h 

Factor de limitação do crescimento de fitoplâncton devido à 

insuficiência do nutriente fósforo (-) 

Factor de preferência do fitoplâncton pela assimilação de 

azoto sob a forma de amónia (-) 

Factor de limitação do crescimento de fitoplâncton por 

insuficiência do nutriente azoto (-) 

Fracção de azoto devido à respiração e mortalidade do 

fitoplâncton sob a forma de azoto orgân ico (-) 

Força de pressão (N) 

Número de Froude (-) 

Número de Froude crítico (-) 

Número de Froude densimétrico (-) 

Força de sustentação (N) 

Força devida ao peso do fluido (N) 

Aceleração da gravidade (m S-2) 

Coeficiente (-); parâmetro da fórmula de Yang (-); matriz; 

vector 

Matriz de amplificação relativa ao harmónico m 

Profundidade (m); altura do escoamento (m); altura da coluna 

de água (m) 

Altura média de uma bacia hidrográfica (m) 

Profundidade inicial (m); profundidade média do escoamento 

em zona não perturbadà (m) 

Profundidade em repouso numa albufeira, junto da barragem 

(m) 

Altura da onda resultante da ruptura de uma barragem (m) 

Profundidade característica (m) ; profundidade do escoamento 

num leito de cheia (m) 
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Profundidade de erosão localizadajunto de um obstáculo (m) 

Altura característica de uma forma de fundo (ruga ou duna) 

(m) 

Altura de uma onda (m); coeficiente (-); profundidade da água 

numa albufeira, junto da barragem (m); elevação da superfície 

livre acima de um nível de referência (m); cota da superfície 

I ivre em repouso (m) ; parâmetro da fórmu la de Yang (-); 

matriz 

Matrizes 

Profundidade na região central de um canal (m) 

Altura de uma duna (forma de fundo) (m) 

Altura de uma face inclinada do paramento de montante de 

uma barragem (m) 

Índice espacial nas equações às diferenças segundo x (-); 

declive (-) ; ~; índice da dimensão característica da curva 

granulométrica de uma fracção de sedimentos 

Inclinação do leito de um canal (-) 

Declive de equilíbrio (-) 

Intensidade da luz (W m-2
) 

Fluxo de radiação emitida da atmosfera (W m-2
) 

Fluxo de calor sensível (W m-2
) 

Gradiente da linha de energia (-) 

Fluxo de calor latente (W m -2) 

Índ ice de forma (-) 

Índice de Gravelius (-) 

Índice de declive médio (-) 

Fluxo de radiação solar (W m-2
) 

Fluxo de radiação solar no topo da atmosfera (Wm -2
) 



l,.s 

1w 

j 

J 

J,.s 

k 

k' 

ko 

Função integral da altura e do comprimento relativos de uma 

barragem 

Fluxo de radiação solar de saturação (W m-2 
) 

Constante solar ou fluxo de radiação solar à distância média 

entre o Sol e a Terra (1367 W m-2
) 

Fluxo de radiação emitida da superfície da água (W m-2
) 

Índice de Roche (-) 

Integrais correspondentes a forças de pressão (m3 e 

respectivamente) 

Índice espacial nas equações às diferenças, segundo y (-); 
índice da massa volúmica ou densidade característica da curva 

granulométrica de uma fracção de sedimentos (-) 

Perda de carga unitária (-) 

Função de Bessel de primeira espécie e ordem zero 

Matriz jacobiana do sistema de equações de conservação 

(esquemas de alta resolução) 

Matriz jacobiana aproximada, associada à linearização do 

sistema de equações de conservação (esquemas de alta 

resolução) 

Função integral da altura e do comprimento relativos de uma 

barragem 

Declives da linha de energia (-) 

Constante (-); constante de Von Kármán (OA) (-); coeficiente 
de atrito (-); número de onda (w/ c) (m -I); coeficiente de 

extinção da luz (m- I
); índice relativo às componentes das 

decomposições hiperbólicas das variáveis dependentes do 

fluxo numérico e dos termos fonte (esquemas de alta 

resolução); vector 

Coeficiente de atrito equivalente (-) 

Número de onda (21[/ L) (m- I 
) 
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K cbo 

Ko 
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Kf 

Kjp 

Kg 

Coeficientes de desoxigenação e de rearejamento (dia - I) 

Coeficiente de decaimento de um constituinte (dia - I) 

Coeficiente de erosão (kg N- ' S-I) 

Coeficientes de reacção de I a ordem ( dia - I ) 

Taxa de mortalidade do fitoplâncton (dia - I) 

Rugosidade de Nikuradse (:::: 2.5Dso ) (m) 

Rugosidade global [(k R )/ + (k R )~ ] Cm) 

Rugosidade de forma, ou devida às configurações do fundo 

(m) 

Rugosidade de pele, ou devida ao grão C:::: 3D90 ) Cm) 

Rugosidade do fundo (m) 

Coeficiente de transferência de calor C S- I } 

Coeficiente da fórmula de Manning-Strickler (m 1/3 s - I ); 

número de Keulegan-Carpenter (-); energia cinética turbulenta 
Cm 2 s -2); matriz 

Coeficiente que traduz a influência da distribuição de 

velocidades na secção transversal de um escoamento e da 

orientação de um obstáculo C -) 

Constante de sem i-saturação para a limitação da oxidação pelo 

oxigénio (mgO, ri) 

Coeficiente que traduz a influência da dimensão dos 

sedimentos (-) 

Coeficiente que traduz o efeito da forma de um obstáculo (-) 

Constante de sem i-saturação relativa à limitação da 

regeneração de nutrientes pelo fitoplâncton (mgC l - I) 

Coeficiente que traduz a influência da forma da secção 

transversal do escoamento (-) 



Coeficiente que traduz o efeito da profundidade do 

escoamento em obstáculos CUlios (-) 

Coeficiente que traduz o efeito do comprimento dos 

obstáculos (-) 

Km Taxa de mortalidade do fitoplâncton (dia - I ) 

Kna Constante de desnitrificação (mg02 ri) 

Knl Constante de semi-saturação para o fósforo (mgO, ri) 

Knh Constante de sem i-saturação para a limitação da nitrificação 

pelo oxigénio (mg02 ri) 

Km! Constante de sem i-saturação para o azoto (mg02 ri). 

K a Coeficiente com valores típicos entre 1.15 e 1.21 

K p Coeficiente função da forma dos encontros de pontes (toma 

valores entre 1.10 e 2.15) 

Kr Coeficiente da fórmula de Manning-Strickler referente à 

rugosidade superficial (26/ D~6 ) (m 1/3 S - I ) 

Ku Coeficiente que traduz o efeito da velocidade média do 

escoamento não perturbado (-) 

I 

L 

Coeficiente que traduz a influência do alinhamento de um 

obstáculo em relação à direcção do escoamento (-) 

Coeficiente que traduz o efeito da forma 

granulométrica (-) 

Comprimento de mistura (m) 

da curva 

Comprimento de mistura do fluido não-estratificado (m) 

Comprimento (m); comprimento de onda (m); comprimento de 

um obstáculo (m) ; macro-escala da turbulência (m) ; valor de 

CBO num instante t 

L(.) Operador diferencial 

XXI 
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Mo 

MI,M2 

M3 

Mio 

Mlo20 

M no 

XXII 
M no20 

n 

Valor inicial de CBO 

Comprimento axial de uma bacia hidrográfica Cm) 

Comprimento de um obstáculo num leito de cheia (m) 

Comprimento de uma duna (forma de fundo) (m); contribuição 

de CBO por difusão 

Comprimento de um rectângulo equivalente (m) 

Função dos parâmetros À; e Àj' e do ângulo entre a normal à 

face de uma barragem e a direcção x 

Diferença de fase entre as localizações das secções de tensão 

máxima de atrito no fundo e de máximo transporte sólido em 

suspensão, no cálculo de H" / Lu (m) 

Parâmetro da fórmula de Ackers e White (-); massa de 

sedimento por unidade de área (kg m-2
) 

Massa de poluente rejeitada num meio líquido, igualmente 

distribuída ao longo de toda a secção A (kg) 

Funções da equação de continuidade da fase sólida (m 2 
S- I) 

Massa total de uma substância rejeitada num meio líquido 

(kg) 

Taxa de mineralização do fósforo orgânico (dia-I) 

Taxa de mineralização do fósforo orgânico para a temperatura 

de referência (20°C) (dia-I) 

Taxa de mineralização do azoto orgânico (dia-I) 

Taxa de mineralização do azoto orgânico para a temperatura 

de referência (20°C) (dia-I) 

Coeficiente (-); expoente temporal nas equações às diferenças 

(-); parâmetro da fórmula da Ackers e White (-); vector 

normal a uma face ou fronteira 

Coeficiente de rugosidade de Manning-Strickler (1/ K ) 
(m-I/J s) 



N Número de pontos, valores ou incógnitas 

Número de valores da pressão ou do seu gradiente conhecidos 

em toda a fronteira de uma albufeira 

N l1a Taxa de desnitrificação (dia -I) 

N na20 Taxa de desnitrificação para a temperatura de referência 

(20°C) (dia - I) 

O cbo 

p 

p 

p' 

PO 

Pmov 

P 

Taxa de nitrificação (dia -I) 

Taxa de nitrificação para a temperatura de referência (20°C) 

(dia - I ) 

Funções de forma, ou de interpolação (-) 

Taxa de oxidação de CBO (dia - I) 

Taxa de oxidação de CBO para a temperatura de referência 

(20°C) (dia - I) 

Pressão (Pa) 

Amplitude da pressão hidrodinâmica (Pa); vector 

Pressão hidrodinâmica (p'(x,y,z) = p(x,y, z k"" ) (Pa) 

Pressão na fronteira superior da camada limite (Pa) 

Probabilidade de uma fracção de sedimentos entrar em 

movimento 

Perímetro molhado (m) 

Perímetro de uma bacia hidrográfica (m) 

Pc Perímetro de um círculo de igual área de uma bacia 

hidrográfica (m) 

Pj;) Taxa de crescimento efectivo de fitoplâncton (dia - I) 

P;j Proporção volumétrica da fracção ij de um fundo activo 

PlI/ol Perímetro molhado (m) 

XXIII 



q 

q 

ql7 
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XXIV 
Q 

Qc 

Qd 

Q, 

Q,/ 

Caudal líquido por unidade de largura (m 2 
S- I); coeficiente de 

amortecimento das ondas de pressão de origem sísmica 
(m -Is ) 

Vector 

Caudal líquido lateral por unidade de largura de um tributário 

(m 3s -l/m.l. ) 

Caudal sólido lateral por unidade de largura de um tributário 

(m 3s -l/m.l.) 

Caudais líquidos por unidade de largura (m 2s-l) 

Caudal sólido por unidade de largura (m 2 
S - I) 

Caudal sólido por arrastamento (m 2 
S- I ) 

Caudal sólido lateral por unidade de largura do curso de água 

principal e por unidade de largura de um tributário 

[(m 3 
S-I / m.l.) / m.l.] 

Caudal sólido por arrastamento correspondente à fracção ij da 

curva granulométrica (m 2s- l) 

Caudal sólido arrastado por unidade de largura, em peso 

submerso (Nm -'s -') 

Caudal sólido em suspensão (m 2 
S - I) 

Caudal sólido em suspensão correspondente à fracção ij da 

curva granulométrica (m 2 
S- I) 

Caudal sólido total (qsa + qss) (m 2 
S- I) 

Caudal líquido (m 3 
S - I ) . 

Caudal líquido numa secção de um canal (m 3 
S - I ) 

Caudal total por difusão (m 3 
S- I ) 

Caudal sólido (m 3 
S- I) 

Caudal sólido lateral por unidade de largura de um tributário 
(m 3s -l/m.l. ) 



QII 

QI' 

r 

Caudal líquido segundo x (m 3 
S-I) 

Caudal líquido segundo y (m 3 
S-I) 

Factor de distorção (r = (À L/À II )); razão entre a distância 

instantânea e a distância média entre o Sol e a Terra (-); raio 

vector (m) 

R Constante (-); fl uxo de massa ( kg s - I m - 2 ) 

R Matriz contendo os vectores próprios da matriz jacobiana 

aproximada do sistema de equações de conservação (esquemas 

de alta resolução) 

R. Número de Reynolds de atrito (-) 

Ra Reflectividade da superfície da água para a radiação emitida 

da atmosfera (0.03) (-) 

Rb Relação de bifurcação (-) 

Rc Número de Reynolds devido à corrente (-) 

Re Número de Reynolds (-); resíduo de uma aproximação 

R jjJ Taxa de respiração e mortal idade de fitoplâncton (dia -I) 

Rg Número de Reynolds relativo ao grão (-) 

R" Raio hidráulico (m); humidade relativa (-) 

Ri Número de Richardson (-) 

Rs Albedo ou reflectividade da superfície da água para a radiação 

solar (0.06) (-) 

R\I' Número de Reynolds devido à onda (-) 

s 

s 
Densidade (-) 

Distância entre centros de gravidade de massas sólidas (m); 

incl inação da superfície livre (-); vector com os termos fonte 

do sistema de leis de conservação; salinidade (%0); 

comprimento de um elemento 

S Taxa de variação local da concentração de CBO (kgm -3s - l
) 

cbo 

xxv 
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U(t) 

U(Z) 

U 

U 

Taxa de variação local da concentração de fósforo orgânico na 

coluna de água (kg m-J S - I ) 

Taxa de variação local da concentração de fitoplâncton na 

coluna de água (kg m-3 
S - I) 

Taxa de variação local da concentração de fosfato na coluna 

de água (kg m -3 S-I) 

Fonte ou sumidouro de um constituinte (kg m-3 
S- I) 

Taxa de variação local da concentração de nitrato na coluna de 

água (kg m-3 S-I) 

Taxa de variação local da concentração de amónia na coluna 

de água (kgm -3 S - I) 

Taxa de variação local da concentração de azoto orgânico na 

coluna de água (kgm -3s - l
) 

Taxa de variação local da concentração de oxigénio disso lvido 

na coluna de água (kg m -3 
S - I ) 

Número de Strouhal (-) 

Tempo (s) 

Tempo solar médio local (h) 

Período (s); temperatura da água (0C) 

Temperatura do ar (0C) 

Temperatura termodinâmica e K) 

Velocidade do escoamento segundo x (ms- I
); vector 

Velocidade instantânea (ms- I
) 

Perfil de velocidades (ms-I
) 

Velocidade média do escoamento (ms-I
) 

Amplitude da velocidade da onda (ms-I
) 



U. 

u( 

(U1t 

U 

U 

U 

Velocidade de atrito (ms- I
) 

Velocidade de atrito crítica (ms- I
) 

Velocidade de atrito correspondente à fracção ij (ms- I
) 

Velocidade crítica adimensional (-) 

Velocidade na fronteira superior da camada limite (ms- I
) 

Velocidade do escoamento junto ao fundo (ms- I
); velocidade 

da frente da onda resultante da ruptura de uma barragem (ms- I
) 

Velocidade crítica junto ao fundo (ms- I
) 

Velocidade de atrito j unto ao fundo correspondente à fracção 

ij da curva granulométrica (ms- I
) 

Componente harmónica; valor da velocidade do escoamento 

na secção i da malha e no instante de cálculon6.! (ms- I
). 

Componente da velocidade do escoamento transversal na 

direcção do escoamento principal (ms- I
) 

Velocidade do escoamento (ms- I
); componente da velocidade 

média segundo a direcção x (ms- I
); número de Ursel l; vector 

com as variáveis dependentes do sistema de conservação 

Vector com os valores das variáveis dependentes previstos 

pelo método de MacCormack; velocidade média aproximada 

de Roe (esquemas de alta resolução) 

Vector com os valores das variáveis dependentes corrigidos 

pelo método de MacCormack (esquemas de alta resolução) 

U(t) Velocidade instantânea (ms- I
) 

U Velocidade média do escoamento numa secção transversal 
(ms- I

) 

U Amplitude da velocidade da onda (ms-I
) 
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wf 
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Ws 

Wv 

wso 

W 
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We 

Wo 

Velocidade característica (ms-'); velocidade média do 

escoamento na secção transversal de um canal (ms- I
) 

Velocidade média do escoamento, medida relativamente a 

uma superfície de controlo (ms-I
) 

Velocidade média de uma superfície de controlo (ms- I
) 

Velocidade do escoamento segundo y (ms- I
) 

Volume (m\ componente da velocidade média segundo a 
direcção y (ms- I

) 

Frequência (21r/T) (s -I); frequência de excitação (sismo) 

(rad S-I); velocidade do escoamento segundo z (ms- I
) 

Relação que traduz a influência da frequência de excitação de 

um movimento sísmico (-) 

Frequência natural fundamental de uma albufeira [1rc/(2H)] 

(rads - I
) 

Velocidade de queda (ms- I
); velocidade de queda dos 

sedimentos, em função da concentração (ms- I
) 

Velocidade de queda correspondente à fracção ii da curva 

granulométrica 

Velocidade de sedimentação (ms- I
) 

Velocidade do vento (ms- I
) 

Velocidade de queda correspondente ao Dso (ms- I
) 

Parâmetro da velocidade de queda (-); peso submerso duma 

partícula (Nm-3
) 

Número de Weber (-) 

Taxa de rejeição de um constituinte (kgs- I
) 



x 

Velocidade de deposição de fitoplâncton (m dia - I ) 

Funções de peso (-) 

Velocidade de queda das partículas sólidas (ms- I
) 

Coordenada cartesiana no plano horizontal (m); vector 

Deslocamento máximo de uma par1ícula de fluido (m) 

Coordenada cartesiana no plano horizontal (m) 

Coordenada adimensional (y/ B ) (-) 

Função de Bessel de segunda espécie e ordem zero 

1';(,, ),Z,(=) Funções da solução para o cálculo da amplitude da pressão 

hidrodinâmica sobre o paramento de montante de uma 

barragem devido à actuação de um sismo 

z 

z{) 

z 

a 

Coordenada cartesiana no plano vertical (m) 

Medida da rugosidade (k N /30) (m) 

Altitude média de uma bacia hidrográfica (m); coordenada 
adimensional (z/ H) (-) 

Ângulo da superfície de deslizamento de um talude com a 
horizontal (0); altitude solar (O < a < rc/2 rad); ângulo de 

entrada de um escoamento lateral (0) 

a ccl Razão entre carbono e clorofila a no fitoplâncton 

(mg C mgclor{fila_a) 

Razão entre fósforo e carbono no fitoplâncton (mg P mg C-I) 

Coeficiente que traduz a relação entre a erosão junto de 

esporões e a erosão por contracção em estreitamentos (-) 

Coeficiente associado à decomposição das variáveis, no 

espaço próprio da matriz jacobiana aproximada (m 2
) 

(esquemas de alta resolução) 

Razão entre azoto e carbono no fitoplâncton (mg N mg C-I) 

XXIX 
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Razão entre oxigénio e carbono (mg02 mgC- I
) 

Razão entre oxigénio e azoto (mg02 mg N - I
) 

Coeficiente de reflexão das ondas de pressão (sismo) 

Coeficiente; ângulo do perfil longitudinal do leito com a 

horizontal (0); ângulo da superfície do fundo de uma albufeira 

com a direcção x (0) ; gradiente lateral de uma força devida ao 

escoamento secundário, por unidade de comprimento de um 

canal ("" 0.15); coeficiente de correcção da quantidade de 

movimento 

Somatório das parcelas de um constituinte produzidas e/ou 

transformadas através de reacções (kg m -J s -1/ mg ri s -I) 

Coeficiente associado à decomposição dos termos fonte do 

sistema de equações, no espaço próprio da matriz jacobiana 

aproximada (esquemas de alta resolução) 

Raiz complexa 

, ° Angulo de um fundo alterado com a horizontal ( ) 

Taxa de respiração do fitoplâncton para a temperatura de 

referência (20°C) (dia- I) 

Espessura da camada limite (m); declinação do Sol (rad) 

Função delta de Kronecker 

Coeficiente associado à verificação da condição de entropia da 

solução numérica (esquemas de alta resolução) 

Função da frequência de excitação, da altura e do 

comprimento relativos de uma barragem 

Incremento temporal duplo de M, isto é, & = 2/),t ) (s) 

Incremento espacial duplo de & , isto é, &: = 2&) (m) 

Região de integração (elemento) 

Função Delta de Dirac 



!1t 

ru:,!1y 

r 

r 

7J 

Quantidade da propriedade extensiva E 

Perda de carga (-) 

Quantidade de massa (kg) 

Incremento temporal (s) 

Incrementos espaciais no plano horizontal, segundo x e y, 

respectivamente (m) 

Incremento espacial na direcção vertical (m) 

Medida de não-linearidades (H I h, ou ai h); medida de 

dissipação da turbulência (m); coeficiente médio vertical 
isotrópico da viscosidade turbulenta (m 2 

S-I) 

Coeficientes de eficiência da fórmula de Bai lard (-) 

Coeficientes adimensionais da equação de continuidade da 

fase sólida (modificada) 

Parâmetro de controlo da viscosidade numérica (procedimento 

de Jameson) (-) 

Ângulo de repouso (rad); ângulo de atrito médio ao longo de 

uma superfície de ruptura (0); latitude (rad) 

Função limitadora de fluxo numérico (esquemas de alta 

resolução) 

Parâmetro dependente da função limitadora de fluxo numérico 
(esquemas de alta resolução) 

Peso volúmico da água (N m-3
) ; constante de Bowen (62.7 

PaK -' ) 

Peso volúmico dos sedimentos (Nm -3
) 

Peso volúmico do material sólido submerso (Nm -J
) 

Parâmetro da solução em regime permanente de uma 
substância não-conservativa (-) 

Elevação da superfície livre relativamente a um nível de 

referência (m); ângulo horário do Sol (rad) 

XXXI 



f.l20 

f.ld 

7t 
rJp 

rJ.\ 

rJ s (n) 

rp 

rpd 

rjJ 

?p 

À 

Àj,Àj 

À j 
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À,. 

f.l 

f.l20 

Taxa de crescimento máximo do fitoplâncton para a 

temperatura de referência (20°C) (dia - I) 

Coeficiente de atrito dinâmico (-) 

Componente harmónica 

Elevação da superfície livre devida à contribuição de uma 

onda progressiva (m) 

Raiz complexa 

Elevação da superfície livre devida à contribuição de ondas 

estacionárias, ou modos evanescentes (m) 

Função; direcção do vento (rad); variável de campo 

Ângulo de atrito interno (0) 

Forma aproximada de uma variável de campo 

Valor normalizado de uma variável de transpol1e escalar (-) 

Porosidade dos sedimentos (0.30~0.40) (-); valor próprio 

Parâmetros da solução de Trefftz-Mikhlin para o cálculo da 

pressão hidrodinâmica (sismo) (m -I ) 

Escala de uma variável I (I = L, B, H, T, U, V, C, Q, Qs, ks, x, 

y, ... ) 

Valores próprios da matriz jacobiana (ms - I ) (esquemas de 

alta resolução) 

Valores próprios da matriz jacobiana aproximada (ms - I
) 

(esquemas de alta resolução) 

Comprimento de onda característico de uma forma de fundo 

(duna ou ruga) (m); comprimento de uma ruga (m) 

Taxa de crescimento máximo de fitoplâncton (dia - I) 

Taxa de crescimento máximo de fitoplâncton para a 

temperatura de referência (20°C) (dia-I) 
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Coeficiente de atrito dinâmico (-) 
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Operador gradiente [grad (.)] 

Operador laplaciano [div grad (.)] 

Constante [4.0tan - I (1.0)] (-) 

Parâmetro adimensional (-) 

Parâmetro adimensional (-) 

Parâmetro adimensional (-) 

Parâmetro (-); limitador de fluxo; ângulo entre a normal à face 

de uma barragem e a direcção x C); ângulo da orientação de 

obstáculos salientes de margens (0); ângulo da margem de um 

curso de água com a horizontal (0) 

Coeficiente de temperatura referente à oxidação de CBO (-) 

Coeficiente de temperatura referente à mineralização do fós

foro orgânico (-) 

8/iJe Coeficiente de temperatura referente ao crescimento do fito-

plâncton (-) 

8/pr Coeficiente de temperatura referente à respiração do fitoplânc

ton (-) 

Relação que se baseia na limitação do fluxo numérico (esque

mas de alta resolução) (-) 

8/1a/1 Coeficiente de temperatura referente à desnitrificação do 

nitrato (-) 

8,,'m Coeficiente de temperatura referente à nitrificação da amónia 
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XXXIII 



XXXIV 

(JIIO/ll Coeficiente de temperatura referente à mineralização do azoto 

orgânico (-) 

(Joe/a Coeficiente de temperatura referente ao rearejamento por 

acção do vento (-) 

(Jae/h Coeficiente de temperatura referente ao rearejamento por 

acção do escoamento (-) 

(Jae/r Coeficiente de temperatura referente ao rearejamento (-) 

e Parâmetro (O. 5 ~ e ~ 1. O) (-) ; parâmetro de Shields (-) 

e c Parâmetro crítico de Shields (-) 

e 11 Ângulo de declive do fundo perpendicular à direcção do 

escoamento (-) 

P Massa volúmica da água (kg m-3
) 

Ps Massa volúmica dos sedimentos (kg m-3
) 

a Parâmetro da água pouco profunda (h/L) (-); constante de 

Stefan-Boltzmann (5.67x 1 0-8 W m-2 K -4
); frequência (2n/T) 

(S - l) 

a D 

r,r' 

r(t) 

Coeficiente de gradação do material de fundo (-) 

Tensão ( N m - 2 ); tensão de atrito ( N m - 2 ) 

Tensão de atrito instantânea (N m -2) 

Tensão de atrito crítica ( N m -2) 

Tensão de atrito crítica para movimentar uma granulometria 

caracterizada pelo seu diâmetro mediano (N m-2
) 

Tensão crítica correspondente à fracção ii da curva 

granulométrica (N m-2
) 

Tensão de atrito devida a formas de fundo (Nm -2
) 

Tensão de atrito devida à rugosidade do grão ( N m - 2 ) 



TI Tensão associada a formas de fundo (N m -2 ); tensão de atrito 

no fundo (N m -2
) 

TI Tensão Iam inar de origem viscosa ( N m -2) 

TI Tensão de atrito total (N m-2
); tensão turbulenta (Reynolds) 

(Nm-2 
) 

T (T) Tensão crítica de arrastamento ( N m -2) Oe' O cr 

TO' T( ç) Tensão de atrito no fundo ( N m -2) 

Txx ' T\.: .. . T:: Componentes do tensor das tensões ( N m-2
) 

V k Número de Courant local aproximado (esquemas de alta 

resolução) (-) 

Q 

ç 

Ijf(Y,z) 

ç 

0(.) 

0(.)/0(.) 

11(.) 

[. ] 

{.} 

Domínio; área (m 2
); vorticidade (S-I); velocidade angular de 

rotação da Terra (rad .1' - 1 ) 

Cota do perfil longitudinal do leito, ou do talvegue (m) 

Função de forma de deformação de uma barragem (::; I ) 

Variação da superfície livre (m); coeficiente de actividade no 

fundo; vector 

Amplitude ,de uma onda sinusoidal (m) 

Ordem de grandeza 

Derivada parcial 

Variação / diferença 

Variável adimensional; aproximação upwind 

Variável adimensional; flutuação 

Matriz 

Vector 

xxxv 



(Página deixada propositadamente em branco)



1. INTRODUÇÃO 

1.1 Enquadramento geral 

Ao longo de milhões de anos foi-se estabelecendo entre nós, que não 

enquadramos uma região particularmente afectada por condições naturais 

adversas, um quase-equilíbrio natural nos meios fluviais , em ambientes 

estuarinos e na orla costeira. Este equilíbrio, que no passado apenas foi 

perturbado pelo dinamismo próprio resultante do balanço entre as acções 

forçadoras, os processos sedimentares e a forma do leito aluvionar, só muito 

recentemente (à escala geológica) começou a ser quebrado por acções de 

origem antropogénica, entendidas estas como as verdadeiras causas, directas 

ou indirectas, que afectam e degradam aquele dinâmico equilíbrio natural. 

Com efeito, imporia notar que na costa portuguesa a construção de 

obras ditas de protecção costeira nem sempre constituiu uma necessidade 

natural; bem pelo contrário, muitas das actuais necessidades de protecção 

costeira resultaram exactamente em consequência de algumas destas obras 

entretanto construídas e com consequências e efeitos não raramente bastante 

nefastos. Naturalmente que a estas obras dever-se-ão juntar muitas outras 

construídas em meios fluviais, e com efeitos foriemente desequilibradores e 

igualmente perniciosos do ponto de vista ambiental. Os permanentes défices 

de sedimentos que afluem ·à orla costeira portuguesa são disso a prova 

evidente. 

Juntando a estas acções, com efeitos mais ou menos localizados, 

outras ocorrências globais, como o previsível aumento de situações de 

tempestades, o degelo das calotes polares e a consequente subida do nível 

médio das águas do mar, julgo mesmo que será pouco realista pensar-se que 

alguma vez ou de alguma forma será possível compensar estes 

desequilíbrios. 

Por conseguinte, esta "batalha" que o homem iniciou na sua tentativa 

de domesticar os regimes naturais poderá tornar-se interminável, mantendo

-se a actual gestão (ou falta dela) essencialmente caracterizada por 

intervenções não planeadas nos meios hídricos. Poder-se-ão contemplar 

situações pontuais, todavia estas nada mais constituirão que simples 

desequilíbrios que a própria natureza se encarregará de reavaliar e 

ultrapassar com evidentes reflexos negativos mais ou menos localizados . 



Os ciclos de erosão-transporte-deposição da generalidade dos princi

pais rios p0l1ugueses, que num passado já não muito recente foram os 

principais responsáveis pela abundante alimentação das extensas zonas 

arenosas vestibulares e litorais, encontram-se hoje em dia muito 

condicionados, essencialmente por limitações impostas ao transp0l1e pelas 

obras hidráulicas (sobretudo as barragens) e pelas extracções dos já escassos 

volumes clásticos em circulação. 

Para uma correcta e sustentável gestão de uma bacia hidrográfica, e 

sob pena de uma contínua e acelerada degradação global das características 

e condições ambientais, urge reequilibrar o sistema repondo os enormes 

volumes sedimentares em défice, devendo para o efeito proceder-se a um 

cuidadoso inventário das extracções de sedimentos no domínio hídrico. 

É igualmente imprescindível proceder à monitorização do transporte 

sólido nas bacias hidrográficas, realizando campanhas de medição que 

possibi I item uma verdadeira caracterização das situações actuais e que 

permitam avaliar as evoluções topográficas recentes dos leitos fluviais, 

identificando os sectores com tendências de assoreamento, estabilização e 

erosão. Tais informações são essenciais como suporte da definição do 

desenvolvimento estratégico e de objectivos específicos. 

Desde já, e como medida de prevenção, é urgente atenuar os efeitos 

de atitudes e acções antropogénicas negativas, "atacando" as causas que dão 

origem a desequilíbrios ambientais mais ou menos irreversíveis. 

Aceitando como necessárias as extracções de sedimentos em meio 

hídrico, tanto por motivos de regularização fluvial e de navegabilidade como 

por razões económicas, nomeadamente para a indústria da construção civi l, 

outro conjunto de questões igualmente pertinentes se levanta; ou seja, 

entendendo aqui as extracções em zonas de deposição não seguidas de 

reposição ou devolução ao meio hídrico em zonas de erosão, como seria 

desejável , importa encontrar respostas para as seguintes questões: Quais 

2 serão os locais de extracção mais apropriados? Que quantidades de sedi

mentos se deverão/poderão extrair e com que frequência? 

Para a selecção dos eventuais locais de extracção de sedimentos 

dever-se-á proceder a uma análise profunda da evolução de cada sistema, 

colhendo na natureza os ensinamentos necessários e, com o apoio de rigoro

sos levantamentos topográficos, aval iar as situações de referência e as 

tendências evolutivas, tendo por base as características geológicas e sedi

mentares dos leitos aluvionares. Após esta fase, e para cada potencial 



conjunto de escolhas, deverão realizar-se simulações físicas e/ou computa

cionais dos processos morfodinâmicos a médio e longo prazos, procurando 

antecipar as respostas de todo o sistema no seu conjunto, desde a nascente 

até à foz. 

A queda da ponte de Entre-os-Rios, no rio Douro, em Março de 2001, 

constitu i u um forte alerta para a necessidade de se manterem actual izados os 

levantamentos topográficos dos leitos, o que apenas se consegue com 

medidas de gestão que passem por uma monitorização, verificação e 

fiscalização permanentes. 

A exploração de grandes empreendimentos com fins múltiplos 

construídos em meios hídricos, de que se destacam as barragens de grandes 

dimensões e as respectivas albufeiras, exige uma correcta coordenação entre 

as diversas entidades com competências na sua gestão, em palticular 

tratando-se de uma obra de regularização fluvial , pelas fortes implicações 

que as "aparentemente simples" medidas de gestão poderão provocar em 

todo o vale situado ajusante do empreendimento. 

Independentemente dos diferentes interesses em jogo, porventura 

antagónicos, está acima de tudo a segurança de pessoas e bens que poderão 

ser potencialmente afectados por uma incorrecta medida de gestão . 

A situação vivida no Baixo-Mondego em Janeiro de 200 I, fundamen

talmente em consequência de uma gestão menos adequada da barragem da 

Aguieira, não pode ser simplesmente esquecida ou ignorada. Bem pelo 

contrário, as ocorrências então vividas demonstraram que a gestão de um 

empreendimento com fins múltiplos em condições de segurança exige a 

conciliação de vários interesses e a procura de soluções "óptimas" que só 

poderão ser encontradas com base em critérios rigorosamente científicos. 

Como sublinha Cunha (2002) "não têm sido cumpridas as recomenda

ções de projecto em termos da cota máxima de exploração da Barragem da 

Aguieira durante o período de Inverno, com as inerentes consequências na 

capacidade de amortecimento dos picos de cheia afluentes a Coimbra". Com 3 

efeito, " nos últimos doze anos, registaram-se por cinco vezes em Coimbra 

caudais que só deveriam ocorrer com uma frequência centenária se existisse 

uma gestão das obras hidráulicas de acordo com o preconizado em projecto; 

daqui resulta um maior desgaste das estruturas hidráulicas do Baixo-Mon-

dego e um maior risco de inundação". 

De facto, verificou-se que os diques do Baixo-Mondego ruíram em 

condições naturais menos extremas do que aquelas para que foram 



projectados, o que comprova, nomeadamente, a falta de manutenção das 

obras existentes com a frequência e a extensão necessárias. Os diques 

encontravam-se fragilizados em vários pontos, em consequência de 

assentamentos e de erosões, nomeadamente as provocadas por cheias 

anteriores. A cobertura vegetal do leito era exagerada, produzindo um 

aumento da rugosidade que terá contribuído para uma redução da 

capacidade de transp0l1e em várias secções do rio. 

Importa ainda sublinhar a natural tendência das populações para 

ocuparem a planície aluvial em consequência da "falsa" sensação de 

segurança que resulta da construção de obras de regularização fluvial. Com 

efeito, não é admissível que obras com carácter permanente e uma impor

tante função social sejam construídas em áreas de elevado risco, como 

sejam, por exemplo, os casos da ETAR de Ribeira de Frades e o Quartel dos 

Bombeiros de Montemor-a-Velho, que foram inundados em consequência 

das cheias de Janeiro de 200 I. 

É obviamente importante implementar obras de protecção contra 

cheias, mas é igualmente necessário sensibilizar as comunidades humanas 

em condições de serem (ou virem a ser) potencialmente afectadas. Em cada 

caso particular, os estudos a desenvolver deverão ter fundamentalmente dois 

objectivos: a delimitação de áreas susceptíveis de serem inundadas com 

determinado grau de risco e a determinação de valores para utilização em 

tempo real, com finalidades operacionais de gestão dos sistemas fluviais, 

incluindo o funcionamento de sistemas de alerta e aviso de cheias. 

A Figura 1.1, obtida em 30 de Janeiro de 200 I , revela claramente a 

violência da cheia ocorrida em 29 de Janeiro, de que resultaram elevados 

prejuízos e as graves consequências que esta imagem permite adivinhar. 

No período de 26 a 30 de Janeiro desse mesmo ano verificaram-se 14 
rupturas nos diques do Baixo-Mondego - no Canal Principal , sobretudo na 

margem esquerda, e no Leito Periférico (Montemor-o-Velho) - e o rápido e 

4 violento alagamento dos campos, como se documenta na Figura 1.2. 

Como ficou claramente expresso no Relatório Final elaborado pelo 

Grupo de Trabalho constituído pela Ordem dos Engenheiros (Região 

Centro) para a anál ise das cheias ocorridas naquele período, estas terão 

acontecido devido a um comportamento hidrológico inesperado do rio Ceira, 

"provavelmente resultante da excessiva desflorestação das encostas 

produzida pela dramática sucessão de incêndios e/ou por uma política de 

ordenamento florestal e agrícola inexistente ou inadequada" e, nomeada-



mente, devido à "forma de operação da Aguieira" e à "fragilização da obra do 

Baixo-Mondego". 

Figura 1.1 - Vista aérea, mostrando ao fundo a planície aluvial completamente 

inundada e, em primeiro plano, a povoação de Ereira já convertida em 

ilha (foto de A. Carriço, 2001/01/30, publicada em Cunha, 2002). 

Figura 1.2 - Panorama da ruptura no dique direito do Canal Principal (Baixo 

Mondego), junto a Santo Varão (foto de A. Carriço, 2001/01 /30, 

publicada em Cunha, 2002). 
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Nesta conformidade, entre outros aspectos, aquele Relatório 

recomenda: i) que seja assegurada a manutenção regular e efectiva do 

sistema de regularização do Baixo-Mondego; ii) que sejam reavaliadas as 

condições de operação do sistema Aguieira-Fronhas; iii) que seja montado 

um sistema de gestão em tempo real, e iv) que, enquanto outra especificação 

não for convenientemente justificada, seja rigorosamente seguido o proto

colo de operação actualmente em vigor para as barragens da Aguieira e de 

Fronhas. 

Um facto relevante constatado na generalidade dos Planos de Bacia 

Hidrográfica, cujas primeiras gerações foram concluídas e publicadas nos 

anos de 2000 e 200 I, prende-se com uma gritante falta de qual idade das 

águas superficiais em todos os rios portugueses. Esta constatação é ainda 

mais relevante se se atender ao facto de a qualidade destas águas vir 

sistematicamente a piorar, apesar das campanhas de sensibilização e de 

alguma "aparente" fiscal ização que tem vindo a ser implementada, 

designadamente por força do cumprimento de legislação da União Europeia. 

A título de exemplo, apresenta-se na Figura 1.3 o estado de qualidade 

das águas destinadas à produção de água para consumo humano, fins 

aquícolas, balneares e de rega, em várias estações si~uadas na bacia do rio 

Mondego, em Junho de 2001 (DRAOT-Centro, Plano de Bacia Hidrográfica 

do Rio Mondego). 

I ~ 
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Figura 1.3 - Estado de qualidade das águas destinadas á produção de água 

para consumo humano, fins aquícolas, balneares e de rega 

(Plano de Bacia Hidrográfica do Rio Mondego) . 



Constata-se que, na totalidade das estações, as águas são impróprias 
para rega e, com excepção da Ponte de Penacova, em todas as restantes 

estações as águas são igualmente impróprias para fins balneares. 

Esta situação terá necessariamente de ser invertida. Por um lado, 
porque sendo a água um recurso cada vez mais escasso, não podemos deixar 

de o preservar; por outro lado, porque a obrigatoriedade do cumprimento da 

Directiva-Quadro da Água a isso nos vai obrigar. Com efeito, esta Directiva 
estabelece um Quadro de Acção Comunitária no Domínio da Política da 

Água na União Europeia, constituindo um instrumento de importância 
primordial para a protecção das águas interiores, de superfície e subter

râneas, estuarinas e costeiras, de modo a assegurar as utilizações da água em 
boas condições de quantidade e qualidade. 

A estratégia adoptada na Directiva-Quadro da Água visa atingir um 

nível elevado de protecção do ambiente, aplicando os princípios da 

precaução e a acção preventiva, da correcção, prioritariamente na fonte, dos 
danos ambientais e do poluidor-pagador. 

Esta Directiva-Quadro privilegia a gestão integrada dos recursos 

hídricos no quadro de bacias hidrográficas definidas pelos respectivos 
limites topográficos (podendo as pequenas bacias hidrográficas ser agrupa
das numa única região hidrográfica, ou agrupadas a bacias hidrográficas 
contíguas de maior dimensão), independentemente dos Estados-membro e 
dos limites administrativos, englobando, assim, todos os meios hídricos de 
uma mesma bacia hidrográfica: rios e canais, lagos e a~bufeiras, aquíferos, 

estuários e águas costeiras. 
A Directiva-Quadro da Água é assim um documento de referência 

fundamental, que envolve a análise e a monitorização dos impactos das 

actividades humanas sobre as águas e, designadamente, a análise económica 

e a aplicação de um regime financeiro às utilizações das águas. 
A actividade humana nestas matérias tem sido lamentavelmente 

caracterizada, entre nós, pelo desperdício, pelo planeamento e gestão 7 

desadequados, por intervenções inapropriadas em leitos fluviais, por 
incorrectas práticas agrícolas e florestais, pela exploração desenfreada de 
aquíferos, pela poluição industrial, pela insustentável pressão sobre o litoral, 
etc. Importa, naturalmente, inverter esta tendência, criando por um lado os 
instrumentos legais necessários, tendo por base a Directiva-Quadro da Água, 
e desenvolvendo, por outro, as ferramentas técnicas para apoio a tomadas de 

decisão. 



É neste contexto, procurando de algum modo contribuir para dar 

resposta a estas e outras preocupações em domínios da Hidráulica Fluvial e 

do Ambiente, que surge esta obra, cujos enquadramento mais específico, 

objectivo e âmbito se apresentam na secção seguinte. 

1.2 Enquadramento específico, objectivo e âmbito 

Já não são propriamente recentes os princípios, ou modelos 

matemáticos, comummente utilizados em domínios da Hidráulica Fluvial. 

Com efeito, decorreram já mais de dois séculos desde a publicação de Euler 

"Principes géneraux du mouvement des fiuides" e do nascimento de Barré 

de Saint-Venant, que em Julho de 1871 apresentaria na Academia de 

Ciências de Paris o célebre trabalho "Theory of unsteady water fiow, with 

application to river fioods and to propagation of tides in river channels"; 

um ano mais tarde, em 1872, apareceria o não menos notável trabalho de 

Boussinesq "Théorie des ondes et des remous qui se propagent le long d'un 

canal rectangulaire horizontal". 

No decurso destes dois últimos séculos, os engenheiros, que num 

passado ainda mais longínquo aprenderam a projectar e a construir com base 

na experiência acumulada e em conhecimentos mais ou menos empíricos, 

foram assimilando as teorias introduzidas pelos matemáticos. A pouco e 

pouco, com o tratamento abstracto do movimento da água, outras necessida

des e mais vastos ' horizontes se abriram para novas e mais profundas 

experiências. Estas necessidades foram sendo satisfeitas pelo trabalho de 

numerosos investigadores e cientistas. Após as necessárias adaptações da 

teoria para aplicações práticas correntes, e recorrendo ao uso intensivo dos 

novos instrumentos que foram surgindo, o engenheiro vê-se agora confron

tado com uma nova realidade : a de executar trabalhos modernos de 

tecnologia avançada para uma sociedade crítica, com investigadores e 

8 cientistas de várias formações a debruçarem-se sobre temas que eram 

tradicionalmente do incontestado domínio do engenheiro. 

Como ficou claro na breve abordagem apresentada em 1.1 

Enquadramento geral, pela diversidade dos temas tratados, a necessidade de 

se reunirem equipas multidisciplinares para o estudo e tratamento dos 

diversos problemas que surgem no âmbito da Hidráulica Fluvial e Ambiente 

é hoje comummente aceite. 



Embora reconheça essa realidade, o autor desta obra não pretende 

abordar as questões de natureza interdisciplinar; antes, porém, limita-se a 

compilar de forma compreensiva um conjunto de informação dispersa e a 

sugerir instrumentos úteis para o estudo de potenciais ocorrências e 

intervenções em domínios da Hidráulica Fluvial e do Ambiente. 

Os desenvolvimentos dos temas aqui apresentados resultam em 

grande parte da sua experiência enquanto docente e investigador, com 

paliicipação activa em mais de uma dezena de projectos de investigação 

científica e várias dezenas de trabalhos publicados em domínios das 

Hidráulicas Fluvial e Marítima. 

Os temas são abordados nas perpectivas teórica e prática, mas tendo 

sempre em vista as necessidades e aplicações correntes. Nesta conformi

dade, são resolvidos vários exercícios de aplicação e facultados programas 

informáticos na sua totalidade em versão executável , ou, em parte, em 

. versão fonte, ao longo do texto e Anexos. 

Sendo a Hidráulica Fluvial um capítulo da Hidráulica que trata do 

estudo dos escoamentos em canais artificiais e naturais tendo uma superfície 

livre submetida à pressão atmosférica, são várias as questões que, em geral, 

se colocam ao engenheiro envolvido nesta área do saber. Importa assim 

distinguir os campos ou formas de intervenção em cada um destes grandes 

domínios : canais artificiais e canais naturais . 

• Canais artificiais 

São os cursos de água construídos pelo homem sobre (ou sob) terra, 

tais como: os canais a céu aberto (canais de navegação, de adução e 

descarga, de irrigação e drenagem) ou os canais cobelios nos quais os 

líquidos não preenchem a totalidade da secção (túneis hidráulicos, 

aquedutos, drenos e esgotos). As questões neste âmbito são frequentemente 

apresentadas sob as seguintes formas : 

- Conhecidos o caudal a transportar e a inclinação longitudinal, determi

nar a forma e as dimensões do canal. 

- Conhecidos o caudal a transportar e as inclinações do fundo e das 

paredes de um canal a construir em material com determinada 

granulometria, calcular as dimensões do canal e as camadas de 

protecção por forma a evitar erosões no fundo e nas paredes. 

9 
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- Analisar os compoliamentos e calcular as sobrelevações resultantes da 
existência de curvas, estreitamentos, alargamentos, desvios angulares, 
abertura de comportas, etc. 

As propriedades hidráulicas destes canaIs são geralmente bastante 

regulares. A aplicação da teoria hidráulica dá normalmente resultados 
realistas . 

• Canais naturais 

São os cursos de água que existem naturalmente sobre (ou sob) terra, 
tais como: torrentes, ribeiras, rios e alguns estuários. As principais 

intervenções neste domínio são frequentemente apresentadas sob as 
seguintes formas: 

- Projectar obras de regularização fluvial, ou seja, determinar as 
características geométricas dos rios, ou canais de fundo móvel em 
equilíbrio, a partir do caudal que se escoa em regime permanente e das 

dimensões do material de fundo. 

- Analisar as implicações na hidrodinâmica e as alterações nos fundos 
aluvionares resultantes da construção de obras de desvio, barragens, 

diques, açudes, esporões, pilares de pontes, etc. 

- Analisar a evolução das ondas de cheia e definir as zonas de inundação 

resultantes de: i) precipitações intensas; ii) abertura de comportas; iii) 
ruptura de barragens, etc. 

- Analisar a evolução da qualidade da água e avaliar os impactos 
ambientais resultantes de desc~rgas de efluentes no sistema de 
drenagem. 

As propriedades hidráulicas destes canaIs são geralmente bastante 

irregulares . A aplicação da teoria hidráulica apenas permite obter resultados 

aproximados, calculados a paliir de hipóteses simplificativas. 

1.3 Tipos e regimes de escoamento 

Dada a importância capital de que se revestem, particularmente ao 
longo desta obra, estes aspectos são aqui abordados, ainda que de forma 

necessariamente breve. Os escoamentos são classificados segundo as 
variações das suas principais propriedades (profundidade e velocidade) em 

relação ao tempo e ao espaço. 



• Variação em tempo 

O escoamento diz-se permanente se as velocidades média e instan

tânea, bem como a profundidade, permanecerem invariáveis no tempo em 

grandeza e direcção; nesta conformidade, o caudal permanece constante 

entre todas as secções do canal. O escoamento diz-se não permanente ou 

variável se a profundidade, bem como os restantes parâmetros do escoa

mento, variarem com o tempo; nestas circunstâncias o caudal deixa de ser 

constante . 

• Variação em espaço 

O escoamento diz-se uniforme se a profundidade e todos os restantes 

parâmetros se mantiverem invariáveis em todas as secções do canal; nestas 

circunstâncias, as linhas do fundo e da superfície livre são paralelas. O 

escoamento diz-se não-uniforme, ou variado, se a profundidade e os 

restantes parâmetros variarem de uma secção para outra. Um escoamento 

não uniforme pode ser permanente ou não permanente. 

Um escoamento diz-se gradualmente variado se a profundidade e os 

restantes parâmetros variarem muito lentamente de uma secção para outra. 

Um escoamento diz-se rapidamente variado se a profundidade e os restantes 

parâmetros variarem rapidamente, por vezes com descontinuidades. 

No escoamento de um fluido real com superfície livre há a considerar 

as forças de inércia, gravíticas e de atrito, de que nos ocuparemos mais 

adiante. As equações do movimento fazem intervir os seguintes parâmetros 

adimensionais: número de Froude (F,.) e número de Reynolds (Re); em 

função destes dois parâmetros, os escoamentos classificam-se em: 

- fluvial - laminar F,. < I R e < 500 

- fluvial - turbulento F,. < I Re > 2000 

- torrencial - Iam inar Fr >1 Re < 500 

- torrencial - turbulento Fr > I Re > 2000 

1.4 Metodologia 

Tendo como objectivo a resolução prática de problemas relativos à 
Hidrodinâmica, à Dinâmica Sedimentar, a Obras de Regularização Fluvial e 

à Qualidade da Água em Ambientes Fluviais, abordam-se neste capítulo 

(Capítulo 1), ainda que de forma breve, algumas das questões pertinentes a 
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que importa dar respostas com base em critérios científicos, procurando 

reduzir ao mínimo o grau de incel1eza que alguns dos factores e parâmetros 

em causa não deixam de comportar. 

No Capítulo 2 abordam-se aspectos relativos às relações de semelhan

ça em modelação física e confrontam-se as modelações física e numerica, 

numa perspectiva de inter-dependência e c9mplementaridade. Em função 

dos objectivos da modelação numérica, abordam-se as correspondentes 

limitações, as capacidades e as perspectivas de evolução. Termina este 

capítulo com uma análise global dos processos de drenagem e erosão numa 

bacia hidrográfica. 

No Capítulo 3 apresentam-se vários modelos matemáticos para 

estudos da hidrodinâmica em meios fluviais, descrevem-se algumas soluções 

analíticas básicas e discutem-se modelos numéricos de resolução das 

equações com base no método das características, em métodos de diferenças 

finitas e num esquema de elementos finitos. É ainda apresentada uma breve 

abordagem a esquemas de alta resolução das equações diferenciais. 

O Capítulo 4 é dedicado ao estudo das solicitações hidrodinâmicas 

resultantes de duas das principais causas que, em fase de exploração, podem 

conduzir à ruptura de uma barragem (a actuação de um sismo e o 

deslizamento de um talude situado numa encosta ou no fundo da albufeira), 

sendo ainda apresentada uma metodologia para a avaliação das potenciais 

consequências dessa ruptura, incluindo os correspondentes mecanismos de 

geração e propagação da onda de cheia resultante. 

No Capítulo 5 são abordados conceitos básicos sobre o início do 

movimento de sedimentos e o cálculo de caudais sólidos transportados por 

arrastamento e em suspensão. São apresentadas as formulações matemáticas 

(clássica e alternativa) de modelos de transporte sedimentar e são descritos 

dois modelos matemáticos, um modelo unidimensional (10H) e outro 

bidimensional (20H) em planta. Após breve descrição e implementação dos 

correspondentes esquemas numéricos, são desenvolvidos alguns exemplos e 

apresentados resultados de aplicações destes modelos. 

No Capítulo 6 tecem-se algumas considerações sobre as principais 

medidas preventivas e correctivas comummente utilizadas com objectivos de 

prot~cção contra cheias, e descrevem-se as alterações provocadas por vários 

tipos de intervenções humanas nos meios hídricos. São apresentadas 

soluções para o dimensionamento de secções transversais de canais aluviais 



estáveis e resumem-se algumas das principais formulações existentes para o 

cálculo de profundidades máximas de erosão junto de obstáculos implan

tados em domínios fluviais . 

o Capítulo 7 é dedicado ao estudo dos efeitos de descargas em 

correntes naturais, sendo apresentados os principais modelos matemáticos 

para difusão e dispersão de matéria. São analisados modelos analíticos em 

regime permanente de um única substância conservativa e não-conservativa 

e modelos de escoamento variável em regimes laminar e turbulento, 

considerando descargas instantâneas e contínuas. Por fim, apresenta-se um 

modelo numérico · para o cálculo da evolução da concentração de um 

poluente ao longo de um curso de água, considerado unidimensional no 

plano horizontal. 

Por último, abordam-se no Capítulo 8 aspectos essenciais sobre os 

principais parâmetros e processos biológicos e químicos normalmente 

utilizados em modelos de qualidade da água. Analisam-se alguns dos 

principais constituintes conservativos e não-conservativos, e descrevem-se 

os ciclos do carbono, do fósforo, do azoto e do oxigénio dissolvido. 

Discutem-se soluções analíticas para fontes pontuais isoladas e múltiplas e 

fontes distribuídas. Apresenta-se a estrutura geral de um modelo de 

qualidade da água de um rio (modelo IDH) e as estruturas de outros 

modelos específicos para diferentes domínios e aplicações, tais como: 

albufeiras e lagos profundos (modelo IDV); estuários pouco estratificados 

(modelo 2DH); e, estuários com importantes estratificações e regiões 

costeiras (modelo quase-3D). 
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2. MODELAÇÃO EM HIDRÁULICA 

Abordam-se aspectos relativos às relações de semelhança em modelação 
física de fenómenos puramente hidrodinâmicos sobre fundos fixos e à 
modelação de fundos móveis, onde a quantificação dos efeitos de escala não é 
simples e está ainda hoje longe de ser completamente dominada. Distinguem
-se os modelos físicos de fenómenos em que o processo dominante é devido à 
corrente e aqueles em que a onda tem uma importância acrescida. 
Confrontam-se as modelações física e numérica, numa perspectiva de inter
-dependência e complementaridade. Em função dos objectivos da modelação 
numérica, abordam-se as correspondentes limitações, as capacidades e as 
perspectivas de evolução. Consideram-se aplicações e análises de processos 
sedimentares e de qualidade da água em diferentes domínios. Apresenta-se 
uma análise global dos processos de drenagem e erosão numa bacia 
hidrográfica. 

2.1 Considerações gerais 

Para apoio ao projecto de grandes obras hidráulicas construídas na 

rede de drenagem de um bacia hidrográfica, seja para efeitos de 

regularização fluvial, produção de energia eléctrica, irrigação de grandes 

áreas, abastecimento de água a populações, ou ainda com finalidades 

recreativas e/ou de lazer, deverá, em geral, recorrer-se a uma das seguintes 

vias: 

- considerar experiências anteriores e a semelhança com sistemas 

similares; 

- utilizar a via analítica e o uso de modelos numéricos; e, 

- realizar experiências em modelo físico. 

A combinação da experiência acumulada no passado com desenvol

vimentos teóricos e o recurso à análise dimensional poderá permitir 

encontrar soluções suficientemente satisfatórias para alguns dos problemas 15 

reais, como é, em geral, o caso de estruturas hidráulicas convencionais, 

estações de bombeamento e turbinagem, etc. Trata-se de uma via fundamen

talmente empírica. 

O recurso a modelos numéricos é a via mais recente, sendo também a 

mais cómoda, a mais rápida e ainda a mais barata. Constitui, hoje em dia, o 

procedimento mais comum, em paI1icular quando as análises se restringem a 

aspectos hidrodinâmicos. 



No entanto, qualquer destas vias nem sempre permite traduzir com o 

necessário rigor muitos dos fenómenos que ocorrem no meio hídrico, 

nomeadamente quando estão em causa escoamentos fortemente turbu lentos, 

o desenvolvimento de importantes camadas limite de fundo, fenómenos de 

separação e cavitação, ou ainda tratando-se de analisar processos sedimen

tares e a evolução de fundos móveis. 

Imperativos de ordem económica têm conduzido a um progressivo 

desinvestimento das instituições com fortes tradições e competências em 

modelação física, e ao seu consequente abandono, em detrimento da 

modelação numérica. Este compoltamento tem vindo a acentuar-se 

fundamentalmente nas últimas duas décadas, em estreita consonância, aliás, 

com os crescentes desenvolvimentos dos métodos numéricos e os 

exponenciais ritmos de evolução da indústria informática (hardware e 

software). 
Importa inverter esta tendência. O recurso à modelação numérica não 

deve nem pode limitar-se à "cega" aplicação de um modelo numérico, ainda 

que este utilize um adequado e correcto procedimento para a resolução do 

apropriado modelo matemático para a análise do fenómeno físico que se 

pretende simular. Demonstra-se em Antunes do Carmo (1999) como pode 

ser imprudente a interpretação de resultados de simulações numéricas, e as 

consequentes extrapolações para protótipo, se não houver uma prévia 

análise crítica desses mesmos resultados e, nomeadamente, a utilização de 

outras vias de análise para efeitos de validação. 

Apesar do forte incremento que a modelação numérica sofreu nas 

últimas décadas, em resultado da enorme revolução informática e do 

acentuado desenvolvimento dos métodos numéricos, é um profundo erro 

admitir que é possível prescindir da modelação física. Com efeito, para 

muitos problemas reais continua a não haver soluções analíticas e numéricas 

suficientemente poderosas para se prescindir do contributo de outras vias, as 

16 quais devem ser sobretudo encaradas como abordagens complementares, em 

vez de vias alternativas. 

Importará, isso sim, rever o contexto mais alargado do uso da 

modelação física, recorrendo para o efeito a melhores técnicas e a mais 

sofisticados equipamentos de medição, orientando-a também para as novas e 

mais exigentes necessidades que as modelações matemática e numérica 

impõem. 



Qualquer das abordagens (modelação física e modelação numérica) 

permite aos engenheiros e cientistas analisar diferentes pontos de vista e 

adquirir conhecimentos complementares sobre os processos envolvidos. Por 

outro lado, o processo de calibração de um modelo, igualmente necessário 

em ambas as abordagens, não só fornece boas indicações de causa-efeito 

como permite evidenciar aspectos menos bem estudados, não compreen

didos ou indevidamente considerados. 

A complementaridade destas duas vias de análise deverá assim ser 

encarada tanto do ponto de vista científico, através do estudo dos processos 

e calibração dos modelos numéricos, como do ponto de vista de projecto, 

cuja solução final poderá ser significativamente melhorada e os custos do 

modelo físico e da obra poderão ser francamente reduzidos, na fase de 

selecção das vár ias hipóteses de teste e de soluções alternativas, recorrendo 

à modelação numérica. 

Exemplificam-se em seguida alguns problemas cuja resolução apenas 

se torna possível recorrendo à experimentação - modelação física. 

Analisam-se posteriormente aspectos particulares relativos à modelação 

numérica, considerando abordagens a diferentes escalas, com aplicações aos 

domínios sedimentar e de qualidade da água. 

2.2 Modelação física 

Incluem-se nesta secção problemas relativos à modelação de 

escoamentos em canais artificiais e rios, com fundos fixos e móveis, docas, 

portos, estuários e ainda estruturas hidráulicas correntes. Nesta confor

midade, distinguem-se modelos para estudos da hidrodinâmica e da 

dinâmica sedimentar. Em relação aos primeiros, distinguem-se ainda 

modelos em que o processo dominante é devido a correntes e aqueles em 

que a onda tem uma importância acrescida (casos de portos e estuários) . 

2.2.1 Modelos de rios 

Poderão construir-se modelos de rios para o estudo do comportamento 

hidrodinâmico face a eventuais alterações do seu leito (rectificações, 

rebaixamentos, estreitamentos, alargamentos, etc.), em torno de obstáculos, 

ou ainda para a definição de zonas de inundação (mapeamentos), etc. Nestes 

casos, o estudo poderá, em geral, ser realizado considerando o fundo fixo . Já 

o estudo dos processos morfodinâmicos exige a construção de um modelo 
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com fundo móvel, constitujdo por partículas com determinadas massas 

volúmicas, dimensões e granulometrias. 

Se as relações de semelhança em modelação física dos fenómenos 

puramente hidrodinâmicos sobre fundos fixos estão já hoje bem 

estabelecidas e perfeitamente testadas (com algumas excepções, como por 

exemplo a cavitação e o emulsionamento e arrastamento de ar), o mesmo 

não pode dizer-se relativamente à modelação de fundos móveis, onde os 

efeitos de escala não estão ainda hoje tão bem dominados e nem são simples 

de quantificar. 

Na literatura da especialidade podem ser encontradas elevadas gamas 

de relações de escala para a modelação dos processos morfodinâmicos . De 

um modo geral , todas estas relações resultam dos processos físicos envol

vidos, procurando assegurar a mesma relação de grandeza protótipo(P)/ 
modelo(M) no processo considerado dominante. Todavia, esta é uma tarefa 

impossível de cumprir em modelos de fundo móvel em virtude das 

complicações adicionais resultantes das interacções fluido-sedimento, sendo 

sobretudo necessário fazer um esforço no sentido de procurar reproduzir o 

processo dominante. 

Os modelos poderão ser distorcidos ou não-distorcidos. Um modelo 

não-distorcido é geometricamente similar ao protótipo; por conseguinte, é 

construído com a mesma escala (AL ) para as dimensões horizontal (segundo 

x) e vertical (segundo z) . Um modelo distorcido é construído com diferentes 

escalas nas direcções x e z (A, -::f. A:, em geral com A, ~ A: ), para reduzir 

custos e o espaço necessário. Importa, todavia, referir que um modelo 

distorcido não poderá traduzir correctamente o comportamento do 

transporte sedimentar no protótipo. 

Como critério para a selecção da escala do modelo físico é usual 

começar por estimar a menor escala do modelo que assegure a condição de 

escoamento turbulento completamente desenvolvido. Esta condição verifica-

18 -se apenas para números de Reynolds superiores a um certo valor mínimo; 

valor este que não é constante. Com efeito, é função da rugosidade relativa, 

A/ z" como resulta das experiências de Nikuradse para escoamentos em 
condutas ou ainda, para o caso de ondas, como se mostra na Figura 2.1, a 

qual representa o coeficiente de atrito devido à onda, 1.,., em função do 

número de Reynolds (R", = U A / v) e da rugosidade relativa, sendo u a 

amplitude da velocidade da onda, A a amplitude orbital da onda na fronteira 

superior da camada limite de fundo e Z o = K N / 30 (para escoamentos 



turbulentos), sendo K N a rugosidade equivalente de Nikuradse, podendo 

tomar-se em primeira aproximação K\ = 2. SDso ' 
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o o 
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A/~ = lOIS 

Figura 2.1 - Coeficiente de atrito devido à onda, em função do número de 

Reynolds (R .,. ) e da rugosidade relativa (A / z. ). Todos os 

regimes de escoamento (laminar, transição e turbulento) 

(adaptado de Antunes do Carmo et ai., 2003). 

Definindo o número de Reynolds relativo à rugosidade como, 

u. k,. 
(2.1 ) 

v 

em que u. é a velocidade de atrito no fundo (u. = ~To/ p), com 

To = r R" J "" r h I , admitindo regime uniforme e um rio suficientemente 

largo; k, representa a dimensão característica da rugosidade e v é a 

viscosidade cinemática do fluido. Verifica-se que apenas ocorre turbulência 

completamente desenvolvida para valores de Re superiores a 70. Considera- 19 

-se, em geral, o regime uniforme, vindo u. = ~ g R" I em que I representa o 

declive do talvegue. Representando a velocidade de atrito e o número de 

Reynolds no protótipo por u;' e R:, respectivamente, e os equivalentes no 

modelo definidos por u~ e ReM , ter-se-ão: 

U;' = Àv U;' , k:1 = À
L 
k:' e R:1 = u;'" k:1 

= (Àv u;' XÀ L k:') ~ 70 
v v 
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Por outro lado, atendendo à semelhança de Froude, "'y = ",~2 , e 

considerando um rio suficientemente largo e um modelo não-distorcido ter
-se-á ", 1/2 = ", 1/2 donde 

R L' , 

2/3 

~J/2 RI' > 70 . d ~ (70) ou seja, /\'L e - , VIl1 O /\' L ~ R: 
De igual modo, ter-se-ão para a largura e para a dimensão vertical : 

Em geral , estas condições, estabelecidas para um modelo não-distor

cido, conduzem a dimensões incompatíveis com o espaço disponível para a 

construção do modelo físico . Por conseguinte, recorre-se a um modelo 

distorcido , mantendo, em geral , a escala vertical e reduzindo a largura para 

um valor normalmente superior a 5 vezes a altura do modelo (Chadwick & 

Morfett, 1993), isto é, B M > 2 · (2 .5 • hl'), da qual resulta uma nova escala 

para as dimensões horizontais. Ter-se-á, portanto, B M > "'x B I
' e 

B M > 5 h l' , tomando-se assim para a nova escala horizontal um valor que 

satisfaça a seguinte condição: 

Em consequência, resultam para as restantes escalas e variáveis: 

'" '" =_Y vindo J M = ", )J I' 
) ",' 

x 

~ - ~ ~ ~ - ~ 1/2 ~ ~ _ ~ 3/2 ~ d d Q M - ~ Q I' 
/\' Q - /\' y /\'8 /\' Y - /\' Y /\' , /\' Y - /\' Y /\' " on e - /\' Q 

Nestas condições, como foi já referido, o modelo não deverá repro

duzir correctamente a variação da profundidade com a distância. Serão 

assim necessários ajustamentos no modelo, que passam por uma calibração 

da rugosidade do fundo (k:1 
) até se obter um razoável grau de aproximação 

aos valores de protótipo. 

Em primeira aproximação, a escala para a rugosidade poderá obter-se a 

pal1ir da fórmula empírica de Manning-Strickler u = k, Rt t /2
, vindo 

"'u = "'k. "' ~,~ ",:/2, com k , = 26/ D106 no caso de fundo móvel, representando 



D90 o diâmetro dos sedimentos (expresso em m) para o qual os elementos 

com diâmetros inferiores perfazem 90 % do peso da amostra. 

Considerando um factor de distorção dado por r = À L / Àv e um rio 

suficientemente largo, obtém-se para a rugosidade do modelo Àk. = À y r 3 
, 

donde k, = ÀL r 4 
• Como h = rÀ L resulta (kj h) M = r 3

, ou seja, a rugosidade 

re lativa de um modelo distorcido terá de ser superior à do protótipo . 

Exemplo 2.1: 

Pretende-se melhorar as características de funcionamento de um troço 

de rio com 8 km de comprimento e 200 m de largura. Por razões de custo e 

espaço disponível , fixam-se a escala horizontal igual a 100 e a escala vertical 

igual a 40 . O material de fundo do rio (protótipo) é areia com D = 2 mm . 

Neste troço do rio escoa-se um caudal líquido Q = 1700 m 3 
S - I , com uma 

velocidade U = 1.15 m S ·I e um caudal só lido Q, = 1650 m 3 dia -I. O material 

de fundo móvel é reproduzido no modelo por baquelite com as seguintes 

características: Ps == 1400 kg m·3 e (D) M = 0.70 mm. 

a) Verificar se a escala do material de fundo móvel satisfaz a 

semelhança de Fraude. 

b) Determinar o comprimento, a largura e a altura do modelo físico , 

bem como os valores do caudal líquido, da velocidade do 

escoamento e ainda uma ordem de grandeza do caudal sólido a 

esperar no modelo físico . 

Resolução: 

a) De acordo com a fórmula de Manning-Strickler, para um fundo 
móvel tem-se U = (26/ k:/6 

) h 2/3 / 1/2 ,donde: (rÀ
L 
t = k;1/6 (rÀ

L 
)2/3 (r )1/2 

~ k, = r
4 

ÀL' ou seja, (k, t = r 4
ÀL (k, r . Por conseguinte, com 

(k, t == (D t' = (2.5 4 /100),2 = 0.78 mm . 

Como se verifica, de acordo com as hipóteses admitidas, o valor 

adoptado [(D) M = 0.70 mm] para o material de fundo não respeita 

integralmente a semelhança de Fraude. Naturalmente que as escalas 

das restantes variáveis serão influenciadas, pelo que os valores 

correctos destas escalas só serão encontrados após calibração do 

modelo físico . Mesmo respeitando integralmente aquela semelhança, 

os valores finais a adoptar, em paliicular tratando-se de modelos 

distorc idos, só serão rigorosamente conhecidos após calibração e 
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validação do modelo físico. Esta fase de operação do modelo físico é, 

em geral , sempre necessária. 

Para dar início às operações de calibração e validação do modelo, que 

antecedem a fase de simulação propriamente dita, consideram-se 

valores teóricos aproximados obtidos com base na semelhança de 

Froude e eventualmente noutras semelhanças que mais adiante se 

expõem . 

b) Comprimento, L: (L t = ÀL (L)" = (1/1 00 ).8000 = 80 m 

Largura, B: (Bt' =ÀI.(B)" =(I/ 100).200=2.0m 

Altura, h: (h t = r ÀL (h)" = (2.5/100 ).5.70 = 0.14 m 

Caudal líquido, Q = UA : Ào = ÀUÀ A = (r ÀJ /2 (r ÀJÀL = r 3/2Àt , 
vindo, Q M = (r 3

/
2Àt ) QP =(2.5 1 5/100000) , 1700",,0.0672 mJs· 1 

Velocidade, U: "' u = (r "'L )1/2 => (ut = (r "'L)V2 (uy, donde, 

(ut ",,0.18 ms·1 

Caudal sólido: Q, = f(BU 3 )~ Ào = ÀL (rÀL )3/2 = r 3/2 À~2 , ou seja, 

(Q, t = (r 3/2 Àt XQ,)" = (2.5 15/100 2 5
) · 1650"" 0.065 m 3 dia - I 

2.2.2 Modelos de portos e estuários 

No projecto de docas, pOlios, obras de protecção costeira, obras de 

descargas de águas residuais em estuários e águas costeiras através de 

exutores submarinos, etc ., recorre-se com alguma frequência à modelação 

física, embora a aplicação de modelos numéricos com base em elementos 

finitos tenha vindo a impor-se gradualmente nas últimas duas dezenas de 

anos e terá já hoje uma posição dominante. De qualquer modo, para estudos 

complementares de apoio, nomeadamente de calibração dos modelos 

numéricos, e ainda em zonas particularmente sensíveis, a modelação física 

continua a ter um importante papel a desempenhar. 

Estas obras terão de ser projectadas para resistirem aos efeitos das 

ondas de maré e à agitação marítima devida à acção do vento, entre outras 

acções. Estes dois importantes efeitos na zona costeira são devidos à 

propagação de ondas com diferentes características . Assim a onda de maré é 

designada por longa, enquanto as ondas de superfície devidas à actuação do 



vento se designam por ondas curtas. Para a classificação destes dois tipos de 

ondas recorre-se ao parâmetro L/h, sendo L o comprimento de. onda e h a 

profundidade, o qual toma valores superiores a 20 para ondas longas e 

valores inferiores a 2 para o caso de ondas curtas. 

As principais características de uma onda são: i) os termos 

geométricos: altura da onda (H), comprimento de onda (L), número de onda 

(k) e profundidade (h), e ii) os termos temporais: período (1), frequência (w) 

e celeridade (C). Outros parâmetros igualmente importantes para descrever o 

movimento bidimensional de uma onda progressiva são a aceleração da 

gravidade (g) e a velocidade hor izontal do escoamento (u). Muitos destes 

parâmetros estão inter-relacionados. Assim, por exemplo, a frequência está 

relacionado com o período (w = 2n / T) e o número de onda relaciona-se 

com o comprimento de onda (k = 2n / L), bem como com a celeridade 

através das seguintes relações: C = L / T = w / k. O comprimento de onda 

relaciona-se ainda com g, T e h através da re·lação de Airy 

L = {gT 2 /(2n)} tanh (2n h/ L) . Uma outra igualdade igualmente importante 

que relaciona a profundidade (h) com o comprimento de onda (L) e com a 

frequência (w), sendo designada por relação de dispersão, escreve-se 

w 2 /(g k) = tanh kh . 

Em função dos campos de aplicação, existem diversas teorias das 

ondas. De acordo com a teoria linear, a componente horizontal da 

velocidade é dada por: 

Hw cosh kz (Ia: ) u = cos - wt 
2 cosh kh 

(2.2) 

Recorrendo à análise dimensional mostra-se que os principais 

parâmetros adimensionais que caracterizam os efeitos das ondas são os 

números de Froude, Ursell, Reynolds, Strouhal, Keulegan-Carpenter, Euler 

e Weber, embora com impol1âncias relativas em função dos objectivos de 

cada modelo. Estes adimensionais têm as seguintes expressões: 

• Número de Froude 

- ondas longas : 

- ondas curtas: 

-
(F;), = ~ 

(F) __ u_ 
,. c - ~gL 
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HL2 

• Número de Ursell: U =-
h3 

• Número de Reynolds 

- relativo à rugosidade: 

- relativo à profundidade: 

() 
u. k,. 

Ro k. = 
v 

(R ) _ ú h 
o ,,- V 

• Número de Strouhal: S = Iv D I • 

U 

• Número de Keulegan-Carpenter: K = ú T 
D 

• Número de Euler: 

• Número de Weber: 

o número de Froude traduz assim uma re lação entre grandezas de 

forças de inércia e grandezas de forças gravíticas. Ora, sendo as forças 

gravíticas preponderantes na generalidade dos escoamentos em Hidráulica 

com superfície livre, nomeadamente em relação às forças de viscosidade e 

da tensão superficial, os modelos físicos são geralmente construídos e 

operados com base na semelhança de Froude. 

O número de Ursell representa uma relação entre dois outros 

importantes adimensionais [U = ê / (J2, com ê = H I h e (J2 = (hl L)2], 

sendo normalmente usado para discutir os domín~os de aplicação das dife

rentes teorias da onda. O parâmetro ê representa uma medida das não-li

nearidades e (J representa a profundidade relativa, sendo este habitualmente 

designado por parâmetro da água pouco profunda. O parâmetro (J é também 

frequentemente utilizado na classificação dos domínios de validade das 

diferentes teorias: Airy ou teoria linear ((J > 0.5), Stokes de 2" ordem 

(0.1 < (J < 0.5 ) e Cnoidal ( (J < O. 1 ). 

A verificação da semelhança de Reynolds é importante nos casos 
que as forças de inércia se relacionam com as forças viscosas, como 
acontece em estudos de camada limite laminar ou na determinação de 
acções de escoamentos com baixos números de Reynolds. Os efeitos da 



viscosidade em modelos físicos poderão ser desprezados se o número de 

Reynolds baseado na rugosidade for superior a 70, ou se este mesmo número 

baseado na profundidade for superior a 10 4
; por conseguinte, se 

ú kjv > 70 ou se úh/v> 10 4
• Na prática, os modelos reduzidos devem ser 

construídos e operados verificando esta condição. Com efeito, a verificação 

simultânea das semelhanças de Froude e de Reynolds obriga a uma escala 

para a viscosidade dada por "-v = ,,-t . Assim, por exemplo, para uma escala 

geométrica de I :50, o fluido teria de possuir uma viscosidade sensivelmente 

igual a I/350 vezes a viscosidade do fluido do protótipo. Ora, sendo o fluido 

do protótipo a água, não será então possível satisfazer esta condição. 

O número de Strouhal está relacionado com a frequência de formação 

de vórtices em torno de obstáculos (1..); por conseguinte, é importante em 

projectos de estruturas total ou parcialmente submersas, para a selecção da 

forma mais adequada destas estruturas e/ou dos seus apoios. 

O número de Keulegan-Carpenter é usado em modelos de transporte 

sedimentar, particularmente na descrição de cavidades de erosão em torno 

de obstáculos, e na análise de forças provocadas por ondas sobre as 

estruturas. 

O número de Euler traduz uma relação entre forças de pressão e 

forças de inércia. É um adimensional importante na análise e extrapolação 

de resultados obtidos em modelos físicos sempre que as forças de pressão 

são as forças dominantes. 

O número de Weber traduz uma relação entre forças de inércia e 

forças de tensão superficial. Este número indica que a tensão superficial 

pode ser significativa quando a velocidade, u, e o comprimento 

característico do modelo, L, forem reduzidos; por conseguinte, nestas 

circunstâncias, a consideração deste adimensional pode ser determinante. 

Nenhum daqueles parâmetros exclui a possibilidade de alguma 

distorção. Todavia, importa notar que as ondas são funções da gravidade e 25 

das características do fluido. Por conseguinte, contrariamente aos campos de 

correntes, que poderão ser reproduzidos em modelos distorcidos, a forma da 

onda não poderá ser arbitrariamente distorcida. Por exemplo, as figuras de 

difracção em torno de quebramares não são correctamente reproduzidas em 

modelos distorcidos, embora os correspondentes resultados possam ser 

interpretados com suficiente rigor por investigadores experientes em 

modelação física. 
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Considerando as dimensões de protótipo e as disponibilidades de 

espaço existentes para a construção do modelo físico de um quebramar para 

protecção de um porto, por exemplo, em primeira aproximação definir-se-á 

uma escala com dimensões apropriadas, não superiores às definidas pela 
menor das relações: 

Deste modo, assumindo um modelo não-distorcido, resulta para a 

escala das alturas Àz = B M 
/ BP = ÀL • 

Para as escalas temporais, atendendo a que o período da onda é 

T = L/C, ter-se-á (ÀT )OI1"U = (ÀL/ÀC )01/"" = (Àj A LUIII = (ALI/""' 
Ou seja, o período da onda a considerar no modelo deverá ser tal que 

T(~:,," = (ÀT )011"" T;:J"" = (A)ol/"" T:;'Jdu' Por conseguinte, para a onda de maré 

virá, 

(À) . = (À /1..) . = ( r;:-) T More L C Mare -:V!\,L Maré 

O período da maré a considerar no modelo será então 

TM
M 

. = ( r;:-L ) TM
P 

.• (Ire '\j I\, L Maré are 

O modelo físico de um estuário é bastante mais complexo de projectar 

e operar. Com efeito, é necessário ter em consideração um elevado número 

de características, nomeadamente: correntes de maré, ondas, escoamentos 

fluviais, estratificação da coluna de água na interface entre a água doce e a 

água salgada e o transporte sedimentar. É assim frequente o recurso a dois 

modelos com diferentes características: 

- um modelo distorcido, com reduzidas dimensões horizontais (À, da 

ordem de 1/500), para investigação dos campos de correntes, 

naturalmente após calibração; e, 

- um modelo não-distorcido, de maIores dimensões, de uma zona 

reduzida do estuário com pormenores da área de estudo. Este 

modelo será projectado para reproduzir os campos de correntes 

observados no modelo anterior e para anal isar pormenores, 

nomeadamente de transporte sedimentar em torno de estruturas, 

grosseiramente representados no modelo distorcido. 



o transporte sedimentar pode ser causado por um escoamento 

predominantemente unidimensional (como a corrente num rio ou em alguns 

estuários) ou pela acção de ondas. No caso do transporte sedimentar devido 

à corrente, a análise dimensional revela a importância dos seguintes grupos 

adimensionais (Chadwick & Morfett, 1993): 

n = u. D,. n = pu; 
I v' 2 (p, - p)g D, 

R n =-". 
3 D' 

s 

n = Ps 
4 

P 
(2.3) 

em que D, representa o diâmetro característico dos sedimentos (normal

mente D, = Dso), u. é a velocidade de atrito no fundo, p, é a massa 

volúmica dos sedimentos, v é a viscosidade cinemática do fluido e R" é o 

raio hidráulico. 

O grupo n l é uma forma do número de Reynolds, devendo garantir

-se n l > 70 para assegurar condições de escoamento turbulento completa

mente desenvolvido, e o grupo n2 é habitualmente designado por número 

de Froude densimétt:ico; resulta do produto de uma forma do número de 

Froude (u; / g D, ) por uma relação de massas volúmicas [p/(p, - p)]. 
Em primeira aproximação, o modelo físico deverá ser construído e 

operado em condições tais que: n l > 70, n~ = n~ e p; = p~ . No entanto, 

nem sempre é possível construir um modelo que obedeça simultaneamente a 

estas três condições. Por este motivo, utiliza-se frequentemente no modelo 

físico material sedimentar com diferente massa volúmica do correspondente 

material de protótipo. Esta alteração das características do material 

sedimentar a utilizar no modelo físico é também para ultrapassar um 

problema que frequentemente surge neste tipo de modelação quando o 

diâmetro dos sedimentos do protótipo é tão pequeno que a sua redução para 

o modelo, acompanhado do efeito de escala, coloca o material a utilizar na 

fronteira entre os sedimentos coesivos e não-coesivos (da ordem de 0.08 

mm), alterando consequentemente os mecanismos de transporte no modelo. 

Quando o transporte sedimentar é prioritariamente devido à acção das 

ondas, em detrimento da acção de correntes, como em geral acontece nas 

zonas das embocaduras dos estuários, agravam-se os problemas com a 

construção de modelos físicos. Com efeito, o transporte sedimentar por 

acção das ondas ocorre apenas em águas pouco profundas onde o 

movimento da onda é transmitido à base da coluna de água. A velocidade do 

escoamento induzida no fundo actua de forma alternada, com direcções 

opostas, obedecendo a um movimento aproximadamente sinusoidal. A 
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direcção da tensão de atrito no fundo actua de igual modo de forma 

alternada. Este movimento oscilatório processa-se junto ao fundo no interior 

de uma camada de reduzida espessura, designada por camada limite de 

fundo, em que as velocidades são simultaneamente funções de h/6 e do 

tempo, des.ignando 6 a espessura da camada limite. Por outro lado, também 

os efeitos de refracção da onda e de redução da profundidade (shoaling) são 

muito significativos neste tipo de problemas. 

Uma forma de aproximar a análise dimensional é adoptar uma 

velocidade característica na fronteira superior da camada limite, seja uJ em 

y = 6, vindo: 

n =uó·D,. n = pu~ 
I '2 ( ) D V p,-pg, 

n =~. n =~ 
3 D., ' 4 P 

(2.4) 

representando xJ o deslocamento máximo de uma partícula de fluido em 

y=6. 
Naturalmente que as quantidades 6, LlJ e X J ' presentes naqueles 

grupos adimensionais, devem ser medidas, usando para o efeito técnicas e 

instrumentos de medição apropriados. 

De acordo com Hughes & Fowler, 1990, embora na ausência de 

corrente, define-se um parâmetro de velocidade de queda W = H j(Wq T) e 

são geralmente aceites as seguintes recomendações: 

I. Estabelecer a semelhança de Froude na componente hidrodinâ

mica; 

2. Estabelecer a semelhança do parâmetro da velocidade de queda 

( W ) entre o protótipo e o modelo; 

3. Utilizar um modelo não-distorcido (escalas horizontal e vertical 

iguais); e, 

4. Utilizar um modelo suficientemente grande para reduzir os efeitos 

da viscosidade, tensão superficial e coesão dos sedimentos. 

Nesta conformidade, devem ser respeitadas as seguintes relações de 

escala: 

• Semelhança de Froude ÀT = fi:: , com ÀT = TI'/TM e ÀL = L,.ILM ; 

• Semelhança do parâmetro de velocidade de queda WI' = WM , com 

WI' =Hj(Wq T )1' e WM = Hj(W" Tt ,obtendo-se ÀH = ÀW, ÀT;e, 



Escalas das alturas e comprimentos iguais : ÀH = ÀL' donde, 

ÀT=ÀW =,f)::. 

Por modelo suficientemente grande entende-se a satisfação de 

relações ÀL da ordem de 10. 

Para mais informações e desenvolvimentos relacionados com esta 

matéria consulte-se, por exemplo, Yalin (1971). 

Exemplo 2.2: 

Um porto está demasiado exposto à acção da agitação marítima e de 

ondas de tempestades, o que dá origem a frequentes destruições de 

amarrações e de obras de acostagem e ancoragem, dificultando as operações 

de carga e descarga. Pretende-se melhorar as características de funciona

mento do porto, construindo, para o efeito, um modelo físico para optimizar 

o projecto de um novo quebramar. O pOltO ocupa uma área de 0.70 x 2.0 km 

e o espaço disponível em laboratório não ultrapassa os 10 x 20 m. Selec

cionar as escalas do modelo físico, considerando um modelo não-distorcido. 

Resolução: 

A escala máxima a adoptar será então ÀL = 20/2000 = 1/100 . No 

entanto, atendendo a necessidades de espaço para os acessos, 

instalação dos equipamentos de geração das ondas, aquisição de da

dos e outros, não convém ultrapassar ÀL = Àv = 1/120. Outras escalas 

a considerar são: a altura da onda e os períodos da onda e da maré. 

Tratando-se de um modelo não-distorcido, ter-se-á de igual modo 

para a altura da onda ÀH = 1/120. Para o período da onda, atendendo a 

que T = L/C, obtém-se, 

10.95 II 

De igual modo, para o período da maré resulta: 

ou seja, um período de maré de aproximadamente 12 h será reproduzi

do no modelo físico durante (ÀT) M = (1/11) . (À T )1' '" 1.09 h . 
n\;lr~ m~ r~ 
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2.2.3 Modelos de estruturas hidráulicas 

As estruturas hidráulicas têm dimensões reduzidas quando compa

radas com as dimensões de rios e estuários. Por conseguinte, os modelos 

hidráulicos destas estruturas podem ser construídos com escalas relativa

mente grandes, em geral do ordem de 1/10< ÀL < 1/50, e não necessitam de 

(nem poderão) ser distorcidos. As escalas das velocidades são obtidas com 

base no número de Froude (para escoamentos com superfície livre) ou no 

número de Reynolds (para escoamentos em condutas). Alguns problemas 

mais delicados, como seja a simulação da cavitação, poderão exigir a mesma 

pressão no modelo e no protótipo. Esta condição nem sempre é possível de 

satisfazer visto que as velocidades no modelo são normalmente inferiores às 

velocidades no protótipo, o que alterará provavelmente os valores da 

pressão. Para uma análise mais profunda deste assunto consulte-se, por 

exemplo, Abecasis (1961). 

De modo a garantir condições de escoamento turbulento completa

mente desenvolvido, dever-se-á verificar a condição: Re = u. k, /v > 70 . 

Uma relação entre as duas variáveis u. e k, é obtida a partir da distri

buição logarítmica de velocidades, dada por (2.5): 

~ = _1_ 1og [L) 
u. 0.4 e k, 

(2.5) 

Deste modo, fixando uma das variáveis, normalmente ks ' e conhecida 

a velocidade do escoamento U, obtém-se a velocidade de atrito, U., através 

daquela expressão. 

Uma vez conhecido o número de Reynolds do protótipo, R;, e uma 

vez que se pretende garantir para o modelo um número de Reynolds superior 

a 70, determinam-se em seguida a escala dos comprimentos, 

ÀL = (70/ R:' )2/3 , a escala das velocidades, Ày = À~5 , a escala dos caudais, 

ÀQ = À~5, e o número de Froude densimétrico, [12' garantindo valores 

idênticos para modelo e protótipo. 

Exemplo 2.3: 

Pretende-se construir um descarregador de superfície para uma 

barragem com 15 m de altura. O caudal de projecto é de IS m3s·1 por metro 

de largura, para uma altura do escoamento de 3.6 m acima da crista do 



descarregador. Para o efeito constrói-se um modelo físico para confirmação 

do projecto elaborado e para apoio ao dimensionamento do fundo do canal 

imediatamente a jusante da bacia de dissipação. Nestas condições de 

funcionamento forma-se um ressalto hidráulico sobre a bacia de dissipação, 

cuja altura máxima se prolonga parajusante desta bacia, já sobre o fundo do 

canal que se pretende fixar. O descarregador tem um comprimento total de 

60 m, incluindo a bacia de dissipação, e as alturas do ressalto são h l = 0.75 m 

(sobre a bacia de dissipação) e h2 = 6 m (sobre o fundo do canal) . 

Estimar as escalas deste modelo físico , admitindo que o fundo do 

canal é revestido a brita com uma dimensão característica Dso = 35 mm . 

Resolução: 

Para um escoamento turbulento hidraulicamente rugoso terá de verificar

-se a condição R" = u. k, /v > 70. Para obter os valores de u. e, conse

quentemente, de Re recorre-se à equação (2.5), na qual se considera 

habitualmente a rugosidade k , == Dso /2. A velocidade U para a altura h2 

do ressalto poderá obter-se pela continuidade, ou seja, U = Q/A = 15/6 = 
2.50 ms· l

• Por conseguinte, 

u. = 2.5 =0171m s ·1 

(1j0.4)log j6/ (0.035/ 2)] . 

vindo Re =0.171 . 0.035/10 -6 ""5985»70. 

Deste modo, para a esca la dos comprimentos obtém-se Àt = 70/ Re 

~ ÀL "" 1/20; para o caudal resulta ÀQ = Àt = 1/1789 , ou seja, 

(QY" = Àt (Qr = 15/1789"" 0.0084 m 3 
S - l , e para a velocidade obtém-se 

Àu = A = ~1/20 "" 1/4.472. O número de Froude densimétrico para o 

protótipo é então, de acordo com (2.3): 

(n
2r =[ pu: D)"= 1000 . 0. 171

2 

=0.055 
(Ps -p)g s (2560-1000) . 9.81 . 0.035 

e para o modelo resulta, assumindo a mesma massa volúmica do 

protótipo e um diâmetro característico do sedimento 20 vezes inferior ao 

da brita do protótipo: 

(0
2

)"" =[ pu: )M = 1000 . (0. 17 1j4.472y 
(PI - p)g D, (2560 -I 000) . 9.81 . (0.035/ 20) 

= 0.055 
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Por conseguinte, dever-se-á utilizar no modelo areia com a mesma massa 

volúmica da brita do protótipo e um diâmetro mediano 

(D so t =1.75mm . 

2.3 Modelação numérica 

2.3.1 Generalidades 

Existe um princípio básico comum às abordagens numéricas para a 

avaliação de qualquer propriedade conservativa. Com efeito, esta abordagem 

baseia-se nas leis gerais de conservação da Mecânica dos Fluidos, as quais 

determinam que nenhuma propriedade intrínseca do escoamento se perde ou 

ganha, mas antes se conserva. Os modelos são construídos tendo por base as 

leis de conservação aplicadas a propriedades conservativas, nomeadamente, 

a quantidade de movimento, a energia, as massas líquida e sólida e, em 

modelos de qualidade da água, as massas de contaminantes. 

Os modelos numéricos podem ser entendidos tanto numa perspectiva 

de alternativa como de complemento dos modelos físicos. Na realidade, os 

modelos numéricos apresentam, em princípio, grandes vantagens sobre os 

modelos físicos quer em termos de custos quer em termos de tempos de 

resposta. No entanto, tal como os modelos físicos, também os modelos 

numéricos apresentam inconvenientes que têm tanto a ver com as hipóteses 

que estão na base da teoria matemática como com a dificuldade em 

reproduzir muitos dos fenómenos físicos envolvidos nos processos fluviais, 

entre os quais se destacam os relacionados com a fase sólida e, em modelos 

de qualidade da água, com as inter-relações e evolução dos diferentes 

constituintes. 

2.3.2 Formulação geral de um modelo numérico 

A resolução de um problema de Mecânica dos Fluidos, com o auxílio 

de computadores, exige um conhecimento profundo de três diferentes áreas 

cuja interacção nunca deve ser menosprezada, sob pena de facilmente se 

perder o controlo sobre as operações de análise de um determinado fenó

meno, bem como dos resultados assim obtidos . 

Essa tríade é composta pela formulação matemática, ou seja, as 

equações que representam os princípios físicos , pela implementação das 

técnicas numéricas que permitem resolver as equações e, por último, pela 



elaboração de uma estrutura computacional (software) que permite resolver, 

com recurso a um computador, as equações já discretizadas numericamente. 

A Figura 2.2 mostra a sequência normal de operações na resolução de 

um problema de Mecânica dos Fluidos recorrendo a um computador. 

Formulação matemática 

Implementação de técnicas numéricas 

Elaboração de uma estrutura computacional 

Figura 2.2 - Elaboração de um modelo de análise computacional. 

Analisando cada uma das diferentes áreas, demonstra-se facilmente a 

interactividade entre as mesmas de uma forma pragmática. 

Esta área da ciência aplicada, que desde meados da década de 

sessenta se encontra em expansão, acompanhando o desenvolvimento 

tecnológico, constItuI uma "terceira aproximação" na filosofia e 

desenvolvimento da Mecânica dos Fluidos (Anderson, 1995). A Figura 2.3 

mostra as três dimensões da Mecânica dos Fluidos: a experimentação pura 

tendo em vista a obtenção de formulações empíricas, que nasceu em França 

e Inglaterra no século XVII; o aparecimento e desenvolvimento da 

teorização pura da ciência, também na Europa, durante os séculos XVIII e 

XIX; e, a partir de meados do século XX, o aparecimento da Mecânica dos 

Fluidos Computacional. 

Experimentação pura 

Mecânica dos Fluidos 
Computacional 

Figura 2.3 - As três "dimensões" da Mecânica dos Fluidos (adaptada de 

Anderson, 1995). 
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2.3.3 Classificação dos modelos numéricos 

Os modelos numéricos para aplicações em domínios fluviais são 
classificados em conformidade com diferentes critérios: i) quanto aos 

processos que descrevem; ii) quanto ao tipo de escoamento dominante, e iii) 

quanto às dimensões do domínio e grau de estratificação do meio. 

Em relação aos processos envolvidos, um modelo numérico poderá 

descrever exclusivamente a hidrodinâmica, normalmente aplicável em aná

lises de regimes permanentes e na propagação de ondas longas, como as que 

ocorrem em consequência de condições hidrológicas extremas (ondas de 

reduzida amplitude e elevado comprimento de onda). Neste caso conterão 

apenas equações de conservação da quantidade de movimento e de conser

vação da massa líquida. Mas poderão complementarmente descrever a fase 

sólida e conterão então equações adicionais de dinâmica sedimentar e de 

conservação dos sedimentos. São os designados modelos morfodinâmicos. 

Por último, um modelo ainda mais completo conterá um número adicional 

de tantas equações de transporte quantos os constituintes de qualidade da 

água a analisar. Em geral , os designados modelos de qualidade da água des

crevem apenas a fase líquida e contêm as equações adicionais para a descri

ção das inter-relações e evolução dos parâmetros de qualidade da água. 

Quanto ao tipo de escoamento dominante, os modelos poderão ser 

classificados em unidimensionais, bidimensionais ou tridimensionais. Trata

-se neste caso de uma classificação puramente geométrica. Assim, serão 

considerados unidimensionais quando uma das dimensões de propagação do 

fenómeno em análise é muito superior a qualquer das outras duas, ou 

quando é irrelevante o que se passa em relação às duas direcções restantes. 

Serão bidimensionais quando duas dimensões do domino são equivalentes e 

muito superiores à terceira dimensão, ou quando o escoamento se processa 

fundamentalmente segundo duas direcções perpendiculares, sendo irrele

vante o que se passa em relação à terceira direcção. No caso mais geral, o 

domínio será tridimensional, o que significa que ou as três dimensões do 

domínio são equivalentes ou é igualmente relevante o escoamento segundo 

as três direcções. 

Ainda de acordo com esta classificação, podemos recorrer a modelos 

de escoamento laminar para o cálculo dos perfis médios das componentes 

instantâneas da velocidade segundo as três direcções, considerando determi

nadas hipóteses simplificativas para o cálculo das tensões, a modelos de 

turbulência completos ou ainda a versões simplificadas destes modelos. 



Em relação às dimensões do domínio e grau de estratificação do meio, 

os modelos unidimensionais poderão classificar-se em IDH (1-0 

Longitudinal) e IDV (I-D Vertical), os modelos bidimensionais classificam

-se em 2DH (2-D Longitudinal-Lateral) e 2DV (2-D Longitudinal-Vertical). 

Existem ainda, e são já hoje relativamente correntes, os chamados modelos 

2.5DH ou quase-3D, os quais descrevem o escoamento segundo as três 

direcções, assumindo como única simplificação a hipótese da hidrostati

cidade. No caso mais geral, sem qualquer simplificação adicional, o escoa

mento é igualmente descrito segundo as três direcções, designando-se por 
modelos 3D (3-D) (Figura 2.4, adaptada de Martin & McCutcheon, 1999). 

Zero-Dimensional 

I-O Longitudinal I-O Vertical 

2-D Longitudinal-Lateral 2-D Longitudinal-Vertical 

3-D 

Figura 2.4 - Dimensões espaciais de modelos de escoamento com supertlcie 

livre (Martin & McCutcheon, 1999). 
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Os modelos lDH desprezam a componente da velocidade segundo a 

direcção horizontal normal à propagação do escoamento. Resultam da 

integração vertical e lateral das equações de continuidade e da quantidade de 

movimento segundo a direcção do escoamento, admitindo a hipótese da 

hidrostaticidade. Nesta conformidade, resulta verticalmente uniforme o 

perfil da velocidade u (segundo x); por conseguinte, não admitem 

estratificação vertical do escoamento. Os modelos lDV descrevem a 

estratificação do escoamento ao longo de uma linha vertical; por 

conseguinte, não fornecem qualquer informação sobre o escoamento 

segundo as duas direcções horizontais x e y. 

Um modelo 2DH resulta da integração vertical das duas equações da 

quantidade de movimento segundo x e y, assumindo a hipótese da 

hidrostaticidade. Deste modo, resultam uniformes os perfis verticais da 

velocidade segundo ambas as direcções. Tal como para os modelos lDH, 

também os modelos 2DH não admitem estratificação vertical do 

escoamento. Os modelos 2DV descrevem a estratificação vertical do 

escoamento no plano x-z; por conseguinte, não fornecem qualquer 

informação sobre o comportamento do escoamento segundo a outra direcção 

horizontal y . 

Um modelo 2.5DH, ou quase-3D, calcula as componentes da 

velocidade do escoamento segundo as três direcções assumindo que a 

pressão se comporta como hidrostática, ou seja, desprezando as acelerações 

verticais do escoamento. Do ponto de vista das aplicações práticas correntes, 

o afastamento do rigor teórico que advém destas simplificações é, em geral, 

irrelevante, atendendo a todas as outras incertezas que sempre acompanham 

a aplicação de um modelo deste tipo. 

Finalmente, um modelo tridimensional (3D) resolve as equações de 

Navier-Stokes completas, segundo as três direcções. No entanto, limitações 

de ordem informática não permitem ainda hoje o recurso generalizado a 

estas equações. De qualquer modo, a não ser em condições muito 

específicas, não se justifica, em geral, o recurso a estas equações para as 

aplicações correntes em domínios da Hidráulica Fluvial. 

2.3.4 Modelos hidrodinâmicos 

Em geral, para a resolução de problemas correntes no âmbito da 

Hidráulica Fluvial é suficiente o recurso a modelos I OH e I DV. Estudos no 



âmbito de determinados estuários poderão exigir o recurso a modelos de 

correntes 2DH, ou até mesmo a modelos 2.5DH ou quase-3D. Incluir-se-ão 

nestes casos: i) estuários com uma largura importante em rela"Ção à 

profundidade, ou seja, em que o escoamento se desenvolve com compo

nentes da velocidade igualmente importantes em ambas as direcções 

horizontais; ii) análises relativas aos efeitos da penetração e propagação da 

onda de maré em estuários, e ainda iii) estudos relativos ao comportamento 

da cunha salina, cujo fenómeno se traduz numa imp0l1ante estratificação da 

coluna de água, sobretudo nas regiões próximas da frente desta cunha. 

Outros estudos relativos à análise dos efeitos da agitação no interior 

de portos e estuários, devidos à actuação do vento, poderão exigir o recurso 

a modelos de ondas, sendo ainda hoje frequentemente utilizados modelos 

baseados na teoria linear, como a equação bidimensional da onda para 

declives suaves ("mild-slope wave equation") ou outros derivados desta 

equação mas mais completos, com inclusão de termos não-lineares relativos 

à corrente, ao atrito de fundo e à rebentação da onda. Contudo, são também 

já hoje bastante frequentes aplicações baseadas em aproximações não

-lineares dispersivas dos tipos Boussinesq ou Serre, as quais descrevem com 

suficiente rigor a generalidade dos fenómenos hidrodinâmicas que ocorrem 

em condições de água pouco profunda. Este assunto será retomado e 

abordado com mais detalhe no Capítulo 4. 

Para o estudo de problemas relacionados com a qualidade da água em 

a lbufeiras resultantes da construção de barragens poderá tornar-se 

necessário recorrer a modelos IDV. Também o estudo de determinadas 

ocorrências nestas albufeiras, como seja a formação, a propagação e o 

impacto sobre as barragens de ondas geradas por deslizamentos de taludes 

submersos, marginais ou situados nas encostas das albufeiras, poderá exigir 

o recurso a modelos de ondas dos tipos Boussinesq ou Serre. 

Os modelos de correntes IDH vulgarmente utilizados em domínios 

fluviais são constituídos por equações de conservação da massa e da 37 

quantidade de movimento (vulgarmente conhecidas por equações de Saint-

-Venant ou "shallow water equations"). Estas equações poderão ser obtidas 

com base na técnica do volume de controlo, sendo este o procedimento 

adoptado no Capítulo 3 para a sua dedução. Utilizando outra técnica, por 

integração das equações fundamentais da Mecânica dos Fluidos, escritas a 

duas dimensões no plano vertical e considerando uma variação linear para o 

perfil da componente vertical da velocidade (w), obtém-se em segunda 
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aproximação da teoria das ondas em condições de água pouco profunda um 

sistema de equações lDH do tipo Boussinesq . A dedução destas equações é 

apresentada no Capítulo 4, mostrando-se também que o sistema de equações 

de Saint-Venant, atrás referido, corresponde à primeira aproximação desta 

mesma teoria das ondas em condições de água pouco profunda. 

Idêntico procedimento permite obter modelos matemáticos 2DH de 

correntes e de ondas. Estes modelos, bem como as hipóteses simplificativas 

e as correspondentes condições de aplicação, são ainda apresentados no 

Capítulo 4, remetendo-se para .literatura da especialidade as correspondentes 

deduções . 

A resolução simultânea das equações de conservação permite obter 

valores médios instantâneos para as variáveis que caracterizam a 

hidrod inâmica, (h, u) ou (A, Q), ao longo de todo o percurso, no caso de 

modelos lDH, e de (h, u, v) ou (h, Q", Qv) em todos os pontos da malha de 

cálculo, no caso de modelos 2DH. No caso de modelos quase-3D obtêm-se, 

em geral, os valores da profundidade em todas as verticais dos nós da malha 

bidimensional em planta e das três componentes da velocidade (u , v, w) em 

todos os nós da malha tridimensional. 

Entre os vários exemplos de cada uma destas estruturas compu

tacionais actualmente disponíveis destacam-se os modelos lDH ISIS FLOW 

(Halcrow Group & Wallingford, 1997) e HEC-RAS (HEC, 2002), os mode

los lDV (Huynh Thanh & Temperville, 1991 ; Antunes do Carmo et ai., 
2003), os modelos 2DH RMA2-WES (Roig, 1996a e b) e TRIM (Cheng et 

ai., 1993), os modelos 2DV GLVHT (Buchak & Edinger, 1989; Tran Thu, 

1995) e os modelos quase-3D POM (Blumberg & Mellor, 1987; Mellor, 

1998) e MECCA (Hess, 1989). Como se verá nos capítulos seguintes, para 

algumas destas estruturas computacionais foram já desenvolvidas versões 

mais recentes. 

2.3.5 Modelos de dinâmica sedimentar 

Um dos temas mais importantes e complexos em domínios da 

Hidráu lica Fluvial e Costeira é a previsão da evolução da morfologia local 

(morfodinâmica). A construção de um modelo de simulação e a consequente 

análise dos resultados obtidos carecem de um conhecimento aprofundado 

das interacções entre o escoamento do fluido (fase líquida) e dos sedimentos 

(fase sólida). Para além do profundo conhecimento destes processos, e do 

estabe lecimento das equações que visam representar o comportamento 



hidrodinâmico e sedimentar, o recurso a meios informáticos com grande 

capacidade de cálculo é fundamental. Por essa razão, e dado o desenvolvi

mento que os sistemas computacionais têm vindo a apresenta·r, a modelação 

matemática em domínios da Hidráulica Fluvial e Costeira sofreu um forte 

impulso nos últimos anos. 

Os leitos dos rios, bem como os fundos de estuários e das zonas 

costeiras, não se mantêm fixos; bem pelo contrário, sofrem uma evolução de 

acordo com a hidrodinâmica local, gerando-se assim fenómenos de erosão, 

transporte e deposição. O aparecimento de tais fenómenos advém de um 

processo muito complexo de interacção entre dois meios (sólido e líquido) 

com características muito diferentes que tem vindo a ser estudado há várias 

décadas, sendo ainda na actualidade assunto de intensa invest igação. 

Tais estudos, projectos e actividades de investigação permitiram 

aumentar substancialmente o conhecimento nesta área, pelo que hoje em dia 

é já possível simular fenómenos de interacção entre a hidrodinâmica e a 

dinâmica sedimentar com um grau de aproximação já aceitável do ponto de 

vista qualitativo. No essencial, esses modelos de simulação carecem da 

utilização de diversos módulos subjacentes aos modelos hidrodinâmico e de 

dinâmica sedimentar. 

A possibilidade de sermos capazes de prever com uma precisão 

aceitável fenómenos complexos da natureza como a evo lução de margens e 

fundos móveis de ambientes fluviais e costeiros sujeitos a hidrodinâmicas 

complexas, de forma relativamente simples, rápida, confortável e com 

custos comportáveis, é cada vez mais importante na área da gestão 

ambiental. 

Em domínios fluviais é frequente o recurso a modelos hidrodinâmicos 

lDH compl.ementados com equações de dinâmica sedimentar e de conser

vação dos sedimentos para simular escoamentos bifásicos em regime 

variável com superfície livre. Quando, pelas razões já aduzidas na secção 

anterior, se torna necessário recorrer a uma estrutura computacional 39 

bidimensional (modelo 2DH), esta integrará, em geral de modo desacoplado, 

as equações do modelo hidrodinâmico e as equações dos modelos de 

transporte sedimentar e de evolução do fundo móvel. 

O sistema de equações do modelo hidrodinâmico é constituído por 

uma equação de conservação da massa líquida e por uma, duas ou três 

equações de conservação da quantidade de movimento, consoante se trate de 

um modelo lDH, 2DH, ou quase-3D. Relativamente ao modelo de trans-



40 

porte sedimentar e evolução do fundo móvel , este será baseado numa ou 

mais equações dinâmicas para o cálculo dos caudais sólidos, e numa 

equação de continuidade da massa sólida. O sistema de equações é fechado 

recorrendo, em alternativa, a equações empíricas do tipo Manning-Strickler, 

a modelos de turbulência de zero equações do tipo Prandtl, ou ainda a 

modelos de turbulência de uma ou de duas equações para o cálculo da 

viscosidade turbulenta (modelos 1 DV, quando uma das variáveis que 

caracterizam a turbulência, normalmente a macro-escala da turbulência, é 

descrita par uma equação algébrica de tipo empírico, ou 2DV, quando 

ambas as variáveis, a energia cinética turbulenta e a macro-escala da 

turbulência ou a dissipação viscosa, por exemplo, são descritas por equações 

diferenciais). 

Entre os vários exemplos de cada uma destas estruturas computacio

nais actualmente disponíveis destacam-se o modelo 1 DH ISIS SEDIMENT 

(Halcrow Group & Wallingford, 1997), os modelos 2DH SED2D-WES 

(Ariathurai, 1982) e HSCTM-2D (Hayter et a!., 1993, 1997), o modelo 2DV 

LAEM-SED (Hall , 1987; Johnson et ai. , 1989) e os modelos quase-3D 

ECOM-3D (8lumberg & Mellor, 1987), RMA II (WEST, 1996) e 

ECOMSED (HydroQual, 2002). 

2.3.6 Modelos de qualidade da água 

Um modelo matemático de qualidade da água de um rio deverá 

descrever a globalidade dos fenómenos hidráulicos, térmicos e bioquímicos 

através de equações diferenciais. Cada um destes fenómenos deverá 

constituir um submodelo cujas variáveis interagem e influenciam todas as 

restantes variáveis dos outros submodelos, embora nem todas estas 

influências tenham idêntico peso. 

Assim, por exemplo, a influência das variações da temperatura nas 

condições hidráulicas (através da evaporação e das variações da massa 

volúmica e da viscosidade da água) é desprezável no vasto conjunto das 

aproximações possíveis em condições fluviais. De igual modo, os efeitos das 

variações bioquímicas nas condições hidráulicas (através da sedimentação e 

crescimento de algas) e nas transferências de temperatura (através da 

produção de calor e de alterações das características de transferência) são 

em geral desprezáveis : 

Estas hipóteses permitem simplificar o modelo numérico através, 

nomeadamente, de uma redução das relações entre as variáveis constantes 



nos três submodelos. Em geral, o cálculo é iniciado pela resolução das 

equações do submodelo hidrodinâmico, obtendo-se deste modo valores 

médios para as variáveis (h , u) ou (A , Q), e termina com as equações do 

submodelo que traduzem os comportamentos dos diversos parâmetros 

bioquímicos. 

Em estudos de qualidade da água em meIos fluviais é em geral 

suficiente recorrer a um modelo unidimensional no plano horizontal (I OH). 

Nesta formulação, os valores das variáveis correspondem a médias nas 

secções transversais do rio, variando ao longo do seu percurso. Os valores 

destes parâmetros devem assim ser considerados bons índices médios do 

estado de qualidade da água de um rio, embora contenham óbvias limitações 

locais, pois não permitem descrever as distribuições das variáveis em cada 

secção. 

Os modelos IDH ISIS QUALITY e QUAL2E situam-se actualmente 

entre os mais conhecidos e utilizados em análises de qualidade da água em 

rios e alguns estuários. Ambos são desacoplados, isto é, os resultados da 

hidrodinâmica e dos processos de qualidade da água são obtidos 

sequencialmente. 

O modelo WQRRS - Water Quality for River-Reservoir Systems 

(Hydrological Engineering Center - HEC, 1978) tem sido aplicado no 

estudo de vários casos de sucesso, inclusivamente em várias albufeiras 

existentes em Portugal (Rodrigues, 1992). Permite a simulação de um 

grande número de parâmetros de qualidade da água, destacando-se a 

temperatura, o oxigénio dissolvido, nutrientes e outros parâmetros não

-conservativos e conservativos. Trata-se de um modelo unidimensional 

(IDV), de camadas, adequado ao estudo de albufeiras relativamente 

profundas, com estratificação térmica, em que o sistema é descrito como 

uma sucessão unidimensional de elementos de volume de água, de espessura 

uniforme e limitados por planos horizontais, balizado pelos limites da 

albufeira. 

Entre as principais estruturas computacionais 2DH de qualidade da 

água actualmente disponíveis para aplicações em estuários e zonas costeiras 

destacam-se os modelos SIMSYS2D (LeendeI1se, 1967, 1970; Leendertse & 
Gritton, 1971) e CAFEX (Wang, 1978; Wang & Monjo, 1995). Entre outras 

estruturas computacionais, destacam-se ainda o modelo 2DV CE-QUAL-W2 

(Cole, 1993) e os modelos quase-3D SED3D (Sheng et a!. , 1992) e HEM3D 

(WEST, 1996). 
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Nos Capítulos 7 e 8 são abordados exaustivamente os modelos mate

máticos, os métodos de resolução numérica das equações e as inter-depen

dências entre os processos e as variáveis de qualidade da água. 

2.4 Modelação dos processos de drenagem e erosão numa bacia 
hidrográfica 

Trata-se de apresentar uma análise fundamentalmente qualitativa dos 

fenómenos de erosão e transporte sedimentar que ocorrem em toda a bacia 

hidrográfica, devidos à ocorrência de precipitação. Por requerer formulações 

particulares e manter o carácter generalista que caracteriza todo o Capítulo 

2, justificam-se não só a sua inclusão neste capítulo como ainda a sua 

individualização em secção própria. 

Avaliar quantitativamente os processos erosivos que ocorrem ao 

longo das vertentes de uma bacia hidrográfica em consequência da 

precipitação é uma tarefa ainda hoje só possível considerando um elevado 

número de hipóteses simplificativas. 

A implementação de um modelo numérico para a resolução de um 

problema deste tipo exige a prévia tradução dos fenómenos envolvidos por 

equações diferenciais, as quais terão de ser necessariamente apoiadas em 

diversos parâmetros e num elevado número de equações algébricas, tendo 

ainda por base hipóteses e simplificações mais ou menos importantes. 

Naturalmente que um modelo numérico a implementar reproduzirá 

tanto melhor os processos de drenagem e erosão numa bacia hidrográfica 

quanto mais informação processar e melhor definidas forem as caracterís

ticas geológicas, climáticas e topográficas da região. 

Por conseguinte, o desenvolvimento de um modelo conceptual de uma 

bacia hidrográfica poderá ser uma tarefa extremamente complicada, 

requerendo algumas dezenas de parâmetros para descrever as suas principais 

características, tais como índices de infiltração, características dos solos, 

capacidades de armazenamento, etc. Pelo contrário, conhecendo a topografia 

e admitindo características médias do solo, considerando-o constituído por 

material homogéneo desagregado, é possível construir um modelo capaz de 

prever com um rigor aceitável, do ponto de vista qualitativo, a quantidade de 

material erodido durante uma tempestade, a evolução do terreno, o 

transporte do material erodido ao longo das vertentes e a correspondente 

acumulação na rede de drenagem da bacia hidrográfica. 



Ainda do ponto de vista qualitativo, um modelo com estas carac

terísticas poderá ser muito útil para efeitos de gestão de uma bacia 
hidrográfica, fornecendo boas indicações sobre zonas potencialmente menos 
protegidas, e que poderão necessitar de medidas preventivas de consolida
ção, ou serem, porventura, afectadas a diferentes usos. 

2.4.1 Hipóteses básicas 

Os movimentos de material sólido para o interior ou para o exterior de 

células de cálculo (material rochoso, solo e sedimentos) são funções dos 

seguintes processos: impactos ou sal picos da chuva, escoamentos sobre 

fundos planos, escoamentos ao longo de canais, movimentos de massas e 

empolamentos ou deformações tectónicas. Combinam-se as transferências 

de massa segundo as vertentes das encostas devidas aos impactos ou 

salpicos da chuva, ao escoamento plano e a movimentos de massas, como 
avalanches e deformações do terreno, numa única função de transferência, 
representada por B. 

Os processos considerados nesta análise encontram-se genericamente 

representados na Figura 2.5; são fundamentalmente: deslizamentos e 

avalanches; processos de erosão em leitos de canais; processos de erosão 
nas cabeceiras; transpOlie "difusivo" ao longo das velientes; deformações 
tectónicas, e processos de erosão, transporte e deposição fluvial. 

Figura 2.5 - Grelha e processos considerados no modelo numérico de uma 

bacia hidrográfica (adaptada de Slingerland et aI. , 1994). 
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2.4.2 Formulação matemática 

Seja a quantidade de massa B(x,y,t) que passa de uma célula para a 

célula vizinha, por unidade de tempo e por unidade de largura da cé lula, e 

designe-se por q , (x,y,t) o caudal sedimentar, em kgs - lm- l , que transita 

entre células e é transportado para um curso de água. Seja ainda a 

quantidade adicional de massa por unidade de comprimento R(x,y,t) em cada 

célula devida a processos de deformação tectónica. 

Atendendo a que a quantidade de massa entra em cada célula segundo 

x e/ou segundo y , é conveniente considerar cada direcção em separado. 

Devido ao movimento no interior da célula, a quantidade de massa que sai 

duma célula segundo x por unidade de tempo e por unidade de largura será: 

dB B +_x dx 
x dX 

Por conseguinte, atendendo ao teorema de Taylor, a variação da 

quantidade de massa no interior de uma célula (massa que entra menos a 

massa que sai) é dada por (2.6): 

B dy- B +_X dx dy= __ x dydx 
( 

dB J dB 
x x dX dX 

Por analogia, resulta para o caudal sólido: - dq ,x dy dx . 
dX 

Ainda pela mesma lógica, segundo a direcção y resulta o fluxo : 

dBy dq ,y 
--dydx--· dydx . 

dy dy 

(2.6) 

Rearranjando termos, considerando a massa total numa célula dada 

por ~ p h dy dx , resulta a seguinte equação (2.7): 
dt ' 

dh _ [dB x dBy J (dq.1X d
q

SY
: R p --- --+-- - --+-- + 

S dt dX dy dX dy 
(2 .7) 



Para resolver esta equação é necessário especificar as funções B, q, e 

R. De acordo com Slingerland et aI. (1994), estas poderão ser calculadas 

por: 

(2 .8) 

R=p, U 

em que D, e Dy são coeficientes de difusão (kg m-1 S- l); k é uma constante 

de proporcionalidade (adimensional); qx e q y são caudais líquidos por 

unidade de largura; J, e J). representam declives da linha da energia; m e n 

são constantes; p e p, são as massas volúmicas da água e do sedimento 

(kg m -3), respectivamente, e U representa a velocidade de deformação da 

superfície (m -1 S-l). 

Substituindo as funções (2.8) em (2.7) obtém-se a seguinte equação 

(2.9): 

ah =[~D ah +~D ah)_k [~ /IIJ" +~ /IIJII)+R (2 .9) r at ax x ax ay y ay p ax qx x ay q y y 

A formação de um canal de drenagem numa célula terá início quando 

se verificar o valor de uma função (f..) do caudal (Q) e do declive ((. ) 

superior a uma quantidade pré-definida (/''';11)' Esta função é do tipo: 

f' = k Q/II. i"' J (' f.' (' 
(2.10) 

Verificando-se a condição J,. > /''';11 dá-se início à formação de um 

canal. 

2.4.3 Modelo numérico 

o programa de cálculo automático GOLEM (Program 3), apresentado 

em Slingerland et aI. (1994), utiliza um método de diferenças finitas para a 

resolução da equação (2.9). Globalmente, este modelo é fundamentalmente 

constituído por três módulos. O primeiro módulo calcula o escoamento da 

fase líquida, assumindo que qualquer parcela de água devida à precipitação 

que cai sobre a bacia hidrográfica se propaga à superfície segundo a linha de 
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maior declive do terreno até encontrar uma célula de fronteira. Este módulo 

considera a presença de lagos e albufeiras e verifica a existência ou ausência 

de canais em cada célula. O segundo módulo calcula o transpolte sedimentar 

ao longo das linhas de maior declive das encostas e o transpOlte sedimentar 

nas linhas de água, naturalmente em células que contiverem canais. 

Finalmente, o terceiro módulo fornece os restantes termos igualmente 

necessários à equação (2.9), a qual é resolvida por um método semi-implí

cito ADI ("Alternating-Direction Implicit"). 

O programa GOLEM foi adaptado, nomeadamente através da 

resolução da equação (2 .9) por um método implícito, tornando o modelo 

mais robusto, a consideração de incrementos espaciais variáveis, com uma 

nova filosofia de introdução de dados e uma nova interface para impressão 

de resultados. O programa assim adaptado, agora com o nom~ de bacia, foi 

utilizado para resolver o exemplo 2.3 apresentado em seguida, na secção 

2.4.4 Aplicações. 

A malha de cálculo é orientada nas direcções W -7 E (x) e 

S -7 N (y), com o curso de água principal no eixo N H S ; por conseguinte, 

com a sua foz localizada a Sul. 

Naturalmente que a aplicação de um modelo deste tipo apenas 

permitirá, em primeira aproximação, obter resultados qualitativos. Uma 

análise mais profunda da generalidade dos processos que ocorrem numa 

bacia hidrográfica exige a fixação criteriosa de todos os parâmetros 

envolvidos no modelo numérico, o que apenas poderá ser conseguido após 

aturada verificação, calibração e validação do mesmo em cada caso 

particular, admitindo, ainda assim, que são aceitáveis as hipóteses simpli

ficativas consideradas na sua implementação. 

Para mais pormenores sobre a implementação do modelo numérico e 

as hipóteses básicas admitidas consulte-se Slingerland et aI. (1994). 

2.4.4 Aplicações 

Para servir de apoio à utilização do modelo bacia, apresentam-se as 

estruturas de um ficheiro param. inc, necessário para a introdução das 

dimensões do domínio e fixação de outros parâmetros gerais em parameter 

[no caso apresentado para um domínio com (60fu)x (60~y), com 

fu = ~y = 100. O m], e de dois outros ficheiros que conterão, em geral, os 

dados específicos de cada problema: bacia.dat e bacia.top. Os resultados 

são apresentados nos ficheiros bacia.elev e bacia.res. 



Ficheiro param. inc 

PARAMETER (XMAX=60, YMAX=60, 

* UNFLOODED=O, NEWPOND=l, OLDPOND=2, BASIN=3 , 

* XBND=XMAX+ I, YBND=YMAX+ I, GRIDSIZE=XMAX*YMAX, 

* DX=IOO.O, TOL=O.OOOl , VERYHIGH=IOOOOO.O, 

* TILTBLOCK=3, UNIFORM=I) 

Ficheiro bacia.dat 

! número de incrementos temporais (n Dot ) 
! valor do incremento temporal Dot (s) 

! constante (adimensional) das equações de transpolte fluvial (2 .8) (k) 

! expoente (m) do caudal nas equações de transporte fluvial (2.8) 

! expoente (n) do declive da linha de energia nas equações de transpolte 

fluvial (2 .8) 

! coeficientes de difusão do escoamento em encostas (Dr = Dy ) 
! limite inferior. da função I ,. de inicialização de canais (2 .10) (/'lIill) 

! coeficiente da função de inicialização de canais (2.10) (ke ) 

! expoénte do caudal (Q) na função de inicialização de canais (2.10) (m ,. ) 

! expoente do declive (ie ) na função de inicialização de canais (2 . 10) (ne ) 

! valor constante ou equivalente da precipitação na bacia (m h - I) 
! velocidade de deformação/elevação da superfície (m ano - I ) 

! duração da perturbação/elevação (número de incrementos temporais) 

! tipo de deformação/elevação (1, 2, 3) [função do valor (= / ;t) de 

TILTBLOCK] 

! localização de falha/início da deformação (número da coluna) 

! intervalos de tempo para impressão (número de incrementos temporais) 

! nome de ficheiro com a topografia inicial (bacia.top) 

! nome de ficheiro (jnome) para resultados finais (jnome.elev efnome.res) 

! condição de fronteira Este (I = fronteira variável/não fixa) 

! condições de fronteira Norte e Sul (O = fronteira variável/não fixa) 

! número da linha à qual uma deformação tem início na fi'onteira Oeste 

! número da linha à qual uma deformação termina na fronteira Oeste 

Ficheiro bacia.top 

! topografia inicial da bacia [cotas dos pontos (x, y ) da malha de diferenças 

finitas] 
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Exemplo 2.4: 

Seja uma hipotética bacia hidrográfica com a estrutura do ficheiro 

param.inc acima apresentado e as características fornecidas em CD-ROM, 

nos ficheiros bacia.dat e bacia.top. A topografia inicial e a topografia 

calculada após 90 dias, por aplicação do modelo bacia, estão representadas 

na Figura 2.6. 

Assumiu-se uma chuvada com intensidade constante e igual a 0.066 
mh-1 durante o período de simulação (90 dias) . 

Comparando as duas imagens presentes na Figura 2.6, correspon

dentes aos instantes inicial (a) e após 90 dias de simulação (b), é possível 

identificar diferenças significativas. Com efeito, a rede de drenagem 

perfeitamente visível na imagem (b) é bem mais nítida que a apresentada no 

instante inicial (imagem a). Poderemos então concluir que, devido a 

fenómenos de erosão, os canais da rede de drenagem inicial tornaram-se 

mais profundos e, porventura, ter-se-ão formado novos canais durante o 

período de simulação de 90 dias. 

O resultado apresentado, embora qualitativo, é um bom indicador das 

reais capacidades e interesse de um modelo deste género para efeitos de 

planeamento e gestão de uma bacia hidrográfica. 

Tratou-se, naturalmente, de um simples exercício académico, pelo que 

em condições reais e para um dado período de simulação, meses ou anos, 

deverá ser considerada a sucessão real de chuvadas, ou seja, a distribuição 

característica de durações e intensidades durante todo o período de análise. 



a> l:>icial 

b > gOdias 

Figura 2.6 - Topografia ini cial da bacia e topografia obtida após 90 dias de 

simu lação. 
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3. DINÂMICA DO CURSO DE ÁGUA: ESTUDO DOS 
ESCOAMENTOS GRADUALMENTE VARIÁVEIS 

São apresentadas as noções de hidrodinâmica que constituem a base da 
Hidráulica Fluvial. Deduzem-se a equação de continuidade (que exprime o 
princípio de conservação da massa) e a equação de conservação da quantidade 
de movimento, usando o teorema de transporte de Reynolds e considerando as 
hipóteses simplificativas usuais. Após uma breve apresentação das hipóteses 
básicas admitidas, descreve-se em seguida a técnica do volume de controlo e 
deduzem-se as equações válidas para escoamentos gradualmente variáveis 
unidimensionais (equações de Saint-Venant, ou "shallow water equations" em 
linguagem anglo-saxónica). Descrevem-se seguidamente algumas soluções 
analíticas básicas e apresentam-se modelos numéricos de resolução das 
equações com base no método das características, em métodos de diferenças 
finitas e num esquema de elementos finitos . Por fim, é feita uma breve 
abordagem a esquemas de alta resolução das equações diferenciais . 

3.1 Hipóteses básicas 

As noções e hipóteses fundamentais usadas nos modelos matemáticos 

aplicados aos rios são formalizadas pelas equações do escoamento em canais 

abertos e irregulares. Estas equações são simples modelos de fenómenos 

extremamente complexos que incorporam apenas as influências mais 

impol1antes da vida real, desprezando aquelas que são consideradas 

secundárias para o modelo proposto. 

Ao pretendermos descrever um fenómeno físico através de um 

conjunto de equações matemáticas (modelo), devemos estar conscientes das 

suas: i) reais potencialidades e limitações matemáticas para a descrição do 

fenómeno, e ii) condições de aplicabilidade. Imp0l1a ainda salientar que, em 

qualquer aplicação real , é essencial ter sempre sentido crítico relativamente 

à qualidade dos resultados obtidos. 

Estão na base do modelo matemático que formularemos em seguida as 5\ 

cinco hipóteses seguintes: 

• O fluido é considerado incompressível e homogéneo; 

• O escoamento é unidimensional, isto é, a velocidade é considerada 

uniforme sobre a secção transversal e o nível da água na mesma é 

horizontal (desenvolvimento do canal em linha recta e com secção 

prismática); 
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• A curvatura da linha de corrente é pequena e a aceleração vertical é 

desprezável , ou seja, a pressão é considerada hidrostática (variação 

gradual da superfície livre com a distância); 

• Os efeitos da turbulência e atrito no fundo são considerados, embora 

simulados por leis de resistência (sem i-empíricas) válidas para 

escoamentos em regime permanente e uniforme; e, 

• A declividade média do leito do canal é pequena. 

3.2 Técnica do volume de controlo 

Considere-se, num determinado instante t, um volume no espaço de 

dimensão e forma arbitrárias (volume de controlo) atravessado por um 

fluido em escoamento (sistema de controlo). O volume de controlo pode 

permanecer ou não fixo ou imóvel no espaço e ser ou não indeformável. 

Todas as leis básicas da mecânica (conservação da massa, conservação da 

quantidade de movimento, etc.) se aplicam ao sistema de controlo. Estas leis 

descrevem a interacção entre o sistema de controlo e o meio ambiente e 

especificam em geral a variação temporal de alguma propriedade do sistema. 

Em escoamentos de fluidos não estamos em geral interessados em 

seguir o movimento de uma partícula isolada ou de uma determinada porção 

de massa (com utilização de coordenadas lagrangeanas) mas sim no 

escoamento global numa região (utilização de coordenadas eulerianas). 

Nesta conformidade, as leis básicas são escritas para aplicações a 

escoamentos na região. O teorema de transporte de Reynolds é, nestas 

circunstâncias, de grande utilidade. 

Seja E uma propriedade extensiva do fluido (massa, quantidade de 

movimento, energia, etc.), e seja e a correspondente propriedade intensiva. 

Uma propriedade intensiva, e, é definida como a quantidade de E por 

unidade de massa do sistema, isto é, 

I
. DE 

e= zm
tom->O f'..m 

A quantidade total de E no volume de controlo, E,.,. , é então: 

E"" = L ep dV 

em que p é a massa volúmica e vc representa o volume de controlo. 

(3 .1 ) 



Importa agora analisar como as variáveis no volume de controlo estão 

relacionadas com as variáveis no sistema. Esta análise é aqui efectuada 

considerando as seguintes hipóteses: 

• escoamento unidimensional; 

• volume de controlo fixo no espaço; e, 

• volume de controlo indeformável com o tempo. 

Na aplicação da técnica do volume de controlo estamos interessados 

em fazer o balanço das variações das grandezas em jogo entre dois instantes 

consecutivos t e t + !1t. Para o efeito, considere-se o sistema de controlo 

nos instantes te t + !1t , como mostrado na Figura 3.1. 

Volume de controlo, 

_ _ -- _ _ s~st~m~~~'"=\l 

~
,;.;r \ ]} 
~~;, , -
"" '" ----u ,1 1 / J I 

~,; ~ ~ t 
• '~-L - _ _ _ _ _ _ J 

l1Ecl1t 
Instante t 

Figu ra 3.\ - Sistema e vo lume de contro lo nos instantes t e t + t1l . 

A superfície de controlo é mostrada a tracejado e as fronteiras do 

sistema são apresentadas a cheio. No instante t parte do sistema está contido 

no volume de controlo e a parte restante está em movimento para o interior 

daquele volume. No instante t + t1t parte do sistema está ainda no interior 

do volume de controlo e a parte restante já se moveu para o exterior daquele 

volume. A propriedade E do sistema de controlo (se) nos instantes te t + M 

escreve-se então: 

E se ( I) = E ve ( I ) + M enl 

Esc (1+6.1) = Eve (1+6.1) + M Sai 

(3.2) 

em que M elll e t1E'(li são as quantidades entrada e saída da propriedade E 
no volume de controlo, durante o intervalo de tempo t1t. 

A variação temporal da propriedade E do sistema escreve-se: 

dEsc = lim Esc (1+6.1) - E.,·c (I) 
dt 6.-.0 M 

(3.3) 
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Substituindo as expressões (3.2) na equação (3.3) obtém-se: 

dEsc _ 1' Eyc(r+ó.r)-Eyc(r) l' E .vai l' E enr (3.4) 
--- 1m + lm--- lm--

dt ó. ->0 !1t ó. ->0 !1t ó. ->0 !1t 

Ora, no limite, o primeiro termo do membro da direita da equação 

(3.4) representa a variação temporal da propriedade E no volume de 

controlo, isto é, 

(3.5) 

Substituindo a equação (3 .1) na equação (3.5) resulta: 

(3.6) 

Os segundo e terceiro termos do segundo membro da equação (3.4) 

representam medidas da propriedade E, às quais esta sai e entra no volume 

de controlo, respectivamente. 

Designando por A uma superfície limítrofe do volume 'íf, podemos 

escrever: 

em que UI? representa a velocidade média do escoamento, medida 

relativamente à superfície de controlo. 

Nesta conformidade, obtêm-se: 

donde, 

E m; = t ep d\i = L .. ep (u R L!1t dA 

Eel1l = t ep d\i = t ep (u R L1I M dA 

E . ( - ) lim~= epAU . 
6-.0 f...t R .1"(1/ 

em que A representa uma secção transversal do escoamento. 

(3.7) 

Tendo presentes as equações (3 .6) e (3.7), a equação (3.4) pode 

escrever-se: 



dE d (- ) ( - ) - '-'" =- e d'v'+ e AU - e AU dt dt L p p R .mi P R"", 
(3.8) 

Para um volume de controlo fixo ter-se-á U R = U (velocidade média 

do escoamento). Todavia, se o volume de controlo aumentar ou diminuir 

com o tempo, então a superfície de controlo não será fixa e a velocidade U R 

na equação (3 .8) será a velocidade relativa U R = U - U" sendo U, a 

velocidade da correspondente superfície de controlo (entrada ou saída). 

Consequentemente, a forma geral da variação da propriedade E de um 

sistema de controlo em movimeno, para um escoamento unidimensional, 

escreve-se: 

dE". =~ r epd'v' + [epA(U -U)] . -[epA(U -U)] (3.9) dt dt 1,<: .\ .\'lll .\ CI1I 

a qual traduz, nas condições enunciadas, o chamado teorema de transporte 

de Reynolds. 

3.3 Equação de continuidade ou de conservação da massa 

Para aplicar o teorema de transporte de Reynolds à conservação da 

massa (cuja propriedade extensiva, E, é a massa = m), a propriedade 

intensiva do escoamento é massa/unidade de massa = I, isto é, 

/)"m 
e= fim -=1 

"'I11--+0 /)"m 

Por outro lado, mantendo-se constante a massa do sistema de controlo 

tem-se dM,) dt = O. Nesta conformidade, aplicando a equação (3.9) ao 

volume de controlo mostrado na Figura 3.2, com e = 1, obtém-se: 

:t r: p A dx + [p A (U - uJL - [p A (U - uJl = O (3.10) 

i--- O 1-- os, 
$1 L 

I ____ ----'1 
I, - - - - ii 

Escoamento : I _ d -
--- _ ---r--- u, ---,t----- U, 

II II 
I L - - . _ _ _ _ _ _ _ --1: 
I t I 
X, Vol ume de Controlo X, 

Figura 3.2 - Volume de controlo para dedução da equação de continuidade. 
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Aplicando o teorema de Leibniz ao primeiro termo da equação (3.10), 

d r' r' a ( ) ( ) dx, ( ) dX 1 - i ' pAdx= i ' - pA dx+ pA 2 - - - pA 1-
dt . 1 1 at dt dt 

e atendendo a que dX 2 j dt = (U S ) 2 e dX 1 j dt = (U S )1 ' aquela equação simpl i

fica-se para: 

(3.11 ) 

Atendendo agora ao teorema do valor médio, seja, 

podemos escrever: 

(3.12) 

Dividindo a equação (3.12) por & e considerando condições limite, 

com & ~ O, aquela equação pode escrever-se: 

~ (p A) + ~ (p A U ) = O 
at ax 

(3.13) 

sendo esta a equação de continuidade ou de conservação da massa, em 

termos das variáveis A eU. Considerando um fluido incompressível 

(dpjdt=O) e atendendo a que Q=AU, com aAjat=(aAjah) . (ahjat) e 

56 ainda aAjah = B(h), a equação (3.13) pode tomar a seguinte forma: 

aA aQ O . d -+-= , ou all1 a 
at ax 

ah +~ aQ =0 
at B ax 

Se existir uma zona de armazenamento com uma secção transversal 

Ao (área não activa), esta é simplesmente ad icionada à área activa A do 

escoamento. Por outro lado, se ocorrer um escoamento lateral contínuo, q" 



por unidade de largura do tributário, este é adicionado ao segundo membro 

da equação de continuidade (positivo tratando-se de um caudal afluente e 

negativo no caso contrário), vindo: 

(3.14) 

3.4 Equação de conservação da quantidade de movimento 

Para a conservação da quantidade de movimento, a propriedade exten

siva é a quantidade de movimento = mU e a correspondente propriedade 

intensiva do escoamento escreve-se: 

-~m -
e= fim U-=U 

<'> 01 .... 0 ~m 

De acordo com a segunda lei de Newton, a variação temporal da 

quantidade de movimento do sistema é igual ao somatório de todas as forças 

exercidas sobre o sistema de controlo, ou seja dM"j dt = I F . 

Substituindo e = U na equação (3 .9) obtém-se: 

Após aplicação do teorema de Leibniz e atendendo a que 

dX 2 / dt = (UJ2 e dx) / dt = (uj resulta: 

donde, após aplicação do teorema do valor médio: 

(3 .15) 

Seja a Figura 3.3, a qual representa as forças aplicadas ao volume de 

controlo . 
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Figura 3.3 - Forças aplicadas ao volume de controlo . 

Tendo em consideração os elementos apresentados nesta figura, as 

forças aplicadas ao volume de controlo são: 

• Forças de pressão nas superfícies de entrada e saída do fluido no 

volume de controlo 

- para secções rectangulares teremos: 

F = pgAh' F =pgAh ' 
PI '112 ' 

Fil, =pgA
a

a

h 
& 

x 

- para secções não rectangulares, embora com aBjat = O, a 

resultante daquelas forças escreve-se: 

sendo TJ a distância vertical medida a partir da soleira. 

• Força devida ao peso do fluido no vo lume de controlo: 

Fil' = - p g A(açjax)& , em que ç representa o fundo . 

• Força de atrito no fundo : Fil = pg A J & , em que J representa a 

inclinação da linha de energia. 

Ainda de acordo com a Figura 3.3, I F = Fil, - Fil, - Fil, + F,. - Fil . 
Por conseguinte, considerando secções rectangulares, teremos: 

ah aÇ 
IF= - pgA- & - pgA- & - pgAJ& 

ax ax 
(3.16) 



Substituindo esta última equação (3.16) na equação (3.15) e dividindo 

por /).x obtém-se: 

a ( AU) (PAU
2

)2 -(pAU
2

)1 _ Aa(h+;) AJ - P + --pg -pg 
at /).x ax 

Para um fluido incompressível e com /).x ~ O resulta: 

a qual pode ainda escrever-se na seguinte forma : 

aQ +~(~)+ g Aa(h + ;) = _g AJ 
at ax A ax 

(3.17) 

A formulação de Manning-Strickler é vulgarmente utilizada para o 

cálculo da variável J, seja J = n; IQIQ/(A 2 R,~/3 ), com R" = A/ P e repre

sentando nk = 1/ K o coeficiente de rugosidade deMalllling-Strickler.Se 

ocorrer um escoamento lateral contínuo, q" por unidade de largura do 

tributário, a sua influência é considerada através da adição do termo 

q, (Q/ A - UI) ao primeiro membro da equação (3 .17), ein que UI representa 

a componente da velocidade do escoamento transver.sal na direcção do 

escoamento principal. Substituindo estes resultados na equação (3.17) 

obtém-se: 

Para secções não rectangulares, admitindo, todavia, aB/at = O, a 

equação resultante escreve-se: 

aQ a [Q 2 r"Cu)(h() ) ( ) d 1 - + - -- + g.b x .f - TJ (J' UI TJ + 
at ax A 

a; n;glQIQ (Q '\ 
+gA-+ 4/3 +q, --UI 1=0 

ax AR" A) 

ou de forma mais compacta: 
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oQ o [Q2 1 Oç (Q J -+- -+gII +gA-+gAJ+q, --UI =0 ot ox A ox A 
(3.19) 

com Ill'I)=1'(o')[h(x,')-lJ]O'(XII)dlJ, em que O'~B(I'I) é a largura da 

secção à altura lJ ~ h(u) contada a partir do talvegue, situado à cota ç(x). 

Para além do termo II correspondente às forças de pressão actuantes 

nas secções extremas XI e X 2 do volume de controlo, poderá ainda 

considerar-se um termo adicional 12 correspondente às forças de pressão 

actuantes nas paredes laterais devido a variações da largura do canal com a 

distância; é dado por: 

Nesta conformidade, urna forma mais geral da equação de 
conservação da quantidade de movimento poderá agora escrever-se: 

Considerando secções rectangulares constantes, ou com variações 

suaves, o sistema constituído pelas equações (3.14) e (3.18) é um modelo 

matemático suficientemente adequado para a modelação de escoamentos 

gradualmente variáveis com superfície livre, essencialmente unidimen

sionais no plano horizontal. 

3.5 Modelo simplificado. Soluções analíticas 

Com Q = A u, em que u == U é a velocidade média do escoamento 

segundo X, e considerando: i) uma secção rectangular constante; ii) q, = O, e 

iii) a aproximação R" = h (válida para valores da largura B do canal muito 

superiores à altura h), o sistema constituído pelas equações (3.14) e (3.18) 

escreve-se: 

dh + h du + u dh = O 
dt dX dX 
du dU dh dÇ T(;) 
-+u-+g-=-g----
dt dx dX dX h 

(3.21 ) 



r(ç) n; glulu 
com -h- = R 4/ 3 

II 

Não considerando os efeitos devidos ao atrito [r( ç)/ h = O] e com 

fundo horizontal, donde ah/at = ary/at e a(h + ç)jax = ary/ax , em que 1] 

representa a variação da superfície livre, o sistema (3.21) pode escrever-se: 

a ry + h au = -u ah 
at ax ax 
au ary au -+g-=-uat ax ax 

(3.22) 

Admitindo, adicionalmente, desprezáveis os termos não lineares do 2° 

membro do sistema (3.22), com h = ho no termo não linear restante e 

considerando um canal com um comprimento finito e fechado na 

extremidade oposta, à distância I da origem, o sistema de equações 

resultante admite a seguinte solução (3.23): 

ry = 2 Ç"o cos(o-t)cos(kox ) 

u = 2 Ç"oc sin(o-t)sin(kox ) 
h 

(3 .23) 

em que o- = 21r/T, ko = 21r/ L e c representa a velocidade de propagação da 

onda ou celeridade que, em condições de água pouco profunda, é dada por 

c = .fih. T e L representam, respectivamente, o período e o comprimento 

de onda. 

Substituindo a solução (3.23) nos membros da direita das equações 

(3.22) e integrando-as em seguida obtém-se a solução (3.24) (Singh & 

Hager, 1996): 

(3 .24) 

A solução (3.24) do sistema de equações (3.22) é válida apenas para 

distâncias x relativamente curtas (apenas alguns comprimentos de onda). 
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Uma outra solução para o sistema de equações (3.22) poderá ser 

obtida considerando no plano (x, t) as duas famílias de características C + e 

C - (como se verá na secção seguinte). Supondo o canal em repouso no 

instante t = O (instante inicial) e admitindo uma condição de fronteira do 

tipo Uo = j(to) é ainda possível obter a seguinte so lução analítica (3.25) 

para uma onda progressiva (Temperville, 1985): 

x = (t - to {% j(t o ) + #h ) 

7J = f(~) + fE j(to) 
4g fi 

u=j(to) 

3.6 Modelos de resolução numérica das equações 

(3.25) 

Na generalidade das aplicações correntes, as equações (3 .1 4) e (3.18) 

deverão ser resolvidas sem qualquer simplificação adicional. As soluções 

analíticas apenas poderão ser úteis em problemas muito particulares ou para 

validação de modelos numéricos. 

Mostra-se em seguida como aquele sistema de equações poderá ser 

resolvido utilizando diferentes metodologias. Entre os esquemas numéricos 

mais correntes destacam-se o método das características e a lguns métodos 

de diferenças finitas e de elementos finitos , os quais passamos a expor, por 

esta mesma ordem. 

3.6.1 Método das características 

Seja de novo o sistema de equações (3.21), que agora pretendemos 

resolver uti I izando um esquema numérico baseado no método das 

caracterí sti cas: 

dh + h dU + u dh = O 
dt dX dX 
dU dU dh dÇ T( ç) 
-+u-+g-=-g----
dt dX dX dX h 

(3.21 ) 

As equações das linhas características e das invariantes de Riemann 

são obtidas a partir da anulação do determinante da matriz constituída pelos 

coeficientes dos gradientes das variáveis, tornando, por conseguinte, o 



sistema indeterminado, mas impondo, por outro lado, que o mesmo seja 

possível. Assim, daquele sistema de equações resulta: 

u O h 

O g u 

dt dx O O 

O O dt dx 

obtendo-se, por condensação da matriz: 

dx CL 
-=u±...;gh 
dt 

O 
dÇ T(ç) 

- g - --
dX h 

dh 

du 

du± ri dh+(gdÇ + T(Ç))dt=O fi; dX h 

Tendo por base o esquema representado na Figura 3.4, 

p 

-fdIÇl ----
Ó l -IL-U 

A E C D B 
f-_ Ó '_· - ..., x 

Figura 3.4 - Lin has características C+ e C- de um si stema de equações do 

tipo (3.21). 

e supondo conhecidos os valores de h e u nos pontos A, C e B, sendo dados 

xI' e ti" obtêm-se através de integrações de F ordem as seguintes equações 

segundo as linhas características C+ e C-. 

De ~~ =u+.fih => x,,-xA =(u+.Jiht(t,,-t,,) 

De du+ ri dh+(gdÇ + T(Ç))dt = O 
~h dx h 

cc> u, ~u, +( ~), (h, ~h,)+ ~; + r~)), (I" ~I" H 
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De du- fi dh+(gàÇ + T(Ç)]dt=O fi; àX ' h 

Atendendo às equações das I inhas características, dxl dt = u ± Jih ' 
deduzem-se por interpolação linear as seguintes expressões (3.26) para U, C 

e H nos pontos E e O (Antunes do Carmo et aI., 1993): 

(3.26) 

com rp = MI/).x. 

Nesta conformidade, podemos escrever: 

U h I' - H E ( d ç T(.;) ) A 
U /' = E - g - g - + -- D.t 

C E dX h E 

U h I' - H D ( d ç T( .; ) ) A 
U I' = D +g - g-+-- D.t 

C D dX h D 

ou seja, 



com, 

obtêm-se para os pontos interiores do domínio: 

h = CECO(VE -VO) 
I' g(CE +CO) 

(3.27) 

3.6.2 Métodos de diferenças finitas 

Seja a função de duas variáveis u = u(x, t) e considere-se que u 

possui um número suficiente de derivadas parciais. Os valores da função u 

nos pontos (x, t) e (x + fu:, t + M) estão relacionados pela expressão em 

série de Taylor, 

u(x + fu:, t + !':.t) = u(x, t) + (fu:~ + !':.t~) u(x, t) ox ot 

+- fu:-+!':.t - u(x, t)+ .. · I (o 0)2 
2! OX ot 

I (o 0)"-1 + ( ) fu: -+ !':.t- u(x,t)+R 
n + I! OX ot " 

Consideremos o ponto do espaço (ifu:, nM), também designado por 

nó (i, n), da malha de cálculo representada na Figura 3.5. 

(i n + I) , 
JI. 

M 

~ 

(i-l,n) li n) ( i + l,n) 
fu: .. .. 

(i,n-I) 
Figura 3.5 - Malha de diferenças finitas. 
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Expandindo 

obtêm-se: 

em série de Taylor elTI torno do valor U;1 

(3.28) 

Considerando agora as equações (3.28), somando e subtraindo uma da 

outra obtêm-se as seguintes fórmulas de diferenças finitas para as derivadas 

de primeira e segunda ordem em (i, n), segundo a direcção i&: 

a n 11 

~ = U i+1 - Ui + 0(&) 
ax & 

au = U;' -U;~ I + 0(&) 
ax & 

(Diferenças progressivas) (3.29) 

(Diferenças regressivas) (3.30) 

au = U;~I - U;~I + 0[(& Y ] (Diferenças centradas) (3.31) 
ax 2& 

a2 11 2 11 11 

_u =Ui+1 - Ui + Ui_I o[(&y] (3.32) 
ax 2 (&y + 

De igual modo se obteríam as derivadas aujat e a2ujat 2
, 

expandindo U;'- I e U;1+1 em série de Taylor em torno do valor u(i, n). 
A ordem de aproximação numérica das derivadas depende da 

uniformidade da malha computacional. Nesta conformidade, um esquema 

possível e comum para aproximar o valor da 1 a derivada numa malha não

-uniforme escreve-se: 

lu;-u:~ , 
+-----'-----

2 Xi - Xi _I 

ou ainda, 

(3.33 ) 

com o. O ~ e ~ 0.5 , ou O. 5 ~ e ~ 1. O, consoante o escoamento se dá no 

sentido de crescimento dos índices da malha de cálculo ou no sentido 

contrário. 



Um esquema de diferenças finitas consiste em substituir as derivadas 

contínuas das variáveis nas equações que regem os fenómenos por fórmulas 

dos tipos (3.29) a (3.33), neste caso apenas derivadas de 1 a e 2a ordens, e 

calcular os valores das incógnitas, no caso presente as variáveis h e u, em 

pontos (i, n) de uma malha previamente estabelecida nos domínios espacial 

(ifu) e temporal (nt1t ). 

3.6.2.1 Esquemas implícitos 

Os esquemas implícitos de diferenças finitas são incondicionalmente 

estáveis, isto é, não obrigam ao cumprimento de qualquer condição de 

estabi lidade para a garantia de uma solução. Contudo, a utilização de valores 

elevados do incremento temporal , M, poderá conduzir a soluções menos 

precisas, pe lo que, na prática, se aconselha a utilizar um valor limite para 

M próximo ou não muito superior à correspondente condição de estabili

dade deduzida para esquemas explícitos, como se verá mais adiante. Por 

outro lado, este tipo de esquemas calcula os valores das variáveis simul

taneamente em todos os pontos da malha de cálculo, em cada instante 

(n + I)M , através da resolução de um sistema de equações. 

Passaremos de seguida em revista alguns dos principais esquemas 

implícitos, ou semi-implícitos, constantes na bibliografia da especialidade. 

3.6.2.1.1 Esquema semi-implícito de 4 pontos 

Neste método as derivadas espaciais ahjax e aujax são aproxima

das através das seguintes expressões (3.34): 

àh = 8 
h ,11 + 1 - h,Il+' h" h" 1+1 I + (1 - 8) i+l - i 

àx fui fui 

àu = 8 
n+ l 11+1 

+(I_8)U;~I- U;' Ui+1 - Ui 

àx fui fui 

(3.34 ) 

com 0.5::;8 < 1.0. 

As derivadas temporais àhjàt e àujàt são estimadas por: 

(3 .35) 
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o termo relativo à tensão de atrito no fundo, r{;;)/ h; , é modelado 
através de: 

sendo nk = 1/ K o coeficiente de rugosidade de Manning. 

Em cada !1t, durante o processo iterativo, proceder-se-á, sucessiva-
,. I· - d I d - n+1/2 -n+1/2 O 5 (11 11+1 ) mente, a segumte actua Izaçao os va ores e Ui : Ui =. Ui + Ui . 

As variáveis h e U são estimadas entre tempos adjacentes por: 

h = 0.25 (h n + hl1 + h"+' + h~'+ ' ) 
, I 1+ 1 I 1+1 

(3.36) 

O 25 ( 11 n n+1 11+1 ) Ui = . Ui +Ui+1 +Ui +Ui+1 

Substituindo os valores de h, u, êJhjêJx, ·êJujêJx, aujêJx, aujêJt, êJçjax 
e 'r( ç)j h no sistema de equações de Saint-Venant (3 .21) obtém-se a seguinte 

forma de diferenças finitas: 

!1xi (hn+' _ hl1 + hn+' _ h~' )+ 
2 !1t 1 , 1+1 7+1 

+0.25 (hi
l1 +h::, +hil1+1 +h::~')[e(u;:~'-u;1+')+(I-e)(u;:,-u;')]+ 

+0.25 (u;' + U;:I +U;'+I +u;:~ ')[e(h::~'-h:1+')+(I-e)(h::,-h;')] =O 

Para uma grelha com N pontos teremos um sistema de 2N-2 equações 

a 2N incógnitas, sendo, por conseguinte, necessárias 2 equações suplemen

tares; equações estas que resultam de relações entre h e u, ditas condições de 

fronteira. Esquematicamente, as equações resultantes podem escrever-se na 

seguinte forma: 



CFM,h , + CFM2 U I = RFM 

CII h , +C21 UI + C 32 h 2 +C42 U2 =RC , 

Mil h , + M 21 UI + M 32 h 2 + M 42U 2 = RM, 

C li h i + C 2i Ui + C 3i+1 hi+1 + C4i+ 1 U i+ 1 = RCi+1 

Mlihi +M2i Ui +M3i+lhi+1 +M4i+IU i+1 =RMi+1 

C li +1 hi+1 + C2 i+1 U i+1 + C 3i+2 hi+2 + C 4i+2 Ui+2 = RCi+2 

Mli +lhi+1 + M2 i+ IU i+1 + M3i+2 hi+2 + M4 i+2 Ui+2 = RMi+2 

C I N _I hN_1 + C2N _ 1 U N_I + C 3N h N + C 4N U N = RCN 

MI N_ lh N_ 1 +M2N_ IU N_ 1 +M3N h N +M4N U N =RMN 

CF" h N + CF'2 U N = RF, 

o qual representa um sistema pentadiagonal de 2N equações não lineares a 

2N incógnitas. Assim, considerando uma grelha com apenas 4 pontos 

teremos, em termos matriciais: 

CFMI CFM2 h l RFM 

C I I C21 C32 C42 UI RCI 

Mil M21 M32 M42 h2 RMI 

CI2 C22 C33 C43 U2 RC2 

MI2 M22 M33 M43 h3 RM2 

C13 C23 C34 C44 U3 RC3 

M13 M23 M34 M44 h4 RM3 

CF.11 CF.n U4 RF., 

Para a resolução de um sistema pentadiagonal de equações lineares 

apresenta-se em seguida uma metodologia eficiente, baseada num conjunto 

de expressões deduzidas com base no método directo de Gauss. 

Seja o sistema pentadiagonal [K ]{u} = {j}, com: 
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CI -di e l 

- b2 c 2 - d 2 e2 

a 3 
- b

3 cJ - d
3 e J 

[K]= 
- b; a; c; - d; e; 

a" - b" c" -d 
" 

a 11+ 1 - b ll + 1 c n + 1 

UI .) II 

U 2.) 12 
U J.) I J 

{U}= e {j}= 
U;.) f 

Un ,j I" 
U 11+ 1. ) 111+1 

A solução deste sistema de equações é obtida utilizando o procedi

mento que se descreve em seguida. 

• Condensação 

(i = 3 4 ... n + I) " , 



• Rectro-substituição 

S n+1 fi" U "+ I + S" 
U n+

1 
=--; U n 

a "+1 a" 
fii U i +1 - e i U i +2 + Si (i = n - I, n - 2, . .. ,I) 

A não-linearidade do sistema implica a utilização de um método de 

cálculo apropriado; o recurso a um procedimento iterativo é uma metodo

logia frequentemente utilizada. 

Um esquema corrente de 4 pontos é devido a Preissmann (1961). Este 

esquema foi originalmente aplicado ao sistema de equações (3.14) e (3.18), 

com a equação (3.14) escrita em termos da variável h. Nesta conformidade, 

sejam estas equações escritas na seguinte forma simplificada (3.37), com 

q, = O: 

(3.3 7) 

As derivadas espaciais e temporais das variáveis h e Q são discre

tizadas em conformidade com as expressões (3.34) e (3.35) e o termo 

a(Q2 / A )/ax é calculado por: 

Após substituição nas equações (3.37) resultam as seguintes equações 

discretizadas: 
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~[Q;:~ I - Q;:I + Q;'+I - Q;') + e [(Q;:~I Y _ (Q;'+I Y] + (I - e) x 
2 M I1t fu A~1+,' A N

+
1 fu ,+ , 

X 1+1 - _,- + g e 1+1 1 + (I - e) ,+1 1 X [ (QN)2 (QN )2] [ Al1+1 + An+' A~' + A~' 1 
A~' A~' 2 2 

1+\ f 

X {[ El (h + ç);:,':x (h + ç);" + (1- El) (h + ç):;~ (h + ç); ] + 

[ 
Ql+I IQ"+1 1 + Q~'+I I Qn+1 1 QN I Q~' I + QnlQ~'l l 

e 1+1 1+1 1 1 (I e) 1+1 1+1 1 1 + ~ + -~ x 
2 2 

X e ~ ii 1+1 ~ ii 1 +- (1 - e)x 
[ 

r(AK R 2/3 )"+1]2 + r(AK R 2/3 )"+1]2 
2 

AK R 2/3 11 AK R 2/3 11 

x ( ii L ; ( ii ); =0; 0.5~e~1.0 ~ ] 2 ~ ] 2]-1 } 

Tal como no método anterior, também neste caso somos conduzidos à 
resolução de um sistema de equações não-lineares, em termos das variáveis 

h;'+' , Q;1+I, h;:~' e Q;:~I. Supondo uma grelha com N pontos de cálculo, 

teremos um sistema com 2N-2 equações para 2N incógnitas. Este sistema 

será resolvido com a adição de duas condições de fronteira e recorrendo, por 

exemplo, ao método iterativo de Newton. Neste caso, porém, o sistema 

deverá ser previamente linearizado em termos das incógnitas I1hi' I1Qi' 

i = I, 2,"', N , as quais representam sucessivos incrementos em cada instan

te de cálculo (n + I)M , ou seja, representam os afastamentos para a solução, 

sendo as sucessivas aproximações, em cada instante de cálculo, obtidas 

através de: 

h~1+' = h" + I1h 
I I 

Considerando o par de pontos (i, i + 1), o sistema de equações resul

tante linearizado poderá escrever-se: 

(3.3 8) 



Usando os valores conhecidos de h;' e Q;' obtêm-se valores para os 

coeficientes A, B, .. . , D ', G '. O sistema de equações linearizado (3 .38), 

escrito para os N pontos da malha, fornecerá então as novas aproximações 

para as incógnitas f:!h; , f:!Q; , i = I, 2,"' , N no instante (n + I )f:!t . A primeira 

aproximação no processo iterativo obtém-se considerando f:!h; = f:!Q; = O . 
Os valores das incógnitas do sistema (3.37), h;>+1 e Q;>+I, são seguidamente 

actualizados e parte-se para uma nova aproximação até que as diferenças 

entre duas aproximações sucessivas, para todos os pontos da malha de 

cálculo, sejam inferiores a um erro pré-estabelecido. 

3.6.2.1.2 Esquema sem i-implícito de Abbott & Ionescu 

Seja de novo o sistema de equações a resolver (3 .37): 

(3 .37) 

Em conformidade com o esquema de Abbott & Ionescu (1967), os 

valores das variáveis h e Q são calculados alternadamente nos pontos da 

malha computacional, como representado na Figura 3.6. Trata-se de um 

método centrado, em que as distâncias entre os pontos da malha de cálculo 

(f.:.x; ) podem variar de ponto para ponto . 

• Variável h o Variável Q 

Figura 3.6 - Troço de um canal natural (rio). Grelha de cálculo das variáveis. 

Equação de continuidade 

Esta equação é centrada em cada ponto h da malha de diferenças 

finitas, sendo as derivadas discretizadas no instante (n + I/2)f:!t como se 

segue: 
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ah = _I (h~l+ 1 _ h ~l) 
at I1t' , 

aQ =_I_[~(QII +Q"+I)_~(Q " +Q~'+ I)] ax 2&. 2 ,+1 ,+1 2 ,-I ,-I , 

(3.39) 

Após substituição das equações (3.39) na primeira equação do sistema 

(3 .37) resulta a seguinte formulação (3.40): 

a ~ Q"+I + pc h"+l + y C Q~l+1 = o.c 
I 1-] I I I 1+1 1 

(3.40) 

em que: 

a C =_~. pc =B"+I. c =~. 
; 4&.' ; ; ' y; 4&. ' , , 

o" =h n B //+ 1/2 _~(QII _Q" ) 
, " 4&. ,+1 ,-I , 

Equação da quantidade de movimento 

A equação de conservação da quantidade de movimento [segunda 

equação do sistema (3.37)] é centrada em torno dos pontos Q da malha 
computacional, sendo as derivadas temporal e espacial discretizadas como 

se segue: 

aQ =_1 (QII+I _ Q// ) 
aI I1t ,+1 ,+1 

~[~)=_l . [[~)"+1/2 -[~)1I+ 1/2 l 
ax A 2 & , A ;+1 A i-I 

(3.41 ) 

A ah = AII+ 1/2 _1_ [h~l+1/2 _ h~l+ 1/2] 
g ax g, 2&. ,+1 ,-I , 

o termo de atrito é calculado da seguinte forma: 

com a função de peso f dada por: 



Atendendo a que neste esquema, e de acordo com a Figura 3.6, as 

variáveis h e Q não são calculadas nos mesmos pontos da malha de 

diferenças finitas, os valores de Q2 no termo a(Q2 / A)/ax deverão ser 

avaliados nos pontos i e i+2; por conseguinte, são obtidos por interpolação 

com base nos valores dos pontos vizinhos. Substituindo a expressão do 

termo de atrito e as equações (3.41) na segunda equação do sistema (3.37) 

resulta a equação (3.42): 

a" h"+1 + f3." Q"+1 + y" h"+1 = g." 
1+ 1 I 1+ 1 t+ 1 1+ 1 1+2 1+ 1 (3.42) 

em que a:~I' f3/~ 1 , Y;(~1 e g/~1 são funções conhecidas do caudal, da malha e 
da geometria do domínio. 

As expressões (3.40) e (3.42) traduzem um conjunto de equações 
algébricas lineares em termos das variáveis Q;-1 , hj , Q;+1 e hi+2. Para cada 

par de pontos (i - 1, i) e (i + I, i + 2) estabelece-se um sistema de equações, 

sendo os coeficientes B;1+1/2, A;:~1/2 e [A/(A 2 K 2 R/~/) )1:':11/2 reavaliados em 

cada iteração. Na primeira iteração consideram-se B ~+1/2 = Bn A"+1/2 = Ali 
I I ' 1+1 1+ 1 

e [A/(A 2 K 2 Rt )];:11/2 = [A/(A 2 K 2 Rt )t1 . 
Após resolução dos sistemas (3.40) e (3.42) obtêm-se novas aproxi

mações para as variáveis h;1+1 e Q;:~ 1 (i=I , .... N), o que permite recalcular 

os coeficientes: 

A~'+1/2 = (A li + A"+1 )/2 
1+1 1+ 1 1+ 1 

Substituindo os últimos valores destes coeficientes nas equações 75 

(3.39) a (3.42) obtêm-se novas aproximações para as variáveis h;'+1 e Q;:~ 1 

(i = 1,·· ·, N), repetindo-se o processo tantas vezes quantas as necessárias até 

se atingir a precisão desejada. São, em geral, suficientes duas iterações em 

cada passo de tempo. 

3.6.2.1.3 Esquema totalmente implícito 

Seja o seguinte sistema de equações simplificado (3.43): 
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dA + dQ =0 
dt dX 
dQ dQ (2 2) dh -+ 2u-+ c - u B- = <p 
dt dX dX 

(3.43) 

em que c = fih e a função <P inclui os termos relativos ao atrito e às 

irregularidades do fundo. 

Considerando, em primeira aproximação, o sistema homogéneo 

(<P = O) é possível utilizar, após linearização, o seguinte esquema total

mente implícito (Vasiliev et ai., 1965): 

A~I+I - A~' + ~ (Q~I+ I - Q~I+ I ) = O 
I I 2& 1+ 1 l- I 

(3.44) 

Q~I+I _ Qn +u f..t (Q~~+I _Q~+I)+( 2 - u2)B~(hn+ 1 -hn+I)= O 
I I & 1+ 1 l-I C 2 & ,+ 1 l- I 

Considerando N pontos da malha de cálculo, precisamos de conhecer 

2N variáveis independentes, sendo apenas possível escrever 2N-4 equações 

do sistema (3.44). Ou seja, resulta um problema de condições de fronteira 

que terá de ser resolvido, uma vez que temos apenas 2 condições de 

fronteira disponíveis. Este problema é análogo ao encontrado quando se 

analisam esquemas explícitos, como se verá na secção seguinte. 

3.6.2.2 Esquemas explícitos 

Contrariamente aos métodos implícitos, os esquemas explícitos são 

condicionalmente estáveis, isto é, obrigam ao cumprimento de uma condição 

entre os incrementos temporal e espacial como garantia de convergência 

para a solução. 

No caso do sistema de equações de Saint-Venant, constituído pelas 

equações (3.14) e (3 .18), demonstra-se que é condição necessária e sufici

ente para garantir a estabilidade dos métodos exp lícitos que apresentaremos 

mais adiante (secções 3.6.2.2.2 Esquema explícito de Koutitas, 1988; 

3.6.2.2.3 Esquema explícito Leap-frog, e 3.6.2.2.4 Esquema explícito de 

MacCormack) a verificação da condição de Courant-Friedrich-Levy. Em 

geral, esta condição de estabilidade impõe que: 

A < & 
Dt _ -I - I 

u ±c 

com c =.fih. 



Considerando um sistema de equações linearizado, mostra-se em 

seguida o procedimento a adoptar para a obtenção da condição de 

estabilidade de um esquema explícito. 

3.6.2.2.1 Estabilidade numérica 

Por definição, dizemos que um processo de cálculo sequencial ou 

iterativo é estável se os erros de arredondamento não se amplificarem à 

medida que os cálculos progridem. 

Para sistemas de equações às derivadas parciais (duas ou mais 

equações), define-se a matriz de amplificação relativa ao harmónico m, seja 

GII/' como se mostra para o sistema de equações linearizado (3.22), com h = 

ho (constante): 

{

arJ = - h au 
at o ax 
au arJ -=-g-at ax 

(3.45) 

o qual se pretende resolver através do seguinte esquema consistente, com 

ri =-ho(f').t/tu) e r2 =-g(f').t/tu) : 

{rJ 

11 + 1 _ rJ 11 = ~ ( 11 _ 11 ) . . U I U I 
I I 2 1+ 1-

11 + 1 _ 11 = ~ (rJ 11 + 1 _ rJ 11 + 1 ) u. u . . I . I 
I I 2 1+ 1-

(3.46) 

Nesta conformidade, pretende-se analisar as condições de estabilidade 

do esquema numérico (3.46). Para o efeito, podemos escrever: 

{~nn+ 1 
2 '1, - 1 

+ u n
+

1 = , 

ri 11 --u 2 i - I 

Considere-se agora a seguinte decomposição harmónica: 

nn = "A iw. jóx 
'11 L..J 11/ e 

m 

U 11 =" B eiw. j Óx 
; ~ til 

111 

77 
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em que Am e Bm são as amplitudes do harmónico m no instante nt:.t. Por 

substituição termo a termo no sistema de equações original, designando por 

AII/+ e Bm+ as amplitudes no instante (n + I)M ,obtém-se: 

Com 

ri (-iW. llX iw. llx ) B -- e -e 
2 m 

13111/ = ri (e iW
•

ÓX 
- e -iw. Ór /2 i) = ri sen (WmL1x) e 

13 2m = r2 (e iW
•
ór 

- e-iw
•
ór /2 i) = r2 sen (wmL1x) , 

Bm 

(3.47) 

resultam as seguintes matrizes dos coeficientes das variáveis, HI e H 2 , 

para o primeiro e segundo membros de (3.47), respectivamente: 

Calculando agora a matriz Gm = H I-
I H 2 : 

[ 

1 
Gm = . 

1/32111 

obtém-se para a equação que dá os valores próprios de Gm : 

donde, 

À 2 - (2 - AI/132m)À + I = O 

À = 2 - 13lm132111 ± ~(2 - 13lm132,J - 4 
1.2 2 

_ 2 - 13lm132m ± ~(13lm132m) ~(13ul/132m - 4) 
2 

(3.48) 

Para 131m 132m < 4 as raízes são complexas e o seu módulo vale I; para 

valores de 13ul/132m > 4 um dos valores próprios é em módulo superior à 

unidade, logo o esquema de discretização é, nestas condições, instável. A 

condição de estabilidade resulta então de 13lm132m ~ 4, ou seja ri r2 ~ 4, 

obtendo-se sucessivamente: 



donde, 

ou seja, 

2& 2& 
M~--=--

c ~gho 

3.6.2.2.2 Esquema explícito de Koutitas 

(3.49) 

Seja do sistema de equações a resolver (3.37), escrito em termos das 

variáveis 17 e Q: 

a17+~aQ=o 
at B ax 

(3.50) 

o esquema numérico de Koutitas (1988) resolve o sistema de 

equações (3.50) considerando uma grelha descentrada no espaço e no tempo. 

Os caudais são calculados nos nós da malha espaço-temporal de cálculo, 

enquanto as elevações da superfície livre são obtidas em pontos intermédios 

no espaço e no tempo. Na forma de diferenças finitas, as equações (3.50) 

escrevem-se: 

(3.51) 79 

+ 
2& 

[ 

11+1/2 _ 11+1/2 21QI1 + Q~' I Q~' ]} n 17 I 1 I - I I + A 'I, 1- + _----'--___ --'--__ 
g I & (A + A )2 K 2 R 4/3 

{-I 1+1 h 
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Segundo Slingerland et aI. (1994), o esquema (3.51) é estável 

verificando-se a seguinte condição: 

3.6.2.2.3 Esquema explícito Leap-frog 

Seja o sistema de equações (3.37), escrito em termos das variáveis TI 
eu: 

(3.52) 

o termo convectivo é aproximado por: 

a II ( II II) (11+1 + 11-1)( II - I II - I ) 
U ~ = Ui U i+1 - Ui-! = Ui Ui U i+2 - U i_2 

~ & 4& 
(3 .53) 

com & = 2& e sendo os valores da velocidade calculados através de, 

( ~1+ 1 + II- I) ( II- I + ~I+I) 
ulI = U, u, . U" = U ,+2 U, 

i 2 'i+1 2 
( ,,+1 + II- I ) 

. u lI = Ui U i_2 
' i - I 2 

e o termo de atrito tratado da seguinte forma, 

De acordo com este esquema, a solução é obtida no instante (n + 1) M 

para as velocidades, a partir dos valores conhecidos no instante (n - I )tlt , ou 

seja St = ntlt - (n - 2 )tlt = (n + I)M - (n - 1 )tlt. O instante ntlt é usado 

como um passo de cálculo intermédio, sendo nesse instante calculadas as 

amplitudes TI :~ I . Por conseguinte, as variações temporais são obtidas por: 

TI TI i+1 - TI i+1 (
a) n 11-2 

at i+1 = Ot 

11+ 1 II-I 
U -U. 

I 



De igual modo, o incremento espacial é dado por & = (i + 2)& - i& 
(i + 1)& - (i - 1)&, correspondendo i& a um ponto intermédio onde são 

obtidos os valores das velocidades U;1+ I . Nesta conformidade, as restantes 

variações espaciais escrevem-se: 

B (h )"-1 B (h )"-1 (a)" 11 11 
;+2 U ;+2 - ; U; ; ax77 = 77 ;+ I~77;- 1 (3 .54) 

Bi+l& 

Após substituição das quantidades anteriores (3 .53) a (3.54) no 

sistema (3 .52) e explicitação em ordem às variáveis 77;: 1 e U;1+ 1 obtém-se o 

esquema explícito (3.55) : 

77 ~ ' = 77 ."-2 _ [Bi+2 (h U);':~ - B; (h U ti ]5t + q,;' !it 
1+1 1+1 B . & B 

1+ 1 1+ 1 

(3.55) 

I 11-1 11-1 _ + U i+2 - U i_2 

!it 4& 

com i = 1, 3, 5, 7, .. . 

3.6.2.2.4 Esq'uema explícito de MacCormack 

Como foi já referido anteriormente, na prática, a resolução de um 

problema num canal, ou num sistema natural, de secção prismática não 

rectangular, a área líquida da secção transversal , A, deverá ser considerada 

explicitamente. Nesta conformidade, deverá ser utilizado o sistema consti

tuído pelas equações (3.14) e (3.18), ou (3.20), que resolveremos nesta 

secção. 

O esquema de MacCormack (MacCormack, 1971) é um método explí-

cito de diferenças finitas que pertence à classe dos chamados métodos de 8\ 

passo fraccionado. Resultou de modificações introduzidas nos métodos de 

dois passos baseados na expansão de segunda ordem da série de Taylor no 

tempo, nomeadamente no método de Lax e Wendroff, e garante uma aproxi

mação de segunda ordem no espaço e no tempo. 

A aplicação de um ciclo completo de dois passos avança a solução de 

um incremento de tempo de cálculo I1t. No primeiro passo é determinada 

uma primeira aproximação das variáveis dependentes no instante (n + I )~t , 
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em função dos valores dos parâmetros no instante n!:1t (algoritmo de 

previsão); estes valores aproximados das variáveis dependentes são em 

seguida utilizados (segundo passo) para o cálculo dos valores das variáveis 

no final do incremento temporal considerado (algoritmo de correcção). 

Os termos de atrito são calculados considerando médias dos valores 

(A , Q) obtidos nos pontos da malha de cálculo envolvidos nas correspon

dentes diferenças. Considerando Ao =0, as equações (3 .14) e (3 .18) 

escrevem-se: 

Sequência de PREVISÃO (diferenças regressivas) 

Ã..,+I = A" _ _ 6._t_(Q" _ Q" )+ 6.t " 
I I ,,-I q" 

X i -Xi _ I 

Sequência de CORRECÇÃO (diferenças progressivas) 



Foi exemplificada a aplicação do método de MacCormack utilizando 

diferenças regressivas para o algoritmo de previsão e progressivas para o 

algoritmo de correcção; em alternativa pode ser utilizado um esquema 

inverso, isto é, diferenças finitas progressivas para a previsão e regressivas 

para a correcção, ou ainda as duas alternativas em sequência alternada. 

Neste último caso, a sequência de previsão-correcção para o L'1t seguinte 

[instante (n + 2 )L'1t ] escreve-se na forma como se mostra em seguida. 

Sequência de PREVISÃO (diferenças progressivas) 

Ã."+2 = A."+I _ __ L'1_t_ (Q"+I - Q"+I ) + L'1t 11+1 
I I 1+ 1 I q" 

X i+1 -Xi 

[

- 2 [ IQIQ )"+11 [Q ] /+1 
-gM n. AR~' .,., -M q,.[ AI. ,., -U" J 

Sequência de CORRECÇÃO (diferenças regressivas) 

Apresentam-se no ANEXO I subprogramas escritos em FORTRAN 

que resolvem cada uma das sequências de previsão e correcção, com 

diferenças progressivas e regressivas, tal como representado nas equações 

precedentes. 

83 
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3.6.3 Método dos elementos finitos 

o método dos elementos finitos dá uma solução aproximada por 

troços da solução. A premissa de base deste método é que o domínio da 

solução pode ser modelado analiticamente ou aproximadamente . substi

tuindo-o por um conjunto de elementos discretos. 

No método dos elementos finitos, o domínio em estudo é dividido em 

elementos, expressando-se o campo da variável (profundidade, velocidade, 

etc.) em termos de funções de aproximação em cada um dos elementos. As 

funções de aproximação, também designadas por funções de interpolação ou 

de forma, são definidas em termos da variável dependente em certos pontos 

designados por nós. Os valores que a variável toma nos nós e as funções de 

interpolação definem completamente o comportamento do campo da variável 

no interior dos elementos. Os valores da variável nos nós são as incógnitas 

do problema. 

É óbvio que a natureza da solução e o grau de aproximação depen

derão não só do tipo e dimensão dos elementos, mas também do tipo de 

funções de interpolação usadas. As funções de interpolação não podem ser 

quaisquer, pois terão de satisfazer certos requisitos de compatibilidade, 

sendo frequentemente escolhidas tendo em atenção a continuidade das 

funções ou das suas derivadas ao longo das fronteiras dos elementos. 

Existe uma grande variedade de métodos e fórmulas para representar 

as propriedades dos elementos. De entre os vários processos disponíveis, um 

dos mais utilizados é o método dos resíduos pesados ou ponderados. Neste 

método, para além das funções de interpolação ou de forma (N;, i = 1,00 ' ,ne' 

sendo ne o número de nós do elemento), é necessário definir funções de 

peso (Yf; , i = 1,"' , ne ); estas por sua vez podem coincidir com as funções de 

interpolação (Método de Galerkin) ou serem resultantes da combinação das 

funções de interpolação e das suas derivadas (Método de Petrov-Galerkin). 

O procedimento a adoptar para a resolução de um problema num meio 

contínuo pelo método dos elementosjinitos pode resumir-se basicamente nas 

seguintes etapas: 

i) Discretização do meio contínuo em elementos': segmentos (10), 

superfícies (20), ou espaços (3D); 

ii) Selecção das funções de interpolação que irão representar a 

variação da variável, ou variáveis de campo em cada elemento; 



iii) Determinação das propriedades dos elementos ou, alternativa

mente, obtenção da solução da equação ou equações para cada 

elemento usando, por exemplo, uma técnica de re~íduos pesados; 

iv) Ligação dos elementos de acordo com certas regras, por forma a 

obter um sistema de equações cuja solução represente o 

comportamento da variável ou variáveis de campo. A base desta 

ligação é a que um nó é partilhado pelos elementos que se reúnem 

nele, sendo o valor da variável ou variáveis nesse nó o mesmo para 

qualquer elemento que o partilhe; 

v) Imposição das condições de fronteira no sistema de equações 

formado no passo anterior; e, 

vi) Resolução do sistema de equações, usando técnicas directas ou 

iterativas. 

Seja uma equação gerada pelo operador diferencial L(qJ) , 

L(qJ)=f (3.57) 

A formulação da técnica dos resíduos pesados consiste nos seguintes 

passos: 

i) Assumir a forma funcional da variável de campo, 

em que os a i são coeficientes indeterminados que podem ser 

constantes ou funções do tempo; 

ii) Dado que a forma aproximada (p não satisfaz em geral a equação 

diferencial, a substituição de (p na equação (3.57) gera o resíduo, 

Re = L((p)- f 

A optimização na aproximação de (p à solução exacta qJ é obtida 

através da minimização do resíduo R". De acordo com a técnica 

dos resíduos pesados, esta minimização requer a ortogonal idade de 

R" relativamente a uma série de funções, ditas funções de peso, 

vindo: 
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J[L(<p)- /]Wi d~e i = l,oo·,ne 
/!:. 

representando ~e a região de integração (elemento). 

iii) A integração conduz-nos a ne equações algébricas, habitualmente 

agrupadas num sistema de equações relativamente aos ne valores 

desconhecidos a i' A solução do sistema fornece os valores da 

função <p . 

Funções de aproximação para elementos a uma dimensão 

Considere-se o elemento a uma dimensão com comprimento L 

representado na Figura 3.7, com os valores qJi e qJj da função em estudo 

nos nós i e j, respectivamente. 

x 
-+---+-------------------------------t----l~ 

X . 
.I 

L 

Figura 3.7 - Elemento linear I D. 

:1 

A variação do escalar qJ ao longo deste elemento é dada por: 

(3 .58) 

sendo os coeficientes ai e a 2 determinados com base nas seguintes condi

ções nos nós: 

qJ = qJi' para X= Xi 

qJ = qJ j ' para X = X j 



Resulta assim o sistema de equações: 

cuja solução é, 

rpi = ai + a2xi 
rpj =al +a2 x j 

a = _rp-,-J_-_rp_i 
2 L 

Substituindo estes valores em (3 .58) resulta a função de aproximação 

(jJ, válida em qualquer ponto do elemento, usando funções lineares: 

Para um elemento linear resultam então: 

x -x àN N =_._, _ . i 

i L' àx 
1 x-x N = __ 1 . 

L ' J L' 

àN . 1 
.I 

àx L 

donde, em termos das funções de interpolação N i e N j , 

cp = Ni rpi + N i rp i = ± N k rpk , com n e = 2 
. . k=1 

ou ainda, na forma matricial, 

Exemplo 3.1: 

Considere-se uma barra metálica com a distribuição de temperaturas 

representada na Figura 3.8. 

Determinar o valor da temperatura em x = 4 cm e o gradiente de 

temperaturas na barra. 
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T 

T;= 120 oe 

x 
-+--- + - ------------ ------------------1-------1. 

Xi = 6.0 cm 

Figura 3.8 - Condições de aplicação (elemento 10). 

Resolução: 

Ora, X i = 1.5cm; x j =6.0cm =>L=x j -Xi =4.5cm . A distribuição de 

temperaturas na barra é dada por, 

x . -x x-x. 
T(x)= - .I- T +--' T . 

L ' L .I 

Com x=4.0 cm resulta T(4.0) = 103.33°C. 

Atendendo a que aT fax = -(1/ L)Y; + (1/ L )Tj , para o gradiente de tempe

raturas na barra obtém-se aT / ax = - 6.67° C . 

Considerando a solução ao longo de um domínio com M elementos, a 

função rp é expressa aproximadamente pelo somatório, 

q, =I[NJe) {rp}(e) 
e=l 

sendo evidente que o valor local de rp (x) , com xk ~ x ~ Xk+l' é apenas 

influenciado pelos valores das funções de interpolação e dos valores nodais 

de rp situados entre x k e Xk+1 • 

O método dos elementos finitos é pesado do ponto de vista 

computacional, pois conduz invariavelmente à resolução de um sistema de 

equações . Por outro lado, quando ap licado à resolução de equações, ou de 



sistemas de equações, unidimensionais (I OH ou I OV) não se tira partido da 

principal vantagem do método, que consiste na sua grande maleabilidade de 

adaptação à geometria do domínio. 

Por conseguinte, nestas circunstâncias, o método dos elementos 

finitos não é particularmente atraente. Todavia, tendo fundamentalmente 

como objectivo demonstrar a aplicação do método de Galerkin a um caso 

concreto, resolve-se em seguida a equação hiperbólica, linear de 2a ordem 

(3.59): 

(3.59) 

Pode demonstrar-se que a equação (3.59) resulta do seguinte sistema 

linear (3.60), com h = constante: 

aS" + a(hu) = o 
at ax 
au aS" k' -+ g-+ -u=O 
at ax h 

(3.60) 

em que o termo de atrito T f / P = kl ulu foi igualmente linearizado por 

TI / P = k'u, representando k' um coeficiente de atrito equivalente. 

A segunda derivada presente na equação (3.59) não pode ser 

aproximada por funções de interpolação lineares; com efeito, a utilização de 

funções de interpolação lineares apenas permite aproximar variações de I a 

ordem. Por conseguinte, só após integração por partes do termo 

gh (a 2 s-/ax 2 
) é possível aplicar o método de Galerkin com funções de 

interpolação de I a ordem. 

Após discretização do domínio em elementos de igual comprimento 

& , com funções de interpolação N k lineares e considerando a profundi

dade h constante ao longo de cada elemento (e), isto é, h(e) = cons tan te, a 

aplicação da formulação de Galerkin resulta na seguinte aproximação 89 

(3.61 ): 

em que, para o elemento (e) definido nos pontos nodais i e i + I, se tem: 
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e k = i, i + 1. 
Em geral, as derivadas temporais são expressas por diferenças finitas, 

obtendo-se: 

aÇ ç ;' _ ç ;,-1 
at Llt 

Tomando nas derivadas espaciais S"' = S"' in o esquema resultante é 
explícito em tempo, sendo o sistema de equações a resolver em cada 

incremento temporal da forma: 

[A]{s- n+I}= {B(S"' "-1, S"''')} (3.62) 

As contribuições do elemento (e) para os membros da esquerda e da 

direita da matriz A e do vector S"' são, respectivamente: 

!ll: !ll: !ll: !ll: 
A" =-; A 1=-6 ; A"+I," =-; A I' I ',I 3 1,1+ 6 1+ ,1+ 3 (3.63) 

B , = (2r" _ r n-I )!ll: + (2r~' _ r n-I )!ll: _ 
I ;:, I ~ I 3 ~ 1+1 ~ 1+ 1 6 

_gh (e) (f..t)2 S"'i -S"'i+1 _ t S"'i -S"' i + S"'i+1 -S"'i +1 _ ( n n) k' (f.. )2 [n n-I n n-I 1 !ll: 

!ll: h(e) 3 6 f..t 

(3.64) 

B (2 11 n-I )!ll: (2 11 n-I )!ll: i+1 = S"'i -S"' i 6+ S"'i+1 -S"'i+1 3-

_ gh(e)(f..t)2 S"'i+1 -S"'i _ t S"'i -S"'i + S"'i+1 -S"'i+1 _ ( n n ) k' (f.. )2 [n n-I n n-I 1 !ll: 

!ll: é) 6 3 f..t 

(3.65) 

Para completar o sistema de equações a resolver, após cada 

incremento temporal M, será especificado o valor de S"' na fronteira de 

montante, em conformidade com a seguinte relação, 



e na fronteira de jusante poderá impor-se uma condição do tipo ç ::,,, = ç :,:,,, _1 , 
que traduz reflexão total. 

Apresenta-se em seguida parte de um programa escrito em 

FORTRAN que compõe, após cada instante de cálculo t + /':,.t, os elementos 

da matriz [A] e do vector {B} do sistema de equações a resolver (3 .62), em 

conformidade com as equações (3.63) a (3.65). 

C 

C * Solução da equação linear unidimensional da onda (3.59) * 

C---------------------------------------------------------------------------------
10N=N+I 

T=T+DT 

ZN(l) = AMP*SIN(2.0*PI*T/PER) 

DO i = 1, NT 

B(i) = 0.0 

DOj = 1, NT 

A(i ,j) = 0.0 

ENDDO 

ENDDO 

DO i = 1, NT-l 

B(i) = B(i) + ((2.0*Z(i) - ZO(i))/3 .0 + (2.0*Z(i+ 1) 

+ - ZO(i+ 1 ))/6.0)*DX - G*H(i)*DT* *2*(Z(i) - Z(i+ 1 ))/DX 

+ - RK *DT/H(i)*((Z(i) - ZO(i))/3.0 + (Z(i+ I) 

+ - ZO(i+ I ))/6.0)*DX 

B(i+ I) = B(i+ 1) + ((2.0*Z(i) - ZO(i))/6.0 + (2.0*Z(i+ 1) 

+ - ZO(i+ 1 ))/3.0)*DX - G*H(i)*DT**2*(Z(i+ 1) - Z(i))/DX 

+ - RK *DT/H(i)*((Z(i) - ZO(i))/6 .0 + (Z(i+ 1) 

+ - ZO(i+ 1 ))/3.0)*DX 

A(i,i) = A(i,i) + DX/3.0 

A(i,i+ 1) = A(i,i+ 1) + DX/6.0 

A(i+ 1 ,i) = A(i+ 1 ,i) + DX/6.0 

A(i+ I ,i+ 1) = A(i+ 1 ,i+ I) + DX/3 .0 

ENDDO 

ITER = O 

20 ITER = ITER + 1 

IF(lTER.GT.NITER) STOP' Numero de iteracoes insuficiente.' 
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C---------------------------------------------------------------------------------

DIFMX = 0.0 

DO i = 2, NT-I 

SOL = ZN(i) 

ZN(i) = (B(i) - ZN(i+I)*A(i,i+l) - ZN(i-I)*A(i,i-I))/A(i,i) 

DIF = ABS(SOL - ZN(i)) 

IF(DIF.GT.DIFMX) DIFMX = DIF 

ENDDO 

IF(DIFMX.GT.EBS) GO TO 20 

ZN(nt) = ZN(nt-l) 

DO i = I, NT 

ZOei) = Z(i) 

Z(i) = ZN(i) 

ENDDO 

IF(N.LT.NMAX) GOTO 10 

C---------------------------------------------------------------------------------

Tratando-se de resolver equações em domínios bidimensionais em 

planta cuja so lução dependa fortemente da resolução das condições de 

fronteira, o método dos elementos finitos é ainda particularmente adequado. 

Este é assim o caso das equações elípticas, em particular as equações de 

Laplace e de Helmholtz. No Capítulo 4 mostra-se a aplicação deste método à 
resolução de um sistema de equações bidimensional do tipo Boussinesq. 

3.7 Condições iniciais e de fronteira 

Para a resolução das equações de Saint-Venant são necessárias 

condições iniciais e condições de fronteira a montante e a jusante do 

domínio. As condições iniciais são especificadas em todos os nós do 

domínio para ambas as variáveis de cálculo (h, u), (h, Q), ou (A, Q). As 

condições de fronteira são equações complementares que podem consistir 

em funções do tipo: Q = Q(h), Q = Q(t), h = h(t) ou 7J = 7J (t), em valores 

constantes para as variáveis, ou ainda em relações entre u e h. 

Condição na fronteira de montante 

Para que não se verifique acumulação irrealista de energia na fronteira 

incidente, é necessário que a condição de fronteira corresponda à conhecida 



elevação da superfície livre, imposta pela onda incidente, mais a elevação de 

uma onda reflectida. O problema resulta assim indeterminado, visto não se 

conhecer à priori o valor da onda reflectida. Como resolvê-lo? Seja, por 

hipótese, uma onda sinusoidal incidente com período T e amplitude so: 

(2nnM) 
Sil1e = so sen T 

em que n representa o contador do instante de cálculo nl'lt. A elevação da 

superfície livre no ponto de fronteira (I) no instante seguinte [(n + l)M ] 

escreve-se: 

(3.66) 

em que ç ,"+ 1 representa a elevação da superfície livre devida à onda reflecti-, 
da no novo instante de cálculo (n + 1)l'lt ; obtém-se resolvendo a equação da 

onda, 

aÇ + c aÇ = O 
at o ax 

a qual se escreve, em diferenças finitas : 

11+1 _ 11 +!:!...- (n _ 11 ) 
Çr, -Çr, I'lx Co Çr, Çr, 

com Co = I g(h + S) ; ç ;" e ç ," representam as elevações da superfície livre 
"1/ " 

devidas à onda reflectida nos nós I e 2 da malha computacional. 

As amplitudes ç ;" e ç ," podem ser obtidas assumindo que represen-, , 
tam as diferenças entre os valores de S calculados nos nós 1 e 2 e os 

correspondentes valores da onda incidente esperados nestes nós, isto é, 

n 1/ n 
ç r, = ç 1 - ç ine , 

II n 11 

ç r, = ç 2 - ç il1e , 

Por último, os valores esperados para S;",e, e Si;;e , nestes nós são 
aproximados com base na teoria das ondas longas, donde, 

11 ( 2n nl'lt ) Sil1e, = S o sen T 

n (2nnM I'lx) . = sen --Sme , So T L 
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em que L = T ~ g (h + ç) . 
Apresenta-se em seguida parte de um programa escrito em 

FORTRAN que usa o procedimento acima descrito para o cálculo da 

condição de fronteira de montante devido à entrada de uma onda sinusoidal 

de período Te amplitude Ço [equação (3.66)]. 

Sejam: CO= co; HZ= ho +~; PR=T(Período); DX=6.x; CL= 

L " DT = /),t " PI = 1r " T = Tempo', ZO = r . Z I = ç II ( ç 11+1). Z2 = ç II • 
';I o , r. r. ' "2 ' 

Z(I)= çt' (ç/'+I ); Z(2) = ç ~' . 

C 

C * Actualização de zeta no Nó I, tendo em conta a onda reflectida * 

C-----------------------------------------------------------------------------------
CO = SQRT (9.81 *HZ) 

CL=CO*PR 

IF ((N-1 )*DT .GT. DX/CO) THEN 

Zl = Z(l) - ZO*SIN (2.0*PI*(T - DT)/PR) 

Z2 = Z(2) - ZO*SIN (2 .0*PI*(T - DT)/PR - DX/CL) 

ZI = ZI + (DT/DX)*CO*(Z2 - ZI) 

ELSE 

Zl = 0.0 

ENDIF 

Z(l) = ZO*SIN (2.0*PI*T/PR) + Zl 

C-----------------------------------------------------------------------------------

Condições nafronteira de jusante 

Uma condição de saida livre (condição natural ou do tipo Newmann, 
éJQ/ éJx = O ou éJh/ éJx = O), uma condição de reflexão total (Q = O ou u = O), 

ou ainda uma condição de radiação, do tipo Q ::,::= (1- C,. )~ g Bi"",, Ai"",, 7J:,:,:, I~~ 

ou U ::,:,1= (1- C,. )~(g/ hi"",, ) 7J:,::,I~~ , em que C,. é um coeficiente de reflexão, 

são normalmente eficazes. 

3.8 Singularidades 

Em secções de acentuada ou brusca descontinuidade na geometria ou 

nas características hidráulicas dos canais não são válidas as equações de 



Saint-Venant. Nestes casos, aquelas equações poderão ainda continuar a ser 

aplicadas nos trechos a montante e a jusante, mas não na singularidade. O 

sistema a modelar terá, assim, que ser discretizado por trechos, sendo estes 

I igados por secções especiais onde serão introduzidas leis específicas do 

escoamento. 

As transições, confluências e comportas são exemplos de singula

ridades cujo tratamento numérico, sendo o escoamento comandado por 

montante, pode ser realizado do seguinte modo: 

a) Transições Uunções de dois canais) 

b) Confluências Uunções de três canais) 

Com base no esquema 

QI,I IJJ 

~ ------- I ,n 3 I [II ~~I~'--------------~ 
2,111 

podemos escrever: 

ÇI.11 +hl.l1 +[~ 2) =Ç2.111 +h2.111 +[~2) 
g 1.11 g 2.111 

[
u

2

) = Ç3.1 + h3•1 + 2 +!J.H 
g 3. 1 

c) Comportas 

Qi+1 =Qi 

Qi = C"Ah~2g(hi+1 - hi ) 
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3.9 Breve abordagem a esquemas de alta resolução das equações 
diferenciais 

A resolução de equações às derivadas parciais utilizando esquemas 

numéricos de primeira ordem traduz-se no aparecimento de efeitos dissi

pativos ou difusivos. Os métodos de segunda ordem, nomeadamente o 

método de MacCormack, ultrapassam estas características, mas introduzem 

efeitos dispersivos que provocam oscilações junto de descontinu idades. 

A discretização das equações de Saint-Venant pe lo método de 

MacCormack introduz termos adicionais de ordem superior que se traduzem 

no aparecimento de oscilações numéricas de alta frequência com carácter 

dispersivo. Para a suavização destas osci lações têm sido propostos esquemas 

baseados na utilização de uma viscosidade artificial. Um destes esquemas é 

devido a Jameson, sendo esta metodologia apresentada por Fennema & 

Chaudhry (1986) como adequada para a captura de descontinuidades. Por se 

tratar de um esquema de ordem superior ao das derivadas presentes nas 

equações originais, este esquema apenas suaviza a solução em pontos onde 

ocon'em acentuadas variações da superfície livre. No essencial, o esquema 

de Jarneson consiste em incorporar termos adicionais após as sequências de 

previsão e correcção do método clássico de MacCormack. 

Em notação vectorial, os algoritmos de previsão e de correcção, com 

diferenças progressivas e regressivas, respectivamente, escrevem-se: 

fJlI+1 = U" - ~(F." - F.")+MS n 

I I & 1+ 1 I I 

(3.67) 

prosseguindo de forma alternada no M seguinte, 

fJ:1+1 =U n - ~(F." _ F n )+ /).IS" 
I I ~ I , - I I 

Un+1 =~ [UII +fJn+1 -~(F."+ I -F."+I)+MSII+1
] 

1 2 1 1 Llx 1+1 1 1 
(3.68) 

e assim sucessivamente. 



Consider~ldo as correcções U;>+I obtidas por (3.67) e (3.68) como 

aproximações fJ;>+I, adiciona-se em seguida a suavização das variáveis de 

cálculo do seguinte modo: 

U~,+ I = [):>+I + C ([ju+1 - th+') - C (tJ:>+1 _ [}n+l) 
I I 1+1/2 1+1 I 1- 1/2 I , - I 

em que, 

com, 

Ci+1/2 = Cd max(C;+I' Ci ) 

Ci -1/2 = Cd max(C; ,Ci-!) 

sendo Cd um coeficiente que controla a adição de viscosidade numérica, 

com valores dependentes das condições específicas de cada problema 

(cd ""'0.10-0.50). 

Apresenta-se em seguida parte de um programa escrito em 

FORTRAN, que utiliza o procedimento de Jameson para suavização da 

solução. 

c 
C * Viscosidade aI1ificial e re-cálculo dos qe' ae e he * 
C-------------------------------------------------------------------------------------

DO i = 2, NP-I 

OXOT = 0.5*(X(i+l) - X(i-I»/OT 

EPS(i) = OXOT* ABS(HC (i+ I) - 2.0*HC(i) + HC(i-1 »/ 

+ (ABS(HC(i+ I» + 2.0* ABS(HC(i» + ABS(HC(i-1 ») 

ENOOO 

EPSP = EPS(2) 

IF(EPS(3).GT.EPS (2» EPSP = EPS (3) 

EPSP = RKO*EPSP 

DO i = 3, NP-2 

EPSM = EPSP 

RMAX = EPS(i) 

IF(EPS(i+ 1 ).GT.EPS(i» RMAX= EPS(i+ I) 

EPSP = RKO*RMAX 

ALFA = (EPSP*(QC(i+ I) - QC(i» - EPSM*(QC(i) - QC(i-1 ») 
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QC(i) = QC(i) + ALFA 

ALFA = (EPSP*(AC(i+ 1) - AC(i)) - EPSM*(AC(i) - AC(i-J ))) 

AC(i) = AC(i) + ALFA 

ALFA = (EPSP*(HC(i+ 1) - HC(i)) - EPSM*(HC(i) - HC(i-l ))) 

HC(i) = HC(i) + ALFA 

ENDDO 

C-------------------------------------------------------------------------------------

o facto de não se conhecer à priori o valor de Cd (RKD) tanto pode 

conduzir a soluções com elevada dissipação numérica, como a problemas de 

estabi lidade geral do método, tornando esta metodologia pouco atractiva. 

A ocorrência de dissipação numérica traduz-se assim numa solução 

excessivamente suavizada. Já a dispersão numérica resulta em consequência 

de diferentes velocidades de propagação das ondas que compõem as 

soluções das equações, conduzindo à presença de oscilações nos resultados 

numéricos. 

Ambos os problemas poderão ser minimizados optando por métodos 

numéricos cuja variação total seja decrescente, como os esquemas baseados 

em formulações TVD - Total Variation Diminishing em linguagem anglo

-saxónica. Os métodos baseados em limitadores de fluxo satisfazem aquela 

propriedade, alternando entre uma aproximação de segunda ordem em zonas 

em que a solução é suave e uma aproximação de primeira ordem próximo de 

descontinuidades. 

Nas secções seguintes apresentam-se, de forma sumária, metodologias 

baseadas num método de diferenças finitas incluido na classe dos métodos 

conservativos. 

3.9.1 Considerações gerais 

Tendo como objectivo melhorar as soluções numéricas das equações 

de Saint-Venant descrevem-se em seguida uma resolução aproximada 

sugerida por Roe, uma extensão TVD do esquema de MacCormack e uma 

extensão de 28 ordem do esquema de Roe. 

A presença de termos fonte no sistema mais geral constituído pelas 

equações (3 .14) e (3.20) dificulta a obtenção de esquemas numéricos 

conservativos, conduzindo frequentemente à degradação da qualidade das 

soluções numéricas. 



A discretização destes termos é feita em geral seguindo uma aborda

gem pontual, sendo neste caso os termos fonte avaliados nos nós da malha 

de cálculo, ou uma abordagem do tipo upwind, a qual preserva o carácter 
físico da discretização do fluxo. 

Escrevendo o sistema de equações de Saint-Venant na forma conser
vativa, em notação vectorial, admitindo q, = 0, resulta: 

(3.69) 

em que: 

u = [~] ; F = l~2 1 -+gl 
A I 

[
O ] s= aÇ 
- gA ax - g AJ + g 12 

A matriz Jacobiana deste sistema de equações é dada por: 

2~] 

em que ali =.i c = ~g A e U = Q . 
aA B' B A 

Os valores próprios da matriz Jacobiana são reais e distintos e os 

correspondentes vectores próprios são linearmente independentes, revelando 

o carácter hiperbólico do sistema de equações (3.69). Os valores próprios de 
J são dados por: 

e os vectores próprios escrevem-se: 

A abordagem pontual dos termos fonte significa a simples adição 

destes à forma discretizada da equação (3.69), isto é, com /).x constante: 
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U"+I= U:'_~(P' '-p* ')+ !1tS:' 
I I l1x 1+1/2 1- 1/2 I 

(3.70) 

De acordo com a abordagem upwind ter-se-á: 

U "+I UI1 !1t (p * p * ) A S* . = . - - . 1/2 - . 1/" + tit . 
I '.ó.x 1+ /- - I 

(3 .71 ) 

em que p* representa uma função de fluxo numérico, tal que 

Pi:1/2' = p(U;', U;~I) e F;~1/2' = p(U;~l'u;,), e Si* representa uma aproxima

ção upwind dos termos fonte. 

As aproximações de fluxo numérico, Pi:1/2 e F;~1/2' com o esquema de 

primeira ordem de Roe escrevem-se: 

p*' 1 (PI1 PI1) 1 ~ ~ . IX I ~ i+1/2 = -2 i+1 + i --2 L.ak .i+1/2 k.i+1/2 ek.i+1/2 
k=1 

P*' 1 (PI1 PI1) I ~ ~ 11 I ~ i-1/2 =-2 i + i-I --2 L.ak .i -1/2 Ak.i-1/2 ek.i-I/2 
k=1 

Os coeficientes ãki ±1/2 e a condição de entropia IXk .i±1/21 são definidos 
na secção seguinte [equações (3.80) e (3 .81 ), respectivamente]. 

3.9.2 Resolução aproximada sugerida por Roe 

Seja de novo o sistema (3.69) na forma homogénea, 

Linearizando este sistema de equações, pode construir-se uma matriz 

Jacobiana aproximada, J "" apjaU, de tal modo que, localmente, entre 

100 quaisquer pontos adjacentes da malha de cálculo (i, i+ I), seja válido o 

sistema linearizado: 

Esta linearização permite escrever as decomposições no espaço 

próprio aproximado como combinações dos valores próprios de J (Roe, 

1981), vindo: 



(3.72) 

e 

em que ã k.i+1/2 é um coeficiente relacionado com a intensidade de cada onda 

que compõe a solução; é determinado a partir do sistema de equações 

original (3.69) e da decomposição (3.72). 

De igual modo, com base na linearização (3.72) e (3.73) do sistema 

homogéneo, sugere-se a seguinte decomposição (3.74) para os termos fonte 

(Amado Mendes et aI., 200 I): 

(3.74) 

podendo obter-se uma aproximação de 2" ordem destes termos, verificando a 

propriedade TVD, como se verá mais adiante. 

3.9.3 Extensão TVD do esquema de MacCormack 

A adição de termos limitadores de fluxo ao esquema de 2a ordem de 

MacCormack, de modo a que verifique a propriedade TVD, consiste em 

substituir as duas sequências de correcção (3.67) e (3.68) pelas expressões 

(3.75) e (3.76), respectivamente: 

U"+1 =~[UII +D"+' -~(F"+ ' -FI1+I )+tJ.t811+1
] 

I 2 I I 6.x I I-I I 
(3.75) 

U~I+ I = ~[UII + D"+' - tJ.t (F.II+' - FI1+' )+ tJ.t 8"+1] 1 2 1 1 !J.x 1+1 1 1 (3 .76) 

e apl icar em seguida a correcção de fluxo (3.77) por forma a tornar o 

esquema TVD: 

(3.77) 

em que R representa a matriz contendo os vectores próprios e da matriz 

Jacobiana linearizada J i+1/2 = J(Ui ,Ui+I ), com J::::: aFiou: 
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(3.78) 

em que: 

I I' I -II ' g 1+ 1 se A-A. ~ O 
A . -A. 1+1 1 

1+ 1 I 

(

Ci +1 + Ci )2 se A _ A = O (3.79) 
2 1+1 1 

ouseMI *M<O 

jj é o vector, 

jj = [DI
'
i
+1/

2
] 

i+1/2 ~ 

D2.i +1/2 

com, 

Os coeficientes ã k,i+1/2 relacionam-se com a intensidade de cada onda 
que compõe a solução e são determinados a partir do sistema de equações 

original (3.69) e da decomposição (3.72); escrevem-se: 

(3.80) 

com Mi+1/2 = Ai+1 - Ai e !1Qi+1/2 = Qi+1 - Qi' A condição de entropia, X, 
escreve-se (Amado Mendes et a!., 2001): 

(3.81 ) 



em que ÀI.i+1/2 = Ui+1/2 + Ci+1/2 e X2.i+1/2 = Ui+I/ 2 - S+1/2 são os valores próprios 
da matriz jacobiana linearizada 7 +1/2' e 5 k.i+1/2 é um valor positivo pequeno, 
dado por: 

o coeficiente V k .i+1/2 =X k .i+1/2 (M/&) representa ' um número de 
Courant local aproximado associado à componente k da decomposição do 

fluxo numérico. 

A função limitadora de fluxo, rjJ k.i+1/2' é, neste contexto, redefinida a 

partir do limitador minmod de Roe, obtendo-se: 

,f, 1. d(~ ~ ~ ) 
'f'k.i+1/2 =-~--mznmo ak.i-1/2, ak .i+1/2 , ak.i+3/2 

a k .i+1/2 

(3.82) 

em que, 

. ( ) {dmin~al,lbl,icl) se d=sign(a)=sign(b)=sign(c) 
mznmod a,b,c = 

O no caso contrário 

Considerando diferentes aproximações para as secções transversais 

(rectangular, triangular e trapezoidal), apresentam-se no ANEXO II parte de 

um programa e alguns subprogramas complementares escritos em 

FORTRAN que resolvem a correcção de fluxo (3.77) correspondente à 

extensão TVO do esquema de MacCormack, cujos subprogramas com as 

sequências de previsão e correcção do método clássico de MacCormack 

foram apresentados no ANEXO I. 

Naturalmente que os subprogramas apresentados no ANEXO r 
deverão agora reflectir a extensão TVO, ou seja, estes subprogramas são 

complementados com a correcção TVO das variáveis de cálculo A e Q, 

como se mostra no ANEXO II. 

Os termos fonte são discretizados considerando médias entre os 

valores nodais das correspondentes diferenças. Assim, aquando da 

discretização dos termos de fluxo com diferenças progressivas, a média será 

feita entre os valores nos pontos i e i+ 1; no caso de diferenças regressivas, 

far-se-á a média entre os valores situados nos pontos i-I e i. 
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3.9.4 Extensão de segunda ordem do esquema de Roe 

Seja agora o seguinte esquema de segunda ordem para o problema 

homogéneo (3.69) : 

U 11+ 1 = U 11 _ Ilt (F ' 1/ - F ' 1/) 
i i 6.x i+ 1/2 i-1/2 

(3.83) 

A função de fluxo numérico depende do limitador não linear 

rp ki+1/2 = rp (a ki+1/2); é definida do seguinte modo: 

F' 1/ =~(F." +F." )-
1+1/2 2 1+ 1 1 

- ~ ~ {iki+1/2!Xk.i+1/ 2! [1 - rp k.i+1/2 (I -IVki+1/2 1)] eki+1/2 

(3 .84) 

em que os coeficientes {i k. i + 1/2' a condição de entropia !Xki+1/2 ! ' as funções 

limitadoras de fluxo rp ki+1/2' o número de Courant local v k.i+1/2 e os vectores 

próprios eki+1/2 têm as expressões indicadas em 3.9.3 Extensão TVD do 

esquema de MacCormack. 

De igual modo, para o fluxo numérico F i'_ 1/2 1/ obtém-se: 

Fi~ 1/21/ = ~ (F;" + Fi~1 ) - ~ ~ {iki_ 1/2!X ki-1/2 ! [I - rp ki- 1/2 (I -Iv ki-1/2 1)] ek i-l/2 

(3 .85) 

De acordo com Sweby (1984), a função limitadora de fluxo, rp k.i+1/2 ' 

deve obedecer a certas condições por forma a garantir simultaneamente uma 

precisão do esquema de segunda ordem e a verificação da propriedade TVD. 

São correntes as seguintes funções limitadoras de fluxo : 

i) Limitador minmod de Roe: 

rp (a) = max{O, min(1 ,a)} 

ii) Lim itador superbee de Roe: 

rp (a) = max {O, min(l , 2a), min(2, a)} 

iii) Limitador de van Leer: 



iv) Limitador de van Albada: 

Nestas funções, o limitador de fluxo introduzido, e, é dependente da 

solução do problema, devendo ser uma função não linear da solução através 

de uma relação do tipo (3 .86): 

e _ ãk./IPH'il/(/ _ ãk.l +1/2 1 .. ( ) 
k.i+1/2 - _ - _ , em que = 1- slgn Vk .i+1/2 

a k.l",'o/ a k.i+1/2 

(3.86) 

em que a função sign (a) toma o valor O se o argumento a for nulo, toma o 

valor I no caso de o argumento ser positivo e o valor -I no caso de ser 

negativo. 

Devido à propriedade de simetria das funções limitadoras do fluxo 

numérico, verificada pelos quatro limitadores de fluxo apresentados 

(minmod de Roe, superbee de Roe, van Leer e van Albada), os gradientes 

progressivos e regressivos da solução são tratados de igual modo. 

Em conformidade com este esquema, obtém-se para a decomposição 

dos termos fonte: 

com, 

Os coeficientes l1k.i+ 1/2 são calculados por (3.87): 

~.i+ 1/2 = 

(3 .87) 
- - g A / gA / - g-
f3 = - R = 1+1 2 ~;: + 1+1 2 S . - --1 

2.i+1/2 Pi .i+1/2 2& '" 2 - I .. " 2 - 2"" 
Ci+1/2 Ci+I/ 2 Ci+1/2 
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Considerando canais de secção rectangular, 12 é dado por, 
"V1 

h2 

1 =~(B -B) 
2 .. " 2& 1+1 1 

Calculam-se Ui+1/2 e !..i+1/2 em conformidade com (3.79). Para as 
restantes variáveis médias, Ai+1/2 e hi+1/2 ' utilizam-se médias artitméticas 
entre os correspondentes valores nas secções i e i+ 1. 

3.9.5 Aplicações 

As características geométricas das secções transversais de canaIS 

naturais (rios) são muito variáveis, afastando-se em geral consideravelmente 

da secção rectangular. É possível definir as secções reais por pontos e deste 

modo calcular os elementos geométricos (área, perímetro molhado, raio 
hidráulico, profundidade, momento estático, etc.); todavia, na generalidade 
das aplicações reais é suficiente recorrer a aproximações trapezoidais, 

considerando diferentes inclinações em cada uma das margens, sejam I :me 
e 1 :md (v:h) em que e e d representam as margens esquerda e direita, 

respectivamente. Assim, seja Bo a largura no fundo, com Bo > ° e me = md 

= ° teremos uma secção rectangular; com Bo = 0, me > ° e md> ° teremos 
uma secção triangular; no caso mais geral, com Bo > 0, me > ° e md > 0, 

teremos uma secção trapezoidal. Naturalmente que importa agora definir em 
função de me e md as necessárias características geométricas e hidráulicas 

das secções. Deduzem-se as seguintes características válidas para secções 
rectangulares, triangulares e trapezoidais: 

• área, A=[Bo +~h(me+md)]h 

• perímetro molhado, P = Bo + h [ ~l + (me Y + ~1 + (mdY ] 

• profundidade, h 

- secção rectangular, h = ~ 
Bo 

-Bo +~Bg +2(me+md)A 
- secções triangular e trapezoidal , h = ----'---------

me+md 

• largura à superfície, B = Bo + (me + md)h 



" (' I l) 1 B o h' me + md h 3 • momento estatlco ll1tegra I ' I = - - + ---
2 6 

• integral l, da equação (3.20), 

1 =!{ dB +!{ d(me + md) !{ M + h3 
/).(me + md) 

2 2 dX 6 dX 2 /).x 6 /).x 

em que, no cálcu lo de 12 , /).(.) representa diferenças entre os valores nodais 

correspondentes à discretização efectuada (progressiva ou regressiva). 

Os programas/subprogramas que se apresentam em ANEXO e as 

versões executáveis dos programas que constam no CD-ROM que acom

panha este livro recorrem às expressões anteriores para a resolução das 

equações (3.14) e (3.18), ou (3.20), considerando o caso mais geral de 

secções trapezoidais com diferentes inclinações em ambas as margens. 

Várias comparações e aplicações dos dois esquemas numéricos de 

diferenças finitas de segunda ordem baseados em limitadores de fluxo 

(extensão TVD do esquema de MacCormack e extensão de segunda ordem 

do esquema de Roe), aci1l1a apresentados, poderão ser encontradas em 

Amado Mendes (200 I) e Amado Mendes et aI. (2001). 

Reproduzem-se nas Figuras 3.9,3.10,3.11 e 3.12 alguns resultados de 

um dos exemplos sugeridos nesta bibl iografia. Trata-se de comparar os 

resultados do esquema clássico de MacCormack, sem e com viscosidade 

numérica de Jameson; com resultados da extensão de segunda ordem do 

esquema de Roe e resultados da extensão TVD do esquema de 

MacCormack. O exemplo apresentado foi proposto por Le Veque (1998); o 

canal tem uma secção rectangular constante e o fundo é descrito pelas 

seguintes equações: 

ç(x)={0.2S[cOS(107rX-S7r)+I], se 0.40:S;x:S;0.60m 
O , no restante 

Partindo de condições iniciais de repouso em todo o domínio, simula~ 

-se a propagação de uma onda rectangular na superfície livre, descrita por: 

{

I. 0- ç (x), se x < 0.10 m 

u(x,O) = O; h(x,O) = 1.2 - ç (x), se 0.10:S; x :s; 0.20 m 

1.0-ç(x), se x>0.20m 

Como era de esperar, a onda assim definida separou-se em duas ondas 

que se propagam em direcções opostas. A que se propaga no sentido 
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positivo do eixo dos x passa sobre a bossa do fundo, sendo parcialmente 

reflectida; a onda que se propaga na direcção oposta sai livremente pela 

fronteira de montante do domínio ou é reflectida nesta parede do canal; 

neste caso, a onda refaz-se e, após reflexão, propaga-se igualmente no sen

tido positivo do eixo dos x, tal como a primeira onda. Simulou-se a primeira 

hipótese (saída livre pela fronteira de montante) nas Figuras 3.9 a 3.11. 
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Figura 3.9 - Resultados do método clássico de MacCormack, sem qualquer 

procedimento de suavização (fundo representado a ponteado). 
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Figura 3. J O - Resultados do método clássico de MacCormack após suaviza

ção de Jameson (fundo representado a ponteado). 

Comparando os resultados apresentados nas Figuras 3.9 e 3.10, 

verificam-se algumas oscilações de carácter dispersivo na solução obtida 

com o esquema clássico de MacCormack, mesmo considerando a média dos 

termos fonte como descrito na secção 3.6.2.2.3 Esquema explicito de 
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MacCormack (Figura 3.9); a introdução de uma viscosidade artificial para 

suavização da superfície livre (procedimento de Jameson) não permitiu 

reduzir significativanente aquelas oscilações (Figura 3.10). 
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Figura 3.11 - Resultados da extensão de segunda ordem do esquema de Roe 

(fundo representado a ponteado). 

Pelo contrário, comparando agora os resultados obtidos tanto com o 

esquema de segunda ordem de Roe (Figura 3.11) como com a extensão TVD 

do esquema de MacCormack (Figura 3.12), foi possível obter uma solução 



sem oscilações dispersivas e com dissipação numérica praticamente 

inexistente, como se comprova pelas frentes quase velticais de ambas as 

ondas. Na Figura 3.12 consideraram-se condições iniciais idênticas às das 

Figuras 3.9 a 3.11, mas admitiu-se agora uma condição de reflexão total na 

fronteira de montante. Como é visível, a onda reflectida é perfeitamente 

idêntica à primeira onda, com excepção de um ligeiro empolamento desta 

devido à existência do obstáculo submerso. 
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Figura 3.12 - Resultados da extensão TVD do esquema de MacCormack 

(fundo representado a ponteado). 
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4. BARRAGENS: SOLICITAÇÕES HIDRODINÂMICAS E 
RUPTURAS 

São caracterizadas as solicitações hidrodinâmicas sobre uma barragem 
devidas à actuação de um sismo e apresentados alguns modelos de resolução 
analítica e numérica das equações básicas, considerando o movimento irro
tacional de um fluido homogéneo, não viscoso e linearmente compressível e 
admitindo, complementarmente, que os deslocamentos da barragem são 
pequenos quando comparados com as suas dimensões. Apresentam-se meto
dologias para calcular os efeitos hidrodinâmicos sobre as barragens, resul
tantes de deslizamentos de taludes situados em encostas ou no fundo das 
albufeiras. Analisam-se os mecanismos e as consequências da ruptura de uma 
barragem, os tipos de ruptura e a evolução da onda de cheia resultante. 

4.1 Considerações gerais 

Em P0I1ugal, a exemplo de outros países, faz-se o aproveitamento 

para fins múltiplos dos cursos de água, quer directamente, quer através da 

construção de barragens e consequente constituição de albufeiras. Os eleva

dos custos destes empreendimentos e os prejuízos materiais e humanos que 

adviriam da sua eventual ruptura, conduzem à necessidade de ter em conta a 

elaboração de estudos, tanto quanto possível aprofundados, dos acidentes 

naturais e respectivos efeitos que possam pôr em causa a sua segurança. 

Uma situação de cheia relativamente vulgar ocorre em consequência 

de precipitações intensas, dando origem a escoamento superficial directo, 

que se traduz na formação de um hidrograma de cheia. Todavia, outras 

situações de muito menor probabilidade de ocorrência, mas de conse

quências muitíssimo mais gravosas, estão associadas a acidentes resul

tantes do galgamento e/ou da ruptura de uma barragem. De entre estas 

destacam-se: i) o desmoronamento ou escorregamento de encostas sub

mersas ou marginais, com formação de grandes ondas na superfície livre da 

água, e ii) a ocorrência de um sismo, dando origem a um movimento do tipo 

oscilatório que irá excitar um escoamento e provocar forças hidrodinâmicas. 

O Regulamento Português de Segurança de Barragens, em vigor desde 

1990, estabelece que as barragens com altura superior a 15 m, ou de altura 

inferior mas com volume de armazenamento superior a 100 000 m3
, devem 

ser sujeitas à análise de cenários de ruptura da estrutura. Nesta confor

midade, as entidades responsáveis pela construção e exploração de barra

gens, tanto públicas como privadas, são obrigadas a realizar um conjunto de 
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procedimentos técnicos por forma a aumentar a segurança pública. A carac

terização de cheias provocadas por rupturas de barragens inclui, nomeada

mente, a elaboração de mapas de inundação, zonamentos de risco e planos 

de emergência para as barragens portuguesas que se enquadrem no âmbito 

do referido Regulamento. 

O estudo e a simulação de cheias provocadas por rupturas de barra

gens compreendem as seguintes fases: 

- o processo de formação da cheia provocada pela ruptura da barra

gem que é, em particular, condicionado pelo tipo de ruptura (total, 

parcial, instantânea, gradual, ... ) e pelas características da brecha, 

nomeadamente a geometria, as dimensões e o tempo de ruptura; 

- o processo de propagação da cheia provocada pela ruptura, que é 

baseado no estudo e modelação dos regimes hidráulicos transitórios 

de modo a caracterizar os seguintes parâmetros: tempo de chegada 

da frente de onda de cheia, cota máxima, velocidade e caudal 

máximos, bem como o correspondente tempo de ocorrência após o 

instante do acidente; e, 

- o processo de caracterização das zonas inundáveis e de zonamento 

ao longo do vale. 

Como foi já referido, do ponto de vista das causas naturais que podem 

dar origem a rupturas ou colocar em perigo a segurança das barragens, e que 

trataremos com algum detalhe ao longo deste capítulo, são fundamental

mente de dois tipos: (1) resultantes de deslizamentos nas encostas e fundos 

das albufeiras, e (2) resultantes da ocorrência de sismos. 

Assim, nos estudos a desenvolver em fase de projecto de um apro

veitamento hidráulico que compreenda a criação de uma albufeira, a consi

deração destes tipos de acidentes torna-se recomendável, em particular no 

caso do levantamento geológico das margens apontar para a existência de 

zonas com potencial risco de escorregamento para as condições futuras após 

a entrada em exploração da albufeira; especial cuidado devem merecer as 

zonas de elevada sismicidade. 

Um sismo pode agir directamente sobre o corpo de uma barragem ou 

exercer uma acção indirecta sobre esta, ao ser o agente causador do desliza

mento de uma encosta da albufeira. 



Apresentam-se em seguida os principais aspectos relativos ao cálculo 

das solicitações hidrodinâmicas sobre uma barragem resultantes daquelas 

ocorrências, bem como a análise dos mecanismos de ruptura e consequente 

propagação da onda de cheia. 

4.2 Solicitações hidrodinâmicas devidas à actuação de um sismo 

o comportamento dinâmico de uma barragem é fortemente influen

ciado pela interacção massa de água-barragem e pela reflexão/amor

tecimento das ondas de pressão hidrodinâmica na barragem, margens e 

fundo da albufeira. Trata-se, por conseguinte, de obter por um processo 

analítico ou numérico, as solicitações hidrodinâmicas sobre a barragem 

devidas à actuação de um movimento do tipo oscilatório nas fronteiras 

(sismo, neste caso), tendo em consideração as características (geometria, 

material constituinte, etc.) do fundo da albufeira e da barragem. 

Assim, seja uma estrutura em contacto com uma grande massa de 

água: uma barragem e respectiva albufeira. Ao ocorrer um sismo, as fron

teiras da albufeira (paredes da barragem, fundo e margens da albufeira) vão 

ser sede de um movimento do tipo oscilatório, o qual irá excitar um 

escoamento e provocar forças hidrodinâmicas. 

4.2.1 Equações básicas 

Sejam as equações gerais de continuidade e de conservação da quanti

dade de movimento, sem efeito do peso: 

ap + div (pu)= O 
aI 
au 1 ? -+- grad p -vV -u = O aI p 

(4.1 ) 

em que u é a velocidade; p é a massa volúmica; p é a pressão em (x, y, z, I), 

e v é a viscosidade cinemática do fluido. 

Considerando que a generalidade das albufeiras se prolonga, segundo 

a normal à parede da barragem, numa extensão muito maior que a altura 

desta, pode demonstrar-se (problema de Rayleigh) que o efeito da viscosi

dade é praticamente insignificante (a constante de tempo do efeito da 

viscosidade é muito maior que a constante de tempo do movimento sísmico). 
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Antes da ocorrência de qualquer movimento oscilatório, o campo de 

velocidades é praticamente nulo (u = O e rot u = O), sendo o estado de 

repouso do fluido definido por valores da pressão e da massa volúmica 

constantes po e Po; verificando-se qualquer perturbação, pode representar

-se o estado do fluido em qualquer ponto (x, y, z, t) pelas médias de 

p = po + p', P = Po + P I e u, e considerar que os produtos das 

quantidades p', P I e u pelas suas derivadas parciais são pequenos 

relativamente aos produtos destas por po e PO. Nesta conformidade, do 

sistema (4.1) resultam as seguintes equações linearizadas: 

dP ' --+ Po divu = O 
dt 

dU 1 d I O -+-gra p = 
dt Po 

(4.2) 

Aplicando o operador derivada temporal à primeira das equações 

(4.2) e o operador divergência à segunda daquelas equações, obtêm-se: 

d [dPl ] d
2
p' d - -- + Po divu = O =--2- + Po -(divu) = O 

dt dt dt dt 

diV[Po dU + grad p'= O] = Po ~(divU)+ div (grad p')= O 
dt dt 

(4 .3) 

Subtraindo as duas equações (4.3) obtém-se, 

d2p ' 
- 2- - div (grad p') = O 

dt 

ou ainda, atendendo a que \7 2 p' = div (grad p'): 

(4.4) 

Admitindo agora que a entropia não é afectada pela perturbação, a 

equação de estado p = f(p, s), quando linearizada, conguz a p' = c 2 p', em 

que c é a velocidade do som na água (C"" 1440 ms- I
), obtendo-se a seguinte 

equação da onda: 

(4.5) 



o campo de velocidades poderá obter-se a partir das equações (4.2) 
fazendo: 

[a
p

' ] (a ') grad Tt + Po divu = o = grad ~ + Po grad(divu) = o 

a[ au ,] a
2
u (a p ') - - p - + grad p = o = - p - - grad - = o 

at o at o at 2 at 

donde, por adição destas duas equações, resulta: 

p a2
u (. ) --+-2- + Po grad dzvu = O 

c at 

ou ainda, atendendo a que grad(div u) = 'Ç12u + rot (rot u) = O e que 

rot (rot u) = O : 

Encontrando-se o fluido inicialmente em repouso, a vorticidade é 

nula; por conseguinte, pode introduzir-se a função potencial u = grad f/J , 
resultando a seguinte equação (4.7): 

As equações deduzidas constituem a base dos métodos que se 

desenvolvem em seguida para a análise dos campos de pressões e das forças 

hidrodinâmicas instaladas no paramento de montante de uma barragem em 

consequência da actuação de movimentos oscilatórios do tipo sísmico. Nesta 

conformidade, em aplicações práticas, dever-se-ão ter em consideração as 

seguintes hipóteses simplificativas: . 
- o fluido é considerado homogéneo, não-viscoso e linearmente· 

compressível; 

- o movimento do fluido é irrotacional; 

- os deslocamentos são pequenos quando comparados com as dimen-

sões da barragem; e, 

- os efeitos das ondas de superfície do tipo gravítico são desprezados 

(demonstra-se que os erros associados são pequenos). 
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Nesta conformidade, supondo um movimento oscilatório de fre

quência w, a pressão hidrodinâmica resultante será também harmónica e da 

mesma frequência, podendo ser expressa por: 

p'(x,y ,z,t)= p(x,y,z,t)e i lll (4 .8) 

sendo i = ~ e p(x,y,z,t) a amplitude da pressão hidrodinâmica no ponto 

(x, y, z) da albufeira. 

De (4.8) obtém-se ir p/àt 2 = _w 2 p ei ll'l ; substituindo este resultado 

na equação (4 .5) resulta: 

'(72, I à
2
p' 1 ( 2- ill") (WJ2- i 11'1 

V P =--?-=-, -w pe =- - pe 
c 2 àr c - c 

donde, 

"V 2, (J2 eil~ = -: p 

ou seja, 

(4.9) 

Nas secções seguintes apresentam-se soluções analíticas da equação 

(4 .9) e uma solução numérica obtida com base no método dos elementos de 

fronteira. 

4.2.2 Soluções analíticas 

Embora as soluções analíticas para este problema sejam aplicáveis a 

situações reais bastante simplificadas, estas revelam-se muito úteis na 

validação de abordagens numéricas. Entre as principais hipóteses simpli

ficativas frequentemente consideradas no desenvolvimento de soluções 

analíticas, complementam-se algumas das condições já atrás enunciadas 

para o modelo matemático: 

- o sistema barragem/albufeira é bidimensional no plano vertical e a 

albufeira apresenta comprimento infinito; 

- o fluido é incompressível, não-viscoso e irrotacional ; 

- a barragem e a fundação são rígidas; e, 

- o movimento da barragem é horizontal. 



Estas simplificações não são na sua totalidade comuns à generalidade 

das abordagens analíticas e algumas delas são ultrapassadas recorrendo à 
modelação numérica. Em particular, tem-se investido fundamentalmente na 

procura de soluções analíticas e numéricas que permitam ultrapassar as 

seguintes limitações: 

- paramento de montante da barragem inclinado (com simples ou 

múltiplas inclinações); 

- comprimento da albufeira finito e batimetria real, em particular num 

plano vertical perpendicular ao paramento de montante da barragem; 

- efeito da compressibilidade do fluido na albufeira; 

- modelos tridimensionais, permitindo considerar barragens em 

abóbada com diversas curvaturas; 

- efeitos da aceleração convectiva não linear e das oscilações da 

superfície livre da albufeira considerando escoamentos compres

síveis; 

- interacção do movimento da barragem e da albufeira, utilizando 

métodos numéricos baseados em elementos finitos, ou outros 

esquemas numéricos integrados; e, 

- possibilidade de utilização de um espectro aleatório de aceleração do 

solo com componentes horizontal e vertical. 

Apresentam-se em seguida algumas soluções analíticas recentes que 

globalmente permitem ultrapassar algumas das hipóteses simplificativas 

consideradas nos modelos clássicos. 

4.2.2.1 Modelo de Rashed & Iwan 

Sejam as notações e o sistema de coordenadas representados na 

Figura 4.1. 

x 

Figura 4. 1 - Sistema de coordenadas e notações. 
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A amplitude de deslocamento a de um ponto (y, z) é dada por 

a(y, z) = A W(y, z), sendo A a máxima amplitude de deslocamento e W(y, z) 
uma função de forma de deformação da barragem, cujo máximo é a unidade. 

Para esta função admitiram-se quatro formas, dadas por: 

w(y, z) = sen (k n y / B) sen [(2/- J)(nz/2H)] ; k, 1= 1,2 

Sejam as seguintes condições de fronteira: 

• d p(O,y,z )/dX = P w2a(y, z)= P w 2 A W (y, z); 

• dp(x,O, z )/dz = iwq p(x,O, z), sendo q = (I/c )[(1 - ar )/(1 + ar)] O 

coeficiente de amortecimento e ar O coeficiente de reflexão das 

ondas de pressão ao embaterem nas margens; 

• d p(x, y,O )/dz = iwq p(x, y,O); 

• {d p(x, B/2, z )/dy = 0, para movimentos simétricos da barragem, 

p(x, B/2, z) = ° para movimentos antisimétricos; e, 

• p(x,y,H)=O. 

A solução da equação (4.9), tendo em consideração as condições de 

fronteira indicadas, é dada por (Rashed et aI., 1984): 

p(X,y, Z)=-PHW2A[~~ Ir" e(-â".;,.) Y(2:)Z(":')] (4.10) ,':o;:; t5 A B ' }), H 
1'.\" ,. .\' 

em que: 

• r,.(y/B )=cos(Pry/B)+i(V/Pr)sen(Pry/B), sendo Pr as raízes 

complexas de eiP, = [(Pr - V)/(Pr + V)] para movimentos simétricos 

da barragem, ou de eiP, = [(V - Pr )/(V + Pr)] para movimentos 

antisimétricos, com V = w q B ; 

120 • Z,(:/H) =cos(77, z/H)+i(w/77,)sen(77, z/H), sendo 77, as raízes 

complexas de e2ill. = [(w - 77s )j(W + 77s)], com W = w q H ; 
I I 

• Ir" = ffw(y,-z)r,(y)Z,(z) a5láz,sendo y=y/B e z=z/H; 
o o 

I 

Ar = f[r,(y)Pa5l, e 

I 

B, = f[ZJi)P áz. 
o 



No caso particular do movimento longitudinal do solo, considerando a 

barragem rígida e a aceleração harmónica do solo, de frequência w e 

amplitude (i" não variando ao longo do comprimento da barragem, a 

solução da equação (4.9) transforma-se num caso particular da solução 

(4.10), com - w2 A = (i, e /fi ()I, z) = I , reduzindo-se a: 

(4 .11 ) 

I I 

em que J r , = f f ~(y)ZJz) djldZ 
o o 

Complementarmente, considerando as margens da albufeira e o fundo 

totalmente rígidos, as expressões anteriores simpl ificam-se. Com efeito, 

sendo as ondas totalmente reflectidas ao embaterem nas fronteiras, então 

ar = I resultando o coeficiente de aI.TI0I1ecimento q = O. 

Consequentemente, para as raízes !3r e 'I, resultam valores reais e 

independentes da frequência, sendo dados por: 

!3 = r1r r r = O, I, 2, ... 

2s-1 
'Is =- 2 - 1r ; s = I,2,3, ... 

Por outro lado, as funções ~. e Z, simplificam-se para: 

Y (L) = cos(!3 Z) . Z (~) = cos(r;. -=-) 
I/J I B ' ., H ., H 

e resultam os seguintes valores para Ar e B, : 

A = { I ; r = O . B, = 0.5 
r 0.5;r:f':0' 

Nesta conform idade, considerando barragens com paramentos de 121 

montante verticais resultam para o integral J rs os seguintes valores: 

{
(- l

t l } ...!..--'--- ' r = O 
J r.,. = 'I,' ; s = I, 2, 3, .. . 

O ; r:f': O 

obtendo-se para a pressão hidrodinâmica a expressão (4.12): 



I ( ) _ -( ) ;"', _ 2p H .. [~( - 1)'+1 (-s,fi) (:)] ;"" p X, z - P x,z e - a , L. ecos '/ - e 
.\ s= 1 77,\, !is ,\ H 

(4.12) 

4.2.2.2 Modelo de Trefftz-Mikhlin 

Por ser independente da coordenada y, a expressão (4 .12) é bidimen

sional (no plano vertical) e, por conseguinte, os resultados são independen

tes da relação comprimento/altura da barragem. 

Para barragens com paramentos de montante não vel1icais, a ampli

tude da pressão hidrodinâmica, num ponto de coordenadas (x, z), pode 

escrever-se na seguinte forma (4.13): 

(4 .13) 

sendo C" o coeficiente da pressão hidrodinâmica, dado por (Avi lés & 
Sánchez-Sesma, 1986), 

~ A 
C = "'-' e-A,x cos(- A z) 

" ~H ' 

em que A; é um coeficiente a ser determinado tendo em consideração a 

condição (4.14): 

~:I\ = -p Cig (t) cos(e) (4 .14) 

122 sendo â~ a aceleração horizontal do solo e e o ângulo entre a normal à 
face da barragem e a direcção x. 

A equação (4 .14) pode ser escrita na seguinte forma (4 .15): 

Por outro lado, da equação (4.13) resultam: 



?x =PHaK{~ ~ [-"li eH,x) COS (-"li z)]} 

~ =PHaK {~ ~ eH x) ["l i sen(-"liZ)]} 
(4.16) 

Consequentemente, igualando as equações (4.15) e (4.16) obtém-se: 

I Ai"l i ) -,1,x) [cOS("li z)+ tan(e)sen("l i z)] = I 
i = 1 

I Ai f (x, z) = I (4 .17) 
i = 1 

Da equação (4.17), cujo erro quadrático mínimo quando integrada ao 

longo do paramento de montante da barragem é garantido por: 

_a_{S[IAi f(X,Z)_1]2 dS} = O ; ) = 1, 2, .. . ,00 

aA . , ,=1 .I . 

resulta o seguinte sistema linear de equações algébricas: 

IAiSf(x,z)fj(x,z)ds= Sfj (x, z)ds ; )=1,2, ... ,00 (4.18) 
i=l 

ou ailída, na forma matricial, 

com Fji =Fij = Sf(x,z)fj(x,z)ds e G j = Sfj(x,z )ds . 
. \' x 

Os parâmetros "li e "lj são definidos por: 

À =-- . À - --Jl" --2i-1 _ (2)-1 )2 (WJl")2 
i 2H'.I 2H 2H 

traduzindo W = wj wr a influência da frequência de excitação do movimento 

sísm ico, w, e da frequência natural fundamental da albufeira wr = Jl" c/(2H), 
designando H a altura de água na albufeira nas proximidades da barragem. 
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Considerando H" a altura do paramento de montante da barragem, 

até ao início de uma hipotética inclinação (O:S H,,:S H), resultam (Avilés & 

Sánchez-Sesma, 1986): 

F=_"_I _'O .. J "+H -H + xx { [sen (2,1" H ) 1 
]I 2 JI 2,1 " " 

J 

+ (I _ oJ[sen [( Àj +,qH" J _ sen [( Àj - À;) H" J] + 
Àj + Ài Àj - À; 

+ sec(e) {[I - 2cos (e)] sen [(À
i 
+ À,) HJ-

Àj + Ài " 

- tan (e) [ cos[ (Àj + Ài ) H J - el-(i. j+ i, )11" /tll/(O)] ]}+ 

[sec 3 (e)l(À i + Ài )] + y . x 
(Àj + À,) 2 tan 2(e)+ (Àj - À,) 2 

x [(À; -À;2)sen[(Àj - Ài)HJ+(Àj +Ài )2 Li;]}; 

j,i=I,2, ... ,oo 

Gi =(-ltl-[I- sec(e)]sen(AjHJ; j=I,2, ... ,oo 

em que Lj; =tan(e){COs[(Àj _À,)HJ_ el-(i.,+i.,)H"fal1(fJ)] } e O;; é a função 

delta de Kronecker, dada por, 

{
I ; j =i 

0= 
I' O . -J. • . ; J-t-l 

A solução do sistema de equações (4.18) é obtida por aproximação, 

considerando um número finito de termos, sendo, em geral, suficiente reter 

os primeiros 20 a 25 termos. O método directo de Gauss é perfeitamente 

adeq uado para a resolução do sistema de equações lineares resultante. 

A amplitude da força hidrodinâmica resultante, por metro linear da 

barragem, obtém-se através de: 

H 

F., = Jp(O, z) dz / m.l. 

sendo este resultado frequentemente apresentado em termos do coeficIente 

da força hidrodinâmica C r' que se obtém normalizando F., pela correspon

dente força hidrostática F" = P g H 2 
/ m.I., ou seja, Cr = F" /F" . 



De acordo com a hipótese de fluido linearmente compressível , a 

pressão hidrodinâmica varia com a frequência de oscilação: estará em fase 

com o movimento sísmico se a frequência for inferior à frequência 

fundamental da albufeira (w < w( ), e terá uma componente em fase e outra 

desfasada no caso contrário, isto é, se w> w( . 

Por último, importa assinalar que a pressão hidrodinâmica no 

paramento de montante cresce infinitamente para frequências do movimento 

harmónico iguais aos múltiplos ímpares da frequência da albufeira. 

Utilizando o método acabado de expor (método analítico de Trefftz

-Mikhlin), apresentam-se na Figura 4.2 diagramas das pressões envolventes 

para movimentos oscilatórios com diferentes acelerações horizontais, consi

derando o fundo da albufeira horizontal e o paramento de montante da 

barragem vel1ical. 

4.2.2.3 Modelo de Dean & Dalrymple 

Admitindo que o escoamento associado à ocorrência de um sismo 

junto de uma barragem pode ser simulado pela actuação de um gerador de 

ondas do tipo pistão, poderá, em primeira aproximação, recorrer-se à teoria 

linear para a determinação das pressões hidrodinâmicas na face da barragem 

e das oscilações do nível da superfície livre da albufeira. 

O escoamento irrotacional de um fluido, necessariamente não-viscoso, 

num domínio de profundidade uniforme, sujeito a pequenas perturbações, é 

descrito com razoável aproximação pela função do potencial de velocidade, 

em conformidade com a equação "Ç12rp = O, cuja solução se pretende para 

uma condição de fronteira na superfície livre (à cota z = ho + TI) dada por 

(4.19): 

arp + gTl = O 
at (4.19) 

definindo TI (x,t) a elevação da superfície livre e ho (x, y) a profundidade do 

meio em repouso. 

Considerando uma barragem rígida de paramento vertical sujeita a um 

movimento horizontal harmónico dado por: 
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Diagramas de pressao estalica (cheio) e dinamica (tracejado) 

aceleracao horizonta l = 0.1 g 

100r---~--r---r---'---'---'---'----r---r---r---r---r---r---r---'---.---'---' 

80 

o 0.5 1.5 
p (MPa) 

aceleracao horizontal = 0.4 g 

\ 

80 " 

60 

40 

20 

o 0.5 1.5 
P (MP.) 

aceleracao horizontal = 0.7 g 

80 

o 0.5 1.5 
P (MP.) 

aceleracao horizontal = g 

80 

60 

o 0.5 1.5 
p (MPa) 

Figura 4.2 - Pressões envolventes para movimentos osci latórios com diferentes 

acelerações horizontais, considerando o fundo da a lbufeira 

horizontal e o paramento de montante da barragem vertical 

(método analítico de Treffiz-Mikhlin). 



a amplitude do movimento, Ço' relaciona-se com a amplitude da aceleração 

do movimento harmónico através da relação: 

a~ 
Ço = --2 

W 

o potencial de velocidade do escoamento pode ser descrito pela soma 

da contribuição de uma onda progressiva e de várias ondas estacionárias, de 

acordo com (Dean & Dalrymple, 1984): 

f/J = A" cosh (k" z )sen(k" x - wt)+ I A, (n)cos [k , (n) z] e-k.(n), cos (wt) 
11 =1 

em que os índices p e s designam, respectivamente, ondas progressivas e 

estacionárias. 

Os valores de k" e de k, (n) relacionam-se com a frequência angular 

através da condição de radiação: 

e os coeficientes A" e A, (n) são determinados segundo a teoria de Sturm

-Liouville: 

4çowh sinh (k"h) 
A = 

" k"h sinh (2k"h)+ 2k"h 

( ) __ 4çowh sinh (k,(n)h) 
A, n - k s(n)h sinh (2k,(n)h)+ 2k, (n)h 

Tal como no potencial de velocidade, também a elevação da super

fície livre apresenta uma contribuição da onda progressiva e outra de ondas 

estacionárias, sendo estes termos também designados por modos evanes

centes : 

77 = 77" + I 77, (n) (4 .20) 
1/ =1 

em que, 

cosh(2k h)-l ( ) = 2 " cos k x - w t 
77" ço. h(2k h)+2k h " 

Sln /' " 

( ) 
I - cos [2k, (n)h] -k (11 )' () 

77 n = 2ç e ' sen w t 
, o sin[2k, (n)h]+2k, (n)h 
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sendo a elevação da superfície livre obtida, em qualquer ponto da albufeira, 

a partir da condição de fronteira (4.19). Fazendo x = O na equação (4.20) 

obtém-se a máxima elevação da superfície livre junto ao paramento de 

montante da barragem, a qual permitirá fixar a cota do respectivo 

coroamento. Por conseguinte, resulta: 

. { cosh(2kJlh)-1 
. , =0 = 2 cos wt + 

TJII/(/'( ) S-o h(2k h)+2k h () sen JI JI 

~ 1- cos[2k(n)h] ()} + L.. ., sen wt 
11=1 sen [2k,(n)h]+ 2k,(n)h 

o campo de pressões na albufeira é obtido por linearização da 

equação de Bernoulli, vindo: 

p(x,z ,t)=y(h - z)+ 

{ 
cosh(2kJlh)-1 cosh(kJlz) ( ) 

+ 2S-o Y cos k x - w t + 
senh (2kJlh)+ 2kJlh cosh (kJlh) JI 

(4.21) 

~ l-cos[2k(n)h] cos[k,(n)z] - k(II ), ()} + L.. ., . e' sen w t 
1I=lsen[2k,(n)h]+2k,(n)h cos[k,(n)h] . 

Com x = O em (4.21) resulta o campo de pressões no paramento de 

montante da barragem, vindo: 

p(O,z,t) = Y (h - z)+ 

{ 
cosh(2k ,h) - 1 cosh(kJlz) ( ) 

+ 2S-o y I COS w t + 
senh (2kJlh)+ 2kJlh cosh (kJlh) 

(4.22) 

~ 1-cos[2k(n)h] cos[k,(n)z] ( )} + L.. ., . sen wt 
11=1 sen [2k, (n) h] + 2k, (n) h cos [k, (n) h] 

ou ainda em função da elevação da superfície livre [equação (4.20)]: 

De acordo com esta metodologia, a obtenção dos campos de pressões 

no paramento de montante de uma barragem exige o recurso a um compu

tador para o cálculo dos números de onda das componentes progressiva e 



estacionária do escoamento oscilatório provocado pelo movimento sísmico, 

utilizando processos iterativos e com as seguintes soluções iniciais: 

k = w 2/g e k . = n, 2n, 3n, ... , ou seia, para k ., com início em múltiplos 
~ l a J A 

de n, adoptando um precisão da ordem de ê = 10-6
• Por outro lado, o 

número de modos evanescentes a considerar é função da precisão desejada. 

Assim, para uma tolerância de A, (n)/ A, (J) "" I 0-6 torna-se necessário consi

derar cerca de 450 a 500 modos, naturalmente dependendo da frequência do 

movimento harmónico, aumentando o número de termos com o aumento da 

frequência do movimento. 

Importa assinalar que este modelo assume o fluido como incom

pressível; por conseguinte, a pressão hidrodinâmica é invariável com a 

frequência; contudo, são acentuadas as diferenças na elevação da superfície 

livre, bem como a sua extensão ao longo da albufeira. Naturalmente, estas 

diferenças serão tanto mais acentuadas quanto mais elevadas forem as 

frequências de oscilação do movimento. 

Apresentam-se na Figura 4.3 comparações de coeficientes da pressão 

hidrodinâmica sobre a barragem de Pine FIa!, utilizando os modelos 

analíticos descritos (Trefftz-Mikhlin e Dean & Dalrymple) e os resultados 

de um modelo numérico descrito em Hung & Chen (1990), considerando a 

informação registada em EI Centro de um sismo ocorrido em 15 de Outubro 

de 1979. Os resultados apresentados referem-se a um instante em que a 

componente vertical da aceleração é praticamente nula (Amado Mendes, 

1998). 

I 
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Figura 4.3 - Coeficientes da pressão hidrodinâmica obtidos pelos modelos 

analíticos de TrefTtz-Mikhlin e de Dean & Dalrymple (linhas a 

cheio e tracejado, respectivamente) e os valores registados 

considerando a barragem rígida (Rigid) e flexível (Pine) (Amado 

Mendes, 1998). 
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4.2.3 Resolução da equação de Helmholtz - modelo numérico 

Considerando o movimento do sistema barragem-albufeira bidimen

sional (no plano vertical), a equação (4.9) escreve-se (equação de Helmholtz 

para a pressão): 

(4.23) 

Multiplicando a equação (4.23) por uma função arbitrária iP(x,z) e 

integrando-a sobre todo o domínio em consideração (a lbufeira), obtém-se a 

seguinte equação integral (4.24): 

Jf ; +--f+ W p dxdz=O [
02

- 02- ( )2 r 
Q ox oz c 

(4.24) 

na qual Q representa o domínio . 

Por aplicação do teorema de Green, a equação (4 .24) reduz-se à 
forma: 

J{
02iP 02iP (W)2 -] - d d J- oiP d J- op d --2 +--2 + - rp P x z = p - s - rp - S 

Q OX OZ c s on s on 
(4.25) 

em que S é a fronteira da albufeira e n representa o vector normal à 

fronteira. 

Se a função rp for escolhida de modo a satisfazer a equação: 

( 4.26) 

na qual 6,.i é a função Delta de Dirac centrada no ponto i e tendo por coorde

nadas (Xi' Yi ), da equação (4.25) resulta: 

Jf6,.ip dxdz = Jp oiP ds - JiP op ds 
Q s on s on 

(4.27) 

Usando as propriedades da função 6,.i (apenas diferente de zero em X = O 

e com 16,.i (x) dx = 1 , demonstra-se que a equação (4.27) se reduz a: 

( 4.28) 



com Cj = I, Cj = 0.5 ou Cj = O , consoante o ponto de coordenadas (x j ' Y j ) 

pertence ao domínio (interior da albufeira), é um ponto de fronteira, ou se 

situa no exterior da albufeira. 
a- a-

Fazendo ~ = lfI e ---.l2 = q, a equação (4.28) reduz-se a: 
an an 

CJj3)j = fplfI ds - f?pq ds ( 4.29) 
s s 

Para calcular os integrais da equação (4.29) divide-se a fronteira da 

albufeira em N elementos rectos e considera-se que os valores de 15 e q são 

constantes sobre cada elemento e iguais aos seus valores a meio do 

elemento. Nesta conformidade, a equação (4.29) toma a seguinte forma 

discretizada (4.30), para qualquer ponto i situado na fronteira: 

-~(15)j + I, (15) fifi ds = I,(q) f?P ds 
2 J'= I J ,. ,'=1 J ,. 

')J . ,l J 

( 4.30) 

em que (15) · e (q) . são os valores destas variáveis sobre o elemento j, e S . 
J J J 

é o comprimento do elemento. 

Fazendo fifi ds = hij e f?P ds = Gjl , com Hil = hjl -1/2 se i = j e 

H jl = hjl se i *}, da equação (4'. 30) resulta: 

N 

IH((15) · J J 
1=1 

ou, na forma matricial , 

[H]{P} = [G]{q} (4.31 ) 

na qual [H] é a matriz que contém os elementos H il ' [G] a matriz que 

contém os elementos Gjj , {P} um vector que contém os elementos conhe

cidos e desconhecidos de 15, e {q} um vector que contém os elementos 

conhecidos e desconhecidos de a15jan. \3\ 

Na equação anterior (4.31) assumem-se conhecidos n l valores 15 e 

n2 valores q, com n l + n2 = N c ; por conseguinte, restam-nos N - N c 

incógnitas. Reordenando as equações de modo a passar todos os valores 

desconhecidos para o 10 membro podemos escrever: 

[A]{x} = {b} 

sendo {x} o vector dos valores de 15 e de a15jan desconhecidos na fronteira. 



A equação (4 .29) tem duas soluções linearmente independentes: 

J o (k r) e Yo (k r ), sendo J o (k r) a função de Bessel de primeira espécie e 

ordem zero e Yo (k r) a função de Bessel de segunda espécie e ordem zero. 

Estas funções são definidas por: 

1 7r 

Jo(kr)=- fcos [krsen(e)] de 
lio 

Yo (kr)=~ fsen[krsen(e)] de - 2 Je-k, m,h(a ) d(J 
li o li o 

nas quais k=w/c e r=~k -XJ2 +(z; -Zi)2 ; i,}=1,2, ... ,N. 

Pode verificar-se que Jo (k r) é igual à unidade quando r se anu la, 

enquanto que Yo(kr) tende para infinito quando r tende para zero, dando, 

por conseguinte, a desejada singularidade da função Delta neste ponto. 

Consequentemente, pode provar-se (Hanna & Humar, 1982) que uma 

solução possível da equação (4 .26) é, 

( 4.32) 

vindo, nestas condições, os elementos da matriz [H] dados por: 

H ij = fifi ds = ~ fkY'o (kr )cos(e)ds ; para i =I-) 
Sj 4 Sj 

(4.33) 
1 

2 
; para i = } = 

sendo, 

Y'o (kr)=~{fsen(e)cos[krsen(e)]de + 2Jsenh((J) e-k
" e"h(a ) d(J} 

li o o 

a derivada de Yo(kr) e e o ângulo entre a normal ao elemento} e o raio 

132 vector r. 

Os elementos da matriz [G] são dados por: 

Gij = f(}Jds = ~ fYo(kr)ds ; parai=l-} 
s, 4 s, 

S[ (kS] 1 = 2~ foge ----:;- -1 ; parai =) 

(4.34) 

em que S i representa o comprimento do elemento j. 



Condições de fronteira 

Os métodos apresentados permitem avaliar as amplitudes das pressões 

hidrodinâmicas geradas em albufeiras finitas sobre as barragens, não 

havendo quaisquer restrições a impor quanto à forma do paramento de 

montante da barragem ou quanto à geometria do fundo da albufeira, 

admitindo as restantes hipóteses simplificativas opol1unamente mencionadas 

e ainda o deslocamento do sistema barragem-albufeira como bidimensional 

(no plano vertical), o que, aliás, resulta da consideração de fronteiras 

rígidas. 

As condições de fronteira a considerar para movimentos longitudinais 

estão representadas na Figura 4.4, em conformidade com a equação (4.14). 

z 

H 

Figura 4.4 - Condições de fronteira. 

x -

Nas condições de fronteira apresentadas na Figura 4.4, p representa a 

amplitude da pressão hidrodinâmica, p = 1000 kg m-3 é a massa volúmica 

do fluido e a", ar e a" são as amplitudes das acelerações harmónicas da 

barragem, do fundo e da fronteira de montante da albufeira, 

respectivamente; e representa o ângulo de uma face inclinada do paramento 

de montante da barragem com a vertical (eixo dos z), com início à altura 

H" (poderão existir no paramento de montante da barragem diversas faces 

com diferentes inclinações); j3 é o ângulo de uma superfície do fundo da 

albufeira com a horizontal (eixo dos x) (o fundo poderá ser constituído por 

diversas superfícies com diferentes inclinações); H é a altura de água na 

albufeirajunto ao paramento de montante da barragem. 

Importa notar que as condições apresentadas são válidas considerando 

ace lerações horizontais do fundo e das partículas líquidas. 
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4.2.4 Aplicações 

Seja um sistema com as características e condições de fronteira apre

sentadas na Figura 4.4, considerando os seguintes parâmetros: 

- H = 60m ; 

- H = 40m . 
" ' 

- L = 300 m ; 

- 8=30°; /3=0° e /3=5°; 

- ah =á, =9.8ms -2
; ai' =0; e, 

- Frequência de excitação, w = 18.85 rads' l 
• 

Nestas cond ições, a frequência fundamental da albufeira é 

w, =7rc/(2H) -::;37.7 rads- I
; por conseguinte, para a frequência nonnali

zada resulta w" = wj w, -::; 0.5 e o número de onda vale k = w/ c -::; O. O 13 I . 

Apresentam-se na Figura 4.5 os diagramas de pressões hidrostática e 

hidrodinâmica considerando o fundo horizontal (/3 = 0°), calculados pelo 

modelo analítico de Trefftz-Mikhlin (a ponteado) e por um modelo 

numérico que resolve a equação de Helmholtz (4.23) utilizando o método 

dos elementos de fronteira, como descrito em 4.2.3 (modelo phidro _sis). 

A versão executável deste modelo foi incluída no CD-ROM que 

acompanha este livro (cód igo de acesso 4607). 

Na Figura 4.6 estão representados os diagramas das pressões hidrostá

tica (a cheio) e hidrodinâmica (a tracejado), este calculado pelo modelo 

phidro _sis, considerando /3 = 5 ° . 

Apresentam-se na Figura 4.7 diversas comparações de coeficientes da 

pressão hidrodinâmica, considerando amplitudes das acelerações harmóni

cas verticais iguais a 0.7 g e diferentes ângulos de inclinação do fundo e do 

paramento de montante da barragem. 

Na Figura 4.8 reproduzem-se os valores dos coeficientes da pressão 

hidrodinâmica apresentados na Figura 4.7, considerando agora as amplitudes 

das acelerações harmónicas dos movimentos iguais a g 

Na Figura 4.9 apresentam-se diagramas da pressão hidrodinâmica 

tendo o paramento de montante da barragem faces com ângulos de 

inclinação 8 = 30° e 8 = 45°, considerando para ambas as inclinações as 

alturas H" = 20 m eH" = 40 m . 
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Fundo horizontal 
Paramento de montante: 

Teta = 30 graus , com Hp = 40 m. 
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OL-~ __ -L __ L-~_\~'-L __ ~~ __ ~ __ ~ __ L-~\ __ ~ 
o 0.5 

P (MPa) 

Figura 4.5 - Diagramas de pressões, considerando H " = 40 m, e = 30° e 

fJ = 0°. Pressões hidrodinâmicas: modelos analítico ( ..... ) e 

numérico (---). 

N 

Fundo: Beta = 5 graus 

Paramento de montante: 
Teta = 30 gra us, com Hp = 40 m. 

60 r---r--/~~,---'---.---.---r---r---r---r--'r--. 
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40 \ 
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, , , , , 
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Figura 4.6 - Diagramas de pressões, considerando H" = 40 m , e = 30° e 

fJ = 5°. Pressões hidrostática (--) e hidrodinâmica [modelo 

numérico] (---) . 
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Fundo horizontal 

Paramento de montante: 
Teta = 0.0, 11.3, 21.8 e 3 1.0 grau s 

0 .4 0.6 
Cp 

Paramento de montante vertical 

Fundo: Beta = 0.0, 5.0 e 10.0 graus 

'-'<, 
'~ 

0 .2 

0: 

" " 
\\ 

'\\ 
,\ 
\\ 
, \ 

0.4 

\ \ 

" ' 
, , 
\ , 
, \ 

Cp 

\ 

0 .6 

0.8 

0.8 

Figura 4.7 - Coeficientes da pressão hidrodinâmica (aceleração do movimen

to igual a O.7g). 
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Paramenlo d e monlanle ve rlical 

Fundo: Bela = 0.0, 5.0 e 10.0 graus 
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Figura 4.8 - Coeficientes da pressão hidrodinâmica (aceleração do movimen

to igual a g). 
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Fundo: Bela = 5 graus 
Paramenlo de monlanle: 

-Continuo: Tela = 30 graus, com Hp = 20 m e 40 m. 
-Tracejado: Tela = 45 graus, com Hp = 20 m e 40 m. 

Cp 

Figura 4.9 - Diagramas da pressão hidrodinâmica tendo o paramento de 

montante da barragem duas tàces com ângulos de inclinação 

e = 300 e e = 45 0 
, às alturas H I' = 20 m e H I' = 40 m . 

4.3 Efeitos hidrodinâmicos resultantes de deslizamentos em albufeiras 

Muitas das nossas albufeiras estão confinadas em vales encaixados de 

encostas Íngremes, em formações geológicas algumas vezes instáveis, O 

risco é pOltanto real e os possíveis efeitos catastróficos das ondas provocadas 

pelo desmoronamento ou escorregamento de uma encosta, nas margens e na 

barragem da albufeira, com os consequentes prejuÍzos em perdas de vidas, 

danos materiais e danos indirectos resultantes da interrupção de actividades 

e do funcionamento de empreendimentos, devem ser avaliados, 

Os deslizamentos podem também provocar a criação de barragens em 

leitos de rios as quais irão originar albufeiras, O colapso destas barragens 

naturais pode ter consequências igualmente desastrosas, 

Para avaliação dos potenciais riscos inerentes a um acidente deste tipo 

deverá ser feita uma análise dos respectivos efeitos hidrodinâmicos, Trata

-se, basicamente, de obter as características das ondas geradas pela entrada 



de grandes massas de solo ou de rocha na albufeira e de analisar a respectiva 

propagação e acção sobre as margens e a barragem. 

Detectadas as zonas de potencial instabi I idade, há que anal isar os 

respectivos efeitos hidrodinâmicos: 

• nas margens da albufeira, por forma a definir zonas de segurança 

susceptíveis de serem atingidas pelas ondas geradas "na albufeira; e, 

• na barragem, por forma a aval iar a acção das ondas geradas tendo 

em vista o risco de galgamento e/ou de destru ição da estrutura. 

Os potenciais danos na estrutura da barragem dependem das 

características das ondas geradas e do ,tipo de barragem . Uma barragem em 

betão poderá ser galgada sem danos próprios; uma barragem de aterro será, 

quase por celto, destruída no caso de ser galgada. Em ambos os casos há que 

estimar a altura máxima que será atingida na barragem pelas ondas 

incidentes, a qual tenderá a ser superior ao valor da altura da onda imediata

mente antes do impacto: a sobrelevação adicional dependerá das caracterís

ticas do paramento de montante da barragem. 

4.3.1 Formulação 

Pode demonstrar-se que um modelo matemático adequado para obter 

as características da onda resultante do deslizamento de um talude e a sua 

propagação no interior da albufeira é constituído por equações do tipo 

Boussinesq expandidas. 

Estas equações podem obter-se por integração segundo a vertical das 

equações fundamentais da Mecânica dos Fluidos relativas ao escoamento 

tridimensional de um fluido viscoso e incompressível submetido à acção da 

gravidade, considerando as variáveis devidamente adimensionalizadas, com 

condições de fronteira apropriadas e tendo presente a hipótese fundamental 

da água pouco profunda. A duas dimensões no plano vertical, as equações 

de continuidade e de conservação da quantidade de movimento escrevem-se: 139 

au + aw = O 
ax az 
au au au 1 ap ar" ar,: 
-+u-+w-=---+--+--at ax az p ax ax az 
aw aw aw 1 ap ar:, ar:: 
-+u-+w-=---+--+---g ar ax az p az ax az 

(4.35) 
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nas quaIs p representa a massa volúmica do fluido; t o tempo; g a 

aceleração da gravidade; u e w as componentes horizontal e vertical da 

velocidade; p a pressão; e, T xx ' Tc, T=-r e T:: os elementos do tensor das 

tensões viscosas que valem, admitindo as hipóteses de Navier: 

sendo v a viscosidade cinemática do fluido. 

z 

Sejam as notações apresentadas na Figura 4.10. 

....... . ............ 
.... ....... . • I' I ••• •••••••••• II •••••• 

Figura 4. 10 - Notações. 

As condições de fronteira a considerar são: 

A - Na superfície livre, z = r; (x, t) 

C d· - . , . ar; ar; 
on lçao Clllematlca: - + u - = w at ax 

Condições dinâmicas: . ~ - Txx ~; + T xz = T, (r;) 

p ar; 
• -+T --T = 0 . p :x ax :: 

x 

. .................. . 

(4.36) 



B - No fundo, z = - ho + ç (x,t) 

Condição de impermeabilidade do fundo: aÇ + u aÇ = w at ax 
(4.37) 

Condição dinâmica: - T xx aaÇ 
+ T xz = T / (ç) 

X . 

Efectuando a seguinte adimensionalização das variáveis: 

x' = xl I ; z ' = zl ho ; t ' = ~ g ho til = Co t ; r; ' = r; / a; r = ç l ho ; 

u ' =ul(a~glho )=uho /(aco ) ; w' =wll(aho ~glho )=wll(acJ; 
p' = pi (p g ho ); <x = T xx I (g ho ) ; < = T I': I (g ho ); r:z = T =z I (g ho ) 

definem-se os pequenos parâmetros ê = ai ho e (J' = ho I I em que ho' I e a 
representam, respectivamente, uma profundidade, um comprimento e uma 

ampl itude características e Co representa a celeridade crítica (co = ~ g ho ). 

Os parâmetros ê e (J' traduzem a importância relativa dos efeitos 

não-lineares e dos efeitos dispersivos, respectivamente, estando na base da 

definição dos domínios de validade das diferentes teorias de propagação das 

ondas em condições de água pouco profunda. Para o efeito, define-se um 
outro adimensional, U, como sendo a relação entre os parâmetros ê e (J' 2 , 

ou seja (Ursell, 1953), 

Assim, com base no valor deste adimensional, conhecido como 

número de Ursell, deverão ser utilizadas: 

• a aproximação linear dispersiva se U « 1 ; 

• a aproximação não-linear dispersiva se U "" 1 ; e, 

• a aproximação não-linear não-dispersiva se U » I . 

Com base na teoria das ondas em condições de água pouco profunda 

poderão deduzir-se estas diferentes aproximações. A forma de o fazer 

consiste em adimensionalizar o sistema de equações (1), proceder em 
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seguida a integrações das equações segundo a vertical , retendo suces

sivamente os termos até à ordem de grandeza que se pretender. 

Complementarmente, poderá admitir-se que a amplitude das ondas 

( ê = alho ) é da mesma ordem de grandeza do pequeno parâmetro da água 

pouco profunda (0' 2), ou seja, que U = 0(1), e ainda que 0'« 1 (hipótese 

fundamental da água pouco profitnda), hipótese esta que admitiremos nesta 

obra. 

Atendendo à adimensionalização de variáveis efectuada, as equações 

fundamentais e as condições de fronteira apresentam-se agora sob a forma 

seguinte. 

I. Equações fundam entais 

ou ' + ow' = O 
ox' oz' 

ou ' ? , ou' 2 ' ou' 
ê O'--+ê-O'U --+ê O'W --= ot' ox' oz' 

= _O' op' + O' o<x + or:= 
ox' ox' oz' (4.38) 

2. Condições de fronteira 

A - Na superfície livre, z' = ê rJ ' (x',t' ) 

orJ' , orJ ' , 
--+êu --=w ot' ox' 

, orJ ' , ,( ,) 
- ê O' T xx ox' + T.e = T ., ê rJ (4.39) 



B-Nofundo, z ' =-l+{(x', t') 

1 aÇ ' " aç " " 
---+u --=w 
E atO ax" 

, aÇ ' , , ( ;: , ) 
- cyr xx --::;-;- + r ,.; = r r - 1 + <;, 

uX . 
(4.40) 

Nestas equações, os elementos adimensionais do tensor das tensões 

valem: 

r ' = 2 ( & CY) au ' 
xx R ax' 

, , & ( 2 aw' au ' ) 
r .r; = rzx = R CY ax' + azo (4.41 ) 

, = 2 ( &CY) aw' 
r;; R azo 

sendo R o número de Reynolds, igual a ho co/v . 

Por comodidade de escrita os asteriscos são eliminados em todos os 

cálculos que se seguem. 

i) Formulação da equação de continuidade 

A integração da primeira equação (4.3 8) entre o fundo (- 1 + ç) e a 

superfície livre ( & TJ ) conduz a: 

<II au 
w -w =-f-dz 1< II I- I+f :J 

-I+ç u X 

ou ainda, tendo em consideração a regra de Leibniz: 

a q aTJ aÇ 
w -w =-- fudz+&u --u -

1' 11 1-I+f :J lEI' -:. I-I+ç :J uX - I+f ax uX 

Tendo agora presentes a condição cinemática na superfície livre (em 

z = &TJ) e a condição de impermeabilidade do fundo obtém-se: 

a(TJ-ç/&) a o' ---'-'----"-'----'- + - f u dz = o 
at ax -I+f 

(4.42) 
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Atendendo a que o valor médio da componente horizontal da 

velocidade, U, é dado por: 

I "1/ 

U = f u dz 
I - ç + ElJ - I+ç 

resulta a seguinte expressão (4.43) para a equação de continuidade: 

a(lJ - Ç/E) + a[(I - ç + ElJ)U] = O 
at ax (4.43) 

ii) Formulação da equação de conservação da quantidade de movimento 

Em todos os cálculos que se seguem admite-se que O(E)=O((j2), 
com (j« I (hipótese fimdamental da água pouco profimda). 

A. Componente vertical da velocidade, w 

Admitindo vorticidade (Q ) baixa, seja, 

'J Q dz = O((j4 ) 
- I+ç 

podemos escrever: 

(4.44) 

Definindo U(x, t) a componente horizontal da velocidade à superfície 

(z = O) é então válida a relação: 

u(x,z,t)= U(x,t)+ O((j2) ( 4.45) 

Integrando por outro lado a primeira equação (4.38) entre o fundo 

(- 1+ ç) e a cota z, 

= au 
w=- f -dz+4==_,+ç 

-I +ç ax 
obtém-se, juntamente com (4.44): 

(4.46) 



-=-0' - f -dz+O' - --+u- +00' OU 2 O = OU 2 O (1 oç Oç) (4 ) 
OZ OX -I+q OX OX E ot OX 

Substituindo no segundo membro desta expressão o valor dado em 

(4.45) resulta: 

ou '( ) 0
2 
U - = -0'- I - ç + z --2 + 

OZ OX 

+20'2 oU oç +O' 2U o2ç +[0'2) 02ç +0(0'4) 
OX OX OX 2 E OXO t 

Integrando a equação anterior entre a cota z e a superfície (Er;), 

obtém-se a seguinte expressão (4.47) para a velocidade: 

(4.4 7) 
, oU oç 2 0

2 ç [(J 2 ) 0
2 ç (4 ) -2(J-z--+(J zU-+ - z--+O (J 

OX OX OX 2 ê oxot 

Atendendo agora à definição de velocidade média podemos escrever 

(4.48): 

li = U +0-2 (I-ç} d
2
U _0-2 (l_ç)dU dÇ _0-2 (I-Ç)U d

2
Ç _ 

3 dx2 dx dx 2 dx 2 (4.48) 

_0-2!l d
2
Ç _0-2 (I-ç) d

2
Ç +O(0-',w 2) 

2 dxd! 2ê dxd! 

Tendo presentes as equações (4.45) e (4.46) e considerando a condi

ção de impermeabilidade do fundo, obtém-se para a componente vertical da 

velocidade (w): 

: oU I oç oç (2) w=- f -dz+--+U-+OO' 
-I+ç OX E ot OX 

donde, 

oU loç oç (2) 
W = -(I - ç + z)- + - - + U - + O a 

OX E ot OX 
(4.49) 

B_ Pressão 

Seja a terceira equação (4.3 8): 
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dp 2 dw 2 2 dw 2 2 dw dr =x dr:= 
-=-l- ê(j --ê (j U--ê (j w-+(j--+--
dz dt dx dz dx dz 

Substituindo nesta expressão o valor de w [equação (4.49)] resulta: 

dp =_1_(j2 d
2ç _ ê(j2 (I-ç+z) d

2
U _ê(j2 dU dÇ _ 

dz dt 2 dxdt dt dx 

-2ê(j2U d
2ç +(jdr=x + dr:= +O(ê2(j2 ,ê(j4) 

dxdt dx dz 

Integrando agora esta equação entre a cota z e a superfície (ê TJ ), 

considerando os valores de r;;.. e de r== [equações (4.41 )], obtém-se: 

(4.50) 

? d
2
ç (ê(j)dU [ dTJ ] -2ê(j- z U--+ - -+ ê(jLx --L + 

dxdt R dx - dx -- lo'l 

+ O(ê 2(j2, ê(j4, ê(j3 / R) 

C. Integração da segunda equação (4.38) 

A segunda equação (4.38) vai ser integrada entre o fundo (( - 1 + ç)) e 

a superfície êTJ, tendo presentes as condições cinemática nesta superfície e 

de impermeabilidade do fundo. 

Assim, seja, 

du 2 du ? du dp dr _ _ d r_ 
ê(j -+ ê (jU-+ê-(jW-=-(j-+(j--'--' +---'-

dt dx dz dx dx dz 

146 Após a aplicação da regra de Leibniz, o 10 membro (M 1 x) desta 

equação escreve-se: 

[ 
d '''1 dTJ dÇ] 

Mlx = ê (j - f u dz - uI ê - + uI 1 ~ - + 
dt -1 +ç '''1 dt - +, dt 

2 [d "'I? ? dTJ ? dÇ] +ê (j - f u-dz-u- ê -+ U- - + 
::I 1"/1 ::1 1-1+'; ::I 
uX - 1+'; uX uX 

+ê 2(jrU W -u W ] ~ 1'''' 1'''/ 1-1+'; 1-1+'; 



Em termos de valor médio da componente horizontal da velocidade 
obtém-se (4.51): 

Mlx = &0- [1 - ç + G 17] dU + 
dt 

(4.51) 

De igual modo, o segundo membro da segunda equação (4.38) 

escreve-se: 

M2x=-0- f -dz+o- - f 7 dZ-7 & -+7 -
1:/1 dp [d 1:11 d7J dÇ] 

_1 +'; dX dX _1+'; xx xx,.. dX XX, _,., dX 

ou seja, 

1:11 dp d '''1 

M 2x = -o- f - dz + o- - f 7 dz-
_1+'; dX dX _1+'; xx 

+(-&0-7XX ~~ +7C ) +(0-7" ~ç -7X=) 
1':11 x 1_ 1+'; 

(4.52) 

Derivando a equação (4.50), tendo presente a condição de fronteira 

para a pressão na superfície livre obtém-se: 

Substituindo este valor de dP/dX na expressão (4.52) e tendo presen

tes o valor de 7 xx dado por (4.41) e a equação (4.45) resulta a seguinte 

igualdade (4.53): 
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(4.53) 

Em função da velocidade média a igualdade (4.53) escreve-se: 

M2x=-cO'(1-Ç+ E: 11)(ar; +0' 2 ar; a
2

Ç +0' 2 r; ~)+ 
ax ax at 2 2 ax at 2 

+ 0') [(1- ç )J.-(l- ç + E: 11)]~ + 
2 axar 

+c0'3[(1-Ç)J.-(1-Çy+J.-(-1+Çy] a
3

U' _ 
2 6 ax2 at 

_c0' 3(_1+Ç)2aÇ a2

U' _é'0'3J.-(_1+Ç)2a2ç~_ 
ax ax a t 2 ax 2 a t 

3( 1 j:)2 a2Ç aU' 3( 1 j:)2 a3Ç -- é'0' - +s ----- é'0' - +s - ?-u+ 
ax at ax ax- at 

é'0'2( )a
2
U' () ( ) + R 1 - ç + E: 11 ax 2 + T.I E: 11 - Tf - 1 + ç + 

Nesta conformidade, as equações de Boussinesq modificadas (equação 

de continuidade incluída), por forma a permitirem considerar: i) variações 

temporais do fundo; ii) tensões de atrito no fundo, e iii) tensões na 

superfície I ivre, escrevem-se: 



d(7J-Ç/ E) + d[(I-ç+E7J)U-] =0 
dt dX 

dU _ dU- d 7J 2 d 7J d 2 ç 2 7J d 3 ç 
-+E U-+-+o- --+0- ---+ 
dt dX dX dX dt 2 2 dXdt 2 

+ 0- 2 [(1- ç) ~ _ (I - ç)2 d
3

U- + (1- ç) dÇ d
2

U- + (4.54) 
2E dXdt 2 3 dx 2dt . dX dXdt 

+(I-Ç)d
2
ÇdU- +(I_ç)d

2Ç 
dU- +(I-ç)~U-l-

2 dX 2 dt dXdt dX dX 2 dt 

_ o-d
2

U- _ [rJ:'7)-Tf (-I+Ç)] = O(E 20-2 E0- 4 E0-
3

) 

R dX2 W (1- ç + &'7) " R 

Qualquer que seja o valor de E, conservando apenas os termos de 

primeira ordem (ordem I em 0- 2
) no desenvolvimento anterior (4.54) 

resultam as equações de Saint-Venant modificadas ou "Shallow water 

equations" , já apresentadas no Capítulo 3. 

Em variáveis dimensionais, eliminando a barra sobre a variável u para 

simplificação de escrita, aquelas duas aproximações escrevem-se (com 

H = ho): 

Ordem 2 em 0-
2 (Equações de Boussinesq expandidas) 

~+ d(hu) =0 
dt dX 
dU dU d7J d7J d2Ç 7J d3Ç (H _ç)2 d3u 149 
-+u-+g-+--+---- + 
dt dX dX dX dt 2 2 dX dt 2 3 dx 2dt 

+ H -ç ~+(H _ç) d
2
U dÇ + H -ç ~ d2

Ç + (4 .56) 
2 dXdt 2 dXdt dX 2 dt dX2 

dU d2 Ç d3Ç d2
U 

+ (H - ç) dX dXdt + (H - ç)u dX 2 dt - v dX 2 -

_ k ('7) - Tf (ç)] = O 

h 
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Ordem 1 em (J 2 (Equações de Saint-Venant expandidas) 

(4.57) 

4.3.2 Sistema de equações de Boussinesq: modelo numérico 

Considerando o escoamento de um fluido viscoso sobre um fundo 

fixo e tensões à superfície desprezáveis, obtém-se em 2a aproximação 

(ordem 2 em (J2) o seguinte sistema de equações simplificado: 

Transformação das equações 
----

Agrupando os termos que contêm derivadas em tempo de cada uma 

das variáveis u e v, podemos reescrever o sistema anterior (4.58) na seguinte 

forma equivalente (4.59): 

ah + h au + u ah = O 
at ax ax 

ar au a (h+ç) a 2u r( ç) 
-=-u--g +v-
at ax ax ax 2 h 

u _ (H -çY a
2
u -(H _ç)a(H - ç) au_ 

3 ax 2 ax ax 

(4.59) 

H - ç a2 (H - ç) 
--- u =r 

2 ax 2 

Para obter a solução do sistema de equações de Boussinesq (4.55) 

(valores de h e u no instante t + M) é utilizado o seguinte esquema 

numérico baseado no último sistema de três equações (4.59): 



1- Previsão de h (h,,'+t., ), utilizando um esquema semi-implícito para 

a resolução da 1 a equação, considerando os valores conhecidos de 

h' e u' em todo o domínio. 

2- Previsão de r (r,,' +t., ), por resolução da 2a equação, considerando 

os valores de h'+ot., = (1 - e) h' + eh;,+t." u' e r' , conhecidos em 

todo o domínio. 

3- Cálculo da velocidade u no instante t + /).t (u,+t.,) , por resolução 

da 3a equação, considerando o valor previsto r,,' +t., . 

4- Cálculo da altura h no instante t + M (h' +t.,), considerando os 

valores de h' e u,+ot., = (I - e)u' + eu'+t., conhecidos em todo o 

domínio. 

5- Cálculo da variável r no instante t + /).t (r'+ t.,), considerando os 

valores de r ' , h'+ot., = (1- e)h' + eh'+t., e ui+ot., = (1- e)u' + eu'+t., 

conhecidos em todo o domínio. 

Método de diferenças finitas 

Esquematicamente as três equações do sistema (4.59) podem escre

ver-se na seguinte forma: 
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Em cada ponto i, as derivadas dh/dx, dU/dx e d (H - ;)/dX são 

aproximadas através dos seguintes esquemas centrados: 

[
d(H - ;)] = (H - ;)i+1 - (H - ;L 

dx j 2fu 

e as segundas derivadas espaciais d2U/dx 2 e d2 (H - ;)/dX 2 são estimadas 

através de: 

As derivadas temporais oh/ot e or/ot são calculadas por: 

Os sistemas de equações resultantes (I a e 3a equações) são tridia

gonais. 

Método dos elementos finitos 

O método dos elementos finitos baseia-se na aproximação de funções 

contínuas, no presente caso profundidade e velocidade, definidas sobre cada 

um dos elementos em que é subdividido o domínio. Dado um elemento 

genérico /)." considerem-se as funções h e u aproximadas dentro de cada 

elemento por: 

h"",h=~Nh u""'ú=~Nu ~ I I ~ I I 

i=1 i =l 

onde hj e U j representam os valores que as funções tomam nos nós dos 

elementos, sendo n" o número de nós de cada elemento e N j as funções de 

interpolação. 



Aplicando o método dos resíduos pesados, constroem-se em primeiro 

lugar os resíduos R j por substituição dos valores aproximados das variá

veis, valores grafados com acento circunflexo nas seguintes equações (4.60): 

(4.60) 

No método dos resíduos pesados utilizado, método de Galerkin, os 

resíduos são ortogonalizados em relação a um conjunto de funções de 

ponderação que coincidem com as funções de interpolação, isto é, 

f RW d/),e = O 
) .I 

f:,' 

em que W j = N; c5rjJ; ; i = 1,oo. ,ne' 

Aplicando o método de Galerkin ao resíduo RI resultante da equação 

da continuidade obtém-se (4.61): 

(4.61) 

Traduzindo para a forma matricial o resultado expresso pela anterior 

equação (4.61) obtém-se (4.62): 

(4.62) 
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com, 

ai.j = f NiN j dt].e ; i,j=I, ... ,ne . t;" . 

A equação matricial (4.62) é resolvida da seguinte forma: 

donde, 

(
_I [A]/+[B]/){htll/ =_l [A]/{h}' _ I-e[B]/{h}' 
et].{ et].( e 

com O. 5 ~ e ~ I . 
A matriz resultante, embora não simétrica, é em geral muito esparsa, 

pelo que se recomenda um método de resolução do sistema de equações que 

tire partido desta característica. 

A aplicação deste método aos resíduos R2 e R3 é em tudo análoga, 

importando apenas referir que as derivadas de 2a ordem são reduzidas a 

derivadas de I a ordem recorrendo ao teorema de Green. 

Reproduzem-se em seguida as equações adequadas para a propagação 

de ondas em domínios bidimensionais, no plano horizontal. Para o efeito, 

recorre-se às notações apresentadas na Figura 4.11 . 

z 

y 

o 
h(x,y,t) 

x 

H 

~Ç(X,y)--------

Figura 4.11 - Modelo de propagação de ondas em condições de água pouco 

profunda (2DH). Notações. 



Tendo em consideração as notações apresentadas na Figura 4.11, o 

sistema de equações resultante, a duas dimensões no plano horizontal , 

escreve-se (Antunes do Carmo et aI., 1993): 

ah + a(hu) + a(hv) = O 
at ax ay 

au + u au + v au + g a(h + ç) _ (H - çy ( a3u + a\t )_ 
at ax ay ax 3 ax2at ay 2at 

_ (H _ ç(~ a2 (H - ç) au + a(H - ç) a2u +~ a(H - ç) a2u + 
2 ax2 at ax axat 2 ay ayat 

+ 1 a(H - ç) a2v + 1 a2 (h - ç) av) _ v(a 2u + a2u) + r /i· = O 
2 ax ayat 2 axay at ax 2 ay2 h 

(4.63) 

av + u av + v av + g a(h + ç) _ (H - ç)2 ( a3v +~)_ 
at ax ay ay 3 ay2at ax2at 

-(H _ç(~ a2(H -ç) av + a(H -ç) a2v +~ a(H -ç) azv + 
2 ay2 at ay ayat 2 ax axat 

+ I a(H-ç)a2u +~a2(H-ç)aU) _v(a 2~ +a2~)+ r / i· =0 
2 ay axat 2 ayax at ay- ax- h 

em que h é a altura total do escoamento; H é a cota da superfície livre em 

repouso; (u, v) representa o campo de velocidades médias do escoamento; 

ç representa as cotas do fundo; V é a viscosidade cinemática do fluido, e r 

representa a tensão de atrito no fundo. 

Assumindo as mesmas hipóteses que estão na base da dedução do 

sistema de equações (4.63), obtém-se a seguinte equação (4.64) para o 

cálculo do campo de pressões resultante sobre o paramento de montante da 

barragem: 

~ p(z)= g(7J - z)+ (7J _ z)(aç au + aÇ av) + 
p ax at ay at 

(4.64) 

( )( aZu a2v)(7J-Z ) + r;- z --+-- --+H-ç 
axat ayat 2 

com 7J = h - H + ç . 
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Condições na fronteira perturbada (deslizamento de encosta) 

Para o cálculo da velocidade máxima de deslizamento de um talude, 

U m"x' que se supõe ser atingida quando o centro de gravidade do volume 

sólido deslocado atinge a superfície livre da água, é utilizada uma 

aproximação obtida a partir de considerações energéticas globais. 

Com efeito, durante o escorregamento, a perda de energia potencial 

inicial da massa sólida é equilibrada por um ganho em energia cinética 

daquela massa e pelo trabalho realizado para vencer a resistência ao corte e 

ao atrito, obtendo-se, após algumas simplificações, a seguinte equação 

(4.65) (Antunes do Carmo, 1990): 

(4.65) 

em que S representa a distância entre os centros de gravidade das massas 

sólidas nas posições inicial e final, após imobilização destas no interior da 

massa líquida; a é o ângulo da superfície de deslizamento com a horizontal , 

e r/J é o ângulo de atrito médio ao longo da superfície de ruptura. 

Entretanto, para ser atingida a velocidade máxima dada por (4.65), a 

partir do instante em que se inicia o movimento das massas de solo ou rocha 

até ao momento em que o volume deslocado se imobiliza no fundo da 

albufeira, durante um intervalo de tempo tel , são admitidas leis de veloci

dades dos tipos das apresentadas na Figura 4.12, as quais são usualmente 

sugeridas na bibliografia da especialidade com base em relatos de 

ocorrências reais e observações em laboratório. 

Conhecida a lei de velocidades U(t, tel ), podemos calcu lar aproxima

damente a sobrelevação da superfície livre, 7J (t ,tel ), resultante do movimen

to da fronteira perturbada por: 

Porém, a superfície de deslizamento das massas sólidas faz um ângulo 

a com a horizontal. Por conseguinte, teremos uma componente horizontal 

da velocidade, u (t , tel ), dada por: 

u(t,tel )= U(t ,tel )cosa 

e uma componente vertical v(t, t d) = U(t,tel) sena. 



1~ I(s) --
Sinusoidal: 

! u(nvs) 

I(S) .. 
Parabólica + Sinusoidal: 

Parabólica + Linear: 

U(t t )-su [I_~)_t_. 0~t~3td 
, d - máx 3t 3t ' 4 

. ti cI 

3t 
_ d < t~t . ' 4 d 

Figura 4.12 - Leis de velocidades de desli zamento das massas de so lo e rocha 

da encosta de uma albufeira . 

. y 1 • 

Em geral, faz-se o tratamento analítico ' deste problema sobrepondo 

I inearmente os efeitos das duas componentes da velocidade [u (t,tJ e 

v (t,t" )] (Antunes do Carmo, 1990). 
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4.3.3 Aplicação 

Seja o deslizamento de um talude situado na encosta de uma hipo

tética albufeira rectangular. O plano de deslizamento do talude é paralelo ao 

plano transversal que contém a barragem e situa-se sensivelmente a meio da 

albufeira. As características da albufeira e do talude, bem como a lei de 

velocidades admitida são as seguintes: 

- Albufeira com 915 x 200 m, tendo profundidades de 10m numa 

extremidade (fronteira de montante) e de 50 m na extremidade 

oposta (barragem); 

- S = 40 m ; a = 30°; r/J = 25°; e, 

- Lei de velocidades: Parabólica + Sinusoidal, com t" = 1 Os. 

Apresentam-se na Figura 4.13 perspectivas da superfície livre obtidas 

em diferentes instantes de propagação da onda gerada pela entrada do talude 

na massa líquida da albufeira. Para o efeito, implementou-se um modelo 

numérico de elementos finitos para a resolução do sistema de equações 

(4.63), com as cond ições na fronteira perturbada apresentadas na Figura 

4.12. 
Tempo :5.8 

Tempo :10 s 

Tempo :158 

Tempo :208 

Figura 4.13 - Desli zamento da encosta de uma albufeira. Perspectivas da 

supert1cie livre obtidas em diferentes instantes. 



Na Figura 4.14 apresentam-se os resultados obtidos em duas sondas 

numéricas localizadas junto à barragem. É evidente que, nestas condições, a 

onda ao atingir cerca de 9 m de altura não só galgaria a barrageni como 

exerceria sobre esta um efeito dinâmico muito importante. O campo de 

pressões hidrodinâmicas poderia ser obtido recorrendo à equação (4.64). 

60 
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m Bar ragem - > Margem 

o 1 0 20 30 40 
m Ba rragem - > Centro 

o 10 20 30 40 

Figura 4.14 - Desli zamento da 'encosta de uma albufe ira. Alturas de onda 

atingidas em sondas localizadas junto da barragem. 

t 

t 

4.4 Rupturas de barragens: causas, mecanismos e consequências 

As causas de ruptura de uma barragem podem ser enquadradas em: 

• causas naturais; e, 

• causas provocadas pela acção humana. 

Entre as causas naturais destacam-se, fundamentalmente : 

- insuficiência da capacidade de vazão dos órgãos descarregadores 

face a uma afluência anormal, provocando o galgamento da barra

gem. Esta situação pode ocorrer em consequência do deslizamento 

de uma encosta da albufeira, por exemplo; 
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- alteração desfavorável da estabilidade ou resistência do corpo da 

barragem, das fundações e encontros e/ou ainda das vertentes da 

albufeira; e, 

- actuação de um sismo intenso que possa dar origem a solicitações 

hidrodinâmicas excessivas e/ou provocar o escorregamento de talu

des situados no fundo, nas margens, ou nas vertentes da albufeira. 

Entre as causas provocadas por acção humana, são bem conhecidos os 

actos de sabotagem praticados na lIa Guerra Mundial. Outros ainda podem 

ter lugar, tais como erros de projecto, construções e/ou acções incorrectas na 

exploração da albufeira. 

No que respeita à. caracterização geométrica e temporal da ruptura, 

esta depende fundamentalmente do tipo de barragem (materiais utilizados, 

características dos órgãos descarregadores, etc.) e das causas que provocam 

a ruptura. Com efeito, para a mesma barragem de terra a ruptura será 

completamente diferente se a causa for a existência de erosão interna ou o 

galgamento provocado por uma onda gerada na albufeira motivada, por 

exemplo, por um deslizamento de encosta. A ruptura por erosão interna 

("piping") provoca o aparecimento de uma brecha inicial localizada normal

mente a cotas relativamente baixas e a formação de um ou mais canais 

internos. 

À medida que um canal vai sendo erodido pelo escoamento a sua 

secção vai aumentando, bem como o caudal e o poder erosivo do escoa

mento. A evolução deste processo conduz normalmente ao colapso dos 

materiais envolventes, que numa primeira fase se vão mantendo por efeito 

de arco. Em geral, este processo é lento, podendo demorar várias horas. Pelo 

contrário, o galgamento do coroamento da barragem provoca o aparecimento 

de uma brecha sem carácter localizado que, em geral, evolui muito rapida

mente. Apresentam-se na Figura 4.15 duas imagens obtidas num teste de 

ruptura de uma barragem de terra, bem elucidativas da rapidez com que este 

processo evolui. Com efeito, como se pode observar, estas duas imagens 

foram obtidas com um intervalo de três minutos. 

A ruptura da barragem pode assim ser gradual ou "instantânea". Para 

rupturas praticamente instantâneas forma-se uma onda positiva de frente 

abrupta para jusante e uma onda negativa para montante. Para rupturas 

graduais a onda positiva que se propaga para jusante não apresenta uma 

frente abrupta mas sim gradual e a onda negativa para montante pode 

apresentar uma expressão insignificante ou mesmo não existir. 



Figura 4.15 - Imagens obtidas num teste de ruptura de uma barragem de terra 

por galgamento (Franca, 200 I). 

A geometria da brecha criada pela ruptura pode apresentar aspectos 

bastante diversos, dependendo do tipo de barragem que rompe, podendo ou 

não ocupar a totalidade do vale. Tendo em consideração exemplos históricos 

de rupturas de barragens, estes parecem indicar a seguinte tendência: 
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• barragens de betão em arco: rupturas praticamente instantâneas 
> ., 

• barragens de aterro e em betão de gravidade: rup<turas graduais , ., 
À. ;uptura de uri,a barragem pode ter diversas e graves'consequências, 

entre lits qqai-s importa gestacar: 

-' perdas de vidâs. humanas; . 
"l, , 

- danos materiais na b<J.rragel,l1, e nas zonas atingidas pela onda de 

'cheia (habitações, unidades industriais, vias 'de comunicação, pro-
, 

, prie9ades agrícolas, etc.); 

- danos indirectos resultantes da intern!p'ç~o das actividades produ

tivas nas z9~as afectadas e do funcionamento da albufeira; e, 

,- traumatismos' psicológicos e danos físicos nos sobrev.iventes . . , 
É óbvio que os danos provocados são proporcionais à velocidade de 

propagação d~' f;~rite de onda, à, sua altura, à duração da inundação e ao 

caudal sólido transportado, sendo estes os parâmetros que importa conhecer 

para o estábelecimento de medidas preventivas e/ou eventualmente 

correctivas ~ tahto em fase de planeamento, p'roj ecto e construção como de 

manutenção (comportamento da barragem, previsão de cheias, tratamento da 

bacia, pnl.lle,amento urbanístico, etc.). 

Soluções' clássicas 'deste problema são ainda hoJe importantes para 

análise~ :,expedi~as e, sobretudo, para a calibração de modelos numéricos 

com base em equações que permitem hoje em dia modelar a ruptúra de uma 

barrag~m em condições mai,s realistas. 

Rjtter pr<?pôs ém' 1892 ii seguinte solução teórica (4.66) para a altura e 

velocid~de I instantâneas do escoamento em cada secção, correspondente à 

ruptura global e ih~tantânei de uma barragem inserida num canal de secção 

rectangular" fundo horizont~ 1 e ' seco a jusante da barragem (h, = O) e 

resistência nula, . , 

(4.66) 

em que h] representa a profundidade em repouso na albufeira junto à barra

gem. 

De acordo com este modelo, as frentes de montante e de jusante da 

onda movem-se com as velocidades c = -M e c = 2M, respectiva

mente. Na secção da barragem estabelece-se o regime crítico; por conse-



guinte, a profundidade e a velocidade são constantes e dadas por [com x = O 

nas equações (4.66)] : 

4 2 M h=-h . u=- gh 
9 I' 3 I 

Considerando condições idênticas às do modelo de Ritter, mas com 

h, -:f. O, Stoker obteve em 1957 uma solução baseada na decomposição do 

domínio em quatro regiões cujos limites são variáveis no tempo (Figura 

4.16). 

De acordo com o modelo de Stoker, aquelas quatro regiões são assim 

identificadas: 

• Região I - zona não perturbada, com velocidade nula e profun-

didade h = h l ; 

• Região II - é válida a solução de Ritter; 

• Região III - velocidade e profundidade dadas por U 2 e h2 ; e, 

• Região IV - zona não perturbada, com velocidade nula e profundi

dade h = ho' 

Região I 
(u=O, h,) 

Região II 
[u(t), h(t)] 

Região III 
(u" h,) 

Figura 4. 16 - Ruptu ra de uma barragem. Modelo de Stoker. 

Região IV 
(u=O, ho) 

Para o cálculo da velocidade U 2 e da profundidade h2 , Stoker propõe 

as seguintes relações (4 .67), dependentes da velocidade da frente da onda 

que evolui para jusante, uI: 
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g ho [ u~ 1 ho [ u 2 =u r --- 1+ 1+8-- ; h2 =-
. 4ur gho 2 

2 1 u · 
1+8-/--1 ; 

gho 
(4.67) 

2 ~ h, = 2 ~ h, + _u_2_ 

ho ho ~ gho 

o conjunto das três equações (4.67) permite aSSllTI calcular as três 

incógnitas: u 2 , h2 e u r . 

4.4.1 Tipos de ruptura 

o tipo de ruptura constitui um dos parâmetros principais na 

caracterização do processo de formação da cheia provocada pela ruptura de 

uma barragem. No que respeita à sua caracterização geométrica e temporal, 

o tipo de ruptura depende tanto das causas que a provocam, como, e funda

mentalmente, do tipo de barragem, sendo de prever: 

- ruptura total e rápida (ou instantânea) em barragens tipo arco; 

- ruptura parcial e usualmente rápida em barragens de gravidade; e, 

- ruptura parcial e lenta (ou gradual) em barragens de aterro. 

Assim, o hidrograma de cheia efluente de uma barragem em ruptura é 

influenciado pelo grau de ruptura, ou seja, pelas dimensões da brecha e pelo 

tempo de ruptura. No que respeita a este último, admite-se, em geral, que o 

caudal máximo correspondente a uma ruptura de tipo instantânea é aproxi

madamente o dobro do correspondente a uma ruptura gradual. 

Nos modelos de propagação da cheia provocada pela ruptura de uma 

barragem é necessário definir algumas características da brecha para a 

caracterização do hidrograma efluente. Estas são, usualmente, a geometria 

da brecha, a sua dimensão final e o tempo necessário para a sua formação -

tempo de ruptura. Os modelos numéricos que incluem a caracterização 

164 dinâmica da brecha necessitam que o utilizador especifique a largura, a 

forma final e o tempo de ruptura, sendo esta informação usualmente obtida 

de rupturas históricas (protótipo) ou de resultados experimentais (modelação 

física). 

A aplicação destes dados em modelação numérica deverá, contudo, 

ter em consideração o bom senso e, nomeadamente, as causas da ruptura, o 

tipo de barragem, as propriedades do material, a altura da barragem, o nível 

da albufeira, as características dos órgãos de descarga e ainda quaisquer 



outras características particulares que possam influenciar a formação da 

brecha. Das três características da brecha: geometria, dimensão e tempo de 

ruptura, a primeira é a menos importante, sendo analisada em seguida. 

Como informação genérica, verifica-se que o tempo de ruptura se torna 

menos significativo à medida que o volume da albufeira aumenta. No caso 

de se considerar, em vez de uma ruptura total e praticamente instantânea, a 

formação gradual de uma brecha rectangular, esta poderá ser modelada 

através de uma equação do tipo (4.68): 

( 4.68) 

em que C,. = C1 C2 C)' com C1 "" 0.387 , é o coeficiente de vazão para o 

regime crítico; 

[ 
Q2 J C? = 1.0+0.07546 ( t( ) - B2 H -H . - H -H 

111 I~I 11/ h 

é o coeficiente de correcção das velocidades de aproximação; e, 

{

I ; se Fs ::; 0.67 

C) = 1 _ 27.8 (F, - 0.67r ; se F
s 

> 0.67 

é o coeficiente de submergência, sendo o factor de submergência dado por, 

A Figura 4. I 7 mostra um instante da formação de uma brecha e o 

significado das respectivas notações. Os valores de H h e Bh são obtidos 

como se segue: 

- antes de ser atingida a cota de ruptura, H rlll' (dado): Hh = H 'wr e 

E" =0 

- uma vez atingida a cota de ruptura e enquanto se verificar a 

condição t - tr; < trlll' : 

t-r t-t 
H =H -(H -H)-/'1 eE =B_/'1 h har har h t h ~r t 

rup 1'111' 
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- ao verificar-se a condição 1- Iri ~ Ir"I' : Hh = Hh( e Bh = B~I 

Geometria intermédia da brecha 

Bh " 
Ht~ Hh 

1---- Bhl' -I 

I- B -I 

Figura 4.17 - Ruptura de uma barragem. Formação gradual de uma brecha 

rectangul ar. 

Assim, nas expressões anteriores, H hw (m) representa a altura da 

barragem, H ill (m) é a altura da água a montante, H i (m) é a altura da água 

a jusante, B (m) é a largura da barragem, Bh (m) é a largura da brecha no 

instante de cálculo, Hh (m) é a altura da soleira da brecha no instante de 

cálculo, Bhl (m) é a largura final da brecha, Hhl (m) é a altura fi nal da 

brecha, Ir; (s) é O instante inicial da ruptura, Irllp (s) é a duração da ruptura e 

t (s) é o instante de cálculo. 

De igual modo, o caudal escoado através de um descarregador de 

superfície, localizado fora do local de formação da brecha, é calculado por 

( 4.69) : 

166 (4.69) 

sendo o restante caudal escoado através do coroamento da barragem dado 

por (4 .70): 

Q -C (B-B -B) ~(H - H )1.5 
cor - c de.\'c h " L. g III hal' (4.70) 

com Cc z 0.39 se Hill > H hur ' 



Analisa-se em seguida a capacidade das equações de Saint-Venant 

[equações (3.14) e (3.18)], resolvidas com recurso à extensão TVD do 

método de MacCormack, para reproduzir as condições do escoamento 

resultantes da ruptura de uma barragem [formação e propagação das ondas 

positiva (onda de cheia) e negativa]. Como condição inicial na secção da 

barragem (condição de fronteira interna) são considerados os valores da 

profundidade e da velocidade dados por (4.71): 

(4.71) 

4.4.2 Modelo numérico 

Mostra-se em seguida que o esquema numérico conservativo descrito 

na secção 3.9, com os principais subprogramas apresentados nos ANEXOS I 

e II (sequências de previsão, de correcção e extensão TVD do esquema de 

MacCormack), é adequado e suficientemente robusto para a resolução de 

problemas que envolvem descontinuidades internas do tipo ruptura de uma 

barragem, permitindo obter soluções de boa qualidade, mesmo em circuns

tâncias que desafiam algumas das hipóteses básicas das equações. 

Sublinha-se ainda a extensão deste modelo a duas dimensões no plano 

horizontal (modelo 2DH), bem como os exemplos de aplicação apresentados 

em Bento Franco (1996) e em Betâmio de Almeida et ai. (2003). 

4.4.3 Aplicações do modelo lDH 

1. Seja uma hipotética barragem localizada a 3 000 m da origem de 

um curso de água de secção rectangular, com 7 500 m de comprimento por 

30 m de largura. A albufeira tem uma profundidade h, = 60 m e o leito do 

curso de água a jusante da barragem é horizontal e tem uma profundidade 

inicial ho = 3 m. Considera-se a rugosidade nula (n k = O) e simulam-se 

duas situações de albufeiras com diferentes larguras (B , = 30 m e 

B2 = 100 m). 

Ambas as situações são simuladas utilizando os incrementos espacial 

e temporal de fu = 3. O m e t:.t = O. lOs , respectivamente. 

Considerando uma ruptura total e praticamente instantânea, e sem 

alimentação na fronteira de montante da albufeira, apresentam-se nas 

Figuras 4.18 e 4.19 configurações da superfície livre aos 1, 2 e 3 minutos 

após o inÍCio da ruptura. 
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Figura 4. 18 - Ruptura total e praticamente instantânea de uma barragem. 

Barragem e albufeira inseridas num curso de água de secção 

rectangular constante, com B = 30 m. 
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Figura 4. 19 - Ruptura total e praticamente instantânea de uma barragem. 

Sistema Albufeira - Barragem - Rio, tendo a albufeira uma largura 

de 100 m e o curso de água a jusante da barragem uma secção 

rectangu lar constante, com B = 30 m. 



170 

2. Aplicou-se o modelo traduzido pelas equações (3.14) e (3.+8 h 
resolvidas pelo método clássico de MacCormack, à ruptura-da barragem da 

Aguieira no troço Aguieira - Penacova, numa extensão de-aproximadamente 

20 325 m. A montante da barragem foi analisado um troço que incluiu a 

albufeira numa extensão de 21 000 m. A ruptura da barragem da Aguieira 

constituiu assim uma condição de fronteira interna, situada sensivelmente a 

meio do domínio simulado. 

Apresenta-se na Figura 4.20 um corte longitudinal do complexo que 

inclui as barragens da Aguieira e da Raiva, esta situada a jusante e a apro

ximadamente 10 km da primeira. 

P" 'II 'otl/lit"dl"., p.1o ~)lO do. g"jPO' d .. 611 ... C'rtU'I' 
lottg ilwllltll' PIOtlW b, 'M nl. 01111. "" 

--- ..... tul)oo,_~:t_t .. 'tlir!~ 
C> c::o o::::r ~ Q","oo~ ,~ •• "" - """"{>O~ ""«lo' 

1 .TGr!"~'?IIi~·tnl;l~. 

2· ~o~ {~U ~ C"f .",rl 
3·"'"'U~.Ib:l 

4 "OIH« '~nr." <li: ~M!IU • ~~Ihv.y 
5"81"lé.'n !.J1ç.kl _ "' I I!~Y"'l""'"' 

Figura 4.20 - Perfil longitudinal do sistema Agu ieira - Raiva, a última situada a 

aproximadamente 10 km da primeira. 

A existência da barragem da Raiva justifica-se pelos seguintes 

objectivos: 

- criar uma reserva de água para bombeamento, quando oportuno, 

para a barragem da Aguieira; e, 

- modular os caudais necessários para efeitos de abastecimento do 

sistema de rega do Baixo Mondego. 

Em relação ao primeiro objectivo, importa aqui sublinhar o benefício 

resultante deste procedimento numa perspectiva de gestão da rede eléctrica 



nacional, mas também salientar o benefício resultante para a qualidade da 

água na albufeira, como se verá no Capítulo 8. 

Na Figura 4.21 inclui-se uma perspectiva da barragem, identificando

-se claramente as tês abóbadas de dupla curvatura e os dois contrafortes 

centrais que constituem, simultaneamente, dois descarregadores de cheia 

com capacidade de vazão de 2 x 1000 m 3 
S - I . O desenvolvimento total do 

coroamento é de aproximadamente 400 m e a albufeira tem uma capacidade 

total de 450 x l0 6 m 3
• 

Figura 4.21 - Perspectiva da barragem da Agui eira. 

Consideraram-se secções reais, levantadas a partir de uma carta à 
escala 1 :25 000 e tendo ainda por base elementos apresentados em Belo, 

1992. A aplicação do modelo matemático referido permite variações da 

largura da secção transversal do escoamento ao longo do comprimento do 

canal; todavia, apresenta como limitação o facto de não permitir alterações 

dessa largura com o tempo. Assim, a partir dos perfis transversais 

levantados, determinaram-se secções rectangulares equivalentes, as quai s 

foram utilizadas na simulação numérica. 

Considerou-se no troço a jusante da Aguieira um caudal inicial de 

175 m 3 
S-I , caudal este que se aproxima da capacidade máxima da descarga 

de fundo . PaIiindo deste caudal descarregado na barragem da Aguieira, 

determinaram-se as condições de regime permanente inicial (valores da 

velocidade, alturas do escoamento e secções molhadas). 

Admitiu-se que a ruptura da barragem ocorreria de forma quase

-instantânea quando esta começasse a ser galgada, portanto com uma altura 
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de água na albufeira sensivelmente idêntica à do paramento de montante de 

barragem até à cota de coroamento; por conseguinte, com um altura apro

ximada de 89 m. 

Simularam-se dois cenários, correspondentes a outros tantos valores 

distintos do coeficiente de Manning-Strickler. Pelo facto de este coeficiente 

ser estimado de forma empírica, é aconselhável estimar valores para as 

variáveis do escoamento correspondentes a duas situações " extremas", entre 

as quais aquele coeficiente se deverá situar. 

Analisou-se assim um primeiro cenário para um coeficiente K da 

fórmula de Manning correspondente à existência de atrito mínimo, em 

cond i.ções de regime fluvial, entenda-se, na ordem de 40-45 m l/
3 
S - I; para o 

segundo cenário adoptou-se um coeficiente K correspondente à existência de 

atrito máximo, com ordens de grandeza de 15-20 m 1/3 s - I. Estes cenários 

constituern assim as duas situações envolventes, em conformidade com o 

aspecto vis'-;1al do troço de rio analisado . 

. - 'Comparam-se na Figura 4.22 as alturas do escoamento obtidas em 

ambos: os cenários, no troço Aguieira-Penacova, após 52.5 minutos de 

sim.ulaç~o. Naturalmente que a curva superior corresponde à situação de 
atr ito ;lláximo (K'= 15,-20 I17 I/J S - I) , 

" '~-::::::::-~ , , , . , . , 
'.: \'; 

2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000 

d (m) 

Figura 4.22 - Comparação das alturas máximas atingidas pelo escoamento no troço 

s ituado entre a barragem da Aguieira e Penacova, considerando diferen

tes coeficientes da fórmula de Manning ao longo do percurso (Amado 

Mendes et aI. , 1998). 



Para além do mapeamento das zonas inundáveis, outras variáveis 

igualmente importantes numa análise deste tipo são a velocidade e o tempo 

de chegada da onda de inundação. Considerando os dois cenários descritos , 

apresentam-se na Figura 4.23 as envolventes dos tempos de chegada da onda 

de cheia. Como é visível, a chegada desta onda a Penacova deverá situar-se 

entre valores pouco inferiores a 20 minutos, para a situação mais desfavo

rável , a valores da ordem dos 30 minutos. 

35 
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O 2500 5000 7500 10000 12500 15000 17500 20000 
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Figura 4 .23 - Envolventes máxima e mínima do;; tempos de chegada da onda de cheia 

ao longo do percurso Aguieira-Penacova, resultante da ruptura da barra

gem da Aguieira (Amado Mendes et ai., 1998). 

Apresenta-se na Figura 4.24 o mapa de inundação correspondente ao 

cenário I, que inclui os valores das alturas máximas do escoamento 

atingidas e os tempos de chegada da frente onda de cheia e da altura máxima 

desta onda em diferentes secções do domínio. 

4.4.4 Aplicações de modelos 2DH 

Em Bento Franco (1996) é apresentado um modelo bidimensional no 

plano horizontal - modelo BIPLAN - que resolve as equações bidimen

sionais de Saint-Venant utilizando o método de diferenças finitas de 

MacCormack associado ao esquema TVO. O modelo desenvolvido é sufi

cientemente robusto, permitindo a modelação de escoamentos variáveis com 

superfície livre, ondas de cheia com frente abrupta e leitos secos em 

planícies de inundação. As planícies podem ain.da apresentar geometrias 

irregulares em planta e em altimetria. Este modelo foi aplicado à simulação 
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da ruptura da barragem do Arade, localizada no rio do Arade, a montante da 

cidade de Silves. Trata-se de uma barragem de terra com núcleo central de 

argila. Tem 50 m de altura e 246 m de desenvolvimento do coroamento. 

Figura 4.24 - Mapa de inundação correspondente ao cenário I no troço com

preendido entre a barragem da Aguieira e a localidade de Penacova, 

situada a aproximadamente 20 Km a jusante da barragem (Amado 

Mendes et aI., 1998). 



o estudo foi efectuado para uma hipotética ruptura com um tempo de 

duração de 0.25 horas e uma largura da brecha de 40 m. A altura da base da 

brecha, relativamente ao talvegue, na sua configuração final, foi fixada em 

6 m. Consideraram-se as condições iniciais do rio correspondentes à cheia 

com um período de retorno de 100 anos - Q = 400 m 3 
S - I. Foi utilizado um 

coeficiente de Manning-Strickler K = 30 m il3 
S- I e adoptou-se uma malha de 

cálculo com ~x=~y=25m num domínio de cálculo com 4.35x5.00 
= 21. 75 km 2

• Em Bento Franco (1996) são ainda apresentadas diversas 

comparações de resultados do modelo bidimensional descrito (20H) com 

resultados de um modelo unidimensional (IOH) e representações tridimen

sionais de resultados do modelo BIPLAN para diferentes instantes de 

propagação da onda de cheia resultante da ruptura da barragem do Arade. A 

principal conclusão a retirar dos estudos efectuados prende-se com a 

superior qualidade dos result~dos obtidos com o modelo bidimensional 

(20H) no caso da propagação de ondas de cheia em vales com geometrias 

irregulares nos quais existam planícies de inundação, afluentes, zona latera is 

de armazenamento e curvas acentuadas. A Figura 4.25 mostra um exemplo 

de output relativo à variação da altura da onda de cheia no Vale do Arade 

baseado nos modelos computacionais IOH e 20H atrás descritos (Betâmio 

de Almeida et ai. , 2003). 

( )c cano 

ProlUndidlldo (m) 
0 .1 -1.0 
1.0-2.0 
2 .0-5.0 
5.0-10.0 
10.0·30.0 

Figura 4.25 - Exemplo de output, relativo à onda de cheia no Vale do Arade, 

baseado em modelos computacionais IOH e 20H (Betâmio de 

Almeida et aI. , 2003). 
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5. DINÂMICA SEDIMENTAR: EROSÃO, TRANSPORTE E 
DEPOSIÇÃO DE SEDIMENTOS 

São abordados conceitos básicos sobre o início do movimento de sedimentos 
e o cálculo dos caudais sólidos transportados por arrastamento e em suspen
são. É descrita uma metodologia para o cálculo das tensões de atrito no fundo, 
considerando ambas as parcelas devidas ao grão (rugosidade de pele) e às 
formas de fundo, e é exemplificada a sua aplicação ao dimensionamento de 
um canal de fundo móvel. São apresentadas as formulações matemáticas 
(clássica e alternativa) de modelos de transporte sedimentar. Descrevem-se 
um modelo matemático unidimensional em planta (I DH) e um modelo bidi
mensional em planta (2DH), e são analisados os correspondentes esquemas 
numéricos de resolução. Por fim, sugerem-se exemplos de aplicação destes 
modelos e são apresentados alguns resultados. 

5.1 Considerações gerais 

o transporte sedimentar governa ou influencia muitas situações que 

são de grande impOliância para o homem. A deposição de sedimentos reduz 

a capacidade das albufeiras, interfere com operações portuárias e reduz ou 

modifica o leito dos cursos de água. A erosão, ou acção de 'lavagem', pode 

deteriorar estruturas. 

Em rios e regiões costeiras, o movimento de sedimentos constitui uma 

palie muito significativa dos processos geológicos a médio e longo prazo. O 

transporte sedimentar ocorre devido à existência de uma interface entre o 

fluido em movimento e a fronteira de fundo móvel. A actividade nesta 

interface (vulgarmente designada por camada limite de fundo) é extrema

mente complexa. 

O movimento das partículas sólidas ocorre fundamentalmente num 

dos seguintes modos: 

• rolando ou deslizando sobre o fundo (transporte por arrastamento); 

ou, 

• em suspensão na massa de água (transporte em suspensão). 

Não existem definições precisas para estas designações. A ideia 

básica consiste em separar a carga total de sedimentos em dois modos ou 

mecanismos distintos de transpolie. 

O caudal sólido transportado por arrastamento é definido como a 

parte da carga total de sedimentos que está de forma mais ou menos 
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contínua em contacto com a superfície do leito durante o transpolie. Nesta 

conformidade, inclui os grãos que rolam, deslizam ou saltitam sobre o 

fundo . Por conseguinte, o cálculo da quantidade de sedimentos que se move 

por arrastamento deverá estar relacionado com a tensão efectiva de atrito 

que actua sobre os grãos situados na superfície do leito móvel. 

O caudal sólido transportado em suspensão é a parte da carga total de 

sedimentos que se movimenta sem contacto contínuo com o fundo . Neste 

caso, os sedimentos movem-se em consequência da agitação característica 

da turbulência do fluido. Por conseguinte, o cálculo do caudal sólido que se 

movimenta em suspensão está relacionado com conceitos da teoria do 

comprimento de mistura, segundo a qual o fluido e os sedimentos são 

transpoliados de um nível inferior onde a concentração volumétrica de 

sedimentos em suspensão é c-O.51(dcldz) para um nível superior, à 

distância I, onde a concentração é c + 0.51 (dei dz). O equilíbrio dos caudais 

líquido e sólido transportados (em regime permanente) entre os dois níveis 

traduz-se numa relação que identifica o desvio da forma logarítmica do 

perfil de velocidades devido à presença de sedimentos. 

Outra classificação corrente do transporte sólido baseia-se na origem 

dos materiais, distinguindo-se o transporte de material de fitndo , que 

corresponde a materiais cuja granulometria se encontra presente no fundo, 

do transporte de material de lavagem, correspondente a materiais de 

dimensões inferiores às dos materiais de fundo e de origem exterior ao leito 

do trecho em consideração. Para um estudo mais profundo destes conceitos 

e, nomeadamente, das propriedades físicas dos sedimentos, em paliicular as 

propriedades das misturas granulométricas, consulte-se Cardoso (1998). 

5.2 Conceitos básicos 

5.2.1 Análise qualitativa 

178 A condição crítica para o 1l11CIO do movimento de uma paliícula 

sólida, isolada, de um material não-coesivo, localizada sobre um fundo com 

um ângulo de inclinação /3 , submetida à acção da força hidrodinâmica de 

arrastamento, F", da força de sustentação, F" e do peso submerso da 

partícula, W , é traduzida por (Figura 5.1): 

W sen/3+ FlI 
tanrjJ= ---'------"-

W cos /3 - F,. 
(5 .1 ) 



sendo rjJ o ângulo de repouso. 

u ---- Fs 

w 

~ I -r----(-------=-
\ 

Figura 5. I - Forças aplicadas a uma particula só lida. 

As forças hidrodinâmicas de arrastamento e de sustentação são dadas 

por (5.2): 

nu 2 

F =C CD 2 _"_I 
li (f /0 2 (5.2) 

em que C" e C, representam coeficientes de arrastamento e sustentação, 

respectivamente; Cjá e Cfoo representam coeficientes de forma; D é um 

diâmetro característico; p é a massa volúmica do fluido , e UI representa a 

velocidade do escoamento junto ao fundo. 

O peso submerso da partícula é expresso por (5.3): 

W = Cli}(p, - p)g D 3 (5.3) 

Substituindo os valores de W, dado por (5.3), e de F., e F" dados 

por (5.2), na equação (5.1) resulta: 

(U~ t 2 C li) (tan rjJ cos fi - senfi) 
...,..------"-:----= 

(p, / p-l)gD C"C lil + C,C foo tan rjJ 
. . 

(5.4) 

em que (u~ t representa o quadrado da velocidade crítica junto ao fundo, à 

qual tem início o movimento da partícula. O segundo membro da equação 

(5.4) depende, assim, das características das partículas (dimensão, forma, 

uniformidade, distribuição, etc.), das características do escoamento, através 

dos coeficientes C" e C" da inclinação do fundo e do ângulo de repouso. 

Nesta conformidade, a utilização prática daquela equação em condições 

reais é extremamente compl icada. 
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Por outro lado, dada a grande dificuldade em conhecer (medir) com 

suficiente rigor a velocidade do escoamento junto ao fundo , U I' e pelo facto 

de a equação (5.4) ter sido estabelecida para condições ideais, os resultados 

práticos são, em geral, pouco satisfatórios. Tal como definida, a velocidade 

U I é extremamente ambígua, não permitindo a sua utilização em condições 

realistas. Nesta conformidade, impõe-se a introdução de uma nova variável 

com significado físico perfeitamente claro. Define-se, assim, um novo 

parâmetro, designado por velocidade de atrito U. , o qual representa uma 

medida da intensidade das flutuações turbulentas. A relação entre a 

velocidade de atrito, u. , e a tensão de atrito, To, é dada por (5.5): 

U . =fi (5.5) 

Com u ( = u., a expressão (5.4) pode escrever-se: 

(TO t 2 C /i) (tan r/J cos f3 - senf3) 
...,------7"---= 

(Ps - p)g D C"C/i, + C ,C /, tanr/J 

Os primeiros trabalhos de investigação usando o conceito de 

velocidade de atrito foram conduzidos por Shields, o qual definiu o número 

de Reynolds de atrito por R. = u. D/v e construiu o gráfico da curva 

(TO Li((p, -P)gD)=/(u. D/v), representado na Figura 5.2, com 

T c = (To L e D = D, == Dso, conhecido por diagrama de Shields. 
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Figura 5.2 - Diagrama de Shields (reprodução de Cardoso, 1998). 



A determinação de Tc a paliir da curva de Shields exige um procedi

mento iterativo. Para o evitar foi introduzido no diagrama um eixo graduado 

relativo a um terceiro parâmetro adimensional : (D/v)~O.I(yjr-l)gD. 
Deste modo, marcando sobre o eixo o valor deste parâmetro, segue-se a 

linha inclinada que parte do ponto obtido, lendo-se o valor de 

T)[(y, - r)D] (ou de u'c D Iv) sobre a curva; a partir desse valor calcula-se 

Tc . 
As experiências de Shields foram conduzidas sobre fundos planos; 

por consegu inte, os resultados que apresenta consideram apenas os efeitos 

devidos à rugosidade do grão, não tendo em consideração as formas de 

fundo . 

Seja o escoamento num canal com fundo de areia de superfície 

inicialmente plana. Logo que a tensão de atrito seja suficientemente forte 

para causar transpolie fonnar-se-ão rugas no fundo, isto é, ondulações 

caracterizadas por comprimentos de onda ( À,.) da ordem das ampl itudes 

orbitais das partículas fluidas sobre o fundo e relações h,/À ,. "" O. 10 - 0.25 , 

sendo h,. a altura das rugas . Estas rugas poderão crescer e vir a formar 

dunas, com relações L" I H" "" 0(16) , as quais progredirão no sentido do 

escoamento para valores moderados do número de Fraude. 

À medida que a velocidade do escoamento vai aumentando, novos 

movimentos sedimentares e diferentes configurações do fundo poderão 

ocorrer, tais como: i) a elevação das partículas sólidas mais finas e a sua 

manutenção na massa líquida, sendo transportadas em suspensão; ii) o 

aI isamento das cristas das dunas (configuração designada por transição ou 

leito plano); e, para valores do número de Fraude da ordem de um ou 

superior, iii) formação de antidunas ou rápidos e fundões . 

Para as gamas de valores R~ < 10, 10 :s; Ri!. < 16 , 16:S; R~ < 26 , 

26 :s; R~ < 48 e R!!. ~ 48, com Rg dado por R!!. = D.fiih Iv, sendo D o 

diâmetro característico das partículas sólidas, apresentam-se na Figura 5.3 

os critérios de Vanoni , em função do número de Fraude e do parâmetro 

Z = R"I D::::: h/ D, sendo R" o raio hidráulico e h a altura do esc.oamento. 

É óbvio que existirá uma relação entre os principais parâmetros 

ligados ao processo de transporte sedimentar (número de Fraude, 

propriedades dos sedimentos, propriedades dos fluidos, tensão de atrito, 

rugosidade do fundo, ou dimensão característica das irregularidades do 

fundo, e caudal sól ido transportado). 
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Figura 5.3 - Configurações de fundo : critérios de Vanoni (reprodução de 

Cardoso, 1998). 

Diversas metodologias foram já seguidas para desenvolver uma teoria 

racional e coerente da quantificação e evolução deste processo de transpolte, 

todavia sem grande sucesso até ao presente. 

Muitas das formulações de uso corrente foram desenvolvidas com 

base em considerações de anál ise dimensional, outras em dados experimen

tais e outras a inda em modelos teóricos simplificados, 



5.2.2 Tensões devidas à rugosidade do grão e velocidade de queda 

A tensão total de atrito no fundo ( TI ) é composta pe la tensão devida à 

rugosidade do grão (Tg ) mais a tensão produzida pelo campo de pressões 

associado às formas de fundo (TI ); por conseguinte, tem-se : TI = T
g 

+ T r . 

Como primeira aproximação, seja a fórmula de Manning-Strickler, 

válida para fundo plano e horizontal : 

LI = _I (RJ-2/ 3 J 1/2 

nk 

com R" = A mol / ~l1ol = bhl/(b + 2h l) , em que h' representa a altura do escoa

mento considerando apenas a rugosidade do grão. Para o caudal resulta 

então: 

Q = u A = _I (R )-2/3 J 1/2 A = _I b h
l 

- J 1/2 b hl 

( )

-?/3 

11101 " mo/ b 21' nk nk + 1 
(5 .6) 

Atendendo à hipótese de regime uniforme, a equação (5 .6) poderá 

ainda simplificar-se com J:::: J = tan f3 . 
O coeficiente de rugosidade (n k ) poderá exprimir-se em função da 

profundidade h l e de um coeficiente de atrito CD (designado por drag 

coefJicient na literatura anglo-saxón ica) através da relação CD = g n~ / h, I/3 , 
com o coeficiente de atrito definido por CIJ = 0.0474 (zo /hf3 (Soulsby, 

1997). Considerando condições de parede hidraulicamente rugosa, Rc > 70 , 

o valor de Zo é dado por Zo = k N / 30 = 2.5Dso / 30 = Dso /12 . 
A equação (5.6) permite escrever: 

h'= Q nk 

(~)-213 J I/2 b 
b+2h' 

(5.7) 

a qual pode ser resolvida usando um procedimento iterativo, com J == i ,. , 

representando ic o declive do canal. 

Ainda em condições de regime uniforme e canais suficientemente 

largos, a velocidade de atrito devida à rugosidade do grão escreve-se: 

u .r=~ . 
A tensão crítica para o início do movimento dos sedimentos poderá 

obter-se através de expressões resultantes da parametrização da curva de 
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Shields, ou ainda da curva proposta por I wagak i (1956), ambas repre

sentadas na Figura 5.4. 
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Figura 5.4 - Condições para o início do movimento de sedimentos (curvas 

de Shields e Iwagaki). 

As expressões adimensionais resultantes da parametrização da curva 

de Iwagaki escrevem-se (Antunes do Carmo, 1995): 

1"0,,'=0.05 

1"0,, ' = 0.00848 (R.o y / II 

1"0,,'= 0.034 

1"0,,' = O. 195 (R.o r/16 

1"0,, '=0.14 

R.o > 671.0 

671.0~R.o > 162.7 

162. 7 ~ R.o > 54.2 

54.2~R.o >2.14 

2.14 ~ R.o 

com R.o definido por R.o = ~ g(s -1)Dso 3 Iv, obtendo-se para a tensão 

184 crítica de arrastamento (1" Oe) e a correspondente velocidade crítica (U.,,) as 
expressões (5.8): 

1". () fi' -º'--=g s-1 D 1" '. U = -º'--
50 Oe' "'c:: p p 

(5.8) 

Mais recentemente, Soulsby & Whitehouse (1997) propuseram a se

guinte expressão (5 .9) para o cálculo da tensão crítica para o início do 

movimento de sedimentos devido à rugosidade do grão: 



T =0.24+0.055(I_e-002D ) 
Oe D. 

(5.9) 

com o parâmetro de grão adimensional, D., dado por, 

D. = [g(s -I)/V 2 ]1/3 
D so 

Define-se a tensão de atrito adimensional devida à rugosidade do grão 

por(5.10): 

(5 .10) 

A velocidade de queda das partículas sólidas poderá ser determinada, 

em primeira aproximação, recorrendo à metodologia de Hallermeier (1980): 

(s -I)g D:o se D~' ~ 39 W 50 = 
18v 

, 

wso = 
[(s -1)gF'° D;~\O 

se 39<D~' ~104 (5.11 ) 6v 2/5 
, 

w50 = 
[(s -1)g]V2 D;~2 

se 104 < D~' ~ 3 • 10 6 

0.91 
, 

As fórmulas (5.11) e, em geral, as formulações correntes na literatura 

para o cálculo da velocidade de queda não consideram concentrações 

elevadas de sedimentos em suspensão. Em conformidade com Yang (1996), 

elevadas concentrações de partículas sólidas em suspensão traduzem-se em 

reduções da velocidade de queda dos sedimentos, de acordo com uma 

expressão do tipo: 

W" = wso (l- C, y (5.12) 

em que C, é a concentração volumétrica de sedimentos em suspensão 

(percentagem em peso por unidade de volume) e k é uma constante que varia 

entre cerca de 2.5 e 7. Com o número de Reynolds Re definido por 

Re = wso D50 /v, uma razoável aproximação para o valor de k poderá obter

-se do seguinte modo: 

k = 4.5 R -o 10 I O R < 500 e . < e -

k = 2.4 500 < Re 

185 



5.2.3 Caudais sólidos junto ao fundo e em suspensão 

Uma formulação clássica para o cálculo do caudal sólido transportado 

por arrastamento tendo por base o conceito de tensão crítica para o início do 

movimento de sedimentos é devida a Meyer-Peter & Müller, que em 1948 

apresentaram a seguinte fórmula: 

em que K é o coeficiente da fórmula de Manning-Strickler; K,. = 26/ D~6 ; 
r ,' é o peso volúmico do material sólido submerso; q ;1' = q ,.(/ (1 - À. )(r, - y) 
é o caudal só lido arrastado por unidade de largura, em peso submerso; À. é a 

porosidade, e q", é o caudal sólido arrastado por unidade de largura, em 

volume. 

A fórmula de Meyer-Peter & Müller poderá escrever-se na form a: 

ou a inda, em termos do caudal sólido por unidade de largura, em volume: 

(5.13) 

na qual g "" 9.81 ms-2 ; s é a densidade do sedimento (s = p j fJ , com 

fJ "" 1 000 kg m -} ); Tu ( N m -2 ) é a tensão calcu lada sobre um fundo plano e 

horizontal , e TOe (N m -2
) é a tensão crítica para o início do movimento 

sólido, naquelas mesmas condições, sendo dada por T Oe = 0.047 fJ g(s - 1 )D~ . 

Em conformidade com Freds0e & Oeigaard (1992), uma fórmula mais 

186 recente, adequada para quantificar os sedimentos em trânsito por 

arrastamento, é função do parâmetro de Shields, da tensão de atrito devida 

ao grão e de uma probabilidade que define a fracção de sedimentos que 

efectivamente entra em movimento uma vez ultrapassada a tensão crítica 

para o início do transporte de sedimentos por arrastamento; esta formu lação 

é devida a Engelund & Freds0e (1976) e escreve-se: 

(5 . 14) 



a qual , após divisão por ~g(s -1)Dso ' resulta na seguinte forma adimen

sional : 

q",,' "" 5 PIIIOI (fi: - 0.7 JT:.) (5.15) 

A equação (5.15) é válida enquanto To'>0.49To,; caso contrário, 

q",, '=O . 
De acordo com Freds0e & Deigaard (1992), a fracção P

IIIOI 
de partícu

las sólidas que se movimentam por arrastamento é calculada por: 

Em que ).l" é um coeficiente de atrito dinâmico, dado por 

).l" = tan rp" . Com rp" "" 33" (Freds0e & Deigaard, 1992) resulta num coefi

ciente de atrito dinâmico ).l" "" 0.65. 

O caudal sólido em suspensão é dado por (5.16) : 

r" q" = Jk. ueo) c(=) dz (5 . 16) 

O cálculo do integral (5.16) exige o conhecimento das distribuições 

da velocidade e da concentração de sedimentos na coluna de água. Em 

primeira aproximação, a distribuição de sedimentos em suspensão poderá 

calcular-se a partir da solução da seguinte equação diferencial: 

( z) dc cw +u. kz 1-- - .-=0 
q h dz 

obtendo-se (5 . 17), 

II ' 

_ = . [ h - z 2 D 50 ) k ,: 
cC-) Crel 

. Z h- 2 Dso 
(5.17) 

em que crel é a concentração volumétrica de referência dos sedimentos a 

uma distância do fundo aproximadamente igual a 2Dso' O valor da concen

tração de referência depende de uma constante Co "" 0.65 e da concentração 

I inear c À (Freds0e & Deigaard, 1992). O valor de crel poderá obter-se a 

partir de (5.18): 
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Crel = [ I)' 
1+ 

c.l 

(5 .18) 

em que c.l ""O.4al [(To '-Toc -~,u,,)fo.013S'Z"o')l com ,u" ",,0.65 e 

s = 2.65 => c,l = 2. 16 ai "" 4.32. 

Substituindo o valor de c.l =4.32 em (5.18), obtém-se Crel =0.35. 
Teoricamente o valor de Crel poderá atingir um máximo de 0.65, embora a 

prát ica demonstre que este valor é algo elevado e confina em demasia o 

movimento das pal1ículas. 

O perfil da velocidade poderá obter-se assumindo uma distribuição 

logarítmica de velocidades, de acordo com a expressão que mais à frente se 

deduz, na secção 5.4 .2.2 Camada logarítmica: 

Conhecidas as distribuições da velocidade e da concentração na 

coluna de água, obtém-se o caudal em suspensão por resolução do integral 

(5.16) e o correspondente valor na forma adimensional através de (5.19): 

, q"", 
q,\ = ~ g(s - I )Dso 

(5.19) 

Para um estudo mais profundo de formulações clássicas utilizadas no 

cálculo do transporte sólido por arrastamento e em suspensão, incluindo 

exercícios práticos e inter-comparações, consulte-se Yang (1996) . 

5.2.4 Tensões devidas às formas de fundo 

Freds0e & Deigaard (1992) apresentam a seguinte expressão (5.20) 

para estimar a altura relativa de uma duna: 

_H_" = ___ ---::-q"-'""'-,,, _' ---7" 

h d'[ , J 2T'~ 1+ q"". 
o d ' d ' To 4T'~ 

o d ' To 

(5.20) 



com qsll=q.,,,I+q,sl e dq.wl/dTol=[q'll(ro'H ro')-qsll(t"o')]/6.Tol. 

Em primeira aproximação, poderá tomar-se para o caudal depositado 

na frente da duna, q,,! I, a totalidade do caudal transportado por arrasta

mento, isto é, qs" I == q.\lI I • 

Par o cálculo da variação dqsl I/dTo' , exprime-se o caudal sólido total 

transpol1ado, q,I', em função da tensão de atrito adimensional, To' , através 

da equação (5.15), para o cálculo de qs,,', e da equação (5,19), para o 

cálculo de q,: , relacionando-se esta última com To' a partir da equação 

(5.18), para o cálculo de c/'er' e da equação (5, I O), para o cálculo de u. ' e, 

consequentemente, do parâmetro de Rouse, w" /(k u.), da equação (5 ,17). 

Ainda de acordo com Freds0e & Deigaard (1992), uma relação 

aproximada entre a altura de uma duna e o seu comprimento, quando o 

transp0l1e por arrastamento é dominante, é dada por (5.21): 

(5.21 ) 

Quando o transpol1e em suspensão é dominante, é necessano 

introduzir uma diferença de fase, L" entre as localizações das secções de 

máxima tensão de atrito no fundo e de máximo transporte sólido em 

suspensão, sendo aquela relação (H" / L,,) obtida a partir da seguinte 

expressão (5.22): 

(5.22) 

o valor de L, pode ser obtido a partir de L, = z" (u; / w" ), com z" 

dado por: 

w h' -~ 
l - -"- e " 

c, 
-~ 

I - e I 

em que c
I 

"" 0.077 u.' h' e u;. é a velocidade média do escoamento ao nível 

z" , que representa a altura do centro de gravidade dos sedimentos em 

suspensão . 
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A transformação de energia por unidade de comprimento da duna, que 

é igual ao gradiente da linha de energia, pode ser expressa por (5.23): 

(5 .23) 

sendo a perda de carga, devida à existência da forma de fundo (duna), dada 

por: 

2 (H )2 I:!..H == a ~ - ." com a:== I 
2g h ' 

A tensão de atrito devida às formas de fundo pode escrever-se 

r" = p g h fel , ou ainda, na forma adimensional : 

(5.24) 

Considerando a equação (5.10) e introduzindo a equação (5.23) em 

r" =pghl,,, a equação (5.24) permite escrever a seguinte equação (5 .25) 

para a tensão de atrito adicional devida à ocorrência de formas de fundo 

(rugas ou dunas), na forma adimensional : 

r '=r ,a H" H" [~)2 
" o 2 h L" u,' 

(5 .25) 

sendo u a velocidade média do escoamento. 

O cálculo de r ,, ' obriga a um processo iterativo, tomando-se para una 

primeira iteração o valor previsto pela fórmula de Manning-Strickler. O 

valor final da tensão de atrito é assim dado pela soma de duas componentes, 

uma devida à rugosidade do grão (ro' ) e outra devida às formas de fundo 

(r,,'), obtendo-se r' = ro ' + r,,' . 
Finalmente, para a altura total h do escoamento resulta 

h=[r'(s - I)D so J/i, . 

5.2.5 Dimensionamento de um canal de fundo móvel 

Para o dimensionamento de um canal de fundo móvel propõe-se a 

sequência de operações que se apresenta em seguida, e que resume a meto

dologia acabada de expor. Supõem-se conhecidos: o caudal de dimensiona

mento, Q, o coeficiente de rugosidade de Manning-Strickler, nk , a largura, 

b, e a inclinação i, do canal. Calculam-se em primeiro lugar, nos pontos 1. 

a 3. , os valores de h' , u, ' e q,." : 



1. Considerando J == i,. , calcula-se h' através da expressão: 

h' = (Q n
k 
)/ {[(b h )'/(b + 2h ),]-2/3 J 1/2 b }; 

2. Obtém-se u. ' = .fiIii: ; 
3.Calcula-se q", =10(JZ/6)Dso PI/"" , u . '(1-0. 7~T o)To ') , com TO,. , 

To' e PIII", dados por, respectivamente: TO,. = 0.047 P g(s - I)D c ; 

To'=(u . 'Y / [(s-l)g Dso] e PI/lO" ={I+ [(n,U,)6)/ (To'-To..)]4t
25

, 
com f..l" "'" 0.65. 

Calculam-se em seguida, usando um processo iterativo envolvendo os 

pontos 4. a 10., até convergência, os va lores do caudal sólido em suspensão 

q,s' da altura e comprimento relativos das form as de fundo H" / h e 

H" / L" ' da tensão de atrito total T' (devida à rugosidade do grão e às 

formas de fundo) e da profundidade do escoamento, h. 

4. u = Q/(hb) 

5. q ", = f:: ue:) c( : ) dz 

em que: u( :)=2.5 u. loge(z/z o) , com zo""' O. IODso ; 

c(:)= crel {[(h- z)/z][2Dso /(h-2D50 )]}~:;" c r~1 "", 0.35 . 

6. ~" = q..,j {2<,' ~~: : [1 + q,: /(4<,' fuJ " '/ !Ir,')]} , 

, "'" 5 ( ~ - ° 7 ç-) e q , = q,u 
q ", PIII()" -:v L O • -:v LO,." ~ g (s -1)D

so 

H q , +q u . 
7. - " = ,1/' ., ., cOln L =z - ' . 

L" [16q'lI + (L ) H" +16)qJ , " w" 

a H H [U)2 8 T '=T '--" -" - com a"'" I . 
• " o 2 h L " " u. 
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5.3 Modelos matemáticos . 

Desenvolveu-se uma metodologia para aplicação em laboratório. O 

estudo dos processos morfodinâmicos em sistemas fluviais exige um outro 

tipo de análise. Com efeito, em sistemas naturais, as geometrias são bem 

mais complexas e os escoamentos são variáveis; por conseguinte, as condi

ções de regime uniforme aqui admitidas estão longe de serem satisfeitas. 

5.3.1 Eq uação dinâmica da fase sólida 

As formulações apresentadas em 5.2.3 Caudais sólidos junto aofitndo 

e em suspensão poderão ser estendidas à modelação de sistemas naturais, 

com as tensões de atrito no fundo calculadas numericamente e tendo 

pontualmente em consideração os efeitos das formas de fundo no cálculo 

das tensões críticas. Com efeito, em cada ponto da ma lha de cálculo de um 

modelo numérico, os valores da tensão crítica para o início do movimento 

poderão ser corrigidos em conformidade com a seguinte expressão (Antunes 

do Carmo, 1995; Antunes do Carmo & Seabra Santos, 2002): 

( 
tan 2 e senfi ) 

Te = T Oe COS fi cos e 1 - --o - + --
tan - r/J tanr/J 

(5 .26) 

em que T o" é a tensão crítica para o início do movimento de sedimentos 

sobre um fundo horizontal , com tan e = cos fi tan 8", send9 fi o decl ive do 

fundo colinear com o escoamento e 8" o declive do fundo perpendicular à 

direcção do escoamento. 

No entanto, uma metodologia sugerida pelas formulações do tipo 

(5 .13) e (5.14), que apenas fornecem o transporte sólido por arrastamento e 

terão de ser necessariamente complementadas com a formulação (5.16) para 

a quantificação do caudal sólido em suspensão, não é a mais adeq uada para 

a análise de processos sedimentares, sobretudo quando as extensões dos 

sistemas naturais a analisar são muito grandes (da ordem das dezenas, senão 

mesmo da centena de quilómetros), como em geral acontece. De facto , este é 

necessariamente o procedimento a adoptar recorrendo a fórmulas do tipo 

Meyer-Peter & MUller (1948) ou Engelund & Freds0e (1976). Há, todavia, 

formulações que permitem obter directamente o caudal sólido total em 

trânsito (arrastamento mais suspensão). 



Assim, ainda com base na tensão ou ' velocidade de atrito, mas 

desprezando o conceito de tensão crítica para o início do movimento sólido, 

tem sido utilizada com razoável sucesso a seguinte formulação (5 .27) para o 

cálculo do caudal sólido total, q,." devida a Ackers & White (Ackers & 

White, 1973). 

(5.27) 

com, 

= D[g(vS ~_ I)] I/} e Dgr . 

Nestas equações, q" =q,." +q,.,. (m }s-I/m.!.) representa a soma dos 

caudais sólidos transportados por arrastamento e em suspensão; q = Q/ B 
(m ' s-I/m.l.) representa o caudal líquido escoado por unidade de largura ; u 

é a velocidade média do escoamento (u = Q/ A , sendo A a área da secção 

líquida); u, é a velocidade de atrito (u , = ~T/ p); R" = A/ P (m) representa 

o raio hidráulico da secção molhada; D == D35 (m) ; s = pj P é a densidade 

do sedimento; V é a viscosidade cinemática do fluido (v"" I. I O * 10-6 m2 
S- I 

para a água a cerca de 17°-18°C) e g "" 9.81 ms -2. 

sões: 

Os valores de m, n, E e C são obtidos a partir das seguintes expres-

• Se 1< D ::; 60 gr 

m = 1.34+ 9.66 
Dgr 

n = 1.0 - 0.561oglo Dgr 

E = 0. 14+ 0.23 
jD; 

loglo C = 2. 86loglo Dgr - (loglo Dgr )2 - 3. 53 
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• Se D!!.r > 60 

m = 1.5 

n = 0.0 

E = 0.17 

C = 0.025 

Não haverá lugar a caudal sólido transpOliado, isto é q" = O, se e 

enquanto se verificar F~r ~ E . 
Pela facilidade de aplicação e qualidade das previsões de transpOlie 

sólido que fornece, a formulação de Ackers & White goza ainda hoje de 

grande aceitação entre as comunidades técnica e científica. 

Uma formulação sugerida por Yang, também em 1973, para o cálculo 

da concentração do caudal sólido total, em palies por milhão (ppm) em peso, 

pode escrever-se na seguinte forma geral (5 .28): 

( 
W 50 D 50 ) [ u. ) !ag lo C, = A - B !ag lO v - E !ag lo w

50 

+ 

com, 

ou 

[ ( 
W so D 50 ) [ u. )] [ u J u CI' J ) + F - G!ag lo ' - H !ag lo - !ag lo -- - --

v w50 W 50 w'o 

u"" = 2.05 
w 50 

u. D so 
se --'-~70 

v 

(5.28) 

em que C, é a concentração total de material sólido transportado, em ppm 

em peso; A, B, E, F, G, e H são coeficientes de regressão, para areia fina ou 

grossa (gravilha); w50 é a velocidade de queda correspondente ao Dso, em 

ms - I ; V é a viscosidade cinemática, em m 2 
S - I; U. é a velocidade de atrito 

junto ao fundo, em ms - I ; u é a ve locidade média do escoamento, em ms- I ; 

J representa o declive da linha de energia, e u"" representa um valor adimen

sional da velocidade crítica para o início do movimento sólido. 



Os valores dos coeficientes A, B, E, F, G e H foram obtidos em 

laboratório, considerando algumas centenas de experiências agrupadas em 

duas classes de diâmetros: areia fina, com diâmetros situados entre 0.015 

mm e 1.71 mm, e gravilha, com diâmetros entre 2.46 mm e 7.01 mm; os 

valores obtidos para cada uma destas classes de diâmetros apresentam-se na 

Tabela 5.1. 

Tabe la 5.1 - Valores dos coeficientes da fórmula de Yang (1973) [eq. (5.28)]. 

Fundo 

Areia 

A B E 
5.435 0.286 0.457 

F G H 

I. 799 0.409 0.3 14 

Gravilha 6.681 0.633 4.816 2.784 0.305 0.282 

Apresentam-se no ANEXO III subprogramas de cálculo automático, 

escritos em FORTRAN, com a resolução das fórmulas (5.27) de Ackers & 

White e (5.28) de Yang. 

Exemplo 5.1: 

Numa secção de um determinado curso de água foram obtidos os 

seguintes dados: 

- profundidade média do escoamento, h = 0.5273 m 

- velocidade média do escoamento, U = 1.128 ms - I 

- diâmetro mediano do material de fundo, D 50 = 0.283 mm 

- inclinação da linha de energia, J = 0.00169 

- largura do rio nesta secção, B = 21.64 m 

- temperatura da água, T = 14.4 oe 
Assumindo que a granulometria do material de fundo é aproximada

mente uniforme, calcular a concentração total de material sólido transpor-

tado, utilizando as formulações de Ackers & White (com D35 == Doo) e de 195 

Yang. 

Resolução: 

a) Método de Ackers & White 



1/3 

D =0.000283 .[9.81 . (2.65-1)] =634 
gr (1.2 . 10-6 r . 

m = 1. 34 + 9.66 = 2.86 
6.34 

n = 1.0 - 0.5610g 10 6.34 = 0.55 

E = 0.14 + ~ = 0.23 
..)6.34 

loglo C=2.8610g I0 6.34-(log lo 6.34l-3.53 

=-1.8794 => C=0.013 

U . = ..)9.81 . 0.5273 " 0.00169 = 0.0935 ms - I 

F = 0.0935 055
. 1.128 

[ 1

0.45 

gr ~9. 8], 0.000283 . (2.65 - 1) Jfi lo (10 " 0.5028) 
g lO 0.000283 

= 1.013 

0.000283 . 1. o 13 _ 1 
( )

2.86 

=0.013 . 0.23 0 55 . 2.65=0.0025 

0.5028 . (0.0935) .. 
1.128 

196 donde, C, = ~ • s • 106 = 2500 ppm em peso. 
q 

b) Método de Yang 

u. = 0.0935 m S - I 

U. D 50 = 0.0935 . 0.000283 = 22 1 
v 1. 2 " 10-6 

. 



~=[ 2.5 ]+0.66=2.61 
w log lo (22.1) - 0.06 

3 _ _ _ [(2.65 - 1) . 9.81pt° (0.000283)1 1/10 
D. - 254.8 => w - w,o - ( -6 ) 2/5 

6 . 1.2 *10 

= 0.0342 ms - I 

lo C =5.435-0.286 ,, 10 (0.0342 ,, 0.000283)_ 
glO , glo 1.2 . 1O ~6 

-0.457 . 10 (0.0935)+ 
glo 0.0342 

+ [1.799 _ 0.409 . 10 (0.0342 " 0.000283 ) _ 
glo 1.2 . 10-6 

- 0.314 * lo (0.0935)] , 
glo 0.0342 

. 10 (1.128*0.00169 _ 0.0893 . 0.00169)=3.3112 
glo 0.0342 0.0342 

=> C, = 2047 ppm em peso. 

Outra formulação igualmente com base na velocidade de atrito, u" e 

por comparação com a velocidade de atrito correspondente às condições 

críticas, u", para o cálculo do caudal sólido total por unidade de largura, 

q" , em regime permanente, é devida a Karim & Kennedy (Karim & 

Kennedy, 1990). Estes autores deduziram várias formulações , designada

mente para condições de interacção entre as fases líquida e sólida (com 

inter-dependência entre a velocidade média do escoamento, u, e o caudal 

sólido, q,., ) e de não-interacção. 

Com as aproximações, 

admitindo condições de regime hidraulicamente rugoso e tendo as restantes 

variáveis as definições anteriormente apresentadas, a formulação de Karim 

& Kennedy escreve-se: 
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tog lo[ qSI , ] = -2.279 + 2.97210g I0 [ u ] + 
~g(s-I)Dso" ~g(s-I)D50 

( 
U ) (U. - u. ) + 1.060log l0 ~ loglo ~ ( )' + (5.29) 

g(s -I)Dso g s-1 Dso 

( h) [U. - u. 1 + O. 29910g 10 -- log 10 (" 

Dso ~g(s -1)Dso 

Conhecendo as características médias do escoamento (caudal líquido, 

q, e perda de carga unitária, 1) e as características medianas do sedimento 

( s = P " / p e Dso ), poderá obter-se a velocidade méd ia do escoamento 

através de, 

---r==;==U===c=== = 2.822 [ q 3 ]0.376 J 0.310 

fg (s -1)D50 Ig (s -I)D 
" 'V 50 

Como em geral acontece, em rios aluvionares, os coeficientes de atrito 

são f011emente influenciados pelo caudal sólido total (por arrastamento e em 

suspensão). Nesta conformidade, a dependência do caudal sólido mobilizado 

deverá assim ser considerada no cálculo das variáveis do escoamento médio 

(modelo acoplado), obtendo-se a seguinte relação implícita para o cálculà da 

velocidade média do escoamento: 

a qual deverá ser resolvida em conjunto com a expressão para o cálculo do 

caudal sólido total , qSI . 

Uma formulação igualmente aplicável no cálculo do caudal sólido 

total , q" , mas já em condições de regime variável, é devida a 8ailard. Nesta 

formulação admite-se que a totalidade do transporte sedimentar responde 

instantaneamente a flutuações da velocidade junto ao fundo. Assume-se que 

a quantidade de sedimentos transportada é proporcional à dissipação de 



energia nas proximidades do fundo; nesta conformidade, o caudal sól ido 

transportado é expresso como uma combinação linear de termos que contêni 

potências daquela velocidade. 

Em termos de valores médios instantâneos da velocidade caracte

rística do escoamento, a equação de Bailard escreve-se (Bailard, 1981): 

Arr{/slllll/ ('II!O (5.30) 

em que c
lI 

é um coeficiente de atrito, dado por c
lI 

= 0.06 [log 10 (12 R" / k R )]-2 
no caso de um escoamento permanente, sendo k R = (k R)g + (k R ) ./ , com 

(k R \ "" 3D90 e representando (k R )/ a rugosidade devida às formas de 

fundo ; R" é o raio hidráulico da secção molhada; w" é a velocidade de 

queda das pal1ículas sólidas, e é
ll 

e E, são coeficientes de eficiência 

(0. 10:-::; é
ll 

:-::; 0.30 e O. O 10:-::; E,. :-::; 0.030). Em relação ao declive do fundo, 

importa notar que: 'àç/'àx = (Çi+1 - Çi-I )/(2&) = - tan j3 . 

Para uma partícula isolada, com diâmetro D, o valor de w" pode ser 

aproximado por: 

2 ( ) 36v 2 6v 
w = - s-I gD+----

" 3 D 2 D 

No caso de uma granulometria caracterizada pelo seu diâmetro 199 

mediano Dso , como é em geral o caso, deverá recorrer-se às expressões 

(5.II)e(5.12). 

Apresenta-se ainda no ANEXO III um subprograma de cálculo 

automático, escrito em FORTRAN, para obter o transporte sólido total 

utilizando a formulação de Bailard. 

Resolvendo o Exemplo 5.1 aplicando a fórmula de Bailard, com 

D 90 "" 2Dso, w" dado por (5 .11) e as eficiências é
ll 

=0.20 e E, =0.025 
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(como constam no subprograma apresentado no ANEXO III), obtém-se 

C, == 2188 ppm em peso. 

5.3.2 Equação de continuidade da fase sólida 

Para o cálculo da evolução do fundo móvel , uma vez conhecido, em 

cada secção do canal, o caudal sólido total mobilizado por unidade de 

largura, q,.( , recorre-se a uma equação de continuidade da fase sólida, a qual 

pode deduzir-se por um procedimento perfeitamente análogo ao utilizado na 

dedução da correspondente equação para a fase líquida, obtendo-se: 

(5.31 ) 

em que À representa a porosidade do sedimento (0.30~À ~0.40); P é o 

perímetro molhado da secção do escoamento; B é a largura da secção; q"f 

(m 2 
S-I) é o caudal sólido total, em volume, por unidade de largura; Q" 

(m 3 
S - I / m.l. ) é um caudal sólido lateral contínuo, por unidade de largura do 

tributário, e ç representa a cota do talvegue, que neste modelo se admite 

constante na secção transversal do canal. 

A existência de variações locais importantes da concentração de 

sedimentos (C,) deve ser considerada na equação de transporte (5.31), a 

qual poderá então escrever-se na seguinte forma mais geral (Correia et ai., 

1992): 

(5.32) 

5.4 Formulação morfodinâmica fluvial 

Um modelo matemático adequado para o cálculo da evolução de um 

fundo móvel, tal como ocorre em canais naturais ou artificiais, é assim 

constituído pelas equações às derivadas parciais (3.14), (3.18) e (5.31) ou 

(5.32), às quais deverá juntar-se uma equação algébrica para o cálculo de 

q,.f [uma das equações (5.27), (5.28), (5.29) ou (5.30) apresentadas em 5.3.1 

Equação dinâmica da fase sólida] . Naturalmente que a precisão de um 

modelo numérico depende de um elevado número de factores que impOlta 

conhecer e controlar. No essencial, poder-se-ão apontar as seguintes fontes 

de erros de um modelo computacional: 



- ocorrência de processos físicos não descritos pelas equações; 

- validade dos esquemas numéricos adoptados na resolução das 

equações ; 

- procedimentos de esquematização e discretização; 

- erros na topografia e/ou nos dados hidrológicos; e, 

- procedimentos de calibração e validação. 

Nesta conformidade, a precisão final de qualquer modelo numérico é 

muito difícil de quantificar. Celtos erros provenientes de algumas daquelas 

fontes poderão ser minimizados; outros, porém, terão de ser aceites, 

devendo os resultados do modelo ser interpretados tendo estes aspectos em 

consideração. A maior limitação prende-se, desde logo, com a utilização 

corrente de modelos IOH que, como é óbvio, não são rigorosamente 

aplicáveis a todas as configurações e unidades hidráulicas presentes ao 

longo de um rio, tais como curvas, confluências, alargamentos e 

estreitamentos impOltantes, albufeiras, planos de inundação, pilares de 

pontes, açudes, etc. Estas ocorrências poderão justificar o recurso a modelos 

bidimensionais em planta, ou mesmo a modelos quase-tridimensionais 

(quase-3D ou 2.50H). 

Apresentam-se nas secções seguintes formulações matemáticas de 

dois tipos de modelos IOH e 20H, incluindo as fases líquida e sólida, reco

mendados para utilizações em domínios de Hidráulica Fluvial. 

5.4.1 Formulação clássica 

Admitindo que o caudal sólido em suspensão é muito reduzido e não 

afecta o movimento das partículas líquidas, como é em geral o caso de 

escoamentos fluviais ainda distantes das regiões estuarinas, o sistema de 

equações a resolver por um processo numérico adequado é o seguinte: 

a(A + Ao) + P aÇ + aQ = q 
at at ax I 

aQ +~(Q2 )+gAa(h+ç)+i~+q,(Q -u/)=O (5 .33) 
ar ax A ax h p A 

(l-À)P aÇ + a(AC s ) + B aq" = Q 
at at ax si 
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em que ç é a cota do talvegue do canal; q, é um caudal lateral da mistura 

água-sedimentos, por unidade de largura;· P é o perímetro molhado da 

secção do escoamento; C, é a concentração volumétrica média de sedi

mentos (C, = QjQ ~ B * q" jQ); q" é um caudal sólido total, em volume, e 

Q" (m 3 s - I j mI) representa um caudal sólido lateral, por unidade de largura 

do tributário. 

Note-se que foram considerados efeitos de variações locais impor

tantes da batimetria na equação de continuidade da fase líquida do sistema 

de equações (5.33), através do termo p(a!;jat). Por conseguinte, aquele 

sistema de equações é perfeitamente adequado quando o processo de 

transporte sólido é fundamentalmente por arrastamento. Todavia, em zonas 

de escoamento ainda fundamentalmente unidimensional no plano horizontal, 

mas com elevadas concentrações de material sól ido em suspensão, a 

influência desta concentração deverá ser considerada nas equações da fase 

líquida. Por outro lado, a existência de importantes estratificações devidas a 

fortes gradientes de' salinidade e/ou de temperatura, poderão justificar o 

recurso a uma formulação diferente da apresentada, nomeadamente a um 

modelo do tipo 2DV, ou considerar a influência da estratificação no sistema 

de equações I DH (5.33), através do número de Richardson. 

Como se verá mais adiante, utilizando um modelo do tipo Prandtl para 

o cálculo das tensões de atrito no fundo, a influência da estratificação deverá 

traduzir-se no amortecimento do comprimento de mistura em função do 

número de Richardson, de acordo com uma relação do tipo: 

[f)2 = (J + fi RJ' 
111 

em que (" é o comprimento de mistura do fluido não-estratificado e Ri é o 

número de Richardson, dado por, 

Ri = - g(ap jaz )/[p (au jaz Y ] 

representando apjaz e aujaz os gradientes verticais da massa volúmica e 

do perfil da velocidade do escoamento, respectivamente. 

Segundo Villaret (1986), os coeficientes fi e n assumem os seguin

tes valores: fi ~ 14 e n ~ -I. 5 . Todavia, refira-se que a grande disparidade 

de valores para estes coeficientes presentes na bibliografia revela bem o 

ainda reduzido conhecimento actual da influência de uma estratificação 

sobre o número de Prandtl. 



Porém, impolta reconhecer que na generalidade das exigências do 

mundo real, em ambientes fluviais suficientemente afastados de estuários, e 

tendo ainda presentes as simplificações que um modelo numérico nesta área 

sempre comporta, é em geral suficiente recorrer a um modelo IOH, com 

uma formulação do tipo (5.33), sem o efeito da estratificação, ou despre

zando mesmo, como frequentemente se justifica, as variações locais da 

concentração de sedimentos [a(AC, )/at = O]. 

Uma correcta simulação das tensões de atrito no fundo [termo 

(A/h) * (r/p)] é fundamental para a obtenção de resultados credíveis em 

dinâmica sedimentar. Tratando-se de simular apenas a fase líquida, é 

suficiente recorrer a uma fórmula do tipo Manning-Strickler, como se viu no 

Capítulo 3. Por conseguinte, nestas circunstâncias aquele termo é 

aproximado por: 

A r gn:/Q/ Q 
= ----'---'--

hp AR 4/3 

" 
Todavia, em dinâmica sedimentar não basta trabalhar com os efeitos 

médios na coluna de água de valores da tensão de atrito assim calculados. 

Tanto o processo de arrastamento do material sólido junto ao fundo como o 

mecanismo de arranque e colocação dos sedimentos em suspensão são o 

resultado de escoamentos muito complexos que ocorrem numa reduzida 

espessura da camada limite turbulenta que se gera nas proximidades do 

fundo. Nesta conformidade, só será possível obter valores satisfatórios para 

a tensão de atrito no fundo recorrendo a um modelo de camada limite 

turbulenta para o fecho do sistema de equações (5.33) . 

Em escoamentos fluviais , particularmente em zonas distantes de 

obstáculos e sem grandes constrangimentos/pelturbações no escoamento, é 

comum e ainda assim aceitável o recurso a formulações empíricas do tipo 

Manning-Strickler. Nas proximidades de zonas com grandes perturbações na 

veia líquida só mesmo o recurso a modelos IOV ou 20V de zero-, uma- ou 

duas-equações dos tipos K-L ou K- f. poderá resolver satisfatoriamente um 

problema de dinâmica sedimentar. 

Um estudo profundo sobre esta matéria ultrapassa os objectivos que 

nos propomos atingir com esta obra; por conseguinte, remete-se o leitor para 

I iteratura da especial idade, nomeadamente Antunes do Carmo (1995) e 

Antunes do Carmo et ai. (2003). Faz-se aqui apenas uma ligeira abordagem, 

implementando um modelo de zero-equações do tipo Prandtl. 
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5.4.2 Modelo de camada limite de zero-equações 

Designam-se por modelos de zero-equações os modelos algébricos, 

isto é, todos aqueles que não utilizam qualquer equação diferencial para o 

cálculo das componentes que caracterizam a turbulência, nomeadamente a 

energia cinética turbulenta (K) e a macro-escala da turbulência (L) ou uma 

medida de dissipação da turbulência (E:), a partir das quais se calcula a 

viscosidade turbulenta (v, ). 

Quando a energia cinética turbulenta é calculada por uma equação de 

transporte (equação às derivadas parciais), mantendo-se uma equação 

algébrica para o cálculo de L ou E:, o modelo diz-se de uma-equação. 

Naturalmente que um modelo de duas-equações utiliza duas equações às 

derivadas parciais para o cálculo das variáveis que caracterizam a 

turbulência, nos modelos acima referidos K e L ou K e E: . 

Em qualquer escoamento real com superfície livre forma-se na 

vizinhança do fundo uma camada limite cuja estrutura depende do escoa

mento (laminar ou turbulento) e que desempenha um papel fundamental em 

dinâmica sedimentar. 

Assim, seja um escoamento unidireccional (ou bidimensional no 

plano vet1ical) propagando-se segundo a direcção x. O eixo vertical z é 

positivo na direcção ascendente (Figura 5.5). 

Camada limite 

----------~--------
X L-____________________________ ~~--------~ 

Figura 5.5 - Eixos coordenados e notações para o estudo da camada limite 

de fu ndo. 

Representando as componentes da velocidade nas direcções x e z por 

u e w, respectivamente, a equação geral de conservação da quantidade de 

movimento segundo x escreve-se: 

au + u au + w au = _~ ap + v[ a 2~ + a 2~) 
at ax az p ax ax- az (5.34) 



Consideremos agora um escoamento quase-horizontal , o que permite 

e liminar w, e admitamos ainda que as derivadas segundo x são desprezáveis 

face aos restantes termos da equação (5.34). Seja finalmente a decom

posição clássica de Reynolds, que consiste em admitir que o valor 

instantâneo das variáveis u e w se pode representar pela soma de uma 

componente média temporal com uma flutuação, ou seja, u = Li + u' e 

w = w + w'. Nesta conformidade, atendendo a que a média temporal das 

flutuações é nula, isto é, 1'U' dz = 1'w' dz =0 , a média temporal da equação 

(5 .34) escreve-se: 

em que se suprimiram as barras nas componentes médias da velocidade por 

facilidade de escrita. 

Por outro lado, a projecção da equação dinâmica sobre o eixo vertical 

conduz a: 

p(x,z,t) = P.(x, z,t)+ g(h - z ) 

em que Po (x, z , t) representa a pressão na fronteira superior da camada 

limite. 

Por conseguinte, resulta então para o gradiente da pressão no exterior 

da camada limite: 

I dp 1 dP. 
--=--
p dx p dx 

Seja agora um regime permanente, como é em geral o caso dos 

escoamentos fluviais em análise. Interessa-nos estudar o caso mais geral de 

um escoamento turbulento, isto é, com o número de Reynolds 

Rc = U h/v> 4000 . 205 
A tensão laminar de origem viscosa é dada por T, = pV(du/dz) . A 

tensão turbulenta (Reynolds) é T, = P llw' , a qual , por analogia com a 

tensão laminar de origem viscosa, se representa por: 

dU 
T, =PV,

dz 

sendo v, a viscosidade turbulenta. Prandtl exprimiu esta tensão sob a forma: 
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21au l aU 21aul . 7:, = pL/II az az ou v, = 1m az (5.35) 

em que L/II = k z representa o comprimento de mistura que caracteriza a 

dimensão dos turbilhões, sendo k = 0.4 a constante de von Kármán . 

5.4.2.1 Sub-camada viscosa 

Sobre um fundo liso existe, na vizinhança deste, uma sub-camada 

vi scosa onde se verifica 7:/ p = u; = cons tan te , em que u. é a velocidade de 

atrito no fundo. Nesta conformidade, deduz-se: 

2 au u =v-• az 

2 

b d . - u. o ten o-se, por 1I1tegraçao, u ( z ) = - z . 
v 

5.4.2.2 Camada logarítmica 

Acima da sub-camada viscosa encontra-se uma camada onde os 

fenómenos de turbulência adquirem grande impoliância. Com a hipótese de 

Prandtl tem-se: 

7:, 2 k 2 2 ( au ) 2 -=u. = Z -
p az 

ou seja, 

au u. 

az kz 

vindo, por integração, 

(5.36) 

em que Zo depende da rugosidade do fundo, k,. Em função do parâmetro 

adimensional u. k, jv, conhecido por número de Reynolds do grão, 

distinguem-se as seguintes situações: 

a) se u. k)v < 5 o escoamento diz-se hidraulicamente liso, sendo Zo 

dado por Z o = vj(9u. ); 



b) se u. k)v > 70 o escoamento é hidraulicamente rugoso, sendo Zo 

dado por Zo = k)30 ; 

c) se 5 < U . k)v < 70 trata-se de uma zona de transição, em que Zo é " 

função da espessura da camada limite e da dimensão do grão. 

Pode obter-se o valor de Zo a partir do gráfico da Figura 5.6 . 

""<.< 

----o ,., 

Ilidraulicalllcnlc 
tllyoso -:,:::~;'::: 1 

~r-~--~~~.~~--~~~_=-~--~~~~ 
u.k N 

v 

Figura 5.6 - Variação de z,./ k , com R,., (adaptado de Temperville 

& Thanh, 1990). 

É habitual tomar para a rugosidade do fundo o valor k, = 2.5 D so . 

Assim, conhecidos os valores de u. e zo' a equação (5.36) permite traçar 

integralmente o perfil vertical u ( z) de velocidades. 

Verifica-se (Antunes do Carmo, 1995) que a expressão para o compri

mento de mistura 1
111 

= k z~1 - z/ h" , sendo h" a espessura da camada 

limite, conduz, em geral, a melhores resultados que a definição original 

1
111 

= k z . No caso de uma corrente, o valor de hei poderá ser tomado igual à 

altura da lâmina líquida, h; poderá também tomar-se a altura a que o perfil 

logarítmico da velocidade iguala o perfil da velocidade média, h" = h/e. 207 

Naturalmente que, em qualquer dos casos, o valor da camada superior a 

considerar para a variação de z não poderá ultrapassar o valor de h". 

A implementação deste modelo exige assim que o perfil uniforme da 

velocidade média seja transformado num perfil equivalente (com idêntica 

área) que obedeça à lei teórica de distribuição vertical da velocidade (5 .36), 

garantindo que este perfil intersecta o perfil da velocidade média à altura 

z = h/e. 
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Exemplo 5.2: 

Seja o escoamento num troço de rio devido a uma corrente com altura 

e velocidade média iguais a 2.0 m e a 1.0 m S·I , respectivamente. O leito do 

rio é constituído por areia com um Dso = 1.0 mm. Calcular o perfil vel1ical 

da velocidade na zona logarítmica. 

Resolução: 

Com Z o = Dso /12 = 0.0833 mm, resulta para a velocidade de atrito no 

fundo u. = 0.4u/logJh/ (z oe)]=0.044ms· l
• Sobrepõem-se na Figura 5.7 

o perfil vertical da velocidade na zona logarítmica com o perfil (vertical

mente uniforme) da velocidade média li = 1.0 m S· I . 

2 

1.5 

S 
N 

0 .5 
Perfil 
logar. 

O 
O 0 .5 1.5 

U (z) 

Figura 5.7 - Sobreposição dos perfis verticais da velocidade na 

zona logarítmica (a cheio) e da ve locidade média. 

Consideraram-se apenas 10 camadas, a alturas variáveis; foram as 

seguintes: z = 0.0 I m, 0.05 m, 0.10 m, 0.20 m, 0.30 m, 0.40 m, 0.60 m, 1.0 

m, 1.50 m e 2.0 m. Nestas secções obtiveram-se: 

u(z = 2.00) = 1.109 m S·I 

u(z = 1.50)= 1.078 m S· I 

u(z = 1.00)= 1.033 m S · I 

u(z = 0.60) = 0.977 m S· I 

u(z = 0.40) = 0.932 m S· I 

u(z = 0.30) = 0.901 m S·I 



u(z = 0.20) = 0.836 m S · I 

u(z = 0.1 0)= 0.780 m S·I 

u(z = O.OS) = 0.704 m S·I 

u(z = 0.01)= 0.S27 m S·I 

Como se observa, esta discretização é manifestamente insuficiente na 

base da camada limite, em particular para alturas inferiores a cercas de 10 

cm . Com efeito, a variação do perfil da velocidade é muito rápida na base 

desta camada, para depois ter uma variação muito suave, sobretudo a partir 

da altura z = h/e = 0.74 m . Por esta razão o cálculo da tensão de atrito exige 

uma discretização da coluna de água muito cerrada na sua base, na ordem do 

milímetro ou mesmo inferior, para depois ir aumentando exponencialmente. 

Com a utilização de um modelo de zero-equações do tipo Prandtl , a 

simulação dos fenómenos turbulentos fica ainda demasiado simplificada, 

conduzindo ainda em muitas situações a prováveis afastamentos entre os 

resultados obtidos e os valores reais. Importa, no entanto, reconhecer que é 
já um passo em frente relativamente à utilização ainda hoje corrente de 

formulações do tipo Manning-Strickler em dinâmica sedimentar. O modelo 

de Prandtl, apesar de muito limitado, tem ainda sobre os modelos empíricos 

do tipo Manning-Strickler a grande virtude de não exigir a fixação de 

qualquer parâmetro empírico. 

Dado o actual ritmo de evolução dos meios informáticos, é previsível 

que a muito curto prazo surjam novos modelos de turbulência de uma e duas 

equações dos tipos 1 DV e 2DV, implementados em estruturas bidimen

sionais no plano horizontal, ou mesmo em modelos quase-tridimensionais 

(2 .SDH ou quase-3D). Uma destas estruturas computacionais, que utiliza um 

modelo I DV de duas-equações para fechamento do sistema de equações de 

um modelo quase-3D, está descrita e foi utilizada em Antunes do Carmo & 

Carreiras (2002). 209 

5.4.3 Extensão a duas dimensões no plano horizontal 

Naturalmente que a metodologia apresentada na secção S.4.1 

Formulação clássica para um escoamento unidimensional é facilmente 

extensível para o caso bidimensional em planta. Neste caso, o sistema de 

equações a resolver escreve-se (fase líquida): 
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àH + àQ" + àQ,. =0 
àt àx ày 

àQ" + àF + àG = E 
àt àx ày x 

àQ,. + àG + àS = E 
àt àx ày J' 

em que: 

H = h(x,y,t) 

Q" = u(x, y, t) h(x, y, t) 
Q,. = v(x,y,t) h(x,y,t ) 

G=uvh 

1 
S =v2h+-gh 2 

2 

(5.37) 

E (xyt)=-gH
àç 

+fQ - ~'Z' +~(êàQ" )+~(êàQ,,) 
x ' , àx" p f.< àx àx ày ày 

E (xyt)=-gH àç -fQ -~'Z' , +~(êàQ")+~(êàQ,.) 
)' , , ày" p /Y àx àx ày ày 

sendo as tensões de atrito no fundo, 'Z'/ / p , calculadas por (modelo de zero

-equações ): 

'Z' jt ( ) _ à u . T l.j' ( ) _ à v 
- = - VI - , - = - VI -
P àz p àz 

com a distribuição da viscosidade turbulenta obtida através de, 

ou pelo modelo de Manning-Strickler: 



Por último, a equação de continuidade bidimensional da fase sólida, a 

resolver em simultâneo com as equações (5.37), escreve-se (desprezando a 

contribuição das variações locais da concentração de sedimentos) : 

(1- ;t)aç + a(q" t + a(q" ), = 
at ax ay q" 

(5.38) 

em que q" (m 3 
S- I I m.l.1 mI) representa um caudal sólido, entrado ou saído 

através da fronteira do domínio, por unidade de largura do curso principal e 

por unidade de largura do tributário. 

Na secção 5.5 Aplicações são apresentados os resultados de uma 

aplicação a um caso teórico, considerando as tensões de atrito calculadas 

com base no modelo exposto de zero-equações e na formulação empírica de 

Mann ing-Strickler. 

5.4.4 Formulação alternativa da fase sólida 

Uma formulação alternativa para o cálculo da evolução do fundo 

móvel pode escrever-se na seguinte forma (equação de Exner modificada), 

desprezando as variações locais da concentração de sed imentos 

(aC,lat = O): 

(5.39) 

com q;, = q:" + q;" sendo as componentes do transporte por arrastamento 

(q :" ) e em suspensão (q :, ) dadas por: 

(5.40) 

Os segundos termos dos segundos membros de cada uma das 

equações (5.40) correspondem a correcções devidas a irregularidades do 21 1 

fundo. Com efeito, como se pode verificar naquelas equações e é 

fisicamente reconhecido, um declive positivo (a!;/ax < O) deverá traduzir-se 

num aumento do caudal sólido disponível para o transporte. 

Os coeficientes adimensionais E,,, e E" são funções do ângulo de 

atrito interno, da velocidade do escoamento e da velocidade de queda das 

partículas sólidas. 

Nesta conformidade, podemos escrever: 
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, àç àç 
q" = q", - ê""q"" àx + q,.,. - ê" Iq " 1 àx 

ou ainda, 

(5.41) 

Desenvolvendo a equação (5.39), tendo em conta a equação (5.4 I)], e 

desprezando o produto de variações à [(E", Iq ,a 1 + ê" Iq" I) (àÇ- jàx )Vàx, resulta 

a seguinte equação de continuidade modificada (5.42), para o cálculo da 
evolução do fundo móvel : 

(I J)à J: à(q . +q .. ) ( 1 1 1 l)à
2

J: _/l,_S+ .\lI .1.\ -E + E __ S_ 
àt àx ,a q", " q" àx 2 - q" (5.42) 

Deste modo, basta-nos calcular as componentes dos caudais sólidos 

admitindo o fundo horizontal (q", e q,., ), sendo as influências das 

_ irregularidades do fundo consideradas apenas ao nível da equação (5.42). De 

acordo com esta metodologia, num modelo bidimensional em planta a 

correspondente equação de continuidade da fase sólida escreve-se: 

(i - À) àÇ- + à(q ", + q,., L + à(q ", + q,., )y _ 
àt àx ày (5.43) 

à2 Ç- à1Ç-
-(ê · lq l+ ê·· lq .. l) - 2 -(ê · lq · l+ ê·· lq .. l) - , =q, .\{/ .\a .U .\ .\ x ax MI.'" .\.\ .\ .\ J' ay- .\ 

Esta equação (5.43) deverá assim substituir a equação (5.38), atrás 

apresentada. 

São fundamentalmente duas as grandes vantagens desta metodologia; 

com efeito: 

1 - A generalidade das formulações (de carácter empírico) propostas 

na literatura da especialidade para o cálculo dos caudais sólidos 

transportados não tem em consideração as irregularidades do 

fundo ; e, 

2 - Ao fazer intervir termos de 2a ordem na equação de continuidade 

da fase sólida [equações (5.42) e (5.43)], são significativamente 

reduzidas as oscilações numéricas tão características das equações 

(5.3 I) e (5.38). 



Importa, por outro lado, notar a analogia entre as expressões 

propostas para o cálculo das componentes do caudal sólido transportado por 

arrastamento e em suspensão e as equações de 8ailard para o cálculo destas 

mesmas componentes do transporte sólido; de acordo com 8ailard, estas 

equações escrevem-se: 

Ca ca I 1
2 

q.WI = () u u 
g s -I tant/J 

c C ' 
q = a -' I ui> U 

I I g(s-I) w" 

Nesta conformidade, fazendo c,a = I/tant/J e C,., = c,lujw,,1 resulta a 

mesma expressão [equação (5.41)] para o cálculo do caudal sólido total 

transp0l1ado, q:, = q:a + q:" 

5.4.5 Modelo numérico 

Como se pode demonstrar teoricamente, e a prática confirma, a escala 

do tempo relativa ao movimento do fluido é muito inferior à escala do tempo 

de deformação do fundo móvel, pelo que se torna possível um desdobra

mento dos cálculos hidrodinâmicos e da resposta geomorfológica. Nesta 

conformidade, a dependência da terceira equação relativamente às duas pri

meiras do sistema (5.33) pode ser considerada apenas como parte de um 

eventual processo iterativo, sem necessidade de a resolver em simultâneo. 

Sendo a equação clássica de continuidade da fase sólida (equação de 

Exner) perfeitamente idêntica à equação de continuidade da fase líquida, é 

igualmente válida a utilização do método explícito de MacCormack para a 

sua resolução, como exemplificado no Capítulo 2 para as duas primeiras 

equações do sistema (5.33). Contudo, poderá ser utilizado qualquer outro 

esquema de diferenças finitas, nomeadamente o método de Crank-Nicolson. 

A aplicação deste método à equação de continuidade da fase sólida (5.31) 

conduz à seguinte equação de diferenças finitas: 

213 



214 

Seja de novo a equação (5.32), escrita na seguinte forma: 

Esta equação poderá ser igualmente resolvida utilizando um esquema 

numérico baseado em volumes de controlo finitos. De acordo com este 

método, os processos de actualização das cotas de fundo e correcção dos 

novos valores das alturas do escoamento em cada instante (n + 1)6.1 , após 

resolução da fase líquida, desenvolve-se segundo três etapas, em confor

midade com o seguinte procedimento: 

I. Calcula-se tJ.Ç i~li~ = MI (1tJ.t1 ) (ri 2 p"+1 ) 
- /l, i-1/2 + i-1/2 

com MI dado por: 

M =~(Q" +Q "+1 ) __ 1 r(AC . )~1+I_(iC)'.'+(AC)"+I-
I 2 '\ /' - 1/2 '\/' - 1/2 2!1t ~ .\ I .\ I .\ I- I 

com M 2 dado por: 

M =~(Q" + Q"+1 ) __ 1 r(AC )"+1 _ (AC)" + (AC )"+1 _ 
2 2 si" v' si" v' 2tJ.t ~ s i+1 .\. i+1 .\. i 

-(AC )"]_ Bi + Bi+1 ( 11 _ 11 + 11+1 _ 11+1) 
s i 4& q.Wi+1 q.Wi qSl i+1 qSli 

3. Finalmente, calculam-se as variações do fundo tJ.ç i' no instante 

(n + 1)6.1 , através de: 

tJ.}:."+1 =~(tJ.}:."+ 1 + tJ.}:I1+I) 
':> 1 2 ':> 1- 1/ 2 ':> 1+ 1/2 

Na fronteira de montante toma-se: tJ.}: 11+1 = tJ.}: 11+1 = tJ.}: 11+1 ':> I ':> i+1/2 ':> 3/2 • 

Para a fronteira deJ·usante resulta: tJ. }: 11+1 = tJ.}: 11+1 = /1}: 11 +1 ':> N ':> i- 1/2 ':> N-1/2 • 

Por último, são actualizados os valores das cotas do fundo, ç/+I, e 

corrigidas as alturas do escoamento, h;1+ I, obtidas por resolução da fase 

líquida, através de: ç/+I =ç/ +tJ.ç/1+1 e (h ' );1+1 =h;1+I_tJ.ç/,+I, respectiva

mente. 



Seja agora a equação (5.42) a resolver pelo método de MacCormack. 

Para a manutenção das características do esquema centrado de 2a ordem no 

espaço e no tempo do método de previsão-correcção de MacConnack faz-se 

notar que para efeitos de discretização da 2a derivada da equação (5.42) esta 

pode escrever-se na seguinte forma: 

devendo a primeira derivada dÇjdx ser centrada, e com o esquema de 

previsão-correcção (com diferenças regressivas e progressivas) apl icado 

considerando como variável a 1 a derivada centrada, ou seja, 

Por conseguinte, fazendo ç, = (ÇI:1 - Çi~ 1 )/(Xi +1 
- xi-! ) , o esquema é 

sucessivamente aplicado à derivada dÇ)dX, mantendo-se integralmente as 

propriedades do método de MacCormack. A equação de continuidade da 

fase sólida a resolver em cada fase de previsão-correcção é então a seguinte: 

( 1)dJ: d(q . +q .. ) ( I I I l)dJ: 1-/1. -'=' + .\tI .u - E +E _'='_.\ -dt dX S{/ q.m .u q'.1 dX - q.\, 

a qual contém apenas derivadas de I a ordem, não oferecendo qualquer difi

culdade ad icional. 

Inclui-se no CD-ROM que faz parte integrante deste livro uma versão 

executável do programa computacionalfluvial_sed (código de acesso 5659), 

que utiliza o método explícito de previsão-correcção de MacCormack para a 

resolução do seguinte sistema de equações (5.45), com as tensões de atrito 

no fundo calculadas por um modelo semi-empírico: 

d(A + Ao) dQ --'-----''-'- + - q 
dt ax- ' 

dQ +~(Q2)+gAd(h+Ç)+!!..~+q, (Q -u,)=O (5.45) 
dt dX A dX h P A 

215 



. 216 

em que o caudal sólido total qSI é calculado, em alternativa, por Ackers & 

White (5 .27) ou por 8ailard (5.30). Para além da versão executável deste 

modelo computacional, é ainda oferecido em CD-ROM o ficheiro de dados 

correspondente à aplicação 1 DH descrita no ponto 5.5.2 Aplicação do 
modelo unidimensional fluvial_sedo 

No ponto 5.5.1 Aplicação do modelo bidimensional morfodin são 

apresentados resultados de uma aplicação do modelo bidimensional (2DH) 

de dinâmica sedimentar morfodin. Este modelo resolve as equações da fase 

líquida (5.37) e a equação de transpol1e da fase sólida (5.43), com os 

caudais sól idos por arrastamento e em suspensão dados por (5.44). 

5.5 Aplicações 

Apresentam-se nesta secção duas aplicações dos modelos morfo

dinâmicos desenvolvidos ao longo deste capítulo. Trata-se, no primeiro 

caso, de aplicar o modelo bidimensional morfodin para obter a evolução 

qualitativa do fundo móvel de um hipotético troço de rio com dois meandros 

e o correspondente estuário final. O segundo exemplo refere-se à aplicação 

do modelo morfodinâmico unidimensional fluvial_sed para calcular a 

evolução de um canal de fundo móvel, em desequilíbrio, até ao estabele

cimento de um regime de quase-equilíbrio. 

5.5.1 Aplicação do modelo bidimensional morfodin 

Pretende-se simular a evolução do fundo móvel de um segmento de 

rio meandrizado, com a configuração representada na Figura 5.8, partindo 

de uma situação de repouso, uma profundidade inicial de 3.0 m e uma 

velocidade constante e igual a 1.0 m S· I na fronteira de montante. O talve

gue tem um declive inicial de I %0, sendo o leito constituído por areia com 

D 50 = 0.002 m e D 90 = 0.003 m . 

Para efeitos de simulação numérica é utilizado o modelo bidimen

sional em planta morfodin, com as tensões de atrito no fundo calculadas, em 

alternativa, pelo modelo de camada limite de zero-equações do tipo Prandtl, 

ou pelo modelo empírico de Manning-Strickler. 

Apresentam-se nas Figuras 5.9 e 5.10 o campo instantâneo da veloci

dade obtido nos dois meandros e uma perspectiva dos fundos obtida após 24 

horas de simulação. 



Nas Figuras 5.11 e 5.12 apresentam-se planimetrias do fundo, igual

mente obtidas após 24 horas de simulação. Pretende-se com as últimas 

figuras comparar os resultados obtidos considerando as tensões de atrito no 

fundo calculadas pelo modelo de Prandtl (Figura 5.11) e pela fórmula de 

Manning-Strickler (Figura 5.12). 

/ 
o 
C) 

líl 
(\J 

M 

880.00 

Figura 5.8 - Modelação dos processos de dinâmica sedimentar num rio e 

correspondente estuário. 
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b) Segundo meandro. 

Figura 5.9 - Campos de velocidades instantâneas obtidos aos 86400 s (24 

horas). 
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Figura 5.10 - Perspectiva do fundo móvel obt ida após 24 horas de sim ul ação. 
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<100 
100 - 80 
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60-40 
40-20 
20-0 

D",posiçõ.o 

0- 20 
20- 40 
40-60 
60- 80 
80-100 
>[00 

Figura 5.11 - Planimetria do fundo móve l obtido após 24 horas de simu lação, 

considerando as tensões de atrito no tunda calcul adas pelo 

modelo de Prandtl. 

ESCALA [ CM ] 

Erosõo s lço.o 
<100 0-20 
100-80 20-40 
80-60 40-60 
60-40 60-80 
40- 2 0 8 0-100 
20-0 >100 

Figura 5.12 - P lanimetria do fundo móvel obtido após 24 horas de s imulação, 

considerando as tensões de atrito no fundo calcu ladas pelo 

modelo de Manning-Strickler. 



Como é visível, o comportamento do modelo é idêntico utilizando 

qualquer das formulações , com zonas de erosão e deposição semelhantes e 

igualmente localizadas, embora a formulação de Prandtl apresente evoluções 

mais acentuadas, isto é, com maiores volumes de material erodido e deposi

tado. 

Tratando-se de um exemplo teórico, não é possível proceder a 

comparações quantitativas. Do ponto de vista qualitativo identificam-se, 

como seria de esperar, importantes zonas de erosão junto a ambos os 

meandros, em particular nas proximidades dos intradorsos antes das curvas e 

nos extradorsos imediatamente após as respectivas curvas; observam-se, por 

outro lado, importantes zonas de deposição na região central do leito entre 

os dois meandros, junto à margem esquerda após o 2° meandro e no alarga

mento para o estuário. Contudo, importa salientar que uma configuração de 

equilíbrio está ainda longe de ser atingida, pelo que a manutenção das 

actuais condições de simulação por um período mais alargado conduziria 

necessariamente a diferentes configurações bati métricas. 

5.5.2 Aplicação do modelo unidimensionalfluvia'-sed 

Como exemplo de aplicação do modelo morfodinâmico unidimen

sionaljluvial_sed, que é apresentado em versão executável no CD-ROM que 

acompanha este livro, com o código de acesso 5659, considere-se um canal 

de secção rectangular constante, com uma largura B = 3.0 m e o fundo 

horizontal constituído por areia com um diâmetro mediano D 50 "'" 0.002 m. 

Partindo de condições de repouso [ueO) = O] e com uma profundidade 

inicial h = 3.0 m, simula-se a entrada e propagação de um caudal 

q = 3 O. O m J S - I / m.l. a partir do instante t = 0+ , bem como a correspondente 

evolução do fundo móvel. Apresentam-se na Figura 5.13 as configurações 

correspondentes às condições iniciais e os resultados da simulação após 10, 

20 e 30 dias . 

A análise dos resultados apresentados nesta figura permite identificar 

a ocorrência de um fenómeno físico conhecido . As condições iniciais 

estavam longe de constituir uma situação de equilíbrio natural. Assim, 

ocorre uma evolução rápida do fundo nos primeiros dias, reduzindo-se 

gradualmente até se atingir uma situação de quase-equilíbrio por vo lta dos 

10 dias. 
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Figura 5.13 - Evo lução de um fundo móvel, para um caudal q = 30.0m's·'/m.1. 

a partir do instante t = O' (cotas da superficie livre a tracejado e 

cotas do fundo a cheio). 



Constata-se que entre os 10 dias e os 30 dias a actividade no fundo é 

Ja relativamente reduzida. De facto, como se pode verificar (com K da 

fórmula de Manning-Strickler igual a 55 .2 m l/.1 s -I), a configuração obtida 

aos 10 dias corresponde a uma situação de regime uniforme, ou já está muito 

próxima deste. O volume sólido total erodido até aos 10 dias foi de 2679.3 

m J
, enquanto que após 30 dias de simulação se obtiveram 2790.7 m 3

• Por 

conseguinte, entre os 10 dias e os 30 dias movimentaram-se pouco mais de 

III m 3 de material sólido . 

5.6 Distribuições granulométricas heterogéneas 

Em regiões com granulometrias extensas, onde coexistam quantidades 

igualmente importantes de sedimentos movendo-se por arrastamento e em 

suspensão, como é em geral o caso das zonas aluvionares com baixos 

declives, próximas ou já no interior dos estuários, justifica-se o cálculo em 

separado das duas componentes de transpolte (por arrastamento e em 

suspensão) e para cada uma das fracções da curva granulométrica 

considerada. A curva granulométrica será, neste caso, definida em função da 

dimensão i e da massa volúmica ou densidade j da fracção de sedimentos 

considerada, obtendo-se os necessários caudais sólidos por arrastamento e 

em suspensão correspondentes a cada fracção ij, q\(I, e q,\, . 

Seja uma formulação do tipo Bagnold para o cálculo do caudal sólido 

transportado por arrastamento, em kg s -1/ m.l. : 

(5.46) 

em que P;i representa a proporção volumétrica da fracção ij do fundo activo; 

z é a distância desde o fundo da coluna de água até ao nível atingido pelo 

centro de massa da fracção de sedimentos ij durante o processo de 

arrastamento; k f é a rugosidade do fundo ; u., To são a velocidade de atrito 

e a tensão efectivas, e u' c• ' T,., representam a velocidade de atrito e a tensão 

críticas correspondentes à fracção ij. 

Por definição, o caudal sólido em suspensão, q \\" , em kg S - I / m.l. , é 

calculado por: 

" 
q" " = J u(z )Cii dz (5.4 7) 

(I 
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em que a""2Dso ; U(Z)=2.5U.[/Og,,(1)+I]+U , em ms -
I

, e Ci; é a 

concentração dos sólidos em suspensão à altura z, em kg /11 - 3. 

Em primeira aproximação, a concentração Ci; poderá ser aproximada 

por C;i;' com: 

C;i; _(h-Z a )(o\~';, l 
--- ----
CUi; z h-a 

(5.48) 

Na expressão (5.48) w, representa a velocidade de queda da fracção 
/" 

ii, correspondente ao diâmetro mediano D', C .. poderá ser calculada por 
J !I lIU 

C"i; = q"", /(aguf~ ), com a velocidade de atrito junto ao fundo da fracção ij, 

U f ' obtida por U f = A (u . - u'c ), em que A"" 6. 8 ~ 8.5 (SI ingerland et ai. , 
. " " fi IJ 

1994). 

Quando tem início o transporte de sedimentos, a textura e composição 

do fundo modificam-se. Estas modificações afectam o escoamento do fluido 

e as taxas de transporte posteriores à consequente alteração das caracte

rísticas do fundo. Por este motivo, o fundo deverá ser tratado como uma 

componente dinâmica do sistema. Para o efeito, define-se uma camada 

activa, a qual consiste em n fracções com massas volúmicas bem represen

tativas, cada uma com a sua distribuição granulométrica. Cada classe é 

representada pelo seu diâmetro mediano Di;' Em cada incremento temporal 

ocorrem trocas de pmtículas entre a camada activa e as restantes camadas de 

fundo, após o que a distribuição das dimensões granulométricas das partí

culas na camada activa é actualizada, permitindo assim a erosão ou a depo

sição de fracções com diferentes granulometrias. Se ocorrer erosão durante 

um incremento temporal, a camada activa é recarregada pelo material da 

camada subjacente numa quantidade igual à espessura erodida. Se ocorrer 

deposição, a base da camada activa move-se no sentido ascendente uma 

222 distância idêntica à espessura do material depositado. Por espessura da 

camada activa entende-se uma quantidade dada por (5.49): 

(5.49) 

em que E" é a espessura da camada activa; To é a tensão de atrito efectiva, 

e Tc. é a tensão de atrito necessária ou crítica para movimentar o diâmetro 

mediano. 



Nestas circunstâncias, o cálculo das trocas de massa de sedimento 

entre o escoamento e a camada activa do fundo, e consequentemente o 

cálculo da erosão e deposição em cada nível, é obtido usando a equação de 

conservação da massa escrita para cada fracção i-j (dimensão-densidade). 

Assume-se que o incremento temporal é suficientemente reduzido para que 

o movimento do fluido e o transp0l1e sedimentar possam ser considerados 

constantes no mesmo incremento de tempo. Nesta conformidade, com 

q", dado por (5.46) e q" calculado por (5.47), a equação de continuidade, . ~ .. " 

ou de conservação da massa sólida, escreve-se: 

p. (1- A) a(BÇii ) + a (Bq,"., ) + a(Bq" ., ) = O 
J ~ ~ ~ 

(5.50) 

em que Pi representa a massa volúmica da fracção j. 

A equação (5.50) poderá ser resolvida por um qualquer dos esquemas 

numéricos já atrás apresentados. Usando um esquema do tipo Preissmann 

modificado, aquela equação escreve-se na seguinte forma discretizada 

(5.51 ): 

~(BÇii), = pj(/-A){[ 8(~(q ",., +q.""\ .+l)]+ 

+ [(1- 8)( ~(q",., + q" ., )i, )]} 

em que ~(var iável)i"dice = ~(var iável)il1l,ice - ~(var iável)i"dhe_ l 
normalmente 8 = 0.55 - 0.60 . 

(5.51 ) 

e 0:-:;8:-:;1, 

223 



(Página deixada propositadamente em branco)



6. OBRAS DE PROTECÇÃO CONTRA CHEIAS. TRANSPORTE 
SÓLIDO GENERALIZADO E EROSÕES LOCALIZADAS: 
CAUSAS E EFEITOS. MEDIDAS CORRECTIVAS 

Apresentam-se breves considerações sobre as principais medidas preventivas 
e correctivas comummente utilizadas com objectivos de protecção contra 
cheias. Descrevem-se algumas das alterações correntes provocadas por 
intervenção humana nos sistemas fluviais. Referem-se as teorias de regime e 
são apresentadas soluções para o dimensionamento de secções transversais de 
canais com leitos aluvionares estáveis. Por último, tecem-se algumas conside
rações sobre profundidades máximas de erosão junto de obstáculos implan
tados em domínios fluviais e sugere-se um modelo numérico baseado em 
formulações empíricas correntes. 

6.1 Considerações gerais 

A necessidade de construção de obras de defesa contra cheias tem 

constituído uma preocupação constante das comunidades humanas por elas 

atingidas. São bem conhecidos os prejuízos materiais, e por vezes danos 

físicos, associados à inundação dos terrenos marginais de um curso de água. 

As principais medidas utilizadas com objectivo de protecção contra 

cheias podem ser agrupadas em: 

• medidas preventivas; e, 

• med idas correctivas. 

Entre as principais medidas preventivas contam-se: i) a delimitação 

das áreas susceptíveis de serem inundadas com determinado risco, e ii) a 

criação de sistemas de aviso. Entre as medidas correctivas incluem-se: 

diques, esporões, obras de desvio, barragens, obras de regularização, etc. 

A redução do leito maior de um rio é frequentemente conseguida 

através da construção de diques dispostos longitudinalmente, normalmente 225 

complementados com descarregadores laterais associados a estruturas . .de 

controlo, permitindo descargas localizadas sempre que ocorram caudais 

superiores aos de dimensionamento. 

A eliminação de meandros é frequentemente realizada através de 

desvios, ou da simples rectificação do leito natural. Importa todavia notar 

que este procedimento deve ser complementado com outras obras de 

regularização, pois pode conduzir a alterações significativas das condições 



de equilíbrio natural (desadaptação da inclinação do rio às condições de 

transporte sólido, conduzindo a erosões e/ou a deposições indesejáveis). 

A construção de uma barragem num curso de água mod ificará neces

sadamente as condições de equilíbrio, ou de quase-equilíbrio, pré-exis

tentes, nomeadamente através da retenção do material sólido na albufeira, 

deixando de alimentar o curso de água ajusante da secção da barragem. 

A acumulação do material sólido na albufeira conduzirá inevitavel

mente a uma diminuição da sua capacidade total inicial. Nesta confor

midade, no dimensionamento de uma albufeira de regularização torna-se 

necessário reservar uma fracção da respectiva capacidade total para 

acumulação do material sólido sedimentado (volume morto da albufeira). 

Para calcular a quantidade de material sólido que uma albufeira irá 

reter (volume assoreado) é indispensável conhecer o transporte sólido anual 

médio do curso de água. Uma vez conhecidos os regimes hidrológico e de 

transpolte sólido, bem como a respectiva eficiência de retenção (percen

tagem de sedimentos afluídos que fica retida), calcula-se a capacidade total 

inicial com que deverá ser construída uma albufeira para que esta possa 

alcançar uma determinada vida útil. 

Considera-se vida útil de uma albufeira o período de tempo necessário 

até que o volume assoreado seja suficiente para impedir a respectiva utili

zação em conformidade com o objectivo inicial. 

Analisaremos em seguida alguns aspectos relativos às condições de 

equilíbrio QO leito de um curso de água. 

6.2 Regime de equilíbrio 

De acordo com o diagrama de Shields, para valores da tensão de atrito 

iguais ou inferiores a cerca de 0.030 (zona de escoamento em regime 

hidraulicamente liso) não há movimento do fundo. Nesta conformidade, 

226 considerando um escoamento uniforme, o valor da tensão tangencial média é 

dado por: 

r= r R"J 

Com R == h J "" senf3 = i e D == D resulta: II , g 

r ::: y h i < O 030 
pg(s-I)D - pg(s-l)D

g 
- . 



donde, com s = 2.65 , 

(6 .1 ) 

Ou seja, com uma granulometria do material de fundo, numa espes

sura da ordem de 2D90' dada por Dx == 20 h i e uma granulometria do 

material da camada superior (camada de desgaste em contacto directo com a 

fase líquida) com DI' 2: 20 h i garante-se que o fundo não entra em movi

mento. 

Na zona de escoamento em regime hidraulicamente rugoso (número 

de Reynolds rel ativo à rugosidade R. =lu.lkN /v>70 , com kN ,,=, 2.5Dso) 

teremos: 

( r) ::; 0.060 
fJg s-I Dx 

donde, 

D~2:10hi 

ou, como resultados de experiências mais recentes aconselham : 

vindo, 

( r) ::;0.047 
fJg s-I DI' 

(6 .2) 

Desta análise [expressões (6.1) e (6.2)] podemos concluir que o 

declive médio do perfil de equilíbrio deverá obedecer à seguinte condição: 

D . < I' 
l cq --

(5h 

em que, e ainda de acordo com aquelas equações, (5 é uma constante que 

deverá situar-se no intervalo 13 ::: (5 ::: 20. 

6.3 Análise da resposta do leito aluvionar a alterações nos processos 
morfodinâmicos 

Em qualquer ponto ao longo de um no, a morfologia do leito 

aluvionar é ajustada em função da quantidade de sedimentos em trânsito e 
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do regIme de escoamento, apenas modificada por condições locais. Por 

conseguinte, qualquer intervenção humana no sistema fluvial deverá 

respeitar a natural tendência de um rio na procura de condições globais de 

estabilidade. 

Com base em princípios básicos da morfodinâmica fluvial, e 

considerando as variáveis mais relevantes neste processo, é possível 

estabelecer de forma simplificada (Lane, 1953), mas tendencialmente 

correcta, a seguinte relação de proporcionalidade para o perfil longitudinal 

de equilíbrio: 

. q-,DIl I oe--
cq q (6.3) 

ou noutra forma q,."' DIl oe q "' i, em que q e q-, são, respectivamente, os 

caudais líquido e sólido, em m J S-I / m.!., e DIl representa o diâmetro 

característico do material sólido transportado (normalmente DIl == Dso , 

sendo este o diâmetro de peneiração tal que 50% do material em peso é mais 

fino) . 

A expressão (6.3) traduz a tendência para o estabelecimento de um 

equilíbrio natural entre quatro variáveis. Qualquer alteração numa delas 

implica um desequilíbrio no sistema cujo novo equilíbrio tenderá a 

estabelecer-se a prazo, com a necessária contribuição de uma (ou mais) das 

restantes variáveis. 

Podemos assim, com base naquela expressão, prever respostas 

qualitativas de um sistema fluvial a modificações naturais ou a alterações 

impostas nos processos morfodinâmicos. Para melhor entendimento deste 

tipo de análise, exemplificam-se algumas situações concretas, nomeada

mente: 

i) Resposta do leito aluvionar à construção de uma barragem; 

ii) Resposta do sistema fluvial à rectificação de um troço de rio; 

iii) Resposta do leito aluvionar a uma redução do caudal sólido; 

. iv) Resposta do leito aluvionar a um rebaixamento localizado das 
cotas do fundo; 

v) Resposta do sistema fluvial a um rebaixamento do nível de base 

da superficie livre do curso de água principal; e, 

vi) Resposta do sistema fluvial a uma elevação do nível de base da 

superficie livre do curso de água principal. 



6.3.1 Resposta do leito aluvionar à construção de uma barragem 

Em consequência de uma redução da velocidade do escoamento, 

haverá deposição de material sólido na albufeira. Consequentemente, a água 

descarregada para jusante da barragem conterá uma quantidade de sedimen

tos bastante inferior a idêntica quantidade de água que entrou na albufeira, 

ou seja, o caudal sólido reduzir-se-á da quantidade q, para uma quantidade 

q, - (Figura 6.1). 

deposição 

Figura 6.1 - Resposta do leito aluvionar à construção de uma barragem 

(Cardoso, 1998). 

A 

Admitindo que se mantêm constantes o caudal líquido e o diâmetro do 

material de fundo, um novo equilíbrio só poderá então restabelecer-se 

através de uma redução do declive médio do leito do rio, i, a jusante da 

barragem, em conformidade com a relação : q ,- '" D" oe q '" r . 
De acordo com a Figura 6.1, o perfil inicial ajusante da barragem CA 

tenderá a erodir até atingir, por hipótese, o perfil C ' A, o qual, por sua vez, 

poderá regressar ao perfil CA se passar a haver mais material sólido 

disponível, o que, por exemplo, poderia ocorrer após completo enchimento 

da albufeira com sedimentos. A montante da barragem, o perfil médio do 

leito tenderá a ser paralelo ao perfil original. 229 

6.3.2 Resposta do sistema fluvial à rectificação de um troço de rio 

A eliminação de meandros é frequentemente realizada através de 

desvios, ou da simples rectificação (linearização) do leito natural de um rio . 

Uma vez que o comprimento final do troço intervencionado é inferior 

ao original , este procedimento traduz-se normalmente num aumento do 

declive médio do fundo e, por conseguinte, num aumento da capacidade de 



transporte sólido, podendo conduzir a alterações significativas das condi

ções de equilíbrio natural. 

Com efeito, a desadaptação da inclinação do rio às condições de 

transpOlte sólido pré-existentes conduz a fenómenos de deposição genera

lizada a jusante do troço intervencionado, com o consequente aumento das 

cotas do fundo e dos níveis de cheia, e a erosões que poderão ser fortemente 

indesejáveis a montante deste troço. A Figura 6.2 ilustra claramente esta 

situação. 

montante jusante 

Figura 6.2 - Comportamento do sistema fluvi al face à rectificação (lineari

zação) de um troço de rio (Cardoso, 1998). 

Importa, uma vez mais, analisar estas ocorrências à luz da expressão 

(6.3). Trata-se, neste caso, de um aumento da inclinação média do leito; ou 

seja, a inclinação original i aumenta para i+. Ora, mantendo-se o caudal 

líquido e o diâmetro do material de fundo, ocorre naturalmente um aumento 

do caudal sólido a jusante do troço intervencionado, passando de q,. para 

q, + . Este, por sua vez, é retido no troço seguinte, uma vez que neste a 

inclinação se mantém inalterada e, por conseguinte, não existe capacidade 

de transpOlte suficiente para escoar a totalidade dos caudais sólidos em 

230 excesso que aí afluem. Um raciocínio idêntico permite explicar as erosões 

que ocorrem a montante do troço rectificado. 

6.3.3 Resposta do leito aluvionar a uma redução do caudal sólido 

Seja um afluente que em condições naturais descarrega para o leito do 

curso de água principal um caudal sólido q,. Devido a intervenções 

humanas, este caudal sólido sofre uma redução significativa, passando para 

q, - . Ora, mantendo-se inalteráveis os valores do caudal líquido no curso de 



água principal e do diâmetro do material de fundo, a inclinação média do 

leito do curso de água principal, a jusante da confluência daquele afluente, 

terá de sofrer uma redução significativa, passando de i para i - , em 

conformidade com a expressão (6.3). A montante daquela confluência o 

leito evoluirá para uma configuração paralela à do leito original, embora 

com cotas finais inferiores. Esta situação encontra-se claramente ilustrada na 

Figura 6.3. 

J:>. 

Figura 6.3 - Comportamento do leito aluvionar tàce a uma redução do caudal 

sólido. 

6.3.4 Resposta do leito aluvionar a um rebaixamento localizado das 
cotas do fundo 

Esta situação configura uma redução da inclinação média do leito a 

jusante da área intervencionada, passando de i para i- ; por conseguinte, 

com um comportamento idêntico ao indicado no ponto anterior, ou seja, nas 

proximidades da zona intervencionada ocorrerá a prazo uma redução 

generalizada das cotas do fundo, tanto para jusante como para montante 

daquela zona. A configuração apresentada na Figura 6.4 ilustra esta 

ocorrência. 

A simulação numérica representada nesta figura, utilizando o modelo 

fluvial_sed descrito no capítulo anterior, parte de uma situação de regime 
2"') I uniforme; trata-se, por conseguinte, de uma configuração de equilíbrio 

natural, que foi modificada devido a intervenção humana. Para o efeito, num 

instante inicial, simulou-se uma extracção de inertes no leito do rio, numa 

extensão de 100 m (entre os 950 m e os 1 050 m do troço representado) e 

com uma profundidade de 1.50 m. Foi analisada a evolução diária do leito 

do rio durante um período de 20 dias. As configurações inicial, após 3 horas, 

e final, após 20 dias de simulação, estão representadas nas Figuras 6.4 a) e 

b), sendo esta uma ampliação do troço entre os 750 m e os 1 400 m. 
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a) Configurações do leito: inicial (em regime uniforme), 3 horas após uma 

extracção localizada de sedimentos (a tracejado) e 20 dias após esta 

extracção (a cheio) . 
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b) Amp liação do troço entre os 750 m e os 1400 m. 

Figura 6.4 - Comportamento do leito aluvionar face a um rebai xamento loca

li zado das cotas do fundo. 

l 
I 
I 

I 

Como seria de esperar, verificam-se erosões generalizadas tanto a 

montante como ajusante da zona intervencionada. 



6.3.5 Resposta do sistema fluvial a um rebaixamento do nível de base 
da superfície livre do curso de água principal 

Esta situação poderá ocorrer em consequência de alguma das ante

riOl'es, dando origem a erosões generalizadas e provocando rebaixamentos 

nos níveis de base dos afluentes. Esta situação encontra-se claramente 

i lustrada na Figura 6.5. 

--
descida no nrvel de base 

afluente 

leito principal 

Figura 6.5 - Efeitos num afluente provocados pelo rebaixamento do nível de 

base da superflcie livre do curso de água principal (Cardoso. 

1998). 

6.3.6 Resposta do sistema fluvial a uma elevação do nível de base da 
superfície livre do curso de água principal 

Esta situação poderá surgir em consequência de alguma das duas 

primeiras ocorrências, dando origem a deposições generalizadas provocando 

elevações dos níveis de base dos afluentes, reduzindo a capacidade de trans

porte destes e criando condições para cheias, normalmente indesejáveis . 

Esta situação encontra-se ilustrada na Figura 6.6. 

Costa 

Planície 

Figura 6.6 - Efeitos num afluente provocados pela elevação do nível de base 

da superflcie livre do curso de água principal (Simons & 

Sentürk. 1976). 

2
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Em face do exposto, importa concluir que qualquer intervenção no 

meio fluvial só deverá ser realizada após rigoroso levantamento e análise da 

situação de referência e das tendências evolutivas, tendo por base as 

características geológicas e sedimentares dos leitos aluvionares. Este 

aspecto é particularmente relevante tratando-se de extrair inertes do meio 

hídrico, nomeadamente aquando da selecção dos locais de extracção. Assim, 

o comportamento do sistema hídrico deverá ser analisado globalmente, 

considerando a totalidade dos potenciais locais de extracção, devendo 

proceder-se a uma simulação computacional dos processos morfodinâmicos 

a médio e longo prazos, procurando antecipar a resposta de todo o sistema 

no seu conjunto, desde a nascente até à foz . 

6.4 Teorias de regime 

Considerando elevados números de observações efectuadas em 

diferentes rios e canais, elaboraram-se métodos empíricos que permitem 

prever as características geométricas de canais de fundo móvel em equilíbrio 

a partir do caudal líquido que se escoa em regime permanente e da dimensão 

do material de fundo. 

Estas teorias apenas devem ser utilizadas em dimensionamentos 

expeditos. No entanto, os seus resultados podem .fornecer boas indicações, 

ou constituir condições iniciais para aplicações de modelos computacionais 

dos tipos desenvolvidos nos capítulos anteriores. 

Genericamente, as teorias de regime apenas deverão ser aplicadas nas 

seguintes condições: 

- escoamento permanente e com números de Froude inferiores à 

unidade; 

- caudal sólido permanente e com Dso «h; 

- inexistência de curvas ou outras perturbações que alterem 

significativamente o paralelismo das linhas de corrente; 

- secção transversal B > 3h e com o ângulo dos taludes marg1l1als 

próximo do ângulo de talude natural; 

- fundo e margens hidraulicamente lisos; e, 

- escoamento suficientemente estabelecido para permitir que o equilí-

brio seja atingido e o canal seja estável. 



Em geral as equações apresentadas nas teorias de regime não são 

homogéneas pelo que impOlia respeitar as unidades indicadas. 

Entre as principais teorias de regime encontram-se as duas que apre

sentamos em seguida (Lacey, 1958, e Simons & Albertson, 1963). 

6.4.1 Teoria de regime de Lacey 

Equações válidas para secções trapezoidais com taludes inclinados a 

1.5: 1; são as seguintes: 

h=0473(;f 
B =4.840jQ 

u = 0.442 QI/6 11/3 

[ 51) 
i = 3.02 . 10-4 ~ 

Q 

(6.4) 

sendo h (m) a profundidade méd ia do escoamento; B (m) a largura média da 

secção transversal (m); u (ms - I
) a velocidade média do escoamento; Q 

(m ) s -I ) o caudal que se escoa em regime permanente; i a incl inação do 

leito do canal , e I o factor de sedimentação, expresso por: 

I = 1.59~D5o 

em que Dso é o diâmetro mediano do material de fundo (mm) . 

6.4.2 Teoria de regime de Simons & Albertson 

Utiliza as seguintes equações: 

P = k QO.50 . R = k QO.36 
I ' II 2 

h = 1.21R (R" <2.13m) 

h = 0.93R" + 0.61 (R" ~ 2.13 m) 

B = 0.98 P + 0.70 

=k (R 2 .)1' . ~= k (UB) O.)7 
u ) "I, . 4 

ghl V 

{2 equações a 2 incógnitas(u, i)} 

(6.5) 
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com Q em m 3s- l
, P em m, R" em m, h em m, B em m, u em ms - I

, a acele

ração da gravidade g=9.81 ms -2 e a viscosidade cinemática v",1.14 . 10 -6 

/11 2S - 1 (T= 15°C). 

Os valores de k
" 

k2 , k3' k4 e Ji dependem dos tipos de fundo e 

margens; são dados por: 

• Fundo e margens de areia, 

k, = 6.30, k2 = 0.57, k3 = 9.30, k4 = 0.33 e Ji = 0.33 

• Fundo de areia e margens coerentes, 

k , =4.71, k2 =0.48, k3 =10.81 , k4 =0.54 eJi=0.33 

• Fundo e margens coerentes, 

k, =4.00, k 2 =0.4 1, k3 "",11.40, k4 =0.87 eJi "'" 0.31 

• Material grosseiro não coerente, 

k , =3.20, k2 =0.25, k3 =12.00, k4 "",1.20 eJi=0.29 

O emprego de diferentes teorias de regime conduz normalmente a 

outros tantos resultados com diferenças muito significativas. Numa fase 

preliminar e ainda num estudo prévio de regularização fluvial poderá optar

-se por uma média dos resultados encontrados ou, porventura melhor, optar 

pela teoria cujos resultados mais se aproximem da forma do leito pré-exis

tente. Deste modo reduzir-se-ão ao mínimo as alterações a efectuar. 

Exemplo 6.1: 

Aplicar as teorias de regime de Lacey e de Simons & Albeltsoil para a 

determinação das características geométricas de um troço de rio, neste caso 

o leito central do Baixo-Mondego, considerando: Q = 340 m 3 
S- I , 

D so = 2. 1 mm, o fundo de areia e as margens com fraca erodibilidade 

(elevada coerência) (Lencastre & Franco, 1984). 

Resolução: 

Teoria de regime de Lacey 

f = 2.30 mm 1/2 

h=2.50m 

B = 89.25 m 

u=1.54ms -1 

i = 4.6 . 10-4 



Teoria de regime de Simons & Albertson 

P = 86.85 m 

R" = 3.91 m 

h = 4.25 m 

B = 85.63 m 

LI '" 1.09 ms- I 

i", 0.62 . 10-4 

Considerando primeiras estimativas obtidas com base em teorias de 

regime e posteriormente verificadas/rectificadas recorrendo a modelação 

numérica, com base no modelo matemático de Saint-Venant, apresentam-se 

na Figura 6.7 pormenores do perfil transversal-tipo do leito central e a 

definição dos leitos regularizados do Baixo Mondego, adaptados de 

Lencastre & Franco (1984). 

o 5 10 !TI 
- =------, 

2,50- 5,00 

o--~-

~ l I L . 
~ 2 óFlLJ o 2m 

-=--=-= 

Figura 6.7 - Regularização do Baixo Mondego (adaptada de Lencastre & 

Franco, 1984). 
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00340111% (COIMBRA) 
00383,8 m% (F. FOZ) 

OM 1200 m% (COIMBRA) 

OM 2955 111 % (F. FOZ) 

1 
~8,00 - 142,20 

112,00 - 380,00 
'---

OM - CAUDAL DE MÁXIMA CHEIA 

0 0 - CAUDAL DOMINANTE 

Figura 6.7 - Regularização do Baixo Mondego (adaptada de Lencastre & 

Franco, 1984) (continuação). 

De acordo com Lencastre & Franco, 1984, as formas das secções 

transversais adoptadas garantem um equilíbrio dinâmico entre o material 

afluente e a capacidade de transporte desse material; garantem, por outro 

lado, o escoamento de caudais de cheia importantes sem inundação dos 

campos marginais. 

6.5 Aproximação racional 

Uma aproximação racional baseada nas fórmulas de transporte 

sedimentar de Ackers & White (1973) é apresentada em White, Bettess & 

Paris (1982). Esta teoria sugere o seguinte procedimento para o projecto de 

canas aluviais estáveis: 

1. Estima-se a velocidade de atrito, u. = ~ g R" i ; 

2. Determina-se Dgr' para uma determinada granulometria D e 

temperatura da água, através de Dgr = D[g(s -I)/V 2 ]1/3 
; 

3. Obtém-se FIg através de F rK = u. / ~ g D(s -1) ; 

4. Resolve-se 1 - [(Fgr - E )/(FI.~ - E)] = 0.76 (1 - e - (lo)!.", D,.)17 ) para 

obter FI!" ' com E igual a 0.17, ou dado por E = 0.14 + 0.23/ ~ D<r , 

consoante o valor de D!!.r é superior ou inferior a 60, respectiva

mente; 



5. Por último, obtém-se a velocidade u através de, 

e determina-se Q. 

Este procedimento exige o conhecimento prévio da profundidade h e 

do declive i do canal. Combinando estas mesmas expressões e considerando 

a relação (5.27), partindo de valores conhecidos do caudal Q, da concen

tração de sedimentos q" / q , da granulometria do fundo D e da temperatura 

da água, é possível obter valores para a largura, profundidade, velocidade e 

declive que maximizam a capacidade de transporte para uma determinada 

concentração de sedimentos (White, Bettess & Paris, 1982). 

6.6 Aproximação com base na contribuição das forças transversais de 
atrito 

Cao & Knight (1998) apresentam uma solução para o dimensiona

mento de secções transversais de canais aluviais estáveis, baseada na 

contribuição do escoamento secundário para a redistribuição das tensões de 

atrito nas fronteiras/margens do canal. 

Assim, considerando a geometria da secção transversal de um canal, e 

a correspondente notação apresentada na Figura 6.8, são deduzidas as 

características geométricas da secção com base num perfil transversal 

estável com forma paraból ica j unto às margens e em considerações de 

equilíbrio na região central resultantes da anulação do caudal lateral sólido 

transpoliado por arrastamento. 

z ""7 H(y) 

Í'... l!-Ij lHe Y y 

J O J 
L hl2 hl2 L 

B 

Figura 6.8 - Secção transversal de um canal estável e notações (Cao & 

Knight, 1998). 

É assumido que o equilíbrio da região central da secção transversal do 

canal é atingido quando o caudal sólido lateral, q", for nulo e o transporte 
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longitudinal por arrastamento, q,o' for positivo nesta região, assegurando 

assi m a estabilidade dinâmica do canal. O caudal só lido ql1 é dado por 

ql1 =-0.75q, (e)e)02; (dz/dy), sendo e , e e os parâmetros crítico e 

efectivo de Shields; pode tomar-se, em primeira aproximação, e, "" 0.034 

(valor médio sugerido por diversos autores). 

Conhecidos o caudal líquido, Q, a inclinação da superfície livre, S, e 

as características do material sólido do fundo e margens do canal (D, ), Cao 

& Knight (1998) recomendam o seguinte procedimento para o projecto de 

canais aluviais estáveis: 

I . Calcula-se a profundidade na região central do canal, H" através 

de, 

[P, /(p-I)]D, e, 
S(I - fJ) 

em que fJ representa o gradiente lateral da força devida ao escoa

mento secundário, por unidade de comprimento do canal; é dado 

por fJ = ['/(p gS HJ = [I/(p gS HJ][a(p UV H, )/ay]. Em primei

ra aproximação poderá tomar-se f3 "" O. 15 . 

2. Calculam-se os valores adimensionais da altura (H,~,), da largura 

( B' ), da área (A,~,) , do perímetro molhado (P,,:) e do raio 

hidráulico (RJ:II/) das margens do canal, utilizando as seguintes 

expressões ( ' designa variáveis adimensionais): 

H,:, ( y) = 1- [u (y - b/2)']2 /4 
(B - b)' = 4/ ft 
A,~, = 8/(3ft) 

p,,: =2~~I+ft 2 +fogc~+~I+ft 2 )Vft 2 

R':II/ = 4 (ft/3 )/~ ~I + ft 2 + foge ~ + ~I + ft 2 )] 

em que ft = fan r/J, sendo r/J o ângulo de repouso dos sedimentos; 

(y-b/2)' =(y-b/2)/H,; H,:,C·)=H(.)/H, ; B' =BII//H,; 
A' = A IH 2 e p ' = P /H . 

lJ1 11/ C 11/ 11/ (' 

3. Fixa-se a largu ra da região central do canal , b. 

4. Calculam-se os valores adimensionais da largura (B ' ), da área 

(A ' ), do perímetro molhado (P' ) e do raio hidráulico (R,:) para 

toda a secção do canal através das seguintes expressões: 



B' =b' +4/j.1 

A' =[1+8/(3j.1b' )]b ' 

p' =(I+P,,;/b' )b' 

R,; = [I + 8/(3j.1 b')] /(1 + P,,; / b' ) 

em que b'=b/He,B'=B/He,A'=A/H,2, P'=P/He e 

R,:=R,,/He ' 
5. Calculam-se as dimensões dos parâmetros hidráulicos: B, A, P e 

R". 
6. Usa-se uma lei de resistência adequada para calcular a velocidade 

média do escoamento, Ue' na secção transversal do canal. 

7. Multiplica-se a área da secção transversal obtida em 5. pela veloci

dade média calculada no passo 6., para obter o caudal Qe' Se o 

caudal obtido Q, for igual ao caudal do escoamento Q, as caracte

rísticas geométricas hidráulicas da secção foram obtidas correcta

mente. Caso contrário, volta-se ao passo 3. para aj ustar o valor de 

b e repetir os passos 4. a 6. 

8. Finalmente, uti liza-se a expressão z,;, (y) = {[u (y - b/ 2 r r Y 4 e os 

valores de b e H obtidos previamente para determinar a totalidade 

do perfil hidráulico do canal. Note-se (Figura 6.8) que esta 

equação permite determinar o perfil das margens (neste caso o da 

margem direita, com y positivo, obtendo-se o da margem esquerda 

por simetria) em função da coordenada lateral y tomada a partir da 
linha central do canal (y::::: b/2). 

6.7 Aspectos construtivos 

A utilização de qualquer aproximação que, embora baseada em con-

ceitos físicos, recorra a factores e parâmetros semi-empíricas, naturalmente 241 

que apenas terá validade para os trechos de rio que verificam as hipóteses de 

partida. Na realidade, como se mostra na Figura 6.9, para o caso do rio 

Mondego, as características de um rio variam muito desde a cabeceira até à 

foz. Por conseguinte, não existirá uma única secção transversal válida para 

todo o percurso do rio, mas existirão tantas secções-tipo quantas as varia-

ções consideradas dos principais parâmetros e factores que o caracterizam, 

em particular, o declive, a largura e a profundidade do escoamento. 
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Na definição dos perfis longitudinais e transversais-tipo de lima obra 

de regularização fluvial importa ter presente não só a elevada heteroge

neidade dos parâmetros hidráulicos e características geológicas dos terrenos 

ao longo do curso de água, mas também as condições pré-estabelecidas Oll 

existentes e ainda outras condicionantes locais, nomeadamente de ordens 

construtiva e económica, bem como o funcionamento global do sistema. 

Ao tirar partido das condições pré-existentes, a solução integrada 

adoptada para o escoamento dos caudais afluentes ao Baixo Mondego 
(Figura 6.9), nomeadamente através de um leito central dimensionado para 

canalizar os caudais de cheia com uma determinada probabilidade de 

ocorrência, adoptando secções transversais compostas como as apresentadas 

na Figura 6.7, e leitos periféricos laterais para colectar os caudais das linhas 

de água de menores dimensões constitui um bom exemplo de regularização 

fluvial. 

FI(jtJl~JR" 

N 
Ü COIMBRA 

:~~~0 

--- LEITOS REGULARIZADOS 

~d VALE CENTRA L 

1·:·:·:·:·:·:·:·:·:·:·:·:1 VALES LATERAIS 

Figura 6.9 - Regularização do Baixo Mondego: definição dos leitos regula

rizados e perfil longitudinal do leito central (adaptada de 

Lencastre & Franco, 1984). 
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___ FUNDO DO LEITO REGULARIZADO 
_ ._ ._ .- FUNDO DO LEITO ACTUAL 
--- TERRENO MARGINAL 

Figura 6.9 - Regularização do Baixo Mondego: definição dos leitos regula

rizados e perfil longitudinal do leito central (adaptada de 

Lencastre & Franco, 1984) (continuação). 

6.8 Profundidades máximas de erosão junto de obstáculos implantados 
em meios fluviais 

Não se pretende apresentar nesta secção um desenvolvimento 

exaustivo sobre esta matéria, mas tão-somente, e à semelhança de outras 

matérias expostas ao longo deste capítulo, resumir algumas das formulações 

sem i-empíricas mais recentes, constantes na literatura da especialidade, para 

a determinação de profundidades máximas de erosão de equilíbrio, 

desenvolvidas com alguma base analítica e calibradas com resultados 

experimentais. 

O objectivo é desenvolver uma metodologia que contemple as 

formulações aqui apresentadas, tendo em vista inter-compará-Ias e definir 

critérios/opções para a obtenção dos resultados finais a considerar, ou para a 

selecção da formulação que, em cada caso, se revele mais adequada. 

As abordagens existentes para a quantificação das erosões localizadas 

distinguem fundamentalmente três abordagens: teorias de regime, análise 

dimensional e métodos analíticos. 
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6.8.1 Fórmulas baseadas em teorias de regime 

Tendo fundamentalmente por base os trabalhos de Veiga da Cunha 

(1971) e Couto (2000), referem-se a fórmula desenvolvida por Lacey 

(1929), o qual considera a profundidade de erosão localizada junto de um 

obstáculo saliente da margem igual à profundidade do escoamento definida 

de acordo com a teoria de regime do mesmo autor. Esta profundidade, he , é 

assim traduzida por uma das equações apresentadas na secção 6.4 . 1 Teoria 

de regime de Lacey, e que aqui se reproduz: 

( )

1/3 

he = 0.473 7 (6.6) 

em que o valor de f é igualmente definido por f = 1.59 ~ D so , com Dso em 

mm. 

Também lnglís (1949) apresenta uma formulação obtida com base em 

numerosas observações de erosões junto de pilares de pontes, de esporões e 

de diques, tendo obtido a seguinte expressão (6.7): 

(6.7) 

sendo ho a profundidade média do escoamento na zona não perturbada pelo 

obstáculo e K, um coeficiente determinado por Inglis, com valores pró

ximos de 2 para erosões junto de pilares e com valores entre 2 e 4 para 

erosões junto de esporões e encontros. 

Diversas formulações são ainda apresentadas em Veiga da Cunha 

(1971), concluindo que a fórmula que melhor reproduz a profundidade de 

erosão localizada junto de obstáculos em rios com fundo inóvel é dada, em 

244 unidades métricas, por (6.8): 

q 2/3 
h,, =K -

• " DI/6 
so 

(6.8) 

em que q (m 2 S- I) é o caudal por unidade de largura e K" assume valores 

variáveis de acordo com o tipo de obstrução, compreendidos entre cerca de 

1.15 e 1.21. 



6.8.2 Fórmulas baseadas na análise dimensional 

Alguns dos principais estudos referidos na bibliografia e por ordem 

cronológica devem-se a Ahamad (1953), Garde et aI. (1961), Liu et aI. 
(1961), Veiga da Cunha (1971) e Froeh I ich (1989). O primeiro apresentou a 

seguinte expressão (6.9) para obter a profundidade de erosão, h
e

, junto de 

um esporão: 

h = K q2/3 - h 
C! A o (6.9) 

em que K A é um coeficiente cujo valor depende da distribuição da veloci

dade na secção transversal do escoamento e da orientação do esporão, e q é 

o caudal por unidade de largura. 

Garde et aI. (1961) propuseram a seguinte formulação (6 .10), também 

para a profundidade máxima de erosão junto de esporões, função do número 

de Froude, F;. = ui ~ gho : 

h=h(K . ~PI/l-l) c o G r a 
(6.10) 

em que K(j e m são determinados em função do coeficiente de resistência 

ao escoamento, CD' sendo este parâmetro dado por (Couto, 2000): 

representando w" a velocidade de queda das pattículas sólidas. 

Liu et aI. (1961) apresentaram uma expressão para a profundidade de 

erosão em encontros de pontes, em condições de transporte sólido genera-

1 izado; esta expressão escreve-se: 

[ )

0.4 

h =h K ~ pl/3 

c o P h r 

O 

(6 .11) 

em que L é o comprimento do obstáculo (encontro ou esporão) e K I' é 

função da forma dos encontros, tendo valores entre cerca de I. I O para 

paredes verticais a 2.15 para encontros com taludes inclinados a I: 1.5 (v:h). 

Veiga da Cunha (1971) apresentou as seguintes expressões (6 .12) em 

função da orientação dos obstáculos salientes das margens: 
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he = 2.20 .i... h"h\ ~ ho [ )
0.16 [ )0.91 [ )0.14 

ho ho u. 

[ )
0.30 [ )0.95 [ ) 0. 15 

he = 1.65 ~ h~:s :~ ho (6.12) 

[ )
0.26 [ )0.98 [ )0.14 

he = 1.80 ~ ~:\ :~ ho 

em que hnhs representa a altura do obstáculo. 
Froehlich (1989) sugeriu as seguintes expressões (6.13), respecti

vamente para erosões sem transporte sólido e com transporte sólido 

generalizado: 

h = O 78 K K (L/h )0.63 (h /D )0.43 F 1.16 -1. 87 h 
e . r () ° ° 50/, 0' IJ ° 

(sem transporte general izado) 

(6.13) 

L 0.6 1 

[ )

0.43 
he = 2.27 Kr K o h; F,. ho 

(com transporte generalizado) 

em que O'[) = O. 5(Ds4 / D 50 + D 50 / D 16 ) é o coeficiente de gradação, e o factor 
de forma K t toma valores desde cerca de 1.0 para esporões ou encontros 

com paredes verticais a cerca de 0.50 para taludes inclinados a I: 1.5 (v:h). 

Para atender à orientação do esporão ou do encontro com o escoa

mento Froehlich sugeriu a seguinte relação para K o: 

com o ângulo e em ("). 

6.8.3 Fórmulas baseadas em métodos analíticos 

Os principais estudos baseados em métodos analíticos foram 

desenvolvidos por Laursen & Toch (1956), Laursen (1958 e 1960), Gill 

(1972) e Lim (1997). 



Com base nas equações de continuidade do caudal para a fase líquida 

e para o transporte de sedimentos, Laursen deduziu expressões para 

encontros enraizados no leito maior e atingindo o canal principal com 

transporte sólido generalizado; apresentou a seguinte equação (6.14): 

[[ )

1.7 1 ~=2.75~ he +1 -1 
ho ho I. 15 ho 

(6.14) 

a qual, para a gama de valores práticos, se pode escrever: he = 1.5 .Jh;L . 
Para o caso de escoament~ sem transporte sólido generalizado e para 

obstáculos que não se estendam para além do leito maior, Laursen deduziu a 

expressão (6.15), que é função da relação entre a tensão tangencial efectiva 

no fundo e a tensão tangencial crítica de arrastamento: 

(6.15) 

Admitindo um estreitamento extenso e com base numa equação de 

transporte sólido, Gill apresentou o seguinte modelo (6.16) para a profundi

dade de erosão localizada junto de esporões: 

3/7 

-I (6 .16) 

em que B é a largura da secção transversal do canal, o expoente m varia 

entre 1.5 e 3.0, e a G traduz a relação entre a erosão junto de esporões e a 

erosão por contracção em estreitamentos; é dado por a(j = 8.375 (Dso/ ho t 2s . 
Para o movimento do fundo apenas na vizinhança do obstáculo, a 

fórmula de Gill escreve-se: 

(6.17) 

e para taxas e levadas de transporte sólido generalizado obtém-se, 
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[ [ )
0.25 ( ) (6/7-3/7 111) 1 

h = h 8.375 D 50 _B_ -I 
e ° h B-L 

° 
(6.18) 

Para a previsão da profundidade máxima de equilíbrio junto de 

obstáculos colocados perpendicularmente à margem e com o escoamento 

sem' transporte sólido generalizado, Lim (1997) propôs o seguinte modelo 

(6.19), aplicável para uma parede vertical: 

em que F" é o número de Froude densimétrico e B, é o parâmetro de 

Shields na condição de início do movimento. 

Esta equação poderá ainda escrever-se em função de u. lu., ' vindo: 

2 [~]0. 75 0.9 [!:...]0.50 + 1 _ 2 

u" ho 
(6 .20) 

6.8.4 Critérios sugeridos por MelvilIe e Dongol 

Estes critérios foram desenvolvidos por Melville (1992, 1995, 1997) e 

Dongol (1994) na Universidade de Auckland, para a determinação das 

profundidades de erosão de equilíbrio junto de pilares de pontes, com 

possibilidade de incluir canais com geometria de secção composta. A forma 

genérica da equação proposta escreve-se: 

(6 .21 ) 

em que N". é um parâmetro adimensional , com a variável he incluída sob as 

248 formas he I L e he lho, por exemplo, e os parâmetros K representam a 

influência dos diversos factores na profundidade de erosão. Assim, Ku 
traduz o efeito da velocidade média do escoamento não perturbado, Kf) 

traduz a influência da dimensão dos sedimentos, K" traduz o efeito da 

forma da curva granulométrica, Ko traduz a influência do alinhamento do 

obstáculo em relação à direcção do escoamento, K I traduz o efeito da 

forma do obstáculo, K x traduz a influência da forma da secção transversal 

do escoamento e rp (h./L) designa uma função de hol L . 



Dongol introduziu maIs dois parâmetros na equação anterior que 

traduzem, respectivamente, o efeito da profundidade do escoamento nos 

obstáculos CUltoS, K", e o efeito do comprimento dos obstáculos nas 

restantes situações, KI.' Este critério consiste assim na aplicação das 

seguintes equações (6.22): 

(6.22) 

Os parâmetros K" e K L 

(6.23): 

são dados pelas seguintes expressões 

(
h )°0

20 

K" = l -0.20 0< L/ho < 2 

( )
0030 ()0020 

K L = O. 19 ~ + O. 10 ~ (6.23) 

Kl. = 1.0 L/ ho > 100 

Os restantes parâmetros K têm as expressões que se apresentam em 

seguida. Assim, para o parâmetro que traduz a influência da velocidade 

média do escoamento não perturbado, Ku, Dongol sugeriu: 

u/u, < 0.5 

0.5 ~ u/u, < 1.0 
(6.24) 

em que u representa a velocidade média do escoamento não pelturbado e 

U, a correspondente velocidade média crítica. 

Dongol sugeriu o cálculo de K" em função do coeficiente de 

gradação, O"/), para diferentes valores da relação [u - (ue - U, )Yu, , a partir 

do gráfico da Figura 6.10, com Uo == u, U(/ == ue e U(/, == u" sendo ue a 

velocidade de ruptura do encouraçamento. 

Ainda segundo Dongol, o parâmetro K f) é calculado por: 
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Figura 6.10 - Quantificação do efeito da distribuição granulométrica (Couto, 

2000). 

[ )

0.22 

K D =0.44 ~ 
Dso 

L/Dso < 40 (6.25) 

Entretanto, Melville (1997) não inclui o coeficiente K" na equação 

6.21, considerando o efeito deste parâmetro na quantificação do efeito da 

velocidade, sendo o correspondente parâmetro Ku obtido através de: 

u-(u -u) K = e c 
U -

u,. 

u - (Ue - uJ < 1.0 

u,. 

Ku = 1.0 
u - (Ue - uJ 2: 1. O 

u,. 

Também para o coeficiente K D' Melville (1997) sugeriu: 

K D =0.5710g,0 [2.24~) ; L/Dso <40 
Dso 

(6.26) 

(6.27) 

250 Em relação à forma do obstáculo, Dongol sugeriu a seguinte 

correcção (6.28) aos valores de K r apresentados na Tabela 6.1 (Couto, 

2000): 

K; = K f L/ ho ~ 2 

K; =Kf +0087(I-K/ )[05[~)-10] 2<L/h, 525 (6.28) 

K ; = 1.0 L/ho > 25 



De igual modo, Melville (1997) sugeriu uma correcção idêntica para 

os valores de Kf' utilizando as mesmas equações de Dongol nos intervalos 

LI ho ~ 2 e LI ho > 25; entretanto, para os valores intermédios de LI ho 
Melvi lle sugeriu: 

Tabela 6. 1 - Factores de forma, K" apl icáveis a esporões fluv iais e a 

encontros de pontes. 

Obstáculo Autor 

N" 
Field Laursen V. da Breusers e Wong Tey Melville Dongol 

Forma ( 1971) (1970) Cunha Raudkivi (1982) (1984) (1992) (1994) 
(1 973) (1991) 

J.:- 1 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 

J}:- 2 1,0 

k 3 1,0 

r 4 0,80 

jj}- 5 0,85 0,90 0,87 0,70 0,75 0,80 

~ 6 0,95 

! ' 

.;;;:;;::- 7 0,82 0,75 0,90 

~ 8 0.80 0.85 0,60 0,70 0,50 0,51 

~ , , 9 0,90 
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Para a orientação do obstáculo são aplicáveis as seguintes 

expressões (6.30): 

K; =Ko 

K; = K o + (I - K o) [I.5 -0. 5 ~ 1 
K; = 1.0 

(6.30) 

com os valores de Ko obtidos a partir do gráfico da Figura 6. 11 , em que 

e representa o ângulo de incidência, medido entre o eixo do obstáculo e a 

margem de jusante. 

1,2 

Ke 
1,1 

1,0 

/' 
~ 

0,9 /' + 

/0 
ó . 
x 

0,8 '" . 
0,7 

o 20 40 60 80 

~ 
/f 'rJ -r 

100 

x 
x 

ó 

• Ahmad (1953) 

+ Laursen (1958) 

" Sastry (1962) 
o Zaghloul (1983) 
t; Kwan (1984) 
X Kandasamy (1985) 

120 140 160 180 

e 
Figl1ra 6. 11 - Variação de K f) com a orientação do obstáculo (Couto, 2000). 

A influência da geometria da secção transversal do escoamento pode 

ser traduzida através da seguinte expressão (6.31) obtida por Dongol (1994): 

(6.31 ) 

em que h, e Lc representam, respectivamente, a altura do escoamento sobre 

o leito de cheias e o comprimento do obstáculo no leito de cheias. 



Apresenta-se no ANEXO IV o programa de cálculo automático 

erosao_obs, escrito em FORTRAN, e no CD-ROM que acompanha este livro 

a correspondente versão executável (código de acesso 6669) para a previsão 

da profundidade de erosão, he , junto de obstáculos salientes de margens, 

segundo os critérios de Melville (1992,1995 e 1997) e Dongol (1994). 

6.8.5 Modelação numérica das erosões localizadas junto de obstáculos 

Pretende-se utilizar o modelo matemático 2DH descrito no Capítulo 5 

(modelo morfodin) para simular a evolução de um fundo móvel nas proxi

midades de um obstáculo e comparar os resultados obtidos com dados dispo

níveis na bibliografia. Complementarmente, comparam-se as profundidades 

máximas da cavidade de erosão obtidas por aquelas duas vias com o valor 

dado pelo programa de cálculo automático erosao_obs, descrito na secção 

anterior. 

Exemplo 6.2: 

Aplicar o programa de cálculo automático erosao_obs, desenvolvido 

na secção 6.8.4 Critérios sugeridos por Melville e Dongol, para a previsão 

da profundidade de erosão, h", considerando as condições do exemplo cujos 

resultados experimentais e da simulação numérica são apresentados na 

Figura 6.12. 

O.lO 

t. V, 
v, 

O.II) +-~-t-~--!---+---+-----i 
UI) ' 11l 611l 4/1l 1011l 

a) Configuração de equilíbrio obtida após 6.20 h e dados obtidos em sondas 

experimentais situadas sensivelmente a meio do paramento de montante 

(V I) e junto à cabeça do esporão (V 2) (Couto, 2000). 

Figura 6. 12 - Dados experimentai s e resultados numéricos obtidos para a 

evolução da cavidade de erosão, sensivelmente a meio do 

paramento de montante de um esporão. 
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b) Evolução da cavidade de erosão sensivelmente a meio do paramento de 

montante do esporão. 

Figura 6.12 - Dados experimentais e resultados numéricos obtidos para a 

evolução da cavidade de erosão, sensive lmente a meio do 

paramento de montante de um esporão (continuação). 

A situação analisada corresponde à modelação da evolução de uma 

cavidade de erosão provocada pelo escoamento de água num canal com 10 

m de comprimento por 1.8 m de largura, e onde existe um esporão com 0.37 

m de comprimento, simulado através de um prisma rectangu lar que termi na 

com uma cabeça cilíndrica. 

Neste canal circula um caudal de 0.045 m 3 
S - l, a que correspondem 

uma profundidade aproximada de 0.092 m e uma velocidade méd ia de 0.27 

m S - l. O fundo é constituído por areia com um diâmetro mediano 

D so :::; 0.32 mm. 

Resultados: 

A concordância entre os resultados nu méricos e os dados experimentais 

pode considerar-se bastante satisfatória. Para a profundidade máxima de 

erosão de equilíbrio obteve-se um valor numérico aproximadamente igual 

a 0.12 m, um pouco inferior aos cerca de 0.15 m obtidos experi

mentalmente. A aplicação do programa erosao_obs estimou um valor 

ainda superior para esta profund idade, na ordem dos 0.21 m. Uma 

possível justificação para este facto poderá dever-se a efeitos de escala 

não contabilizados nas equações empíricas deduzidas para escoamentos 

. em protótipo (a adoptar em fase de projecto). Nesta conformidade, em 



condições reais deverão aproxImar-se os valores estimados pelas dife

rentes vias, situando-se dentro de aproximações realistas para este tipo de 

problemas. 

6.9 Protecção contra as erosões localizadas 

o .maior responsável pelas erosões localizadas que ocorrem na 

vizinhança de obstáculos é o vórtice principal (Figura 6.13). Por conse

guinte, qualquer sistema de protecção contra estas erosões deverá visar uma 

actuação directa ou indirecta sobre aquele vórtice, com o objectivo de 

reduzir a sua intensidade ou de proteger convenientemente as zonas onde a 

sua acção se faz sentir mais intensamente. 

vórtice principal escoamento descendente 

- ----
Figura 6.13 - Vórtice principal associado ao escoamento descendente (Couto, 

2000). 

Em princípio, as características gerais do escoamento, nomeadamente 

a velocidade e a profundidade, ou mesmo a geometria global do leito, como 

por exemplo uma curvatura em planta ou ainda a meandrização de um leito 

são imutáveis, isto é, assume-se que sobre estas características não se vai 

actuar. 

Nesta conformidade, a solução deverá passar por: 

1. analisar e corrigir outras características locais do escoamento, quer 

influenciando-o directamente, como por exemplo reduzindo a 

componente descendente do escoamento junto à estrutura, quer 

actuando sobre a posição, dimensões e geometria do obstáculo, 

quer ainda recorrendo a determinadas estruturas ligadas ou próxi

mas do obstáculo; ou, 
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2. controlar a erosão, substituindo o material do leito na vizinhança 

do obstáculo por um material fixo , ou por um material incoerente 

de granulometria adequada. 

Naturalmente que a escolha do tipo de protecção a utilizar, em cada 

caso, deverá resultar da comparação entre o custo da protecção e a economia 

conseguida nas fundações do obstáculo. 

Ainda segundo Veiga da Cunha (1971), os principais métodos de 

protecção contra as erosões junto de pilares de pontes podem classificar-se 

em cinco grupos: i) actuação sobre a posição, a geometria ou a rugosidade 

do pilar; ii) construção de estruturas de protecção adjacentes ao pilar; iii) 

construção de estruturas de protecção a montante do pilar; iv) actuação 

directa sobre o escoamento, e/ou v) estabilização do leito. 

Em relação ao primeiro método, importa sublinhar que a eficiência da 

protecção está fortemente condicionada pelo ângulo de ataque e, por 

conseguinte, só tem sentido falar numa determinada forma de protecção 

associada a um certo ângulo de ataque. Assim, têm sido propostos pilares 

com a geratriz ou a face de montante inclinada, por forma a que se gere um 

escoamento ao longo da cabeça do pilar, capaz de contrariar o escoamento 

vertical descendente. Outras soluções apontam para a existência de fendas 

ou de furos nos pilares com o objectivo de contrariar o gradiente de pressões 

adverso que origina a formação do vórtice principal. 

O segundo método consiste no emprego de abas horizontais em torno 

do pilar, ao nível do fundo ou abaixo deste, com o objectivo de contrariar a 

formação de correntes secundárias descendentes e limitar a acção do vórtice 

principal. 

Sobre as estruturas de protecção a montante do pilar, como por 

exemplo outros pilares ou painéis, em particular pilares cilíndricos 

256 submersos em número de três ou cinco dispostos em V com o vértice 

voltado para montante, parecem fornecer uma protecção eficaz. 

A actuação directa sobre o escoamento consiste em aspirar o 

escoamento ao longo das linhas de estagnação na cabeça do pilar por forma 

a evitar ou reduzir o escoamento descendente vertical junto do pilar, ou 

ainda injectar um líquido no seio do escoamento, junto à cabeça do pilar, 

por forma a modificar a distribuição de pressões em torno do pilar. Este 

método, na sua aplicação prática, parece ser pouco eficaz. 



Finalmente, a estabilização do leito consiste: i) na utilização de 

enrocamento a granel ou em invólucros; ii) na utilização de inertes naturais 

ou al1ificiais contidos em invólucros de rede metálica ou de plástico 

(gabiões); iii) na utilização de tapetes flexíveis formados por blocos 

pesados, de betão ou de pedra, convenientemente ligados ente si, ou ainda, 

como soluções limite, iv) em pavimentar o leito, formando um revestimento 

resistente à erosão. 

Para uma protecção por enrocamento a granel encontram-se na 

bibliografia diversas formulações para o cálculo da distribuição e caracte

rísticas (dimensões) deste material. 

Considerem-se as seguintes relações entre os diâmetros D" , D, e D , 

em que D" representa a dimensão de um cubo de volume equivalente e D , 

o diâmetro de uma esfera de volume equivalente: D" = (W / P ) 1/3, 

D" = 0.806 * D , e D"so = 0.84 a 0.91 Dso, sendo Wa massa do material (em 

kg). Escarameia & May (1992) sugerem a seguinte expressão (6 .32) para o 

cálculo do D"so: 

u2 

D =C / 
,,50 '2g(s - l) (6.32) 

em que D"so (m) representa a dimensão característica do material (cubo de 

volume equivalente); C, = 12.3 . TI- 0.20, sendo TI uma medida da 

intensidade turbulenta, que varia desde 0.12 para turbulência normal a 0.50-

0.60 para turbulência muito elevada (a jusante de zonas de dissipação de 

energia), com valores da ordem de 0.35 para turbulência já elevada (em 

torno de estruturas do tipo pilar, esporões, caixões estanques, ... ); uI é a 

velocidade do escoamento junto ao fundo (a cerca de 10% da profundidade 

local acima do fundo); g = 9.81 m 2 
S - I , e s = p,/ p . 

Por sua vez, Pilarczyk (1990) sugere a fórmula (6.33), que seguida

mente se apresenta, igualmente válida para a determinação do D"so da curva 

granulométrica do material de enrocamento a utilizar: 

D _ j1 0.035 K.,K) u 2 

"50 --( - 1)\}1~2 
S a S g 

(6 .33) 

em que Ji é um factor de correcção, que varia entre 0.75 para uma 

protecção contínua a cerca de 1.0 a 1.5 para descontinuidades ou transições; 

'I'er é um factor de estabilidade, sendo igual a 0.35 para material de enroca-
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mento; Kr é um factor de turbulência (K T * TI ), sendo igual a 1.0 para um 

rio com turbulência normal e igual a 1.5 a 2.0 para turbulência elevada (a 

jusante de bacias de dissipação e junto de pilares de pontes, por exemplo); 

K y é um factor de profundidade, sendo dado por K y = (D 1150 j h t 20 
para 

escoamentos com turbulência elevada; Ks é um factor da inclinação 

transversal, sendo dado por Ks = cos {J~I- (tanejtant/JY • (sin(t/J- X)j sent/J) , 
em que e é o ângulo da margem com a horizontal, X é o ângulo do fundo 

alterado com a horizontal e t/J é o ângulo de repouso; u (ms- I
) é a veloci

dade média do escoamento sobre a protecção. 

Para o cálculo do D <30 Maynord (1995) sugere a utilização da seguin

te expressão (6.34): 

DI l O = S,CICl"Clh[~ I hl 2

.

S 

s -1 Kcgh 
(6.34) 

em que D IlO "" O. 70D150 ; S , é um factor de segurança; C, é um coeficiente 

de estabilidade (com valores desde 0.30 para pedras angulares a 0.375 para 

pedras esféricas); Cv varia desde 1.0 em canais rectilíneos a 1.25 nas 

proximidades de estruturas hidráulicas; C, é da ordem de 1.0; Kc é um 

factor correctivo da inclinação da margem, que poderá ser obtido por 

Kc =-0.672+1.492cot{J-0.449cot 2 {J+0.045cot J {J, sendo {J o ângulo 

da margem com a horizontal. 

A espessura do enrocamento deverá situar-se entre cerca de 1.5Dso e 

I. OD1oo ; se o material for colocado a profundidades superiores a 1.0 m , a 

espessura deverá então situar-se entre cerca de 2.5Dso e I. 5D1oo ' 

Como principais critérios a adoptar para o enrocamento, CIRIA 

(2002) sugere, entre outros critérios, a seguinte composição em termos do 

w" 50 da pedra característica: 

- W100 = 2. O w"50 a 5. O WI1 S0 

- W'o = 1.0 w" so a 1.5 WI1 S0 

- W1S = 0.3 w" 50 a 1.0 WI1 S0 

Outras formulações igualmente válidas para enrocamentos, a granel 

ou em invólucros, e ainda para protecções por gabiões, são apresentadas em 

CIRIA (2002). 



7. DESCARGAS DE EFLUENTES E IMPACTOS AMBIENTAIS 

São analisados os efeitos de descargas em correntes naturais e apresentados os 
principais modelos matemáticos para difusão e dispersão de matéria. 
Descrevem-se modelos analíticos em regime permanente de uma única 
substância conservativa e não-conservativa e modelos de escoamento variável 
em regimes laminar e turbulento, considerando descargas instantâneas e 
contínuas. Apresentam-se os resultados da solução analítica para uma des
carga contínua e, por último, a formulação matemática e o correspondente 
modelo numérico adequados para a obtenção da concentração de um poluente 
em qualquer secção de um curso de água unidimensional. 

7.1 Considerações gerais 

Assiste-se frequentemente ao lançamento de produtos com elevado 

grau de toxicidade nos cursos de água, sejam eles provenientes de redes de 

águas domésticas, de águas residuais, ou ainda de resíduos industriais, sem 

qualquer tratamento prévio. Enquadram-se também neste domínio de inves

tigação as descargas de águas quentes provenientes de várias origens, tais 

como unidades fabris , centrais térmicas, centrais nucleares, etc. 

Algum esforço tem sido dispendido nas últimas décadas no sentido de 

implementar modelos matemáticos adequados e de optimizar e desenvolver 

técnicas numéricas para a modelação de problemas de poluição ambiental. 

No essencial, estes tipos de problemas podem reduzir-se à procura da 

solução de um modelo matemático de advecção-difusão-dispersão . A quanti

dade desconhecida é, nestes casos, uma concentração, ou seja, uma quanti

dade física escalar que pode ser a massa de um poluente, a salinidade, a 

temperatura da água, etc. 

7.2 Efeitos de descargas em correntes naturais 

Os efluentes de fontes domésticas e industriais deverão em geral, após 

algum tratamento prévio, ser de algum modo rejeitados num meio receptor 

final. Em geral, o lançamento de um efluente consiste: i) numa descarga 

para uma linha de água natural; ii) na injecção ou percolação através do 

subsolo; ou, ainda, iii) na evaporação para a atmosfera. 

Trataremos em seguida o primeiro destes três modos de lançamento. 

Em linhas de água naturais há um balanço entre as vidas animal e vegetal, 
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com considerável interdependência entre as várias formas de vida. As águas 

de boa qualidade são caracterizadas por elevadas multiplicidades de 

espécies sem predominância de qualquer delas. A matéria orgânica lançada 

num rio é metabolizada pelas bactérias e convertida em amónia, nitratos, 

sulfatos, dióxido de carbono, etc., os quais são, por sua vez, usados pelas 

plantas e algas para a produção da carbohidratos e oxigénio . Na vida das 

plantas abundam muitos animais microscópicos (protozoários, por exemplo) 

que servem de alimento a crustáceos, insectos, peixes, etc. Alguns dos 

animais servem de alimento a outros, contribuindo desse modo para a 

degradação bacteriana. 

A introdução de quantidades excessivas de poluentes pode alterar de 

diversas formas este balanço natural. Modificações no pH ou na concen

tração de algumas espécies orgânicas e inorgânicas podem ser tóxicas para 

determinadas formas de vida. Excessivas quantidades de matéria orgânica 

podem causar crescimento bacteriano e o esgotamento de fontes de oxigénio 

dissolvido na corrente de água. As águas poluídas são tipicamente 

caracterizadas por elevados números de relativamente poucas espécies e a 

ausência de formas elevadas. 

Como a concentração de poluentes é reduzida por diluição, precipi

tação, arejamento, oxidação bacteriana, ou outros processos naturais, o ciclo 

normal e a distribuição de formas de vida tenderão a reestabelecer-se. Os 

modelos de qualidade da água são baseados na manutenção de concen

trações mínimas de oxigénio dissolvido, em concentrações não tóxicas de 

determinadas espécies químicas e na manutenção de um pH próximo do 

valor neutro. 

Quando numa corrente de água se mantém um ambiente saudável , a 

sua capacidade assimilativa natural pode ser usada para suportar o trata

mento de derrames sem afectar negativamente os utentes a jusante. 

260 A auto-depuração de um curso de água natural resulta da acção 

conjugada de diversos fenómenos físicos, químicos e biológicos. Do ponto 

de vista hidráulico, importa fundamentalmente relacionar os aspectos relati

vos ao caudal disponível, à velocidade da corrente, à difusão, sedimentação 

e dispersão da matéria poluente, à forma como o poluente é rejeitado 

(preferencialmente pelo fundo e de forma distribuída), à luz solar (que actua 

como desinfectante e estimula o crescimento de algas) e à temperatura (que 

afecta a solubilidade do oxigénio na água e a actividade bacteriana). 



7.3 Modelos matemáticos para difusão e dispersão de matéria 

Considere-se um meio receptor (massa de água) de uma descarga 

poluente. Ao ser injectado um determinado volume de uma substância 

poluente neste meio receptor (cujas densidades se supõe serem muito 

próximas), o volume inicial desta substância sofrerá uma dispersão gradual 

como resultado da difusão molecular, mesmo que a massa líquida do meio 

receptor esteja em repouso. Se, por outro lado, o meio receptor estiver em 

movimento e com números de Reynolds suficientemente elevados, o escoa

mento será turbulento e introduz um mecanismo adicional de advecção e de 

mistura (difusão) devido à turbulência. A difusão devida à turbulência é 

normalmente várias ordens de grandeza superior à difusão molecular, sendo 

esta última frequentemente omitida. A combinação dos processos de advec

ção e difusão produz dispersão. 

A descrição matemática da difusão turbulenta é baseada em conside

rações de conservação da massa poluente injectada a uma razão ac/at num 

ponto do escoamento, sendo C a concentração do poluente. 

Em conformidade com a decomposição de Reynolds, num escoamento 

turbulento a velocidade instantânea e a concentração são representadas pela 

soma de duas componentes: um valor médio temporal (u e c) e uma flutua

ção (u' e c') com valor médio temporal nulo, ou seja, U = u + u' e C = c + c'. 

Usando um índice i para indicar direcção, isto é, Ui significa u r ' uy ou u= , 

o processo de difusão turbulenta pode ser representado pela seguinte 

equação diferencial , correspondente à média temporal da equação de 

transporte tridimensional de um escalar: 

- ,- , 
em que D Ali representa um coeficiente de difusão molecular e Ui Ci 

representa o efeito de mistura turbulenta. Este produto (U: c: ) não é simples 26\ , , 
de avaliar, sendo frequentemente aproximado por um modelo do tipo: 

em que Df) é um coeficiente de difusão turbulenta, ou difusividade 

turbulenta, a qual se relaciona com a viscosidade turbulenta v, (Capítulo 5) 

a menos de uma constante. 



Considerando a difusividade mássica global constituída pela difusivi 

dade mássica molecular Dm' que por ser uma propriedade do fluido se 

mantém constante, e pelo tensor diagonal da difusividade mássica turbulenta 

DI (D lx ' Dly ' DIz)' a equação tridimensional de convecção-difusão-reacção 
que descreve a evolução temporal e espacial da concentração de um 

poluente, que apresenta reacções físicas, químicas ou biológicas, escreve-se: 

de +u de +vde +wde =D (d
2
e +d

2
e + d

2

eJ+ 
dt dX dy dZ UI dX2 dy2 dz 2 

d ( de) d ( de) d ( de) +- D - +- D - +- D - +fJ(e) dX Ix dX dy Iy dy dZ Ir dz 

(7.1) 

em que fJ(e) representa o conjunto das parcelas do poluente produzidas 

e/ou transformadas através de reacções. 

Na prática, para aplicações em rios e alguns estuários, o modelo 

traduzido pela equação (7 .1) é normalmente simplificado, considerando 

valores médios do campo de velocidades segundo a vertical. Por outro lado, 

não sendo significativa a variação dos valores da velocidade e da turbulência 

na secção transversal, como em geral acontece nos escoamentos fluviais, o 

problema pode ser reduzido a uma dimensão horizontal. 

Nesta conformidade, considerando um curso de água unidimensional, 

em regime turbulento (D lx » Dm)' admitindo mistura completa nas 

direcções lateral e vertical, com fJ (C) == L: S, e fazendo intervir a área da 

secção transversal do escoamento, a equação diferencial que define a 

concentração, C, de um constituinte passa a ser a seguinte: 

~(Ae )+~(Qe - AD dem)=±A~S (7.2) dt m dX m Ix dX L... I 

em que Cm (kgm -3
) representa a concentração média numa secção;D

lx 

262 (m 2 S-I) é um coeficiente de dispersão longitudinal ; A é a área da secção 

transversal (m 2
); Q (m 3s- l

) é o caudal; S, (kgm-3s- l
) representa uma 

fonte ou sumidouro; considerando reacções de I a ordem ter-se-á 

S, = ±k, Cm. 
Na falta de melhores dados, cuja obtenção passa por medições in situ, 

como veremos mais adiante, e pela calibração do modelo, o coeficiente de 

dispersão longitudinal D
IX 

poderá, em primeira aproximação, ser calculado 

por (7.3) (Deng et ai., 2001): 



D/x = O. ° 1875 hu. (B )5/3 [JL)2 
cr h A u. 

(7.3) 

I [Q)( B )1.38 em que C, = O. 145 + -- -- - e u. é a velocidade de atrito, dada 
3.520 A u. h 

por u. = Ir/ p. 

São também utilizadas com alguma frequência as expressões: 

D/x ",,0.01 I (Q/AY [B 2 /(h u.)] , D/x ",,7.25hu. [Q/(Au. )Tf4 e D/x ""5 .93hu. , 
embora os resultados obtidos pela equação (7.3) possam em geral ser 

considerados mais satisfatórios. 

Tendo por base dados de concentrações medidas num curso de água, 

em duas estações localizadas em X I e x2 ' é possível estimar o coeficiente de 

dispersão. Assim, considerando os tempos das medições inicial to e final t" , 

calculam-se as concentrações médias em cada estação por: 

com as correspondentes massas dadas por, 

e os tempos médios de percurso calculados através de, 

II- I 

2:(Cktk +Ck+ J k+ l)(tk+1 -tk) 
t = -"-k=....:.O---,-_______ _ 

11 - 1 

2: (Ck + Ck+ I·)(tk+1 - tk ) 
k=O 

As variâncias temporais são em seguida estimadas: 

assim como a velocidade média entre as estações I e 2, calculada por, 
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Em conform idade com Fischer (1968), o coeficiente de dispersão 

longitudinal pode ser, finalmente, determinado pela seguinte expressão 

(7.4): 

(7.4) 

Para o coeficiente de dispersão transversal, D,)', Deng et ai. (200 I) 

sugerem: 

( )

1.38 

D,y = 0.284 h U ! 
o modelo traduzido pela equação (7.2) define que, muna dada secção 

do curso de água, a taxa de variação da concentração com o tempo depende 

da variação do fluxo do constituinte devido à advecção (QCm ) e à dispersão 

(AD" (àCm fàx), mais ou menos as fontes ou os sumidouros. Os termos 

fonte ou sumidouro incluem as várias reacções que aumentam ou diminuem 

a concentração do constituinte. 

Atendendo a que o modelo unidimensional (7.2) considera valores 

médios em secções transversais, observações experimentais têm revelado 

que, quando aplicado em canais naturais, este modelo traduz razoavelmente 

bem a descrição da dispersão somente após algum período inicial desde o 

lançamento de uma descarga poluente. Nesta conformidade, o tempo a partir 

do qual poderá ser utilizado com alguma segurança é calcu lado 

aproximadamente por: 

B 2 

t > 1.5--
R"u, 

sendo R" o raio hidráulico, dado por R" = Bhf(B + 2h). 

264 É ainda vulgarmente utilizada a expressão b(t)::=: 4. 5~ h u, (t - to) para 

o cálculo aproximado da largura b(t) de um traçador, no caso de uma 

rejeição pontual no instante t = to . 

7.4 Soluções analíticas 

Considerando o caudal, a área da secção transversal e os coeficientes 

de dispersão longitudinal e transversal constantes, podemos escrever a 



seguinte equação (7.5) simplificada, a qual admite, em geral , solução 

analítica segundo cada uma das direcções, aceitando que o processo difusivo 

é francamente dominante segundo a direcção em análise: 

Q aCm -D a
2
cm -D a

2
cm =±" S 

A a fX a ' f, ' a ' L. I X x- · Y- I 
(7.5) 

7.4.1 Modelo em regime permanente de uma única substância conser
vativa 

7.4.1.1 Difusão longitudinal 

Para uma substância conservativa (a concentração de cloretos, por 

exemplo) é nulo o termo correspondente ao decaimento; admitindo, por 

outro lado, que é desprezável a difusão transversal, isto é, a2c",jay2 , 

resulta a equação (7.6): 

(7.6) 

Considerando as seguintes condições de fronteira: 

Cm = O, para x --7 -00 

C>lI = C o ' para x = O 

obtém-se a solução, 

C (x)= C ),;~:.) para x < O 
nl o , (7,7) 

, para x 2 O 

com Co = Wo / Q, sendo Wo o caudal mássico rejeitado na secção x = O, em 265 

kgs -' . 

Para obter Df X , de (7.7) resulta fog e Cm = foge Co + [Q/ AD,Jx, a qual 

representa uma recta de inclinação Q/(AD,x)' 

7.4.1.2 Difusão transversal 

Admitindo a difusão de uma fonte contínua como permanente, 

aC
m 
/at = O, supondo desprezável a difusão longitudinal, a 2Cm jax 2 

, e 
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considerando a difusão vertical "quase instantânea", com IS, = O, a 

equação (7.5) permite escrever a seguinte equação (7.8), vulgarmente conhe

cida como a equação de convecção-difusão transversal: 

Q dCm D d 2 Cm - O 
ATx- IY~- (7.8) 

De acordo com Rutherford (\994) esta equação admite a seguinte 

solução (7.9), considerando um meio não limitado: 

W (_L'.:!....) 
C . (x y) = o e 4D".x 

mil" h~47r Dly x U 
(7 .9) 

em que U =Q/A e Wo = Molt representa o caudal masslco rejeitado na 

fonte, em kg S-I, igualmente distribuído na secção transversal A. 

Se o meio for limitado, de largura B, a solução de (7 .8) escreve-se 

(Pinho, 200 \): 

N 

Cm' (x,y) = Cml1,(x,y+ Yo)+Cmn,(x ,y- Yo)+ ICml1,(x,2jB±y±yo) 
/:1 

em que Cm' e C
IIII7

, representam as concentrações em meio limitado e não 

limitado, respectivamente; B é a largura do canal e Yo é a posição 

transversal segundo y, onde a fonte é injectada. 

7.4.2 Modelo em regime permanente de uma única substância não
-conservativa 

Considerando uma reacção de \ a ordem, com SI = k,. Cm' a equação 

(7.5) toma a seguinte forma (7.\ O) : 

Q dCm _ D d
2

Cm + k C = O 
A dX Ix dX 2 ,. m 

(7.\ O) 

Admitindo agora, como condições de fronteira, que a concentração de 

um constituinte tende para zero, tanto para montante (x < O) como para 

jusante (x > O) do ponto de rejeição, é possível obter, por integração, a 

seguinte solução (7.\1) para a concentração em qualquer ponto x resultante 

da rejeição da massa Mo (kg) de um constituinte, a uma taxa constante 
Wo (kg S-I), no ponto x = ' O: 



W [-L(I+r)x] 
_o_e 2AD" x < o 
QT ' 

Cm (x) = 
W [-L(I-r)x] 

_O_e 2AD
" x;::: O 

QT ' 

(7.11 ) 

em que T= =- - +4kD A (Q)2 
Q A ,. Ix 

A equação (7.11) admite que não existem fontes ou sumidouros do 

constituinte, com excepção do decaimento - k,. Cm e da rejeição constante 

para x = O. Importa ainda notar que [';::: 1 ; por conseguinte, os expoentes da 

equação (7 .11) são sempre negativos e Cm (x) ~ O quando x ~ 00. 

No caso de mistura completa no ponto de rejeição, a concentração 

inicial do constituinte devido a Wo (x = O) é: 

C o - Wo 
m()-Qm 

Em rios que não estejam sob a influência da maré, o coeficiente de 

dispersão D IX é em geral pequeno e, consequentemente, m '" 1. Nestes 

casos, Cm(o)=WO/Q e a equação (7 .10) toma a seguinte forma (7.12) (a 

advecção é dominante): 

(7.12) 

-!!.kx 
cuja solução é Cm(x)=Coe Q' :;::Coe-k. I

• 

Como obter k,.: da solução de (7.12) obtém-se a igualdade 

log"Cm(x)=log"Co-k,.t, cuja representação é a recta apresentada na 

Figura 7.1, de inclinação k == k,.. 

+ 

Figura 7.1 - Valor da constante k, == k da equação (7.12). 
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À medida que o coeficiente de dispersão D,x aumenta e a velocidade 

decresce, o que acontece com a aproximação do rio a um estuário, ter-se-á: 

De igua l modo ~(I ± r) --'> ±x~ k, . Consequentemente, para 
2AD,x D". 

baixos valores da velocidade, a dispersão é dominante e a solução (7.11) 
toma a seguinte forma: 

c'" ( x) = 

W [+~ \] 
__ ~-==o== e vD:" , 
2A k, D" 

Wo [-Jfx] 
~e , 

2A-yk, D,x 

x< O 

x~O 

7.4.3 Modelos em regime variável . 

Importa distinguir as descargas de substâncias poluentes efectuadas 

em (1) lagoas e albufeiras, ou mesmo em cursos de água nas proximidades 

de estuários, onde as velocidades são normalmente reduzidas e, por conse

guinte, com baixos números de Reynolds, das descargas efectuadas em (2) 

regiões muito dinâmicas, nomeadamente em zonas de maior declive de um 

rio com importantes caudais, em estuários e nas zonas costeiras. Ou seja, 

importa procurar soluções analíticas para aplicações em condições de 

regime laminar, essencialmente, ou em condições de regime turbulento. 

Nesta conformidade, a equação (7.1) admite soluções analíticas para 

aplicações simples, que serão apresentadas em seguida. 

7.4.3.1 Escoamento em regime laminar 

Considerando em primeiro lugar uma descarga instantânea num meio 

com apenas a componente da velocidade segundo x, isto é, com V(u, 0,0) * 0, 

a solução da equação tridimensional (7.1), com D,x "" D,)' "" D,; = DII>I e 

j3 (C) == L S, = 0, escreve-se (Graf & Altinakar, 1996): . 

M , [ (X-,IIl';,Y'+;' ] 
C(x, y , z ,t ) = ( >ye -&(J' 

(7 .13) 



em que (}2 = 2D,," teM; = Mo é a massa total da substância injectada 
instantaneamente, em kg. 

Para uma fonte unidimensional contínua, com Co = Constante e 

V(u, 0,0) = U , a versão unidimensional da equação de convecção-difusão 

(7.1), ainda com fJ (C) = ° , admite a seguinte solução (7.14): 

[
U I" [ 1 [ J] C ti- x + Ut x - Ut 

c'" (x,t) = -t e - erfc .J4i5:i + erfc .J4i5:i 
4D,,,, 4D,,"t 

(7.14) 

Na Figura 7.2 apresentam-se uma tabela de valores e uma expressão 

aproximada para o cálculo da função complementar de erro [erfc( )] (Graf 

& Altinakar, 1996). 

Table de la fonction complémentaire d'erreur 

~ ___ e1E.r'il_ y erfc(Y) Y e1..c(Y) l .. 
0.00 1.00000 1.20 
0.10 0.88754 1.30 
0.20 0.77730 1.40 
0.30 0.671J7 1.50 
0.40 0.57 /61 1.60 
0.50 0.47950 1.70 
0.60 0.396/4 1.80 
0.70 0.32220 1.90 
0.80 0.25790 2.00 
0.90 0.20309 2.10 
1.00 0.15730 2.20 
LlO 0.JJ979 

y 

2 f ' uj(Y) = F e- I dç 

o 

1.0 

rfc(Y) = j;. f e-I' dç= 2Q(.f2y) 
0.5 

y 

0.0 

0.08969 
0.06599 
0.04772 
0.03390 
0.02365 
0.0162/ 
0.0109/ 
0.0072/ 
0.00468 
0.00298 
0.00186 

.~. 

2.30 0.00//4 I 
2.40 0.00069 
2.50 0.0004/ 
2.60 0.00024 
2.70 0.000/3 
2.80 0.00008 
2.90 0.00004 
3.00 0.00002 
3.10 0.0000/ 
3.20 0.00001 
3.30 0.00000 

erf(Y) 

J .-\',. Q(Y) = -- dÇ 
I ...r;;: 

y 

2.0 3.0 

La fonction complémentair. d '~rreur pe)U! être c:lculée afproximtt:6ement avec I'e~pression 5ui van!e. -7 

ofc(Y)=I/(1+atY+a2Y +a)Y +a4 Y +a5Y +a6 Y) +E(Y) ou I E(y)1 $3 10 
a, = 0.0705230784 a2 = 0.0422820123 ") = 0.0092705272 
"4 = 0.0001520143 "5 = 0.0002765672 a6 = 0.000043063M 

Figura 7.2 - Função complementar de erro (reprodução de Graf & Altinakar, 

(996). 
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7.4.3.2 Escoamento em regime turbulento 

Apresentam-se neste caso soluções analíticas para a equação unidi

mensional de dispersão, considerando uma substância conservativa ou não

-conservativa, sendo, neste caso, k,. o coeficiente de reacção da substância 

activa. Considerando o coeficiente de dispersão longitudinal, D
lx

' constante, 

a correspondente equação unidimensional escreve-se: 

(7.15) 

com D IX dado por (7.3). 

ImpOlta distinguir os casos de descargas efectuadas de forma pratica

mente instantânea de outras descargas com durações contínuas mais ou 

menos prolongadas. 

7.4.3.2.1 Descarga instantânea 

Para uma substância não-conservativa (k,. '* O), por conseguinte com 

decaimento, e inicialmente concentrada em x = O, a equação (7.15) admite a 

seguinte solução (7.16): 

M [ (X -U I)' k 1 
C(x t) = o e ---w:;-± ,I 

, A~ 47Z' D
IX 

t 
(7.16) 

em que Mo é a massa total da substância activa igualmente distribuída ao 

longo de toda a secção A de um canal, de forma "quase instantânea". 

Considerando um meio bidimensional no plano horizontal, com 

componentes da velocidade do escoamento segundo x e y (U, V) e admitindo 

a descarga pontual e instantânea de uma substância com a massa inicial Mo, 
a solução analítica da correspondente equação (7.1) simpl ificada escreve-se 

(Stefanovic & Stefan, 2001): 

(7.17) 



7.4.3.2.2 Descarga contínua 

No caso de uma descarga contínua importa distinguir duas situações: 

um primeiro caso em · que a descarga é efectuada no instante t = O e mantida 

de forma contínua e por tempo " ilimitado", e um segundo caso em que a 

descarga é iniciada num instante t = O e mantida continuamente durante um 

intervalo de tempo finito até ao instante r. 

No primeiro caso, isto é, com r ~ 00, a solução da equação (7 .15) 
escreve-se (Chapra, 1997): 

C(x,t) = _Co [e 2U;~. (l+r) erfc(x + U t r) + e
2U
;:. (l-r) erfc(_x-=-=u=t r=-)] 

2 ~4D,x t ~4D,x t 

(7 .18) 

em que r =.Jl + 4z9, com z9 = k,.D,x /U 2
, sendo este último parâmetro 

também designado por número de estuário. 

No caso particular de k,. = O (substância conservativa), a equação 

(7.18) simplifica-se, obtendo-se a seguinte solução particular (7.19), que 

apenas difere da equação (7.14) em relação ao coeficiente de dispersão: 

( ) C [ ux ( X + U t ) ( x - U t )] C x, t = --t- e D" erfc .J4i5:t + erfc .J4i5:t 
4D,xt 4D,x t 

(7 .19) 

Se ~ concentração da substância activa, Co ' for introduzida sobre 

toda a secção, A, de forma permanente e constante, admitindo as seguintes 

condições no limite: C ~ O quando x ~ 00 e o estado permanente quando 

t ~ 00, aquela solução poderá simplificar-se ainda mais, obtendo-se (7.20) 

(Graf & Altinakar, 1996): 

(7.20) 

em que a,. = 4D"k,/U 2 é um coeficiente adimensional de reacção-disper

são. 

No segundo caso, isto é, com r finito e k,. i:- O obtém-se a seguinte 

solução (7.21) (Chapra, 1997): 
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( ) Co { ;;;\(I+I)[ .(X+Utr] .(x+U (t-r)rJ] C x, t =- e " erjc -erfc + 
. 2 ~4D,J ~4D,x (t - r) 

(7.21 ) 

2~;\(1 - r) [ (x-Utr] (x-U (t-r)r]]l +e " erfc ~ -erfc ~ 
...;4D,\t 4D,\ (t-r) 

Através de uma análise dimensional da equação (7 .15) é possível 

avaliar a importância dos efeitos de advecção e difusão com base no 

parâmetro f) = k,.D,x lu 2 • Consoante este parâmetro, também des ignado por 

número de estuário, tem valores bastante inferiores ou superiores à unidade, 

assim predominarão os efeitos de advecção ou de difusão, respectivamente. 

De acordo com Chapra (1997) poderão ind icar-se os segu intes intervalos: 

f) « I Advecçãopredominante 

f) ::::: I Efeitos igualmente importantes 

f) » I Difusão predominante 

Intervalos de variação 

tJ < O. I 

0.1::; f) ::; lO 

tJ > lO 

Para uma revisão mais profunda destas matérias e acompanhamento 

com exercícios resolvidos ou propostos recomenda-se a consulta de Graf & 

Altinakar (1996) e ainda de Chapra (1997). 

7.5 Formulação matemática e modelo numérico 

Um modelo matemático adequado para o cálculo da concentração de 

um constituinte, em qualquer secção de um curso de água unidimensional , é 

constituído pelo seguinte sistema de três equações às derivadas parciais 

(7 .22), ao qual se deverá juntar uma equação algébrica adequada para o 

cálculo de Drx ' podendo utilizar-se, em primeira aproximação, a equação 

(7 .3). 



Para obter a solução da terceira equação do sistema (7.22), cálculo da 

concentração C/II' poderá recorrer-se a qualquer dos métodos numéricos já 

anteriormente abordados, nomeadamente os esquemas de diferenças finitas 

de MacCormack, Crank-Nicolson e semi-implícito de 4 pontos, ou a um 

esquema baseado em volumes de controlo finitos. Neste último caso, o 

balanço de massa em torno de um volume de controlo poderá ser global

mente representado como se mostra na Figura 7.3, com o termo de advecção 

discretizado usando uma técnica upwind, e o termo de difusão/dispersão 

centrado em cada ponto i da malha de cálculo. Naturalmente que os termos 

de fonte/sumidouro e de reacção são introduzidos/calculados em cada ponto 

i da malha computacional. 

Fonte/Sumidouro 

~==:L~i+ 1 

Reacção 

Figura 7.3 - Balanço de massa em torno de um volume de controlo, centrado 

no ponto i da malha de cálculo. 

Esta equação de transporte [terceira equação do sistema (7.22)] tem 

sido objecto de inúmeros estudos tanto analíticos como numéricos, sendo 

abundante a literatura sobre diferentes propostas de esquemas essencial

mente baseados em diferenças finitas, no método das características e em 

elementos finitos, bem como os correspondentes estudos de estabilidade e 

difusão numérica (não-física), pelo que nos abstemos de repetir aqui a vasta 273 

gama de trabalhos publicados sobre esta matéria. 

Exemplifica-se em seguida, para incrementos temporais (6.t) 

consecutivos, o uso do método explícito de MacCormack. Como se pode 

verificar pelos exemplos resolvidos em 7.6 Aplicações, este método 

numérico é perfeitamente adequado para efeitos de utilização prática do 

modelo global. 



• No instante nf..t: 

- Etapa de previsão, com diferenças regressivas 

(ÃC )"+1 = (AC ):' _ f..t [(QC _ D A aclII
) ~ 

111 J nl I nl ~ a Xi - Xi-! X i 

_ (QC - D .A aCIII ) ]" ± f..t( Ai-! + Ai " S )" 
III I.' a 2 7 I 

X i-I 

- Etapa de correcção, com diferenças progressivas 

( )"+1 1 ft )" (~~ )"+1 ACIII i =2tACIII i + ACIII i -

_ f..t [(QC _ D Ã aCIII ) _ (QC _ D Ã aCm 
) ]"+1 ± 

x . - X . m IX aX m Ix aX 
1+ 1 , i+ 1 ; 

± f..t Ai +2 Ai+1 ~ SI ( ~ ~ )"+I} 

• No in~tante (n + 1)f..t : 

- Etapa de previsão, com diferenças progressivas 

(Ã C )"+2 = (AC ):'+1 _ f..t [(QC _ D A aCIII 
) _ 

m I III f m Ix a Xi - Xi _I X i+1 

( ) ]
"+1 ( )"+1 _ QC - D . A aCIII ± f..t Ai_I + Ai " S 

III I.' a 2 L... I 
X i I 

- Etapa de correcção, com diferenças regressivas 
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(AC ) :1+2 =~ftAC )"+ I+(ÃC )"+2 _ 
m , 2 t m, mi 

_ f..t [(Q~ C _ jj Ã aclII ] _ (Q~ C _ D Ã aclII ) ]"+2 ± 
111 IX a 111 Ix a Xi+1 - Xi X i X i- I 

± l1t[ Ã, +2 Ã,., ~s, r'} 



E b ~ . d 't d I I a del"J'vada aC/II m am as as sequencJas o me o o, ca cu a-se ax 
[a~, J usando diferenças centradas no ponto i. 

7.6 Aplicações 

Desenvolveu-se o programa de cálculo automático conc_ana para 

resolver a equação (7.15) usando a solução analítica (7.18). De igual modo, 

implementou-se o esquema acabado de expor para obter a solução numérica 

da equação de advecção-difusão-reacção, conjuntamente com as equações 

da hidrodinâmica do sistema (7.22) já resolvidas anteriormente (Capítulo 3) 

(programa fluvial yol). 

Nos exemplos que se seguem são apresentados resultados de ambas as 

metodologias. 

Exemplo 7.1: 

o escoamento num canal largo (largura B = 120 m e declive 

i = 0.002mm-' ) pode ser considerado unidimensional. A profundidade e a 

velocidade do escoamento são, respectivamente, h = 1.0 meu = 0.10 ms- I 
• 

A massa volúmica da água e a sua temperatura são p = 1000 kg m-3 e 

T = 15 0 C, respectivamente. 

Em dado instante (t = 0+) é lançada uma solução de um poluente de 

forma contínua e constante na secção inicial do canal, com uma concen

tração. Co :::: 17 kgm-3
• Mediram-se a massa volúmica e a temperatura da 

mistura, tendo-se obtido P/II =1010kgm-3 e T,II =21°C, respectivamente. 

Também por medição experimental obteve-se um coeficiente de dispersão 

D/x =0.IOm 2s -' . 

Considerando somente a difusão longitudinal segundo x, determinar 275 

as repartições da concentração da substância poluente e da temperatura após 

os instantes t = I 2 h e t = 24 h . 

Na Figura 7.4 apresentam-se comparações dos resultados obtidos para 

as distribuições da concentração da substância poluente (valores de C/Co ), 

usando a solução analítica (7.18), considerando, a partir do instante t = 0+ : 

a) um coeficiente de reacção nulo (substância conservativa), e b) um 

coeficiente de reacção k r = 0.30 dia-I. 



Figura 7.4 - Distribuições da concentração de uma substância poluente nos 

instantes t = I 2 h e t = 24 h, considerando em ambos os casos 

k,. = 0.0 dia - I e k, = 0.30 dia-I , respectivamente. 

Deixa-se como exercício o cálculo da repartição da temperatura 

naqueles mesmos instantes. 

As simplificações admitidas permitiram resolver este problema por 

vIa integralmente analítica. Todavia, importa referir que na prática as 

configurações dos cursos de água são bem mais complexas e os escoamentos 

naturais estarão em geral longe de se comportarem como uniformes, pelo 

que, na generalidade dos casos, se aconselha o recurso a um modelo 

276 numérico, em detrimento de soluções analíticas. 

A implementação de tim método numérico para a resolução de uma 

equação, ou de um sistema de equações, exige procedimentos de calibração 

e validação, tendo aqui as soluções analíticas um papel importante a 

desempenhar. Uma vez verificada a boa concordância entre ambas as 

abordagens, será então possível utilizar o modelo numérico para a resolução 

de problemas mais realistas, como sejam cursos de água com d iferentes 

inclinações, larguras, velocidades, profundidades do escoamento, etc. 



Com o exemplo 7.2, que se apresenta em seguida, pretende-se 

verificar o comportamento do modelo numérico, sendo comparados os 

resultados de uma simulação em que a dispersão longitudinal é nula com 

idênticos resultados em que os valores do coeficiente de dispersão 

longitudinal são calculados por (7.3). 

Exemplo 7.2: 

Considere-se um canal horizontal com comprimento de 1000 m, 

rugosidade de fundo correspondente a um K de Manning igual a 100, largura 

B = 3.0 m e altura de água h"" 5.0 m . 

Na secção inicial (origem) deste canal , onde circula um caudal 

líquido de 15.0m 3s -1 (5.0m 3s- l lm.l.), é lançada uma substância poluente 

uniformemente distribuída em toda a secção transversal do canal entre os 

instantes t = 300.0 s e t = 600.0 s, em conformidade com a expressão 

Wt = Wo/ sin[O .Ol 0472*(t - 300.0)], com WO( = 3.0 kg S- I (1.0 kg S - I Im.l.) . 

Determinar as distribuições da concentração do poluente nos instantes 

t = 15, 30 e 45 minutos, considerando: 

a) dispersão longitudinal nula; e, 

b) dispersão longitudinal calculada com base em (7.3). 

Na Figura 7.5 apresentam-se os resultados correspondentes a ambas 

as situações. 

Como se pode observar, o efeito da dispersão traduz-se numa redução 

da amplitude da onda poluente introduzida e consequente alargamento da 

base desta onda, de modo a conservar a quantidade de massa poluente, uma 

vez que se trata de uma substância conservativa (L SI = O). 277 
I 

Versões executáveis dos program,!s aqui utilizados (conc_ana e 

fluvialyol) são oferecidas em CD-ROM (códigos de acesso 7802 e 7795, 

respectivamente), bem como o ficheiro de dados do exemplo (7 .2). 

Apresenta-se ainda no ANEXO V o programa fonte da solução analítica 

(7.\8) . 



I 
0.2 - C. Inicial _ 

I 0.1 - -
I 

O 

I 
O 500 1000 

L (m) 

0.2 t = 15 minutos 

I 0.1 
I 

O 

O 500 1000 
L (m) 

0.2 t = 30 minutos 

I 0.1 
I 

O 

O 500 1000 
L (m) 

0.2 t = 45 minutos 

I 0.1 
I ~ 

"-
O "'-

O 500 1000 
L (m) 
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Figura 7.5 - Distribuições da concentração de um poluente nos instantes: 

t = O (C. Inicial), t = 15 minutos, t = 30 minutos e t = 45 

minutos. Curva a contínuo: di spersão longitudinal nula; curva a 

trac~iado : dispersão longitudinal calculada por (7.3). 



8. MODELAÇÃO DA QUALIDADE DA ÁGUA EM RIOS E 
ALBUFEIRAS 

Abordam-se aspectos essenciais sobre os principais parâmetros e processos 
biológicos e químicos normalmente utilizados em modelação da qualidade da 
água. Analisam-se os principais constituintes conservativos e não-conserva
ti vos, e descrevem-se os ciclos do carbono, do fósforo , do azoto e do oxigénio 
dissolvido. Abordam-se soluções analíticas para fontes pontuais isoladas e 
múltiplas, e fontes distribuídas (poluição difusa sem e com contribuição para 
o caudal). Apresenta-se a estrutura geral de um modelo de qualidade da água 
de um rio (modelo IDH) e as estruturas de outros modelos específicos para 
diferentes domínios, tais como albufeiras e lagos profundos (modelos IDV), 
estuários pouco estratificados (modelos 2DH) e estuários e regiões costeiras 
(modelos quase-3D). Termina este capítulo com a apresentação de resultadas 
de aplicações práticas dos diferentes modelos em rios, estuários e na zona 
costeira. 

8.1 Equações básicas 

As bactérias em contacto com matéria orgânica utilizam esta como 

fonte de alimentação. Em consequência desta utilização, a matéria orgânica 

poderá vir a ser eventualmente oxidada, dando origem a produtos estáveis, 

tais como CO2 e água. A quantidade de oxigénio usado neste processo 

designa-se por Carência Bioquímica de Oxigénio (CBO), sendo considerada 

uma medida do conteúdo orgânico do meio receptor. Pode também 

representar a quantidade de oxigénio que será necessária para estabilizar o 

meio receptor num meio natural, tal como uma corrente de água ou um lago. 

A determinação do CBO é hoje uma medida estandardizada, também 

designada por CBOs ' e representa a quantidade de oxigénio utilizada pelos 

microorganismos na estabilização do meio receptor durante 5 dias a 20°e. 

Considera-se, em geral, que o comportamento do CBO é descrito pela 

reacção de 1" ordem (8.1): 

dy 
-=-k Y 
df I 

(8.1 ) 

em que y representa o CBO (ou concentração mínima de oxigénio presente 

na matéria orgânica) restante no instante f, e k l (dia-I) é uma constante ou 

coeficiente de desoxigenação, sendo função da temperatura. À temperatura ' 

de 20°C, este coeficiente, k l , toma os valores típicos apresentados na 

Tabela 8.1. 
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Para um curso de água natural , o valor de k l poderá ser obtido 

aproximadamente por (8.2): 

(8.2) 

em que k, é o valor do coeficiente de desoxigenação determinado em 

laboratório; u é a velocidade média do escoamento (ms - I
); h é a 

profundidade média (m) , e C; é um coeficiente de actividade no fundo. 

Tabela 8. 1 - Valores típicos do coe ticiente de desoxigenação. k l · 

Meio Valores de k t , a 20°C 

Água residual não tratada 0.35 - 0.70 

Água residual tratada 0.10-0.25 

Rio contaminado 0.10 - 0.25 

Para temperaturas diferentes de 20oe, o parâmetro k l deverá ser 

corrigido, em conformidade com: 

em que e toma valores de 1.135 para temperaturas entre 4 e 200 e e de 

1.056 para temperaturas entre 20 e 30°e. 

Integrando a equação (8.1), considerando L igual ao eBO total no 

instante t = 0, em mg ri, ou seja, o valo;' máximo de oxigénio que será 

consumido para restaurar um meio completamente degradado, obtém-se: 

o eBO em qualquer instante t é, evidentemente, a diferença entre a 

quantidade de oxigénio inicialmente presente (eBO total) e o restante, ou 

seja, a evolução da concentração de eBO satisfeita escreve-se: 

(8.3) 

A equação (8.3) não pode ser linearizada. Todavia, atendendo a que 

em primeira aproximação podemos escrever: 



resulta então, 

a qual pode assim ser linearizada: 

[ )

1/3 2/3 
t _ - 1/3 k, 

-- = (k , L) +-1/-] t 
CBO, 6L ' 

Deste modo, representando num sistema de eixos (ti CBO/ )if3 vs t, 

obtém-se uma recta com ordenada na origem (k , Ltl/3 e declive k,2/3 /6LI/3 , 
a qual permite determinar os valores da constante k , e de L a partir de 

conjuntos de valores (t , CBO) medidos no meio receptor. 

Considerando na equação (7 .2) a concentração de oxigénio dissolvido , 

o termo do 2° membro AIk{ Cm incluirá a utilização de oxigénio para 

satisfação das necessidades biológicas em oxigénio, O rearejamento a partir 

da atmosfera e quaisquer outras fontes ou sumidouros (tais como a utiliza

ção bentónica ou a produção de algas) . 

Ora, a taxa de oxigenação para satisfação das necessidades biológicas 

em oxigénio é igual à variação do CBO, ou seja: 

!!.- (A C ) =!!.- (AL) = -A k , L(u ) 
dt m dt 

Para gases de solubilidade baixa a moderada, tal como o oxigénio, a 

variação da concentração devida ao rearejamento é aproximada por: 

em que a concentração de saturação de oxigénio dissolvido (Cs) é função da 

temperatura (7) e da salinidade (S), sendo determinada em conformidade 

com a equação: 

C , "" 1.43[(10.291- 0.2809T + 0.006009T 2 
- 0.Oo"00632T 3

)

- 0.607 S(0.1161- 0.003922T + 0.000063IT 2
)] 
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Por conseguinte, para águas doces, com T em (0C), resulta para a 

concentração de saturação do oXlgelllo dissolvido a expressão 

C, "" 14.716 - 0.401687 T + 0.008593 T 2 
- 0.0000904 T 3

, válida para a 

pressão atmosférica de 760 mm de mercúrio. k2 representa um coeficiente 

de transferência de massa, ou de rearejamento; pode ser aproximado por 

uma das seguintes expressões (8.4): 

_3.9IuI
05 

(d' .1) k 5Q (d' .1) k 2 = h 1.5 za ou 2 == --5/-3 za (8.4) 
AR" 

com u em ms- I e R" em m; h é a profundidade média do escoamento. O 

coefic iente k2 varia com a temperatura, de acordo com: 

( )
T -20 

k2(T) = k2(20"C) 1.025 

A 20°C, o coeficiente k 2 (k2(20" C) tomará aproximadamente os 

valores típicos apresentados na Tabela 8.2. 

A equação (7.2) pode então escrever-se na seguinte forma (8.5): 

~(AC )+~(QC -D AdC/II)_ 
dt /II dX /II Ix dX (8.5) 

= -Ak l L (ti) + Ak2 (C, - C/II)± AS,. (x,t) 

representando S,. (x,l) todas as restantes fontes e sumidouros de oxigénio. 

Tabela 8.2 - Valores típicos do coeficiente de rearejamento, k,. 

Meio Valores de k 2 , a 20°C 

Pequenas lagoas ou albufeiras 0.10 - 0.23 

Rios com águas calmas e grandes lagos 0.23-0.35 

Rios com velocidades baixas 0.35-0.46 

Rios com velocidades médias 0.46 - 0.69 

Rios com velocidades elevadas 0.69-1.15 

Rios muito rápidos > 1.15 



Substituindo na equação (8.5) (C, - Cm) por D, défice de oxigénio, 
obtém-se (8.6): 

0
0 (AD)+~(QD-D,\AoD)=Ak)L-Ak? D±AS(x,t) (8.6) 
t OX . ox -, 

De igual modo, a equação (7.2) pode ser aplicada no transporte de 

outros constituintes de qualidade da água. No caso do CBO, por exemplo, o 

termo A'[,k, Cm incluirá o CBO removido por acção biológica: , 
d 
-(AL) = -Ak) L(x,t) 
dt 

o CBO removido por sedimentação ou adsorção: 

d 
-(AL)= -Ak L(x,t) 
dt' 

e a adição de CBO por ressuspensão de sedimentos ou por escoamento 

superficial: 

d 
-(AL)= AL (x,t) 
dt li 

Por conseguinte, resulta a seguinte equação (8.7) para o cálculo do 

CBO restante: 

-(AL)+- QL-D,. A- =-Ak)L(.",)-Ak .L(x,t)+AL (x,t) o o ( OL) 
ot ox' ox' li 

(8.7) 

As equações (8.6) e (8.7) permitem calcular o défice de oXlgel1lo 

dissolvido (D) e o CBO restante (L) em qualquer ponto do curso de água, 

utilizando para o efeito um método numérico apropriado. 

8.2 Parâmetros e processos biológicos e químicos 

Descrevem-se em seguida os principais parâmetros normalmente 

utilizados em modelação numérica para traduzir o estado de qualidade da 

água num meio hídrico, bem como os correspondentes processos em que 

intervêm e as inter-dependências entre estes. 
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8.2.1 Parâmetros de qualidade da água 

Para efeitos de modelação numérica do estado de qualidade da água 

de um rio e respectivo estuário consideram-se em geral representativas as 

análises das evoluções e inter-dependências dos seguintes parâmetros: cons

tituintes conservativos (salinidade, temperatura, sedimentos em suspensão) e 

não-conservativos [coliformes, fitoplâncton, macrófitas, algas bentónicas 

(clorofila_a), silicatos, fósforo orgânico, fosfato (PO~- ), azoto orgânico, 

amónia (NH; ), nitrito (NO; ), nitrato (NO; ), oxigénio dissolvido (02 ) e 

carência bioquímica de oxigénio (eBO)]. 

8.2.1.1 Constituintes conservativos 

No transporte de uma substância conservativa assume-se que o consti

tuinte não interage com outros constituintes ou variáveis do modelo. Por 

conseguinte, o submodelo relativo a substâncias conservativas pode fun

cionar independentemente dos restantes submodelos do módulo de quali

dade da água. 

Salinidade 

o transporte de sal é particularmente importante em estuários. A 

variação longitudinal da salinidade e, portanto, da densidade, afectam o 

regime de escoamento e o coeficiente de dispersão longitudinal. Além disso, 

o montante de oxigénio que pode estar dissolvido em água salgada é 

significativamente inferior ao de água doce. Por conseguinte, as variações de 

salinidade são importantes quando se pretende modelar os níveis de 

oxigénio dissolvido em estuários. A salinidade poderá ser modelada 

considerando um valor de base constante, ou de forma idêntica ao transpolie 

de um poluente conservativo. Os valores da salinidade são usados para a 

determinação do coeficiente de dispersão longitudinal. Dada a impoliância 

da salinidade num estuário, é fortemente recomendada a sua inclusão na 

modelação da qualidade da água num sistema que inclua um estuário. 

Este submodelo poderá funcionar independentemente dos restantes 

submodelos do módulo de qualidade da água. 

Temperatura 

A generalidade dos processos biológicos e químicos são dependentes 

da temperatura, isto é, a temperatura afecta as taxas de reacção da genera-



lidade dos processos. Muito simplificadamente, a temperatura poderá ser 

si mulada como um valor de base constante, isto é, 

ar 
- = -k (r - r ) at f hase 

em que k
l 

(S - I ) é um coeficiente de transferência de calor e T,,,,,, CC) é a 

temperatura de equilíbrio da água. 

A evolução da temperatura é particularmente importante na modela

ção da qualidade da água num estuário, se for significativa a diferença entre 

as temperaturas das águas do mar e do rio e/ou em situações em que é 

necessário ter em consideração as suas variações sazonais. 

Nesta conformidade, a distribuição da temperatura deverá ser simu

lada recorrendo à equação de advecção-difusão já apresentada nos capítulos 

precedentes e que aqui se reproduz, com Cm = r: 

a a( ar) BII, -(Ar)+- Qr-DI,A - =-'-
at ax ax pC p 

(8.8) 

em que r(°C) é a temperatura; II, (Wm -2
) representa o somatório dos 

fluxos de calor através da superffcie da água; p = 1000 kgm -3 é a massa 

volúmica da água, e cp = 41 00 J kg -I K-' é o calor específico da água. 

O fluxo total de calor que passa através da interface ar-água pode ser 

expresso por (8.9): 

II, = 1" +1" - I", -1, ±Ic , (8.9) 

em que lo (W m -2) é o fluxo de radiação solar; lo (W m - 2 ) é o fluxo de 

.radiação emitida da atmosfera; I", (W m-2
) é o fluxo de radiação emitida 

da superficie da água; 1 e (W m - 2 ) é O fluxo de calor latente, e 1, (W m - 2 ) 

é o fluxo de calor sensível. Por co'nseguinte, a massa de água ganha calor 

através dos termos lo e 11" perde calor através dos termos I". e l e e pode 

ganhar ou perder calor através do termo 1, . 

O fluxo de radiação solar é normalmente calculado por (8.10) : 

lo = 1,. AI (I - 0.65 C,2 )(1 - R,) (8.10) 
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em que I, (W m-2
) é o fluxo de radiação solar no topo da atmosfera; A, é 

um coeficiente de transmissão atmosférica; C, representa a nebulosidade 

(O < C, < I ), e R, = 0.06 é o albedo ou reflectividade da superfície da água 

para a radiação solar. 

a flúxo de radiação solar no topo da atmosfera é expresso por I, : 

1 
I, =--%,-sena 

r 

sendo I". = 1367 Wm-2 uma constante solar, ou fluxo de radiação solar à 

distância média entre o Sol e a Terra; sen a representa a altitude solar (com 

O < a < 1l/2 ), e r é um raio vector. 

A altitude solar, ou elevação angular do Sol acima do horizonte, é 

dada por: 

sena = senrjJ senO +cosrjJ coso cos77 

em que rjJ (rad) representa a latitude; O (rad) representa a declinação do 

Sol, e 77 (rad) representa o ângulo horário do Sol. 

A declinação do Sol depende do dia do ano; é dada por: 

r: 23.451l [2 (In-d)] u = cos 1l-'-----'-
180 365 

em que d é o diajuliano. 

a ângulo horário depende da hora do dia; é dado por: 

(t" + 12)1l 
77 = I 2 se t" < I 2 h 

(t" -12)1l 
77 = 12 se t,,;?: I 2 h 

em que til é o tempo solar médio local (O < til < 24 h). 

a raio vector é obtido por: 

r = I. 0+ O. O 17 cos [21l....:....(1_86_-_d--,-)] 
365 

em que d é o dia juliano. 



o coeficiente de transmissão atmosférica pode ser representado na 

forma: A, = A", + Adi' em que A", = 0.74(I(.wl1a) é a fracção directa do fluxo 

de radiação solar que atinge a superfície sob céu limpo, sendo sen a a alti

tude solar, e Adi = (I - Aa - Ahl )/2 é a fracção difusa do fluxo de radiação 

solar que atinge a superfície sob céu limpo, com Aa = 0.09 (coeficiente de 

absorção devido ao vapor de água e ao ozono). 

O fluxo de radiação emitida da atmosfera, la' pode ser calculado por 

(8.11 ): 

Ia = 0.937 . 10-5 
O" (273.15 + ~, t (I + O. 17 C,2 )(1 - Ra) (8.11) 

em que O" = 5.67 . 10-8 W m-2 K-4 é a constante de Stefan-Boltzmann; ~, 

(0C) é a temperatura do ar; C, é a nebulosidade, e Ra = 0.03 representa a 

reflectividade da superfície da água para a radiação emitida da atmosfera. 

O fluxo de radiação emitida da superficie da água pode ser obtido 

directamente pela lei de Stefan-Boltzmann: 

1", = e", O" (273. 15 + Tt (8.12) 

em que e", = 0.97 representa a emissividade da superfície da água. 

O fluxo de calor latente perdido por evaporação pode obter-se através 

do seguinte modelo empírico (8.13): 

1" = (a + bw" ) (e,,,. - e,aR,,) se (e,.", - e",R,,) > O 
(8.13) 

1 = O e 

em que a = 0.075 Wm-2 Pa- I e b = 0.030 Jm-3 Pa- I são constantes da 

função do vento; w,. (m s -I) representa a velocidade do vento; 

e,,, = 612 . e[175 1'/(241+7')J (Pa) é a pressão de vapor de saturação à temperatura 

da água; e"" = 612 . e[1751:.I(241+UJ (Pa) é a pressão de vapor de saturação à 

temperatura do ar, e R" é a humidade relativa ( O < R" < I). 

O calor sensível é a fracção da energia interna proporcional à dife

rença de temperaturas; pode ser calculado por (8. 14): 

(8.14) 

. em que r = 62.7 PaK- 1 é a constante de Bowen; a e b são as constantes da 

função do vento; W
v 

(ms- I
) representa a velocidade do vento; T (0C) é a 

temperatura da água, e ~, (0C) é a temperatura do ar. 
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Este submodelo pode ser usado independentemente dos restantes 

submodelos do módulo de qualidade da água; todavia, deverá ser usado 

conjuntamente com os submodelos de fitoplâncton , macrófitas, algas bentó

nicas e oxigénio dissolvido. 

Sedimentos em suspensão 

Os sólidos em suspensão, ou os limos e lodos, são transportados de 

forma idêntica à dos poluentes conservativos. Para além dos efeitos de 

advecção, os limos ou lodos em suspensão tendem a assentar no fundo, onde 

podem consolidar ou. serem erodidos voltando de novo para a coluna de 

água, dependendo do regime de escoamento. As principais equações que 

descrevem o comportamento dos sedimentos na coluna de água são: 

i) a quantidade de sedimentos depositada no fundo é representada por 

uma equação do tipo omjot = w, C , em que m representa a massa de 

sedimentos por unidade de área; W s (ms - I
) é a velocidade de sedimen

tação, e C (kg m-3
) representa a concentração de sedimentos; e, 

ii) a quantidade de sedimentos erodida do fundo é dada por 

omjot = k .. (rI - rc) , para r j > rc' em que k .. (kg N - I S-I) é o coefi

ciente de erosão e r c (N m-2
) é a tensão crítica de erosão no fundo. 

r I = fJ gl u lu /(K 2 R/~3 ) representa a tensão efectiva no fundo, sendo 

fJ= 1000 kgm -3
; K é o coeficiente da fórmula de Manning-Strickler; 

u é a velocidade média do escoamento, e R" é o raio hidráulico da 

secção transversal. 

Este submodelo poderá funcionar independentemente dos restantes 

submodelos do módulo de qualidade da água; todavia, se for considerada 

relevante a interacção do balanço de oxigénio com sedimentos ou fito

plâncton, este submodelo deverá ser considerado conjuntamente. 

8.2.1.2 Constituintes não-conservativos 

Coliformes 

O transporte de coliformes rege-se pela equação geral de advecção

-difusão-reacção (7.2), sendo o decaimento simulado por uma equação de 13 

ordem do tipo (8.1), que neste caso toma a forma: 

oCII/=_kC at II III 



em que k" (s - I ) é o coeficiente de decaimento e Cm (kg m -3) representa a 

concentração de coliformes. 

Este submodelo poderá funcionar independentemente dos restantes 

submodelos do módulo de qualidade da água. 

Fitoplâncton 

A produção primária (crescimento) é o processo pelo qual a matéria 

orgânica é sintetizada por compostos inorgânicos. Este mecanismo é execu

tado por plantas e algas que recebem nutrientes da coluna de água na forma 

de nitratos e fosfatos e, usando a energia solar, crescem por meio da 

fotossíntese. Neste processo é também produzido oxigénio . Os nutrientes 

são rejeitados na coluna de água pelos processos de respiração e de assen

tamento de resíduos. Os resíduos são simulados como matéria que pode 

assentar no fundo e ser deste erodida. Estes processos são simulados num 

submodelo de fitoplâncton , constituindo as algas a espécie mais repre

sentativa. 

O crescimento algal , ou produção diária, é função da temperatura e 

limitado por uma expressão do tipo: 

em que T é a temperatura; km e k,. são constantes que dependem da espécie 

a ser modelada, as quais representam crescimento acima e abaixo de uma 

temperatura crítica. 

Este submodelo terá de funcionar em conjunto com os submodelos de 

temperatura, sedimentos em suspensão, oxigénio dissolvido e de interacção 

oxigénio-sedimento. Terá de conter necessariamente informação sobre a 

radiação solar, e deverá permitir simular os seguintes constituintes de quali

dade da água: macrófitas, algas bentón icas ( clorofi la_a), si I icatos, fósforo 

orgân ico e fosfato . 

Radiação solar 

A produção primária de fitoplâncton, macrófitas e algas bentónicas 

depende da presença de luz solar. A quantidade de luz solar é representada 

pela radiação solar. A radiação solar é usada para calcular o factor de 

limitação de luz para a produção primária de fitoplâncton, macrófitas e algas 

bentónicas. 
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Macrófitas 

As macrófitas são plantas volumosas que criam raízes no fundo dos 

meios hídricos. Estas recebem nutrientes dos poros da água através das 
raízes. Tal como o fitoplâncton, também o seu crescimento está limitado 

pela luz solar e concentrações de nutrientes. 

Algas bentónicas (clorofila_a) 

Algumas algas vivem no fundo do rio. A sua produção primária é 
simulada no submodelo de algas bentónicas. Todos os processos simulados 

pelo submodelo de fitoplâncton são aplicados na simulação de algas bentó

nicas, excepto a assumpção de que as algas vivem no material de fundo. 

Consequentemente, estas podem ser colocadas em suspensão quando o 
fundo é erodido e em seguida advectadas antes de voltarem para o fundo em 

qualquer outra parte do rio. 

Silicatos 

Todos os submodelos de fitoplâncton, macrófitas e algas bentónicas 

assumem que os nitratos e fosfatos são os mais importantes nutrientes para a 

produção primária e são aqueles que terão em geral limitação de cresci

mento. Os silicatos são importantes no crescimento das diatomáceas e as 

.paredes das suas células estão impregnadas com silício. Ora, tendo em 
mente que os silicatos actuarão como limitadores da produtividade primária, 

então estes deverão ser incluídos na simulação via submodelo de silicatos. 

Fósforo orgânico e fosfato ( PO;-) 

O fósforo pode ser adsorvido na superfície das partículas sedimen

tares. O fitoplâncton, as macrófitas e as algas bentónicas não têm facilmente 

acesso a esta forma de fósforo. O fósforo dissolvido na forma de ortofosfato 

é mais facilmente acessível para as algas e as plantas. 

290 Um programa computacional deverá poder simular a adsorção de fos-

fato nas pal1ículas sedimentares e a sua desadsorção para o estado dissolvido. 

Este processo pode jogar um papel importante na limitação do fornecimento 

de fosfato às plantas e algas. 

Os constituintes fósforo orgânico e fosfato e os correspondentes pro

cessos de mineralização de fósforo orgânico, de assimilação do fosfato, e de 

respiração e mortalidade do fitoplâncton são simulados conjuntamente no 

designado ciclo do fósforo . 



Estes submodelos terão assim que funcionar em conjunto com o sub

modelo de fitoplâncton. 

Azoto orgânico, amónia (NH; ), nitrito (NO; ) e nitrato (NO; ) 

Com o tempo, os compostos orgânicos de nitrogénio são hidrolisados 

criando amónia adicional. As bactérias autotróficas assimilam a amónia em 

excesso e criam nitritos e nitratos. A conversão dos iões amónio (NH 4 +) em 

nitratos ( NO) - ) é traduzida por uma série de reacções, sendo este processo 

vulgarmente designado por nitrificação. Numa primeira fase, os iões amónio 

são convertidos em nitrito ( N02 -), segundo a reacção: 

para, numa segunda fase, as nitrobactérias converterem o nitrito em nitrato, 

de acordo com a seguinte reacção: 

Sequencialmente pode ocorrer a conversão de nitrato em gás azoto 

(N 2 ) , o qual tem influência sobre a matéria orgânica, expressa em termos de 

CEO. Este processo é habitualmente designado por desnitrificação. A 

desnitrificação bentónica é um processo particularmente relevante no ciclo 

do azoto em estuários. 

A reacção de desnitrificação pode ser representada por: 

verificando-se que envolve uma proporção de carbono orgânico ( CH 20) na 

proporção de cinco moles para quatro moles de N, na forma de nitrato 

(NO) - ). 

Estes constituintes e os correspondentes processos de mineralização 291 

de azoto orgânico, assimilação de amónia e de nitrato, nitrificação, des

nitrificação, e respiração e mortalidade do fitoplâncton são simulados no 

designado ciclo do azoto. 

Oxigénio dissolvido (02) e Carência Bioquímica de Oxigénio (CEO) 

O balanço de oxigénio é governado pelo transporte, dispersão e 

interacção de matérias orgânicas di~solvidas e nitrogénio oxidável. Um sub-
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modelo de oxigénio dissolvido deverá incluir no mínimo os seguintes 

constituintes: CBO, azoto ou nitrogénio orgânico, nitrogénio amoniacal , 

nitritos, nitratos e oxigénio dissolvido. O oxigénio dissolvido entra no 

modelo através de rearejamento na superfície livre e por entradas nas 

fronteiras, sendo consumido por decaimento de CBO e por nitrificação do 

azoto amoniacal, formando nitritos e nitratos. Forma-se o azoto ou nitrogé

nio amoniacal por decaimento do nitrogénio orgânico. Para baixos níveis de 

oxigénio dissolvido ocorre desnitrificação, com o CBO a consumir o oxi

génio resultante do nitrogénio oxidado. Se não houver nitritos ou nitratos 

disponíveis para a desnitrificação então as exigências de oxigénio serão 

satisfeitas por redução de sulfatos. 

As taxas de redução simuladas neste submodelo são dependentes da 

temperatura. Por conseguinte, este módulo deverá funcionar conjuntamente 

com o submodelo de temperatura. Para ter em conta o efeito da salinidade 

nas concentrações médias do oxigénio dissolvido, em estuários e em todas 

as aplicações que envolvam água salgada, é igualmente necessário "correr" 

este submodelo em conjunto com o submodelo de salinidade. 

Oxigénio-sedimento 

Os processos de balanços de oxigénio podem interagir com os pro

cessos sedimentares. Para além das variáveis simuladas no submodelo de 

oxigénio dissolvido, deverão ainda ser simuladas variações rápidas e lentas 

de CBO. Estas simulações de CBO carecem de exigências adicionais de 

oxigénio na coluna de água e podem assentar no fundo do rio ou serem deste 

removidas. As variáveis dissolvidas, como nitratos, podem ser agarradas e 

mantidas nos poros da água. Os processos de balanços de oxigénio descritos 

no submodelo de oxigénio dissolvido são também simulados na camada do 

fundo pelo submodelo de interacção oxigénio-sedimento. 

Este submodelo terá de funcionar necessariamente em conjunto com o 

submodelo de oxigénio dissolvido. 

8.2.2 Ciclo do carbono - fitoplâncton 

O principal constituinte do ciclo do carbono é o fitoplâncton . Os pro

cessos que lhe dizem respeito são (Figura 8.1): crescimento do fitoplâncton, 

respiração e mortalidade do fitoplâncton, e deposição do fitoplâncton. 



Crescimento do frtoplâncton: 
fotosslntese e assimilação 

de nutrientes 

Nutrientes 

Respiração 
e mortalidade 

Matéria 
orgânica 

Figura 8.1 - Processos a considerar num submodelo de fitoplâncton de um 

modelo de qualidade da água (Portela, 1998). 

A equação geral de transporte, já apresentada nos capítulos prece

dentes, e que aqui se reproduz para a simulação do fitoplâncton, incluirá no 

2° membro o termo de fonte-sumidouro deste constituinte; esta equação 

escreve-se: 

d( ) d( dC ti» ) at A Ch) + d X QCti) - D/x A ----a;;- = A Sti) (8.15) 

representando C ji) (kg m-J
) a concentração de fitoplâncton na coluna de 

água e Sti) ( kg m -3 s - I) a taxa de variação local da concentração de 

fitoplâncton na coluna de água, podendo esta ser obtida por (POIiela, 1998): 

s = I (s prod _ S 1':.\1' _ S d"p".\' ) 

.11' 864 . 10 5 .11' .11' .11' 

em que S~;; "d = Pti> Cti) é devido ao crescimento do fitoplâncton, com 

pti) = 11 20Bti~ -20) F; P", sendo 11 20 a taxa de crescimento máximo do fito

plâncton para a temperatura de referência (20°C) (dia - I); Bti~-20) é a taxa de 

crescimento máximo do fitoplâncton, para condições óptimas de luz e de 

nutrientes, representando B(pc um coeficiente de temperatura referente ao 

crescimento do fitoplâncton; F; é um factor de limitação do crescimento por 

efeito da luz, e P" representa um factor de limitação do crescimento por 

efeito dos nutrientes. 
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o factor de limitação do crescimento de fitoplâncton por efeito da luz 

é obtido pela relação de Stee le (1962), integrada entre a superfície livre e o 

fundo: 

F, = keh (eu, - eU, ) 

com ai = - (I" /1,(1{ ) e(- kh) e a 2 = - I) 1"" , sendo k (m - I ) um coeficiente 

de extinção da luz; I" (W m-2
) é o fluxo de radiação solar instantâneo à 

superfície livre da água, e 1
'

(1{ (W m-2 
) é o fluxo de saturação da radiação 

solar. 

o factor de limitação do crescimento de fitoplâncton por efeito dos 

nutrientes, p", poderá ser obtido por: 

P" = p,,/ se p,,/ ~ P'1/I 

P" = P'1/I se p,,/ > P'1/I 

em que p,,/ = ej)(Kn/ + CrJ é um factor de limitação do crescimento 

relativo ao nutriente fósforo, e P'1/I = (enh + e,/{/ )/(Knll + ellh + ena) repre

senta um factor de limitação do crescimento de fitoplâncton por insufi

ciência do nutriente azoto. Nestas expressões, C {I (mg ri) é a concentração 

de fosfato, KII/ (mg r i ) é uma constante de semi-saturação para o fósforo, 

ellh (mg l-I ) é a concentração de amón ia, ena (mg l - I ) é a concentração de 

nitrato e KIIII (mgr l
) é uma constante de sem i-saturação para o azoto. 

O termo relativo à respiração e mortalidade do fitoplâncton pode ser 

calculado por: 

s re.11' = R e 
.Ii' .Ii' .Ii' 

em que R/i' = %208g-20) + Km (dia -I) é a taxa de respiração e morta lidade 

do fitoplâncton, sendo %20 (dia -I) a taxa de respiração do fitoplâncton para 

a temperatura de referência (20°C) e 8 jiJ/' um coeficiente de temperatura 

referente à respiração do fitoplâncton, e Km (dia -I) é a taxa de mortalidade 

do fitoplâncton. 

O termo devido à deposição do fitoplâncton é obtido por: 

sder}/}' = D e 
.Ii' fp ji' 



em que D r" = W /i>d / h (dia -I) é a taxa de deposição do fitoplâncton, sendo 

Wfpd (mdia -1
) a velocidade de deposição do fitoplâncton e h (m) é a altura 

da coluna de água. 

Nas Tabelas 8.3 a 8.5 são apresentados valores típicos para as 
constantes e coeficientes referidos nos processos incluidos neste ciclo e nos 

seguintes. 

8.2.3 Ciclo do fósforo 

o fósforo é considerado o principal elemento limitante do cresci

mento de fitoplâncton em ecossistemas de água doce. Os principais 

constituintes do ciclo do fósforo são o fósforo orgânico e o fosfato (PO~-). 

Mostram-se na Figura 8.2 os constituintes e processos a considerar no ciclo 

do fósforo : mineralização do fósforo orgânico, assimilação de fosfatos , e 

respiração e mortalidade do fitoplâncton . 

Respiração e mortalidade 

R"'_'~ Fósforo 
orgânico 

Mineralização 

Figura 8.2 - Constituintes e processos a considerar no ciclo do fósforo 

(Portela, 1998). 

Seja de novo a equação geral de transporte, que aqui se reproduz 

[equações (8.16)] para a simulação dos constituintes do ciclo do fósforo: 

fósforo orgânico (/0) e fosfato (Js). 

(8.16) 

o ( ) o ( OC/.;) ai ACfi. + OX QC j , -D,xA~ = AS/., 
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Nestas equações, C/ii (kg m-3
) é a concentração de fósforo orgânico 

na coluna de água; C /i (kg m-3
) é a concentração de fosfato na coluna de 

água, e os termos S/ii e S li (kg m -3 s - I ) representam as taxas de variação 

local das concentrações de fósfo ro orgânico e de fosfato na coluna de água, 

respectivamente. São dados por (Portela, 1998): 

S = 1 (sresl' _ S lIIiller) e 
.lo 864 . 105 lo lo 

S = I (S re.l)1 + S IIÚIl er _ S (~.I·.\i/ll ) 

Is 864 . 10 5 Js .tI' .t' 

em que: 

• S;;:')1 = Rfi) C /iP /i' F /iI é um termo devido à respiração e mortalidade do 

fitoplâncton, com R/i' e CfiJ já definidos anteriormente, a li' 

(mg P mg C-I) é a razão entre fósforo e carbono no fitopl âncton e F/iI é 

a fracção de fósforo devido à respiração e mortalidade do fitoplâncton 

sob a forma de fósforo orgânico; 

• S~:ill er = M liI C /ii é um termo devido à mineralização do fósforo 

orgânico, sendo C /i' (mg ri) a concentração de fósforo orgânico na colu

na de água e M liI = M{t'2081~::; 20) [C/i' /(K/i) + C fi) )] (dia -I) a taxa de minera

lização do fósforo orgânico, sendo M .lil2o (dia-I) a taxa de minera lização 

do fósforo orgânico para a temperatura de referência (20°C) e 8«)/11 um 

coeficiente de temperatura referente à mineralização do fósforo orgânico; 

• S~t'J' = R/i) C/iPli (1- F /iI ) representa a respiração e mOlialidade do 

fitoplâncton ; 

• S~iúll er = M/ii C /ii é devido à mineralização do fósforo orgânico; e, 

• S ;;" illl = P/i, C /iPli é devido ao crescimento do fitoplâncton. 

8.2.4 Ciclo do azoto 

o azoto é considerado o principal constltU1l1te limitante do cresci

mento de fitoplâncton em ecossistemas estuarinos e costeiros. Devido às 

interacções com os processos que têm lugar nos sedimentos do fundo e à sua 

influência na produção primária, o ciclo do azoto é particularmente 

complexo. Os três constituintes essenciais que fazem palie deste ciclo são: o 

azoto orgânico (no), a amónia (nh) e o nitrato (na). 



Apresentam-se na Figura 8.3 os processos que se encontram mais 

directamente relacionados com o ciclo do azoto; são os seguintes: minerali

zação de azoto orgânico, assimilação de amónia e de nitrato, nitrificação e 
desnitrificação. 

~ 
~ ~~r~----------~ 
Assimi~ __ N_it_ra_to_<_N_O_3') 

/ --- AssImilação 

Amónia <NH/) 

Azoto orgânico 

Figura 8.3· Constituintes e processos essenciais do ciclo do azoto 

(Portela, 1998). 

Seja uma vez mais a equação geral de transporte (7.2), que aqui se 

reproduz para a simulação dos constituintes do ciclo do azoto [equações 

(8.17»): 

:t (ACno)+ :x ( QC,IO - D,xA O~;o ) == ASno 

O ( ) O (QC D A O Cnh ) - AS -ai ACnh + OX oh - Ix ax - oh 
(8.17) 

O(AC) O(QC _DA
OC

'1lI )-AS -ai lia + a x n(l Ix ax - IUI 

Nas equações (8.17), C/lO (kg m-3
) é a concentração de azoto orgâni

co na coluna de água, Cnh (kg m-3
) é a concentração de amónia na coluna 
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de água, ena (kg m-J
) é a concentração de nitrato na coluna de água e Sna ' 

Sn" e Sna são as taxas de variação local das concentrações de azoto 

orgânico, de amónia e de nitrato na coluna de água, respectivamente; têm as 

seguintes expressões (Portela, 1998): 

S = I (sreo\jJ _ sminer) 
1/0864 . 105 //0 no 

(8 .18) 

S = I (sr,xp + sminer _ s ao\o\im _ snilr) 
flh 864 . 1 05 nh 1111 "II II" 

(8 .1 9) 

s = I (snilr _ sao\oxim _ Sdeom) 
na 864 * 105 11(1 l1a IUI 

(8.20) 

Na equação (8.18), o termo de respiração e mortalidade do 
fitoplâncton e o termo devido à mineralização do azoto orgânico são dados 

Por sreo\jJ = R o e o a F e sminer = M e respectivamente nas quais a 
no ./".11' IIC.' no 110 fiO no , , lU: 

(mg N mg C-I) representa a razão entre azoto e carbono no fitoplâncton; Fna 
é a fracção de azoto devido à respiração e mortalidade do fitoplâncton sob a 

forma de azoto orgânico, e M no = Mn020 en~:;20) [CIP j(K fi} + C /i} )], sendo e""m 

um coeficiente de temperatura referente à mineralização do azoto orgânico e 

M na20 (dia - I) a taxa de mineralização do azoto orgânico para a temperatura 

de referência (20°C). 

Na equação (8.19), os termos devidos à respiração e mortalidade do 

fitoplâncton, S;;;,xP , à mineralização do azoto orgânico, s;;;;ner, ao cresci

mento do fitoplâncton, S,:;;\im, e à nitrificação, S;:~" , têm as seguintes 

expressões: 

s reo\jJ = R e a (1 - F ) 
nh fp fp 11(' IJO 

smin er = M e 
nh IJO 110 

saouim = p e F 
1/11 .Ii} .li}am: 1111 

snilr N e 
nh- 11111111 

(8 .21) 

(8.22) 

(8.23) 

(8.24) 

Na expressão (8.23), Fn" representa um factor de preferência do 

fitoplâncton pela assimilação de azoto sob a forma de amónia; é dado por: 

I 

F= " II lia + nhnn 

[
e e e K ]2 

nll (Knn + e nll ) (K"" + ena) (enll + ena )(K"" + ena) 



Na expressão (8.24), Cllh (mgl- I) é a concentração de amónia na 

coluna de água e N/1h (dia -I) representa a taxa de nitrificação, sendo dada 

por: 

N - N e (r-20) [ Cod ) 
1111 - 1/1120 "/111 K + C 

nll oe! 

em que Cm/ (mgr l
) é a concentração de oxigénio dissolvido na coluna de 

água, Kllh (mgl- I) é a constante de sem i-saturação para a limitação da 

nitrificação pelo oxigénio e ell/III é um coeficiente de temperatura referente à 

nitrificação da amónia. 

Na equação (8.20), os termos devidos à nitrificação, S:,~,r, ao cresci

mento do fitoplâncton, S,~:;'i/ll, e à desnitrificação, S,~~~"', têm as seguintes 

expressões: 

s"ilr - N C 
17(1 - 1111 "II 

S assi/ll - p C (1 - F ) 
na - lp lp aI/c 1111 

seles/1 = N C 
lia l1a nu 

(8.25) 

(8.26) 

(8.27) 

em que ena (mg ri) é a concentração de nitrato na coluna de água e N
lla 

(dia -I) representa a taxa de desnitrificação, sendo dada por: 

N - N (T-20)[ K lla ) 
11(1 - /1(120 el/(/II K + C 

l1a oc/ 

em que K lla é uma constante de desnitrificação e ellall é um coeficiente de 

temperatura referente à desnitrificação do nitrato. 

8.2.5 Ciclo do oxigénio dissolvido 

Os processos que se encontram mais directamente relacionados com o 

oxigénio dissolvido são os seguintes: i) trocas de oxigénio entre a coluna de 
água e a atmosfera (ODreur ); ii) produção de oxigénio resultante do 
crescimento de fitoplâncton (OD proel ); iii) consumo de oxigénio resultante 
da respiração do fitoplâncton (ODre,,,); iv) oxidação do carbono da matéria 
orgânica incluída no CBO (ODoxid ); v) consumo de oxigénio devido à 

nitrificação (OD llill.), e vi) consumo de oxigénio por necessidades 
bentónicas ( ODhem ). 

Naturalmente que o balanço de oxigénio dissolvido num meio natural 

incluirá necessariamente a quantidade de oxigénio dissolvido que é introdu-
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zida através de massas de água afluentes (OD,ljlll )' Por conseguinte, o 

balanço do oxigénio dissolvido num meio natural (como um troço de rio, por 

exemplo) é globalmente traduzido pela seguinte igualdade: 

ODellfra + OD'Iflll + ODre"r + OD"rod - ODre,,)} -

- ODoxid - ODI/ilr - ODhe1/1 - OD,""i = O 
(8.28) 

Mostram-se na Figura 8.4 os processos descritos para o ciclo do 

oxigénio dissolvido. 

R~ 
Oxigénio 
dissolvido 

Oxidação de eso 
e consumo de oxigénio 

pelo sedimento 

Figura 8.4 - Processos a considerar no ciclo do oxigénio di ssolvido (Portela, 1998). 

o ciclo do oxigénio dissolvodo é descrito pelos dois parâmetros 

clássicos: a Carência Bioquímica de Oxigénio (CBO) e o Oxigénio Dissol

vido (OD), considerando os processos mais directamente relacionados com 

o Oxigénio Dissolvido, acima descritos. As equações gerais de advecção

-difusão-reacção para a simulação das concentrações dos constituintes CBO 

e OD escrevem-se: 

~(AC )+~(QC -D A dCChO
) = AS a t cbo ax cho Ix ax cho 

(8.29) 

~(AC )+~(QC -D A dCOd
) - AS dt od dX od Ix dX - mi 



Nas equações (8.29), Ccho (kg m-3
) é a concentração de CSO na 

coluna de água, Cml (kg m-3
) é a concentração de oxigénio dissolvido na 

coluna de água, e S,,)(/ e Sod são as taxas de variação local das 

concentrações de CSO e de OD na coluna de água; têm as seguintes 

expressões (8.30) e (8.3 I) (Portela, 1998): 

S = 1 (Slllorl _ soxid _ Sde.m) 
c.:ho 864 * ] 05 cho clm cho 

(8.30) 

s = 1 (s r"or + S prod _ sre.,1' _ soxid _ SOilr) 
mI 864 * 105 oc/ oc/ mi oel oc/ 

(8.3 1) 

Na equação (8.30), os termos devidos à mortalidade do fitoplâncton, 

s:~~rl , à oxidação de CSO, S;~;:,d, e à desnitrificação, S,~~;:o, escrevem-se: 

Slllorl =K C .a 
cho 11/./1' m.: 

soxid ° C 
cho - eho c!1O 

Sde.'I/ = 1.25 N C a 
c:ho na na 011 

Nestas equações, KIII (dia -I) representa a taxa de mortalidade do 

fitoplâncton; ao, (mg02 mgC -1
) é a razão entre oxigénio e carbono; 

0,,)(/ = 0'h020B,r:;(~20)[COd /(K'ho + Cod )] (dia-I) é a taxa de oxidação de CSO, 
sendo 0'h020 (dia-I) a taxa de oxidação de CSO para a temperatura de 

referência (20°C) e Bchoo um coeficiente de temperatura referente à oxidação 

de CSO; N/I(( (dia-I) é a taxa de desnitrificação; CI/O (mgr l
) é a concen

tração de nitrato na coluna de água, e aOl/ (mg02 mg N- 1 
) é a razão entre 

oxigénio e azoto. 

Na equação (8.31), os termos devidos ao rearejamento, S:;~({{, ao 

crescilnento de fitoplâncton, S(~:;'Od, à respiração do fitoplâncton, S(I:~'P, à 

oxidação de CSO, S;:;,;d, e à nitrificação, s:,:~r, escrevem-se: 

srear - A (C - C ) 
mi - mI {)(/ ~~ ot! 

S prod = p C [ + 3 43 (1 - F )] 
mI .fi) li} a oc . anc: "" 

soxid = ° C 
mi cho ,,/)o 

Sl/ilr = 4.57 N C 
oel nh 1111 
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N - A - (A A) B (7' - 20) (d' -I) t estas equaçoes "'/ - "d"20 - "da 20 "d,. la represen a a 
taxa de rearejamento efectiva, em que A"d"20 = 3. 91ul/ h IS (dia - I ) é a taxa de 
rearejamento por acção do escoamento, com velocidade u, para a 

temperatura de 20°C; A "da 20 = (O. 72 W~5 - 0.3 17 W" + 0.0372 w,: )/h (dia -I ) é 

a ·taxa de rearejamento por acção do vento, com velocidade W,., para a 

temperatura de referência (20°C); B"",. é um coeficiente de temperatura 

referente ao rearejamento por acção do escoamento (B""" ) e do vento (B"da ); 
C = ea 

.. , •• com 
0"__ " 

= -139.34411 + 1.575701 . 10
5 

6.64230
2

8 . 10
7 

1.24380 . 10
10 

a~ ~ ~ + ~ 

_ 8.621949 . 10" -C [3.1929
0

10-2 _19.428 + 3.8673 . 10
3

) 

T 4 d T T 2 
k k k 

em que Tk = T + 273.15 (K) é a temperatura termodinâmica, sendo T a 

temperatura em °c, e Cd = Sj1.80655 (%0) representa a clorin idade da água, 

sendo S (%0) a salinidade; a"c (mg N mgC- I
) é a razão entre azoto e 

carbono no fitoplâncton; F'"" é o factor de preferência do fitoplâncton pela 

assimilação de azoto sob a forma de amónia; N"" (dia- I ) é a taxa de 

nitrificação, e C"" (mgr l
) é a concentração de amónia na coluna de água. 

Apresentam-se nas Tabelas 8.3 a 8.5 valores típicos das razões entre 

constitu intes, das variáveis e dos coeficientes de temperatura utilizados na 

simulação dos parâmetros biológicos e químicos de um modelo de qualidade 

da água, tal como constam nas equações gerais atrás apresentadas para a 

modelação dos diversos constituintes e processos. 

Tabela 8.3 - Valores típicos de factores de conversão uti lizados na simu lação dos 

parâmetros biológicos e químicos de um modelo de quali dade da água. 

Símbolo Razões entre constituintes Valor 

aJe Fósforo e carbono no fitoplâncton 0.024 mg P mg C l 

a"c Azoto e carbono no fitoplâncton 0.18 mg N mg C l 

a oe Oxigénio e carbono 32112 mg O2 mg c l 

aO/I Oxigénio e azoto 32/ 14 mg O2 mg N I 

accJ Carbono e clorofila a no fitoplâncton 60 mg C mg Clorofila a-I 



Tabela 8.4 - Valores típicos de algumas variáveis utilizadas na simulação dos parâ

metros biológicos e químicos de um modelo de qualidade da água. 

Símbolo Variável Valor 

Jh.o Taxa de crescimento máximo do fitoplâncton 2.0 dia-I 

para a temperatura de referência (20°C) 

K Coeficiente de extinção da luz 2.0-3.0 m- I 

l s0 1 Fluxo de saturação da radiação solar 150 Wm-2 

KII( Constante de sem i-saturação para o fósforo 0.004 mgP r i 

Knn Constante de sem i-saturação para o azoto 0.100mgNr l 

x20 Taxa de respiração do fitoplâncton para a 0.125 dia-I 

temperatura de referência (20°C). 

Km Taxa de mortalidade do fitoplâncton 0.020 dia-I 

Wrod Velocidade de deposição do fitoplâncton 0.10 m dia-I 

Fio Fracção de fósforo devido à respiração e mortalidade 0.50 

do fitoplâncton sob a forma de fósforo orgânico 

M;-o20 Taxa de decaimento por mineralização do fósforo 0.22 dia- I 

orgânico para a temperatura de referência (20°C) 

K lp Constante de semi-saturação relativa à limitação 1.0 mg C r i 

da regeneração de nutrientes pelo fitoplâncton 

Fno Fracção de azoto devido à respiração e mortalidade 0.50 

do fitoplâncton sob a forma de azoto orgânico 

Mno20 Taxa de decaimento por mineralização do azoto 0.075 dia-I 

orgânico para a temperatura de referência (20°C) 

Nnh20 Taxa de nitrificação da amónia para a 0.10 dia- I 

temperatura de referência (20°C) 

Knh Constante de semi-saturação para a limitação da 2.0 mg02 ri 

nitrificação pelo oxigénio 

Nno2IJ Taxa de desnitrificação do nitrato para a 0.10 dia-I 

temperatura de referência (20°C) 

Kno Constante de desnitrificação 0.10 mgOz r i 

Ocbo20 Taxa de oxidação de CBO para a temperatura 0.18 dia-I 

de referência (20°C) 

K cbo Constante de semi-saturação para a limitação 0.50 mg02 ri 

da oxidação pelo oxigénio 

w" Velocidade do vento (médias mensais) 3-5 ms- I 
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Tabela 8.5 - Valores típicos dos coeficientes de temperatura utilizados na simulação 

dos parâmetros biológicos e químicos de um modelo de qualidade da 

água. 

Símbolo Coeficientes de temperatura Valor 

8 (pc Crescimento do fitoplâncton 1.0680 

8 fpr Respiração do fitoplâncton 1.0460 

8 (0111 Mineralização do fósforo orgânico 1.0640 

Bnof1l Mineralização do azoto orgânico \.0800 

8 n1m Nitrificação da amónia \.0800 

encl11 Desnitrificação do nitrato 1.0460 

8 cboa Oxidação de eBa 1.0470 

8 0dh Rearejamento por acção do escoamento 1.0260 

8 ada Rearejamento por acção do vento 1.0260 

8.3 Modelo analítico de Streeter-Phelps 

o modelo clássico de Streeter-Phelps descreve o ciclo do oxigénio 

pelos dois parâmetros clássicos: Carência Bioquímica de Oxigénio (eBO) e 

o Oxigénio Dissolvido (Or-'70D), admitindo uma equação de balanço 

bastante mais simplificada que a dada por (8 .28). Com efeito, não considera 

a acção do fitoplâncton (tanto na produção como na respiração), bem como 

os consumos devidos à nitrificação e às algas bentónicas. Por consegu inte, a 

equação de balanço do oxigénio dissolvido reduz-se à seguinte forma: 

Reconhece-se que é um modelo limitado, pois despreza contribuições 

importantes para o balanço do oxigénio dissolv ido na co luna de água. 

Todavia, teve grande impOliância no passado e é ainda hoje um modelo 

frequentemente uti I izado em estudos de impactos ambientais, por exemplo. 

Analisaremos em seguida o caso particular de fontes pontuais e a sua 

extensão para fontes distribuídas, como é em geral a situação mais corrente 

de grandes extensões de cursos de água naturais. 



8.3.1 Fontes pontuais isoladas 

Em condições de regime permanente e com k
" 

k 2 , k, e L" constantes, 

a equação (8.7) pode ser integrada obtendo-se (8.32): 

L(x) = L e- A1k,.k,lx/Q +~[I_e-;/ lk,.k,IX/Q] 
o k +k 

I .'i 

(8.32) 

sendo Lo o valor do CBO total no início do troço, isto é, em x = xo . 

Substituindo a equação (8.32) na equação (8.6), para condições de regime 

permanente, e integrando-a em seguida, com k
" 

k 2 , k" Q/ A e La cons

tantes, obtém-se (8.33): 

(8.33) 

em que Do é o défice de oxigénio dissolvido em x = xo' A equação (8.33) é 

normalmente designada por "oxygen sag equation" na linguagem anglo

-saxónica. 

A equação (8.32) permite calcular o CBO restante em qualquer ponto 

do canal, enquanto a equação (8.33) fornece o défice de oxigénio dissolvido 

em qualquer ponto à distância x. A variação destes factores com a distância 

está representada na Figura 8.5. 

O máximo ou défice crítico, designado por D, na Figura 8.5, ocorre 

no ponto de inflexão da curva de oxigenação e pode obter-se directamente 

por derivação da equação (8.33) em relação a x, igualando o resultado a zero 

e resolvendo em seguida para xc: 

Substituindo o valor Xc dado por (8.34) na equação (8.33) obtém-se o 

défice crítico De' 
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Os parâmetros k, e La representam medidas de propriedades físicas 
independentes; são muitas vezes desprezáveis. Todavia, valores destes 

parâmetros podem ser obtidos a partir de dados de campo. " 

Lo 

.,---" ... " .. . c.130 

o x --...... -

Figura 8.5 - Curvas de oxigenação "Oxigénio dissolvido" e de desoxigenação 

("CBO" ) de um curso de água (adaptada de McGhee, 1991). 

Assim, se o CBO decrescer ao longo de um troço e em algum ponto x 

desse troço o CBO for inferior ao previsto por L( x) = Lo e-Ak,x/Q , então k, 

será positivo e superior a La; La tomará o valor zero e k, será calculado 
por L( x) = Lo e - A(k,+k,) x/Q . 

Se o CBO crescer com x ou decrescer menos que o previsto por 

L( x) = Lo e -Ak,x/Q, então La será positivo e excederá k, ; k , tomará então o 

valor zero e La será determinado com base em: 

L( x) = Lo e -Ak,x/Q + ~ [1 - e -Ak,x/Q ] 
kl 

(8.35) 

Considerando um escoamento permanente e unidimensional, é possí

vel obter soluções directas para problemas de qualidade da água. Com 

efeito, se La e Sr forem desprezáveis, as equações (8.33) e (8.34) reduzem

-se à formulação clássica de Streeter-Phelps: 

D(x) = Do e-Ak,x/Q + k l Lo (e- A(k,+k,)x/Q _e -Ak,x/Q ) 
k2 -(kl +k,) 

(8.36) 



xc=- foge - 1- 2 1 , O (8.37) Q 1 [ k , [ k - (k + k ) D )] 
A k2 -(k, +kJ k, +k, k, Lo 

Substituindo t = Ax/ Q nestas equações, poderão ainda escrever-se as 

seguintes equações equivalentes [(8.38) e (8.39)]: 

o coeficiente da parcela de sedimentação, k, ( dia -I), é dado por 

k, = w) h , em que w, (m dia -I) é a velocidade de sedimentação de CBO e 

h representa a profundidade local do escoamento. A eliminação de CBO 

por sedimentação poderá manifestar-se imediatamente a jusante de pontos 

de rejeição de águas residuais, visto que estas conterão em geral elevadas 

quantidades de materiais sólidos em suspensão, por conseguinte com eleva

dos valores de k" o que tem como consequência uma redução da carga 

contaminante nas águas receptoras. A distâncias consideráveis dos pontos de 

rejeição e em zonas de baixas concentrações de materiais sólidos em 

suspensão (o que não é em geral o caso de estuários), os processos de 

eliminação de CBO por sedimentação são menos importantes, o que se 

traduz numa redução ou mesmo no anulamento do coeficiente k,. O próprio 

coeficiente de desoxigenação, k, , terá tendência a ser mais reduzido. 

Resumindo, a aplicaçã,o do modelo de Steeter-Phelps, traduzido pela 

equações (8.35) a (8.37), ou pelas equações equivalentes (8.35), (8.38) e 

(8.39), pressupõe as seguintes hipóteses simplificativas: 

- o sistema é unidimensional, no plano horizontal; 

- o caudal e a secção são constantes no espaço e no tempo; 

- a matéria orgânica carbonatada é o único consumidor de oxigénio; 

- o rearejamento atmosférico é a única fonte de oxigénio; e, 

- a descarga do efluente é pontual. 

Apresentam-se em seguida as equações de balanço a utilizar no cál

culo das características das águas resultantes da entrada no sistema de fontes 

pontuais. Assim, sejam: 
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- Características das águas usadas lançadas num curso de água: 

Q", D", T", (CBOs )", C" 

- Características das águas do curso de água: 

Q, D, T, (CBOs )' C 

As características das águas resultantes da mistura DM' TM, (CBOs t 
e CM' imediatamente após a acção de rejeição, escrevem-se: 

Exemplo 8.1: 

D = DQ+D"Q" 
M Q+Q" 

T = TQ+ T"Q" 
M Q Q + " 

(CBO) = (CBOJQ + (CBOJ" Q" 
s M Q+ Q" 

C = CQ+C"Q" 
M Q+Q" 

(8.40) 

Uma água residual com uma carência bioquímica de oxigénio (CBO) 
de 25.0 mgr l é descarregada num curso de água doce com uma velocidade 

média de 0.10 ms· 1 e uma temperatura após a mistura de 19°C. A concen

tração de oxigénio dissolvido no rio é de 8.5 mgr l
• 

Considerando k, = O e velocidades de desoxigenação kl = 0.25 dia -I 

e de rearejamento k2 = 0.40 dia-I, determinar: 

a) o tempo e a distância para o mínimo de oxigénio dissolvido; 

b) o mínimo de oxigénio dissolvido. 

Resolução: 

OD inicial no curso de água, OD = 8.50 mgr l 

OD saturado no curso de água, Cs = 9.57 mgr l 

Défice de oxigénio inicial, Do = 9.57 - 8.50 = 1.07 mgr l 

a) O tempo para o valor mínimo do OD é dado por: 



donde, 

t = 1 l [0.40(1_ 0.40-0.251.07)]=296d· 
c age . Ias 

0.40-0.25 0.25 0.25 25.0 

Para a distância obtém-se: 

Xc =Utc =0.10 . 2.96-24-60-60=25574m=25.60km 

b) O máximo défice de oxigénio é obtido para t 

através de: 

donde, 

D( ) 1 07 -040'296 0.25 -25.0 (-0.25. 2.96 -0.40. 2.96) 
1=2.96 = . - e + e-e 

0.40 - 0.25 

= 7.46mg ri 

Por conseguinte, para o oxigénio dissolvido (OD) à distância x = 25.60 

km, obtém-se: 

ODmitl = C, - De = 9.57 -7.46 = 2.11 mg l-I 

valor este que é extremamente baixo, mesmo para as espécies maIs 

resistentes. 

Exemplo 8.2: 

Uma empresa de conservas está a ponderar a hipótese de abrir uma 309 

nova fábrica numa de duas localizações possíveis: o rio Verde ou, o seu 

congénere, o rio Amarelo. Entre as questões a ponderar está a determinação 

do efeito da descarga de cada uma das fábricas (A ou B) em cada um dos 

rios, e qual o rio que sofreria o menor efeito dessa descarga. As 

características dos efluentes da solução A e da solução B são representativas 

das potenciais características das futuras descargas. Deverão ser avaliadas as 

4 combinações seguintes: A-Verde; A-Amarelo; B-Verde, e B-Amarelo. 
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Características de cada um dos efluentes e de cada um dos rios: 

Parâmetros do efluente Solução A Solução B 

Caudal, m3s- 1 O.OSO O.OSO 

CB05 a 2SoC, kg dia-I 129.600 129.600 

OD,mgr l 0.900 0.900 

Temperatura, °c 2S.000 2S.000 

k, a 20°C, dia-I O.OSO 0.030 

IParâmetros do rio Rio Verde Rio Amarelo 

Caudal, m3s- 1 O.SOO O.SOO 

CB05 a 2SoC, mg ri 19.000 19.000 

OD,mgr l S.8S0 S.8S0 

Temperatura,oC 2S.000 2S.000 

Velocidades, m S-I 0.100 0.200 

Profundidade, m 4.000 4.000 

Coeficiente de actividade do leito 0.200 0.200 

Resolução: 

A única diferença nas combinações é a troca dos coeficientes de 

desoxigenação e de rearejamento; por conseguinte, basta-nos calcular um 

único valor para Lo e um só valor para Do ' 
Começa-se por converter o caudal mássico de CBO último (kg dia-I) 
para unidades de concentração (mg ri ). Para o cálculo da concentração 

correspondente ao caudal mássico, divide-se a carga mássica descar

regada (kg dia -I) pelo caudal que transporta esta carga (Q, QII ou 

Q+QII): 

Massa da CBO última descarregada (kg dia-I) 

Caudal que transporta a carga mássica de CBO (m 3s- l
) 

ou seja, 

(kg jdia)x (lxI0 6 mgjkg) 

(m 3 Is )x (86400sjdia)(1 xl 03 II m3
) 



donde, para ambas as soluções A e B: 

L _ (129.60kgdia-I)(lxI06 mg/ kg) 
/I - (0.050m 3s -I)(86400s/ dia)(l x I0 3 Ij m 3

) 

= 129.60 . 10
6 

mg =30.0m ri 
4.320 . 10 6 1 g 

Calcula-se agora o cBO resultante após a mistura, obtendo-se: 

L = 0.050 · 30.00 + 0.50 · 19.00 = 20.0 m ri 
o 0.050+0.500 g 

A 25°C obtém-se para a concentração saturação de OD: 

c, "" 14.716 - 0.401687 . 25 + 0.008593 . 25 2 - 0.0000904 . 25 3 

= 8.60 mgl-I 

vindo para o défice inicial: 

D =8.60- 0.050 · 0.90+0.50 · 5.85 =3.20m ri 
o 0.050+0.500 g 

Para a combinação A-Verde, os coeficientes de desoxigenação, kl , e de 

rearejamento, k2 , poderão ser calculados usando as aproximações (8.2) e 

(8.4), vindo: 

k
l 
=0.050+ 0. 10 • 0.20= 0.055 dia -I a 20°C 

4.0 

k = 3.9.(0.lOt =0 154d· - I 

2 (4.0tS • ta 

, ° A temperatura de 25 C ter-se-ão: 

k
l 

= 0.055 . (1.056Y2S-20) = 0.072 dia -I 

k
2 

= O. 154 · (1.025Y2S-20) = O. 174 dia -I 

Para o instante crítico te e o défice crítico De obtêm-se: 

31 1 



312 

t = 1 lo [0. 174(1_0.174-0.0723.20)] 
,. 0.174-0.072 ge 0.072 0.072 20.0 

= 6.13 dias 

D . = 3.20. e-o 17406. 13 + 0.072 . 20.0 (e -oon'6.13 _ e-O 174' 6. 13 ) 

( 0. 174-0.072 

= 5.32mgr l 

vindo para o oxigénio dissolvido no ponto crítico: 

OD = C, - De = 8.60 - 5.32 = 3.28 mgr l 

Repetimos agora os cálculos para a melhor combinação, que corresponde 

à solução B-Amarelo. Com efeito, tem-se: 

k
l 

=0.030+ 0.20 ·0.20 = 0.040 dia -I a 20°C 
4.0 

k = 3.9 * (0.20t =0218d' - I 

2 (4.0ts . ta 

, ° A temperatura de 25 C ter-se-ão: 

k
l 

= 0.040 . (1.056Y2S-20) = 0.053 dia -I 

k
2 

= 0.218. (1.025Y2S-20) = 0.247 dia -I 

Para o instante e o défice críticos obtêm-se: 

t = 1 lo [0.247 (1- 0.247 - 0.0533.20)] 
e 0.247 - 0.053 ge 0.053 0.053 20.0 

= 3.39 dias 

D . = 3.20 *e-0247'339 + 0.053 . 20.0 (e-OOS3*3.39 _e-0247*339 ) 
( 0.247 - 0.053 

= 3.59mgr l 

e para o oxigénio dissolvido no ponto crítico resulta: 

. OD = C, - De = 8.60 - 3.59 = 5.01 mgr l 



Deixa-se como exercício a verificação das duas combinações res-

tantes. 

8.3.2 Fontes pontuais múltiplas 

Trata-se, neste caso, de considerar o curso de água (rio) constituído 

por uma série de troços com características uniformes, ligados entre si 

através de condições de fronteira. Nesta conformidade, o cálculo inicia-se na 

secção mais a montante, onde as condições de fronteira são especificadas, 

sendo as equações (8.35) e (8.36) usadas para calcular as sucessivas 

concentrações para jusante daquela secção. O cálculo continuará até à 

fronteira situada mais ajusante. 

Durante o percurso, podem ocorrer dois tipos de fronteiras: i) são 

fronteiras do primeiro tipo as mudanças nos parâmetros do sistema (por 

exemplo, o declive do leito, a velocidade, a profundidade, as alterações dos 

parâmetros ou processos de (des)oxigenação, etc.; ii) correspondem a 

fronteiras do segundo tipo as entradas no sistema de fontes pontuais. 

No primeiro caso, as concentrações no final do troço em análise 

servirão como concentrações iniciais para as equações do modelo com 

parâmetros revistos; no segundo caso, usam-se as equações de balanços de 

massa (8.40) para o estabelecimento das concentrações de partida para o 

troço seguinte. Apresenta-se em seguida um exemplo de aplicação (adaptado 

de Chapra, 1997) suficientemente esclarecedor destas aproximações. 

Exemplo 8.3 (Chapra, 1997): 

A figura 8.6 mostra um rio que recebe o efluente de uma ETAR ao 

quilómetro 100 (SQ 100) e um afluente (tributário) ao quilómetro 60, em SQ 

60. A secção do rio é trapezoidal, com as características indicadas. O coefi

ciente global de desoxigenação para o CBO no troço de montante (em SQ > 
100) é igual a 0.50 dia-I a 20°C. Num percurso de 20 quilómetros para 

jusante da estação de tratamento (entre os quilómetros 100 e 80) há uma 

redução de CBO por decomposição e uma redução adicional por sedi

mentação, traduzindo-se este último processo num aumento do coeficiente 

global de desoxigenação neste troço de um valor correspondente a 

k , = 0.25 dia-I. 

Supondo que o rio se situa ao nível do mar, pretende-se o cálculo da 

concentração do oxigénio dissolvido ao longo do sistema, considerando a 

informação que se resume nas tabelas seguintes: 
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L, = 2 mg L-l 
0, = 7.5 mg L-l 
D, = 5.787 cms 
T, = 20·C 

Lw = 200 mg L-l 
/wII1--- 0w = 2 mg L-l 

Dw = 0.463 cms 
Tw = 28·C 

Channal slopa 
Sida alope 
Botlom wldth, m 
Roughness 

.- .. ---... -.•. ... , _., -

0.0002 
2 
10 

0.035 

60 km 

/ 
/ 

... _1 
I Cha~~'~1 slope 0.00018 

I 
Slde slope 2 
Boltom wldth, m 10 
Roughness 0.035 

_ •• _. . . .... o." . _ • • ,"" ._-.... -

L, = 5 mg L-l 
o, = 9 mg L-l 
D, = 1.157 cms 
T, = 15·C 

-....~--_. __ .-
-.._---....... .... 

Figura 8.6 - Rio com duas condições de fronteira internas e alterações nas suas 

características hidrogeométricas (Chapra, 1997). 

> < 

Profundidade, h m 1.19 1.24 1.41 

Área, A 2 14.71 15.5 18.05 m 

Caudal,Q m's - I 5.787xI0-3 6.250 x 10 -3 7.407 x 10-1 

m'dia -I 500.0 540.0 640.0 

Velocidade, U 
- I 0.393 0.403 0.410 ms .. 

m dia -I 33955.0 34819.0 35424.0 



Parâmetro SQ > 100 SQ toO - 80 SQ 80 - 60 SQ < 60 

Temperatur a, T 20.00 20 .59 20 .59 19 .72 

C. saturação de 0 2'C, 9. 092 8.987 8.987 9. 143 

Coeticient e k 2 1.902 1.842 1. 842 1.494 

Coeticient e k I 0.50 0.514 0.514 0.494 

Coeticient e k I ' + k , 0.50 0.764 0.514 0.494 

Resolução: 

o balanço de massa de CBO na fronteira de montante (secção SQ 100) 

obtém-se por aplicação de uma equação do tipo (8.40), 

Lo = LIl' QIl' + Lr Q,. = 200.0 . 40.0 + 2.0 . 500.0 = 16.667 mg ri 
QIl' + Q,. 540.0 

Ao longo do troço SQ 100-80 ocorrerá um decaimento de CBO, obtendo

-se ajusante deste troço (na secção SQ 80): 

k,+k. . _0.5 14+0.25 ( 100 000- 80000) 

L = L e -li' = 16.667 • e 348 19.0 = 10.75 mg r i 
PI o 

No troço seguinte (SQ 80-60) já não ocorre sedimentação, mas continua 

o processo de decaimento de CBO, obtendo-se na secção de jusante, 

-"-"-x -~(40 000-20000) 
L = L e U = 10.75 • e 348 19.0 = 8.00 mg ti 

Pl PI 

Na secção SQ 60 é agora necessário proceder a um novo balanço de 

massa, vindo: 

L = Lp, Qp, + L,Q, = 8.0 . 540.0 + 5.0,] 00.0 = 7.53 m r i 
60 640.0 g Qp, +Q, 

continuando o CBO a decair no troço SQ 60-0, obtendo-se na fronteira de 

jusante: 

-"-"-x -~(60 000-0) 
Lj = L

60 
e U = 7.53 . e 35424.0 = 3.26 mg 1'1 

Para o oxigénio dissolvido resulta o seguinte balanço de massa na secção 

SQ 100: 
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OD = ODII,QlI' + OD,.Q,. = 2.0 . 40.0 + 7.5-500.0 = 7.093 m ri 
o QII + Q,. 540.0 g 

Por conseguinte, para o défice inicial nesta secção obtém-se: 

Do = 8.987 - 7.093 = 1.894 mg ti 

Calcula-se o défice de oxigénio ao longo do troço SQ 100-80 recorrendo 

à fórmula de Streeter-Phelps, 

D" , = D.e+ + k, -~~~'+k)/':'" -e+) 
donde, 

D = 1.894 . e - 348 190x + .51 -1. 7 e - 348 19 0x _e- 348 19.0 x 
1. 842 O 4 6 66 [ 0.764 1. 842 ) 

1', 1.842 - 0.764 

ou seja, com x = 1 00000 - 80 000 = 20 000 m obtém-se: 

D = 3.023 mg ri 
1', 

o que corresponde a uma concentração de oxigénio dissolvido na secção 

SQ 80 dada por: 

OD = 8.987 -3.023 = 5.964mg ti 
1', 

o défice de oxigénio no troço SQ 80-60 será agora obtido por: 

-~(x-20000) 
D = 3. 023 . e 34819.0 + 

Pl 

0.514 . 10.75 [ -~(X-20000 ) -~(X-20000)) + e 348 19.0 - e >4819.0 

1.842 - 0.514 

Com x = 40000 m resulta, 

D ) = 2.702mg ri 
/ , 

o que corresponde à seguinte concentração de oxigénio dissolvido a 

jusante do troço SQ 80-60: 

OD = 8.987 - 2.702 = 6.285 mg ri 
1', 



Procedendo agora a um novo balanço do oxigénio dissolvido nesta 

secção, devido à existência de uma condição de fronteira do segundo tipo 

(tributário), resu Ita: 

OD Q +ODQ OD = 1', 1', I I 

60 Qp, + Q, 

6.285 . 540.0+9.0 . 100.0 =6.709m I-I 
640.0 g 

Por conseguinte, para o défice de oxigénio no início do troço SQ 60-0 

obtém-se: 

Do = 9.143 - 6.709 = 2.434 mg ri 

sendo ao longo deste troço dado por: 

-~(x-40000) 
D = 2.434 " e 35424.0 + 

PJ 

0.494 . 7.53 [ ,0.494 (x-40000) _ ,1494 (X -40000)) + e >5424.0 - e >5424.0 

1.494 - 0.494 

Em x = 100000 m (fronteira de jusante) obtém-se: 

Di = 1.509 mg ri 

e para o oxigénio dissolvido resulta, 

OD
j 

= 7.634 mg ri 

A tradução gráfica destes resultados encontra-se representada na Figura 

8.7. 

CBO 
to .. . -... ..... ....... ..... ~~.~~.~~.~~.? ... . 

II OD 

-20 o ao 40 110 80 too 
Distância (km) 

Figura 8.7· Evolução espacial da Carência Bioquímica de Oxigénio (CBO), do 

oxigénio dissolvido (OD) e da curva de saturação de oxigénio 

(Saturação) (Chapra, 1997). 
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8.4 Fontes distribuídas 

Interessa neste caso distinguir duas situações: um primeiro caso em 

que uma fonte de poluição difusa não contribui significativamente para o 

caudal do curso de água, e um segundo caso em que a fonte de poluição 

difusa está associada a uma contribuição significativa para o caudal do 

escoamento principal (rio). 

8.4.1 Fontes de poluição difusa sem contribuição significativa para o 

caudal 

Considerando F e R (g m-3 dia -I) taxas volumétricas de fotossíntese 

e de respiração das plantas, SI (g m-3 dia-I) um factor de carência de oxi

génio bentónico (sedimento), SL a taxa de distribuição da fonte de CBO e h 

a profundidade do escoamento, pode obter-se a solução analítica global 

(8.41) para o CBO e o défice de oxigénio (D), válida para um sistema em 

regime permanente que contenha fontes de poluição pontuais e difusas 

(Chapra, 1997). 

(8.41 ) 

Este modelo traduz assim os efeitos de fontes pontuais e difusas, em 

regime permanente e com contribuição nula para o caudal, podendo ser 

aplicado de forma idêntica à utilizada no Exemplo 8.3. Valores típicos para 
F-R e SI situam-se à volta de 1~2 gm-3dia- 1 e 2~5 gm-2 dia- l

, 

respectivamente. 



8.4.2 Fontes de poluição difusa com contribuição para o caudal 

Modelo analítico 

Neste caso, seja a concentração de um poluente no curso de água ( C , 

em mg ri) e a contribuição de uma concentração difusa ( C"' em mg ri ), a 

equação de balança de massa que contribui com caudal e massa poluente 

escreve-se: 

(8.42) 

A equação (8.42) apenas tem solução analítica considerando: (i) o 

regime permanente; (ii) a linearização da equação resultante, com o caudal a 

crescer linearmente (Q = Qo + q,. x, sendo q,. um valor constante do caudal 

(m 2 dia - l
) que traduz o crescimento linear), e (iii) a manutenção da secção 

transversal constante, ou da velocidade do escoamento constante. Por 

conseguinte, a equação (8.42) tem solução analítica quando se reduz à ' 

seguinte forma: 

a qual admite agora duas soluções consoante se assuma uma ou outra das 

condições indicadas em (iii). Como é óbvio, qualquer destas condições é 

pouco realista, pelo que este problema apenas poderá ser satisfatoriamente 

resolvido por via numérica. 

Modelo numérico simplificado 

Como acabámos de ver, as soluções analíticas para fontes difusas têm 

aplicações práticas limitadas e pouco realistas. Para as aplicações correntes 

em sistemas fluviais, com extensões significativas, uma metodologia 

baseada em modelação numérica é mais realista e perfeitamente compatível 319 

com os actuais meios de cálculo informático. Nesta conformidade, apre

senta-se nesta secção um modelo matemático simplificado para o balanço de 

oxigénio de fontes difusas, assim como o correspondente esquema numérico 

para a implementação de um programa de cálculo automático. 

Considerando o esquema representado na Figura 8.8, a aproximação 

numérica é baseada na divisão do curso de água em segmentos finitos ou 

volumes de controlo (finitos). Os segmentos O e n+ 1 representam segmentos 



de fronteira. Por conseguinte, existirão n incógnitas a serem determinadas, 

sejam elas os balanços de eBO (L) e de oxigénio dissolvido OD (O). 

II I 1 I···II-tl 11+11··· ln-ti n 1" '1 

.Jt/ t '", 
Fonte/Sumidouro 

i-I 

Reacção 

Figura 8.8 - Fonte uniformemente di stribuída. Balanço de massa em torno de 

um volume de controlo. 

A equação (8.42) apenas contém termos de reacção, fonte/sumidouro 

e de advecção, sendo os primeiros calculados no ponto i da malha e os ter

mos de advecção discretizados com diferenças regressivas ou progressivas. 

Assim, considerando o regime permanente, o balanço de eBO obtém-se 

directamente a partir da equação (8.42), com e == L : 

(8.43) 

em que q" = Q" / n , representando Q" a contribuição total de caudal difuso e 

n o número de elementos; Ld representa a contribuição de eBO por difusão; 

A, é a área da secção transversal ; fu: é o comprimento de cada elemento; Q 

e L representam, respectivamente, o caudal total escoado e a variável de 

cálculo (eBO) ao longo do curso de água. 

No caso do oxigénio dissolvido, importa considerar os efeitos 

320 relativos à fotossíntese, à respiração das plantas e à satisfação de oxigénio 

bentónico (sedimentos) na variação local do défice, sendo válida a seguinte 

aproximação (8.44): 

Q; O; - Q;_I OH - (q" L" ); + kl,i A,.;fu:; L; -

-k 2 A .fu:.(e -O). -F +R +(~) =0 
,/ .\',/ I .\' I I I h 

; 

(8.44) 



em que C, é a concentração de saturação do oXlgel11o dissolvido e O 

representa a variável de cálculo (oxigénio dissolvido) ao longo do curso de 

água. 

Consequentemente, da equação (8.43) obtém-se a seguinte equação 

explícita para o cálculo do CBO ao longo do rio: 

L = Q;-I L;_, + (q" L" ); 
I Q; + (k , + k,); A,;&; 

(8.45) 

De igual modo, explicitando O; na equação (8.44) obtém-se a 

equação (8.46) para o cálculo do oxigénio dissolvido ao longo do curso de 

água: 

0= (QoL + (q"LJ; -(k,A,&L); + (k2A,&CJ +F; -R; -(SI /h); 
I Q; + (k2A,&); 

(8.46) 

o cálculo dos valores (L;, O; ), utilizando as equações (8.45) e (8.46), 

é iniciado a partir da primeira secção interna, isto é, a partir de i = I, sendo 

conhecidos na fronteira de montante não só os valores de Qo, obviamente, 

mas também os valores de Lo e de 0 0 . 

Este modelo exibe alguma dispersão numérica, cujo erro se prova ser 

aproximadamente igual a En = U & /2 . Assim, uma vez conhecida a disper

são física (E I ), será reduzida ao mínimo a dispersão numérica adoptando 

incrementos espaciais que satisfaçam a condição & ~ 2EI lU . 

Exemplo 8.4 (Chapra, 1997): 

Considere-se um rio como meio receptor de uma fonte pontual de 

CBO e de fontes difusas com défice de oxigénio, como se mostra na Figura 321 

8.9. Usando um programa de cálculo automático baseado nas equações 

(8.45) e (8.46), calcular os perfis longitudinais de CBO e de oxigénio 

dissolvido no trecho de rio representado nesta figura. 

As variáveis apresentadas na Figura 8.9 correspondem aos seguintes 

parâmetros do modelo traduzido pelas equações (8.45) e (8.46): kr == k, + k" 

k" == k
" 

k" == k2, 0" == C, e P == F . As unidades têm a seguinte correspon-
dência: (mps) == (ms- I), (d- ' ) == (dia -I) e (L-I) == (ri). 
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LIl = 80 mg L-I 
~/ D. = OrngL-1 

soo. 2 g m-I d- I ! 

I 
O 20 

U (mps) 0.1 
11 (m) 0.8 
ler (d- I ) 0.2 
kd ld-1) 0.1 
Ie. (d-1) .1 
o, (mg L-I) 10 

0.15 
1 
0.1 
0.1 
1.2 
9 

i • 

: P - R • 1 g m-2 d- I : -

40 

0.1 
I 
0.1 
0.1 
1.2 
8 

I .. 
60 

dkm) 

Figura 8.9 - Características e valores típicos de parâmetros ao longo do rio 

(Chapra, 1997). 

8.5 Modelo analítico de nitrificação 

Em complemento às soluções analíticas apresentadas para o CBO 

carbonatado, propõe-se também agora uma solução analítica para o cálculo 

da evolução dos compostos de nitrogénio presentes nas águas res iduais 

lançadas num curso de água. Com efeito, como se viu na sub-secção 8.2.4 

Ciclo do azoto, estes compostos têm um forte impacto na qualidade da água 

do meio. Considerando reacções de 1 a ordem, pode descrever-se o processo 

de nitrificação por uma série de reacções do tipo (Chapra, 1997): 

dC"o --k 
dt - ouC"o 

(8.47) 

as quais podem agora ser resolvidas numericamente, admitindo conhecidos, 

no instante inicial (t = O), os valores das concentrações de C"o = C"oo e de 

C"h = C"hO' Os coeficientes k"", k"i e ki" tomam valores na ordem de 
0.25 dia -I, 0.25 dia -1 e 0.75 dia- I, respectivamente. 



Uma vez conhecidos os valores de CIlII e Clli , o défice de oxigénio 

poderá em seguida ser calculado por: 

em que r oo e r oi representam as quantidades de oxigénio consumido nos 

processos de nitrificação do ião amónio e do nitrito, respectivamente; são 

dados por: 

1.5.32 = 3.43 O H-I. 14 g g , r oi 
0.5 .32 = 1.14 O H -I 

14 g g 

Uma vez que as equações do sistema (8.47) são sequenciais, é então 

possível obter soluções analíticas para os processos de nitrificação, sendo 

dadas por (Chapra, 1997): 

c = C e-k .. , , 
110 noD 

C = C e-k"" + kua ClloO (e -k .. ,, _ e-km ') 
nh Ilha k . - k 

lIf Oll 

C "i = ai ,,110 (e-km ' _ e-k", )+ ai oa ,,00 e e k C k k C [ -k"" _ -k", , _ e-kw' _ e-km' ) 

~-~ ~-~ ~-~ ~-~ 

k C ( ) k k C [e-k'." - e-km ' _ e-km ' - e-km' ) _ ai nhO e-kml _ e-lei,, 1 _ .......:;;.(Ii---"'()Cl'---'I:.c.WO~ 

k
ill 

- k(ti k
lli 

- k
Oll 

kin - k(Ja k
il1 

- kai 

(8.48) 

Como é natural, esta solução analítica comporta limitações, nomeada

mente porque não considera alguns cofactores limitantes, como sejam a 

inibição da reacção de nitrificação devido à interacção com o escoamento, o 

qual se processa com velocidades mais ou menos importantes, diferentes 

níveis de oxigénio dissolvido e a presença de microrganismos (bactérias); 

por conseguinte, o uso deste modelo deve limitar-se a situações muito parti

culares. 
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8.6 Modelação numérica dos processos de qualidade da água 

8.6.1 Estrutura geral de um modelo de qualidade da água de um rio 

Os parâmetros de qualidade da água estão intrinsecamente ligados à 

hidrodinâmica do curso de água. Por conseguinte, a construção de uma 

estrutura computacional para a simulação dos processos que afectam as 

características da água de um sistema hídrico (rio, albufeira, lago, estuário, 

etc.) exige o tratamento conjunto das equações que regem os fenómenos 

hidrodinâmicos e de qualidade da água nesse meio. 

Nesta conformidade, um adequado modelo matemático de qualidade 

da água de um rio deverá descrever a globalidade dos fenómenos 

hidráulicos, bioquímicos e térmicos através de equações diferenciais. Cada 

um destes fenómenos deverá constituir um submodelo cujas variáveis 

interagem e influenciam todas as restantes variáveis dos outros submodelos, 

embora nem todas estas influências tenham idêntico peso. Assim, por 

exemplo, a influência das variações da temperatura nas condições 

hidráulicas (através da evaporação e das variações da massa volúmica e da 

viscosidade da água) é desprezável no vasto conjunto das aproximações 

possíveis em condições fluviais. De igual modo, os efeitos das variações 

-bioquímicas nas condições hidráulicas (através da sedimentação e cresci

mento de joio aquático, por exemplo) e nas transferências de temperatura 

(através da produção de calor e de alterações das características de trans

ferência) são em geral desprezáveis. 

Estas hipóteses permitem simplificar o modelo numérico através, 

nomeadamente, de uma redução das relações entre as variáveis constantes 

nos três submodelos. Em geral, o cálculo é iniciado pela resolução das 

equações do submodelo hidrodinâmico, obtendo-se deste modo valores 

médios para as variáveis (h, u) ou (A, Q), e termina com as equações do 

submodelo que traduzem os comportamentos dos diversos parâmetros bio

químicos. 

Em estudos de qualidade da água em meios fluviais, é em geral 

suficiente recorrer a um modelo unidimensional no plano horizontal (I OH). 

Nesta formulação os valores das variáveis correspondem a médias nas 

secções transversais do rio, variando ao longo do percurso. Os valores destes 

parâmetros devem assim ser considerados bons índices médios do estado de 



qualidade da água de um rio, embora contenham óbvias limitações locais, 

pois não permitem descrever a distribuição das variáveis em cada secção. 

Modelo Hidrodinâmico 

É constituído pelas equações de conservação da massa e da quanti

dade de movimento (equações de tipo Saint-Venant), e que são em geral 

deduzidas com base na técnica do volume de controlo (Capítulo 3). A 

resolução simultânea destas equações permite obter valores médios instan

tâneos para as variáveis que caracterizam a hidrodiâmica (h, u) ou (A, Q) ao 

longo de todo o percurso. Em termos das variáveis (A, Q), o sistema de 

equações a resolver é traduzido pelas equações (3.14) e (3 .18), que aqui se 

reproduzem: 

Modelo de Evolução da Temperatura 

Os valores da temperatura são obtidos recorrendo a uma equação geral 

de transporte de um escalar (neste caso a temperatura 1), contendo os termos 

de aceleração local, de advecção, de difusão, e os termos de fonte e 

sumidouros de calor C'LJ, ). 
Consideram-se ~penas as transferências ao nível da interface água-ar, 

tais como as radiações solar e atmosférica, a condução, a evaporação, etc.; 

isto é, dada a sua irrelevância, são desprezadas as transferências de calor 

entre os sedimentos na interface sólida (fundo) com o escoamento líquido. 

São ainda desprezadas, nesta equação, as fontes internas de geração ou 

transformações de calor, como a dissipação de energia por efeito viscoso e o 

atrito nas fronteiras. Como se viu na sub-secção 8.2.1.1 Constituintes 

conservativos, a forma geral desta equação escreve-se: 

a a( aTJ B~I, -(AT)+- QT-D1xA- =--at ax ax pCp 

Modelo de Análise do Estado Bioquímico das Águas 

É constituído por tantas equações de transporte de um escalar quantos 

os constituintes p a considerar na análise da qualidade da água de um meio 
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hídrico. Assim, considerando a equação genérica para o cálculo da concen

tração de um constituinte p, esta conterá os termos de aceleração local, de 

advecção, de difusão, e os termos de fontes externas (Ep) e internas (Ip). Por 

fontes internas entende-se um conjunto de termos que são funções dos 

diversos constituintes representados por outras tantas equações no modelo 

bioquímico de convecção-di fusão-reacção; ou seja, estas fontes incluem 

todos os fenómenos que ocorrem no interior da massa líquida e que 

influenciam a concentração de p. Considerando um constituinte p, a forma 

geral desta equação escreve-se: 

a(AP)+a(AUP)_~(AD ap)=E +AI 
at ax ax Ix ax fi fi 

(8.49) 

Este módulo conterá assim tantas equações diferenciais do tipo (8.49) 

a resolver, em cada caso específico, quantos os constituintes a considerar na 

análise da qualidade da água do rio. 

Apresentam-se nas secções seguintes alguns modelos matemáticos e 

as principais características dos correspondentes modelos numéricos desen

volvidos para a simulação da hidrodinâmica e dos processos de qualidade da 

água em meios com diferentes características. Trata-se de modelos 

predominantemente unidimensionais nos planos horizontal (I OH) e vertical 

(1DV). Complementarmente, faz-se uma breve referência a modelos bidi

mensionais em planta (2DH) e no plano vertical (2DV), e a modelos 

predominantemente bidimensionais no plano horizontal, que admitem estra

tificação no plano vertical; estes modelos consideram a hipótese da 

hidrostaticidade, sendo geralmente designados por modelos 2.5DH ou 

quase-3D. 

8.6.2 Modelos lDH "ISIS" e "QUAL2E" para rios 

A análise da qualidade da água em sistemas mais ou menos comple

xos de canais com superfície livre, utilizando uma estrutura computacional 

do tipo ISIS, desenvolvida e apoiada por Halcrw Group Ltd & HR 

Wallingford Ltd, requer o funcionamento de ambos os módulos: 

hidrodinâmico e de qualidade da água. 

O cálculo de todas as variáveis de ambos os módulos poderá ser 

efectuado em simultâneo (após cada !1t) ou de forma desacoplada. Neste 

caso calculam-se em primeiro lugar os campos de velocidades (ou os 

caudais) e as alturas (ou as áreas do escoamento) num período de tempo 



característico e obtêm-se, em seguida, as concentrações das variáveis de 

qualidade da água em todas as secções da rede de canais. 

A estrutura computacional ISIS utiliza este procedimento através de 

dois módulos distintos: o ISIS FLOW, para o cálculo da hidrodinâmica, e o 

ISIS QUALITY que utilizará, em cada simulação, tantas equações quantos 

os constituintes de qualidade da água a analisar, num máximo de quinze; 

pode ser representado esquematicamente como se mostra na Figura 8.10. 

Módulo 
hidrodinâmico 

Produtos/ substâncias 
poluentes 

Módulo de qualidade da 
água 

Estado/evolução da 
qualidade da água 

Figura 8.10 - Sequência das operações a desenvolver para a análi se do 

estado de qualidade da água num curso de água natural. 

A separação dos módulos hidrodinâmico e de qualidade da água 

permite reduzir os tempos de cálculo, uma vez que poderão ser analisadas 

múltiplas situações de referência, em termos de qualidade da água, utilizan-

do os mesmos resultados hidrodinâmicos. O modelo hidrodinâmico rSIS 327 

FLOW utiliza equações do tipo Saint-Venant para o cálculo de caudais, 

alturas e velocidades de escoamentos com superfície livre; são as seguintes: 

dA dQ 
-+-=q 
dt dx I 

dQ d (flQ2) dH glQIQ Q -+- -- +gA-- +q - cosa =O 
dt dx A dx AK 2 R/~/J I A 

(8.50) 
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em que: 

Q = caudal (m3s- l
) 

A = área da secção transversal (m 2
) 

q, = caudal lateral por unidade de largura (m2s-l) 

fi = coeficiente de correcção da quantidade de movimento 

g = aceleração da gravidade (ms-2
) 

H = elevação da superfície livre acima de um nível de referência (m) 

a= ângulo de entrada do escoamento lateral (rael) 

K = coeficiente da fórmula de Manning-Strickler (m il3 S- I) 

R" = AIP = raio hidráulico (m) 

P = perímetro molhado (m) 

x = distância longitudinal (m) 

t = tempo (s) 

Este modelo permite simular uma vasta gama de unidades hidráulicas, 

incorporando diferentes tipos de condutas, estruturas hidráulicas, albufeiras, 

descarregadores, comportas, ramificações, confluências, etc. 

Pode ser utilizado no cálculo de regimes permanentes e em condições 

de regime variável. Para dar início ao cálculo de um regime variável é 

necessário estimar 'condições iniciais ' (alturas ou áreas e velocidades ou 

caudais) em todos os nós da malha de cálculo. Estas condições são frequen

temente obtidas considerando as condições de regime permanente no 

instante inicial. 

O programa ISIS usa um método de diferenças finitas implícito de 4 

pontos e um procedimento iterativo para a resolução do sistema de equações 

não-lineares (8.50). 

Para cada problema é criada uma base de dados com a configuração 

da rede, ou sistema de canais, com as condições de fronteiras na entrada e na 

saída do domínio e com os dados bati métricos, incluindo as secções 

transversais, as dimensões, etc. 

A precisão da solução numérica das equações de ' Saint-Venant é 

fortemente dependente da resolução espacial. Em geral, elevados números 

de Froude e condições de água pouco profunda requerem resoluções 

espaciais mais apertadas. 



Os sistemas de canais com superfície livre são modelados conside

rando os parâmetros dos canais e calculando os níveis ou áreas e caudais em 

conjuntos discretos de secções transversais situadas a distâncias não 

necessariamente uniformes &, sendo a solução armazenada após cada 

conjunto de incrementos temporais (nf...t) pré-definidos. As secções transver

sais irregulares são introduzidas por pares de valores (yj,Zj ) relativamente a 

uma das margens. 

Para o cálculo das concentrações, o módulo de qualidade da água 

utiliza a seguinte equação-tipo de advecção-difusão-reacção: 

a(AC) + a(UAC) -~(AD" ac)=s (8.51) 
at ax ax . ax 

Esta equação é resolvida utilizando o seguinte esquema de diferenças 

fin itas: 

qJ/,+1 - qJ/, UqJi:Jj2 - UqJi~Jj2 + --'------'-
f...x 

- 1+ 1 I 1+1 I I I-I I I-I D = S 
[ 
(A n + A n XC' -C n ) - (A~' + A n Xc n - C' )] 

2 (f...xy Ix 

(8 .52) 

em que qJ = A C (kg m -I) é uma variável de transporte escalar e S 

(kg m -I s -I) tanto pode representar uma fonte ou sumidouro, como um 

decaimento, um crescimento, ou ainda erosão, deposição, etc. 

Para a resolução do termo de advecção [segundo termo da equação 

(8.51 )], o qual exige o conhecimento do valor da concentração em pontos 

intermédios da malha de cálculo, o modelo computacional ISIS utiliza várias 

hipóteses, em alternativa: (i) o esquema explícito de SMART, (ii) o 

algoritmo QUICK e (iii) um esquema de primeira ordem upwind, sendo 

recomendada a utilização do esquema de SMART. 329 

O problema consiste em estimar um valor da concentração, de tal 

modo que: 

- os valores da concentração se situem no interior do intervalo 

possível; 

- a estimativa seja tão aproximada quanto possível ; e, 

- o algoritmo seja computacionalmente eficiente. 
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o algoritmo SMART combina as melhores qualidades dos dois 

esquemas anteriores (QUICK e upwind), preservando as três condições 

referidas e mantendo uma elevada precisão, pelo que apenas nos deteremos 

sobre esta metodologia. 

Sejam em cada instante t os valores de rp conhecidos em três pontos 

da malha de cálculo: rpi-2' rpi-I e rpi' Obtém-se o seguinte valor normalizado 

para qJi-1 : 

Consoante o valor de qJi-l' determina-se qJi-I/2 através do seguinte 
esquema (SMART): 

qJi-I/2 = 

qJi-1 
3qJj-J 

0.375 + 0.75qJj-J 

1.0 

se qJi-1 ~ O ou qJi-1 ~ I. O 

se 0< qJi-I < 1/6 

se 1/6 ~ qJi-1 ~ 5/6 

se 5/6 < qJi-I < 1.0 

O valor não normalizado de rpi-1/2 é finalmente obtido através de: 

O módulo de qualidade da água do programa ISIS está, ele próprio, 

escrito de forma modular, o que não obriga ao estudo de todos os processos 

em simultâneo. Todavia, num rio e/ou num ambiente estuarino algumas 

destas variáveis e os processos interagem. Além disso, não é possível 

'correr' alguns submodelos sem incluir outros. Por exemplo, o crescimento 

de fitoplâncton interage com o oxigénio dissolvido. 

Sumarizam-se na Figura 8.11 os diferentes módulos e as corres

pondentes inter-dependências, tal como são simulados no programa ISIS . 

Esta figura mostra que, por exemplo, para modelar algas bentónicas é 

igualmente necessário simular o fitoplâncton, a radiação solar, o oxigénio

-sedimento, os sedimentos em suspensão, o oxigénio dissolvido e a tempera

tura. Para modelar o pH é igualmente necessário simular o oXlgemo 

dissolvido e a temperatura. Já a modelação da salinidade não obriga à 

simulação de nenhum outro processo. 



Decaimento de 
poluente 

Oxigénio-sedimento 

Radiação solar 

Figure 8. II - Dependências entre variáveis e processos considerados no 

modelo ISIS. 

Os programas ISJS FLOW e ISIS QUALlTY foram aplicados na 

simulação da qualidade da água em dois grandes troços do rio Lima: o 

primeiro compreendido entre a barragem do Touvedo e a vila de Ponte da 

Barca e o segundo troço entre a vila de Ponte da Barca e Viana do Castelo. 

Apresentam-se na Figura 8.] 2 a rede de drenagem da bacia 

hidrográfica do rio Lima e as redes hidrométrica e de qualidade da água, 

compostas por quatro estações no curso de água principal e uma no rio Vez. 

o 
u 
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ffi 
<l> 
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o 

Figura 8.12 - Bacia hidrográfica do rio Lima: rede de drenagem e estações 

hidrométricas e de qualidade da água da rede nacional integra

das nesta bacia (Lopes et ai. , 2002). 
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A bacia hidrográfica do rio Lima localiza-se no Noroeste de Portugal 

Continental ; ocupa uma área total de 2525 km2
, correspondendo 1170 km2 a 

território português, cerca de 47% da área total da bacia hidrográfica, e I 

355 km2 a território espanhol ; apresenta uma forma rectangular alongada de 

orientação NEE - SWW, com uma largura média da ordem dos 19 km e uma 

altitude média aproximada de 450 m. O curso de água principal (rio Lima) 

nasce em Espanha, na serra de S. Mamede, a uma altitude aproximada de 

950 m, e entra em Portugal próximo do Lindoso, percorrendo uma extensão 

de 67 km até Viana do Castelo. O perfil longitudinal deste rio apresenta 

sectores distintos : 

- sector intermédio com declive médio da ordem de 1.5%, que 

corresponde ao percurso de montanha entre a barragem do Alto do 

Lindoso e um pouco a montante de Ponte da Barca, onde o vale é 

muito encaixado e com vertentes íngremes; e, 

- sector de jusante, com cerca de 35 km de extensão, entre Ponte da 

Barca e Viana do Castelo, com declive médio da ordem de 0.1 %, 

onde o vale se apresenta largo e de vertentes suaves, particularmente 

ajusante de Ponte de Lima. 

Os principais afluentes que constituem a rede hidrográfica desta 

bacia, em Portugal , são os rios Vez, Labruja e Estorãos, na margem direita, e 

os rios Vade e Trovela na margem esquerda. 

O aproveitamento hidroeléctrico do Touvedo situa-se no rio Lima, a 

cerca de 47 km da sua foz. Para efeitos de simulação, apresenta-se na Figura 

8.13 a discretização efectuada do troço entre Touvedo e Ponte da Barca, em 

conformidade com as unidades hidráulicas internas e externas da estrutura 

computacional ISIS . 

Efectuou-se uma primeira simulação para o caudal ecológico de 4.0 

332 mJ 
S- I (caudal considerado suficiente para a conservação e manutenção dos 

ecossistemas aquáticos existentes). A cota de descarga na Barragem do 

Touvedo é de 23.4 m, situando-se o leito do rio em Ponte da Barca à cota de 

17.3 m, o que representa um desnível de aproximadamente 6.0 m em 6200 m. 

Representa-se na Figura 8.14 o perfil longitudinal deste troço, com as 

alturas do escoamento simuladas para um caudal de 4.0 mJ 
S-I descarregado 

na barragem do Touvedo, acrescido de um caudal de 0.5 mJ 
S - I do afluente 

Tora a partir dos 3200 m. 



Fronteira QTBDY 

I 

Unidade BRIDGE ARCH 

Figura 8.13 - Esq uema da discretização efectuada para o troço do rio Lima entre 

Touvedo e Ponte da Barca, em conformidade com as unidades hidráuli

cas internas e externas do programa ISIS (Lopes et ai., 2002). 
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Figura 8. 14- Perfil longitudinal do troço Touvedo - Ponte da Barca. Alturas do 

escoamento para um caudal de 4.0 m"s -' a partir do Touvedo, acresc ido 

de 0.5 m"s-' proveniente do afluente Tora, a cerca de 3200 m da foz 

(Lopes et ai. , 2002). 
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Na Figura 8.15 estão representadas as distribuições do caudal e da 

velocidade no troço Touvedo - Ponte da Barca. Importa salientar que a 

diminuição do caudal registada entre os 3800 m e os 4000 m, é explicada 

pela existência de uma pequena ilha no canal principal, bifurcando este em 

dois sub-canais. 
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Figura 8.15 - Distribuições do caudal e da velocidade ao longo do troço Touvedo -

Ponte da Barca (Lopes et aI. , 2002). O círculo a tracejado identifica a 

ex istência de uma ilha que bifurca ° canal entre os 3800 m e os 4000 m. 

Importa ainda registar um comportamento muito irregular da velo

cidade ao longo deste troço, explicado pela existência de muitos rápidos, 

que se traduzem em picos elevados da velocidade (correspondendo no 

sistema natural a quedas naturais de pesqueiras), e a fundões ou alarga

mentos a que correspondem patamares de velocidade mais reduzida. 

Mostra-se na Figura 8.16 o resultado da aplicação do modelo ISIS 

QUALlTY na simulação da qualidade da água no troço Touvedo- Ponte da 

Barca para as condições hidrodinâmicas atrás apresentadas. Por serem 

normalmente os parâmetros considerados de referência, simulam-se apenas a 

334 temperatura e o oxigénio dissolvido. 

As condições iniciais da massa de água do rio" Lima correspondem a 

valores correntes de temperatura (20°C) e de oxigénio dissolvido (9.0 mgr l
) 

ao longo de toda a secção longitudinal. A descarga de 4.0 m 3s -1 na 

barragem de Touvedo é efectuada com as seguintes características: 

temperatura de 24.3°C e oxigénio dissolvido de 7.0 mgr l
, valores obser

vados na albufeira do Touvedo, à cota de descarga (cerca de 0.5 m abaixo do 

nível da superfície livre). 
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Figura 8.16 - Variação espacial do oxigénio dissolvido e da temperatura da água 

para uma descarga de 4.0 m's-', com uma temperatura de 24.3°C e 

um teor em oxigénio dissolvido de 7.0 mgt', no Troço Touvedo -

Ponte da Barca (Lopes et ai., 2002). O círculo a trac~jado identifica a 

confluência com o rio Tora, a cerca de 3200 m. 

Pela análise da Figura 8.16 conclui-se que aproximadamente aos 1000 

m da fonte o fluido já adquiriu cerca de 90 a 95% da saturação em oxigénio 

dissolvido por rearejamento com a atmosfera, mantendo-se praticamente 

constante em toda a restante extensão do troço. 

As variações bruscas na temperatura e no oxigénio dissolvido 

verificadas aos 3200 m são explicadas pela mistura das águas do rio Tora 

com as águas do rio Lima. Com efeito, o rio Tora contribui com um caudal 

de 0.5 m 3 
S-I à temperatura de 15°C e um teor em oxigénio dissolvido de 

10.0 mgr l
• Da mistura das duas massas de água resulta uma diminuição da 

temperatura de 20°C do rio Lima para um mínimo de cerca de 16°C; por seu 

turno, o oxigénio dissolvido teve um comportamento inverso, subiu para 9.8 

mgr l
• Como se verifica, este efeito é pontual, limitado à confluência do rio 

Tora com o rio Lima, numa extensão não superior a cerca de 800 m. 335 

Alterando a situação de descarga no Touvedo, mostram-se na Figura 

8.17 as distribuições espaciais da temperatura e do oxigénio dissolvido 
correspondentes a uma descarga de 4.0 m 3 

S-I nesta barragem, seis horas 

após o início da descarga, com as seguintes características: oxigénio 

dissolvido 5.0 mgr l e temperatura 14.5°C, correspondentes a um ponto de 

descarga situado cerca de 20 m abaixo da superfície livre da água na 

albufeira. 



Verifica-se uma recuperação da temperatura, para valores da massa de 

água no rio, e do oxigénio dissolvido, para valores na ordem dos 90 a 95% 

de saturação, a apenas cerca de 1500 m da barragem. Este aspecto é 

extremamente importante, pois comparando as duas simulações efectuadas 

demonstra-se claramente que não basta quantificar o valor do caudal 

ecológico, é igualmente necessário associar a este valor as características 

dos constituintes de qualidade da água para assim satisfazer as necessidades 

de conservação e manutenção dos ecossistemas existentes. 
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Figura 8.17 - Variação espacial do oxigénio dissolvido e da temperatura da água 

para uma descarga de 4.0 m's -' , com uma temperatura de 14.SoC e 

um teor em oxigénio dissolvido de 5.0 mgr' , no Troço Touvedo -

Ponte da Barca (Lopes et aI. , 2002). 

Muitas outras análises e conclusões foram observadas em estudos 

efectuados sobre esta matéria, considerando descargas na barragem do 

Touvedo com diferentes distribuições e características. Para um conhe-

336 cimento mais profundo dos resultados obtidos, consulte-se Lopes (2001) e 

Lopes et ai. (2003) . 

O programa QUAL2E é um modelo sobejamente conhecido e 

largamente utilizado em simulações de qualidade da água em rios, sendo 

capaz de simular até 15 constituintes de qualidade da água. Entre outras 

capacidades, este modelo permite simular fontes de descargas múltiplas, 

tributários e caudais distribuídos (entradas e saídas). 

Os constituintes simulados são: 



- Oxigénio dissolvido (02); 

- Carência bioquímica de oxigénio (eBO); 

- Temperatura; 

- Algas como clorofila_a; 

- Nitrogénio orgânico; 

-Amónia; 

- Nitrito; 

- Nitrato; 

- Fósforo orgânico; 

- Fósforo dissolvido; 

- Coliformes; 

- Constituinte não-conservativo; 

- Constituinte conservativo I; 

- Constituinte conservativo II; e, 

- Constituinte conservativo III. 

Estes constituintes, bem como os processos simulados no modelo de 

qualidade da água QUAL2E, versão de Brown & Barnwell (1987), com 

interface para visualização de resultados desenvolvida por Lahlou et ai. 
(1995), estão representados na Figura 8.18. 

Figura 8.18 - Constituintes e processos simulados no modelo de qualidade da 

água QUAL2E (adaptada de Singh & Hager, 1996). 
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A evolução dos diversos constituintes de qualidade da água ao longo 

do sistema é obtida através do seguinte modelo (8.53): 

V
oC 

ot 
~ 

ACIII1III!cUr'üo 

O(A D OC) 
, Ix OX o(A,UC) dC 

= dx - · dx+V - + 
OX OX dt 

'------v------' '-v-' ~ 
Disper.wio Adl'ecçt7o Cinética 

v 
lhm.\jJ(Jrle 

S 
y 

(8.53 ) 
Fol1/es I SUlI1idouro.\' 

(!xlerll()s 

em que V é o volume; C é a concentração do constituinte; U é a velocidade 

média do escoamento; DI., é o coeficiente de dispersão longitudinal, e A, é 

a área da secção transversal. 

A equação (8.53) é resolvida pelo esquema de diferenças finitas 

(8.54),com o termo do 2° membro dC/dt=rC + p, em que rC representa 

reacções de 1 a ordem e p traduz as fontes ou sumidouros internos: 

C"+1 
_ C" (A D ).. (C"+1 

- Cn+1 
) (A D ). . (C~HI - C"+ 1 

) 
i i == .\' fx /,1+1 1+1 I + S Ix ,- LI l - I I + 

/l"t Vj&j Vj&j 
(8.54) 

Juntando termos, a equação (8.54) poderá escrever-se na segui nte 

forma: 

com, 

a. = - [(A D) ~+ Qi-I/I"t ] 
/ .,. Ix j-I V &. V 

/ / / 

[( ) ( )] 
M Qj M 

ej = 1 + A,D,x i-I + A,.D,x j V /I"x. + - V-. - - r j /l"t 
/ / / 

0.=- AD .--[ ( ) /l"t ] 
I s Ix I Vi fui 

C" Sj /l"t A 
z. = . + --+ P o.t 

I I V. I 

/ 

o sistema de equações (8.54) é tridiagonal, pelo que pode ser 

resolvido de forma muito eficiente, obtendo-se valores para a concentração 

em todo o domínio após cada instante de cálculo /l"t. 



8.6.3 Modelo lDV para albufeiras e lagos profundos 

O modelo WQRRS - Water Quality for River-Reservoir Systems 

(HEC, 1978) realiza o balanço global hídrico tendo em conta as variações da 

cota da superfície livre, em função do volume de água armazenado e das 

contribuições das afluências, das descargas, da precipitação, da evaporação 

e da infiltração. A formulação matemática do modelo baseia-se no facto de a 

dinâmica de cada parâmetro se poder expressar através dos princípios de 

conservação da massa e da energia. A equação diferencial geral que permite 

simular a temperatura da massa de água e a concentração dos diferentes 

constituintes escreve-se: 

v a c = Llz Q a c + Llz A D a 2 c + Q c _ Q c ± VS at = az = c az 2 
I I o 

(8.55) 

em que C é a temperatura ou concentração de qualquer constituinte, em 

unidades apropriadas; V é o volume de cada elemento do sistema, em m 3
; t 

é o tempo, em s; z é a coordenada espacial vertical, em m; Q= é a advecção 

vertical, em m 3 
S-l; A= representa a área superficial de cada elemento do 

sistema, normal à direcção do fluxo, em m2
; D,. é o coeficiente de difusão 

efectiva, em m 2 
S-l; Q; representa o caudal lateral entrado em cada 

elemento, em m 3 
S-l; C; representa o fluxo de energia térmica ou de 

concentração de qualquer constituinte, em unidades apropriadas; Qo é o 

caudal lateral entrado em cada elemento, em m 3 
S-l , e S representa todas as 

fontes e sumidouros, em unidades apropriadas. 

A equação (8.55) é resolvida numericamente, utilizando uma técnica 

que consiste na resolução matricial de um conjunto de equações de diferen

ças finitas, cada uma das quais aplicada a um elemento do sistema. 

A aplicação deste modelo à barragem da Aguieira permitiu analisar os 

efeitos sobre os valores dos parâmetros de qualidade' da água temperatura e 

oxigénio dissolvido, decorrentes do bombeamento de água a partir do 339 

contra-embalse da Raiva (Capítulo 4 - Figura 4.20), considerando três 

diferentes cenários de simulação: 

• cenário 1 - correspondente à simulação da situação real do ano de 

1998, no mês de Julho, em que se bombeou um caudal médio de 6 m 3s- 1 

para a Aguieira; 

• cenário 2 - correspondente à situação hipotética de não se verificar 

qualquer bombeamento de água naquele período; e, 
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• cenário 3 - correspondente à situação de naquele mesmo período se ter 

bombeado para a Aguieira um caudal médio de 35 m)s - I . 

Os resultados apresentados na Figura 8.19 (Coelho et ai., 1999) 

evidenciam diferenças com algum significado, comparando os cenários 1 e 2 

com o cenário 3, reflectidas num ligeiro aumento da temperatura e, sobre

tudo, no aumento dos valores da concentração de oxigénio dissolvido entre 

os 5 m e os 35 m de profundidade. 
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Figura 8.19 - Comparação de resultados do modelo para os cenários considerados 

(reprodução de Coelho et ai., 1999). 



8.6.4 Modelos 2DH "STERNA" e "RMA4-UMQ" para estuários pouco 
estratificados 

o sistema STERNA tem vindo a ser desenvolvido desde 1985 por 

docentes e investigadores do 1ST (UTL) e do LNEC, datando daquela altura 

a primeira versão do modelo hidrodinâmico (Neves, 1985); foi prosseguido 

por Portela & Neves em 1993 e teve a sua primeira versão, incluindo o 

modelo de transporte e os módulos de qualidade da água que se descrevem 

em seguida, com o trabalho de Portela (1998). Trata-se de uma estrutura 

bidimensional integrada na vertical (2DH) que utiliza um método de 

diferenças finitas para a resolução das equações. A estrutura está organizada 

de forma sequencial, com o modelo hidrodinâmico na base do sistema, o 

modelo de transporte para o cálculo dos termos de advecção e difusão 

necessários à simulação das concentrações de constituintes conservativos a 

um nível intermédio e os módulos de qualidade da água no topo do sistema 

(Figura 8.20). 

Módulos de qualidade da água: 
- salinidade 
- temperatura 

Modelo Modelo de - sedimentos 
LJ LJ - fitoplâncton 

Hidro- Trans- - fósforo orgânico 

dinâmico n porte n - fosfato 
- azoto orgânico 
. amónia 
- nitrato 
- caro bioq. de oxigénio (eBO) 
- oxigénio dissolvido (OD) 

Figura 8.20 - Estrutura computacional STERNA (Neves, 1985 ; Porte la & 

Neves, 1993 ; Portela, 1998). 

Estes módulos calculam os termos adicionais de fonte/sumidouro, 

específicos de cada constituinte, necessários à simulação das concentrações 

de constitu intes não-conservativos . 

O modelo de transporte e os módulos de qualidade da água do sistema 

STERNA permitem simular os seguintes parâmetros físicos , químicos e 

biológicos: 

- Salinidade; 

- Temperatura; 

34 1 
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- Sedimentos em suspensão; 

- Clorofila_a; 

- Fósforo orgânico; 

- Fosfato (PO;-); 

- Azoto orgânico; 

- Amónia (NH; ); 

- Nitrato ( NO; ); 
- Carência bioquímica de oxigénio (eBO); e, 

- Oxigénio dissolvido (02 -> OD). 

A estrutura computacional RMA4-UMQ constitui uma versão .do 

programa RMA4 que, para além de um modelo hidrodinâmico, resolve 

complementarmente equações de transporte de escalares (temperatura, 

salinidade, poluentes, etc.) ; por conseguinte, de substâncias conservativas. 

O modelo RMA4 utiliza as soluções hidrodinâmicas do programa 

RMA2 para a resolução das equações fundamentais da Mecânica dos 

Fluidos integradas na vertical , baseado num método de elementos finitos 

(WES-HL, 1996) totalmente implícito. Os elementos para a discretização 

espacial poderão ser triangulares e/ou quadrangulares de seis e oito nós, 

respectivamente. As funções de forma são quadráticas no caso das veloci

dades e lineares para a profundidade. A integração espacial é efectuada pelo 

método de Gauss e as derivadas temporais são discretizadas por uma 

aproximação de diferenças finitas. 

O modelo RMA2 permite simular regiões intertidais, ou, de um modo 

geral, zonas ou situações cuja hidrodinâmica implique a ocorrência de 

regiões que apenas se encontram inundadas em determinados períodos de 

tempo (zonas de cobre-descobre). 

Apresenta-se na Figura 8.21 uma apl icação do modelo RMA2 na zona 

de jusante do estuário do rio Cávado (Pinho et ai., 200 I). 

O programa PROCESSOS foi desenvolvido por Pinho (200 I) e 

integrado no modelo RMA4, dando origem à estrutura computacional 

RMA4-UMQ, para a modelação de processos biogeoquímicos; por 

conseguinte, de substâncias não-conservativas . O programa PROCESSOS 

utiliza um método de Runge-Kutta de 4a ordem para integrar as relações 

funcionais utilizadas em modelos de cadeia alimentar, nomeadamente: algas, 

zooplâncton herbívoro e carnívoro, carbono orgânico particulado e 

dissolvido, fósforo solúvel, amónia e nitratos. A formulação matemática da 

estrutura computacional RMA4-UMQ escreve-se: 



Figura 8.21 - Modelo RMA2: detinição do contorno, bati metria, malha de elementos 

finitos e campos de velocidades, superficie livre e linhas de corrente na 

zona de jusante do estuário do Rio Cávado (Pinho et ai. , 200 I). 
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07J + o[(h+7J)U]+ o[(h+7J)V ]=Ü 
ot OX oy 

oU + U OU +V oU =jV _ g07J _~oph + 7J + 
ot OX oy OX P OX 2 

p{/ kw\~ cosrp gU.,JU 2 + V 2 
C [02 U 02U) + - +- --+--

h+'T/ (h+7J)C 2 P OX 2 oy 2 

O V +'U O V + V O V = _ jV _ g 07J _ ~ O P h + 7J + 
ot OX oy oy p oy 2 

p{/ kw~ senrp gV.,JU 2 + V2 
C [0 2V 02V) + - +- --+--

h+7J (h+7J)C 2 P OX2 oy 2 

O Cm + U O Cm + V O Cm _ A [o 2 Cm + O 2 Cm ) = k C _ S 
ot OX oy " OX2 oy 2 ti m r 

em que: 

C = coeficiente de Chézy (m l12s
o

\ 

j = parâmetro de Coriolis (sol); 

g = aceleração da gravidade (ms
o

\ 

h = profundidade em relação ao níve l de referência (m); 

(8 ,56) 

U = componente da velocidade média segundo a direcção x (ms
ol

); 

V = componente da velocidade média segundo a direcção y (ms
ol

); 

W v = velocidade do vento (ms
ol

); 

x,y = coordenadas cartesianas no plano horizontal (m); 

C = coeficiente médio vertical isotrópico de viscosidade turbulenta 

7J 

rp 

P 
Pa 
Cm 

A" 
Kd 

Sr 

( 
2 01 ) m s ; 

= elevação da superfície livre relativamente ao nível de 

referência (m) ; 

= direcção do vento (rad); 

= massa volúmica da água (kgm03
); 

= massa volúmica do ar (kgm03
), 

= concentração média de um constituinte bioquímico genérico 

(kgm 03
) ; 

= difusividade turbulenta horizontal (m2s
ol

); 

= taxa de decaimento de um constituinte bioquímico (dia
o

\ 

= fonte (ou sumidouro) de um constituinte (kgm03sol
), 



8.6.5 Modelo quase-3D "POM-UMQ" para estuários estratificados e 
zona costeira 

Para aplicações em estuádos com estratificação importante e, de um 

modo geral, em regiões costeiras, foi desenvolvida a estrutura computa

cional quase-3D POM-UMQ. Esta estrutura integra os modelos hidrodinâ

mico e de simulação de variáveis conservativas (temperatura, salinidade, 

etc.) do modelo original POM (Princeton Ocean Model), cuja estrutura geral 

pode ser encontrada em Mellor (1998). Apresenta-se na Figura 8.22 uma 

aplicação deste modelo a duas bacias ligadas por um canal, contendo a bacia 

da direita uma elevação no fundo. Esta aplicação, embora qualitativa, ilustra 

bem as potencialidades do modelo POM para a caracterização tridimen

sional de sub-regiões do domínio. 
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b) Campos de velocidades máximas instantâneas em planos verticais. 

Figura 8.22 - Campos de velocidades máximas instantâneas obtidos por ap licação do 

modelo quase-3D POM o 

345 



346 

A introdução do programa PROCESSOS, no modelo original POM, e 

as correspondentes interfaces e programas de pré- e de pós-processamento 

deu origem à estrutura POM-UMQ. 

Como exemplo de aplicação desta estrutura computacional, apresenta

-se na Figura 8.23 a geometria de um domínio com 5000 x 10000 m e a 

correspondente batimetria, variável na direcção normal à costa, com 

profundidades desde os 20.0 m aos 13.0 m. Neste domínio, junto à costa, foi 

instalado um exutor submarino para a rejeição final de águas residuais 

produzidas por agregados populacionais litorais. Em Pinho (200 I) e Pinho et 

aI. (200 I) foram simulados vários cenários, quer em termos de hidro

dinâmica (corrente e maré), quer em termos do comprimento do exutor, 

apresentando-se na Figura 8.24 os resultados à profundidade de 9 m corres

pondentes ao exutor com um comprimento de 2000 m, seis horas após o 

início de uma descarga. O indicador escolhido para a caracterização do 

estado de qualidade da água foi a concentração em coliformes totais. 

,)' Iml 

10000 

N 

W+E 
S 

8000 

x[ ml 

Figura 8.23 - Batimetria, gl:ometria do domínio e implantação de um exutor 

submarino, para aplicação da estrutura l:omputacional POM

-UMQ (Pinho et ai. , 200 I). 
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Figura 8.24 - Concentração de col iformes totais à profundidade de 9 m, seis horas 

após o início da descarga de um exutor submarino, quando no meio se 

verifica uma corrente longitudinal importante no sentido Sul-Norte. 

Coeficientes de decaimento: k" = 1 dia -' (à esquerda) e k" = 1 O dia -I 

(à direita) (Pinho et al., 2001). 

Para o exemplo apresentado, as condições iniciais e de fronteira 

correspondem a uma corrente longitudinal, no sentido Sul-Norte, com uma 

velocidade de 0.20 ms - I
• A descarga foi simulada admitindo-se uma 

concentração de coliformes totais constante e igual a 10 000 NMP/ I 00 mi 

junto ao difusor (após a diluição inicial), desprezando-se o caudal das águas . 347 

residuais. Consideraram-se dois valores distintos para o coeficiente de 

decaimento, k" == kIJ = 1 e 10 dia -I. 

Embora os resultados apresentados devam ser interpretados apenas do 

ponto de vista qualitativo, dadas as hipóteses simplificativas cons ideradas, 

importa no entanto realçar a importante diferença de área afectada pela 

descarga do exutor quando o coeficiente de decaimento passa de 10 dia - I 

para I dia -I. Com efeito, esta área mais que duplica, considerando apenas a 
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área no interior da qual a . concentração é igualou supenor a 

2000 NMP/I 00 mI. 

Este aspecto é extremamente importante, revelando a necessidade de 

quantificar todos os parâmetros utilizados em qualquer simulação real com 

um elevado grau de aproximação. Naturalmente que para a quantificação 

destes parâmetros, e sempre que possível, dever-se-ão utilizar dados de 

campo. 

O sucesso de qualquer simulação numérica é fortemente dependente 

da quantidade e qualidade de informação disponível sobre o prob lema em 

análise. Para limitar o grau de incel1eza que sempre acompanha o estudo de 

problemas reais, recomenda-se o recurso a análises de sensibilidade aos 

valores adoptados e a sugerir soluções sempre com base em simulações de 

cenários alternativos, a que deverão corresponder diferentes probabilidades 

de ocorrência. 
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ANEXO I 

c 
c * Sequência de PREVISÃO (diferenças regressivas)* 

C 

SUBROUTINE PREREG (AA, AP, HA, QA, QP, CSI, B, QL, 

+ UT, RMD, RME, CK, G, DT, DTDX, NP, ND) 

INTEGER I, NP, ND 

REAL AA(ND), AP(ND), HA(ND), QA(ND), QP(ND), 

+ CSI(ND) 

REAL B(ND),QL(ND), UT(ND), RMD(ND), RME(ND), 

+ CK(ND) 

REAL ASM, HSM, QSM, BSM, DMD, DME, PMOL, RH, 

+ G,DT,DTDX 

DO I =2, NP 

ASM = 0.50*(AA(I) + AA(I-l)) 

HSM = 0.50*(HA(J) + HA(J-l )) 

QSM = 0.50*(QA(J) + QA(J- l)) 

BSM = 0.50*(B(I) + B(I- I)) 

. DMD = 0.50*(RMD(J) + RMD(J- l)) 

DME = 0.50*(RME(J) + RME(J- l)) 

PMOL = BSM + HSM*(SQRT(l.O + DMD*DMD) + 
+ SQRT( I.O + DME*DME)) 

RH = ASM/PMOL A I 

AP(I) = AA(I) - DTDX*(QA(I) - QA(I- I)) + 
+ DT*QL(I) 

QP(i) = QA(J) - DTDX*(QA(I)*QA(I)/AA(J)-

+ QA(I- I )*QA(I-I)/ AA(I-I ))-

+ G*DTDX* ASM*(HA(J) + CSI(J) - HA(I- l) -



A2 

+ CSI(I-I)) - G*OT* ABS(QSM)*QSM/ 

+ (CK(I)*CK(I)*ASM*RH**(4.0/3.0))-

+ OT*(QL(I)*(QSM/ASM - UT(I))) 

ENOOO 

RETURN 

ENO SUBROUTINE 

c 
C *Sequência de CORRECÇÃO (diferenças progressivas)* 

C 

SUBROUTINE CORPRO (AA, AP, AC, HP, QA, QP, QC, 

+ CSI, B, QL, UT, RMO, RME, CK, G, OT, OTOX, NP, 

+ NO) 

INTEGER I, NP, NO 

REAL AA(NO), AP(NO), AC(NO), HP(NO), QA(NO), 

+ QP(NO), QC(NO) 

REAL CSI(NO), B(NO), QL(NO), UT(NO), RMO(NO), 

+ RME(NO), CK(NO) 

REAL ASM, HSM, QSM, BSM, OMO, OME, PMOL, RH, 

+ G,OT,OTOX 

DO I = I, NP-I 

ASM = 0.50*(AP(I+ I) + AP(I)) 

HSM = 0.50*(HP(1+ I) + HP(I)) 

QSM = 0.50*(QP(I+ I) + QP(I)) 

BSM = 0.50*(B(1+ I) + B(I)) 

OMO = 0.50*(RMO(l+ I) + RMO(l)) 

OME = 0.50*(RME(I+ I) + RME(I)) 

PMOL = BSM + HSM*(SQRT(I.O + OMO*OMO) + 

+ SQRT(I.O + OME*OME)) 



RH = ASM/PMOL 

AC(l) = O.50*(AA(I) + AP(I) - DTDX*(QP(I+ I) -

+ QP(I)) + DT*QL(l)) 

QC(I) = O.50*(QA(I) + QP(I) -

+ DTDX*(QP(I+ 1 )*QP(I+ 1)/ AP(I+ I) -

+ QP(I)*QP(I)/AP(I)) - G*DTDX*ASM* 

+ (HP(I+ I) + CSI(I+ I) - HP(I) -

+ CSI(I)) - G*DT* ABS(QSM)* QSM/ 

+ (CK(I)*CK(I)*ASM*RH**(4.0/3.0))-

+ DT*QL(I)*(QSM/ASM - UT(I))) 

ENDDO 

RETURN 

END SUBROUTINE 

c 
c * Sequência de PREVISÃO (diferenças progressivas)* 

C 
SUBROUTINE PREPRO (AA, AP, HA, QA, QP, CSI, B, QL, 

+ UT, RMD, RME, CK, G, DT, DTDX, NP, NO) 

INTEGER I, NP, ND 

REAL AA(ND), AP(ND), HA(ND), QA(ND), QP(ND), 

+ CSI(ND) 

REAL B(ND),QL(ND), UT(ND), RMD(ND), RME(ND), 

+ CK(ND) 

REAL ASM, HSM, QSM, BSM, DMD, DME, PMOL, RH, 

+ G,DT,DTDX 

DO I = I, NP-I 

ASM = O.50*(AA(I+ I) + AA(I)) 

HSM = O.50*(HA(I+ I) + HA(I)) 

A3 



C 

A4 C 
C 

QSM = 0.50*(QA(I+ 1) + QA(I)) 

BSM = 0.50*(B(I+ 1) + B(I)) 

DMD = 0.50*(RMD(I+ 1) + RMD(I)) 

DME = 0.50*(RME(I+ I) + RME(I)) 

PMOL = BSM + HSM*(SQRT(I .O + DMD*DMD) + 

+ SQRT(I .O + DME*DME)) 

RH = ASM/PMOL 

AP(I) = AA(I) - DTDX*(QA(I+ I) - QA(I)) + 

+ DT*QL(I) 

QP(I) = QA(I) - DTDX*(QA(I+ I )*QA(I+ 1)/ 

+ AA(I+ 1) - QA(I)*QA(I)/ AA(I)) -

+ G*DTDX* ASM*(HA(I+ I) + CSl(1+ I) -

+ HA(I) - CSI(I)) - G*DT* ABS(QSM)* 

+ QSM/(CK(I)*CK(I)*ASM*RH**(4.0/3 .0))-

+ DT*(QL(I)*(QSM/ASM - UT(I))) 

ENDDO 

RETURN 

END SUBROUTINE 

*Sequência de CORRECÇÃO (diferenças regressivas) * 

SUBROUTINE CORREG (AA, AP, AC, HP, QA, QP, QC, 

+ CSI, B, QL, UT, RMD, RME, CK, G, DT, DTDX, NP, ND) 

INTEGER I, NP, ND 

REAL AA(ND), AP(ND), AC(ND), HP(ND), QA(ND), 

+ QP(ND), QC(ND) 



REAL CSI(ND), B(ND), QL(ND), UT(ND), RMD(ND), 

+ RME(ND), CK(ND) 

REAL ASM, HSM, QSM, BSM, DMD, DME, PMOL, RH, 

+ G,DT,DTDX 

DO I = 2, NP 

ASM = 0.50*(AP(I) + AP(I-l)) 

HSM = 0.50*(HP(I) + HP(I-I)) 

QSM = 0.50*(QP(I) + QP(I-I)) 

BSM = 0.50*(B(I) + B(I-I)) 

DMD = 0.50*(RMD(I) + RMD(I-I)) 

DME = 0.50*(RME(I) + RME(I-I)) 

PMOL = BSM + HSM*(SQRT(I.O + DMD*DMD) + 

+ SQRT(I.O + DME*DME)) 

RH = ASM/PMOL 

AC(I) = 0.50*(AA(I) + AP(I) - DTDX*(QP(I) -

+ QP(I-l)) + DT*QL(I)) 

QC(I) = 0.50*(QA(i) + QP(i) -

+ DTDX*(QP(I)*QP(I)/AP(I) -

+ QP(I-I )*QP(I-l)/ AP(I-I)) -

+ G*DTDX* ASM*(HP(I) + CSI(I) - HP(I-l) -

+ CSI(I-I)) - G*DT* ABS(QSM)*QSM/ 

+ (CK(I)*CK(I)* ASM*RH**(4.0!3.0))-

+ DT*QL(I)*(QSM/ASM - UT(I))) 

AS 

ENDDO 

RETURN 

END SUBROURINE 
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c 
c 
c 
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c 
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c 
c 
c 
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+ 
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ANEXO II 

3.9.3 EXTENSÃO TVD DO ESQUEMA DE MACCORMACK 

Celeridade [CEL(i)] e mom. estático [I I->RI I A(i)] 

DO i = -I , NP+2 

CEL(i) = SQRT(G* AA(i)/B(i)) 

CALL MOMEST (VINT, HA, BF, RMD, RME, NSEC, 

i, NP, NO) 

RI I A(i) = VINT 

ENDDO 

Variáveis U -> UAR, C -> CAR, Lambda, Delta, 

Alfa e Niu -> CFL 

DO i = -I, NP+I 

UAR(i) = (QA(i+I)/SQRT(AA(i+I)) + QA(i)/ 

SQRT(AA(i)))/(SQRT(AA(i+ 1)) + SQRT(AA(i))) 

DIF = AA(i+ I) - AA(i) 

ORlA = (RI I A(i+ I) - RI I A(i))*(AA(i+ I) - AA(i)) 

IF ((ABS(DIF).LE.le-6).OR.DRIA.L T.O.O) THEN 

ENDIF 

CAR(i) = O.50*(CEL(i+ I) + CEL(i)) 

ELSE 

CAR(i) = SQRT(G*(RI I A(i+ 1)-

RI I A(i))/(AA(i+ I) - AA(i))) 

A7 



A8 

c 
c 
c 
c 

LAMB 1 (i) = UAR(i) + CAR(i) 

AMB2(i) = UAR(i) - CAR(i) 

DELTA 1 = AMAX I (O.O,(LAMB I (i) - (UA(i) + 

+ CEL(i))), «UA(i+ 1) + CEL(i+ I)) - LAMB I (i))) 

DEL T A2 = AMAX I (O .O,(LAMB2(i) - (UA(i) -

+ CEL(i))), «UA(i+ I) - CEL(i+ 1)) - LAMB2(i))) 

+ 
+ 

+ 
+ 

IF (ABS(LAMB I (i)).GE.DEL TA I) THEN 

ABLA I (i) = ABS(LAMB I (i)) 

ELSE 

ABLAI(i) = DELTAI 

END IF 

IF (ABS(LAMB2(i)).GE.DEL T A2) THEN 

ABLA2(i) = ABS(LAMB2(i)) 

ELSE 

ABLA2(i) = DELTA2 

END IF 

ALFA I (i) = O.50*(AA(i+ I) - AA(i)) + 

(O.50/CAR(i))*«QA(i+ I) - QA(i))

UAR(i)*(AA(i+ I) - AA(i))) 

ALF A2(i) = O.50*(AA(i+ I) - AA(i)) -

(O.50/CAR(i))*«QA(i+ I) - QA(i))

UAR(i)*(AA(i+ I) - AA(i))) 

DTDX = DT/(X(2) - X(I)) 

IF (i.GT.I.AND.i.LT.np) DTDX = DT/(X(i+ I) - XCi)) 

CRLI(i) = DTDX*LAMBI(i) 

CRL2(i) = DTDX*LAMB2(i) 

ENDDO 

Argumento e limitador de fluxo numérico: 

TETAI, FIl 



c 
c 

c 
c 

c 
c 
c 

+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

DO i = O, NP 

IF (ABS(ALF A I (i)).L T.I.OE-6) THEN 
FIl (i) = 0.0 

ELSE IF (LIMIT.EQ.I) THEN 

Primeiro limitador de fluxo Minmod 
(MacCormack) 

IF «ALFA I (i-I ).L T.O.O).AND. (ALFA I (i).L T.O.O) 

.AN D. (ALFA I (i+ I ).L T.O.O)) THEN 
ALIM = -1.0* AMIN I (ABS(ALFA I (i-I )), 

ABS(ALFA I (i)), ABS(ALF A I (i+ I))) 
FII(i) = ALIM/ALFAI(i) 

ELSE IF «ALFA I (i-I ).GT.O.O).AND. 

END IF 

ELSE 

(ALFA I (i).GT.O.O).AND.(ALF A I (i+ I) 
.GT.O.O)) THEN 

ALIM = AMINI(ABS(ALFAI(i-I)), 
ABS(ALF A I (i)),ABS(ALF A I (i+ I))) 

FII(i) = ALIM/ALFAI(i) 

ELSE 
FII(i) = 0.0 

Argumento do primeiro limitador de fluxo 
(Roe) 

IF (CRL I (i).GT.O.O) THEN 
TETA I(i) = ALFAI(i-1 )/ALFA I(i) 

ELSE IF (CRLl (i).L T.O.O) THEN 
TETAI(i) = ALFA I(i+ I)/ALFA I(i) 
ELSE 

TETAI(i) = 1.0 

END IF 

Limitadores de fluxo numérico, FI I 

A9 



C 

C 

C 

C 

C 

AIO C 
C 
C 

+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

IF (L1MIT.EQ.2) THEN 

Limitador Minmod de Roe 
FII(i) = AMAXI(0.0,AMINI(1.0,TETAI(i») 

END IF 

ELSE IF (L1MIT.EQ.3) THEN 
Limitador Superbee de Roe 
FII(i) = AMAXI(0.0,AMINI(I.0,2.0* 

TETA I (i»,AMIN I (2.0,TET A I (i») 

ELSE IF (L1MIT.EQ.4) THEN 
Limitador de van Leer 

END IF 

FII(i) = (TETA I (i) + 

ABS(TETA I (i»)/(I.O + 
ABS(TETA I (i») 

ELSE IF (L1MIT.EQ.5) THEN 
Limitador de van Albada 
FII(i) = (TETAI(i) + 

TETA I (i)*TETA I (i»/ 
(1 .0+ TET A I (i)*TET A I (i» 

ELSE 
STOP , LIMITADOR NAO 

PREVISTO.' 

Argumento e limitador de fluxo numérico: 

TETA2, FI2 

IF (ABS(ALF A2(i».L T.I.OE-6) THEN 
FI2(i) = 0.0 



c 

c 

c 
c 
c 

c 

+ 
+ 

+ 

+ 
+ 

+ 

+ 

ELSE IF (LIMIT.EQ. I) THEN 

Segundo limitador de fluxo Minmod (MacCormack) 

IF ((ALF A2(i-1 ).L T.O.O) 

.AND.(ALF A2(i).L T.O.O) .AND. 

(ALF A2(i+ I ).L T .O.O)) THEN 

ALIM = -1.0*AMINI(ABS(ALFA2(i-I)), 

ABS(ALFA2(i)),ABS(ALFA2(i+ I))) 

FI2(i) = ALIM/ ALF A2(i) 

ELSE IF ((ALF A2(i-1 ).GT.O.O) 

.AND.(ALF A2(i) .GT.0 .0).AND. 

(ALF A2(i+ I ).GT.O.O)) THEN 

ALIM = AMIN I (ABS(ALF A2(i-1 )), 

ABS(ALF A2(i)),ABS(ALF A2(i+ I))) 

FI2(i) = ALIM/ALFA2(i) 

ELSE 

FI2(i) = 0.0 

END IF 

ELSE 

Argumento do segundo limitador de fluxo (Roe) 

IF (CRL2(i).GT.0.0) THEN 

TET A2(i) = ALF A2(i-I)/ ALF A2(i) 

ELSE IF (CRL2(i).L T .O.O) THEN 

END IF 

TET A2( i) = ALF A2(i+ 1)/ ALF A2( i) 

ELSE 

TET A2(i) = 1.0 

Limitadores de fluxo numérico, FI2 

IF (LIMIT.EQ.2) THEN 

Limitador Minmod de Roe 

FI2(i) = AMAXl(O.O,AMINI(I.O, 

TETA2(i))) 

AlI 



c 

c 

c 

c 
C 

A12 C 

C 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

END IF 

ENDDO 

ELSE IF (LIMIT.EQ.3) THEN 

Limitador Superbee de Roe 

END IF 

FI2(i) = AMAX I (O.O,AMIN I (1.0, 

2.0*TET A2(i)),AMIN I (2.0, 

TETA2(i))) 

ELSE IF (LIMIT.EQ.4) THEN 

Limitador de van Leer 

FI2(i) = (TET A2(i) + 

ABS(TETA2(i)))/( 1.0 + 

ABS(TETA2(i))) 

ELSE IF (LIMIT.EQ.5) THEN 

Limitador de van Albada 

FI2(i) = (TETA2(i) + 

TET A2(i)*TET A2( i))/ 

(1.0+TETA2(i)*TETA2(i)) 

ELSE 
STOP I LIMITADOR NAO 

PREVISTO.' 

Correcção TVD dos valores das variáveis obtidos pelo método 

clássico de MacCormack, AC e QC, e actualização de UC. 

DOi=I , NP 

DTDX = DT/(X(2) - X(I)) 

IF (i .GT. I) DTDX = DT/(X(i) - X(i-I)) 



c 
C 

C 

AC(i) = AC(i)+ 0.50*DTDX*(ALF A I (i)* ABLA I (i)* 

+ (1.0 - ABS(CRLl(i)))*(1.0 - FII(i)) + 

+ ALF A2(i)* ABLA2(i)*( 1.0 - ABS(CRL2(i)))* 

+ (1.0 - FI2(i)) - ALFA I (i-I)* ABLA I (i-I)* 

+ (l.O - ABS(CRLl (i-I )))*( 1.0 - FI I (i-I ))-

+ ALFA2(i-I)* ABLA2(i-1 )*( 1.0-

+ ABS(CRL2(i-1 )))* (1.0 - FI2i-1 ))) 

QC(i) = QC(i) + 0.50*DTDX*(ALFA I (i)* 

+ LAMB I (i)* ABLA I (i)*( 1.0 - ABS(CRL I (i)))* 

+ (1.0 - FIl (i)) + ALF A2(i)*LAMB2(i)* 

+ ABLA2(i)*( 1.0 - ABS(CRL2(i)))*( 1.0 -

+ FI2(i)) - ALFA I (i-I )*LAMB I (i-I)* 

+ ABLA I (i-I )*( 1.0 - ABS(CRLl (i-I)))* 

+ (1.0 - FII(i-I)) - ALFA2(i-I)* 

+ LAMB2(i-I)* ABLA2(i-1 )*( 1.0-

+ ABS(CRL2(i-I)))*(1.0 - FI2(i-I))) 

IF (ABS(AC(i)).L T.1 .OE-8) AC(i) = 0.0 

IF (ABS(QC(i)).L T. I.OE-8) QC(i) = 0.0 

UC(i) = 0.0 

IF (ABS(AC(i)).GE.1.0E-8) UC(i) = QC(i)/AC(i) 

ENDDO 

Actualização de HC após correcção TVD 

DO i = I, NP 

CALL PROF (PH, AC, BF, RMD, RME, NSEC, i, NP, ND) 

HC(i) = PH 

ENDDO 
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c 
c 
c 
c 

c 
C 

C 

SUBPROGRAMAS 

SUBROUTINE LARSUP (BS, H, B, RO, RE, NSEC, k, NP, NO) 

Cálculo da largura da secção à superfície -> BS 

INTEGER NSEC, k, NP, NO 

REAL BS 

REAL, DIMENSION (-I:NO):: H, B, RD, RE 

IF (NSEC.EQ.l) THEN 

C * Secção rectangular * 
BS = B(k) 

ELSE IF (NSEC.EQ.2) THEN 

C * Secção triangular com defs . incs. dos taludes * 
BS = (RD(k) + RE(k))*H(k) 

ELSE IF (NSEC.EQ.3) THEN 

C * Secção trapezoidal com defs . incs . dos taludes * 
BS = B(k) + (RD(k) + RE(k))*H(k) 

ELSE 

STOP' SECCAO NAO PREVISTA.' 

ENOIF 

RETURN 

ENO SUBROUTINE 



c 
C 

C 

SUBROUTINE PROF (PH, A, B, RO, RE, NSEC, k, NP, NO) 

Cálculo da profundidade do escoamento -> HP 

INTEGER NSEC, k, NP, NO 

REAL PH 

REAL, DIMENSION (-I :NO):: A, B, RO, RE 

IF (NSEC.EQ.l) THEN 

C * Rectangular * 
PH = A(k)/B(k) 

ELSE IF (NSEC.EQ.2) THEN 

C * Triangular com difs. ines. dos taludes * 
PH = SQRT(2.0* A(k)/(RO(k) + RE(k))) 

ELSE IF (NSEC.EQ.3) THEN 

C * Trapezoidal com difs . ines. dos taludes * 
PH = (-B(k) + SQRT(B(k)*B(k) + 2.0* 

+ (RO(k) + RE(k))* A(k)))/(RO(k) + RE(k)) 

ELSE 
STOP I SECCAO NAO PREVIST AI 

ENO IF 

RETURN 

ENO SUBROUTINE 
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c 
C 

C 

SUBROUTINE AREA (AR, H, B, RO, RE, NSEC, k, NP, NO) 

Cálculo da área molhada do escoamento -> AR 

INTEGER NSEC, k, NP, NO 

REAL AR 

REAL, DIMENSION (-1 :NO) :: H, B, RO, RE 

IF (NSEC.EQ.1) THEN 

C * Secção rectangular * 
AR = B(k)*H(k) 

ELSE IF (NSEC.EQ.2) THEN 

C * Secção triangular com difs. ines. dos taludes * 
AR = O.50*(RO(k) + RE(k))*H(k)*H(k) 

ELSE IF (NSEC.EQ.3) THEN 

C * Secção trapezoidal com difs. ines. dos taludes * 
AR = (B(k) + O.50*(RO(k) + 

+ RE(k))*H(k))*H(k) 

ELSE 

STOP I SECCAO NAO PREVISTA.' 

ENOIF 

RETURN 

ENO SUBROUTINE 



c 
C 

C 

+ 
SUBROUTINE MOMEST (VINT, H, B, RO, RE, NSEC, k, 

NP, NO) 

Cálculo do momento estático da área molhada do escoamento -> 11 

INTEGER NSEC, k, NP, NO 

REAL VINT 

REAL, OfMENSION (-1 :NO):: H, B, RO, RE 

IF (NSEC.EQ.l) THEN 

C * Secção rectangular * 
VINT = O.5*B(k)*H(k)*H(k) 

ELSE IF (NSEC.EQ.2) THEN 

C * Secção triangular com difs. ines. dos taludes * 
VINT = H(k)*H(k)*H(k)*(RO(k) + RE(k» /6.0 

ELSEIF (NSEC.EQ.3) THEN 

C * Secção trapezoidal com difs. ines. dos taludes * 
VINT = (H(k)*H(k)/2.0)*(B(k) + 

+ H(k)*(RO(k) + RE(k»/3.0) 

ELSE 

STOP' SECCAO NAO PREVISTA.' 

ENO IF 

RETURN 

ENO SUBROUTINE AI7 
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ANEXO III 

C*******************SUBROUTINE ACKERS******************* 

C----------------------------------------------------------------------------------------
SUBROUTINE ACKERS 

REAL *8 050, SG, U, USTAR, Q, VISC, RH 
REAL*8 G, OGR, P, FI, F2, F3, GGR, Y, AN, AA, AM, 

+ CA,QST,RQS 

C---------------------------------------------------------------------------

C BLOCO COMMON 

C---------------------------------------------------------------------------

COMMON 050, SG, U, USTAR, Q, VISC, RH 

C---------------------------------------------------------------------------
C CÁLCULO DE ALGUMAS CONSTANTES 

C---------------------------------------------------------------------------

G = 9.8100 

GR = 050*((G*(SG - 1.000)/(VISC*VISC»)**0.333) 

IF (OGR.GT.60.000) THEN 

AN = 0.000 

ENDIF 

AA = 0.1700 

AM = 1.5000 

CA = 0.02500 

ELSE 

P = OLOGIO (OGR) 

AN = 1.000 - 0.56*P 

AA = 0.23/DSQRT (OGR) + 0.1400 

AM = 9.66/DGR + 1.3400 

CA = I 0.0**(2.86*P - p*p - 3.5300) 
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C----------------------------------------------------------------

C CAUDAL SÓLIDO E CONCENTRAÇÃO 

C (SOLUÇÃO DE ACKERS & WHITE) 

C----------------------------------------------------------------

FI = USTAR**AN/(OSQRT (G*050*(SG - 1.000))) 

F2 = (U/(OSQRT (32.000)* 

+ OLOGIO (10.000*RH/050)))**(1.000 - AN) 

F3 = FI *F2/AA - 1.000 

IF(F3.LE.0.000) THEN 

QST= 0.000 

RQS = 0.000 

ELSE 

ENOIF 

GGR=CA*F3**AM 

QST = (GGR *Q*050*(U/USTAR)** AN)/RH 

RQS = (QST/Q)*SG* 1.006 

WRITE (*,5) QST,RQS 

5 FORMA T(/' * CAUDAL SOLIDO, Qst =',F9.6', m2/s'/ 

+ '* CONCENTRACAO, Cs =',F9.2,' ppm em peso.') 

RETURN 

ENO SUBROUTINE 

A20 C********************SUBROUTINE Y ANG******************** 

C----------------------------------------------------------------------------------------
SUBROUTINE Y ANG 

REAL*8 VISC, 050, U, SG, RH, DECLIVE 

REAL*8 VISC2, W50, VCR, PAR, USW, CONC, A, B, C, 

+ O, E, F 



C-------------------------------------------

C BLOCO COMMON 
C-------------------------------------------

COMMON VISC, 050, U, SG, RH, DECLIVE 

C------------------------------------------------------------------------

C CÁLCULO DA VELOCIDADE DE QUEDA 
C CORRESPONDENTE AO 050 
C------------------------------------------------------------------------

VISC2 = VISC*VISC 
W50 = OSQRT (2.000*(SG-1.000)*9.81 00*050/3.000 + 

+ 36.000*VISC2/(050*050)) - 6.000*VISC/050 

C-------------------------------------------------------

C V ALORES DE CONSTANTES 
C-------------------------------------------------------

IF (D50.LE.0.00400) THEN 
A = 5.43500 

ENDIF 

B = 0.28600 
C = 0.45700 
0=1.79900 
E = 0.40900 
F = 0.31400 
ELSE 

A = 6.68100 
B = 0.63300 
C = 4.81600 
0=2.78400 
E = 0.30500 
F = 0.28200 

C-------------------------------------------------------------------

C CÁLCULO DA VELOCIDADE DE ATRITO 

C-------------------------------------------------------------------
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USTAR = OSQRT (9.81 OO*RH*OECLIVE) 

C--~------------------------------------------------------------

C CÁLCULO DA VELOCIDADE CRÍTICA 

C---------------------------------------------------------------

IF (USTAR *050/VISC.L T.70.000) THEN 

UCR = W50*(2.500/(OLOG 10 (USTAR *050/vISC),-

+ 0.0600) + 0.6600) 

ELSE 

UCR = 2.0500*W50 

ENDIF 

C------------------------------------------------------------------------------------
C CÁLCULO DA CONCENTRAÇÃO (SOLUÇÃO DE Y ANG) 

C------------------------------------------------------------------------------------

IF «U-UCR).GT.O.OOO) THEN 

PAR = W50*050/VISC 

USW = USTAR/W50 

CONC = A - B*OLOG 1 O (PAR) - C*OLOG I O (USW) + 
+ (O - E*OLOGIO (PAR) - F*OLOGIO (USW))* 

+ OLOG 1 O «OECLIVE/W50)*(U-UCR)) 

CONC = 10.000**CONC 

ELSE 

CONC = 0.000 

ENDIF 

WRITE (*,5) CONC 

A22 5 FORMA T(/' * CONCENTRACAO, Cs = ',F9.2,' ppm em peso.') 

RETURN 

ENO SUBROUTINE 



C********** *** *** ** **SUBROUTINE BAILARD**** ********* **** 

C----------------------------------------------------------------------------------------
SUBROUTINE BAILARD 

REAL*8 050, 090, SG, FI, DERIV, RH, U, Q 

REAL*8 G, UCL, VIS, VIS2, SMl, PI, WQ, TANFI , CKR 

REAL*8 EBSA, EBSS, DEN, FAC, CF, U2, U3, QSP, RQS 

C---------------------------------------------------------------------------
C BLOCO COMMON 

C---------------------------------------------------------------------------

COMMON 050, 090, SG, FI, DERIV, RH, U, Q 

C---------------------------------------------------------------------------
C CONSTANTES E VELOCIDADE DE QUEDA 

C CORRESPONDENTE AO 050 

C---------------------------------------------------------------------------

G = 9.81000 

UCL = 1.5000 

VIS = 1.200-6 

VIS2 = VIS*VIS 

SMl = (SG - 1.000) 

PI = 4.0DO*DATAN (1.000) 

WQ = DSQRT (2.0DO*SMl *G*D50/3.0DO + 
+ 36.0DO*VIS2/(D50*D50)) - 6.0DO*VIS/D50 

TANFI = DATAN (FI *PIII80.0DO) 

C----------------------------------------------------------------------------
C RUGOSIDADE E EFICIÊNCIAS : CKR, EBSA, EBSS 

C----------------------------------------------------------------------------

CKR = 3.0DO*D90 

EBSA = 0.20000 

EBSS = 0.02500 
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C-----------------------------------------------------------------------------------------
C CAUDAL SÓLIDO E CONCENTRAÇÃO (SOLUÇÃO DE BAILARD) 

C-----------------------------------------------------------------------------------------

DEN = DLOGI0 (12.0DO*RH/CKR) 

FAC = 0.06DO/(DEN*DEN) 

CF=FAC 

U2 = U*U 

U3 = DABS (U2*U) 

QST = (CF/(G*SM 1 ))*«EBSA/TANFI)*(U2*U -

+ (DERIV/TANFI)*U3) + (EBSS/WQ)*(U3*U-

+ (EBSS/WQ)*DERIV*U2*U3)) 

RQS = (QST/Q)*SG* 1.0D6 

WRITE (* ,5) QST,RQS 

5 FORMA T(/' * C. SOLIDO, Qst =',F9.6', m2/s'/ 

+ ' * CONCENTRACAO, Cs = ',F9.2,' ppm em peso.') 

RETURN 

END SUBROUTINE 



ANEXO IV 

c 
C--------------------------------------------------------------------------------
C Previsão da profundidade de erosão junto de obstáculos 

C salientes de margens. Critérios de Melville e Dongol. 

C--------------------------------------------------------------------------------

PROGRAM EROSAO OBS 

WRITE (*,1) 

FORMAT (//' Introduza os seguintes dados: '/ 

+ '- do escoamento hO, Umed, hch, Lch -> ',$,$,$,$) 

READ (*,*) hO,UO,hc,CLc 

WRITE (*,2) 

2 FORMA T (' - dos sedimentos D 16, D50, D84, Dmax -> ',$,$,$,$) 

READ (*,*) D16,D50,D84,Dmax 

WRITE (*,3) 

3 FORMA T (' - do obstaculo Lco, F Jorma, F _ ori-> ',$,$,$) 

READ (*,*) CLco,F Jorma,F _ori 

WRITE (*,*) 

If (CLc.GT.CLco) STOP' Lch tera de ser inferior a Lco.' 

C-------------------------------------------------------------------------------------
c hch - Altura do escoamento no leito de cheias. 

c Lch - Comprimento do obstáculo no leito de cheias. 

c Lco - Comprimento da projecção do obstáculo na direcção do 

c escoamento. 

C-------------------------------------------------------------------------------------

C-------------------------------------------------------
C Constantes 

C-------------------------------------------------------
g= 9.81 

dens = 2.65 
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C-------------------------------------------------------
C Velocidades Uoe e Uoa 

C-------------------------------------------------------
UOcGonch = ALOG 1 0(8 .8*hO/050)* 

+ SQRT(2.0*g*(dens-l.0)*050/1.75) 

UOcNeill = 1.414*(hO/050)**(1.0/6.0)* 

+ SQRT((dens-1.0)*g*050) 

UOcGarde = (0.50* ALOG 1 0(hO/050) + 1.63)* 

+ SQRT((dens-1.0)*g*050) 

UOc = (UOcGonch + UOcNeill + UOcGarde)/3.0 

050a = Omax/l.80 

UOcGoa = ALOG 1 0(8 .8*hO/050a)* 

+ SQRT(2.0*g*(dens-1.0)*050a/1.75) 

UOcNea = 1.414*(hO/050a)**( 1.0/6.0)* 

+ SQRT((dens-l .0)*g*050a) 

UOcGaa = (0.50* ALOG I 0(hO/050a) + 1.63)* 

+ SQRT((dens-l.0)*g*050a) 

Uca = (UOcGoa + UOcNea + UOcGaa)/3.0 

UOa = AMAX1(UOc,0.80*Uca) 

C-------------------------------------------------------

C Coeficiente de gradação SD 

C-------------------------------------------------------
relL = CLco/050 

relUOac = (UO - (UOa - Uoc))/UOc 

SO = 0.5*(084/050 + 050/016) 

C-------------------------------------------------------
A26 C Parâmetros Ku e KD 

C-------------------------------------------------------

IF (SO.L T.l.5) THEN 

relU = UO/UOc 

if (reIU.L T .0.5) then 

CKu = 0.0 

else if(reIU.GE.0.5.ANO.reIU.LT.I .0) then 



end if 

CKu = 2.0*reIU - 1.0 

else 

STOP I Ku indeterminado.' 

if (relL.L T.40.0) then 

END IF 

end if 

ELSE 

CKd = 0.44*(reIL)**0.22 

else 

CKd = 1.0 

if (reIUOac.L T.I .O) then 

CKu = relUOac 

else 

CKu = 1.0 

end if 

if (relL.L T.40 .0) then 

end if 

CKd = 0.57* ALOG 1 0(2.24*reIL) 

else 

CKd = 1.0 

C-------------------------------------------------------
C Parâmetro Ks 

C-------------------------------------------------------

IF (reIUOac.LE.I.O) Then 

Cks = 1.520 - 0.475*SD + 0.055 *SD*SD 

Else If (reIUOac.GT.I .0.AND.reIUOac.LE.2.0) Then 

CKsI = 1.520 - 0.475*SD + 0.055*SD*SD 

CKs2 = 1.413 - 0.372*SD + 0.042*SD*SD 

CKs = 0.50*(CKsI + CKs2) 

EIse If (reIUOac.GT.2.0.AND.reIUOac.LE.3.0) Then 

CKsI = 1.413 - 0.372*SD + 0.042*SD*SD 

CKs2 = 1.325 - 0.296*SD + 0.036*SD*SD 

CKs = 0.50*(CKs 1 + CKs2) 
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+ 
ENDIF 

Else If (reIUOac.GT.3.0.AND.reIUOac.LE.3.5) Then 

CKs 1 = 1.325 - 0.296*SD + 0.036*SD*SD 

CKs2 = 1.219 - 0.202*SD + 0.026*SD*SD 

CKs = 0.50*(CKs 1 + CKs2) 

Else 

CKs = 1.219 - 0.202*SD + 
0.026*SD*SD 

C-------------------------------------------------------
C Parâmetro Kg 

C-------------------------------------------------------

relLc = CLc/CLco 

relHc = hc/hO 

CKg = SQRT( 1.0 - reILc*( 1.0-(reIHc)**(5.0/3.0») 

C-------------------------------------------------------
C Parâmetro K f 

C-------------------------------------------------------

relLH = CLco/hO 

IF (reILH.LE.2.0) THEN 

CKf= F forma 

Else If(reILH.GT.2.0.AND.reILH.LE.25.0) Then 

END IF 

CKf= F Jorma + 0.087*(1.0-F Jorma)* (O.5*reILH-l.0) 

Else 

CKf= 1.0 

C-------------------------------------------------------
C Parâmetro Kt 

C-------------------------------------------------------

IF (reILH.GE.3.0) THEN 

CKt = F ori 

Else If (reILH.GT.I.O.AND.reILH.L T.3 .0) Then 



+ 

ENDIF 

CKt = F _ori + (1.0 - F _ori)*(1.5-

0.5*reILH) 

Else 

CKt = 1.0 

C------------------------------------------------------------------------
C Parâmetro KL e profundidade máxima de erosão, he 

C------------------------------------------------------------------------

+ 

IF (reILH.L T.2.0) THEN 

CKh = (reILH)**(-0.20) - 0.20 

he = (2.0*CKh*CKf*CKt*CKs*CKd*CKu*CKg)*CLco 

ELSE IF (reILH.GE.2.0.AND.reILH.LE.1 00.0) THEN 

END IF 

CKI = 0.19*(reILH)**0.30+0.1 0*(reILH)**0.20 

he = ( I O.O*CKI*CKf*CKt*CKs*CKd*CKu*CKg)*hO 

ELSE 

CKI = 1.0 

he = (I O.O*CKI*CKf*CKt*CKs*CKd* 

CKu*CKg)*hO 

WRITE(* ,5) he 

5 FORMA T(//' Profundidade maxima de erosao de 

+ eq uilibrio, He = ',F7.3,' m.') 

STOP 

END 
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ANEXO V 

PROGRAM CONC ANA 

c 
C********************** ***** ******** ******************** *** 

C Programa para calcular a solução da equação de: * 

C - Convexão-dispersão 1 OH de uma fonte contínua. Equação (7.18) * 

C********************************************************** 

C 

C 

C 

C 

PARAMETER (NOUT = 10) 

CHARACTER * 1 PRFIN 

CHARACTER *40 FICHS 

DOUBLE PRECISION COEFD, U, T, XMIN, XMAX, XPAS, 

+ PI, CKS, TAU 

DOUBLE PRECISION X, XU, XM, XP, XN 

DOUBLE PRECISION A, B, DJ, F1, F2, F3 

PI = 4.0DO*DA T AN( I.ODO) 

C Leitura interactiva de dados do problema 

CALL DADOS (COEFD,U,T,XMIN,XMAX,XPAS,CKS, 

+ NOUT,FICHS) 

C 
C No instante T, calcula o perfil da concentração sobre um troço 

C desde XMIN até XMAX utilizando um incremento espacial XPAS 

CKS = CKS/(24.0DO*3600.0DO) 

TAU = DSQRT(I.ODO + 4.0DO*CKS*COEFD/(U*U)) 

DO 100 X = XMIN,XMAX,XPAS 

XU = (U*X)*(1.0DO + TAU)/(2.0DO*COEFD) 

XM = (U*X)*( I.ODO - T AU)/(2.0DO*COEFD) 

XP = (X + U*T*TAU)/DSQRT(4.0DO*COEFD*T) 
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XN = (X - U*T*TAU)/OSQRT(4.000*COEFO*T) 

c 
IF(XU.GT.I 00 .. OR.OABS(XP).GT.20.) THEN 

c 
C A concentração é calculada utilizando uma expansão assimptótica 

C (Ver Tabela 7.2 do texto) 

C 

+ 

+ 

FI = OEXP(-(X-U*T)*(X-U*T)*0.2500/ 

COEFO/T)/OSQRT(PI) 

A = 1.000 

I = 2 

J = I 
B = -1.ODO/XP/XP/2.0DO 

A =A+B 

DO WHILE (OABS(B).GT.I.00-15.ANO.I.LT.1 00) 

I = 1+1 

J =1+2 

OJ = J 

B = -B*OJ/XP/XP/2.0DO 

A =A+B 

ENOOO 

F2 = A / XP 

F4 = OEXP(XM) 

CALL ERF(XN,F3) 

CFXT = 0.500*(FI *F2 + F4*(1.000 - F3)) 

ELSE 

ENO IF 

FI = OEXP(XU) 

F4 = OEXP(XM) 

CALL ERF(XP,F2) 

CALL ERF(XN,F3) 

CFXT = 0.500*(FI *(1.0DO - F2) + 

F4*(1.000 - F3)) 

WRITE(NOUT,90) X,CFXT 

90 FORMAT(1X,FIOJ,F14.10) 

100 CONTINUE 



C 

C 

WRITE(*, I 10) 

110 FORMA T(/' Programa concluido normalmente.'1 

+ ' Carregue em CR para sair do programa.') 

READ(*, 120) PRFIN 

120 FORMA T(A) 

STOP 

END 

SUBROUTINE DADOS (COEFD, U, T, XMIN, XMAX, XPAS, 

+ CKS, NOUT, FICHS) 

C*** ** *** *** *** ** *** *** ******** **** **** *** ***** ** * 

C 

C 
Subprograma para a leitura interactiva de dados do * 

problema e abertura de ficheiro para resultados. * 
C** ***** *** *** ** **** ***** ************ **** ** ** ** *** 

C 

C 

CHARACTER *40 FICHS 

DOUBLE PRECISION COEFD, U, T, XMIN, XMAX, XPAS, CKS 

WRITE(* ,10) 

10 FORMA T(//' PROGRAMA CONC ANA'I 
****** ***********'fi 

2 'PROGRAMA PARA CALCULAR A SOL. DA EQUACAO DE:'I 
3 ' * CONVECCAO-DISPERSAO UNIDIMEN. DE UMA FONTE 'I 
4 'CONTINUA, REACTIVA OU NAO-REACTIVA. EQ. 7.18 'II) A33 

WRITE(* ,20) 

20 FORMA TC' UMA FONTE SITUADA EM X = O (m) COMECA NO 

+ INSTANTE T = O (s) A'I 

I ' INJECTAR UMA SUBSTANCIA NAO-REACTIV A, OU REAC.'I 

2 ' DE FORMA CONTINUA E CONSTANTE, POR TEMPO ILIM. 'I 



3' NUM ESCOAMENTO COM VELOCIDADE MEDIA Ux (m/s). '/ 

4 ' O PROGRAMA CALCULA O PERFIL DA CONC. ENTRE AS '/ 

5 ' EST ACOES XMIN (m) E XMAX (m), COM INCREMENTOS '/ 

6' ESPACIAIS XPAS, NO TEMPO T(s) APOS REJEICAO.'//) 

C 
C Leitura dos dados do problema 

C 

WRITE(* ,50) 

50 FORMA T(/' LEITURA DOS DADOS DO PROBLEMA:'/ 

+ ' =============================='/) 

C 

100 WRITE(*, 110) 

110 FORMA T(' ESPECIFICAM-SE:'/ 

'- COEF. DE DISP. LONG. (DISPERSIV. TURBULENTA).'/ 

2 'QUAL O VALOR DESTE COEF., COEFD (m2/S)? = ',$) 

READ(*,* ,ERR=IOO) COEFD 

C 

120 WRITE(*,130) 

130 FORMAT(/' VEL. MEDIA DO ESCOAMENTO, U(m/s) = ',$) 

READ(*,*,ERR=120) U 

C 

140 WRITE(*, 150) 

150 FORMAT(/' TEMPO PARA O QUAL SE DESEJA CALCULo A'/ 

+ 'REPARTICAO LONGITUDINAL DA CONe., T (s) ? = ',$) 

READ(*,*,ERR=140) T 

C 
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C 

C 

160 WRITE(*, 170) 

170 FORMAT(/' INCR. ESPACIAL SEG. X, XPAS(m) = ',$) 

READ(*,*,ERR=160) XPAS 

180 WRITE(*, 190) 

190 FORMAT(/' COEFICIENTE DE REACCAO, Ks (lId) = ',$) 

READ(*,*,ERR=180) CKS 

WRITE(*,195) 

195 FORMAT(//' PARA REGISTO DE RESULTADOS:') 



200 WRITE(* ,210) 

210 FORMAT(/' INICIO DO TROCO A, XMIN(m) = ',$) 
READ(*,*,ERR=200) XMIN 

C 

220 WRITE(*,230) 

230 FORMA T(/' FIM DO TROCO A , XMAX (m) = ',$) 

READ(*,*,ERR=220) XMAX 

C 

C Leitura do nome do ficheiro de saída 

C 

900 WRITE(* ,910) 

910 FORMA T(/' FICHEIRO PARA RESUL.( < 40 car) = ',$) 

READ(*,920) FICHS 

920 FORMA T(A) 

OPEN(UNIT=NOUT,FILE=FICHS,ST A TUS='UNKNOWN', 

+ ERR=900) 

C 
WRITE(*,930) 

930 FORMA T(/' Aguarde com calma I I I') 

C 

C 

RETURN 

END 

SUBROUTINE ERF (X, ERFX) 

C************************************************* 

C Subprograma para cálculo da função ERRO de X. 

C (Tabela da função complementar de erro no texto) 
* 
* 

C O valor obtido é passado ao Programa que chamou ERF * 

C (ERFX). A variável X pode ser positiva ou negativa. * 

C NOTA: Se X < O ====> ERF(X) = - ERF(ABS(X)). * 

C************************************************* 

C 
C Variáveis definidas localmente por este Subprograma. 
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c 
C Tipo Nome Explicação 

C ==== ====== ============================= 

C 

C 

C 

C 

C 

C 
C 

C 

C 

C 

C 
C 

C 

C 
C 

R*8 A = Oenominador na fórmula aproximada da 

função de ERRO 

R*8 AI = Coeficiente na fórmula aproximada da 

função de ERRO. 

R*8 A2 = idem AI 

R*8 A3 = idem AI 

R*8 A4 = idem AI 

R*8 A5 = idem AI 

R*8 A6 = idem AI 

R*8 ERFX = ERF(X) calculado pelo Subprograma 

R*8 X = Valor enviado pelo Programa 

para o cálculo de ERF 

R*8 XO = Variável intermédia para armazenar X 

C******************************************************* 

C 

C Oeclaração de variáveis 

C 

OOUBLE PRECISION X,XO,A,A 1 ,A2,A3,A4,A5,A6,ERFX 

C 

C Oefinição de constantes 

A I = 0.070523078400 

A2 = 0.042282012300 

A3 = 0.009270527200 

A4 = 0.000152014300 

A5 = 0.0002765672DO 

A6 = 0.000043063800 

C 
C Cálculo da função de erro, ERF(X) 

C 

C Armazena o valor original de X vindo do Programa 

XO=X 



c 
C Se X é negativo, troca o sinal para positivo 
C 

IF(X.L T.O.ODO) X = -X 

C 
C Utiliza uma fórmula aproximada para o cálculo de ERF(X) 
C (Tabela da função complementar de erro) 

C 

A = 1.000 + AI *X + A2*X*X + A3*X*X*X + 
+ A4*X*X*X*X + A5*X*X*X*X*X + A6*X*X*X*X*X*X 

ERFX = 1.000 - I.ODO/A** 16 

C 

C Se X é negativo, recupera o valor original de X 
C e troca o sinal de ERF(X) 

IF(XO.L T.O.ODO) THEN 
X=XO 
ERFX = -ERFX 

ENDIF 

RETURN 

END SUBROUTINE 
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