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PREFACIO

Na investigacao operacional classica as preferéncias dos agentes de
decisdo sdo modeladas a priori, isto é, todos os valores aparecem agregados
numa funcdo objectivo (ou critério) Unica(o), pretendendo-se determinar a
solugao 6ptima para o problema em estudo. A conviccdo de que se podem
utilizar, de forma mais ou menos generalizada, modelos deste tipo é, para
além do mais, uma imagem ideolégica duma certa visdo do mundo. A titulo
de exemplo, referimos um texto de Frank Rich (1999), que apareceu numa
publicacdo especial do New York Times dedicada ao “Melhor do Milénio”.
Diz o autor a dado passo: “Temos tendéncia para esquecer que quase todas
as nossas nogdes para medir, catalogar e quantificar o melhor sao relativa-
mente recentes... . Foi no século XX, e especialmente no século XX americano,
gue a nossa incessante sede de classificar quase tudo se transformou num
empreendimento cultural que raia a obsessao... . O impulso que nos leva a
fazer listas e catdlogos do Melhor é muito compreensivel neste fin de siécle.
Vivemos num tempo em que o volume do que sabemos sobre o Universo é
mais do que conseguimos absorver, e o desesperado desejo de o perceber é
uma das nossas ansiedades milenares... . Ndo admira que nos agarremos mais
do que nunca a ideia do Melhor — simultaneamente como ancora e como
radar, mesmo que se discorde mais do que nunca sobre o que significa”?.

Todavia, é hoje reconhecido por diversas correntes de opinido que a
investigacdo operacional classica é demasiado redutora, sendo inadequada
a abordagem de muitos problemas reais. Num contexto muito amplo, ja em
1980, Edgar Morin escrevia em La Méthode: “se a optimizacdo comporta a
integracdo de desordens, incertezas, especulacdes, concorréncias, antagonis-

! Rich, Frank (1999), “Porqué o Melhor”, em “As Melhores Histérias, Ideias e Invencdes dos
Ultimos Mil Anos”, pp. 20-21, editado por The New York Times Magazine.



mos, entdo, uma tal optimizacao comporta o inoptimizavel...”2. Uma das vias
mais promissoras para superar a racionalidade optimizante em investigacdao
operacional consiste no estudo de modelos em que se consideram explicita-
mente critérios mu
actualidade e importancia, dado que a realidade é intrinsecamente multi-
dimensional, sendo em muitos casos redutoras as aproximagdes monocritério.

tiplos e conflituosos entre si. Este é um tema de grande

N

Este livro é dedicado a generalizacao para multicritério de um dos
assuntos mais estudados em cursos de investigacdo operacional, isto é, a
programacao linear. Em programacao linear multicritério os modelos traduzem
apenas parcialmente a agregacdo de preferéncias do agente de decisao,
deixando para anélise posterior as opcdes mais controversas conducentes a
tomada de decisbes. Tratando-se de um texto de caracter pedagdgico
destinado a alunos, decidimos dedicar a primeira parte ao estudo dos
principais resultados da programacao linear, aparecendo o caso multicritério
como uma extensdo natural do primeiro, permitindo fazer o contraponto
entre o caracter normativo do modelo monocritério e a simbiose entre
aspectos quantitativos e subjectivos que, de uma forma ou de outra, aparece
nos procedimentos interactivos dedicados a programacao linear multiobjectivo
(ou multicritério), que constituem o nucleo central deste texto. Nesta parte
do trabalho dé-se conta dos avancos de natureza metodoldgica e do
desenvolvimento de software e aplicacoes, decorrentes do trabalho de
investigacao e desenvolvimento, que realizamos na Universidade e no INESC,
em Coimbra. Presta-se especial atencdo ao interface Ser Humano-Computador.
Para que o leitor possa usufruir de forma mais completa deste livro, o pacote
de software TRIMAP encontra-se disponivel através do sitio do INESC-Coimbra,
a saber: www.inescc.pt.

O livro destina-se essencialmente a cursos de graduacdo e pés-graduagao
nas varias areas da engenharia e em gestao. £ conviccao dos autores que a
analise multicritério é um topico indispensavel no ensino da investigagdo
operacional, nomeadamente porque permite integrar, num mesmo método,
aspectos quantitativos e aspectos subjectivos associados ao estabelecimento
de preferéncias do agente de decisao.

2 Morin, Edgar (1980), La Méthode 2. La Vie. Editions du Seuil.
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INTRODUCAO GERAL

A Investigacdo Operacional (I0) desenvolveu-se como disciplina cientifica
durante a década de 50, tendo-se criado entdo a (falsa) expectativa de que
a |0 acabaria por desenvolver métodos e técnicas adequados a resolucao, se
ndo de todos, pelo menos de grande parte dos problemas de decisdao que
se colocam a diversos niveis, quer na industria, quer no sector dos servigos.
Passados alguns anos, no inicio da década de 70, a crescente complexidade
do ambiente econémico e social e a cadéncia vertiginosa da inovacdo tecnoldgica,
particularmente nos dominios da informéatica e das comunicacdes, tornaram
claro que o progresso dependia cada vez mais da adopcdo de procedimentos
de planeamento e de gestao inovadores, esbatendo-se a fronteira entre a
componente tecnoldgica e a componente metodoldgica do sistema produtivo.
Nestas circunstancias, os tradicionais métodos quantitativos de |0 nédo tém
podido, isoladamente, revelar-se adequados a resolugao de muitos problemas.

Foi neste contexto que Geoffrion (1983) escreveu um artigo intitulado
“Can Management Science / Operations Research evolve fast enough?”.
Em nossa opinido, nao ha ainda uma resposta definitiva para esta questéo.
Contudo, os avancos conseguidos em diversas areas de natureza inter-
disciplinar permitem-nos encarar o futuro com algum optimismo, sendo os
desafios intelectuais que se colocam cada vez mais estimulantes. Talvez a 10,
como foi entendida no passado, tenha os dias contados, mas sem duvida que
a ciéncia e a arte do apoio a decisdo estd agora a dar os primeiros passos.
A 10, entendida nesta perspectiva, faz apelo ao uso conjugado de modernas
técnicas de sistemas de informacao, de sofisticados interfaces Ser Humano-
-computador, de métodos quantitativos, de novas técnicas de modelagao, de
técnicas de inteligéncia artificial, e de certas disciplinas normalmente inc

uidas
nas chamadas Ciéncias Humanas, de que destacamos a psicologia cognitiva
e a sociologia das organizacoes.



Neste contexto, o estudo de modelos em que se consideram critérios
multiplos e conflituosos entre si, é um tema de grande actualidade e
importancia, dado que a realidade é intrinsecamente multidimensional, sendo
em muitos casos redutoras as aproximacbes monocritério.

Neste trabalho, comecamos por fazer a ponte entre os modelos de
programacao linear (PL) monocritério, a partir dos quais a determinacdo do
optimo é uma questdo meramente técnica, e 0os casos em que se modela
explicitamente mais do que um critério, pondo-se assim em causa o
paradigma da optimalidade. Nestes casos, os modelos traduzem, apenas
parcialmente, a agregacao de preferéncias do agente de decisdo, deixando
para analise posterior as opcdes mais controversas conducentes a tomada de
decisdes. Tratando-se de um texto de caracter pedagdgico destinado a alunos,
decidimos dedicar a primeira parte ao estudo dos principais resultados da
programacao linear, aparecendo o caso multicritério como uma extensao
natural do primeiro, permitindo fazer o contraponto entre o caracter
normativo do modelo monocritério e a simbiose entre aspectos quantitativos
e qualitativos do processo de decisdo que, de uma forma ou de outra,
aparece nos procedimentos interactivos dedicados a PL multicritério (também
designada por PL multiobjectivo). Na segunda parte deste trabalho da-se
conta dos avangos de natureza metodoldgica e do desenvolvimento de
software e aplicagbes, decorrentes do trabalho de investigacdo e
desenvolvimento, que realizdmos na Universidade e no INESC, em Coimbra.
Presta-se especial atencdo ao uso dos microcomputadores, nomeadamente
no que se refere ao interface Ser Humano-computador.

Quando ha cerca de duas décadas nos dedicdmos ao estudo de um
problema de planeamento da expansdo de sistemas electroprodutores, utilizando
um modelo de programacao linear, fomos confrontados com as vantagens de
considerar explicitamente varias funcdes objectivo conflituosas entre si: o custo
global, uma funcéo relacionada com a fiabilidade do abastecimento e uma
fungao penalizadora de agressdes ambientais. Chama-se de novo a atencao para
que a consideracdo de um modelo multicritério pde em causa o paradigma da
optimalidade, que pressupde uma relacdo de completa comparabilidade entre
as alternativas e a transitividade das comparacbes. Se isto é, por um lado,
indispensavel em muitos problemas de IO, como aponta B. Roy' ao escrever

! Nesta introdugdo faz-se apelo, em diversas ocasides, as ideias expressas por B. Roy.
No essencial, os dois livros incluidos nas referéncias (Roy, 1985) e (Roy e Bouyssou, 1993) expressam



"Il faut désoptimiser la recherche opérationnelle”, por outro lado, coloca
novas questdes no que se refere a intervencao dos agentes de decisdo para
seleccionar a solugdo a pdr em pratica. Enquanto num modelo de optimizacéo
monocritério se pressupde que a funcdo objectivo traduz as preferéncias do
agente de decisdo, num modelo multicritério, com funcbes objectivo
conflituosas entre si, ha necessidade de agregar as preferéncias do agente
de decisdo relativas aos varios critérios considerados.

O estudo do problema de planeamento energético referido levou-nos nao
s6 a recorrer a diversos métodos de programacao linear multicritério, mas
também ao desenvolvimento de uma nova abordagem interactiva que viemos
a designar por TRIMAP. Nos paragrafos que se seguem procuraremos
reconstituir o processo de evolugdo da nossa investigacdo ao longo destes
anos, assim como perspectiva-la dentro das varias correntes que se tém
desenvolvido na literatura cientifica da especialidade. Comecaremos por
revisitar, através de uma breve nota, a evolucdo histérica da programacao
matematica multicritério.

Os métodos de optimizagdo — desenvolvidos, em muitos casos, pelo
estimulo de possiveis aplicagdes — mergulham as suas raizes na teoria
econémica. Assim, por exemplo, o método simplex, apresentado em 1947
por Dantzig para resolver problemas de programacdo linear, surge na
sequéncia de trabalhos de economistas consagrados: Leontieff — criador do
modelo input-output; Koopmans — criador dum modelo de transportes; Von
Neumann e Morgenstern — criadores da teoria dos jogos. A relativa
simplicidade do método simplex, no que se refere a sua implementacao, e a
eficadcia que veio a revelar, abriram largas perspectivas a aplicacdo da
programacdo linear a problemas concretos da sociedade. Este impulso foi
decisivo para a elaboragdo, durante a década de 50, duma boa parte das
bases da programacdo matematica. A elaboracdo do suporte tedrico da
matematica da optimizacdo, o desenvolvimento dos computadores e o éxito,
mesmo que parcial, de algumas aplicagdes levaram os arautos da teoria
neocléssica da empresa a sobrevalorizar a utilizagdo de modelos matematicos
de optimizacdo. Para os defensores desta teoria, todos os modelos se baseiam
numa fungdo objectivo, fungdo valor ou funcao utilidade, que se pretende

de forma bastante completa o seu pensamento. Deve também notar-se que nem sempre uma realidade
multidimensional justifica o uso de modelos multicritério. Por exemplo, D. Bouyssou (1993) afirma
que, no essencial, a decisdo de usar modelos multicritério é uma questao de fé.



optimizar. A formulacdo da funcdo objectivo é considerada um problema
menor, como se pode ver, por exemplo, em Hitch (1953) que refere o problema
da escolha de critério — funcdo objectivo — como o mais simples em
investigacdo operacional. A unidade monetéaria aparece como a Unica medida
do beneficio social. Ndo é nosso objectivo neste texto fazer uma critica global
a esta teoria, mas apenas justificar o aparecimento dos modelos multicritério.

A dificuldade dos agentes de decisdo em participar na formulacdo da
funcao objectivo, e a néo inclusdo de aspectos de natureza social, ndo
quantificaveis em unidades monetarias, justificam que, ja na década de 50,
diversos autores tenham proposto a utilizacdo de modelos de natureza
diversa. Para Keen (1977), a complexidade dos problemas concretos da
sociedade é essencialmente marcada por objectivos multiplos e o agente de
decisdo é muitas vezes confrontado com a necessidade de arbitrar o conflito
entre os objectivos, mais do que com a procura de solugdes 6ptimas.

Surge entdo um novo ramo da programacao matematica, a programagao
matematica com objectivos multiplos.

E oportuno fazer aqui um paréntesis para referir que, sob a designagao
comum de métodos com critérios multiplos, aparecem na literatura
especializada dois ramos distintos:

a)métodos de apoio a decisdo com atributos multiplos;

b)métodos de apoio a decisdo com objectivos multiplos.

A primeira destas designacdes refere-se a métodos de selecgdo, ordenagdo
ou categorizacdo de entre um numero finito de alternativas, explicitamente
conhecidas, enquanto a segunda diz respeito a problemas nos quais as
alternativas sao implicitamente definidas por um conjunto de restricbes. Este
trabalho refere-se apenas a problemas da categoria b), e, dentro destes, ao
caso particular da programacao linear com objectivos multiplos.

Tal como no caso da programacao matematica com uma Unica fungéo
objectivo, as raizes da programacdo matemaética com objectivos multiplos
mergulham na teoria econémica.

Pareto, em 1906, definiu um conceito que se veio a revelar fundamental
para a programagao matemaética com objectivos mdultiplos, o conceito de
conjunto de solucdes optimas de Pareto (também designado ao longo do
texto por conjunto de solucdes eficientes ou ndo dominadas). Diz-se que uma
dada solucao é eficiente quando n&o existe qualquer outra solugdo admissivel
gue melhore um dos objectivos sem piorar, pelo menos, um dos outros.



Von Neumann e Morgenstern (1947), no seu livro classico sobre a teoria
dos jogos e o comportamento econémico, referem-se a necessidade de utilizar
mais do que uma funcdo objectivo nos seguintes termos: “O problema de
optimizagdo no contexto de uma economia de mercado ndo é certamente
um problema de optimizacdo, mas uma mistura peculiar e desconcertante de
varios problemas de optimizacdo conflituosos...".

Koopmans na monografia “Analysis of Production as Efficient
Combination of Activities” (1951), que viria a constituir um dos principais
trabalhos por que Ihe foi atribuido em 1975, em conjunto com Kantorovich,
o Prémio Nobel da Economia, introduz a nocdo de solucao eficiente no
contexto da andlise de modelos lineares de producao. Trata-se dum artigo
muito rico no que se refere as relacdes entre o conceito de solucao eficiente
e a teoria econémica da producao.

Foram, no entanto, Kuhn e Tucker (1951) quem considerou, pela primeira
vez, em programacao matematica, varias funcdes objectivo. Usaram a
designagao de fungao objectivo vectorial e estabeleceram condi¢des para que
uma dada solucado seja eficiente.

Até aos anos 60 nao existiu investigacao sistematica neste ramo, havendo
a registar apenas algumas publicagdes. Em 1967-68 Geoffrion publicou dois
importantes artigos sobre este assunto. Desde entdao contam-se por alguns
milhares as publicacdes, quer de caracter teérico, quer de natureza
computacional e aplicacdes, sobre programacdo matemética com objectivos
multiplos. Mais recentemente comecaram nao sé a realizar-se diversas
conferéncias internacionais dedicadas a esta area e a criar-se grupos de trabalho
no ambito de associacdes internacionais, como também a aparecer livros e
artigos em que é feito o ponto da situacdo do estado da arte neste tema.

Voltemos agora ao nosso problema de planeamento energético e as
opcdes que tivemos de fazer quando, apds a sua formulagdo, nos propusemos
a estuda-lo com vista a apoiar o agente de decisdo. Nao é objectivo deste
trabalho discutir em pormenor a fase de modelacdo dos problemas, mas nao
gueremos, contudo, deixar de chamar desde jd a atencdo para que um
modelo é uma representacao idealizada da realidade, descrevendo algum
fenomeno de que se pretende realcar o comportamento. No nosso caso
optou-se por um modelo de programacao linear, como compromisso entre
o esforco computacional exigido e o grau de aproximacdo da realidade

requerido. Entre outros factores, destaque-se que é muito grosseira a



aproximacao linear da funcéo fiabilidade e que ao considerar um modelo de
programacao linear ndo se tem em conta o caracter modular dos
equipamentos. A opgao feita justifica-se, visto que se pretende fazer apenas
um estudo esquematico para planeamento a longo prazo, permitindo de
modo expedito analisar diversos cendrios, como forma de ter em conta o
caracter impreciso e incerto de muitos dos dados e parametros utilizados.
Obtém-se assim indicacbes estratégicas relativas ao planeamento a longo
prazo, que se tornam indispensaveis quando, utilizando ferramentas de
analise adequadas, se efectua o planeamento a curto e médio prazos.

As questdes relacionadas com a imprecisdo e incerteza tornam a utilizacao
de um modelo multicritério particularmente atraente, visto que permite certo
gradualismo na agregacdo de preferéncias. Os critérios do modelo traduzem
apenas o grau de agregacao julgado aceitavel, nesta fase do processo, pelo
agente de decisao (porventura assessorado por um analista).

Formulado o problema de programacao linear multiobjectivo, havia que
encontrar os métodos de andlise adequados a obtencao/aprendizagem das
preferéncias do agente de decisdo a partir do modelo.

Tradicionalmente os métodos de programacdo linear multicritério
classificam-se em trés categorias, de acordo com o processo utilizado para
agregar as preferéncias do agente de decisdo, com vista a seleccionar a
melhor solucdo de compromisso. A saber:

— métodos em que é feita uma agregacao a priori de preferéncias;

— métodos de articulagdo progressiva de preferéncias (interactivos);

— métodos em que nao hé articulacdo de preferéncias (geradores das

solucdes eficientes).

Nos métodos do primeiro tipo, em que, apesar dos varios critérios serem
modelados explicitamente, a agregacao de preferéncias é feita antes de
qualquer fase de célculo, o problema é transformado a priori num problema
monocritério, por exemplo através da construcdo de uma funcao utilidade.
Como veremos, as caracteristicas especiais da geometria do poliedro
admissivel, correspondente ao nosso estudo de caso, tornam particularmente
gravosa a aplicagdo de métodos em que tudo é decidido a priori, sem a
possibilidade do agente de decisdo se aperceber das consequéncias. Pensamos
entdo que o mais adequado seria a utilizacdo de métodos em que nao ha
articulacdo de preferéncias, sendo esta tarefa realizada a posteriori pelo



agente de decisao. Referimo-nos aos chamados métodos geradores das
solugdes eficientes, em que, no caso particular da programacao linear, se
destacam os que correspondem a extensdes do método simplex, por forma
a determinar todos os vértices eficientes do poliedro admissivel, havendo a
possibilidade de, em seguida, determinar quais as arestas e faces? eficientes.
Os primeiros algoritmos geradores, dedicados a programacao linear
multicritério, foram desenvolvidos no inicio da década de 70, sendo de
destacar as aproximacoes de Yu e Zeleny (1975) e de Evans e Steuer (1973).
No nosso estudo optamos pela utilizagdo da aproximacao de Yu e Zeleny e
publicdmos um primeiro artigo sobre o assunto em 1981 (Climaco e Almeida,
1981). Contudo, quando mais tarde realizdmos experiéncias utilizando um
modelo com um numero relativamente elevado de variaveis e de restricdes,
por forma a obter aproximacdes da realidade mais adequadas ao estudo que
pretendiamos efectuar, as questdes associadas aos métodos geradores
comegaram a surgir. Acima de certos limites o esforco computacional torna-
-se impraticavel e, mesmo quando é possivel calcular todos os vértices
eficientes, pudemos verificar que se trata de um esforco grande, nao
compensado pela qualidade da informacédo que fica a disposicdo dos agentes
de decisdo. De facto, o agente de decisdo revela-se incapaz de fazer uma
escolha fundamentada quando é confrontado com uma grande quantidade
de informacédo, isto é, com um grande numero de solucbes eficientes,
principalmente quando muitas delas apresentam apenas variacoes ligeiras no
gue se refere aos valores das funcdes objectivo.

Note-se que, em muitos problemas reais, a geometria dos poliedros que
representam as solug¢des admissiveis conduz a situagdes em que ha zonas da
regido eficiente onde as variagdes dos valores das fungdes objectivo sdo muito
suaves e outras que sao perfeitas ravinas. Como veremos mais tarde, é o que
se passa no nosso estudo de caso de planeamento energético. Para complicar
ainda mais as coisas, nestes casos é frequente que o agente de decisdo, se
Ihe for dada essa possibilidade, prefira solucdes eficientes pertencentes a
alguma face eficiente, em detrimento dos vértices, o que dificulta ainda mais
o estudo do ponto de vista computacional.

Fomos assim levados a concluir que s6 os métodos de articulacdo
progressiva de preferéncias, métodos interactivos, nos permitiriam ter em
conta as questdes apontadas.

2 O termo face esta a ser usado para designar hiper-faces de dimensao igual ou superior a 2.



Esta constatacdo esté directamente relacionada com as opinides expressas
por B. Roy (1992) em "“Science de la Décision ou Science de I'Aide a la
Décision". Citando B. Roy “L‘aide a la décision (AD) peut étre définie comme
I'activité de celui qui, par des voies dites scientifiques, aide a obtenir des
acteurs impliqués dans un processus de décision, éléments concourant a
éclairer la décision en vue de favoriser un comportement des éléments de
réponses a des questions que se posent des acteurs de nature a accroitre la
cohérence entre I'evolution du processus d’une part, les objectifs et le systéeme
de valeurs au service desquels ces auteurs se trouvent placés d’autre part.
En ce sens, I’AD prend appui sur la RO (Recherche Opérattionelle) mais aussi
sur d’autres disciplines et sur d’autres démarches. Toute contribution de RO
ne reléve pas nécessairement de I’AD dans la mesure ou certains travaux
purement mathématique mis sous I’etiquette RO ne sont pas directment
trouvés vers une aide a la décision...”; ou ainda por Saul Gass quando afirma
“We hope that the decision maker would behave in a rational manner and
correctly use the results of decision analysis. This does not mean that a
decision maker cannot, or should not use judgmental, and experimental
factors in making a decision...". (Ver Gass, 1985).

Estes pontos de vista devem, em nosso entender, estar subjacentes a
qualquer procedimento verdadeiramente interactivo, pois, como veremos,
recorrendo mais uma vez ao nosso estudo de caso, abordagens doutro tipo
revelam-se ineficazes.

Esquematicamente, um método interactivo classico de programacao
linear multicritério inclui duas fases essenciais, fase de célculo e fase de
didlogo (entre o agente de decisdo/analista e o computador), que se repetem
alternadamente até se atingir uma condicao de paragem, varidvel de método
para método. Note-se que, devido a complexidade dos métodos utilizados,
a comunicacdo entre o agente de decisdo e o computador é geralmente
mediada por um técnico, o analista. A fase de didlogo é regulada através dum
protocolo de comunicacdo implementado computacionalmente, e com ela
pretende-se preparar uma nova fase de célculo. Em programacéo linear
multicritério cada fase de célculo consiste na resolucao de um problema (ou
varios, dependendo dos métodos) de programacao linear monocritério,
procurando garantir-se que a funcao escalar que se constréi a partir da
informacao obtida do agente de decisdo, uma vez optimizada, conduza a
uma solucdo eficiente, visto que a solucdo de compromisso a seleccionar



deverd, em principio, pertencer a este conjunto. Dizemos, em principio,
porgue, se ndo nos esquecermos que o modelo representa apenas
parcialmente a realidade, pode justificar-se uma anélise a posteriori, em que
se consideram como interessantes solucdes ndo necessariamente eficientes,
sempre que forem indiferentes em relacdo a uma solucao eficiente tida como
satisfatéria, por dela diferirem muito pouco no valor das funcoes objectivo.
Neste caso, uma analise a posteriori, tendo em conta pontos de vista nao
incluidos no modelo matematico, pode conduzir a escolha duma solucdo
interessante para o agente de decisdo ndo necessariamente eficiente. Mais
ainda, ndo sera de estranhar, a partir do que ficou dito atrés, que se tenha
como essencial a realizacdo de estudos de andlise de sensibilidade em relacéo
aos parametros do modelo, e que esta ndo seja em muitos casos suficiente,
visto deverem ser procuradas solugdes de compromisso tendo em conta varias
instancias possiveis do problema, o que implica estudos de anélise de robustez.

Como é enfatizado por Vanderpooten e Vincke (1989), por um lado é
essencial que o esforgo computacional na fase de calculo néo seja demasiado
elevado e, por outro, que as questdes colocadas ao agente de decisdo sejam
simples e compreensiveis. O primeiro requisito é indispensavel para garantir
que o processo de decisdo seja verdadeiramente interactivo no que se refere
ao tempo de espera por cada nova solugdo, e o segundo condiciona a
qualidade das solugdes que vao sendo sucessivamente propostas ao agente
de decisdo, evitando indicagdes erradas dadas pelo agente de decisdo na fase
de didlogo. Para garantir um bom funcionamento do processo interactivo Roy
propde a inclusao de uma terceira fase a que chama fase de sensibilizacéo.
Pretende-se chamar a atencdo do agente de decisdo para as caracteristicas,
potencialidades e limitagdes do método a utilizar em cada caso. No capitulo
em que abordamos em mais detalhe o estudo de caso de planeamento
energético, utilizando varios métodos interactivos, veremos a real importancia
pratica dos pontos aqui focados.

Em resumo, num processo interactivo, um ciclo de propostas e reaccoes
sucessivas prossegue até se atingir uma solugdo de compromisso satisfatéria.

Chegou a altura de discutir a questao central que se coloca quando
estudamos a interactividade no apoio multicritério a decisao, e, em particular,
em programagao linear multiobjectivo. A atitude que o investigador assume
quando desenvolve um novo método tem a ver com os seus pontos de vista
face as seguintes questdes chave:
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— farad sentido falar na procura da solucdo 6ptima de uma qualquer
funcédo utilidade que se admite existir, mas da qual se desconhece a
representacao analitica (isto €, na convergéncia do processo interactivo
para o 6ptimo da funcdo utilidade implicita) quando se pretende
implementar um procedimento verdadeiramente interactivo?

— quais as condi¢oes de paragem do algoritmo?

— qual o significado da solucao final escolhida?

Os métodos interactivos mais conhecidos de programacdo linear
multicritério baseiam-se na informacéo local recolhida (quando se optimiza
na fase de célculo uma, ou vérias, funcdes escalares) para colocar questdes
aos agentes de decisdo que permitam obter a informagao necessaria, quer
em termos de parametros, tais como pesos, niveis de aspiracao, valores
minimos admissiveis para as fungdes objectivo, quer de outros parametros
destinados a preparar uma nova fase de calculo. A informacao assim obtida
chamou Vanderpooten (1989) informacao preferencial, e aos parametros que
a permitem obter, parametros de preferéncia. O compromisso entre a
complexidade e a riqueza da informacao desejavel, e a capacidade do agente
de decisdo para responder as questdes formuladas é um problema delicado
que transcende questdes técnicas de programagdo matematica, implicando
a consideracao de estudos sobre a racionalidade nos processos de deciséo.
Note-se que estudos das ciéncias da cognicdo tém revelado a dependéncia
do comportamento racional de conceitos béasicos da linguagem e de certos
valores especificos de cada realidade cultural. Voltaremos a estes assuntos
guando estudarmos os métodos interactivos de programacao linear
multicritério que selecciondmos como mais representativos, e dedicaremos
especial atencdo a estudos empiricos, quer apresentados na literatura
cientifica da especialidade, quer realizados por nés préprios, com vista a
analisar quais os parametros preferenciais com que o agente de decisdo se
sente mais a vontade, e certas questdes que a utilizacdo destes métodos
levanta, como, por exemplo, o problema das escalas quando se usa
informacao intercritério.

Nesta fase da exposicdo interessa-nos distinguir duas atitudes
marcadamente antagénicas no desenvolvimento desta area (para detalhes
veja-se Roy, 1987) A primeira via, a que Roy chama “la voie du realisme:
I'attitude descriptive”, interpretada em termos de programacao linear



multicritério pode resumir-se no seguinte: existe uma funcao utilidade do
agente de decisao que optimizada conduziria a solucdo de compromisso
optimo entre os critérios. Contudo, esta fungao ndo é conhecida pelo agente
de decisdo explicitamente, cumprindo aos processos interactivos a descoberta
dessa funcdo utilidade, servindo-se para isso de protocolos de didlogo de
natureza algoritmica. A solucdo 6ptima a seleccionar ndo depende, portanto,
da evolucado do processo interactivo, sendo uma primitiva do agente de
decisdo para o problema em estudo. Entdo, um método interactivo ¢ tanto
melhor quanto mais facil e rapidamente permite a descoberta da funcao
utilidade do agente de decisdo, e consequentemente a convergéncia para o
seu 6ptimo. Um exemplo paradigmaético deste tipo de métodos é o método
de Zionts-Wallenius (1976, 1983). Esta abordagem pressupde que o agente
de decisdo seja coerente nas respostas as questoes que o protocolo de
comunicacdao do método lhe coloca. Por exemplo, no método de Zionts-
-Wallenius estas questdes sdo de natureza dicotdmica, isto é, cada resposta
conduz a divisdo em duas partes, mutuamente exclusivas, de um espaco de
pesos auxiliar que é utilizado para construir a funcdo escalar a optimizar em
cada iteracdo, o que implica que dai para a frente s6 podem ser seleccionados
pontos deste espaco que nunca mais seriam considerados se a resposta tivesse
sido a oposta. Torna-se, portanto, muito arriscado optar pela utilizacdo de
procedimentos deste tipo. Quando, mais adiante, estudarmos este método em
pormenor, veremos que a sua versdao mais recente é um pouco mais flexivel,
mas, no essencial, os problemas aqui referidos permanecem em muitos casos.

Repare-se que, quando aplicado ao nosso estudo de caso, este método
se revela inadequado, visto que, devido a geometria especial da regiao
admissivel eficiente, o agente de decisdo é sucessivamente confrontado com
opgoes dificeis, quer por corresponderem a verdadeiros saltos no escuro
(quando ha brusquissimas variagbes dos valores das fun¢des objectivo), quer
por ser dificil optar em zonas em que a suavidade da variacdo é muito
grande... . Por outro lado, este tipo de métodos nega a aprendizagem ao
longo do processo de decisdo, isto é, nega a possibilidade do agente de
decisdo aprender novas facetas do problema em estudo, com reflexos na
criagdo do seu sistema de preferéncias. A nossa experiéncia, que relataremos
mais tarde, confirma as opinides de Roy que considera irrealista este tipo de
abordagem. Outros investigadores de nomeada tém feito afirmagdes no
mesmo sentido. Por exemplo, French (1984) escreveu "/ believe that good

11



12

decision aid should help the decision maker explore not just the problem,
but also himself. It should bring to his attention possible conflicts and
inconsistencies in his preferences so that he can think about their resolution”;
e Lewandowski e Wierzbicki (1988) fizeram notar que: "A rational decision
does not have to be based on all the available information, nor does it have
to be optimal. It should only take into account the possible consequences
of the decision and be intended not to be detrimental to the values and
interests of the decision maker.”. Na terminologia de Roy a via que se
contrapde a do realismo é a via construtivista. Segundo Roy “/” attitude
prescritive, lorsqu’elle est associée a la voie constructiviste, est tournée vers
la production de connaissances concernant la maniere d’agir (insersion dans
un processus de décision) tout autant que vers le contenu de la prescription,
lequel ne repose pas sur la prétendue découverte d’une réalité”. Isto é,
estimula-se a aprendizagem durante a andlise interactiva do problema através
do processo tentativa-erro. Por exemplo, passar duas vezes pela mesma

solucdo durante o processo interactivo, seria um sacrilégio na o6ptica da
convergéncia para o 6ptimo duma funcao utilidade, enquanto aqui é um
facto natural, sendo até possivel que, devido a aprendizagem, o agente de
decisdo ndo reaja da mesma maneira quando é confrontado segunda vez com
uma solucdo ja anteriormente proposta.

Voltando ao nosso caso de planeamento energético, chegou a altura de
justificar o desenvolvimento da package TRIMAP, que serd motivo de estudo
pormenorizado noutro capitulo. Mais uma vez as caracteristicas do nosso
estudo de caso (geometria especial da regido admissivel eficiente), assim como
experiéncias realizadas com alguns métodos interactivos classicos (Zionts-
-Wallenius e outros que se referem adiante), encorajou o desenvolvimento
de um ambiente interactivo de anélise que nao s6 se baseasse numa atitude
construtivista, mas também que permitisse uma pesquisa livre do conjunto
das solugdes eficientes, tendo em vista uma apreensao tdo rapida quanto
possivel do essencial da forma da regido eficiente. Isto &, achdmos essencial
encontrar uma ferramenta que nos desse uma visdo holistica do problema
em estudo, antes de nos focarmos sobre uma determinada regido para se
continuar a pesquisa, usando entdo procedimentos que recorrem a
informacédo local. O conjunto de procedimentos desenvolvido chama-se
TRIMAP (Programacéao Linear Tricritério — Método de Aprendizagem
Progressiva) e é dedicado a problemas com trés funcdes objectivo, visto que



é este o caso do problema que motivou o seu desenvolvimento e o de muitos
outros problemas reais (Climaco e Antunes, 1987, 1989). Como veremos, a
exploracdo desta caracteristica vai revelar-se importante.

- O TRIMAP baseia-se numa aprendizagem progressiva e selectiva do
conjunto das solucdes eficientes. O objectivo ndao é convergir para uma
solucdo de compromisso, ¢ptima de qualquer fungdo utilidade, mas antes
apoiar o agente de decisdo na eliminagdo do subconjunto das solugdes
eficientes que se revelem sem interesse pratico. Ndo ha decisdes irrevogaveis
durante o processo interactivo, sendo permitido ao agente de decisdo rever
opcdes anteriores. Em cada interaccdo (quando se prepara uma nova fase de
célculo) o agente de decisao limita-se a dar indicagbes sobre as regides em
que a pesquisa de solucdes eficientes deve continuar, e/ou a introduzir
restricdes no valor das fungdes objectivo (especificando niveis inferiores).
O processo interactivo termina quando o agente de decisdo considera ja
conhecer o bastante sobre o conjunto das solucdes eficientes. Usando a
terminologia de Roy, podemos dizer que no TRIMAP a convergéncia é
substitufda pela criacdo e que o processo interactivo é um processo construtivo
(e ndo a descoberta de qualquer funcdo utilidade implicita pré-existente).

Um problema, sempre presente nos processos interactivos, diz respeito
a capacidade limitada dos seres humanos em processar informagao. O TRIMAP
¢ dedicado a problemas com trés funcoes objectivo. Apesar de constituir uma

limitacdo, esta caracteristica permite o uso de meios graficos particularmente
adequados ao didlogo com o agente de decisdo/analista, o que indubitavel-
mente aumenta a sua capacidade de processamento de informacao,
simplificando a fase de didlogo. O software por nés desenvolvido, utilizado
neste livro, faz apelo a combinacdo de meios graficos com mecanismos de
didlogo Ser Humano-computador, no que se refere a troca de informagéo,
quer qualitativa, quer quantitativa. Usando a terminologia de Feyerabend
(1975) privilegia-se a comunicagao aberta, e este ambiente interactivo revela-
se adequado ndo s6 para uma andlise do problema em estudo, mas também
para avaliar por contraste as vdrias solucbes. Ora, como afirma Feyerabend
(1975), os preconceitos sdo descobertos essencialmente por contraste e ndo
por analise, sendo, portanto, esta abordagem particularmente adequada para
ultrapassar problemas comuns a outros procedimentos interactivos, como, por
exemplo, a questdo da ancoragem em relagdo a primeira solucdo proposta
durante o processo de interacgao.
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A utilizacdo do TRIMAP, e as experiéncias realizadas anteriormente com
diversos métodos, levaram-nos a concluir que ndo existe um método
interactivo melhor do que todos os outros, independentemente das
circunstancias. Quando se procede a um estudo concreto ha, por vezes,
vantagens em poder dispor do que chamamos uma base de métodos.
Este conceito designa um conjunto de métodos interactivos implementados
de forma integrada, permitindo ao utilizador mudar de método para método
durante o processo interactivo, garantindo a existéncia de mecanismos de
transferéncia e a possibilidade de utilizacdo da informacdo que vai sendo
recolhida.

A primeira questdao com que nos depardmos, quando resolvemos iniciar
0 projecto de construcdo da base de métodos, foi decidir que métodos incluir,
tendo por objectivo cobrir os véarios tipos de pesquisa interactiva possivel.
Seguindo uma classificagdo préxima da utilizada por Steuer (1986), dividimos
0os métodos de programacao linear interactivos nas seguintes categorias:

— métodos de pesquisa direccional;

— métodos de reducdo do espaco dos pesos;

— métodos de reducdo da regido admissivel;

- métodos de contraccdo do cone dos gradientes das fungdes objectivo.

Selecciondmos para a base de métodos um de cada categoria: Pareto
Race, Zionts-Wallenius, Step Method (STEM) e Interval Criterion Weights
(ICW), respectivamente. A estes juntdmos o TRIMAP que permite, pelas suas
caracteristicas, nao s6 a utilizacdo como pivot em muitas das passagens de
método para método durante o processo interactivo, como também uma
analise holistica prévia, antes de iniciar o uso de métodos baseados em
informagao local. Por exemplo, o agente de decisao pode nao estar disposto
a utilizar procedimentos que impliquem uma comparacdo entre pares de
solugdes antes de conhecer melhor o problema de forma global. O estudo
das potencialidades desta base de métodos, em comparacdo com a
implementacao dos mesmos métodos de forma isolada, assim como o estudo
das sequéncias mais comuns de utilizacdo dos varios métodos serdo feitos
num capitulo deste livro. Salientam-se aqui apenas algumas das principais
caracterfsticas da base de métodos, que lhe conferem grande flexibilidade.



A saber:

— do ponto de vista conceptual pode mudar-se dum método para
qualquer outro em qualquer interac¢do, mas o grau de aprendizagem
com a experiéncia anterior depende da situacao;

— é sempre possivel abandonar um método voltando o processo ao
estado em que se encontrava antes de o termos comecado a utilizar;

— é possivel rever decisdes prévias durante a aplicacdo de cada método;

— em muitos casos um método é usado com objectivos diferentes dos
originalmente definidos pelos autores (por exemplo, o agente de
decisdo pode estar interessado em proceder a uma pesquisa local
efectuando uma ou vérias iteragdes do tipo das utilizadas no método
de Zionts-Wallenius, sem se preocupar com 0s pressupostos do
método, como seja, a existéncia duma fungao utilidade implicita do
agente de decisao);

—com a utilizacdo da base de métodos temos em vista uma
aprendizagem progressiva do sistema de preferéncias do agente de
decisdo, procurando-se identificar solucdes eficientes satisfatorias
(inspirado na nocado de solugao satisfatéria introduzida por Simon — ver
Simon, 1981). Contudo, ao impor-se que as solugdes sejam eficientes,
esta-se talvez mais préximo da nocdo de solucdo quasi-satisfatéria de
Wierzbicki (1983), que combina a ideia de racionalidade limitada dos
agentes de decisao conducente a pesquisa de solugdes satisfatorias,
no sentido dado por Simon, com a tendéncia para optimizar
(racionalidade optimizante) sempre que possivel. Neste contexto, a
designacdo convergéncia psicolégica, sugerida por Vincke, parece-nos
particularmente feliz;

- o interface Ser Humano-computador pde a disposicdo do agente de
decisdo menus, caixas de didlogo, botdes, potencidmetros de variagao
continua, etc., com vista a facilitar, quer a entrada dos dados, quer a
troca de informacgdes durante o processo interactivo;

— a implementacao dos métodos é integrada, havendo partilha do cédigo
e do interface Ser Humano-computador, que inclui graficos e
informacao numérica, constituindo uma base de dialogo.

Trata-se, portanto, de um sistema de apoio a decisao (SAD) de
42 geracao, na terminologia de Jelassi e Ozernoy (1989), isto é, um sistema
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informatico interactivo, dedicado a problemas de programacao linear
multiobjectivo, que inclui uma base de métodos e uma base de dialogo.
Este sistema, para além do interesse pratico e para o ensino, revelou-se um
auxiliar precioso para o estudo empirico sobre as possibilidades de, em cada
método, se obter informacao fiavel dos agentes de decisdo, assim como para
avaliar a respectiva coeréncia estrutural. Sendo especialmente adaptada a
problemas com trés funcdes objectivo, esta base de métodos foi chamada
de TOMMIX (Three Objective Methods Mixed).

Numa ultima fase procurou-se estender a base de métodos
(procedimentos) interactivos a modelos com mais de trés fungdes objectivo.
O interface Ser Humano / computador é, neste caso, baseado num painel
de controlo de instrumentos, que foi designado por SOMMIX. Embora se
mantenham, na medida do possivel, os principios de funcionamento
desenvolvidos para a base de procedimentos TOMMIX, a utilizagdo do
SOMMIX pelo analista é muito mais dificil, visto que é grande a complexidade
técnica associada a correlacdo da informacao lida nos diversos instrumentos.

Em qualquer uma destas packages (TRIMAP, TOMMIX e SOMMIX) a
complexidade técnica inerente requer a existéncia dum analista/mediador,
entendido como parte integrante do SAD, para facilitar a interaccdo com o
agente de decisao.

O texto que se segue, dedicado a programacéao linear, faz a ponte entre
0 caso monocritério e o modelo multicritério (enfatizando neste caso os
métodos/procedimentos interactivos), e estd organizado da forma que se
segue.

No capitulo | estuda-se o essencial da teoria da programacéo linear,
destinando-se a leitores com formacgao adequada. Nao se pretendeu escrever
um texto completo do ponto de vista matematico, mas apenas introduzir as
nocdes fundamentais necessarias a uma melhor compreenséo dos capitulos
seguintes.

No capitulo Il analisa-se a passagem do caso monocritério ao multicritério,
assim como o essencial da teoria da PL multicritério, nomeadamente no que
vai ser necessario para a exposicdo dos capitulos seguintes.

No capitulo Ill introduzem-se de forma genérica as questdes relacionadas
com o desenvolvimento de métodos/procedimentos interactivos na area
coberta por este texto. Discutem-se brevemente os paradigmas cognitivos
subjacentes, e a classificacdo dos métodos existentes. Apresentam-se



exemplos de quatro métodos interactivos de programacao linear
multiobjectivo, representativos das vérias categorias de métodos. Estuda-se
ainda o método TRIMAP, que se pode caracterizar como um ambiente
interactivo dedicado ao célculo progressivo e selectivo de soluces eficientes.

No capitulo IV estuda-se, e ilustra-se com um exemplo, a base de
métodos/procedimentos TOMMIX, dedicada a problemas de programacéao
linear com trés funcdes objectivo.

No capitulo V estuda-se a base de procedimentos SOMMIX, que permite,
de forma flexivel, o estudo de problemas com mais do que trés funcoes
objectivo.

Na parte A do capitulo VI é apresentado um modelo de programacao
linear multiobjectivo para planeamento da expansdo de um sistema
electroprodutor, comparando-se a aplicacdo de diversos métodos interactivos
no estudo deste problema. Na parte B do capitulo VI é apresentado um
modelo para planeamento estratégico de redes de telecomunicacoes, tendo
em vista a introducdo de novas tecnologias e de novos servicos, e analisando-
-se o problema com a base de métodos TOMMIX.

O livro destina-se a ser utilizado para ensinar disciplinas dos Ultimos anos
de licenciatura e de mestrado em cursos de investigacdo operacional,
engenharia e gestao.

E opinido dos autores que nas disciplinas de investigacdo operacional de
cursos das areas referidas se justifica o ensino da programacao linear num
sentido mais amplo do que é habitual. Isto é, a passagem da aproximacao
monocritério ao uso de modelos multicritério é, do nosso ponto de vista, um
tema, ndo sé indicado, mas quase indispenséavel para um ensino moderno
da investigacao operacional. Nestas circunstancias, o texto foi construido por
forma a que os capitulos |, Il e lll sejam particularmente adequados ao ensino
de disciplinas de investigacao operacional e de programacao linear.
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CAPITULO |

PROGRAMAGCAO LINEAR

1. INTRODUGAO

Um problema de programacao linear (PL) consiste na maximizacdo ou
minimizagao de uma funcdo linear de vérias variaveis, designada por funcéo
objectivo, em que as varidveis estao sujeitas a um conjunto de restri¢cées
também lineares. As variaveis de decisdo representam, em geral, niveis de
actividades, as restricdes podem resultar de limitacdes na disponibilidade de
recursos ou de requerimentos minimos que devem ser atingidos e a funcao
objectivo representa uma medida do desempenho do sistema. De uma forma
genérica, um problema de PL formula-se do seguinte modo:

n
max (min) Z:chxj
=1

VA
o

=

3

n
S.d: Zaijxj‘
=1

onde n é o numero de variaveis de decisdao e m o nimero de restricdes
funcionais, sendo cada uma delas do tipo ‘<’, '>' ou ‘='. Para além das
restricbes funcionais, as varidveis estdo sujeitas a restricoes de nao
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negatividade (x; > 0). O problema anterior pode ser escrito na forma matricial:

max (min)z = ¢ x
s.a: A

onde ¢ é o vector 1xn, (cq,Cy,...,Cn), X € 0 vector nx1, (X1,X2,...%n)7T, b é 0
vector mx1, (by,ba,...,bm)T € A é uma matriz mxn cujo elemento genérico é
aj (i =1,...m; j =1,...,n).

Um vector x que satisfaca todas as restricbes chama-se solugdo
admissivel. O conjunto de todas as solucdes admissiveis é um poliedro
convexo e designa-se por regido admissivel. A uma solucdo admissivel que
optimize a funcdo objectivo chama-se solugcdo dptima.

Em problemas de PL apenas existem éptimos globais (figura I.1a), o que
nao acontece em outros tipos de problemas, como, por exemplo, de
programacao nao linear (figura |.1b). Desta forma, qualquer solugao que
satisfaca as condicoes de 6ptimo local é uma solucdo éptima (global) do
problema. Esta propriedade facilita a resolucdo dos problemas de PL.

(a) global (b)1ocal
Figura I.1 — Optimos.

Sem perda de generalidade, assume-se ao longo deste texto que a
fungao objectivo é a MAXIMIZAR, salvo indicacdo em contrario.



2. RESOLUCAO GRAFICA

Para introduzir o processo de resolucdo de um problema de programacao
linear, comega por se apresentar o método de resolugdo grafica que, em
virtude da facilidade das consideracbes geométricas ser limitada a duas
dimensoes, é apenas adequado para problemas com duas varidveis de
decisdo.

Problema 1 (plano de producao):

Uma pequena oficina fabrica dois produtos diferentes — produto | e
produto Il. O fabrico destes produtos requer a utilizagdo de 3 tipos diferentes
de maquinas — A, B e C. Cada unidade do produto | requer 1Th nas maquinas
do tipo A, 2h nas maquinas do tipo B e 2h nas méaquinas do tipo C. Cada
unidade do produto Il requer 1h nas maquinas do tipo A, Th nas maquinas
do tipo B e 5h nas maquinas do tipo C. A oficina possui varias maquinas
destes 3 tipos que possibilitam uma utilizagdo maxima semanal de 50h nas
maquinas do tipo A, 80h nas do tipo B e 220h nas do tipo C. Sabe-se que
o lucro de 1 unidade, de cada um dos produtos, é 25 unidades monetérias
(u.m.) para o produto | e 20 u.m. para o produto Il, respectivamente. Supde-se
que toda a producado é vendida.

Qual deve ser a produgao semanal de modo a maximizar o lucro resultante?

Modelo matematico: Sejam as varidveis de decisdo x;, o nimero de
unidades do produto I, e x, 0 nimero de unidades do produto Il, a fabricar
semanalmente. As restricdes (do tipo '<’) referem-se as disponibilidades de
cada tipo de maquina e a funcdo objectivo operacionaliza a medida de
desempenho do sistema (maximizar o lucro). O problema formula-se da
seguinte forma:

max z = 25x; +20x2 (u.m.)
s.a: X1 + < 50 (h/semana) - maquinas tipo A (M
2X1 + < 80 (h/semana) - maquinas tipo B (2)
2X1 + 5x2 < 220 (h/semana) - maquinas tipo C (3)
X1,%X 20

Para resolver graficamente o problema, comeca por se representar a
regidao de pontos (x, Xz) que satisfazem todas as restricdes — regido admissivel
(a sombreado na figura 1.2).
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Para um valor concreto de z, z = 25x; + 20x, representa uma recta.
Se variarmos o valor de z obtemos rectas paralelas entre si — rectas de nivel
da funcdo objectivo — e perpendiculares ao gradiente da funcdo objectivo
(o vector ¢ = (25, 20)). A solucdo admissivel com maior valor para z serd a
solugdo dptima. Como a funcao objectivo é crescente no sentido do seu
gradiente, para encontrar a solucdo éptima basta tragcar uma recta de nivel
da funcdo objectivo e desloca-la, no sentido do gradiente, o mais possivel
dentro da regidao admissivel — ver figura 1.2.

30,20 V@)
Solugao optima

Figura I.2 — Representacao gréfica do Problema 1.

A solucdo dptima deste problema é o ponto de interseccdo de Xq + x; = 50
com 2x; + X, = 80, 0 que resulta x;=30, X;=20 e z*=25x30+20x20=1150.
Interpretagdo da solugdo: devem produzir-se, semanalmente, 30 unidades
do produto | e 20 unidades do produto II, sendo o lucro resultante de 1150 u.m.
Considere-se agora um problema de minimizacao.



Problema 2 (dieta):

Uma familia pretende definir uma dieta de custo minimo que satisfaca
determinados requisitos em nutrientes. Considerando apenas dois alimentos,
| e ll, esta familia pretende conhecer as quantidades que deve consumir, de
cada um deles, de modo a ingerir pelo menos 200 unidades (u.) de vitamina A,
66 u. de vitamina B e 60 u. de vitamina C. Cada 100gr do alimento | possui
5 u. de vitamina A, 3 u. de vitamina B e 1 u. de vitamina C e custa 72
unidades monetarias (u.m); cada 100gr do alimento Il possui 4 u. de vitamina
A, 1 u. de vitamina B e 4 u. de vitamina C e custa 35 u.m..

A formulagdo deste problema é:

min z = 72Xy + 35x%; (u.m.)
s.a: 5%1 + 4xy =200 (u.) requisito de vitamina A (1)
31 + X2 266 (U.) requisito de vitamina B (2)
X1 + 4x; 260 (u.) requisito de vitamina C (3)
X1, %20

Representa-se graficamente a regido admissivel (neste caso nao limitada)
e traga-se uma recta de nivel da funcdo objectivo para um valor concreto de
z — figura 1.3. Esta recta é deslocada o mais possivel dentro da regido
admissivel, no sentido da minimizacdo — sentido contrario ao do gradiente
da fungao objectivo (o vector ¢ = (72, 35)).

Xo B4

AANENAAN Y
AN

2

Figura 1.3 — Representagao gréafica do Problema 2.

IIII” 4 Z 4
22\3 40\7( | 60\'(3)\ X]
1
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A solucao 6ptima é X:=9.143, XZ=38.571. Como cada uma das variaveis
representa o peso (em unidades de 100gr) de cada um dos alimentos, a dieta
de custo minimo estabelece que devem ser consumidos 914.3gr do
alimento | e 3857.1gr do alimento Il. O custo minimo total é z*=72x9.143
+35%38.571=2008.281 u.m.

SOLUCOES OPTIMAS ALTERNATIVAS

Nos problemas anteriores, as solugdes éptimas sao uUnicas. Contudo, podem
ocorrer situagbes em que mais do que uma solucdo optimiza a fungao objectivo.

Considere-se que a funcdo objectivo do problema 1 é alterada para
z=25x7 + 25x%;. Neste caso, todos os pontos sobre a recta x; + x2=50
(correspondente a 12 restricdo) tém valor igual para z e maximo dentro da
regido admissivel. Repare-se que o declive de z=25x; + 25x; é igual ao de
X1 + X2=50. Assim, todas as solucdes sobre a aresta [PQ] — figura .4 — séo
solugbes dptimas alternativas. Observe-se, em particular, os valores das
solucbes P e Q:

(P) x1=30 ; x=20 ; z=1250

Q) x1=10 ; x,=40 ; z=1250

Como seria de esperar, estas solucdes apresentam o mesmo valor para
a fungdo objectivo.

X2

4%(5)()} m M

Figura 1.4 — Solugdes dptimas alternativas na regiao admissivel do problema 1, com z=25x%; + 25x,.
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-X1 + 0.5x;

max z

(1)

X1+ X225

S.a

(2)

<2

-2X1 + X2

Xy 2

X1,

X1

5

Figura 1.6 — Solugbes 6ptimas alternativas numa aresta ilimitada.

() SOLUCAO OPTIMA ILIMITADA

O exemplo seqguinte — figura .7 — mostra uma situacao em que a fungao
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(1) REGIAO ADMISSIVEL VAZIA

O exemplo seguinte — figura 1.8 — mostra uma situacdo em que as
restricdes definem um conjunto vazio, ndo existindo qualquer solugdo
admissivel.

X2

Restricoes: 80
X1+ X2 <50 (1)
2X1 + X2 =280 (2)

2X1 + 5%, 2220 (3) 5

Xy, %20 44

&)

40% X1
m

@

Figura 1.8 — Regiao admissivel vazia.

3. FORMA PADRAO E VARIAVEIS DESVIO

Qualquer problema de PL pode ser escrito de forma equivalente, com
todas as restricbes convertidas em igualdades e com termos independentes
(b)) ndo negativos. Para tal, comeca por se transformar cada restricdo com
bi<0 numa equivalente com b;>0, através da multiplicacdo de ambos os
membros por (-1), e da troca do sentido da desigualdade, quer seja do tipo
<’, ou do tipo '>'. Todas as restricdes do tipo ‘<’ ou ‘>’ sdo depois convertidas
no tipo ‘=, acrescentando-se uma variavel desvio a cada restricao:

Za”xj <b, - z,auxJ 45 com s; 20

ZaIJXJ >b, — Zau j—Si= com s; =0
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As variaveis desvio associadas a restricbes do tipo ‘<’ designam-se
frequentemente por slacks (folga), enquanto que as que estdo associadas a
restricbes do tipo 2" se designam por surplus. As varidveis de decisdo x; sao
muitas vezes chamadas de varidveis principais do problema.

Este processo de transformacdo do problema designa-se habitualmente
por reducdo a forma padrédo ou reducao a forma standard.

A formulagdo do problema 1, na forma padréo, é a seguinte:

max z= 25x; +20x, + 0sy + 0s, + 0s3

s.a. X1+ Xo+ S =50
2X1+ X + 5 =80
2X1 + 5% + s3 =220

X1, X2, S1, S2, s3 =0

As slacks sy, s; e s3 representam o nimero de horas nao utilizadas
semanalmente em maquinas do tipo A, B e C, respectivamente. No plano de
producdo 6ptimo, x;=30 e x,=20, 5;=0, 5,=0 e $3=60, 0 que significa que
sdo esgotadas as horas disponiveis nas maquinas A e B e sobram 60h nas
maquinas C.

4. O METODO SIMPLEX
INTRODUCAO AO METODO ATRAVES DE UM PROBLEMA PARTICULAR

Na forma padrdo, o problema 1 apresenta um conjunto de restricoes
formado por um sistema de 3 equagbes com 5 incognitas (x1, X2, S1, Sz € S3),
acrescido das restricbes de nao-negatividade.

max z=cCxX

sa: Ax=b
x20
o
11100 50 X
com A=[2 1 0 1 0, b=|80|, x=[s;|ec=[252000 0
2500 1 220 s
BEN




Se se atribuirem valores ndo negativos as varidveis de decisdo, o sistema
de equagbes passa a ser determinado. A sua resolucao conduz a uma solucao
que serd admissivel se os valores resultantes para s, s; € s3 forem néo
negativos, ou ndo admissivel, se surgir algum valor negativo.

Em particular, se x1=x,=0 (ou seja, se nada for produzido dos produtos |
e Il), obtém-se uma solugao admissivel em que s1=50, 5,=80 e 53=220 (ou seja,
a quantidade ndo usada de cada recurso é igual a respectiva disponibilidade).
Solugbes com estas caracteristicas, em que se atribuiu 0 a algumas variaveis
para tornar o sistema determinado, designam-se por solucoes basicas. As variaveis
a que ¢ atribuido um valor nulo chamam-se varidveis ndo basicas. As outras
variaveis, em ordem as quais o sistema de equagdes é resolvido, chamam-se
varigveis basicas. Se da resolucdo do sistema resultarem valores ndo negativos
para todas as varidveis basicas, entdo a solucao é bdsica admissivel.

Contudo, ndo se pretende obter uma solugdo admissivel qualquer, mas
aquela que garante o melhor valor para o indicador de desempenho do
sistema (funcado objectivo), neste caso a maximizacdo do lucro. Em PL, quando
0 6ptimo existe e é finito, ele é atingido em pelo menos uma solucéo bésica
admissivel. Ou seja, se a solucdo 6ptima for Unica, ela é certamente bésica
e, no caso de haver mais do que uma solucdo 6ptima, ha pelo menos uma
que é basica. Sendo assim, o método simplex opera apenas com solucoes
basicas, garantindo que, se o 6ptimo existir, ele é atingido.

A solucdo basica admissivel actual, que corresponde a um lucro 0, é
representada no espaco das varidveis de decisdo pelo ponto O da figura 1.9
(origem do espago das varidveis de decisao, onde x;1=x,=0).

X2

40 %
N

Figura 1.9 — Regiao admissivel do problema 1.
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Tendo em atencao a funcao objectivo, observa-se que, por cada unidade
produzida do produto | (ll), o valor de z melhora de 25 (20). Se se escolher
produzir o produto |, porque é o mais vantajoso para o lucro por unidade
produzida, a varidvel x; tornar-se-a estritamente positiva. O limite para o
aumento de x; estd condicionado pela manutencdo da admissibilidade da
solugdo. Aumentando x;, ou seja efectuando um deslocamento a partir de
O ao longo do eixo Oxy, observa-se que x; estd limitado pelo valor de 40
(ponto P). Note-se que ao aumentar x; mantendo x,=0, as varidveis desvio
S1, S e s3 devem diminuir para continuar a satisfazer o sistema. Mas esta
diminuicao das variaveis basicas é feita com ritmos diferentes: por cada
unidade que x; aumente, sy diminui de 1, s, diminui de 2 e s3 diminui de 2.
Estas taxas de variacdo das varidveis basicas sdo dadas pelos coeficientes de
X1 em cada restricdo, isto é, o vector coluna A,;. Repare-se que a producdo
de uma unidade do produto | requer 1 hora em méaquinas do tipo A, 2h em
maquinas do tipo B e 2h em maquinas do tipo C. No plano actual, toda a
disponibilidade de cada uma destas maquinas esta atribuida a respectiva
variavel desvio sy, s; e s3 (que representam as horas ndo utilizadas em cada
tipo de maquina). Entdo, para activar unitariamente a producdo do produto
[, € necessario retirar a sy, S e s3, respectivamente 1h, 2h e 2h. Quando x;
atinge o valor 40, s; atinge zero e x; ndo pode aumentar mais, porque, caso
contrario, s, tornar-se-ia negativa. Esta situagao corresponderia na figura 1.9
a progredir para além do ponto P.

Resumindo, escolhe-se para se tornar basica aquela variavel que
apresenta o maior aumento da funcdo objectivo por unidade da varidvel.
No entanto, o aumento desta varidvel é limitado pela manutencdo da admis-
sibilidade da solucao.

Analiticamente, como x,=0,

S1 50-x4
80-2x4
220-2x1

S2

S3

Como as variaveis desvio sy, s; e s3 devem permanecer ndo negativas:
sio |50-x,20 X; <50

St 180-2%x,20 =1x,<40

s3i [220-2x%,20  [x; <110



O maior valor de x; que garante a manutencdo da admissibilidade da
solucdo é x;=40, ou seja, o menor dos quocientes {39/, 80/,, 220/,},

Com x1=40, a nova solucdo sera x;=40, x,=0, s1=10, 5,=0 e s3=140, e
o valor do lucro é z=1000. Esta solugdo basica admissivel é representada
graficamente pelo ponto P (figura 1.10). A varidvel s;, anteriormente bésica,
tornou-se nao bdasica (assumindo o valor zero) para dar lugar a x.
Graficamente, é facil verificar (figura 1.10) que, no ponto P, as varidveis basicas
sdo xq (que tem valor estritamente positivo), s; e s3 (que tém também um
valor estritamente positivo, porque as restricdes respectivas nao estao activas,
isto é, ndo sao satisfeitas como igualdades), e as varidveis nao bésicas sao
X2 (com valor nulo) e s, (também com valor nulo, porque a restricdo respectiva
é satisfeita como igualdade).

X2

Figura 1.10 — Primeira iteragdo da aplicagdo do método simplex ao problema 1.

O sistema de equacbes do problema,

X1+ Xo4 Sy = 50 (Eq1) [Sistema original]
2X1 + X2 + S = 80 (Eq2)
2X1 + 5% + s3= 220 (Eg3)

pode ser rescrito, de forma equivalente, de tal modo que cada variavel basica
(s1, X1 € s3) seja eliminada de todas as equagoes, excepto duma. Desta forma,

1 0
devem manter-se os vectores unitarios e;=|0| para s; e e3=|0| para s3
0 0 1

e, para a variavel x, que substituiu s;, o vector deve ser e;=| 1|. Para que x;
0
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fique com coeficiente 1 na 22 equacgao, deve dividir-se esta equagao por
a1=2, ficando x; + /2 xo + /2 5,=40 (Eq'2). Agora, para eliminar x; da
12 equacao (Eq1), sem afectar o coeficiente 1 de sq e 0 de s3, deve substituir-
-se esta equacgao por Eq1-£q'2. Analogamente, para eliminar x; da
32 equacao (Eqg3), sem alterar o coeficiente 0 de s; e 1 de s3, deve substituir-
-se esta equacao por Eq3-2Eq'2.

Em resumo, devem fazer-se as seguintes operagoes:

EqQ2 « L Eq2, EqQ'1 « Eql1 - an1Eq’2, Eq’3 « Eq3 — a31Eq’'2,
ax

onde aj1=1, a1=2 e az=2.

A Eq2 é a linha pivot (linha da varidvel que se torna ndo basica) e ay1 é
o elemento pivot (elemento no cruzamento da linha pivot com a coluna pivot,
coluna da varidvel que se torna baésica).

O sistema original é, entdo, equivalente ao seguinte sistema, em que a
matriz A deu lugar a outra que se designa por A, e o vector b deu lugar a b":

axg +51 = h s = 10 (Eq’ 1) [Sistema 1]
X1 + /2 X2 +s; = 40 (Eq’ 2)
4x, —s; +5s3 =140 (Eq’ 3)

Como as variaveis x, e s sdo nulas na solucdo actual (sdo nao basicas),
este sistema evidencia os valores das variaveis basicas que sdo os termos
independentes das equacdes (tal como acontecia no sistema original para as
variaveis basicas iniciais):

51=10, x;=40, s3=140

O valor do lucro é 1000 u.m., dado por z= 0 x10+ 25 x40+ 0 x140.

coef.s; s, coefx; x; coefsy s3
Para calcular z basta considerar as varidveis basicas, visto que as outras sao nulas.

Ha agora que avaliar se a funcdo objectivo ainda pode ser melhorada.
Observando a expressao da funcao objectivo (z=25x1+20x5), verifica-se que,
se o produto Il passar a ser produzido, ele oferecerd um lucro de 20 u.m.
por unidade produzida. Contudo, nao é este o ganho liquido que se verifica
na funcao objectivo porque, para que o produto Il passe a ser produzido, é
necessario diminuir o valor das actuais varidveis basicas (de modo a que o



sistema de equacdes continue a ser satisfeito), em particular o valor de x;,
que tem uma contribuicdo positiva para o lucro na solugdo actual.

Aumentar x,, mantendo s,=0, corresponde a um deslocamento a partir
do ponto P ao longo do segmento [PQ]. Outro deslocamento possivel a partir
do ponto P seria manter x,=0 e aumentar s,. Contudo, este deslocamento
(ao longo de [PQ]) é o inverso do Ultimo efectuado e, como é natural, piora
a funcao objectivo.

Observe-se entao o [Sistema 1] com s,=0:

/5 X2 +54 = 10
X1 + 1/2 X2 = 40
4%, +s3 = 140

Aumentar uma unidade em x, requer a diminuicdo de '/, em s, 1/, em
X1 € 4 em s3, para continuar a satisfazer o sistema. A diminuicdo em s; e s3
nao afecta o lucro porque estas varidveis tém uma contribuicdo nula para o
lucro, mas a diminuicdo de '/, em x; acarreta uma perda de '/,x25=12.5 no
valor de z. Este valor, que se designa por z,, chama-se custo de oportunidade
da activacdo unitaria de x,. Desta forma, o aumento de uma unidade em x;
conduz a um ganho liquido de c;-z,=20-12.5=7.5 em z. Isto permite concluir
que a solucdo actual ndo é dptima, visto que o lucro pode ser aumentado
por X, se tornar basica.

O aumento de x, esta condicionado pela manutencdo da admissibilidade
da solucdo. As taxas de variacdo das actuais varidveis béasicas xy, s1 e s3 sdo
dadas pelos coeficientes de x, nas equagdes do [Sistema 1], ou seja, o vector
coluna A's;.

Considerando s,=0,

S1 = 10 - 1/2 X2

X1 = 40 - 1/2 X2
S3 = 140 - 4x;
s [10-9%,20 X, <20

X;: 140—-7% 20 =1x, <80
S3: [140-4x, 20 Xy <35

O maior valor de x, que garante a admissibilidade é 20, ou seja 0 menor

. 10 40 140
quociente de Y3737~ (. Com x,=20, a nova solugdo sera x;=30, x,=20,
VA
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51=0, 5,=0, 53=60 e z=25x%30+20x20+0x60=1150. De facto, o lucro anterior
era 1000 e j& se sabia que iria aumentar de uma quantidade dada por
(c2-22)%2=7.5%20=150.

Em resumo: a varidvel x, tornou-se basica porque permitiu aumentar o
lucro — a sua escolha é ditada pela intencdo de atingir a optimalidade; o maior
valor possivel para x; é 20, reduzindo a zero a varidvel s;, que se torna nao
basica; o valor de x, é definido pelas condicbes de admissibilidade.
Graficamente, esta solucdo é representada pelo ponto Q (figura I.11).

X2

Figura I.11 — Duas iteracdes do método simplex aplicado ao problema 1.

O sistema de equacdes [Sistema 1] pode ser reformulado de modo a que,
mantendo os vectores unitarios e; e e3 para x; e s3, respectivamente,
apresente o vector unitario e, como coluna da nova varidvel basica, x,. A linha
pivot é a primeira e o elemento pivot é o coeficiente de x; na 12 equacao,
ou seja /. Entdo, fazendo as operacdes adequadas a partir do [Sistema 1],
obtém-se o [Sistema 2]:

X2 + 251 =S =20 [Sistema 2]

X1 -S1 + S =30

-8s1 +3s; +s3 = 60

Mais uma vez, com o sistema nesta forma, os termos independentes das
equacdes sdo os valores das varidveis basicas (xa, X1 e s3), porque as variaveis
nado basicas (s1 e s;) sao nulas.



Para testar se esta solugdo é ou nao 6ptima, ha que avaliar novamente
se a fungdo objectivo pode ser melhorada. Como se pode constatar, este
processo de calculo é jterativo, repetindo-se um conjunto de passos de
iteracao para iteragao.

As variaveis nao basicas sao agora s; e s;. Aumentar s; de uma unidade,
mantendo s;=0, requer que Xz, X; e s3 diminuam de 2, -1 e -8, respectiva-
mente. O custo de oportunidade de activar unitariamente s; é z3=20x2+
25(-1)+0(-8)=15 e c3-z3=0-15=-15, o que significa que o lucro diminuiria de
15 por cada unidade que se aumentasse em s;. Conclui-se, entdo, que nao
compensa tornar s basica, o que corresponderia a um deslocamento a partir
de Q em direccdo a P, precisamente o movimento inverso do ultimo
efectuado.

Por outro lado, aumentar s, mantendo s1=0, ou seja, efectuar um
deslocamento de Q em direccéo a R, requer que X3, X7 € s3 diminuam de -1,
1 e 3, respectivamente, por cada unidade de s;. O custo de oportunidade é
24=20x(-1)+25x1+0x3=5 e ¢4-24=0-5= -5, o que significa que também nao
compensa tornar s; basica.

Como qualquer deslocamento para solugbes bdsicas adjacentes (que
diferem apenas numa varidvel basica) piora o valor da funcdo objectivo, entao
a solucdo actual é dptima.

Todo o processo de calculo descrito atras pode ser apresentado na forma
tabular, onde xg designa o vector (3x1) das varidveis bésicas e g; o vector
(3x1) dos coeficientes ¢; das varidveis basicas. Este método chama-se método
simplex.

12 solucao basica [sistema originall:

C 25 20 0 0 0
gé XB X1 X2 S1 S2 S3 b
0 sS4 1 1 1 0 0 50
0 s | (2) 1 0 1 0 80 -
0 S3 2 5 0 0 1 220
Zj 0 0 0 0 z=0
Cj—zj| 25 20 0 0 0
T

X1 torna-se basica porque corresponde ao max{c-zjlci-z>0};

s, torna-se n&o basica porque corresponde ao min {5—10,8—20,%}
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22 solucao basica [sistema 11:

C 25 20 0 0 0
cy Ky | ¥ X2 S1 2 s3 b’
0 s, | o D) 1 -1 0 10 —
25 X 1 ) 0 2 0 40
0 s3 | 0 4 0 ] 1 140
Zj 25 12.5 0 12.5 0 z=1000
cj-zj| 0 7.5 0 -12.5 0
T
Xy torna-se varidvel baésica;
sy torna-se variavel nao bésica ( min {%,%,%}).
32 solucao basica [sistema 2]:
C 25 20 0 0 0
B Xg X1 X2 S1 s2 s3 b”
20 X2 0 1 2 -1 0 20
25 X1 1 0 -1 1 0 30
0 S3 0 0 -8 3 1 60
Zj 25 20 15 5 0 z=1150
G —zj 0 0 -15 -5 0

A solucdo é 6ptima porque todos os ¢j-z; < 0.
A solucao optima é x;=30, X,=20, $;=0, S,=0, 53=60 e z*=1150.

Na forma acima utilizada, cada quadro simplex apresenta, nas primeiras
colunas, os coeficientes da funcdo objectivo correspondentes as varidveis
bésicas (gg) e as variaveis béasicas (xg); os elementos de cada linha sdo os
coeficientes das equacbes, escritas de modo a que a coluna da variavel basica
associada a linha i seja o vector unitario g. Consequentemente, os termos
independentes das equacgdes (Ultima coluna do quadro) representam os
valores das varidveis basicas. Os valores das variaveis ndo béasicas nao figuram
explicitamente no quadro porque sdao sempre O.

As duas Gltimas linhas referem-se aos custos de oportunidade, (z), e

.aos valores dos (¢-z). Esta dltima linha permite avaliar se a solucdo é

optima e, se ndo for, determinar qual a varidvel que se deve tornar basica.



E também frequente usar-se zj-¢; em vez de ¢j-z;. Nesse caso, os valores devem
interpretar-se de forma simétrica da anterior. Por razdes de maior simplicidade
na exposicdo de conceitos que surgirdo mais adiante, passa-se a considerar
zj-¢; em vez de G-z

GENERALIZACAO

Seja um problema de PL escrito na forma padrao com n variaveis
(incluindo as varidveis de decisdo e as desvio) e m restricdes funcionais:

max ¢ X
sa. Ax=b (b=0
x20

O método simplex opera do seguinte modo:
e determina uma solucado basica admissivel inicial;
e enquanto a solugao actual ndo for éptima:
— selecciona a variavel ndo basica que se tornara basica;
— determina a variavel basica que se tornard nao basica;
— actualiza o quadro simplex usando a eliminacdo de Gauss.

O quadro simplex correspondente a uma iteracdo representa um sistema
de equacgdes, A'x=b’, equivalente ao sistema original Ax=b. Em particular, se
o problema original tiver apenas restricdes do tipo ‘<’ (em que as variaveis
desvio adicionadas na passagem a forma padrao sao slacks), o quadro inicial
representa o sistema original Ax=b.

Cada linha ie{1,..,m} dum quadro simplex é uma equacdo do seguinte
tipo:

xBi+z:a'ijxj=b‘i i=1,...m

jeN

em que N é o conjunto dos indices das varidveis nao basicas da solucdo actual
e Xg a variavel basica da linha /. Como as variaveis nao basicas sao nulas,
entdo Xg =b’;, i=1,...,m, valores estes que figuram na dltima coluna do quadro.

Designando por ¢g o vector dos coeficientes da funcdo objectivo
correspondentes as varidveis basicas xg, 0 valor da funcado objectivo é dado
por z =Cgxg =Cgb’. O custo de oportunidade de x; € z=cgA';.
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Quadro |.1- Esquema de um quadro simplex

S
X
T q !
Cp Xp A b
Zj CgA cgb
Zj = ¢ CpA'-C

Condicdo de optimalidade
Uma solugao basica admissivel é 6ptima se z-¢; 20 para todo o j=1,...,n.

Caso contrério, a varidvel nao basica seleccionada para se tornar basica
é aquela que oferece o maior ganho liquido na fungdo objectivo, por unidade
dessa variavel. O ganho liquido unitario é dado pela diferenca entre o
rendimento directo () e o respectivo custo de oportunidade (z). Ou seja,
torna-se basica a variavel x, em que cp-zp=rrjljvx{cj—zj|cj—zj >O}, ou seja
zp—cp=rjrlil\rlw{zj—cj|zj—cj <O}.

A variavel x, passara de 0 (isto é, nao basica) ao maior valor possivel que
mantém a admissibilidade, mantendo-se nulas as outras variaveis ndo basicas.
Com todas as outras variaveis nao basicas (x;: je N \{p}) nulas, as equagoes
do sistema reduzem-se a:

Xg, +ap Xp =D I=1m

A admissibilidade mantém-se se X =b’j—a’; X, 20 para todo o ie{1,....m}.
Os valores a'ip< 0 nao condicionam a admissibilidade porque, usando-os
como pivot, os elementos de xg nunca se tornam negativos. Ou seja, o maior
valor que pode assumir a varidvel que se torna basica nao é superiormente
limitado, uma vez que, sendo a’ip< 0, os valores das variaveis Xg nao se
modificam na direccdo da ndo admissibilidade. Note-se que o mesmo nao
acontece com os a‘j, > 0. Pode, entdo, estabelecer-se a seguinte condicdo de
admissibilidade:

O valor maximo de x, é dado por:

| b}
— == min{=*+|aj,>0
i=1,...m| a ip



Sendo b'r/a'rp 0 menor quociente, a variavel Xg (variavel basica da linha r)
ird diminuir até zero. E, entdo, esta a variavel que se torna ndo bésica, dando
lugar a xp. Para fazer esta substituicdo, é necessario actualizar o quadro
através de operacdes de eliminagdo de Gauss.

O actual sistema de equacdes A'x=b’ é substituido por outro equivalente
A"x=b". A p&ima coluna (A',,) é a coluna pivot porque x, é a variavel que
se torna basica, a résima linha (A',) é a linha pivot porque Xz é a variavel
que se torna nao basica, e a'yp € 0 elemento pivot. Para actualizar o sistema
de equagdes procede-se do seguinte modo:

. . . 1 b'
actualizacdo da linha pivot r: A'=—A, b' =—L
19} al’p
actualizagao das outras linhas i#r: A", = Aj, —a, A", b" =Db'—a’, b",

A MATRIZ DA BASE “B”

Cada quadro simplex apresenta uma solucdo béasica que estd associada
a uma base. O vector xg € o vector das varidveis béasicas, e B é a matriz da
base, que é formada pelas colunas de A correspondentes as varidveis xg.
A matriz A pode entdo ser decomposta em duas sub-matrizes, A=[NIB], em
que N é constituida pelas colunas de A correspondentes as varidveis nao
basicas (em xy). O sistema de equagdes original Ax=b pode escrever-se como:

X
[NB]| =t e N+ B =b
& B Nxy + Ixg = B'b (porque B é ndo-singular)

E esta a configuracao do sistema de equacbes de um quadro simplex,
anteriormente designado de forma genérica por A'’x=b’. As colunas de A’
correspondentes a xg formam a matriz identidade I, as outras colunas, corres-
pondentes a xn, sdo BN, e b’=B-'b. Assim, conhecida uma base admissivel
de matriz B, pode construir-se directamente o quadro simplex que lhe
estd associado. O sistema de equagdes que deve figurar no quadro é
B-1(Ax)= B-'(b), em que B! é a inversa da matriz da base B. O esquema do
quadro simplex no Quadro I.1 é equivalente ao apresentado no Quadro 1.2.
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Os valores das variaveis basicas sdo dados por xg=B-'b e o valor da funcéo
objectivo é z=cgB'b.

Quadro |.2 — Esquema do quadro simplex associado a uma base B.

c CN Cs
X XN Xp
T A -1 =3 T x -1 4
Cg i X8 B-'A B-'b Cg i Xp B'N | B'b
Zj CsBA ceB'b z, BN cs |cBb
Zp¢; ceB'A-C z-G | cB'N-cy i O

Note-se que, se todas as restricdes forem do tipo ‘'<’, o primeiro quadro
simplex refere-se ao sistema original na forma padrao, Ax=b. Como a matriz
da base inicial é a matriz identidade I, que corresponde as variaveis desvio
das restricoes (slacks), entdo B-'Ax=B-'b < IAx=Ilb < Ax=Db, o que significa
que Ax=b figura no quadro inicial. Assim, para esta base, a decomposigao
A=[NIB] é A=[All], onde “A" designa a sub-matriz de “A" formada pelas
colunas das variaveis de decisdo (varidveis nao basicas no quadro inicial).
O esquema do Quadro |.2, associado a uma base genérica de matriz B,
representa o estado do quadro simplex ap6s uma qualquer iteracdo genérica,
e pode ser apresentado para a particao de colunas de A=[all] (isto é, colunas
das variaveis de decisao e colunas das slacks ). E o que se apresenta no
Quadro [.3.

Quadro 1.3 — Esquema de um quadro simplex associado a uma base B de um problema em que
todas as restricdes sao do tipo ‘<.

Ca 0
variaveis de decisao slacks

Cg  Xs B1A B B-'b

Zj csBA cB! |ceBh
ZjrC CBTA-C, ceB!




Veja-se, no paragrafo seguinte, o quadro correspondente ao Quadro 1.3
para problemas com restricbes do tipo ‘>’ e/ou '='.
Nota: Nesta seccdo foi usada a notacdo de “A” e “¢” para a forma padrao,
ede "A" e “cy” para a forma original do problema de PL. O vector “¢” difere
de “c4” por incluir coeficientes nulos para as variaveis desvio. Por questdes
de simplicidade de notacdo, e sempre que nao houver ambiguidade, a
notacdo de A" e “c” serd usada para a formulacao original (como, alias, ja
aconteceu no inicio deste capitulo).

METODO DOS M’S E DAS DUAS FASES

Como foi visto anteriormente, em qualquer quadro simplex esta presente
uma matriz identidade. No caso em que o problema tem apenas restricoes
do tipo '<’, a matriz identidade inicial é assegurada pelas colunas das variéveis
desvio das restricoes (slacks). Contudo, se existir alguma restricdo do tipo ‘>,
a sua transformacao em igualdade requer uma variavel desvio (surplus) com
coeficiente —1, que nao contribui com uma coluna para a matriz identidade.
Esta questao coloca-se de igual modo para as restricdes que sao originalmente
do tipo ‘=’, em que ndo sao necessarias variaveis desvio (qualquer variavel
desvio teria que ser necessariamente nula para satisfazer a igualdade). Para
gue o método simplex possa operar de modo semelhante ao anteriormente
descrito, é necessario acrescentar novas varidveis as restricoes do tipo ‘>’ ou
‘='. A cada uma destas restricdes é acrescentada uma nova variavel com
coeficiente 1, contribuindo assim com a coluna requerida para ser incluida
na matriz identidade. Estas varidveis ndao tém qualquer significado fisico ou
econémico para o problema, pelo que se designam habitualmente por
variaveis artificiais. Elas sdo incluidas com a Unica intencdo de permitir obter,
de forma fécil, uma solucdo basica inicial. As variaveis artificiais sao
inicialmente basicas, definindo uma solugdo, em geral ndo admissivel para o
problema original. Estas varidveis ndo podem ter valor positivo em nenhuma
solucdo admissivel do problema, em particular na solucdo éptima. Para
assegurar que assim seja, elas sdo penalizadas ao nivel da funcdo objectivo.
Em fungdes a maximizar, é-lhes atribuido um coeficiente negativo de valor
absoluto arbitrariamente elevado. Geralmente ndo se quantifica este
coeficiente, designando-o por —-M.
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Este tratamento das variaveis artificiais é vulgarmente designado pelo método
dos M’s. Para ilustrar o seu funcionamento, considere-se o seguinte exemplo:
max z= 3X1 + 2X2 — 2X3

s.a: X1+ X2+ x3 < 80
X1 + 2X%2 > 40
3X1 + X2 — X3 = 150

X1, X2, X320

O problema escrito na forma padrdo tem a seguinte formulagao:
max z= 3Xq + 2X2 — 2X3
s.a: X1+ X2+ X3+ s = 80
X1 + 2% - s, = 40
3X1 + X2 — X3 150

X1, X2, X3, 51, S22 0

Para resolver o problema usando o simplex é necessario acrescentar duas
variaveis artificiais. Sejam t; e t,, introduzidas na 22 e 3? restri¢des, respectiva-
mente. Sendo assim, obtém-se:

max z= 3X7 +2X; — 2X3 — Mty = Mt

s.a: X1+ X2+ X3 + 59 = 80
X1 + 2X3 - S + 1y = 40
3X1 + X2 — X3 +t, = 150

X1, X2, X3, S1, S2, 11, 220

Opera-se agora com o método simplex, como habitualmente, conside-
rando que M representa uma quantidade muito superior a qualquer outra
que figure no quadro:

C 3 2 g 0 0 -M -M
SE XB X1 X2 X3 S1 S2 1 t2 b
0 St 1 1 1 1 0 0 0 80
Moy (1) 2 0 0 B 1 0 40 —
M6 3 1 -1 0 0 0 1 150
zj | -4M  -3M M 0 M -M -M | -190M
Zj - Cj|-4M-3  -3M-2  M+2 0 M 0 0
T




c | 3 2 2 0 0 M M
¢t xg | xi X2 X3 st 52 t t2 b’
0 s | o0 -1 1 1 1 -1 40
3 X4 1 2 0 0 -1 1 40
Mt |0 5 1 o () 3 1 30 —
zi | 3 5M+6 M 0 -3M-3 3M+3 -M |-30M+120
zi-¢G| 0 S5M+4 M+2 0 -3M3 4M+3 O
T

Uma vez tornada ndo bésica, uma variavel artificial pode ser eliminada,
assim como a respectiva coluna do quadro simplex, porque ela nao voltara

a ser béasica. £ o caso de tj.

C 3 2 -2 0 0 -M
€ Xg | % X2 X3 S 2 t2 b’
o st o @) 4 1 o -5 | 30
300X 1 3 -3 0 0 3 50
0 sy 0 53 -3 0 1 3 10
zj | 3 1 i 0 0 1 | 150
zi-¢| o 1 1 0 0 M+
T
C 3 2 -2 0 0
gy Xg X1 X2 X3 s 2 b’
2 X 0 1 2 3/, 0 45
3 X1 1 0 -1 4 0 35
0 Sy 0 0 3 5/ 1 85
Z; 3 2 1 3, 0 | 195
Zj — ¢ 0 0 3 3/ 0

Este é o quadro 6ptimo porque é satisfeita a condicdo de optimalidade,
ou seja, todos 0s zj—¢j sao nao negativos.
A solucdo 6ptima é: x;=35, X,=45, X3=0, $;=0, 5,=85 e z*=195.

Uma outra forma de tratar as variaveis artificiais € o chamado método
das duas fases.
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A primeira fase tem por objectivo tornar ndo béasicas as varidveis artificiais
de modo a alcancar uma solucdo basica admissivel para o problema original.
O quadro inicial é semelhante ao do método dos M’s variando apenas a
funcao objectivo, cujos coeficientes sdo todos nulos, excepto os das variaveis
artificiais que sdo -1 (o que corresponde a minimizar o valor das variaveis
artificiais). Esta funcdo objectivo cumpre a tarefa de anular as varidveis artificiais
(ndo negativas por definicdo), dado que o maximo possivel para a funcao
objectivo ¢ 0, e é atingido apenas quando todas as varidveis artificiais forem 0.

Partindo da solugao obtida no final da primeira fase, prossegue-se normal-
mente com o método simplex até atingir a solugdo 6ptima do problema
original (segunda fase). Nesta segunda fase considera-se a funcdo objectivo
original, podendo ser omitidas as colunas correspondentes as varidveis
artificiais.

Veja-se, entdo, a aplicacdo do método das duas fases ao exemplo anterior.

Primeira fase:

A funcdo objectivo da primeira fase é max z = -t; -t;, ou seja, o vector
dos coeficientes desta funcdo objectivo é ¢=(0,0,0,0,0,-1,-1).

c | o 0 0 0 0 -1 -1
el K | % X2 X3 s1 52 t1 t2 b’
0 s 1 1 1 1 0 0 0 80
on () 2 0 0 A4 1 40 —>
-1ty | 3 1 . 0 0 0 1 150
zj | -4 3 1 0 1 -1 1| -190
zj-q| -4 3 1 0 1 0 0
T
c | o 0 0 0 0 -1 -1
cy xg | xi X2 X3 s1 s2 t1 t2 b’
0 s; | o0 1 1 1 1 -1 0 40
0 X4 1 2 0 0 -1 1 0 40
1t | o 5 A o (B) s 1 30 —
zi | o 5 1 0 -3 3 -1 -30
zi—-¢l| 0 1 0 -3 0
T




G 0 0 0 0 0 -1
¢y x| xi X2 X3 st s2 t2 b’
0 Sq 0 2/3 43 1 0 -3 30
0 Xq 1 /3 -3 0 0 /3 50
0 Sy 0 -5/3 -3 0 1 /3 10
zi | o 0 0 0 0 0 0

zj—¢| 0 0 0 0 0 1

Este é o quadro final da primeira fase porque optimiza a respectiva
funcdo objectivo. Todas as variaveis artificias sdo nulas porque sdo nao
basicas. Trata-se de uma solugdo basica admissivel que é a solucao inicial para
a segunda fase. Assim, alterando apenas a fungao objectivo, este é o quadro
inicial da segunda fase.

Sequnda fase:
A funcdo objectivo da segunda fase é a original, isto é:
max zj=C x=C x=(3, 2, -2, 0, 0).(x1, X2, X3, S1, $2)T & Max zy=3X1+2X;—2X3.

o 3 2 P 0 0
el xp X1 X2 X3 St 52 b’
0 s o @ 4 1 0 30 —
3 X4 1 3 13 0 0 50
0 S2 0 -5/3 /3 0 1 10
Z 3 1 -1 0 0 150
Z] =i 0 -1 1 0 0
T
g 3 2 2 0 0
Ef g X1 X2 X3 S1 2 b’
2 X 0 1 2 3/, 0 45
3 X 1 0 8 -1 0 35
0 P 0 0 3 5/, 1 85
Zj 3 2 1 3/, 0 195
zj-G | 0 0 3 3/, 0
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Tal como no método dos M’s, o método das duas fases permitiu atingir
a solucdo 6ptima do problema.
Esta é uma solucdo basica, em que as varidveis basicas sao xz, X; e s e

11 0
a matriz da base 6ptima é B*=|2 1 -1], ou seja, é constituida pelas colunas
13 0

de A (matriz dos coeficientes das restricbes na forma padrdo) correspondentes
a X2, X1 € Sy, respectivamente.

Tal como foi referido na seccdo anterior, os valores das varidveis basicas
xg podem ser obtidos pela operagao matricial B*'b,

-1

x,] [1 1 o] [8s0] [45
xs =[x =2 1 -1 |40 |=|35
s,| |13 o] [150| |85

A matriz B*! esta acessivel directamente do quadro simplex 6ptimo. B*!
é formada pelas colunas do quadro final correspondentes as varidveis basicas
iniciais, neste caso, si, t1 e tp, respectivamente.

Repare-se que um dos processos de inverter uma matriz consiste no
seguinte:

[B‘ |] método de Gauss—Jordan M B_1]

Ou seja, B-" surge no lugar onde estava originalmente I. E precisamente
0 que acontece no método simplex, em que as operagdes de eliminagao de
Gauss, feitas ao longo das iteracoes, levam a que B! surja no lugar da matriz
identidade do quadro inicial, ou seja, as colunas correspondentes as variaveis
basicas iniciais. Isto é valido para qualquer quadro simplex e, em particular,
para o quadro final, em que B! = B*1.

No entanto, se se pretender obter B*' desta forma, deve-se actualizar
as colunas de t; e t; até ao Ultimo quadro, o que ndo foi feito neste exemplo.

%

*q_| -]
B~1=|% ? ?

%




Se a actualizagao tivesse sido feita, o quadro final seria o seguinte:

C 3 2 -2 0 0
o xg | xi X2 X3 S1 s2 t t2 b’
2 X | 0 1 2 3/, 0 7, 45
3 X4 1 0 -1 17 0 1 35
0 Sy 0 0 3 5/, 1 -1 Ny 85
Z 3 2 1 3/, 0 0 /5 195
zj—-¢l| O 0 3 3/, 0
Obtém-se:

¥ 0 %
B~'=|7% 0 )
% 1%

Repare-se que a actualizagdo das colunas das varidveis artificiais apenas
é necessaria para as varidveis associadas a restri¢cdes originalmente do tipo
‘=" (neste caso tp). Uma restricdo do tipo ‘' possui uma varidvel desvio
(surplus) cuja coluna é sempre simétrica da respectiva varidvel artificial
(compare-se as colunas de s; e t; em qualquer quadro). Assim, é imediata a
obtencdo da respectiva coluna de B*'.

No caso geral, a representacao esquematica de um quadro simplex é a
apresentada no Quadro 1.2, ou, como no Quadro 1.3, substituindo a
designacéo de slacks por varidveis basicas iniciais e admitindo que, para além
das colunas destas varidveis e das variaveis de decisdo, podem ainda existir
outras colunas correspondentes a variaveis surplus.

PROBLEMAS DE MINIMIZACAO

Quando a funcgao objectivo é a minimizar, pode ser adoptado um de 2
processos para resolver o problema.
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Processo 1
Converte-se a funcdo objectivo para maximizacao multiplicando-a por (-1):

min Z=C1X1 + CXg +...+CXp - max z'=-z=-C1X1 - C2X2 -...-CnXn

Esta transformacdo nao altera a solugao 6ptima, i.e. conduz a valores
iguais para as variaveis, mas, por outro lado, conduz a um valor da funcdo
objectivo simétrico, i.e. min z = -max z'. Note-se que o gradiente de z é
simétrico do de z'.

Processo 2

N&do se faz qualquer tipo de conversao, adaptando a condicao de
optimalidade. Se todos os elementos da linha dos (z-¢;) forem < 0, a solu¢cao
é optima. Caso contrario, escolhe-se, para tornar basica, a variavel cujo z-¢;
é o maior de entre os positivos: max{zj-¢jl zj-¢;>0}.

DETECCAO DE CASOS PARTICULARES DE PL A PARTIR DO SIMPLEX
(1) OPTIMOS ALTERNATIVOS

Quando ha alguma variavel néo basica associada a um elemento z-¢=0
no quadro simplex 6ptimo, entdo o problema admite solu¢cdes optimas
alternativas. Se uma dessas varidveis se tornar basica, usando as regras
normais de seleccdo da varidvel que se torna ndo basica, e actualizando o
guadro, entdo a variacdo da funcdo objectivo é nula, o que significa que se
obtém outra solucdo basica 6ptima alternativa da primeira.

(1) SOLUCOES DEGENERADAS

Quando existe uma ou mais variaveis basicas com valor nulo, entdo a
solucdo diz-se degenerada. A uma solucdo béasica degenerada esta associada
mais do que uma base.

Veja-se o seguinte exemplo representado graficamente na figura 1.12.:



Figura 1.12 — Solucao éptima degenerada.

X

Vv

max z= X1 + /2 X2

S.a:

X1+ 2X< 2
X1 <2
X1, X2 20

Forma padrao:
max z= X1+ /3 X2

S.a.

X1+ 2Xp+S1 =2
X1 +5y=2
X1, X2, 81,520

A solugdo 6ptima é o ponto C onde x;=2, X,=0, $;=0 e S,=0.

Sabe-se que:

— 0 ponto C é uma solucdo basica admissivel porque é um vértice do

poliedro admissivel;

— como o problema tem duas restri¢des funcionais, uma base é formada
por dois vectores correspondentes a duas variaveis basicas;
— como apenas uma variavel é positiva, a outra varidvel basica em C ter

que ser nula.

Assim, ao contrario de A ou B, C é uma solucdo basica degenerada.
As variaveis basicas e as matrizes das bases associadas a esta solucao sao:

(X1, X2) (X1, 51) (x1, 52)
1 2 11 10
10 10 11

Um quadro simplex 6ptimo é:

1 1, 0 0

X1 X2 S1 S2

1 X1 1 2 1 0
0 52 0 -2 -1 1
Zj = Cj 0 3/, 1 0
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Para se conhecerem as outras solu¢oes basicas degeneradas faz-se uma
troca da varidvel bésica nula, podendo, para o efeito, considerar-se excepcional-
mente pivots negativos. Como a quantidade da varidvel que se torna basica
é sempre nula, nem a optimalidade, nem a admissibilidade sdo afectadas.
Daf que se possam escolher elementos pivots negativos.

e x, torna-se varidvel basica por troca com s;:

1 7 0 0

X1 X2 S1 S2
1 X1 1 0 0 1 2
7RY) 0 1 1 1 0
Zj =G 0 0 Yy 3/4 2

e 54 torna-se varidvel basica por troca com s;:

1 /5 0 0

X1 X2 S1 S2
1 X1 1 0 0 1 2
0 Sq 0 2 1 -1 0
Zj = 0 - 0 1 2

Note-se que, apesar de a solugdo ser a mesma em qualquer um dos
quadros, as bases sao diferentes, e apenas nas duas primeiras se verifica a
condicdo de optimalidade. De facto, a condicdo de optimalidade usada no
método simplex é apenas uma condicao suficiente para a obtencao do
optimo. Esta condicdo é também condicdo necessaria quando nao héa
degenerescéncia.

Graficamente, uma solucdo basica degenerada é um vértice onde o
ndmero de restri¢des activas (incluindo as de ndo negatividade) é maior do
que a dimensao do espaco das varidveis de decisdo. No vértice C da figura
.12 intersectam-se 3 rectas, duas correspondentes as restricdes funcionais e
ainda a da restricdo de nao negatividade de x,.

Ao contrario do que se possa pensar a partir de exemplos a duas
dimensdes, as solugdes basicas degeneradas nem sempre estdo associadas a.



restricdes redundantes. Um exemplo deste facto é apresentado na figura 1.13,
onde o ponto P é uma solucdo béasica degenerada, em que estdo activas 4
restricdes num espaco tridimensional, mas nenhuma delas é redundante.

Figura I.13 — Solucdo degenerada que nao é devida a restri¢des redundantes.

(1) SOLUCAO OPTIMA ILIMITADA

Durante a resolucdo de um problema de PL pode acontecer que exista
ainda um elemento negativo na linha dos (z-c), isto é, tornar bésica essa
varidvel permite melhorar a funcao objectivo, e ndo haver pivot possivel
porque ndo existem elementos positivos nessa coluna. Esta varidvel pode ser
incrementada indefinidamente, sem que haja perda de admissibilidade.
Consequentemente, o problema tem solugdo dptima ilimitada.

Exemplo:
O quadro simplex seguinte refere-se ao exemplo da figura I.7.

1 3 0 0

X1 X2 S1 52
1 X1 1 0 -3 -3 1
3 X2 0 1 -2/3 /3 4
Zj = 0 0 /3 2/3 13
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Apesar de existir um elemento negativo na linha dos (z-¢j), ndo é possivel
efectuar uma nova iteragdo por nao haver elemento pivot positivo. Isto,
porgue, neste caso, nao é limitado superiormente o aumento de sq, para
garantir que se verifique a condicdo de admissibilidade em x; e x,. Por cada
unidade de aumento de sq, X1 € x, aumentam 1/3 e 2/3, respectivamente.

(IvV) PROBLEMA SEM REGIAO ADMISSIVEL

Durante a execucdo do método dos M’s, ou na 12 fase do método das
duas fases, se for atingida a condicdo de optimalidade (todos os elementos
Zj-¢; sao ndo negativos) com uma ou mais varidveis artificiais com valor
estritamente positivo, entdo o método simplex termina com uma solucdo que
ndo é admissivel para o problema original. Dado que o objectivo inicial é
minimizar o valor das varidveis artificiais, entdo nao existe nenhuma solucao
com todas as variaveis artificiais nulas (condicdo necesséria para a satisfacao
das restricoes correspondentes). Conclui-se, entdo, que o problema ndo tem
nenhuma solucdo admissivel, pelo que é impossivel.

(V) VARIAVEIS ARTIFICIAIS BASICAS COM VALOR NULO

Quando todas as varidveis artificiais se tornam nao basicas no método
dos M’s, ou no das duas fases, obtém-se uma solucdo béasica admissivel do
problema original. Pode, contudo, acontecer que se verifique a condi¢do de
optimalidade na 12 fase do método das duas fases com alguma variavel
artificial basica com valor nulo. Trata-se de uma solucdo basica admissivel
(degenerada) do problema original, mas é necessario tornar nao basica(s) a(s)
variaveis artificial(ais) para poder prosseguir com a 22 fase. As situacoes
possiveis, considerando que ha no final da 12 fase uma variavel basica artificial
com valor nulo na linha /, sdo:

(v.7) se existir algum elemento ndo nulo no cruzamento da linha i com

a coluna de uma variavel nao artificial, entdo este elemento pode
ser o pivot das operacdes de substituicao da variavel artificial pela
nao artificial;

(v.2) caso contrario, a linha /i, e a respectiva variavel basica artificial,

podem ser eliminadas do quadro, porque esta linha corresponde a
uma restricdo redundante.



Depois de tornar ndo basicas as variaveis artificiais, o método simplex
prossegue normalmente.

Exemplos:

(v.7) Seja a regiao admissivel definida por:

2X1
33Xy

+ X + X3
+4Xy +2X3

X1, X2, X320

O quadro 6ptimo da
associada a 22 restricdo e

<
>

2
8

12 fase é o sequinte, onde t é a variavel artificial
S1, S SA0 as varidveis desvio da 12 e 22 restricoes,

respectivamente:
0 0 0 0 0 1
X1 X2 X3 Sq s5 t
0 X2 2 1 1 1 0 0 5
Zj =G 5 0 2 4 1 g 0

A variavel t pode ser substituida por x4, X3, S1 OU s, porque estas colunas
possuem elementos nao nulos na linha de t. Se escolhermos, por exemplo
s, 0 quadro actualizado é:

0 0 0 0 0 -1

X1 X2 X3 S1 S2 t
0 X2 2 1 1 1 0 0 2
0 52 5 0 2 4 1 -1 0
Zj = (j 0 0 0 0 0 1 0

Repare-se que, nesta substituicdo, apenas se alterou a base associada a

solugdo, mas os valores das varidveis mantém-se. Trata-se de solugdes degeneradas.

(v.2) Seja
X1

2X1

5X1

a regido admissivel definida por:

+ X2 + X3
+ X2 + X3
+4x; + 4X3

X1, X2, X320

2
4
10
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O quadro 6ptimo da 12 fase é o seguinte (onde ty, t; e t3 sdo as
variaveis artificiais associadas a cada uma das restricoes):

0 0 0 < -1 -1
X1 X2 X3 1 t2 i3

0 xi 1 1 1 1 0 0 2

4t 0o {1y -2 1 0 0

4 ts 0 ¥ -1 5 0 1 0

Zj =G 0 2 2 8 0 0 0

Comeca-se por tornar t; nao basica, escolhendo, por exemplo, x; para
se tornar bésica (em alternativa, poder-se-ia ter escolhido x3):

0 0 0 -1 -1 -1

X1 X2 X3 t1 t2 t3
0 X1 1 0 0 -1 1 0 2
0 X2 0 1 1 2 -1 0 0
-1 t3 0 0 0 -3 -1 1 0
Zj —Gj 0 0 0 4 2 0 0

Neste caso, ndo existe qualquer varidvel ndo artificial em condigdes de
substituir t3, porque ndo héa pivot. A linha associada a t3 (32 linha), bem como
a respectiva coluna, podem ser eliminadas, dado que a restricao
correspondente é redundante:

0 0 0 -1 -1 -1

X1 X2 X3 t 15 t3
0 X1 1 0 0 -1 1 0 2
0 X2 0 1 1 2 -1 0 0
-1 t3 0 0 0 -3 -1 1 0
Zj — | 0 0 0 4 2 0 0

De facto, repare-se que a 32 equacao do sistema original é uma
combinacdo linear das outras duas, isto é: Eq3= 3xEqT + Eq2.



(V1) EMPATE NO CRITERIO DE ENTRADA OU DE SAIDA

Na escolha da variavel que se vai tornar basica, o menor valor (negativo)
de z-¢; pode ocorrer em mais do que uma variavel. Neste caso, escolhe-se
arbitrariamente um deles.

Também na escolha da varidvel que se deve tornar ndo basica pode existir
mais do que uma varidvel basica em situacdo de empate. Mais uma vez, a
escolha pode ser arbitraria. Esta situacdo leva a que a solugao seguinte seja
degenerada, o que se explica da seguinte forma:

— suponhamos que x, é a variavel que se torna basica e que ha duas

variaveis basicas candidatas a ser substituidas, Xz e Xg , em situacdo de

' ' ) bl' )

empate. Ambas satisfazem i = bl—k=.m|n ——|as>0¢ (condicao de
arp akp i=1,....m aip

admissibilidade da pivotacdo). Admita-se que é escolhida Xg . Em seqguida,

actualiza-se o quadro simplex de acordo com as regras:
Are=——Al b%=—— (linha r)

"io = Alio —alip A"r. ' b"i = bli —alip b"r (“nhas [E= r)

= n 1 1 " 1 1 ' 1 1 bl " A
Entdo, b" =b) —a\,b", = bk—akpﬁ = b -a}, —%-= 0. Como b" é
p akp
o novo valor da variavel basica xg , Xg = 0, 0 que significa que estamos

perante uma solucdo basica degenerada.
Uma regra possivel para situacées de empate, na entrada ou na saida,
é escolher a primeira variavel nessas circunstancias.

Exemplo:

Para ilustrar o caso da existéncia de solucdes degeneradas, considere-se
o problema 1 com a restricdo adicional 4x; + 3x; < 180, sendo a slack que
lhe estd associada sa.
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O quadro simplex correspondente ao vértice P é:

Xg X1 X2 S1 S2 S3 S4 quocientes

S1 0 0.5 1 -0.5 0 0 10 | 10/0.5=20

X1 1 0.5 0 0.5 0 0 40 | 40/0.5=80

S3 0 4 0 -1 1 0 140 140/4=35

S4 0 1 0 -2 0 1 20 20/1=20
Zj =G 0 -7.5 0 12.5 0 0 1000

Existindo empate na determinacdo da varidvel que se torna ndo basica
(entre sq e s4), tal significa que estas varidveis atingem simultaneamente o
valor zero, a medida que x; (varidvel que se torna bésica) aumenta. Nestas
circunstancias, a variavel que nao é escolhida para se tornar basica permanece
como variavel basica com um valor nulo.

O quadro 6ptimo, correspondente ao ponto Q, é entdo:

Xp X1 X2 Sq S S3 Sq
X2 0 1 2 -1 0 0 20
X1 1 0 -1 1 0 0 30
53 0 0 -8 3 1 0 60
s4 0 0 2 < 0 1 0
7} =k 0 0 15 5 0 0 1150

onde s1 e s4 580 ambas nulas, dado que as restri¢des respectivas sdo activas.
Note-se que uma delas é varidvel ndo basica e a outra é uma variavel basica
com valor zero.

Representando graficamente a regido admissivel, é facil verificar que a
nova restricdo é redundante (ou seja, a sua inclusdo no problema nao altera
a regido admissivel). Contudo, tal como ja foi chamado a atencao, utilizando
o exemplo da piramide (figura 1.13), a degenerescéncia nem sempre deriva
do facto de existirem restricbes redundantes.



5. DUALIDADE
EXEMPLO DE MAXIMIZACAO

Considere-se novamente o problema 1, em que se pretende determinar
o plano éptimo de produgdo de uma pequena oficina, e, em que, X1 e Xz
representam o numero de unidades a fabricar dos produtos | e Il, respectiva-
mente. Relembre-se a sua formulacdo matematica:

max z= 25x1 +20x; lucro [u.m.]

s.a: X1 + Xz £ 50 maquinas tipo A [h]
2x1 + X2 £ 80 maquinas tipo B [h]
2X1 + 5% £ 220 maquinas tipo C  [h]
X1, X2 =20

Cada uma das restricdes indica que o numero total de horas a utilizar
semanalmente, em cada um dos tipos de maquinas, ndo pode exceder a
respectiva disponibilidade.

Considere-se agora que uma fabrica concorrente pretende que esta
oficina |he alugue os recursos existentes, isto é, as horas disponiveis de
funcionamento das maquinas dos tipos A, B e C. O proprietario da pequena
oficina sé aceitard o negécio se o ganho que obtiver com a cedéncia dos
equipamentos for pelo menos tdo elevado como o que pode obter pelo
fabrico dos produtos | e II. Por outro lado, a fabrica concorrente tem interesse
em pagar o minimo possivel pelo aluguer das maquinas.

Seja y; o preco do aluguer de 1 hora de utilizacdo de maquinas do tipo
i, i=A, B, C.

Cada unidade do produto | produzida pela oficina da um lucro de 25 u.m.
e requer Th nas maquinas do tipo A, 2h nas maquinas do tipo B e 2h nas
maquinas do tipo C. Se 0s recursos necessarios ao fabrico de 1 unidade do
produto | forem cedidos a fabrica concorrente, a oficina recebera
1ya+2yg+2yc. Este valor tera que ser pelo menos igual a 25 u.m., para que
o proprietario da oficina aceite o negécio:

1ya + 2y + 2yc 2 25 [u.m.]
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O mesmo tipo de andlise pode ser feito relativamente ao produto I, o
que conduz a condigdo:

1ya+ 1ys + 5yc = 20 [um.]

A oficina dispde actualmente de 50h semanais em maquinas A, 80h em
maquinas B e 220h em maquinas C. Entdo, o montante total que recebera
pelo aluguer das maquinas é 50y,+80yp+220yc. Uma vez que se trata de
um custo para a fabrica concorrente, esta pretende minimiza-lo.

A formulagao completa deste novo problema de programacao linear é:

min w= 50ya + 80yg + 220yc

s.a. 1ya + 2yg + 2yc = 25
1ya + 1yg + 5yc = 20
Ya, Y8, Yc 20

Ao par de problemas, formado por este e pelo original, chama-se primal-
-dual. Se o primeiro problema for chamado de primal, este serd o dual, e
vice-versa.

Designando o primeiro problema por primal e o segundo por dual, podem
ser evidenciadas as seguintes relacdes matematicas entre estes dois problemas:

(i) enquanto o primal é um problema de maximizagdo, com restricdes
do tipo ‘<, e varidveis ndo negativas (forma tipica ou candnica de
problemas de maximizacao), o dual é um problema de minimizacao,
com restricoes do tipo ‘>’, e varidveis ndo negativas (forma tipica ou
canodnica de problemas de minimizagao);

(i) o numero de restricoes do dual é igual ao nimero de varidveis do
primal; o nimero de variaveis do dual é igual ao nimero de restricdes
do primal;

(iii) os coeficientes da funcao objectivo do primal sdo os termos
58 independentes das restricoes do dual, e vice-versa;

(iv) a matriz dos coeficientes técnicos do dual é a transposta da matriz
dos coeficientes técnicos do primal.

De uma forma geral, o primal, na forma candnica de problemas de
maximizacao, e o dual, na forma candnica de problemas de minimizacéao,
apresentam as seguintes formulacoes:



Primal Dual

n m
max z=2cjxj min w=2‘biyi
j=1 i=1

n m
s.a: zaijijbi . i=1,...,m s.a: Zaijyizcj . j=1,...n
=1 i=1

xi=20, j=1,..n yi=20, i=1,..,m

EXEMPLO DE MINIMIZAGCAO

Considere-se agora um exemplo de minimizacao.

A producao de um determinado bem acarreta niveis elevados de poluigdo
do ar e da &gua. As entidades governamentais decidiram impor ao produtor
do bem uma melhoria da qualidade do ar e da 4gua. Pretende-se uma melhoria
de pelo menos 20% no ar e de pelo menos 30% na agua. O produtor do
bem poderd utilizar matérias-primas menos poluentes para satisfazer estes
requisitos. Existem 4 tipos de matérias-primas alternativas (A, B, C e D) que
se podem combinar para o efeito.

Cada tonelada de matéria-prima A, B, C, e D garante uma melhoria da
qualidade do ar de 0.5%, 0.3%, 0.2% e 0.1%, respectivamente, e uma
melhoria da qualidade da &gua de 0.4%, 1%, 1.5% e 0.5%, respectiva-
mente. Os aumentos de custo em relacdo a producao tradicional sao de 12,
10, 15 e 8 unidades monetéarias (u.m.), por tonelada de A, B, C e D,
respectivamente. Sabendo que a empresa precisa de grandes quantidades de
matéria-prima (da tradicional ou das novas), pretende-se minimizar o aumento
de custo devido a utilizagdo das novas matérias-primas.

As variaveis de decisdo deste problema séo x;, j=1,...,4, que representam
a quantidade, em toneladas, a considerar por cada uma das matérias-primas
A, B, CeD.

A formulagdo do problema é:
min z= 12x1+ 10X+ 15X3+ 8X4 (custo em u.m.)
s.a;  0.5x140.3x2+ 0.2x3+0.1x4> 20(% de melhoria da qualidade do ar)
0.4x1+ X+ 1.5x3+0.5x4> 30(% de melhoria da qualidade da agua)
X1, X2, X3, X4 =2 0
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Suponha-se agora que uma outra empresa pretende convencer a
produtora do bem a utilizar uma tecnologia alternativa de producéo, em vez
das novas matérias-primas. Com esta tecnologia, uma melhoria de 1% na
qualidade do ar é conseguida com um custo adicional de y; u.m., e a
melhoria de 1% na qualidade da dgua tem como consequéncia um custo
adicional, para a produtora do bem, de y, u.m.. A empresa fornecedora da
nova tecnologia nao decidiu ainda quais os valores adequados para y; e ys.
Ela pretende maximizar a sua receita, mas, obviamente, o produtor do bem
nao estara disposto a pagar mais do que o custo adicional que lhe acarreta
0 uso das novas matérias-primas. Sabe-se que 1 ton. da matéria-prima A
melhora a qualidade do ar em 0.5% e a qualidade da d4gua em 0.4%, e que
custa 12 u.m.. Entdo, 12 u.m. é o maximo que a produtora estara disposta
a pagar por melhorias equivalentes, quando utiliza a nova tecnologia.
Esta condicao traduz-se por:

0.5y + 0.4y, <12 [u.m.)]

Em seguida, estabelecem-se condicoes analogas respeitantes as outras
matérias-primas:

0.3y + y2 <10 [u.m.]
0.2y1 + 1.5y, <15 [u.m.]
0.1y; + 0.5y, <8 [u.m.]

Com certeza, a produtora do bem ndo pretende melhorias do ar e da
agua superiores as que lhe foram impostas pelas entidades governamentais,
porque isso acarretaria maiores custos. O prego a pagar por essas melhorias,
usando a tecnologia alternativa, seria 20y,+30y,. A empresa proponente da
tecnologia alternativa pretende ver este montante maximizado.

Sabendo que y; e y, nunca serdo negativos, o problema da empresa
proponente da tecnologia alternativa é:

max w= 20y; +30y;

s.a: 0.5yq +0.4y, £ 12
03y1 + vy £10
0.2yq +1.5y, £ 15
0.1y, +0.5y, £ 8

Y1, y2 20



Como se pode facilmente verificar, ao problema da produtora do bem
corresponde um problema de minimizacdo na forma candnica, enquanto que
ao segundo caso corresponde um problema de maximizacao, também na
forma candnica. Tal como no primeiro exemplo, verificam-se as relacbes
enumeradas de (ii) a (iv).

De uma forma geral, o primal, na forma canodnica de problemas de
minimizacdo, e o dual, na forma candnica de problemas de maximizacao,
apresentam as seguintes formulagoes:

Primal Dual

m
min z=2cjxj max W:Zbiyi
i=1

m
s.a: Zaijszbi, i=1,...,m s.a: ZaijyiSCJ, j=1,...n
i=1

FORMULACAO DO DUAL

Para qualquer problema (primal) pode escrever-se o seu dual. Um dos
processos consiste em converter primeiro o primal na forma candnica,
escrevendo em seguida o seu dual, com eventuais simplificacdes no final.

Exemplo:

Primal (P) B

max z= 3X;+ 4X2+ 5xsg Z‘Qrﬂixfam”.ﬁé‘ééi max z= 3X1+ 4xy+ 5Xg

s.a: 2X1+ Xo+ X325 s.a. -2X1— X3— X3 <-5
X1+ Xo+ 3x3= 10 X1+ Xo+ 3x3 <10

X1, X2, X320 -X1— X2— 3x3 <-10
X1, X2, X320
Passagem ao dual min w= -5v4 +10v; —10v3

s.a: 2vi+ vp— v3=>3
Vi+ V- vi=4
-Vi+ 3vp— 3v3=>5
Vq, V2, V3 >0
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Fazendo as mudangas de variavel, y1= -vq e y,= vy — v3, vem:

Dual (D) min w=5y; +10y;
s.a: 2y1+ Y223

yi+ y224

y1+ 3y225

y1 <0, vy, livre (sem restrigdo de sinal)

Os problemas (P) e (D) verificam as relacdes de (ii) a (iv). Além disso,
como a 12 restricao de (P) é do tipo oposto ao da forma canénica de
problemas de maximizacao, entdo a 1?2 varidvel de (D) é ndo positiva; a 22
restricdo de (P) ¢ uma igualdade, o que corresponde a uma variavel dual (y;)
livre, isto é, sem restricdo de sinal.

O quadro seguinte sintetiza as regras de formulagdo do problema dual
para um qualquer problema primal, sem a necessidade de este estar escrito
na forma canodnica:

_ Passagem ao dual "
PROBLEMA DE MAXIMIZACAO <&———B PROBLEMA DE MINIMIZACAO

) < 20 »
jésima rastricio > <0 iésima yariavel
= livre
. 20 > .
j&SIMa variavel <0 < jesIma restricao
livre =
matriz dos coeficientes técnicos: A matriz dos coeficientes técnicos: AT
coeficientes da funcdo objectivo termos independentes das restricoes
termos independentes das restricoes coeficientes da funcdo objectivo

TEORIA DA DUALIDADE
1. PROPRIEDADE DA DUALIDADE FRACA

O valor da funcéo objectivo para qualquer solucdo admissivel x=(X1,X2,...,Xn)"
de um problema primal de maximizacdo ndo excede o valor da funcdo
objectivo para qualquer solucdo admissivel y=(y1,y2,....ym)T do seu problema

n m
dual, isto é, z= chxj < Zbiyi =Ww. Na forma matricial, z=c.x < bTy =w.
=1 i=1



Repare-se que, se o problema primal for de minimizacdo e o dual de
maximizacdo, a desigualdade verifica-se no sentido contrério, isto é,

n m
z=2cjxj ZZbiyi =W,
j=1 i=1

2. CONDICAO SUFICIENTE DE OPTIMALIDADE EM PL

Se x=(X1,X2,....Xn)"T € y=(y1,Y2,...,ym)T sdo solucdes admissiveis para os

n m
problemas primal e dual, respectivamente, e se verifica que chxj = Zbiyi,
. 3 . ) j=1 i=1
entdo x e y sao solugdes éptimas dos respectivos problemas.

3. OUTRAS PROPRIEDADES

3.7 Se um dos problemas (primal ou dual) tem solucdes admissiveis, mas
a solucédo optima é ilimitada, entdo o outro ndo tem soluges admissiveis (isto
é, é impossivel).

3.2 Se um dos problemas (primal ou dual) ndo tem solucdes admissiveis,
entdo o outro ou também nao tem solugdes admissiveis ou admite solucao
optima ilimitada.

4. TEOREMA FUNDAMENTAL DA DUALIDADE (FORTE)

A existéncia de solucao 6ptima finita, para um dos problemas de um par
primal-dual, garante a existéncia de solucdo 6ptima finita para o outro
problema, e os respectivos valores das funcbes objectivo sao iguais (z"=w").

Demonstragao:
O teorema fundamental da dualidade sera demonstrado para o caso em
que o primal é um problema de maximizacado na forma canénica
(varidveis ndo negativas e restricoes '<’) e, consequentemente, o dual é
um problema de minimizacdo na forma canénica (varidveis nao negativas
e restricdes '>'):
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Primal: max z = ¢ x Dual: min w = b'y
s.aa: Ax<Db sa: Aly > T
x>0 yz0

Seja A=[A | I] a matriz dos coeficientes das restricdes do primal
convertidas em igualdades. Suponha-se que o primal admite solucdo
optima finita. Entdo o método simplex permite alcangar uma solucao
basica 6ptima para o problema com um conjunto de variaveis basicas
xg, sendo o critério da optimalidade satisfeito. Seja N a sub-matriz de A
cujas colunas sdo as das varidveis nao basicas xy. O quadro éptimo tem
a configuracao apresentada no Quadro 1.2. Como o primal esta na forma
canoénica de problemas de maximizacdo, o quadro tem também a
configuracdo do Quadro 1.3 (com c=ca e para a base éptima B=B*).
A ultima linha do quadro ¢ptimo (linha dos (z-¢;) é cgB*'a - ¢ (nas
colunas das variaveis de decisdo) e cgB*-' (nas colunas das slacks).
Por outro lado, z = cgB*-'h. Como a solucao é optima, verifica-se que
B*1a—c>0e gB*1>0.

Se se definir yT=cgB*!, entdo y'aA—-c>0e y'>0. Como y'TaA-c>0 é
equivalente a ATy > (T, significa que y é uma solucdo admissivel para o
dual, porque verifica todas as restricbes funcionais (a'y > ¢") e as de nao
negatividade (y"> 0). Para além disso, w = by = y™b =z, isto &, os valores
das funcdes objectivo sdo iguais nos dois problemas. Entao, pela
condicdo suficiente de optimalidade, y é uma solucdo 6ptima do dual.
Qualquer problema de PL pode ser transformado num equivalente na
forma canénica, o que significa que a prova deste teorema se aplica a
qualquer problema de PL.

Em concluséo, o teorema fundamental da dualidade aplica-se a qualquer
tipo de problema de PL.

A demonstracao do teorema fundamental da dualidade permite tirar
ilacoes sobre a forma de obter a solugdo 6ptima do dual a partir do quadro
simplex 6ptimo do primal.

Considere-se, em primeiro lugar, que o problema primal é de
maximizacao, com varidveis ndo negativas e restricoes de qualquer tipo.
Consequentemente, o dual é um problema de minimizacdo com restricoes
do tipo ‘2" e as variaveis podem ter qualquer tipo de sinal, dependendo das
restricbes do primal. Considerando que a funcao objectivo do primal é z = c x,



a funcao objectivo do dual é w = b'y com y=(y1,y2,...,ym)' € as restricdes sao
ATy > cT, ou de forma equivalente, y'A > c.

A demonstracdo do teorema fundamental da dualidade é uma prova
construtiva dos valores éptimos das varidveis duais: y*T= cgB*', onde ¢z é o
vector 1xm dos coeficientes da funcdo objectivo correspondentes as variaveis
basicas primais e B*' é a inversa da matriz da base 6ptima B*. Assim, o quadro
simplex 6ptimo do primal contém também informacao relativa a solucao
6ptima do dual, porque cgB*' é constituido pelos elementos da linha dos
custos de oportunidade (linha dos (z)) que pertence as colunas das variaveis
basicas iniciais. Relembre-se que é nas colunas das varidveis basicas iniciais
que se encontra B*'. Em particular, se a restricao i do primal for do tipo '<’,
yi € igual ao elemento da linha dos (z) (ou dos (zi-¢j)) que pertence a coluna
da slack da restricdo i; se a restricdo /i do primal for do tipo 2" ou '=', y;
(variavel nao positiva ou livre, respectivamente) é igual ao elemento da linha
dos (zj) que pertence a coluna da variavel artificial da restricao /. No caso da
restricdo do tipo '>’, este elemento é simétrico do (z) (ou do (z-c)) que
pertence a coluna da respectiva surplus.

Mais ainda, os valores das varidveis desvio do dual (sempre nao
negativos) podem ser lidos directamente do quadro simplex do primal.
Observe-se que os elementos da linha dos (z-¢j), correspondentes as variaveis
de decisdo do primal, sdo dados por cgB*'A — ¢, e as restricdes do dual sao
y'A = c. Entdo, a varidvel desvio da restricao j do dual é dada por y'A.j— .
Como a solugao 6ptima do dual é y*T= cgB™', entdo y'A.; - ;= cgB™ A,
que é o elemento da linha dos (z-¢j) na coluna da variavel primal x;.

Os quadros seguintes resumem a forma de leitura da solucdo 6ptima do
dual a partir do quadro simplex 6ptimo do primal, tanto para problemas de
maximizacdo como para problemas de minimizagdo. Seja s; a variavel desvio
(slack ou surplus) da restricdo i do primal.

PRIMAL DE MAXIMIZACAO

valor de y; se a restri¢ao /
do primal é do tipo: ]
< | elemento na coluna de s; e na linha dos (z) ou dos (zj—cj)

> | simétrico do elemento na coluna de s; e na linha dos (zj)
ou dos (zj—cj)

elemento na coluna da artificial e na linha dos (zj)

valor da variavel desvio elemento na coluna de X; € na linha dos (zj—cj)
da restricdo j do dual
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PRIMAL DE MINIMIZACAO

Processo de resolugéo 1: o problema foi resolvido pelo método simplex como sendo de maximizaco
(max -z = -c x), mas o dual refere-se ao problema original pelo que é um problema de maximizacao

valor de y; se a restri¢ao /
do primal é do tipo:

2

simétrico do elemento na coluna de s; e na linha dos (zj)
ou dos (zj—cj)

elemento na coluna de s; e na linha dos (zj) ou dos (zj—cj)
simétrico do elemento na coluna da artificial e na linha dos (zj)

valor da variavel desvio
da restricdo j do dual

elemento na coluna de x; e na linha dos (zj—cj)

PRIMAL DE MINIMIZACAO

Processo de resolucdo 2: o problema foi resolvido pelo método simplex com os coeficientes originais,
sendo a condicdo de optimalidade verificada quando z-¢; <0, Vj.

valor de y; se a restricao i
do primal é do tipo:

>

elemento na coluna de s; e na linha dos (zj) ou dos (zj—cj)

simétrico do elemento na coluna de s; e na linha dos (z)
ou dos (zj—cj)

elemento na coluna da artificial e na linha dos (zj)

valor da variavel desvio
da restricdo j do dual

simétrico do elemento na coluna de X € na linha dos (zj—cj)

Exemplo:

Considere-se o problema utilizado anteriormente para ilustrar o
funcionamento dos métodos dos M’s e das duas fases:
(Primal) max z=3xq + 2x; — 2X3
s.a: X1+ Xo+ X3 < 80 « (yy)

X1 + 2%
3X1+ Xp— X3

v

40 « (vy2)
150 « (y3)

X1, X2, X3 =20

O dual deste problema é:
(Dual) min w=80y; + 40y, +150y3

S.a:

yi+ Y2+ 3y3 23
Yit+ 2y2+  y3 22
Y1 - y3 =22
y12 0, vy, <0, vz livre



O quadro simplex éptimo do primal é o seguinte:

C 3 2 -2 0 0
¢t xg | x X2 X3 S1 52 ts t2 b’
2 X2 0 1 2 3/, 0 0 4 45
3 X 1 0 -1 11 0 0 1/ 35
0 S, 0 0 3 5/ 1 -1 -5 85
Zj 3 2 3/, 0 0 /5 195

zi-q| 0 0 3 3 0

em que sy e s; sdo as varidveis desvio associadas as 12 e 22 restricoes,
respectivamente, e t; e t, sdo as varidveis artificiais associadas as 22 e 32
restricdes, respectivamente.

Os valores 6ptimos das variaveis duais (principais) sao:

y]k 3/, elemento na coluna de s; e na linha dos (z) (ou dos (z-c))

y; =0 simétrico do elemento na coluna de s; e na linha dos (z)) (ou
dos (zj-¢j)) = elemento na coluna de t;, na linha dos (z)

'/, elemento na coluna de t; e na linha dos (z)

*

Y3

Sejam y4, Y5 € yg as varidveis desvio do dual associadas, respectivamente,
a 12, 22 e 32 restricoes. Os valores éptimos das variaveis desvio do dual sao:

yZ =0 elemento na coluna de x; e na linha dos (z-¢)
y; =0 elemento na coluna de x; e na linha dos (z-c)
y; = 3 elemento na coluna de x3 e na linha dos (z-¢)

As relacdes estabelecidas entre a solucdo 6ptima do primal e a solucéo
optima do dual também se verificam entre qualquer par de solu¢des primal/dual
retirado de um quadro simplex ndo 6ptimo. Em qualquer iteracdo, o método
simplex determina simultaneamente um par de solugdes primal/dual, mas,
enquanto que a solugao do primal é admissivel, a correspondente do dual é
nao admissivel (excepto apés a Ultima iteragdo). Assim, em cada quadro
simplex do primal é identificada uma solucdo basica admissivel x do primal
e uma solucao complementar y do problema dual, em que ¢ x = b'y (valores
iguais para as fungdes objectivo). Contudo, se x ndo é 6ptima, entdo y ndo
é admissivel. Repare-se no diagrama seguinte:
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Dual a minimizar

solugoes
admissiveis para
o dual

Primal a maximizar

solugdes nao
admissiveis para
o primal

W*

solucdes nao
admissiveis para

Z*

solugoes
admissiveis para

o dual i o primal

A solucao dual identificada no quadro simplex é também uma solugao
basica. Como se viu atrés, a solucdo do dual pode ser identificada, de uma
forma geral, a partir da linha dos (z-c) do quadro simplex do primal (com
eventuais trocas de sinal e considerando apenas a linha dos (z), quando a
coluna é de uma variavel artificial). Podemos entdo fazer uma associacao de
varidveis entre o primal e o dual:

PRIMAL DUAL

variavel principal x; varidvel desvio da restricao j

variavel desvio da restricao / varidvel principal y;

O elemento associado a uma variavel basica na linha dos (z-c) é 0.
Havendo m variaveis basicas no primal, entao as m varidveis duais associadas
a estas sao nulas e, consequentemente, sdo nao bdasicas para o problema
dual. As outras varidveis duais sdo basicas. Esta propriedade de complemen-
taridade entre as duas solucoes é estabelecida na propriedade dos desvios
complementares:

(a) Se uma varidvel principal x; do problema primal for nao nula, entéo

a restricao j do dual encontra-se saturada, isto &, a respectiva variavel
desvio é nula.
Se uma variavel principal y; do problema dual for ndo nula, entéo a
restricao / do primal encontra-se saturada, isto é, a respectiva variavel
desvio é nula.
(b) Se uma restricdo i do problema primal ndo se encontrar saturada,
entdo a variavel principal y; do dual é nula.
Se uma restricdo j do problema dual ndo se encontrar saturada, entao
a variavel principal x; do primal é nula.



Designando por x4 a variavel desvio da restricdo i do primal e por ym.;
a variavel desvio da restricdo j do dual, a propriedade dos desvios complemen-
tares é traduzida matematicamente da seguinte forma:

m
@ x=z0 = Zaijyizcj isto &, yms=0
i=1
n
yiz0 = zaiij-:bi isto &, Xnsi=0
i=1

(b) Xniz0 = y;=0
Yymijz 0 = x=0

Em sintese, o produto da j-ésima varidvel do primal (dual) pela j-ésima
variavel desvio do dual (primal) é sempre nulo; (a) e (b) resumem-se a:
Xj ym+j= 0 para todo o j=1,..,n
Vi Xnei= 0 para todo o i=1,...,m

A propriedade dos desvios complementares verifica-se para qualquer par
de solucées complementares primal-dual. Em particular, é condicdo necessaria
e suficiente de optimalidade para um par de solu¢des admissiveis primal-dual.
Este facto é estabelecido no teorema seguinte.

5. TEOREMA DOS DESVIOS COMPLEMENTARES

As solucoes X =(x:,x§,...,x;)T e )_/* :(y:,y;,...,y,*n)T admissiveis para o
primal e para o dual, respectivamente, sdo solucdes 6ptimas dos problemas
a que dizem respeito se e s6 se verificam a propriedade dos desvios comple-
mentares.

INTERPRETACAO ECONOMICA DA DUALIDADE
As variadveis duais podem ser interpretadas como os valores marginais dos

itens (por exemplo, recursos no caso de problemas de producdo) que
correspondem as restrigdes do problema primal. Em muitos problemas de PL,
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tal como no primeiro exemplo apresentado atrds (de maximizagdo), uma
restricdo representa a limitacdo da quantidade total que pode ser usada de
um item (recurso), isto é, a quantidade utilizada do item ter& de ser menor
ou igual do que a quantidade disponivel desse item. Sdo também comuns
as restricbes para as quais a quantidade total resultante de um processo deve
ser maior ou igual do que um dado nivel minimo requerido, como no
segundo exemplo (de minimizacdo). A cada restricao do primal estd associada
uma variavel dual que representa o valor marginal desse item no problema
primal, desde que o dual tenha uma Unica solucdo éptima. O valor éptimo
de uma variavel dual da-nos o impacto na funcdo objectivo primal, quando
ha uma alteracdo unitéria da disponibilidade, ou do nivel minimo requerido,
do respectivo item. Estas variaveis sao também designadas por pregos sombra.
No primeiro exemplo apresentado, o valor marginal das maquinas do tipo i/
(i =A, B ou C), no problema primal, é a taxa de variacdo do lucro maximo
por cada hora a mais disponivel nas maquinas do tipo i. Assim, o valor
marginal é o valor liquido da contribuicdo para o lucro de uma unidade
adicional de um recurso.

Interpretemos, entao, a solugdo 6ptima do dual, face ao problema primal,
para o primeiro exemplo apresentado:

Primal (plano de producéo) Dual

x:= 30 y; = 15

Xy = 20 Yg = 5

z* = 1150 Y*c =0
w* = 1150

Por cada hora a mais disponivel nas maquinas do tipo A, o lucro
aumentaria de 15 u.m., e por cada hora a mais disponivel nas maquinas do
tipo B o lucro aumentaria em 5 u.m. (desde que a base 6ptima do primal
nao se alterasse). Estes dois recursos tém valores marginais estritamente
positivos porque Sao recursos escassos que sao esgotados no plano 6ptimo
de producdo: X;+ X, =50 e 2X; + X, = 80. As variaveis desvio destas
restricoes sao nulas, isto é, ;=0 e s,=0. O mesmo j& N0 se passa com o
terceiro recurso (horas disponiveis nas maquinas do tipo C). Este recurso nao
esta esgotado, existindo uma folga de $3=220-2X;-5%= 60 h. Assim
compreende-se que o seu valor marginal seja nulo (yc= 0). Se o recurso n&o
é escasso, 0 aumento na disponibilidade desse recurso ndo afecta o lucro.



Poder-se-ia fazer uma analise semelhante para as solu¢des dptimas do
primal e dual do segundo exemplo.

Estas relagdes entre recursos esgotados/ndo esgotados e varidveis duais
nao nulas/nulas sdo as estabelecidas no teorema dos desvios comple-
mentares. Repare-se ainda que os valores ¢ptimos das fungdes objectivo do
primal e do dual séo iguais. Esta propriedade verifica-se em qualquer par de
problemas admissiveis primal-dual e foi estabelecida no teorema fundamental
da dualidade.

6. ANALISE DE SENSIBILIDADE

De uma forma geral, os coeficientes dos modelos de PL estao associados
a um maior ou menor grau de incerteza, que resulta sobretudo das dificul-
dades inerentes ao processo de aquisigao de dados. Muitos valores sdo apenas
as melhores estimativas possiveis num dado contexto, mas seria certamente
possivel admitir como bons outros conjuntos de dados. Para além disso,
existem coeficientes que, pela sua prépria natureza, apresentam um com-
portamento variavel com o tempo.

Nestas circunstancias, torna-se necessario obter informacdo adicional
sobre a sensibilidade da solugdo 6ptima, em relagdo a variagdes previsiveis
nos coeficientes do modelo. Nesta seccdo estudar-se-4 como determinar as
gamas de variacdo de parametros de perturbacdo, para as quais a base
optima se mantém.

A anélise de sensibilidade (ou pés-optimal) permite ainda conhecer
melhor as caracteristicas da solucdo 6ptima do modelo, podendo mesmo
sugerir melhorias tecnolégicas no sistema modelado, tendo sobretudo em
vista a respectiva implementacdo pratica.

ANALISE DE SENSIBILIDADE EM RELAGCAO A VARIACOES DOS TERMOS INDEPENDENTES DAS RESTRICOES

Estudar-se-a, em primeiro lugar, a sensibilidade da base éptima em
relacdo aos termos independentes das restri¢des, alterando-se uma Unica
componente (by), ou em fungdo de um parametro de perturbacdo escalar A,
isto é, b(A)=b+Ah.
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VARIACAO DE UMA UNICA COMPONENTE

Suponha-se uma perturbacéo (aditiva) na k-ésima componente do vector
de termos independentes das restricdes: by(Ax) = by+Ax. Designe-se por b(Ak)
0 vector alterado dos termos independentes, ou seja, b(A) = b + Ak ek, em
que ex é um vector de zeros com um 1 no elemento k.

O problema consiste na determinacdo da regido de valores de A¢ para a
qual a base éptima se mantém.

Na solucdo éptima anterior, os valores das varidveis basicas sao dados
por xg = B-'b (por razbes de simplicidade de notacao, utiliza-se B! em vez
de B*', apesar de se estar a analisar a base éptima).

Como b depende agora de A, vem xg= B-b(Ay).

O valor éptimo da funcado objectivo z*(Ax) = cg B-'b(Ax) também depende
de Kk.

Contudo, a condicao de optimalidade, (zj-¢j) = cgB'A.j— ¢ 2 0, para todo
0 j, tal que x; é variavel nao basica, ndo depende do parametro de pertur-
bacdo Ax. A solucado dual y = ¢gB-' néo se altera.

Para que a base 6ptima se mantenha admissivel é, entdo, necessario que
os valores das varidveis béasicas sejam ndo negativos:

B-b(M) = 0

< B'b + MB'eg =0

& b"+MBleg >0, em que b™=B'b é o vector dos valores das variaveis
basicas na solucdo 6ptima nao perturbada (Ak=0), cujos valores se encontram
no quadro 6ptimo.

Da resolucao do sistema de inequacoes resulta o intervalo admissivel para
M para o qual a base 6ptima permanece a mesma (A""< A, < AP):

*

i max—_- para By >0
AN = B para f
-0 sed By >0

*

AP = miln B para By <0

4o sed By <0

onde By é o elemento (i,k) de B-.



Os valores das variaveis basicas, no intervalo admissivel Ay € [W'”,kﬂ‘ax],
sdo dados por:

xs(M) = BT b(M) = B'b + A B ey = b* + A By

O valor 6ptimo da funcdo objectivo depende do parametro de pertur-
bacdo, sendo dado, no intervalo admissivel para A, por:

Z’(M) =G BTbM) =yb+yech=2" + vk A

onde yx é a varidvel dual correspondente a restricdo perturbada (k).
DEPENDENCIA DE UM PARAMETRO ESCALAR

Consideremos agora que o vector dos termos independentes das
restricdes varia em torno de b, em funcdo do parametro de perturbacédo A,
com uma taxa de variacdo dada pelos elementos do vector h (que tem a
mesma dimensao de b): b(A) = b + A h.

Ou seja, ao contrario do caso anterior, em que variava apenas o termo
independente de uma restricdo, podem eventualmente variar todos, com
taxas de variagao diferentes (h;), mas de acordo com o mesmo parametro de
perturbacdo A.

Como a condicdo de optimalidade ndo depende do parametro de pertur-
bacéo, para que a base éptima se mantenha admissivel é apenas necessario que:

B b(A) >0

& B'b+AB'h=>0

& b"+Ah*=20 ,emqueh*=B'h.

Resolvendo o sistema de inequagdes, obtém-se o intervalo admissivel
para o parametro de perturbacdo A, em que a base dptima nao se altera
(}Lmin <A< }Lmax):

Amin = |MEX = para h{ >0

—o  sed h >0

A min—- para h; <0

4o sed h <0
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O valor 6ptimo da funcao objectivo, em funcdo do parametro de
perturbacdo A, dentro do intervalo calculado, é:

Z7(M=cpB'bM)= gB'b+AgB'h=2"+Agh'=2"+yhA

Os valores das variaveis bésicas, em funcao de A, com este dentro do
intervalo admissivel (isto é: A e [AMn , Amax]), sdo dados por:

xg(A) =BT bA) =B"b+ABTh=Db"+Ah"

ANALISE DE SENSIBILIDADE EM RELAGAO A VARIAGOES DOS COEFICIENTES DA FUNGAO OBJECTIVO

Em geral, a incerteza dos dados também afecta os coeficientes da fungao
objectivo. Por exemplo, os lucros unitarios associados a cada actividade
(variavel de decisao) sao estimativas e, portanto, envolvem incerteza.

Neste caso, a regido admissivel ndo se altera. Logo, a admissibilidade (primal)
da base 6ptima néo é afectada (B! b > 0 nao depende de variacdes em ¢).
Pretende-se, entao, determinar o intervalo de variacdo de coeficientes da funcao
objectivo, para o qual os valores das varidveis, na solucdo éptima, nao se alteram.

Tal como na analise de sensibilidade em relacdo aos termos
independentes das restricoes, o estudo consistird na variagdo de uma Unica
componente, sendo Util distinguir os casos em que se trata de um coeficiente
de uma variavel bésica, daqueles em que varia um coeficiente de uma variavel
nao basica. Também se estudard a variacdo simultanea de todas as
componentes de ¢, em funcdo de um parametro de perturbacao escalar.

VARIACAO DO COEFICIENTE DE UMA VARIAVEL NAO BASICA

Considere-se que ha apenas uma perturbacao (aditiva) no coeficiente de
uma dada variavel nao basica x;:

G (Vi) = ¢+ vp

A solucdo 6ptima anterior verifica a condicdo de optimalidade para ¢ ndo
perturbado, ou seja:

z-¢;=cg BT Aj— 20, para todo o j, sendo x; uma varidvel nao basica.



Para simplificar a notacao, designe-se por Ac; o valor de zj-c;.
A perturbacdo de uma Unica componente ¢, correspondente a variavel nao
basica x,, afecta o valor de Ac;, mas ndo afecta os outros valores Ac;. Assim,
para a varidvel ndo basica x:

AC (v) = BT A —c (v) =G BT A= — vy

Note-se que os elementos do vector de coeficientes da funcao objectivo
correspondentes as varidveis basicas, isto é, cg, sao independentes de v,.
A solucdo permanece éptima se e s6 se
AC (V) =G BT Ay -G (v) =G BT Ar—CG—v 20
& AG () = A —v, 20

O intervalo de variagdo admissivel para o parametro de perturbacéao v,
em que a base 6ptima nado se altera, é dado por:
Ve < AG

No limite, quando a igualdade se verifica (v, = Ac,), existe uma solucao
(basica) 6ptima alternativa, em que x; se torna varidvel basica.

Como os coeficientes das varidveis basicas nao sao alterados por uma
variacado do coeficiente de uma varidvel ndo basica, o valor da funcao
objectivo néo se altera, ou seja, z*(v;) = z".

VARIACAO DO COEFICIENTE DE UMA VARIAVEL BASICA

Considere-se uma perturbacdo do mesmo tipo, ¢; (v;) = ¢; + v, mas sendo
agora X, uma variadvel basica. Uma vez que ¢; é um elemento do vector cg,
esta perturbagao afectara todas as expressdes que contenham ¢z, nomeada-
mente a linha dos custos reduzidos z-ci=Ag; e o valor da funcao objectivo.

Para que a optimalidade da base se mantenha, é necessario que:

Agj(vr) =2 0, para todo o j, sendo x; € uma varidvel ndo basica.

Para c/(v;) = ¢, + v, , obtém-se a seguinte linha dos custos reduzidos em
funcao de v;:
Aci(v) = ca(vy) B Ayj— ¢ = (cg BT Ayj- ¢) + VB Ay
& AGv) = Ag + vrBr'.1 A,
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Para que a condicao de optimalidade Agj(vr) 2 0, para todo o0 j, se mantenha

(sem alteracdo da base éptima), resulta um conjunto de inequac¢des em v;,

cuja resolucao conduz ao intervalo de variacdo admissivel de v, [v[”'n,v,r.“ax :

—Ac; g
i max—; para a';>
Van - i arJ ]
—oo0 sed a\;>0
o A .
max _ min—; para a\;<0
v = J Tj
+o0 sed a\;<0

onde a';= By A,
O valor 6ptimo da funcdo objectivo, alterado pela perturbacao, é:

z"(v) =) BTb=cB'b+B.bv=2+8.bv.

VARIACAO DE TODOS OS COEFICIENTES COM UM PARAMETRO ESCALAR

Considere-se agora que todos os coeficientes da funcao objectivo (associados
quer a variaveis bésicas, quer a ndo basicas) podem variar com um mesmo
parametro de perturbacao v, eventualmente com taxas de variacdo diferentes
dadas pelo vector d (da mesma dimensao que ¢), isto é: ¢(v) = ¢ + v d.

Para que se mantenha a condicdo de optimalidade, é necessario que:

Aci(v)=ca(v)BTA4—cj(v)20 , para todo o j, sendo x; uma varidvel ndo basica.

Seja dg 0 sub-vector de d correspondente as varidveis basicas. Entao:
Aci(v) = (cg + v dg) B Ay — (¢ + vd)

& AG(v) = (g BT A — )+ v (dg BT Ay — d)

& Ac(v) = Aq + v (dg BT Ay — d)

< Agv) = AG + v Ad

onde Adj = dg B"" A,; — d; é o custo reduzido relativo ao elemento j de d.



A partir deste conjunto de inequacbes, Acj(v) > 0, é possivel obter o
intervalo de variacdo admissivel, [v™in,yvmaX] 'em que a base 6ptima se mantém:

S X para Ad;>0

—o0 sed Adj>0

M = I3 para Ad;<0

+o0 sed Adj<0

O valor éptimo da fungao objectivo, em termos do parametro de pertur-
bacado, é dado por:

Z°(v) =c(V)B'b=(g+vdg) B'b=cB'b+vdgB'b =z"+vdgb"

INTRODUCAO DE UMA NOVA ACTIVIDADE (VARIAVEL DE DECISAO)

Uma vez construido um modelo matematico, e obtida a respectiva
solugdo 6ptima para um conjunto especifico de dados, é muitas vezes
necessario avaliar o interesse da introducdo de uma nova actividade, por
exemplo, avaliar a viabilidade do fabrico de um novo produto num plano de
producdo ja estabelecido. A partir do plano de producdo 6ptimo actual (que
ndo considera a producdo do novo produto), a questdao consiste em
determinar se a nova varidvel de decisdo (representando o novo produto)
deve, ou ndo, tornar-se basica.

A introducdo de uma nova variavel de decisdo, Xn.1, num modelo de PL,
expande a regido admissivel. Portanto, ap6s a introducdo de uma nova
variavel de decisdo, ha duas situacdes possiveis: o valor 6ptimo da fungao
objectivo mantém-se (ou seja, a nova variavel sera ndo basica para o problema
aumentado) ou, pelo contrério, o valor da fungao objectivo melhora (e, entéo,
a nova variavel de decisao sera basica na nova solugao éptima). No contexto
da analise de viabilidade de introdugdo de um novo produto no plano de
producao, estas situacdes correspondem, respectivamente, aos casos em que
nao ha interesse em fabricar o novo produto e aqueles em que a sua
introducdo no plano de producgao é vantajosa.
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A andlise de sensibilidade da solucdo 6ptima de um modelo de PL,
quando se introduzem novas varidveis de decisdo, tem assim um grande
interesse pratico, permitindo, com um custo computacional reduzido, obter
a nova solucdo éptima (para o problema aumentado), a partir da solugao
6ptima do problema inicial. Este tipo de estudo permite ainda determinar a
partir de que valor de contribuicdo unitaria para a funcdo objectivo (ou seja,
de que valor de cn41) é vantajoso fabricar o novo produto, bem como estimar
de que forma os actuais niveis de producdo 6ptimos sao afectados pela
introducdo de novos produtos (Murty, 1983).

Sejam A.ny1 0 vector dos coeficientes da nova varidvel de decisao Xny1
na matriz tecnolégica, e c,41 0 respectivo coeficiente na fungao objectivo.

O problema aumentado é:

max Z=C X+ Che1 Xns1

s.a [A Awedl { X }=D
X

n+1
X
20
Xn+1

A base 6ptima anterior, a que corresponde a matriz da base B, perma-
nece admissivel para o problema aumentado, com X,41=0.

Pelo critério de optimalidade, a base éptima anterior permanece uma
base admissivel 6ptima para o problema aumentado, se o custo reduzido da
nova variavel xp.1, em relacdo a base de matriz B, for ndo negativo:

Zne1 - Cnst =AChs1 = G BT Aepe1 —Cre1 20

Caso contrario, se Acp1 < 0, partindo do quadro 6ptimo correspondente
a B, como quadro inicial, e tornando basica x,.1, obtém-se, apds o niimero
necessario de pivotagdes, a solucdo optima para o problema aumentado.
Eventualmente pode bastar uma Unica pivotacao (ou seja, tornar xn.q basica)
para alcancar a nova solucao éptima.



INTRODUCAO DE UMA NOVA RESTRICAO (DESIGUALDADE)

A anélise de sensibilidade da solucdo éptima, quando se introduz uma
nova restricdo, permite estudar as alteragdes necessarias nos actuais niveis
de producdo 6ptimos, bem como determinar o preco sombra associado ao
novo recurso (representado pela nova restrigao).

Considere-se a nova restricdo Amite X < bmy1, € S€ja Xnyq @ respectiva
variavel desvio (slack), tal que:

Amite X + Xne1 = D

O problema modificado é:

max =C X+ 0 Xp1

Z

S
S. @ =

Am+1- 1 Xn+1 bm+1

xp=20 ,j=1,.., n+l

Quando se introduz uma nova restricdo, a regido admissivel pode manter-
se ou ser restringida. Se o problema original tiver uma solugdo admissivel
Optima, entdo o problema com a nova restricao, ou é nao admissivel, ou tem
uma solucdo admissivel dptima em que o valor da fungdo objectivo ndo pode
ser melhor do que o valor do éptimo para o problema original. Isto é:

7*(x) = (max z(X): x e S) = (max z(x): x € S1), em que S é a regido admissivel
do problema original e S; é a regido admissivel do problema modificado.

Se a solucdo 6ptima do problema original, x°, for tal que x° € Sy (ou seja,
satisfizer a nova restricdo), entdao x° permanece éptima para o problema
modificado, e o vector das variaveis basicas na solugao 6ptima é o mesmo
do problema original, aumentado da slack (ndo negativa) relativa a nova
restricao.

Se x% ndo satisfizer a nova restricdo, entao:

Xne1 = — Amste X0 + bmy1 < 0

Incluindo Xn41, como variavel basica adicional, podemos aumentar a base
optima do problema original (cuja matriz & B), obtendo uma base para o
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problema modificado (cuja matriz é B,). O correspondente vector das variaveis
basicas sera:

X
Xn+1

Contudo, dado que Xn4+1 < 0, B; corresponde a uma base nao admissivel
para o problema modificado.

Como ¢cp41=0, 0 custo reduzido de x;, em relacdo a base cuja matriz é B,,
é igual ao custo reduzido de x; em relacao a base cuja matriz é B, ou seja:

Ag 2 0, para todo o |

Isto significa que B, corresponde a uma base dual admissivel, mas primal
nao admissivel para o problema modificado. Este problema pode entdo ser
resolvido usando o método dual simplex’, tomando B, como matriz da base
inicial.

No quadro simplex éptimo do problema original, introduz-se a nova
restricdo (que passa a constituir a linha m+1 do quadro para o problema
modificado). xn.1 € a varidvel bésica associada a essa linha. Supondo que se
estd a trabalhar com o quadro estendido, é necessario efectuar previamente
as operacoes necessarias neste quadro, de modo a recuperar a base, dado
gue no respectivo processo de construcdo foram eventualmente destruidos
os vectores unitarios nas colunas correspondentes as varidveis bdasicas.
Como Xn41 < 0, a solucdo é primal ndo admissivel, procedendo-se as iteragdes
necessdrias do método dual simplex para obter a nova solugcdo éptima.

EXEMPLO DE ANALISE DE SENSIBILIDADE

Nesta seccao ilustra-se a anélise de sensibilidade da solucdo 6ptima de
um problema de programacéo linear, em relacdo a variacdo dos termos
independentes das restricdes e dos coeficientes da funcdo objectivo, bem
como em relacdo a introducado de uma nova restricdo e de uma nova variavel

de decisdo.

' O método dual simplex esta fora do ambito deste texto. Contudo, torna-se imprescindivel
introduzi-lo neste paréagrafo. Limitdmo-nos a trata-lo sumariamente no exemplo da seccéo seguinte.
O leitor interessado deve consultar, por exemplo, Murty (1983).



Para este efeito usa-se o problema 1, cuja formulacdo matematica se
relembra aqui:
max z =25 x; +20 x;

S. a X1+ X2 < 50 (slack sq)
2X+ X2 £ 80 (slack sy)
2 X1+ 5x £220 (slack s3)

X1, X2, S1, S2, 320

O quadro 6ptimo deste problema é:

Xg X1 X2 S1 S2 S3

X2 0 1 2 -1 0 20

X1 1 0 -1 1 0 30

S3 0 0 -8 3 1 60
Zj =G 0 0 15 5 0 1150

Qual o intervalo de variagdo admissivel para b;, sem que a base dptima
se altere? Qual a variagdo do valor éptimo da funcdo objectivo em funcdo
de b77

Para que a solugdo se mantenha éptima (dual e primal admissivel) &,
entdo, necessario que:

B-" b(A1) 2 0
[1
1= B'b+AB1T|0O|=0
_O
20 2]
= 30|+ A | —-1] 20
60 -8
PN A <30 & -10<A <75
A, <7.5

ou seja, 40 < b; <£57.5.
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O valor éptimo da funcdo objectivo, dentro deste intervalo de variacao,
em funcdo do parametro de perturbacdo Aq, é dado pela expressdo:

1
Z7M)=@BTbA) =B b+ Ay |[0|=2% +y1 A = 1150 + 15 A4
0

Qual o intervalo de variacdo admissivel para os termos independentes
das restricées se estes forem afectados por um pardmetro de perturbagéo A,
de acordo com elementos do vector h” = (2, 3, 2), sem que a base ¢ptima
se altere?
B b(A) >0
& B'b+AB'h=>0
& b"+Ah">0 ,emqueb* =B'b e h"=B'h

20 1
30| +A| 1120
60 -5
A=-20
& A2-30 & -20<A<12
A<12

O valor 6ptimo da funcdo objectivo dentro deste intervalo de variacao,
em fungdo do parametro de perturbacao A, é dado pela expressao:

M) =cpB'"bAM)= gB'b+AgB'h=2"+yhA=1150 + 45 A

Qual o intervalo de variacdo admissivel para c;, sem que a base optima
se altere? Qual a variagdo do valor.dptimo da fungdo objectivo em funcéo
de Cco? .

Como ¢; é um elemento do vector cg, todas as expressdes que
contenham ¢g serdo afectadas, nomeadamente a linha dos custos reduzidos,
zj—C; = Agj, e o valor da funcao objectivo. Quando a variacao € apenas numa
Unica componente, é talvez mais simples, em vez de usar o parametro de
perturbacdo, usar o coeficiente que se pretende estudar directamente como
incégnita. Adopta-se esta abordagem.



Para que a optimalidade da base se mantenha, é necessario que:

Agj(cz) 2 0, para todo o j, sendo x; uma varidvel ndo basica.

As varidveis nao basicas sdo sq e sp. Entao,

2
s1: C(C2) BT Aus;—Csy=(c2, 25, 0)| 1| 02020, -2520 2125
-8

-1
Sp: Cp(Cy) B'1A.52—C52=(C2, 25,0 11020 - +25>20& <25
3

Daqui se conclui que, para ¢; € [12.5, 25], a base dptima mantém-se.
Os valores das variaveis ndo se alteram, mas o valor 6ptimo da funcéo
objectivo é afectado pela perturbacdo em c;:

20
z" (o) = cg(cp) BT b =calcr) b™ = (cz, 25, 0) |30 =20 c; + 750.
60

Considere-se agora que todos os coeficientes da fungdo objectivo variam
com um mesmo pardmetro de perturbacdo v, com taxas de variacdo dadas
pelos elementos do vector (-1, 2).

Designe-se por d, o vector de dimensao (1x5) que se obtém, a partir de
(-1, 2), acrescentando-se 0O's para as componentes correspondentes as
variaveis desvio. Assim, d = (-1, 2, 0, 0, 0).

cv)=c+vd
Para que a condicdo de optimalidade se mantenha, é necessario que:

Acj(v) = cg(v) BT Ayj— ¢ (v) 2 0, para todo o j, sendo x; uma variavel
nao basica.

& Aq(v) = (cg + vds) B A,j — (¢ + vd) 2 0, para todo o j, sendo x;
uma variavel ndo bésica, e dg o vector dos elementos de d
correspondentes as variaveis basicas, isto é dg = (2, -1, 0).
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As variaveis ndo bésicas sdo s e s,. Entao,
s1:(Cp+vdp) B Aus~(Cs;+v ds;) 2 0 & (cg B Aus;~Cs;)+v(dp BAus,~ds)20

2
15+v(2,-1,0]|-120 & 15+5v=20 ¢ v=-3
-8

52:(Cg B Ay = Csp) + v (ds B Aw, —dsy)) =5 + v (2, -1, 0)

°s)

5-3v>20 & Vv,

Logo, para v € [-3, 3/3], a base 6ptima mantém-se, bem como os valores
de todas as variaveis.

O valor 6ptimo da funcdo objectivo, em termos do parametro de
perturbacdo v, é:

Z'(v)=c(v)B'b=(g+vdg) B"b=cB'b+vdgB'b=

20
=z"+dgb"v=1150+(2,-1,0) |30|v=1150 + 10v.
60

Se for introduzida uma nova variavel xs, cujos coeficientes na matriz A
sdo A.3 =(1,2,4)T, qual o intervalo de valores do respectivo coeficiente na
funcéo objectivo (c3), para que seja vantajoso tornar xz variavel basica? Qual
a variavel que se tornaria ndo basica (por troca com x3)?

A base 6ptima anterior permanece uma base admissivel para o problema
aumentado, com x3=0. Pelo critério de optimalidade, a base éptima anterior
permanece uma base admissivel 6ptima para o problema aumentado, se o
custo reduzido da nova varidvel x3 for ndo negativo, isto é, se:

(z3~3) =Ac3 =g B1 A3 —320

Como y = cg B' = (15, 5, 0), vem:

1
(15,5,0) |2| — 320 & c3 < 25, para o intervalo de valores de ¢z,
4

em que a base éptima se mantém.



Para c3 > 25, o custo reduzido da nova varidvel x3, é (z3-c3) < 0 e,
portanto, x3 deve tornar-se uma varidvel basica. Usando, por exemplo, c3=30,
vem (z3-c3) = -5.

Para determinar a variavel que se torna nao basica, por troca com xs, é
necessario calcular a coluna de x3 na matriz A, modificada pela base 6ptima
anterior (B! A.3):

2 -1 0l[1] [o
B1As=|-1 1 0[|2|=[1
-8 3 1(|4] |2

Para c3=30, se se incluir a coluna actualizada de x3 no quadro éptimo
do problema original, vem:

Xg X1 X2 X3 S1 S2 53

X2 0 1 0 2 -1 0 20

X1 1 0 1 -1 1 0 30

S3 0 0 2 -8 3 1 60
e 0 0 -5 15 5 0 1150

Tanto x; como s3 sao candidatas a tornar-se nao bdsicas, o que indica
que a préxima solucdo basica sera degenerada. Escolhendo, por exemplo, Xy,
0 quadro correspondente a nova solucdo basica é:

Xg X1 X2 X3 S1 52 53

X2 0 1 0 2 -1 0 20

X3 1 0 1 -1 1 0 30

S3 2 0 0 -6 1 1 0
Zj - ¢j 5 0 0 10 10 0 1300

Neste caso, uma Unica pivotacao foi suficiente para alcancar a nova
solugao optima.

Note-se que, se se tivesse escolhido s3 para se tornar ndo bdasica, obter-
-se-ia outra solucdo béasica degenerada, mas que nao verificaria a condicao
de optimalidade. Nesse caso, seria necessario continuar com o processo de

85



86

pivotagao, até se verificar a condicdo de optimalidade, para se poder concluir
da optimalidade da solucéao.

Qual sera a alteracdo na solugdo optima do problema, se for introduzida
uma nova restricdéo 2x; + 3x> < 102 ?
Seja s4 a slack da nova restricao:

2X1 + 3X2 + 54 = 102

A solucao éptima anterior (x4=30, x,=20) nao satisfaz a nova restricao.
Introduzindo esta nova restricdo no quadro simplex 6ptimo do problema
original, que passa a constituir a linha 4 do quadro, e sendo s4 a variavel
basica associada a essa linha, vird s4 = -18. Ou seja, a nova base, assim
constituida, é ndo admissivel para o problema aumentado.

Como ¢, =0, o custo reduzido de qualquer outra variavel x;, em relacéo
a base do problema modificado, permanece o mesmo, isto é, a base
permanece Optima. A nova base é uma base dual admissivel (a condicdo de
optimalidade permanece satisfeita), mas primal ndo admissivel para o
problema modificado.

Considerando a base modificada (nao admissivel), como base inicial, é
entao necessario usar o método dual simplex, até recuperar a admissibili-
dade da base.

O método dual simplex ndo é mais do que o método simplex aplicado
as solugdes basicas complementares no problem dual.

Se todos os valores na linha dos custos reduzidos (zj— c;) forem néo
negativos, mas existirem varidveis basicas com valor negativo, a solucdo basica
correspondente é dual admissivel, mas primal ndo admissivel.

A partir desta solucdo basica, o método dual simplex vai piorando, em
iteragdes sucessivas, o valor da funcdo objectivo, mantendo satisfeita a
condicdo de optimalidade, até que todas as variaveis tenham valores ndo
negativos. A solucdo assim obtida é éptima (primal e dual admissivel).

A varidvel que se torna ndo bdsica é a que tem o valor mais negativo.
Considerando o esquema do quadro simplex apresentado no Quadro 1.1, a
variavel que se torna nao basica é xg (variavel basica actual da linha r), tal
que:

b, = i_rTnin {b'i| b’ < 0}

..m



A variavel que se torna basica é a que tem associado o menor quociente
entre os elementos da linha dos custos reduzidos e o valor absoluto dos
elementos negativos na linha pivot (linha da variavel que se torna nao basica).
Isto é, torna-se basica a varidvel x,, tal que:

em que N é o conjunto dos indices das varidveis nao bdésicas actuais e r a
linha da variavel que se torna ndo basica.

O elemento pivot é &', (elemento negativo na intersec¢ao da linha r com
a coluna p), e a actualizacdo do quadro é feita como no método simplex.

Acrescentando-se a nova restricdo (2x; + 3%, + s4 = 102) ao quadro
6ptimo do problema anterior, vem:

Xg X1 X2 S1 S2 s3 S4
X2 0 1 2 -1 0 0 20
X1 1 0 -1 1 0 0 30
3 0 0 -8 3 1 0 60
S4 2 3 0 0 0 1 102
Zj = Cj 0 0 15 5 0 0 1150

Contudo, é necessario efectuar previamente as operacdes necessarias
neste quadro, de modo a recuperar a base, dado que, no seu processo de
construcao, foram destruidos os vectores unitarios nas colunas correspon-

dentes as variaveis basicas x; e x,. Este processo conduz a seguinte
actualizacdo progressiva da linha de sg4:

O quadro correspondente a nova base (dual admissivel, mas primal nao
admissivel), para o problema modificado, é:
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Xp X1 X2 S1 s2 s3 Sa
X2 0 1 2 -1 0 0 20
X1 1 0 -1 1 0 0 30
S3 0 0 -8 3 1 0 60
Sa 0 0 -4 1 0 1 -18
Zj = 0 0 15 5 0 0 1150
Usando o método dual simplex, s; torna-se basica por troca com s4:
Xp X1 X2 S1 S2 S3 S
X2 0 1 0 -1 0 1, 11
X1 1 0 0 34 0 -4 69,
S3 0 0 0 1 1 -2 96
S1 0 0 1 -y 0 4 &0
Zj = 0 0 0 35/, 0 15/, 1082.5

0 que conduz a nova base 6ptima.




CAPITULO I

PROGRAMACGCAO LINEAR MULTICRITERIO

1. INTRODUCAO

A Programacgdo Linear Multicritério pode ser encarada como uma
extensdo do modelo classico de Programacgdo Linear ao caso em que se
considera mais do que uma funcdo objectivo. Contudo, se essas funcbes
forem conflituosas entre si, deixa de fazer sentido falar em solucdo éptima.
Estamos perante uma ruptura de paradigma. A Programacao Linear obedece
ao paradigma da optimalidade, isto é, verifica-se a completa comparabilidade
entre pares de alternativas admissiveis e a transitividade dessas comparacoes.
A um problema deste tipo chama-se, em matematica da optimizacdo, um
problema matematicamente bem formulado, visto que se dispde de utensilios
matematicos suficientes para resolver as trés questdes fundamentais da
analise, a saber: existéncia, unicidade e construcdo da solucdo. Quando se
considera mais do que uma funcdo objectivo, estas propriedades deixam de ser
vélidas. Um problema com objectivos multiplos (multiobjectivo ou multicritério)

zy(x)
max Z = =C )_((em qUeC= e gy, C

Zp(x)

_l_o

p SA0 vectores linha 1xn,

1N

cada um dos quais corresponde a uma das funcbes objectivo), consiste em
determinar o(s) vector(es) x'(s), pertencente(s) a regido admissivel, que
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maximiza(m) simultaneamente os p objectivos considerados!. Uma vez que as
funcdes objectivo sao, em geral, conflituosas entre si, ndo existe 6ptimo no
sentido habitual. H4, no entanto, como se verd em detalhe no préximo
paragrafo, um conjunto de solugoes privilegiadas — solugdes eficientes, também
designadas na literatura por ndo dominadas, ndo inferiores ou dptimas de Pareto.

Zeleny (1982) mostra, de forma muito sugestiva, as diferencas entre
modelos de optimizacdo monocritério e multicritério. Seqguindo um raciocinio
idéntico considere-se um saco de laranjas de que se pretende seleccionar a
maior e, numa segunda opg¢ao, a maior e a mais doce simultaneamente.
Obviamente ndo se trata de um exemplo de Programacdo Linear, mas a sua
analise é muito sugestiva, e as conclusdes validas em Programacao Linear.
A seleccdo da maior laranja é um problema de optimizagdo, portanto
puramente técnico. Trata-se de medir e ordenar as laranjas. E assim, em
qualquer problema de optimizacdo. No segundo caso, se a maior laranja nao
for a mais doce, ndo hé solucdo éptima para o problema proposto. A selecgdo
de uma laranja obriga a um compromisso subjectivo entre os dois critérios,
nao se limitando a aspectos puramente técnicos. Contudo, ha um
subconjunto de laranjas a que devera pertencer a solucdo de compromisso,
0 conjunto das solucdes eficientes, que é constituido pelas laranjas para as
quais ndo existe qualquer outra que seja simultaneamente maior e mais doce.

2. CONCEITOS ELEMENTARES

Para introduzir os principais conceitos bdsicos da programagao linear
multiobjectivo (PLMO), considere-se o problema 1 introduzido no capitulo
anterior. Suponha-se que, para além do lucro, que se pretende maximizar,
os produtos | e Il ddo lugar a outros beneficios (a maximizar) ou prejuizos
(@ minimizar) os quais, nomeadamente por nao serem medidos em termos
monetarios, ndo podem ser agregados na funcdo objectivo lucro.

! Note-se que, ao longo da exposicao, se admite, sem perda de generalidade, que cada funcao
zi(x), i=1,..., p, tem maximo no dominio considerado e que as fungdes objectivo sao todas a maximizar.
Obviamente que, em substancia, nada se alteraria se pretendéssemos considerar problemas a minimizar,
ou, mesmo, casos em que algumas fungdes objectivo fossem a maximizar e outras a minimizar.
Neste Ultimo caso, comega-se por transformar o problema original num outro, em que todas as
fungdes objectivo sdo a maximizar (ou a minimizar), utilizando o procedimento normal, em
programacao linear, para transformar um problema de maximizagdo em minimizacado (ou o oposto).



A maximizacdo do estado de conservacdo das maquinas ou a minimizacdo
do impacto ambiental de residuos provenientes do processo de fabrico sao
exemplos de outras fungdes objectivo possiveis.

De uma forma genérica, um problema de PLMO formula-se da seguinte forma:

n
max  z, =z1(>_<)=2c“~xj (ou z1 =¢;x)
=1
1) | max z,=z,00= Y ¢, (ou zp = C,X)
=1
n
5. a: ajX; =b; i=1,...,m
i=1 (ouS={>_<eEK”:A>_<=Q,_2 Q})
XJ 20 J=1,,n

(Sem perda de generalidade, admite-se que a matriz A tem caracteristica
m e que todas as restricdes foram convertidas em igualdades, com a
introducado de varidveis desvio).

Por questbes de simplicidade, considere-se, para fins ilustrativos, o
problema 1 acrescido de uma fungao objectivo. Suponhamos que esta funcao
objectivo, z; = X1 + 8 x2, € a maximizar e que mede a fiabilidade do sistema
produtivo, em func¢ao das quantidades produzidas dos produtos | e II.

Seja este o problema 3 cuja formulagao é:

max z1 =25 x1+20 x, (lucro)
max zx= X1+ 8 X (fiabilidade do sistema produtivo)
S. a: X1+ X2 £ 50 (1) - maquinas do tipo A
2x1+ X2 £ 80 (2)- maquinas do tipo B
2 X1+ 5x2 £ 220 (3) - maquinas do tipo C
X1, X2 2 0

Como se pode ver, na figura ll.1, ndo hd uma solucdo que optimize
simultaneamente as 2 fungdes objectivo. A fungado objectivo z; é optimizada
na solucdo x = (30,20), ponto P, onde z;= 1150 e z; = 190; a funcéo
objectivo z, é optimizada na solu¢do x = (0,44), ponto R, onde z; =880 e
Z, = 352. A solucao representada na figura Il.1 pelo ponto Q, x = (10,40), é
uma solucado intermédia entre as duas anteriores, onde z; = 1050 e z; = 330.
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X2

s _|R©O44)

Figura Il.1 — S representa a regiao admissivel do problema 3 no espaco (das variaveis) de decisdo.

As solucbes P Q e R dizem-se eficientes, porque, para qualguer uma
delas, nao existe nenhuma outra solugdo admissivel que seja igual ou melhor,
nas duas funcées objectivo, e estritamente melhor em pelo menos numa
dessas funcbes objectivo. O mesmo acontece com qualquer solugdo das
arestas [PQ] e [QR].

A figura I1.2 mostra, para P, R e para o ponto U da aresta [PQ], os cones
(que se podem designar por cones de dominancia) onde se localizariam
solucbes melhores em ambas as fungdes objectivo. Como se pode ver, ndo
ha, para além dos pontos P, R e U, interseccdo desses cones com a regido
admissivel. Dai dizer-se que as solugdes de [PQ]U[QR] (incluindo os vértices)
sao eficientes, porque ndo sdo dominadas por outras solugdes admissiveis.
O mesmo ja nao se passa com qualquer outra solugao da regido admissivel.

A titulo de exemplo, veja-se na figura 1.3 as regides de solu¢des que
dominam, respectivamente, duas solucdes particulares, V e T. Estas solugdes
ndo sao eficientes porque existem outras solucdes admissiveis que melhoram
simultaneamente ambas as funcées objectivo.



X2

Figura 1.2 — Solugoes eficientes do problema 3.
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Figura I1.3 — Exemplos de solugdes nao eficientes do problema 3.
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Definicao de solucdo eficiente?:

Uma solucdo XeS diz-se eficiente se e sd se nao existe uma outra
solucdo xeS tal que z(x) = z(X) para todo o i (i=1,...,p), e a desigualdade é
estrita para pelo menos um i (zi(Xx)>z(X)).

Enquanto em PL monocritério, os pontos do espago das varidveis de
decisdo tém uma imagem em R dada pela funcdo objectivo, no caso
multiobjectivo as imagens sdo em RP (isto é, cada solugdo x tem como
representacdo no espago dos objectivos um ponto z = (z1(X), ..., Zp(X))).

Para o problema 3, o espaco dos objectivos é de dimensao 2 e, por isso,
é facil visualiza-lo graficamente. Para representar a regido admissivel do
problema no espago dos objectivos Z, comega-se por determinar as imagens
dos vértices de S, que serdo também vértices em Z:

X z=2(x)
0 (0,0) o’ (0,0)
Vv (40,0) =% V' [(1000,40)
P (30,20) P'  |(1150,190)
Q (10,40) Q' [(1050,330)
R (0,44) . R 1(880,352)

As consideracoes sobre eficiéncia podem ser transpostas para o espaco
dos objectivos — figura I1.4.

Enquanto a designagdo de solucéo eficiente se refere, geralmente, a
pontos do espaco de decisdo, a designagao de solugdo ndo dominada utiliza-
-se para pontos do espago dos objectivos. Contudo, quando utilizadas de
forma genérica, neste texto ndo faremos distingdo entre as designacoes de
solucdo eficiente e de solucdo ndo dominada.

2 A formulagdo matematica deste conjunto de solugbes pode ser feita de diversas formas.
Por exemplo, Yu (1974) fa-la em termos de pontos extremos de cones, Lin (1976) utiliza a nogéo de
convexidade direccional e Payne et al. (1975) usam uma fungdo perturbagédo, similar a introduzida
por Geoffrion (1971) noutro contexto. Neste capitulo, o conjunto das solugdes eficientes é definido
no préximo paragrafo, evitando-se fazer apelo a qualquer das formulagdes acima referidas, preservando
a simplicidade, sem abdicar do rigor. Contudo, mais adiante, neste capitulo, a formulacdo de Payne
et al. (1975) é utilizada, com vista a interpretar de forma integrada os teoremas em que se baseiam
0s processos de célculo de solugdes eficientes que vamos utilizar.



Definicao de solucdo ndo dominada:
Um ponto do espaco dos objectivos Z=(z;(X),...,zp(X))eZ diz-se ndo
dominado se e s6 se X é eficiente.
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Figura 1.4 — Regido admissivel do problema 3 no espaco dos objectivos.

Para além do conceito de solucao eficiente, existe o conceito de solucdo
fracamente eficiente (fracamente ndo dominada):

Uma solucdo XeS diz-se fracamente eficiente se e s6 se nao existe uma
outra solucdo xeS tal que z(x)>z(X) para todo o i (i=1, ..., p).

Note-se que, por definicdo, o conjunto das solucdes fracamente eficientes
inclui as solugcdes estritamente eficientes. Contudo, por razbes de natureza
pratica, quando se fala de solucdes fracamente eficientes, neste texto, nao
se consideram as estritamente eficientes.

No problema 3, ndo hé solucoes fracamente eficientes. Para ilustrar esse
caso, considere-se temporariamente a alteracdo da segunda funcdo objectivo
para z; = 2 X1 + 5 x2. O conjunto das solugdes eficientes reduz-se agora ao
segmento [PQ]. Todas as solu¢des de ]JQR] (note-se que Q é excluido) sao
fracamente eficientes, porque sdo dominadas por Q, que tem valor igual em
Z, e superior em zy. Assim, ndo ha nenhuma solucao que melhore as duas
fungdes objectivo em simultaneo relativamente a qualquer solucdo de [RQ[
— ver figura II.5.

95



96

X2
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Figura 1.5 — Solucdes fracamente eficientes (problema 3 modificado).

Num problema multiobjectivo, ha que seleccionar uma solugdo de
compromisso, satisfatoria para o agente de decisao, de entre as solugdes
eficientes. Para uma melhor ilustracdo do compromisso envolvido quando se
estd na presenca de objectivos multiplos, considere-se o problema 4, com 3
fungdes objectivo e 2 variaveis de decisdo (construido a partir do problema
2 do capitulo anterior).

Problema 4

Uma familia pretende definir uma dieta com base em dois alimentos, |
e ll, de modo a maximizar as quantidades obtidas das 3 vitaminas, A, B e C.
O custo da dieta ndo devera exceder o custo minimo obtido pela formulagao
anterior (problema 2), isto é, 2008.281 u.m.. As quantidades de vitaminas
obtidas de cada um dos alimentos sdo as especificadas anteriormente
(problema 2).

A formulagdo deste problema é:

max zi1= 5x1+ 4x; (vit. A)
max z;= 3X1+ X (vit. B)
max z3= X1+ 4xy (vit. ©)
S. a: 72 X1+ 35 x; <2008.281

X1, X2 =20

onde, tal como antes, x; e x; representam as quantidades a consumir de cada
um dos alimentos | e |I.

A regido admissivel, no espago de decisdo, e os gradientes das fungdes
objectivo deste problema estdo representados na figura I1.6.



X2
57.379)Q

27.893 x{_
Figura Il.6 — Regido admissivel do problema 4 no espago de deciséo.

Todas as solugdes em [PQ] séo eficientes para este problema.

A solucdo P, x = (27.893, 0), z = (139.465, 83.679, 27.893), oferece
niveis de vitaminas A e B acima dos requeridos anteriormente (com o maximo
para a vitamina B) a custa de um baixo nivel de vitamina C. A solucdo Q,
x = (0, 57.379), z = (229.516, 57.379, 229.516), oferece niveis elevados para
as vitaminas A e C (os maximos) a custa de um decréscimo na vitamina B.
Como se pode ver na figura 1.6, P é a solugdo que maximiza z;, enquanto
Q maximiza z; e z3. Qualquer outra solugdo na aresta que liga P a Q é uma
solucdo de compromisso intermédia, incluindo a solucdo 6ptima para o
problema 2, que é x = (9.143, 38.571), z = (200, 66, 163.427).

A regido admissivel deste problema no espaco dos objectivos estd
representada na figura I1.7.

2

Z3

Figura Il.7 — Regido admissivel do problema 4 no espaco dos objectivos.
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3. CALCULO DE SOLUCOES EFICIENTES

Neste paragrafo, introduzem-se as proposicbes que garantem os trés
processos de célculo de solucdes eficientes, a partir da resolucao de
problemas de programacao linear monocritério, que utilizaremos neste texto.

Os teoremas que fundamentam processos de célculo de solucbes
eficientes sdo apenas condicdes suficientes da eficiéncia das solucdes. Quando
as condigdes estabelecidas também sdo necessérias, entdo o processo de
célculo associado garante a possibilidade de calcular todas as solugdes
eficientes. Apesar de neste paradgrafo darmos especial importancia as
condicdes suficientes, as condicbes necessarias ndo devem ser esquecidas,
visto que é importante saber em que condigdes se podem obter todas as
solucoes eficientes, utilizando um determinado processo de célculo.

A. OPTIMIZAGAO DE UMA DAS FUNGOES OBJECTIVO, TRANSFORMANDO AS RESTANTES P-1
EM RESTRICOES

PROPOSICAO 1

Se x' é a solucao oOptima unica, para algum k, de
max zy(x)

S. a: xe S
Zi(X) = w; i=1,...k-1,k+1,...p,

entdo x' é uma solucao eficiente para o problema de programacéo linear
multiobjectivo (II.1). "]

Se, na proposi¢ao 1, ndo se impusesse a condicdo do 6ptimo ser Unico,
poderiam obter-se solucdes fracamente eficientes. Esta situacdo podia ser
ultrapassada substituindo a funcao zy(x) por zx(x)+ Zz-:i z(x), com &5 maiores
do que zero e suficientemente pequenos. Ik

A validade da proposicao 1 pressupde que a regidao admissivel
reduzida ndo seja vazia, o que pode acontecer se os limites fixados para as
funcbes objectivo transformadas em restricoes (isto €, os w;) forem demasiado
Severos.



A veracidade da proposicdo 1 mostra-se facilmente por reducédo ao
absurdo. Suponha-se que x' nao é eficiente. Entao, por definicdo de solucao
eficiente, existe um x2eS tal que z(x?) > z(x') para todo o i (i=1,...,p), e a
desigualdade é estrita para pelo menos um i (isto &, para esse i, z(x2)>z(x")).
Nestas circunstancias, z(x%) = w; para i=1, ..., k-1, k+1, ..., p. Entdo z(x?) > z(x"),
para o problema introduzido no teorema 1, o que contradiz a hipdtese de
x! ser 6ptimo Unico. Sendo assim, x' tera de ser eficiente.

Estabeleceu-se uma condigdo suficiente que permite o calculo de
solucoes eficientes resolvendo um problema escalar. O teorema é valido para
€asos mais gerais, mas neste texto estamos especialmente interessados no
caso da Programacao Linear Multiobjectivo.

llustra-se este processo de célculo, apresentando um caso simples de
Programacao Linear Bicritério (figura 11.8), em que se pretende maximizar
21 = z1(x) e 22 = (%)

A fronteira eficiente, da regido admissivel S, é constituida pelas solugdes
dos segmentos [AB] e [BC]. Limitando z;(x) a valores iguais ou maiores do
que wy , é obtida a solugao eficiente E. Note-se que nao se trata dum vértice
da regido admissivel do problema original.

Chama-se a atencdo para que as solucdes sobre [CD] (6ptimos
alternativos de z,(x)) ndo sao eficientes, a excepcdo do ponto C. Estas
solucdes designam-se por fracamente eficientes, como se viu atras.

X2

7

e

>
D X1

Figura 1.8 — Optimizagdo de uma das fungoes objectivo restringindo a outra.
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A condicao estabelecida na proposicdo 1 ndo é condicdo necessaria a
obtencao de solucoes eficientes. De facto, podem obter-se solugdes eficientes
sem que o 6ptimo do problema escalar da proposicdo 1 seja Unico. Neste
caso, nem todas as solucdes obtidas sao garantidamente eficientes. Deve
notar-se que, se se deixar de impor que o éptimo seja Unico, fica-se perante
uma condigao necessaria e suficiente para a obtencdo de solugdes pelo menos
fracamente eficientes.

A figura I1.9 ilustra o que se acabou de dizer. Fazendo z;(x) = w; e
optimizando z,, o segmento [CE] é éptimo e apenas o ponto C é eficiente.
Contudo, todo o segmento [CE] (a excepcdo de C) corresponde a solucoes
fracamente eficientes.

X2

N
-
D X1

Figura 11.9 — Célculo de soluces fracamente eficientes.

Nota 1: Com vista a interpretar (sem fazer demonstracoes formais), de
forma integrada, os varios processos de calculo de solugoes eficientes,
introduz-se uma fungao auxiliar que designamos por funcédo perturbacao.
llustra-se aqui o processo introduzido a partir da proposicdo 1. Mais adiante,
neste texto, ilustrar-se-do outros processos de calculo.

Comecemos por introduzir a fungdo perturbacéo.

z,(x)
Se a0 vector dos critérios z(x)=| : | se retirar o critério z(x), designa-se

o(X)



o restante por Z(x) = C RRe-1,

Em W = {we RP': 3xeS: Z(x)= wl, define-se, entdo, a fungdo perturbacdo:

m(w) = Max {2 0z(0 > w}

Proposicao 2

A funcdo perturbacgdo m(w) é ndo crescente, isto é, para w'!, w?2eW e
w'> w?, m(w') < m(w?).

Mais ainda, um ponto (w, m(w)), com weW, é uma solucdo nao
dominada do problema de programacao linear multicritério se e sé se para
qualquer w'e W, tal que w'>w e w'#w, entdo m(w')< m(w). m

A demonstracao formal desta proposi¢ao pode ver-se em Payne et al. (1975).
Deixamo-la aqui como exercicio para o leitor, visto que decorre facilmente da
definicdo de solugdo ndo dominada e de uma bem conhecida propriedade da
optimizacao. Isto é, ao restringir-se 0 dominio de uma dada fungao a maximizar,
0 maximo deste Ultimo problema sera igual ou menor do que o do primeiro.

E também notério que, a veracidade da proposicdo 2, garante a
veracidade da proposicdo 1, pois, ao exigir-se que o 6ptimo do problema
tratado na proposicdo 1 seja Unico, estd a calcular-se um ponto da regiao
néo horizontal da funcado perturbacao.

Vamos agora ilustrar (figura 11.10(a) e (b)) os conceitos e resultados aqui
apresentados, utilizando o problema 3 do paragrafo anterior.

Considera-se k=2 e, sendo assim, obtém-se:

(W) = Tgx {22(5)121(5)2 W}
definida em W = {weR: IxeS: z1(x)> w}.

A partir da proposicao 2, confirma-se que [P'Q'JU[Q'R’] representa o
conjunto das solu¢cdes ndo dominadas.
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Mais ainda, o 6ptimo de problemas monocritério do tipo dos considerados
na proposicdo 1, quando o 6ptimo existe e é Unico, conduz certamente a uma
solucdo pertencente a [P'Q'JU[Q'R’] e, portanto, ndo dominada.

75 R’ (880,352) W) R o
= Q' (1050,330) Q

P' (1150,190) P’
V' (1000,40)
YAl w
Figura 1I.10(a)- Regiao admissivel do problema Figura I1.10(b) — Representacdo da funcéo
3 no espago dos objectivos. perturbacédo para o problema 3.

Em programacao néao linear, a proposicao 1 continua a ser aplicavel.
Considere-se, a titulo de exemplo, um problema com as duas fungdes a
maximizar em que a imagem do dominio no espaco dos objectivos esta
representada na figura Il.11(a). Neste caso m,(w) terd o aspecto apresentado
na figura I1.11(b). Pela proposicdo 2, serdo solucbes ndo dominadas as que
pertencem aos trocos A'B’ (excepto B') e C'D’ das curvas da figura I1.11.

Zp
(W)
D
c
102 B'
O\AI

Zq W
Figura I1.11(a)- Regido admissivel no espaco Figura I1.11(b) — Funcéo perturbagao
dos objectivos de um problema n&o linear. corespondente ao problema nao linear da

Figura Il 11(a). |



B. OPTIMIZACAO DE UMA SOMA PESADA (PONDERADA) DAS FUNCOES OBJECTIVO

Proposicao 3

P P
1 ; p z‘
Se x €S é solugdo do problema m%x E Aizilx) = max A cx para
XE. F X€E.
== e == i

p
A=[A;---Apl, em que A >0,i=1..p, e ZM =1, entao >_<1 é uma solucao

i=1
eficiente do problema de programacao linear multicritério (1I.1). [ ]

Esta proposicdo pode demonstrar-se facilmente pelo método de reducéo
ao absurdo. Assuma-se que >_<1 nao é eficiente. Entao existe um >_<2 €S tal
que ¢ >_<2 2 ¢ >_<1, i=1, ...,p, e a desigualdade é estrita, pelo menos para um
i (1si3p). Mas >_<1 foi obtido optimizando uma soma pesada com pesos
estritamente positivos (A ). Nestas circunstancias,

- 2 . 1
Y Ml > D Al x
i=1 i=1
. o 1 o

0 que contradiz a hip6tese de X maximizar a soma pesada.

Este processo de célculo é ilustrado na figura I1.12. Esta figura mostra,
ainda, como duas somas pesadas das fungdes objectivo considerando vectores
de pesos diferentes (cujos gradientes sao representados por z' e z") podem

conduzir ao célculo da mesma solucao eficiente (ponto A).

X2
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Figura 11.12 — Optimizacao de somas pesadas das fungdes objectivo.
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Nota 2: A proposicdo 3 também pode ser demonstrada utilizando a
mesma fungao perturbacdo referida atras. Neste trabalho, limitar-nos-emos
a ilustra-la para um exemplo com duas fun¢des objectivo.

Refira-se, em primeiro lugar, que a normalizacdo dos pesos proposta na

P
proposicao 3, isto é, in =1, pode ser substituida por A, =1 (para um

qualquer k, tal que 1SIT<1Sp e os A;>0 e finitos, paral<i<p, com i#k).
Nada de substancial se altera, visto que ndo estd em causa o médulo deA,
mas apenas a direccdo do vector. Para o caso de dimensdo dois, pode-se
ilustrar graficamente cada uma das representacoes (figura 11.13).

;\,2 = 1
A,>0 e finito
Figura Il.13 — Normalizagéo dos pesos.

Voltando ao problema 3:

Y :
2 4 R' (880,352) Tp(w) R
INVR ’330) |
P' (1150,190)
g g i
r V' (1000,40) o 5
0 z : Wpge W
Figura I.14(a) — Regiao admissivel do Figura Il.14(b) — Representacao da funcao

problema 3 no espaco dos objectivos. perturbagdo para o problema 3.



Como se viu na nota 1, my(w)=max {zz(>_<):z1(>_<)2w}:W—>SK e
W={WE§RZH)_(ES:Z1(§)ZW}. 2=

Seja v a recta de nivel duma fungao objectivo (max {x1z1+zz}), cuja
direccdo do gradiente g é definida por (A4,1), em que, para o caso da figura
Il.14(b), g esta no interior do cone definido pela direccao e sentido do eixo
On,(w), e pelo vector normal a [R'Q’].

Da definicdo de m,(w), e da figura I.14, resulta:

max { Aizy(x)+ 1 zz(>_<)} = T,(Wg) (1.2)
xeS
Como A;>0, my(wg) pertence certamente a parte ndo horizontal de
7,(W) e, neste caso, a proposicao 1 e a explicagcdo anterior garantem que a
solucao do problema (Il.2) é eficiente. [ |

A proposicao 3 é vdlida para casos mais gerais. Veja-se o exemplo da
figura 11.15 (em que z; e z, sdo cobncavas e o dominio das solugdes
admissiveis é convexo).

Z
Conjunto das solucoes
nao dominadas

Z

Figura Il.15 — Problema convexo.
Trata-se do problema masxz1(x), masxzz(>_<). Designa-se por “z(.)" o vector
xe X€

z4(.) . . B L
2.0) e por Z a imagem do conjunto das solu¢bes admissiveis no espacgo
2 .

das fungoes objectivo.

As solucoes correspondentes aos pontos A" e B’ deste exemplo sdo
eficientes e ndo é possivel obté-las optimizando max {k1z1(§)+k2 zz(>_<)}, com
ambos os pesos, Ai(i=12), estritamente positivoge.s
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A nocao de solucao eficiente prépria, introduzida por Geoffrion (1968),
permite ultrapassar esta questdo. De facto, no problema da figura I1.15 as

solugdes correspondentes a A" e B’ sdo improprias, visto que %ZA(A’) =0e
Z

%(B’) = —oo, iSt0 &, a taxa de variacdo de z, em relacdo a z; é zero e infinito,
regﬁ)ectivamente. Apenas nestes casos as solugoes eficientes sdo improprias.
A proposicdo 3 pode ser formulada como condicdo necessaria, no que se
refere as solugdes eficientes préprias, isto €, pode mostrar-se que optimizando
somas pesadas é possivel calcular todas as solugbes eficientes proprias. Por
conseguinte, em Programacao Linear, a proposicao 3 pode servir de base a
métodos para determinar todo o conjunto das solugcdes eficientes, que
designaremos adiante por métodos geradores. Isermann (1974) mostra que,

em programacéao linear multicritério, todas as solugdes eficientes séo préprias.

Nota 3: A demonstracdo do resultado de Isermann utilizando a fungao
perturbacdo nao seria dificil. Neste texto limitar-nos-emos a ilustra-lo com um
exemplo simples.

Considere-se o problema de programacao linear com dois objectivos (em

que z=
Z
na figura I1.16.

} e Z é a regido admissivel no espaco dos objectivos) representado

Z3

4 W
Figura Il.16 — llustragao da identidade entre solugoes eficientes e eficientes préprias em PL.

Por se tratar de uma funcao perturbacédo poligonal, conclui-se facilmente
gue os pontos A’ e D' ou correspondem a solugbes eficientes préprias (caso
do ponto D’ da figura Il.16) ou n&o sao eficientes (caso do ponto A’ da figura
I1.16 que é fracamente eficiente). O ponto A’ ndo corresponde a uma solucdo



eficiente, visto que é dominado por B’, que, por sua vez, é uma solucao
eficiente propria.

Se a condicao estabelecida, na proposicao 3, para os valores dos pesos fosse
relaxada, admitindo-se que podiam tomar valores iguais ou maiores do que zero,
podia-se ser conduzido a solugdes fracamente eficientes. E o caso, por exemplo,
das solucoes sobre [A'B'], na figura 11.16, a excepgao do ponto B'.

Note-se que, se o problema em estudo possuir solucdes eficientes
improprias, estas podem também ser obtidas a partir da optimizacao de
somas pesadas, desde que se admita que os pesos podem ser nulos. [

REGIOES DE INDIFERENCA NO ESPACO DOS PESOS

A representacdo grafica do conjunto de pesos A, que conduz a uma
solucao bésica eficiente (a cada vértice podera corresponder mais do que uma
solucdo basica, se houver degenerescéncia), pode ser obtida através da

P
decomposicdo do espaco dos pesos A =qAA € Sﬁp,z A=1LA>0,i=1...p

As regides de indiferenca dependem dos clgeficientes das funcoes
objectivo e da geometria da regidao admissivel. A regido de indiferenca é, de
algum modo, uma medida da robustez da solugado, em relacdo a variacdo dos
pesos, embora seja necessaria muita cautela ao tirar conclusdes deste tipo,
visto que tudo dependerd das escalas associadas as funcdes objectivo. Como
aprofundaremos mais adiante, a analise do espago dos pesos pode ser usada
como um valioso utensilio na aprendizagem da geometria da regido admissivel
nao dominada, visto que nos da o conjunto dos valores dos pesos, para os
guais se obtém a mesma solugao basica eficiente.

Comecemos por exemplificar o calculo das regides de indiferenca, para
um problema com duas fungdes objectivo:

max z; =z4(x)=5x; +3x,

max z, =2z,(x) =2x; + 8%,

S. a:
Xy +4x, <100

3%, +2x%, <150
5X; +3x, 2200
X1, % 20

(regiao admissivel S)
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Na figura 11.17, [AC] representa o conjunto das solugbes eficientes, e
[A'C'] representa o correspondente conjunto das solucdes nao dominadas.
O declive de [A'C'] é -20. Por outro lado, o declive das rectas de nivel das
funcbes objectivo soma pesada Aqz;+X;Z,, no espaco das fungdes
objectivo, é dado por —%. Em geral, normalizam-se os pesos, fazendo

2 2
Zki =1, com A=1-Aq. Entdo, obtém-se a regido de indiferenca relativa a
= 20 1
A quando se masx{x1z1(>_<)+xzzz(>_<)}, com A€ O,Z e A€ 5,1 pe
X€e
obtém-se a regido de indiferenca relativa a C quando se

20 1
r?gx{xﬁﬁ)_()*‘xzzz()j)}: com ?»16{?,1] e 7"2‘5(0:2_1:|-

0 . .
e A, obtém-se simultaneamente

21 T21

os pontos A e C, visto que max {X1z1(z<)+7»2 Zz(>_()} conduz a [AC] (6ptimos
Xe

Para o valor dos pesos A=

alternativos).

2
Por ultimo, deve notar-se que, como in =1, basta fixar um dos A,

i=1
para o outro ficar automaticamente determinado.

Z3

200

X2

100
80k - - - | L

|
|
|
|
|
) 1
L1
B cw x 200 245

Figura I1.17 — Solucdes basicas eficientes e regides de indiferenca.



O estudo de situagdes em que se consideram trés funcoes objectivo &,
talvez, mais interessante, visto que, se por um lado permite uma represen-
tacdo grafica adequada, por outro obriga a fazer o calculo a partir da
informagao recolhida do quadro simplex que corresponde a base em estudo
(processo geral, valido para qualquer nimero de funcdes objectivo). O quadro
simplex, correspondente a uma base eficiente, fornece informacao suficiente
para calcular, no espaco dos pesos, a regido do valor dos As, para 0s quais
a solucao do problema

p

max AiG X (ou maxA Cx, em que C=
xeS ] xeS

conduz a mesma base eficiente.

Para clarificar a veracidade do que se acabou de afirmar, comece-se por
rever algumas nogodes, para o caso de uma Unica fungao objectivo.

Uma solucao basica admissivel de

max ¢ X

X€S
com Sz{)_(e?K”:A)_(=Q,>_<ZQ}, é Optima se e s6 se YA—-c20, em que os
elementos do vector yA—c se designam por custos reduzidos, e constituem,
em geral, a ultima linha do quadro simplex. Y =¢Cg B™' ¢ um vector linha (de
dimensdo m), cujos elementos sao as variaveis duais, B é a matriz da base
correspondente ao quadro em que nos encontramos (uma sub-matriz mxm
de A, com caracteristica m) e ¢z é um sub-vector de ¢, com dimensao 1xm,
correspondente as variaveis basicas.

No caso multicritério, o conjunto dos valores de A para os quais a
solucdo bésica obtida é 6ptima da funcdo soma pesada, é dado por:

{Aer: MYA-C)20} (I.3)

em que YA-C é a matriz dos custos reduzidos, disponivel no quadro simplex
com objectivos multiplos, correspondente a base em estudo (o quadro simplex
com objectivos mdltiplos difere do habitual, visto que se considera uma linha
de custos reduzidos por cada funcdo objectivo), Y =CgB™' é a matriz das
varidveis duais, B é a matriz da base em estudo, e C; é a sub-matriz de C,
correspondente as varidveis basicas. Portanto, o conjunto de valores de A

109



110

pretendido pode obter-se, resolvendo o sistema de desigualdades incluidas
em II.3.
Para o caso de trés funcdes objectivo, o espago dos pesos

3
A=AeR>:A,>0,i=12,3 eZki =1} pode representar-se pelo triangulo
i=1
equilatero da figura 11.18(a). l
3

Uma vez que Z?»i =1, o espaco dos pesos correspondente ao interior

i=1
do triangulo equilétlero definido pelos pontos (0,0,1), (1,0,0) e (0,1,0), pode
ser projectado, por exemplo, no plano AA,, sem perda de informacao (figura
11.18(b)).

Figura I1.18 — Espaco dos pesos.

Veja-se um exemplo concreto:

3 1 2 X
max  Cx=|1 -1 2 4| |©
15 12| |
X4
S. a.

2X1 +X; +4x3 +3x, <60
S = 3X1 +4X2 +X3 +2X4 < 60
X1,X,X3,X4 20



Considere-se que se pretende determinar a regido de indiferenca que
conduz a mesma solucao basica eficiente que optimiza o problema

1 1 1 ; .
r?gsx {521 +§z2 +§z3}, Isto é:

1 1 1
masx{ §(3x1 + Xy +2X%3 +X4) + §(x1 =Xy +2X3 +4%,) + §(—x1 +5X; +X3 +2X%4) }:
X€

max X+EX +EX +ZX
s | ' 3R Tg g™

Vamos utilizar o método simplex para optimizar esta funcdo soma
pesada. Acrescenta-se ao quadro uma linha de custos reduzidos por cada uma
das funcoes objectivo do problema original.

b o 1 1 1
Numa primeira fase, optimiza-se o problema max {521 +§z2 +32(. @
xeS
actualizam-se normalmente (sempre que se muda de base) as linhas
correspondentes as fungdes objectivo do problema original.
Quadro inicial:

X1 X2 X3 X4 S1 S2
S 2 1 4 3 1 0 60
S2 3 4 1 2 0 1 60
Linha dos custos reduzidos _ 5 5 7
relativa a fungdo objectivo 1 /3 /3 E . 0 0
V32,432, 4324
Matriz dos custos -3 -1 22 -1 0 0 0
reduzidos relativa
azq, 2y 23 -1 1 -2 -4 0 0 0
1 -5 -1 -2 0 0 0

. 1
Quadro optimo de masx{lz1 +lz2 +—z3}:
X€

3 3 3
X1 X2 X3 X4 S1 S2
X4 /5 0 3/ 1 2/g 10 18
X2 /5 1 -5 0 /s 3/10 6
Linha dos custos reduzidos 3 4
relativa a funcdo objectivo ! 0 1 0 /s /s 52
V32,432, +' 325
Matriz dos custos K - 1 1
reduzidos relativa 2 0 1 0 /s /s 24
azy, 2z 23 /5 0 9 0 s o 66
95 7 0 s 3/10 66
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Escrevendo, para este caso, as desigualdades incluidas na expressao 1.3,
tendo em conta que A, Az, A3>0 e A3 =1-A;—A,, vem:

1 9

9 1

1 9 1
§X1+§X2 —5(1—7\41—7\.2>20
13

1 ;
— . — (1= — >

ou ainda:

13 9

77\.14"47\.2 _E (a)
1 1

—57\.1 +57\.2 2 E (b)

2 1

13

o @

11
kﬁ‘}\«‘] +2l2 S

()
(b)
()
(d)

(1.4)

As restrigdes (a), (b) e (d) delimitam a regido de indiferenca, D, que
pretendiamos determinar (figura 11.19). Isto é, qualquer sistema de pesos que
satisfaca estas restricdes, permite construir uma funcdo soma pesada
Az +A, 2, +A323 que, quando maximizada em S, conduz a mesma base
eficiente (anteriormente determinada maximizando /3 z; +1/3 z,+/3 z3).

A restricdo (c), em 1.4, é redundante.

7\42‘
1

1T M

Figura 1.19 - Regiao de indiferenca no espago dos pesos.



Note-se que os segmentos que delimitam D, definidos por (a), (b) e (d),
pdem em contacto areas contiguas no espaco dos pesos, correspondentes a
solugdes basicas eficientes adjacentes. A varidvel ndo bésica que se torna
basica, quando deixamos D e nos dirigimos para uma das solucdes basicas
eficientes adjacentes, através de uma aresta eficiente, chama-se variavel nao
bésica eficiente, e pode ser obtida a partir do quadro simplex, como se vera
quando se estudar o método de Zionts-Wallenius, ou por inspeccédo directa
do espaco dos pesos (em problemas com 3 fung¢des objectivo), identificando
a variavel ndo basica que passa a basica quando nos deslocamos para uma
solucao basica eficiente adjacente da actual. Para a solucdo basica eficiente
deste exemplo, as varidveis ndo basicas eficientes sdo x;, X3 e s, correspon-
dentes a (a), (b) e (d), respectivamente.

C. MINIMIZAGAO DA DISTANCIA DE TCHEBYCHEFF A UM PONTO DE REFERENCIA

Este processo de calculo permite obter solucoes eficientes minimizando
a distancia, segundo uma determinada métrica, da regido admissivel a um
qualquer ponto de referéncia do espaco dos objectivos.

Sem perda de generalidade, usamos neste pardgrafo a solucao ideal
como ponto de referéncia. Designa-se por solucdo ideal a solucdo g* que
optimizaria simultaneamente todas as funcdes objectivo, ou seja, cujas
componentes sdo o 6ptimo de cada funcdo objectivo na regido admissivel,
guando optimizadas separadamente. Em geral, a solucdo ideal ndo pertence
a regiao admissivel (caso contrario, o problema multicritério seria trivial, visto
que todas as funcdes teriam como 6ptimo a solucao ideal), embora cada z;
seja individualmente alcancavel.3

Vamos comecar por rever algumas nocoes basicas sobre métricas.

Uma métrica é uma funcdo distancia que atribui a cada par de vectores

1.2 12
2,2 €R" um escalar HZ -z |eR.
Para a métrica L, a distancia entre dois pontos em R" é dada por:
1
V

221, -[Sp-2r
2 i=1 i

3 Note-se que, embora se possa definir sempre a solugdo ideal z* no espago dos objectivos, nem
sempre existe a respectiva imagem no espaco de decisao. Ou seja, pode nao existir x* tal que z*=z"(x").
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1 2

=rnax'zi1 —z;’"
oo i
o " . s * 2
O lugar geométrico dos pontos a mesma distancia de z € R“ (contorno
de isodistancia), de acordo com as métricas Lq, L; e L., é representado na
figura 11.20.

Z

71

Figura 1.20 — Lugar geométrico de pontos equidistantes de z* para Ly, L3 € L.

Nas figuras 11.21(a), (b) e (c), os pontos A, B e C minimizam as distancias
de z a regido Z, usando as métricas Ly, L, e L., respectivamente.

Z

22* /

AN S

(a) Métrica L;.



(b) Métrica L,.

Z

Zy 7

AN

(€) Métrica L.

Figura I.21 — Solugdes ndo dominadas que estdo a distancia minima da solugéo ideal, de acordo
com as métricas Ly, L e L.

L1, Ly e L., sdo métricas L, especialmente importantes. Ly d& o somatério
das componentes de Iz'-z2| (a distancia de quarteirdes, city block, numa
cidade reticulada como New York); L, é a distancia Euclideana; e L.. é a
distancia de Tchebycheff, em que apenas se considera o pior caso, isto €, a
maior diferenca de componentes em Iz'-z2I.

Pode ainda definir-se uma familia de métricas Lf, pesadas (ou ponderadas),
em que o vector A, de pesos nao negativos, se destina a atribuir diferentes
graus de importancia aos varios componentes, isto é:
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A n
“i—zzu =X (mfz-2) " peniz

7 |i=

1 2 A 1 2
z -7 =maxk|z -z
oo 1

O lugar geométrico dos pontos a mesma distancia de g* e R?, de acordo
com as métricas pesadas (%, 15, [*, é ilustrado na figura I1.22(a),
representando-se o contorno para cada tipo de distancia, numa situagdo em
que A;<A,. O contorno exterior, apresentado na figura 11.22(b), diz respeito

A
1.2 1_.2 - . A
a HZ —Z ” + z ei‘zi -7 ’ com g positivo. Designamos esta distancia como

o0 i=1

distancia de Tchebycheff pesada e aumentada, [*.

Zp ' 2
LM
f& Lk
I
nNE2
* L1 *
z z
7 7
Figura 11.22(a) — Lugar geomét{ico de pgntos Figura 1.22(b) — Lugar geométrigo de@ontos
equidistantes de z*, para L7, LZ el,. equidistantes de z*, para L_ e L_.

Apesar de [}, para pe{12,..}, poderem ser utilizadas na determinagao
de solugbdes eficientes, resolvendo problemas de minimizacdo escalares,
vamos, devido a sua importancia, apresentar formalmente apenas o caso em
que se usa a métrica de Tchebycheff (Lﬁ,). Em geral, utiliza-se a métrica PE
para garantir que as solugcdes obtidas sejam eficientes.



Proposicao 4

Se x'€S é solucdo do problema

min max k 28

xeS i=1,..

para algum A > 0, (I.5)

em que g's sdo constantes positivas, entdo x' é uma solucao eficiente do
problema de programacao linear multicritério (11.1)%. [

Este processo de célculo é ilustrado na figura 11.23. O ponto D é a solucao
que minimiza a distancia a z*, sequndo [* (problema I1.5), ou [*, (problema

II.5 sem o termo 28.2. , considerando um vector de pesos particular A,
i=1
em que Aq < A,. Note-se que L h
d/l 7"2

Z4q 3 7

Figura Il.23 — Minimizagdo da distancia de Tchebycheff pesada e aumentada.

O termo Zsi zi(x) destina-se a evitar os problemas decorrentes da
i=1
eventual existéncia de éptimos alternativos. Sem o ultimo termo, na funcao
objectivo do problema (II.5), podem existir solugdes dptimas de (II.5) que sao
apenas fracamente eficientes (ver figura 11.24).

4 Note-se que o problema (II.5) equivale a minimizar uma distancia de Tchebycheff pesada e
aumentada entre a regido admissivel e a solucédo ideal.
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\ Contorno da métrica pesada

7, de Tchebycheff
7

\ Contorno da métrica pesada
e aumentada de Tchebycheff

Zy
Figura I.24 — llustracao da métrica de Tchebycheff pesada, e da métrica de Tchebycheff pesada e

aumentada.

Note-se ainda que o problema (II.5) é equivalente ao seguinte programa
linear:

P
min V—Zsi zi(x) (1.6)
i=1
s. a:
A.i(zi*—zio_()) <v i=1,..p
XeS
v=0

Voltaremos a esta formulacdo, quando estudarmos os métodos
interactivos dedicados a Programacéo Linear Multicritério.

Em muitos casos, utilizam-se outros pontos de referéncia, sendo possivel,
também nestas circunstancias, calcular solugdes eficientes minimizando uma
distancia de Tchebycheff pesada e aumentada ao ponto de referéncia, desde
gue este seja inatingivel (ver exemplo na figura I.25). Note-se que, no
exemplo da figura 11.25, a minimizagao de uma distancia de Tchebycheff nao
aumentada conduziria a solucbes fracamente eficientes.



L
Z3

Z

Figura 11.25 — Minimizagao de uma distancia de Tchebycheff pesada e aumentada a um ponto de
referéncia.

Se o ponto de referéncia estiver no interior da regidao admissivel, deixa
de se poder falar em métrica de Tchebycheff, mas este processo de célculo
de solugdes eficientes continua valido, considerando v sem restricdo de sinal.
A figura I1.26 mostra a projeccdo, no conjunto das solu¢des ndo dominadas
de um problema, de um ponto de referéncia g pertencente ao interior da
regiao admissivel; z(x') é a solugdo ndo dominada que se obtém através da
resolugao do problema (I1.6), com z* substituido por g, e considerando v sem
restricdo de sinal. No caso ilustrado na figura 11.26, Ay < A,.

N

2

N
Z

Figura 11.26 — Projecgdo de um ponto de referéncia do interior da regido admissivel.
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A proposicdo 4 pode também demonstrar-se pelo método de reducao
ao absurdo. Em tragos gerais: suponha-se que x' nédo é eficiente e que é
6ptimo do problema (II.5), sendo v = vy. Entdo, existe um x2 tal que
@ >_<2 =G >_<1, i=1,..., p, e a desigualdade é estrita pelo menos para um i (1<i<p).

p p
Nestas circunstancias, A; (z"-z; (x2) < vq, i=1,..,p, e Zsizi(zzb Zgizi()_(1>.

Sendo assim, x' nado seria 6ptimo de (II.5), o que Ic=c1m’cradiz alﬂipétese.
Em conclusao, x' tera de ser eficiente.

Na proposicao 4, dedicada ao caso de Programacdao Linear, a condigdo enun-
ciada também é necessaria para g; suficientemente pequenos, pelo que utilizando
este processo de calculo se pode obter todo o conjunto das solugdes eficientes.

Nota 4: O processo de célculo de solugdes eficientes, apresentado neste
paragrafo, é valido para casos mais gerais do que o da proposicdo 4.

Como forma de ilustrar a veracidade deste resultado para um caso mais
geral (ndo linear e ndo convexo) reproduz-se aqui a funcdo perturbacao
(figura 11.11(b)) relativa ao exemplo da figura 11.11(a).

Da figura 11.27, conclui-se que o ponto de distancia minima a solucao
ideal I, utilizando uma métrica de Tchebycheff pesada e aumentada, conduz
a uma solucdo na parte nao horizontal da fungdo perturbacdo (por exemplo, o
ponto X' da figura). Sendo assim, esta solucao é ndo dominada, e corresponde
sempre a um ponto sobre os trogos das curvas A'B’ (excepto B’) e C'D’.

2 LAWY

Zq Y
(a) — Regido admissivel no espaco dos objectivos.  (b) - Funcao perturbacao do problema nao linear.

Figura .27 — Determinagdo de solucdes eficientes, utilizando uma métrica de Tchebycheff pesada
e aumentada. |



4. CLASSIFICACAO DOS PRINCIPAIS METODOS DEDICADOS A PROGRAMACAO LINEAR
coM OBJECTIVOS MULTIPLOS

Diversos autores tém procurado classificar os métodos dedicados a
problemas de optimizacdo com objectivos multiplos. Destacam-se aqui as
seguintes abordagens:

1. CLASSIFICACAO BASEADA NO GRAU DE INTERVENGAO DO AGENTE DE DECISAO

(a) Articulacdo a priori de preferéncias do agente de decisdo. Neste tipo de
métodos, como o proprio nome indica, uma vez escolhido o método (e,
eventualmente, fixados alguns parametros), a agregacao de preferéncias
fica definida a partida.

(b) Articulacao progressiva de preferéncias do agente de decisao. E o que
se passa com os métodos interactivos, em que had uma sequéncia de
fases de cdlculo de solucdes eficientes e de fases de didlogo, que servem
para preparar o calculo de novas solucbes eficientes, com base nas
indicagbes do agente de decisao (fornecidas na fase de dialogo).
As caracteristicas das fases de célculo e de didlogo, assim como as
condicdes de paragem dos algoritmos interactivos dependem do método.
Estudaremos este assunto no capitulo dedicado aos métodos interactivos.

(c) Articulacao a posteriori de preferéncias. E o que se passa quando se usam
métodos geradores de todo o conjunto das solugdes eficientes, sendo a
agregacao de preferéncias do agente de decisao feita a posteriori, isto
é, a jusante da geracdo do conjunto das solugdes eficientes (sobre o qual
ird recair a escolha do agente de deciséb).

Uma classificacdo deste tipo é considerada por Cohon (1978), Hwang e
Masud (1979), Goicochea et al. (1982) e Steuer (1986).

2. CLASSIFICACAO BASEADA NO TIPO DE MODELAGCAO DE PREFERENCIAS DO AGENTE DE DECISAO

(a) consideracao duma funcao utilidade global; 121
(b) estabelecimento de prioridades entre critérios;
(c) fixacdo de niveis de aspiragao ou de metas para os critérios;
(d) uso de comparagdes par a par (quer pares de alternativas, quer pares
de critérios, dependendo dos casos);
(e) uso de taxas marginais de substituicao.
Uma classificacdo deste tipo é considerada por Chankong e Haimes (1983).
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3. CLASSIFICAGAO BASEADA NO NUMERO DE AGENTES DE DECISAO

(@) um Unico agente de decisao;

(b) varios agentes de decisao.
Uma classificagdo deste tipo é considerada por Cohon (1978), Goicochea
et al. (1982) e Szidarovsky et al. (1986).

4. CLASSIFICAGAO BASEADA EM CERTEZA/INCERTEZA NA DETERMINAGCAO DOS PARAMETROS DO MODELO

(a) utilizacdao de uma formulacao deterministica;

(b) utilizacdo de uma formulagao ndo deterministica, isto é, considerando
explicitamente a incerteza associada a coeficientes e parametros do
modelo utilizado.

Uma classificagdo deste tipo é considerada por Goicochea et al. (1982) e
Chankong e Haimes (1983).

5. CLASSIFICAGAO BASEADA NAS ENTRADAS REQUERIDAS E/OU NOS RESULTADOS OBTIDOS

Entradas — tipo e fiabilidade dos dados, participacdo do(s) agente(s) de
decisdao na modelacao.
Resultados — obtidos optimizando uma fungao utilidade; procurando a
melhor solucdo de compromisso eficiente; procurando uma solugao
satisfatoria; procurando ordenar as alternativas; procurando classificar as
alternativas em grupos.

Uma classificacdo deste tipo é considerada por Chankong e Haimes (1983).

Outros autores classificam os métodos de acordo com as areas de
aplicacdo a que se destinam.

Exemplo: engenharia de sistemas, avaliacdo de projectos, etc.

Neste trabalho utiliza-se uma classificacao do tipo 1.
4.1 METODOS DE ARTICULACAO A PRIORI DE PREFERENCIAS

A — METODO DA DISTANCIA MINIMA A SOLUCAO IDEAL

Este método é ilustrado utilizando um problema de maximizagao simples,
com duas fungdes lineares.



O método consiste na determinacao da solucdo xeS, cuja imagem
;()_()eZ minimiza a distancia, seqgundo uma dada métrica em relacdo a
solucdo ideal z , isto é:

= YaEd
min Z[ZJ—ZJ-()_()]
XxeS =

Para p=2, consiste na minimizagao da distancia Euclideana ao poliedro
transformado de S (dominio do problema de PL considerado), no espaco dos
objectivos, ou seja, Z. Este caso é ilustrado graficamente na figura 11.28.
A solucao de compromisso obtida é X (pertencente ao conjunto das solucdes
eficientes), cujo ponto no espaco dos objectivos é z°.

Por vezes, ha vantagem em utilizar outras métricas, isto é, em escolher
outro escalar p, sendo p>1.

A determinagdo do valor de p, que conduz a solucdo mais satisfatéria
para o agente de decisdo, é um problema de dificil abordagem, visto que a
sua participacdo activa neste processo nao é facil, e a escolha de p modela,
de certa forma, as preferéncias do agente ‘de decisao.

2

22*

IN

ZZC

71° 77"

Figura 11.28 — Exemplo do método da minimizagdo da distancia a solugdo ideal. L2

Na classificacdo que adoptamos, este método é incluido no tipo 1(a), pois
utiliza uma Unica fungdo objectivo. Hwang e Masud (1979) classificam-no de
outro modo, pois, atendendo ao que foi exposto, consideram que ha
articulacdo de preferéncias.

Para mais detalhes sobre este método, veja-se Salukvadze (1979).
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B — METODOS EM QUE SE UTILIZA UMA FUNCAO UTILIDADE, CONSTRUIDA A PARTIR DAS FUNCOES
OBJECTIVO DO PROBLEMA ORIGINAL

Sejam z4(x),...,Z,(x) as fungdes objectivo dum problema a maximizar.
Constréi-se uma funcao utilidade U [z(X),....z,(X)], em que os objectivos
zi(x), i=1,...,p sdo argumentos dessa funcao. Se a funcao U (cbncava) satisfaz
certas propriedades, o éptimo de U [z;(x), ..., Z,(x)] pertence ao conjunto das
solugbes eficientes. Para mais detalhes sobre este assunto veja-se Steuer
(1986). Na figura 1.29 apresenta-se um exemplo ilustrativo.

As curvas U[21(>_<),zz(>_<)]=ki (com k' constante) chamam-se curvas de
indiferenca, e o ponto do conjunto das solu¢bes ndo dominadas, tangente a
uma curva de indiferenca, chama-se ponto de indiferenca ou de compromisso.

Por vezes utilizam-se funcdes utilidade com a seguinte estrutura:

Uzy(0), ..., 2501 = Uslzy(x)] + ... + Up [2,(x)]

A soma ponderada dos objectivos z(x), isto é:
P P

27\4 Zi(l) com Z}\al =1 e 7\4 > O,
i=1 i=1

€ um caso particular do anterior.

Z3

U[Z1,Zz]:k1

2

Figura .29 — Exemplo do método da fungao utilidade.



Com a atribuicdo dum vector de pesos, pretende-se explicitar a
importancia relativa das fungdes objectivo. Note-se que quando o problema
em estudo ¢ linear e U [z(x),...,z,(x)] € linear, o problema final a resolver é
um problema de PL monocritério.

C — METODO LEXICOGRAFICO

Neste método é feito um escalonamento das funcdes objectivo, de
acordo com as preferéncias do agente de decisdo. Em seguida procede-se a
optimizagdo sequencial dos objectivos. Em cada passo optimiza-se um
objectivo e, a partir do valor obtido e da fungdo objectivo em causa, constroi-
-se uma restricdo de igualdade que fard parte dos problemas de optimizacao
seguintes. Por vezes ndo é imposta a igualdade, mas sim permitidos desvios
em relagdo aos 6ptimos obtidos, que ndo ultrapassem uma percentagem pré-
-determinada dos seus valores. Note-se que em Programacao Linear,
adoptando a primeira opgao, ao optimizarmos a primeira funcao objectivo,
se 0 éptimo for Unico, como acontece em geral, 0 processo termina.

A classificacdo de Hwang e Masud (1979) sub-divide os métodos de
articulacéo a priori de preferéncias, em métodos para os quais a informacao
utilizada é exclusivamente cardinal e em métodos que utilizam informacao
ndo s6 cardinal, mas também ordinal. O método lexicografico pertence a
segunda categoria.

D — PROGRAMACAO POR METAS (GOAL PROGRAMMING)

Este € um dos métodos mais divulgados. Difere do método da distancia
minima a solucao ideal, porque nele se procura minimizar o desvio em relacdo
a metas (01,...,Op), estabelecidas pelo agente de decisdo, isto é:

1

P p
min Y (dj+di)P B>1

=1

5. a: >_<eS={>_(eEK”:A>_<:Q,>_<ZQ}
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z{(x)+dj —dj =0, =1, p
d7,df 20 j=1,.., P
djdi=0 j=1..p

em que dj e d sdo os desvios por defeito e por excesso em relacdo & meta
j, respectivamente.

Refira-se, para concluir, que as metas estabelecidas pelo agente de
decisdo podem conduzir a uma solucdo dominada do problema em estudo
e, neste caso, o agente de decisdo esta a ser pouco ambicioso ao definir o
que pretende. A aplicacdo do método conduz a uma solucéo satisfatoria, mas
que pode ndo pertencer ao conjunto das solucdes eficientes. Para que isto
nao se verifique, o analista deve aconselhar o agente de decisédo a formular
metas suficientemente ambiciosas. Para mais detalhes, sobre as muitas versdes
de programacao por metas, veja-se, por exemplo, Zeleny (1982), Charnes e
Cooper (1977) ou Steuer (1986).

4.2 METODOS EM QUE A ARTICULACAO DE PREFERENCIAS E REALIZADA A POSTERIORI

Os métodos de geracdo do conjunto das solugbes eficientes podem
subdividir-se em duas categorias fundamentais:

(@) métodos aproximados;

(b) métodos exactos.

Na categoria (a) destacam-se:

° método dos pesos;
e método das restricoes;
e método de estimacdo do conjunto das solugdes nao inferiores (NISE).

Na categoria (b) destaca-se:

e método simplex (existindo varias versdes).



METODO DOS PESOS

O problema de programacéao linear com objectivos mdltiplos é transformado
num problema com um s6 objectivo, soma pesada dos p objectivos do problema

P
original, sendo os pesos Aj,...,A,, tais que Zli =1le A>0,i=1,.,p.

A solucao (ou solugoes), que maximizakzr%) em S, 7»121(>_<)+...+7»pzp(>_<),
pertence(m) ao conjunto das solugdes eficientes. O método dos pesos obriga
a resolucdo dum problema de programacao linear deste tipo, para a obtencao
de cada solugao (ou, em casos especiais, duma parte do conjunto das
solucoes) eficiente(s). Calcula-se um certo namero de solucdes eficientes,
fazendo variar os parametros A;s (em geral de forma regular) e, a partir
dessas solugdes, obtém-se uma aproximacdo do conjunto das solucdes
eficientes, isto é, gera-se a fronteira do invélucro convexo das solucoes
exactas previamente calculadas.

O método nado fornece qualquer informagao acerca da aproximacao
conseguida.

Para mais detalhes sobre este método veja-se Cohon (1978).

METODO DAS RESTRICOES

Consiste em reduzir o problema com objectivos multiplos a um problema
com um s6 objectivo, considerando os restantes como restricdes. O problema
linear multicritério é convertido em:

max { Z{(X):Z4(X)2 Wy, ..., Zi_1(X)2 Wiy, Zj11(X) 2 Wiy, ..., Z, ()2 W, }

A solucao (ou solucbes) deste problema, para valores dos w;'s
compreendidos em certos intervalos, conduz a uma solucao eficiente (ou, em
casos especiais, a uma parte do conjunto das solucoes eficientes). A partir
deste ponto, o método é semelhante ao método dos pesos. Enquanto no método
dos pesos se atribuem diferentes valores aos A;‘s, aqui variam-se os w;'s.

Comparado com o método dos pesos, o método das restricbes tem a
desvantagem de, se nao houver cuidado, conduzir a que se desperdice esforco
computacional para resolver problemas sem interesse, ou sem solucdo admissivel.

Para mais detalhes sobre este método veja-se Cohon (1978).
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METODO NISE

A base tedrica do método NISE é a mesma do método dos pesos. Difere
deste porque permite calcular um limite superior para o erro, isto é, o analista
pode obter uma aproximacao do conjunto das solu¢des ndo dominadas (no
espago das funcoes objectivo), com um erro inferior a um valor previamente
especificado. Dum modo geral, quanto menor for o erro permitido, maior sera
0 numero de solugdes que terad de ser calculado dum modo semelhante ao
utilizado no método dos pesos e, portanto, maior serd o esforco computacional.
Note-se que o método NISE se aplica apenas a problemas biobjectivo.

Para ilustrar os passos deste método considere-se o problema de
programacao linear com dois objectivos da figura 11.30.

2
: "
i
|' ‘"“w.l
i
M gl
e,
ikt
i
3
v A
< P Z
:
Ay

Figura I1.30 — Exemplo do método NISE.

Descricdo resumida do método:

1 — Optimizam-se em S os objectivos z;(x) e z,(x). Obtém-se, em Z, os
pontos A" e B’ da figura 11.30. O segmento [A'B'] é a primeira
aproximacao do conjunto das solu¢des ndo dominadas, no espaco
das funcdes objectivo.

2 - Calcula-se o ponto C' resolvendo o seguinte problema:
max {3,2/00+ %, 2,9}

em que A;>0, i=1,2, Z?»i =le _% é o declive do segmento

i=] 2
[A'B’] indicado na figuraI 11.30.



A segunda aproximagao do conjunto das solu¢des nao dominadas
¢é dada por [A'C'] e [C'B’]. Utilizando um processo analogo obtém-
-se novas aproximacoes.

3 -0 erro cometido na primeira aproximacdo [A'B’] é inferior a [J'H'].
Na segunda aproximacao o erro no segmento [A'C'] é inferior a
[D'G’] e no segmento [C'B’] é inferior a [E'l].

4 - O conjunto aproximado das solugdes nao dominadas (no espaco das
funcdes objectivo), e o conjunto aproximado das solucdes eficientes
(no espaco das variaveis de decisdo) correspondentes, consideram-
se satisfatérios quando o maximo erro possivel ndo ultrapassa o
maximo erro permitido.

Para mais detalhes sobre este método veja-se Cohon (1978).

METODO SIMPLEX

Em problemas de programacgao linear com objectivos multiplos, os
algoritmos (baseados no método simplex) para calcular o conjunto dos vértices
nado dominados do poliedro admissivel podem ser estruturados como segue:

(@) Calculo dum vértice ndo dominado. Obtém-se por um dos processos

indicados num paragrafo anterior.

(b) Célculo dos restantes vértices ndao dominados.

Em resumo, os processos conhecidos sao:

1. Métodos de cdlculo das bases adjacentes ndo dominadas. Veja-se
Zeleny (1974), Yu e Zeleny (1975) e Steuer (1986).

2. Métodos de célculo dos vértices adjacentes ndo dominados. Veja-se
Evans e Steuer (1973) e Steuer (1986).

3. Método paramétrico.

Em 1. e 2. é utilizado um teorema apresentado, por exemplo, por Yue 129
Zeleny (1975), em que se demonstra que o conjunto das solucdes basicas nao
dominadas é conexo®. Isto significa que o conjunto de todas as bases (ou

5 Seja X={xi:i=1,...,s} 0 conjunto das solugdes basicas de S pertencentes ao conjunto das solugdes
eficientes. Este conjunto diz-se conexo se contém um sé elemento ou se para dois quaisquer pontos
X, xk e X, existe uma sequéncia {x",...,x,...,x"}em X, tal que x‘ e x*', £=iy,...,i.1, 530 adjacentes
e xi=xh, xk=xi.
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de todos os vértices) ndao dominadas(os) pode ser obtido examinando
exaustivamente as bases adjacentes do conjunto das bases nao dominadas
gue vao sendo obtidas a partir da inicial, calculada em (b).

Steuer (1986) e Zeleny (1974) utilizam um teste de ndo dominancia para
verificar se cada base (ou cada vértice) a ser testada(o) é ou ndo eficiente.

Zeleny (1974) estabelece varias proposicées com o fim de explorar ao
méaximo a informacdo contida no quadro simplex para objectivos multiplos.
Trata-se de uma extensao do quadro simplex para problemas com uma Unica
funcdo objectivo, com uma linha por cada fun¢do objectivo — evitando,
sempre que possivel, pivotacdes desnecessarias e a aplicagdo do teste de nao
dominancia.

O método paramétrico é semelhante ao método dos pesos. Note-se que,
desde que a malha dos A;s seja suficientemente apertada, o procedimento
do método dos pesos conduz ao conjunto de todos as solugdes basicas
eficientes do problema linear multicritério.

Os quadros simplex correspondentes as solucbes basicas eficientes
fornecem informacéo suficiente para decompor, no espaco dos pesos, as
regides de valores dos A; para os quais a solugao do problema:

max A Cx
XeS

S= {5 e RP:Ax =D, x> Q}

conduz a uma mesma solucdo basica eficiente.

Para terminar, refira-se que o método simplex para objectivos multiplos,
apesar de, nos ultimos anos, ter despertado o interesse de numerosos
investigadores, é um assunto que ainda contém questoes em aberto.
O aspecto computacional é particularmente importante, uma vez que os
problemas praticos sao, em geral, de dimensdo elevada.

4.3 METODOS EM QUE A ARTICULAGAO DE PREFERENCIAS DO AGENTE DE DECISAO E PROGRESSIVA

Trata-se de métodos em que cada fase de célculo de uma (ou varias)
solucdo (solugdes) eficiente(s) é seguida de uma fase de didlogo em que a
reaccao do agente de decisdo/analista conduz a preparacdo de nova fase de
célculo. H& uma condicdo de paragem do algoritmo, muito varidvel de



método para método. Em alguns métodos admite-se a existéncia de uma
fungao utilidade implicita do agente de decisdo, ndo sendo, porém, possivel
conhecé-la explicitamente. Estes métodos propdem-se descobrir o 6ptimo (ou
uma aproximacao deste) da funcéo utilidade implicita. Noutros casos realiza-
-se uma pesquisa aberta, progressiva e selectiva das solucoes eficientes, que
termina quando se obtém uma solucdo satisfatéria. Nao prestaremos aqui
mais atengao a este tipo de métodos, visto que serdo objecto de tratamento
especifico no capitulo seguinte deste livro.

5. ANALISE DE SENSIBILIDADE EM PLMO — ALGUMAS ABORDAGENS

Tal como em Programacao Linear Monobjectivo, a andlise da sensibilidade
das solugbes obtidas, em relacdo a variacdo dos coeficientes do modelo de
Progamacao Linear Multiobjectivo, também se revela de grande importancia,
sobretudo tendo em vista a sua aplicagao pratica. Contudo, num ambiente
caracterizado pela existéncia de multiplas fungdes objectivo, conflituosas e
incomensuraveis, em que existe um grande numero de solucdes nao
dominadas (mesmo que se limite a andlise as solugdes basicas) e em que,
no quadro dos métodos interactivos, as preferéncias do agente de decisao
tém um papel chave na pesquisa e seleccdo de solucdes, as questdes de
analise de sensibilidade sdo encaradas de forma diversa por véarios autores.
Nos paragrafos seguintes sao referidas brevemente algumas abordagens
propostas na literatura cientifica, dedicadas ao estudo da sensibilidade das
solucdes eficientes, em relacdo a variacdo de parametros do modelo.

Na abordagem de Kornbluth (1974) sdo investigadas variacdes
simultaneas na matriz dos coeficientes tecnoldgicos, na matriz dos
coeficientes das fun¢des objectivo e nos termos independentes das restricoes,
considerando um modelo de PLMO com muiltiplos termos independentes, por
meio da extensdo da teoria da dualidade em programacao linear monocritério
ao caso multicritério. As gamas de variacdo admissiveis, para os parametros
de perturbagao, sdo obtidas através da resolucdo de um conjunto de
desigualdades lineares, num processo tipo tentativa e erro.

Deshpande e Zionts (1980) formulam o problema de andélise de
sensibilidade, em relagdo a variagées da matriz dos coeficientes das funcoes
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objectivo, como a determinacdo da gama de variacdo de um parametro de
perturbacdo, na qual uma dada solucdo nao dominada permanece a preferida
(assumindo a existéncia e a estabilidade de uma funcédo utilidade implicita
do agente de decisdo). A gama de variacdo admissivel para o parametro é
calculada usando um algoritmo de programacéo linear fraccionaria.

Gal e Leberling (1981) designam a sua abordagem por andlise de
relaxacdo ou andlise pds-eficiente (por analogia com anélise pés-optimal no
caso monocritério). Assumem que o conjunto de todas as solucbes nao
dominadas foi previamente calculado, e estudam o comportamento deste
conjunto, em relacdo a variacoes separadas dos coeficientes da funcao
objectivo e dos termos independentes das restricoes. No que se refere a
perturbagdes nos coeficientes das fungdes objectivo, o problema é definido
como a determinacdo de uma gama de variacdo admissivel para os
parametros de perturbagao, na qual o conjunto das solugdes ndo dominadas
nao se altera. Este processo envolve a resolucdo de uma série de problemas
auxiliares de programacao linear, com parametros na matriz das restricoes,
com o fim de testar, para cada solucdo ndo dominada, a eficiéncia das
variaveis ndo basicas. No que diz respeito a perturbacdes nos termos
independentes das restricdes, Gal e Leberling consideram o problema da
determinacdo de uma regidao admissivel para os parametros de perturbacao,
na qual o conjunto dos vértices, arestas e faces ndo dominados permanece
inalterado.

Antunes e Climaco (1992) propdem formas de anélise de sensibilidade
baseadas na exploracao grafica dos resultados no espaco dos pesos (que
podem ser encaradas como uma extensao do método TRIMAP), tendo em
vista a respectiva utilizagdo interactiva, para além de evitar a resolucao de
problemas auxiliares, exigindo muito esforco computacional. Os problemas
de analise de sensibilidade de uma solucéo (basica) nao dominada, em relagao
a variagdes dos coeficientes das funcdes objectivo, e a variagdes dos termos
independentes das restricdes sao formulados como a determinacdo da gama
de variacdo de um parametro de perturbacdo para a qual a solucao é ainda
preferida, de acordo com um padrdo de preferéncia, representado pela regiao
de indiferenca desta solugao para o problema nao perturbado. (Note-se que
nao implica a assungao da existéncia de qualquer funcédo utilidade implicita
do agente de decisao). O problema de andlise de sensibilidade consiste, entao,
em determinar os valores minimo e maximo do parametro de perturbacao,



para a solugdo ndo dominada seleccionada pelo agente de decisdo, que
definem a gama de variacdo dentro da qual a interseccao entre as regides
de indiferenca, perturbada e ndo perturbada, é ndo vazia. Este tipo de analise
é ainda estendido aos casos em que se introduzem novas restricdes e novas

varidveis de decisao.

6. EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Considere o problema:

max z () =[zy (x1,x2) , z2 (x1,%2) ]
com z1 X1.X2) = 5%x1 =2 %

Z7 (X1,%X2) = = X1 + 4 X

sujeito a:
-Xy1+ X £3 X1+ X3 £8
X1 <6 X2 <4
X1,%X 20

Represente graficamente a regido admissivel no espaco de decisao e
no espago dos objectivos, assinalando o conjunto das solucdes
eficientes e o conjunto das solugbes ndo dominadas.

Identifique a solucao ideal.

Formule o problema que permite determinar a solugao admissivel que
minimiza a distancia a solucao ideal, de acordo com a métrica L...
Obtenha, gréfica e analiticamente, a solucdo deste problema.

Qual a solucdo admissivel que minimiza a distancia a solucdo ideal, de
acordo com a métrica L4? Para esta solucdo, quais sdo as variaveis nao

basicas eficientes ?

Determine as regides de indiferenga, no espaco dos pesos,
correspondentes a cada uma das solugdes basicas ndo dominadas.

2. Considere o problema:

max z; (X1,X2) == X1 + 3 X
max 2z (X1,X2) =3 X1 + 3 X
max zz X,X2) = X1+ 2 X

S. a: X2 <4
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IA

X1+ 2 X2 10
2 X1 + X2 <10
X1,%X 20

(@) Represente a regido admissivel e os gradientes das funcdes objectivo,
no espaco de decisao.

(b) Identifique a solucao ideal.

(c) Determine as regides de indiferenca no espaco dos pesos
correspondentes as solucdes bdasicas ndao dominadas que optimizam
cada uma das fungdes objectivo individualmente.

(d) Para cada uma das solucdes determinadas em (b), identifique as
variaveis nao basicas eficientes.

.Numa fabrica existem 2 tipos de méaquinas integradas nas linhas de

producao de 4 produtos. As capacidades disponiveis de cada tipo de
maquina (expressas em horas/semana) e o nimero de horas/semana
requerido a cada maquina, por unidade produzida de cada um dos 4
produtos, sdo dados na tabela:

Tipo de maquina P4 P> P3 P4 |Disponibilidade
A 2 1 4 3 60
B 3 4 1 2 60

A direccdo da empresa pretende maximizar o lucro, a qualidade do
abastecimento de Py, P2, P3 e P4, € 0 grau de satisfacdo dos trabalhadores.
Estudos recentes permitiram estabelecer a contribuicdo para cada um dos
objectivos, por unidade de cada um dos produtos:

P P2 P3 P4
Lucro 3 1 2 1
Qualidade 1 -1 2
Satisfacdo laboral -1 5 1 2

(@) Formule o problema utilizando um modelo de programacao linear
multiobjectivo.

(b) Calcule a regiao de indiferenca, correspondente a solucao nao
dominada que optimiza o lucro.

(c) Para a solucao determinada em (b), quais sdo as varidveis nao basicas
eficientes?



(d) Alguma das solugdes nao dominadas, obtidas introduzindo na base as
varidveis calculadas em (c), é 6ptima da funcdo objectivo relativa a
qualidade? E no que diz respeito a funcao objectivo que tem em conta
a satisfacdo laboral?

4. Considere o problema de programacao linear com duas funcées objectivo:
min z1(x) = x4
max zx(X) = Xz
s.a: xe€ S

C(12.4)

D(13.2)

\

F(5.0) X1
(a) Identifique a regiao eficiente e a solucao ideal.
(b) Formule o problema a resolver para determinar a solucao eficiente que
minimiza a distancia a solucdo ideal, de acordo com a métrica L;.
(c) Resolva graficamente esse problema, representando o gradiente da
funcdo objectivo utilizada.
(d) Represente a decomposicao do espaco dos pesos, considerando todas
as regides de indiferenca.
(e) Qual serd o conjunto das solugdes eficientes, se o problema em estudo
for o seguinte:
max z1(x) = xq
min z;(0) = X 135
s.a: xe S

5. Considere o seguinte problema de programacao linear com trés funcoes
objectivo:
max z1=3X1+4X+ Xa
max z;=2X+3 X3+ 4 Xa



max 23z =Xy + 2 X2 + X3

S.a 3X1+ 2X0+4+ 4X3+ 2 Xg < 30
2X1+ 4x+ X3+ 2x4 <30
2X1+ 22X+ 2X%X3+ 4 Xxa <40

\%
o

X120, X220, x320, Xa

(@) Calcule a matriz dos custos reduzidos e determine a regiao de
indiferenca no espago dos pesos, correspondente a solugdo nao
dominada que optimiza a funcdo objectivo z;.

(b) Para esta solucdo, quais sao as variaveis nao basicas eficientes? Baseie
a analise no espaco dos pesos.

6. Considere o seguinte problema de programacao linear com trés fungoes
objectivo:
max z1=2X1+ Xp+3X3+ Xa
max z;=2X +4X+ X3— Xa
max Zz3= X1 +2X — X3+5x4
S. a: X1+ 2X2+ 3X3+ 4Xg <40
4x1+ 4dxo+ 2X%X3+ Xa <40
X120, X220, x320, x4=20

(a) Determine a regiao de indiferenca, no espaco dos pesos,
correspondente a solucédo eficiente que optimiza a funcao objectivo z,.

(b) Para essa solucao, quais sao as variaveis nao basicas eficientes (baseie
a analise no espaco dos pesos)?

(c) Considere o seguinte problema auxiliar:

min v
s.a: x e S (regiao admissivel original)
V+2X1+4x+ X3— X4 235
136 V+2X1+ Xao+3Xs+ X425
V+ X1 +2X— X3+5x4 215
v>0

A solucao deste problema auxiliar é uma solucao (estritamente)
eficiente do problema multiobjectivo? Em caso negativo, que
modificagdes deveria efectuar na formulagao do problema auxiliar, para
garantir a obtencdo de uma solucdo (estritamente) eficiente?



7. Mostre a veracidade das seguintes afirmacdes, no caso de serem

(a)

verdadeiras, ou apresente um contra-exemplo, no caso de serem falsas.
Recorra a exemplos gréficos se tal Ihe facilitar a analise.
Num problema de programagao linear com p funcbes objectivo (p>2)
nunca é possivel obter a solugdo ndo dominada que optimiza z(x),
k=1,...,p, através da optimizacdo de uma funcdo escalar soma
ponderada, com Ax=0.
Seja z* a solugdo ideal (ponto no espaco das funcbes objectivo, em
geral ndo admissivel, que optimizaria simultaneamente todas as
funcdes objectivo na regiao admissivel). E sempre possivel definir x* (no
espaco de decisdo), tal que z"=z(x"), onde z(x)=[z1(X),z(X),...,Zp(X)].
Num problema de programacdo linear multiobjectivo, a solugao obtida
minimizando uma distancia, de acordo com a métrica L., a um ponto
de referéncia, é sempre um vértice da regido admissivel original.
Num problema de programacao linear multiobjectivo, a solucédo obtida
minimizando uma distancia de acordo com a métrica Ly, a um ponto
de referéncia, é sempre um vértice da regido admissivel original.
Quando se introduz uma restricdo adicional num problema de
programacao linear multiobjectivo, é possivel obter solucdes eficientes
do problema modificado que nao séo eficientes do problema original.
Num problema de programacéo linear com p func¢des objectivo é
possivel que toda a regido admissivel seja eficiente.
As solugoes, localizadas sobre uma aresta, que une dois vértices
eficientes, também sao eficientes.
Considere um problema de programacao linear com 3 funcoes
objectivo, de que se conhecem 3 solucgdes basicas eficientes.
A optimizacdo de uma funcdo escalar, cujo gradiente é normal ao
plano que passa por essas 3 solugdes, garante sempre a obtencao de
uma solucado eficiente.
Considere o problema de programacao linear multiobjectivo:

max z1 =G X

max 7 = 0 X

max 73 =C3 X

s.a: xeS={Ax=b,x=>0}
onde x (nx1), ¢k (1xn), A (mxn) e b (mx1).
(i.1) Sera possivel obter a solucdo eficiente que maximiza z3(x), com
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A3=0, através da resolucdo de:
max A G X+ A G X+ A3 GX
s.a: xe S
(em que (Aq,A2,A3) € A ={M20, k=1,2,3, e A+A+A3=1}). Em caso
afirmativo, represente uma decomposicao possivel do espago dos pesos
gue corresponda as circunstancias referidas.
(i.2) Em que condicdes é possivel garantir que a solugdo 6ptima de:
max A Cix+A x+0cx
s.a: xe S
é uma solucao eficiente do problema tricritério original?
(j) Considere o seguinte problema de programacao linear multiobjectivo:
max C

em que x (nx1), C (pxn), A (mxn) e b (mx1). Seja x° uma solugao
admissivel para este problema.

Considere o seguinte problema auxiliar:
p

u =0 L k=1,...p
em que ¢k é a k-ésima linha de C.

Que conclusdo pode tirar se, no problema anterior, Zuk =07
k=1

- 8. Considere o seguinte problema de programacao linear multiobjectivo:

138 max z1=1.5X; + X
max zp = X2 + 2X3
max zz = X1 + X2 + X3

s.a. X1+ X2+ Xx3<8
X1 +2x3 < 2
X1, X2, X320



(@) Calcule uma solucdo basica eficiente do problema que maximiza zz,
e a respectiva regido de indiferenca, no espago dos pesos.

(b) Calcule uma solucao basica eficiente, adjacente a calculada em a), que
melhora a funcao objectivo z;.

(c) Indique os valores das fun¢des objectivo de uma solucdo eficiente nao
basica, cujo valor de z; é intermédio, entre o da solucdo obtida em
(a), e o da solucao obtida em (b).

9. Considere o seguinte problema de programacao linear multiobjectivo:

max zp = X2
max z;= X1 + 3%
max zz = 2X;3 — X
s.a: 3X1 + X2 <30
X1 + X2 <20
X1 <8
X1, %X =0

No triangulo a direita encontra-se represen-
tada a decomposicdo do espaco dos pesos,
relativa aos vértices eficientes do problema.
A partir desta decomposicao, que conclusdes
pode tirar de imediato acerca do problema
em estudo?

10. Considere o seguinte problema de programacgao linear multicritério:
max z; = 3X1 + X2
max z; = X1+ 2X;
max z3 = -Xq1 + 2X3
sl -X1+x <2

X1 + Xy <7 xe S E—

05X +%x <5 139
X1, X220
(a) Determine, graficamente, o conjunto das solu¢des eficientes.
(b) Pretende-se determinar a solucdo eficiente que minimiza a distancia a
solucao ideal, utilizando a métrica pesada de Tchebycheff. Sabendo que
a solucdo ideal é z*=(21,10,6), formule o problema considerando os
seguintes pesos (ndo normalizados): A1=1, A;=2, As3=1.
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(c) Considere o seguinte ponto de referéncia, no espaco dos objectivos,
q=(14,8,0), pertencente ao interior do poliedro admissivel. A solugéo
(x3, z?) é 6ptima do problema

min v
s.a: M (14 =3x1 =X) SV
A (8= X1 —2%x2) < v
A3 (0 + X1 — 2xp) € v
xe S
com A =(1,1,1).
A solucao (x2, z?3).é dada por:
xX{=42, x5=2.8 e z{=154,2725=98,25=1.4

Indiqgue como evoluem as tendéncias de variacdo dos valores das
fungdes objectivo, relativamente a z?, quando se resolve o problema
anterior, mas considerando A = (2,1,1).

11. Considere o problema de programacao linear com duas fun¢des objectivo:
maxX z1= X1 - X2
max z; = X1 + 3X
s.a: (xq, X2) € S

A

X2

A1)

(a) Identifique o conjunto das solucdes eficientes.
(b) Suponha que se pretende calcular a solucdo eficiente que optimiza a
soma pesada das funcdes objectivo, com pesos (A, A2)=("/12, /12).
() Formule o problema a resolver.
(i) Resolva graficamente o problema. Indique os valores de xq, x; € z;,
Z, para a solucdo encontrada.
(il Determine a regido de indiferenca no espago dos pesos, correspon-
dente a solucdo eficiente calculada em (il).



CAPITULO 11

METODOS INTERACTIVOS
EM PROGRAMAGAO LINEAR MULTICRITERIO

1. INTRODUGAO

O desenvolvimento da ciéncia dos computadores, quer do hardware,
quer do software, tem constituido factores essenciais para o desenvolvimento
de métodos interactivos dedicados ao apoio a decisao.

No caso da programacao linear multicritério, os métodos geradores do
conjunto das solucoes eficientes revelam-se pouco interessantes do ponto de
vista pratico. Por um lado, é grande o esforco computacional requerido para
calcular todo o conjunto das solucdes eficientes. Para além disso, ndo é
aceitavel propor ao agente de decisdo centenas ou milhares de solugoes
eficientes, o que aconteceria em muitos casos, mesmo limitando o calculo
ao conjunto dos vértices eficientes do poliedro admissivel.

O uso de métodos de fungao utilidade ndo nos parece também o mais
adequado. Neste caso, apesar do problema em estudo ser modelado
utilizando mais do que uma funcdo objectivo, a sua agregagao é feita a priori,
nao havendo interferéncia do agente de decisdo a partir do momento em
gue se decide passar a fase de célculo da solucdo 6ptima da fungao utilidade,
previamente construida.

Em nossa opinido, os métodos interactivos, em que a articulagdo de
preferéncias do(s) agente(s) de decisao é progressiva, sao, em geral, os mais
adequados no apoio multicritério a decisdo. Como a prépria designagao
indica, a interactividade implica uma sucessao de fases de calculo e de
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didlogo. Apos cada fase de célculo é proposta uma solugdo eficiente (ou
varias) ao agente de decisao, reagindo este, fornecendo a informacgao
necessdria a execucdo duma nova fase de célculo, ou dando o processo por
terminado.

O processo de articulacdo das fases de célculo e de didlogo, atras
referidas, permite categorizar os métodos interactivos em dois tipos.
Em primeiro lugar, os métodos interactivos que constituem uma evolugao dos
métodos de funcdo utilidade, isto é, métodos em que se parte do principio
de que existe uma funcao utilidade implicita do agente de decisdo, ndo sendo
este capaz de a explicitar. O papel do protocolo interactivo é, no essencial,
descobrir o éptimo (ou uma aproximacao deste) da funcao utilidade, através
de um didlogo, apenas indirectamente relacionado com a procura desse
optimo. Em contraposicdo, desenvolveram-se métodos de pesquisa livre, isto
é, 0s que nao tém por objectivo a convergéncia para o éptimo de qualquer
fungéo utilidade, mesmo que implicita. Em vez disso, o protocolo interactivo
tem como objectivo essencial a aprendizagem progressiva, ndao completa-
mente estruturada, das preferéncias do agente de decisdo, no universo do
conjunto das solugoes eficientes (Vincke, 1992). Usando a linguagem de
Feyerabend (1975), troca-se uma guided exchange subjacente a primeira
atitude, por aquilo a que o autor chama open exchange e tipifica da maneira
seguinte: “An open exchange is guided by a pragmatic philosophy.
The tradition adopted by the parties is unspecified in the beginning and
develops as the exchange proceeds. The participants get immersed into each
other’s ways of thinking, feeling, perceiving to such an extent their ideas,
perception, world views may be entirely changed — they become different
people participating in a new and different tradition”. Estas ideias aparecem
associadas a processos de decisdo em grupo. Nao deixam por isso, em nossa
opinido, de ser bem adaptadas aos métodos interactivos de apoio multicritério
a decisdo baseados na aprendizagem, alids, também os mais faceis de adaptar
a decisdo em grupo. De facto, neste tipo de abordagens ndo ha lugar a
convergéncia matematica; o processo termina quando se obtém uma solugao
eficiente satisfatéria. Em certos casos, é mesmo abusivo falar-se em métodos,
sendo no essencial ambientes interactivos de célculo, particularmente
adaptados a incluséo em sistemas de apoio a decisdo dedicados a uma
pesquisa progressiva e selectiva de solucdes eficientes em programacao linear
multicritério.



No estudo das packages TOMMIX e SOMMIX, que descreveremos mais
adiante, estes assuntos serdo postos em evidéncia, havendo a combinacao
de diversos métodos ou procedimentos, visto que ndo had método (ou
procedimento) que seja o melhor em todas as circunstancias. Nao havendo
um processo unico de utilizacdo destas packages, é nossa conviccao que se
justifica iniciar a pesquisa calculando um conjunto de vértices ndo dominados
bem distribuidos, no que se refere a valores das funcdes objectivo, quanto
possivel. Para este efeito, parece adequado usar como processo de célculo a
optimizacdo de somas ponderadas. Numa segunda fase podem delimitar-se
os valores com interesse das funcbes objectivo, através da introducao de
restricdes. Este procedimento pode, eventualmente, ser conjugado com o
calculo de mais vértices eficientes, procedendo-se a optimizacdo de somas
pesadas das funcoes objectivo. Numa ultima fase, a pesquisa local, utilizando
métodos baseados no céalculo de solugdes eficientes a partir da minimizacao
de uma distancia de Tchebycheff, parece indicada. Para além disso, em nossa
opinido, um sistema de apoio a decisdo inclui o (ou os) agente(s) de decisao
e o analista envolvidos, havendo lugar a falar-se de um sistema de apoio a
decisao diferente, sempre que os actores sao diferentes. Neste capitulo
descrevem-se cinco métodos interactivos de apoio multicritério a decisao, que
serdo discutidos, tendo em conta a tipologia referida anteriormente, os
processos utilizados no calculo das solugdes eficientes, assim como os
protocolos de didlogo destinados a captacdo de preferéncias do(s) agente(s)
de decisdo. A rapidez de célculo e os aspectos cognitivos associados ao
didlogo sdo postos em evidéncia.

2. MEtopo STEM
2.1. DESCRICAO GENERICA

O Step Method (STEM), desenvolvido por Benayoun et al. (1971), é um
método interactivo de redugdo progressiva da regiao admissivel. Em cada
interaccdo, o agente de decisdo é chamado a especificar a quantidade que
esta disposto a sacrificar na funcdo objectivo cujo valor considera mais
satisfatorio, de modo a tentar melhorar aquelas cujos valores ndo o
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satisfazem. Em cada fase de ca
de Tchebycheff a solucéo ideal.

Cada iteracao' inclui um problema a optimizar, que reflecte as escolhas
do analista/agente de decisdo feitas em iteracbes precedentes, através da
reducédo da regido admissivel. E apresentada ao agente de decisao a solugdo
de compromisso calculada em cada iteracdo minimizando uma distancia
ponderada de Tchebycheff a solucdo ideal. Se os valores das funcdes objectivo
forem considerados satisfatérios, o processo termina; caso contrario, o
analista/agente de decisdo deve especificar qual pretende relaxar, e de que
guantidade, por forma a melhorar os outros objectivos. A regido admissivel
é, entdo, reduzida progressivamente, através das limitacoes nos valores das
funcbes objectivo (calculadas a partir das quantidades de relaxacao
introduzidas pelo analista/agente de decisdo), e o processo repete-se.

A apresentacdo, passo a passo, deste algoritmo, exige a introdugao prévia
da nogao de tabela de éptimos individuais.

culo é minimizada uma distancia ponderada

TABELA DE OPTIMOS INDIVIDUAIS

A tabela de 6ptimos individuais (ou tabela de pay-off, como é
normalmente designada) disponibiliza os valores das funcdes objectivo, para
cada solucdo nao dominada, resultante da optimizacdo separada de cada
fungao objectivo do problema em estudo. Esta tabela permite que o analista/
agente de decisao tenha uma primeira visao global sobre a gama de variacao
das funcoes objectivo, na regiao eficiente.

A tabela de éptimos individuais tem a seguinte forma:

z1 Zk Zp
T_,* 1 1
zy =24 z, Zy
2
ZP
k K = ,* k
z; Zg =27, zZ,
p o
b4’ zf zp =2,

! Na versao original do método STEM, apresentada neste trabalho, considera-se que em cada
interacgdo se permite apenas a relaxagao de uma Unica funcao objectivo, de uma quantidade fixa,
nao havendo lugar a revisdo de relaxacdes anteriores. Neste caso, o processo é iterativo, coincidindo
cada iteragdo com uma interac¢ao com o utilizador.



em que ZL designa o valor da funcdo objectivo k, quando se optimiza a
funcao objectivo i em S (zf =z, é o 6ptimo de zy). Os éptimos das funcoes
objectivo z,...,z, (ou, como se trata de programacao linear, <_:1>_<,...,gp>_<)
encontram-se na diagonal principal da tabela, permitindo, portanto, identificar
facilmente a solucéo ideal.

A partir da tabela de pay-off também se define o ponto nadir,
seleccionando em cada coluna o pior valor da respectiva funcéo objectivo,
isto &, ny =|£T11IanL k=1,...,p. Este valor ny representa uma aproximacao do
minimo da funcdo objectivo z.(x), na regido eficiente. No entanto, a sua
principal virtude diz respeito a facilidade de determinacéo, visto que, em
geral, os ng ndo sao os verdadeiros minimos na regido eficiente. Para um
problema com p fungbes objectivo, uma solucdo eficiente pode ter valores
abaixo do minimo dado pela tabela de pay-off, num numero de funcoes
objectivo igual ou menor do que p-2 (para detalhes ver Isermann e Steuer,
1988).

A figura Ill.1 representa os pontos ideal e nadir, para um exemplo com
p=2. Note-se que, para p=2, o ponto nadir, obtido da tabela de éptimos
individuais, identifica sempre os minimos de cada fungdo objectivo na regiao
eficiente.

Figura Ill.1 — Solugao ideal (I') e solugao nadir (N').
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As experiéncias computacionais de Isermann e Steuer (1988) apontam
para um valor de pelo menos 30% da regido eficiente invisivel (isto €, nao
identificavel), se se partir da tabela de pay-off, e propéem um algoritmo
baseado no método simplex, e no caracter conexo do grafo, cujos nodos sao
definidos por vértices eficientes e os arcos por arestas eficientes, para
determinar os minimos de cada funcao objectivo na regido eficiente.
Este processo envolve um elevado esfor¢o computacional.

Curiosamente, as experiéncias computacionais relatadas por Reeves e
Reid (1988) apenas conduzem a uma expansao da regido eficiente entre 3.9%
e 7.5%, comparando com o que se obtém calculando os limites inferiores
da tabela de pay-off e os minimos reais na regido eficiente, para problemas
de teste com 3 e 5 fungbes objectivo. Nestas circunstancias, e dado o esforco
computacional da determinacdo exacta dos minimos eficientes, Reeves e Reid
afirmam que a relaxagao dos limites inferiores dos minimos, considerando os
valores obtidos a partir da tabela de pay-off, é suficiente para que os métodos
que utilizam esses valores considerem a quase totalidade da regido eficiente.

Por fim, note-se que a tabela de pay-off pode nao ser definida
univocamente, se existirem optimos alternativos eficientes para alguma funcéo
objectivo. Neste caso, o nadir também néo seré Unico, apesar de a solucao
ideal continuar a sé-lo.

2.2. ALGORITMO STEM

Passo 1
Sdo optimizadas separadamente as fungdes objectivo, de modo a
construir a tabela de éptimos individuais (ou de pay-off).

Passo 2

A partir dos valores na tabela de 6ptimos individuais, sao calculados os
pesos Pk. Estes pesos utilizam-se na fase de célculo. Destinam-se a ter em
conta as ordens de grandeza e a gama de valores das fungdes objectivo, no
calculo da solucdo eficiente que minimiza uma distancia pesada de
Tchebycheff a solugao ideal. A saber:



S5 [ n 2
kKK 2 *
- % chj se Zk > O
Zy ;
Bk = B 1 k= 1! P
no—7 | 2
— Tk o se 7,50
kj k
Ny .

(A (B)

onde ng é o menor valor da coluna k da tabela de éptimos individuais.
Relembre-se que este valor ng é uma aproximacdo do minimo da funcédo
objectivo z(x), na regido eficiente.

O factor A destina-se a dar maior importancia as funcées objectivo com
maiores variagdes relativas. O factor B é um factor de normalizacao, usando
a norma L,, dos gradientes das funcbes objectivo.

Passo 3

E definido o conjunto R que contém os indices das funcdes objectivo
relaxadas até a iteracdo actual, inclusive, de acordo com as indicacbes do
agente de decisao, ao identificar os valores satisfatorios, susceptiveis de ser
relaxados até determinados limites. Na primeira iteracdo R=@ e SMW=S, em
que S designa a regiao admissivel.

Os pesos usados na métrica ponderada L.., para a iteragdo actual (h), sao:

0 se keR
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Note-se que 0s ock das fungdes objectivo cujos valores foram relaxados

até a iteragdo h, inclusivé, colocam-se a zero.

Os pesos ocﬁ) sdo normalizados de tal forma que Zock =1, isto é:

k=1

(h)
(h) Oy k

Ol <«
p
Sop

i=1

=1,....p
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Passo 4
Na fase de célculo é resolvido o problema linear de minimizacdo da
distancia ponderada de Tchebycheff a solucédo ideal:

min v

s.a v 2ocf<h)(zi—gk>_<) ,1<k<p

Na fase de didlogo é apresentada ao agente de decisdo a solugao zM =
z(xM), resultante da resolucdo do problema da iteracdo h, onde xM é o ponto
da regiao admissivel reduzida S a que corresponde o ponto z" mais proximo
de z*, de acordo com a métrica ponderada de Tchebycheff.

Passo 5

Se o agente de decisao considerar esta solucdo satisfatéria, o processo
termina com x" como solucéo final.

Caso contrario, o agente de decisdo é chamado a indicar qual a funcao
objectivo zi(x) (R<RU{i}) que esta disposto a sacrificar, e qual a quantidade
maxima A; a relaxar, de modo a tentar melhorar as fungdes cujos valores nao
considera ainda satisfatérios.

Passo 6

Com a informagao recolhida na fase de didlogo, o método prepara a
nova fase de célculo, construindo a nova regido admissivel reduzida através
da introducao de restricdes nos valores das funcoes objectivo. A regido
admissivel reduzida para a iteracdo (h+1) integrara as restricoes:

zi(x)=¢x2 zi(h) —A; (corresponde a funcao objectivo relaxada naiteragdo h)

Z (=g x2z ki

Regressa ao passo 3.

Em resumo, o mecanismo de trabalho do método STEM pode ser
traduzido no seguinte diagrama de blocos:



S - Regiao admissivel original
h=1
Célculo dos o, (", k=1, ..., p

A4

Determinacdo da solucdo de compromisso ndo dominada
(para a iteracdo h) zM, considerando S e o, ™, k=1, ..., p

heh+1 O agente
Actualizar S® e de decisdo quer
oM, k=1; .ci P relaxar o valor de alguma v

funcao objectivo (ainda nao
relaxada previamente),
para tentar melhorar
outra(s)

A

Especificar a fungao objectivo a relaxar e o valor da relaxacao

2.3. COMENTARIOS FINAIS

Embora, na versao originalmente apresentada pelos autores, cada funcao
possa apenas ser relaxada uma vez, e em cada iteragdo sé uma funcéo seja
relaxada, nada impede que estas limitagcdes sejam eliminadas, no sentido de
tornar o método mais flexivel. Deve, no entanto, chamar-se a atencdo para
que, ao alterar a versdo original, o algoritmo perde uma das caracteristicas
essenciais reivindicadas pelos autores. A saber: na versao original o algoritmo
converge para uma solugdo final num maximo de p iteracbes. Esta
caracteristica era essencial a época do desenvolvimento deste método, nao
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s6 devido as limitagbes computacionais, mas também porque era prevale-
cente, nessa altura, a ideia de que os métodos interactivos deviam convergir
para uma certa solucdo éptima. Como se viu na introdugao deste capitulo,
hoje co-habitam métodos com estas caracteristicas, e procedimentos mais
flexiveis baseados na aprendizagem durante o processo de apoio a decisdo.
Quando se faz evoluir o método STEM, flexibilizando o nimero de fungdes
objectivo que se pode relaxar em cada iteracdo, e se permite rever a
guantidade relaxada das funcdes objectivo em iteracdes posteriores, é-se
conduzido a um procedimento do segundo tipo, isto é, a um processo aberto
que s termina quando o agente de decisdo considerar ter obtido uma solugao
satisfatoria. Do ponto de vista computacional, perde-se a relativa simplicidade
da versdo original. Em contrapartida, evita-se a imposicdo de decisdes
irrevogaveis e, em especial, a obrigagado de estabelecer, de forma rigida (sem
possibilidade de reavaliacao), as quantidades a relaxar em cada iteragao.
De entre as caracteristicas deste método, deve ainda salientar-se que é
muito facil de implementar, a partir de um cédigo standard de programagao
linear, e que a pesquisa ndo é limitada a vértices eficientes do poliedro
admissivel (devido ao processo de célculo das solucdes eficientes). Finalmente,
chama-se a atencdo para que, na versdo apresentada, é possivel obter
solugdes fracamente eficientes, por exemplo quando ha éptimos alternativos
de uma ou mais das fun¢des objectivo do problema original. Esta questéo,
ilustrada na figura Ill.7, pode ser ultrapassada através de um processo
semelhante ao que se apresentara na descricdo do método Pareto Race.

2.4. EXEMPLOS ILUSTRATIVOS DO METODO STEM

EXEMPLO 1
Considere-se o seguinte problema, com 2 fungdes objectivo a maximizar:

max z;=3X;+ X

max 2z, = X;+4%;

s.a: —Xy+ X <2
X1+ %X, <7
X1 +2%x, <10

X1,%; 20



Como este problema tem apenas 2 variaveis de decisdo e 2 funcoes
objectivo, pode-se facilmente visualizar tanto o espaco de decisao (figura ll.2),
como o espaco das fungdes objectivo (figura Il1.3).

A
X2 22
C (2.4)
B (4.3)
D
0.2
©.2) z
Z
E A (7.0)
0) >
Figura Ill.2 — Espago de decisdo.
A C'(10,18) 7%(21.18)
Ll AR -
B'(15.16) 3
D
(2.8) z
A'(21,7)
E »
(0,0) Z_‘V 1 51

Figura Ill.3 — Espago das fungdes objectivo.

O método STEM comeca por optimizar individualmente cada uma das
duas funcdes objectivo, na regido admissivel original do problema
multiobjectivo. Com esta informacdo é construida a tabela de 6ptimos
individuais (ou de pay-off). Neste problema, pode ver-se graficamente que
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A (A') é a solugao que optimiza zq, e que C (C') optimiza z;. Assim, a tabela
de pay-off sera:

| Z1 Zy
A 21 7
c’ 10 18

O ponto ideal, z =(z},2)=(21,18):

21-1 1
g, = 21=10 =0.1656
21 \/32+12

. =£(;}=o_mgz

V1P +42

12 iteracao

Seja h o contador de iteracdo. Faca-se h=1.

A regido admissivel da 12 iteracdo S() é a regidao admissivel inicial S.
R=@ (conjunto dos indices das fungdes relaxadas até esta iteracdo, inclusive)

o =P 058
B1+B;
m B,
of = =0.472
27 B +B;

Resolve-se o seguinte problema escalar (que determina a solugdo que
minimiza uma distancia ponderada de Tchebycheff a solucao ideal):

min v
s.a: 0.528 21-(3x;+x,)) < v
0.472 (18—(x;+4x,)) £ v
—Xq+X%; <2
Xy +Xy £7
X1+2%, £10 regido admissivel original S
X;20
X; =20

v=0




Este problema é equivalente? a:
min v
s.a: 1.584x,+0.528x, +v=11.088
0.472X, +1.888x, +v=>8.5

xeS
v>0

A solucao deste problema é x(1=(4.9,2.1), z2"=(16.8,13.3) — ver figura lIl.4.

4 C'(10,18) ,2%(21,18)
B'(15.16) "}
18
PO N
0.528y=0.4728
. 7=10
D'(2.8) A'(21.7)
E' >
(0.0) o

Figura Ill.4 — z" é a solucdo ndo dominada obtida na iteracao inicial.

Suponha-se que o agente de decisdo considera satisfatério o valor de
Z1, nesta solucdo, e que admite piora-lo de uma quantidade ndo superior a
2.8, de modo a tentar melhorar o valor de z,.

Entdao, R={1} e a quantidade de relaxacdo é A,=2.8.

A regido admissivel da iteracao seguinte, S@, é definida a custa das
restricGes originais, acrescidas das restricdes z1 = z;(V — Ay e z; = z,(V, que
correspondem a z;216.8-2.8 e z,>13.3, respectivamente.

Entdo, S©@ serd definida por:

X1+ X; £2
X1+ X, <7 153
X;+2%, <10
3x1+ X, 214
Xy +4x; 213.3
X1,%; 20

2 Algumas discrepancias de valores devem-se ao facto de se apresentarem valores arredondados
a 3 casas decimais, embora se tenham efectuado os célculos com uma precisao superior.



A figura lll.5 mostra a regido admissivel reduzida no espaco de decisao.

22 ITERACAO
h=2,
o) =0 (porque 1€R, ou seja, z1 ja foi relaxada)

oc(ZZ) =1

Resolve-se o seguinte problema:

min v

s.a: 18—(xg+4x,)<v
xeS®?
v=0

A solucao deste problema é x@=(3.6, 3.2) (ver figura IIl.5), com z2=(14,
16.4) (ver figura III.6).
O processo termina com (x@,z2) como solucdo final, visto que o

problema em estudo tem duas fungdes objectivo e h=2.

X2

222 13.3

154 D(©.2)

X1

21214

Figura lll.5 — Regido admissivel reduzida no espago de deciséo.



71 >14
, A cao18) [~ = 7%(21,18)
2 0 e ’ '
f;/"B (15,16)
élzj(zl):/ 700) + 75213.3
13I3 A ==
D'(2,8) z
A(21.7)
£'0.0) = >
:

Figura Ill.6 — Regido admissivel reduzida no espago dos objectivos.

Nota: Suponha-se que o problema anterior era ligeiramente alterado, sendo
agora z; =x1 + 2X;. Esta alteragdo conduziria, ap6és a primeira iteracéo,
a uma situacao do tipo da representada na figura Ill.7. Por existirem
agora Optimos alternativos de z, em S, é possivel obter, na segunda
iteracdo, x@, que, neste caso, ndo é solucao eficiente do problema
original. Relembre-se que a estas solugdes, com as caracteristicas de
x@, se chama solucoes fracamente eficientes.
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Figura Ill.7 — Existéncia de solugdes fracamente eficientes.
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EXEMPLO 2

Considere-se o seguinte problema com 4 funcbes objectivo, duas a
maximizar e duas a minimizar:

maxz; = X;+4x, + X3

maxz, = 2X;+3%, +7X3

min zz =107 +2X; + X3

s.a: X1 +2%; + x3< 60
6x; + 3%, +4x3 <180
Xi+ X+ x3= 10
Xq,Xp,X3 20

Comega-se por optimizar individualmente cada uma das fungdes objectivo,
respeitando a regido admissivel do problema multiobjectivo, o que significa
resolver 4 problemas monocritério. Os valores das funcdes objectivo, para

cada uma destas solucdes, formardo uma linha da tabela de pay-off.
Para este problema, a tabela de pay-off é a seguinte:

|z 2 Z3 s
120 90 60 30
45 315 45 315
10 70 10 70
40 30 20 10

O ponto ideal, z' =(z3,25,25,2,)=(120, 315,10, 10):

g, 120-10 1 }:ozm
120 J12+42+12 '
B, :31;_530 1 ]:0.115
V22 432 172
5, 6010 1 ]=0081
60 (Y102+22472)
B4:31;—510 1 ]=0.136
\/12+12+72



12 ITERACAO

Seja h o contador de iteragao, h=1.

A regido admissivel da 1?2 iteracao SV é a regiao admissivel inicial S.

R=0

) B,

o/ =——=0.394
1 Bi+B, +B3+B4
() B,

oy =—=———=0.210
i Bi+By +B3 +By4
M Bs

oy =———=0.148
’ Bi+PB; +PBs +Bs4

= Pa_ 5oy

- Bi+B, +Bs +Ba

O problema a resolver é:

A solucdo deste problema é x("=(12.058,16.823,14.295), com

min v

s.ar 0394(120—(  x;+4x, + x3)<
0.210(315=(  2%;+3x, +7x3)) <
0.148 (=10 —(=10x; =2%; — X3))
0.247(-10—(= Xy — X3 —7X3))

X1 +2X; + X3

6X; +3X; + 4x3

X1+ X+ X3

X1,X7,%3,V =0

z2\V=(93.647,174.650,168.526,128.945).

Nota: Como ja foi referido, o pior valor da tabela de pay-off, para uma dada
fungdo objectivo, nem sempre corresponde ao pior valor dessa fungao
objectivo na regido eficiente. Esta situacdo é bem visivel neste
problema, em que o pior valor (maximo) para z3, na tabela de pay-off,

é 60, e na solucdo z(" é 168.526.

Vamos utilizar uma versao mais flexivel do método STEM. Esta versao
difere da apresentada detalhadamente neste texto, por permitir a relaxacdo

simultanea de vérias fung¢des objectivo.
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Suponha-se que o agente de decisdo considera satisfatérios os valores
de z; e z3, na solucao obtida na primeira iteracao, e que admite relaxar 15
em z; e 20 em z;, de modo a permitir que os valores de z3 e z4 melhorem
(isto é, diminuam).

Entdo, R={1, 2} e A1=15, A,=20.

A regido admissivel da préxima iteracao S é definida a custa das
restricbes originais mais as restricdes z; > 93.647-15=78.647, z, > 174.650-
20=154.650, z3< 168.526, z4 < 128.945. 52 vira:

X;+2X%+ X3 <60
6X;+ 3%, +4x3 <180
X1+ X+ X3 10
X1 +4x, + X3 = 78.647
2 X1+ 3%, +7%5 2 154.650
10X, +2%, + X3 <168.526
X1+ Xy +7X3<128.945

X1,X2,X3 20
22 ITERACAO
h=2
o =0 =0 (porque 1,2 €R), of) =0.148 e oc(42) =0.247

4
Os oc(jz) sao normalizados, tal que zoc(jz)=1, 0 que conduz a
j=1
o) =0.375 e o? =0.625.
Resolve-se o seguinte problema:
min v
s.ar 0.375(=10—(-10%; —2%;, — X3) <V
0.625(=10—(= X;— X, =7X3) <V
xeS®?

158
v=0

A solugao deste problema é x(@ = (12.058,18.64,10.66) com z? =
(97.283,154.650,168.526,105.309).

Os valores desta solucdo mostram que a relaxacdo em z; nao foi
aproveitada, pelo contrario, o valor de z; melhorou. Para além disso, o valor
de z3 ndo melhorou, mantendo-se igual ao da solucao anterior.



Pode verificar-se experimentalmente que, neste problema, qualquer relaxacao
isolada em z1, a partir da 22 iteracdo, conduz sempre a mesma solucdo z@ (assim
como, qualquer relaxacdo isolada em zy, a partir da 1? iteragdo, conduz sempre
a solucdo zM), o que deixa transparecer uma certa rigidez do método STEM, na
versao original, devido a geometria da regido eficiente.

3. METODO DE ZIONTS E WALLENIUS
3.1. INTRODUCAO

O método de Zionts e Wallenius (1976, 1983) reduz progressivamente
0 espaco dos pesos, de acordo com as preferéncias do agente de decisao,
expressas através das respostas em cada interacgao, a partir de comparagoes
entre pares de solucdes, e de julgamentos sobre as tendéncias de variacao
unitaria, ao longo de arestas, que tém origem na solucdo actual e conduzem
a outras solugdes eficientes. Em cada fase de calculo é optimizada uma soma
ponderada das funcdes objectivo.

Partindo das respostas dadas pelo agente de decisdo, o método introduz
restricdes no espago dos pesos, reduzindo progressivamente o dominio
admissivel para a seleccdo de um novo conjunto de pesos. O processo termina
quando o espaco dos pesos for reduzido a uma regido suficientemente
pequena, de tal modo que se possa identificar uma solugdo final, ou quando
a informacao de preferéncias, expressa pelo agente de decisao, indique que a
solugao actual é a mais interessante. Assim, 0 processo converge para o 6ptimo
de uma funcao utilidade implicita do agente de decisdo, ou mais precisamente,
para o vértice eficiente que conduz ao maior valor para essa fungao. Parte-se
do principio de que as respostas do agente de decisdo, nas fases de diadlogo,
sdo coerentes com essa funcdo utilidade implicita, embora no caso de serem
detectadas incoeréncias (reveladas por o espago dos pesos, depois de reduzido,
ser vazio), haja a possibilidade de eliminar as restricdes mais antigas até o
espaco dos pesos deixar de ser vazio, permitindo a continuacdo da pesquisa.

O estudo deste método exige que comecemos por introduzir algumas
nocdes basicas sobre o método simplex, dedicado a problemas multiobjectivo.
E o que faremos no paragrafo seguinte.
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3.2. ALGUMAS NOCOES BASICAS

O quadro simplex multiobjectivo inicial difere do quadro simplex classico
por incluir uma linha por cada funcdo objectivo, isto é, apresenta a forma
seguinte:

N |1
SIEN

o |lo

emque A=[N]| I]

A (m x (n+m)) — matriz dos coeficientes técnicos aumentada do problema de
programacao linear multicritério. Sem perda de generali-
dade, considera-se que no problema original (com p
funcoes objectivo a maximizar) Nx < b (em que os
elementos de b sdo positivos)3

I (m x m) — matriz identidade

N (m x n) — sub-matriz de A, correspondente as varidveis nao basicas no
quadro inicial (normalmente designada por matriz dos
coeficientes técnicos)

b — vector (m x 1) dos termos independentes das restricoes

Cn — matriz (p x n), em que cada linha é constituida pelos
coeficientes de uma das funcbes objectivo

0 — vector (p x 1), cujos elementos sao 0

0 — matriz (p x m), cujos elementos sdo 0

Relativamente a base B, este quadro pode ser transformado em:

B'N | B'" | BTb
Cg B N—CN] Cg B | CgBlb

em que Cg (p x m) é a parte da matriz [Cy | 0] dos coeficientes das funcoes
objectivo, correspondente as variaveis bésicas.
A matriz dos custos reduzidos, relativa a base cuja matriz é B, é definida por:

W=l CgBN-Cy | Cg87" ]

3 A extensao para o caso geral realiza-se de forma idéntica ao que se passa em programacao
linear monocritério.



Uma varidvel ndo basica x; diz-se eficiente, em relacdo a base eficiente
cuja matriz é B, se e s se existir um A€ A tal que AW=0 e AW, ;=0 (em
que W, éa coluna de W, correspondente a X;).

Entdo, o custo reduzido de X; pode ser anulado, na linha dos custos
reduzidos de um problema max {A C x}, em que as restricdes sdo as do
problema multicritério original. Nestas circunstancias, garante-se a existéncia
de uma regiao de indiferenca adjacente a actual, interior ao espago dos pesos,
e, portanto, eficiente. Este procedimento corresponde a tornar basica x;.

Assim, tornar basica uma varidvel ndo basica eficiente corresponde a um
deslocamento ao longo duma aresta eficiente.

Este resultado sera mostrado a partir de um exemplo.

Nota: Os resultados seguintes sdo uma consequéncia do que acaba de ser
dito, e da teoria associada a programacao linear monocritério. A saber:
se x; for uma varidvel ndo basica eficiente, relativa a uma base eficiente
cuja matriz é By, qualquer pivotacao admissivel associada a x; conduz
a uma base eficiente adjacente (cuja matriz é By)*.

Lembre-se que B é eficiente se for admissivel e FA € A;AW 20.

Se a pivotacdo, que conduz a passar de By para B;, for nao
degenerada, os vértices correspondentes a By e B, sdo diferentes, e a
aresta que os liga é eficiente.

Exemplo
Considere-se o seguinte problema:

3 1 2 1] |™
maxCx=|1 -1 2 a| |®
X3

15 12
X4

2%+ Xy +4x3 +3%x4 <60 I

s.ar 33X +4X, + X3+2%x4 <60 5 161
Xq,X9,X3,X4 2 0

1
Faca-se, por exemplo, A;=A, =A3 ==, e calcule-se a correspondente

3
base eficiente.

4 Para além do que se estudou no capitulo I, também sdo admissiveis pivotagoes em que o
elemento pivot é negativo, desde que corresponda a uma varidvel bésica nula.



O quadro simplex 6ptimo de manLC X é:
Xe

X1 X2 X3 X4 X5 X6
X4 % 0 3/ 1 2/ 10 18
X2 5 1 4 0 /s 3/10 6
1 0 1 0 3/s 415 52

Se se actualizar uma linha de custos reduzidos por cada uma das fun¢des
objectivo (z1,23,23), pode-se acrescentar trés linhas ao quadro anterior. Isto é:

2 0 -1 0 /s /s 24
% 0 B 0 s 1o 66
B 0 1/ 0 s 3/10 66

Entdo, considere-se a sub-matriz de W (correspondente as varidveis nao

basicas):
X1 X3 X5 Xg
o o 1 Twy
5 5
19 9 _7
2 2 5 “10|"d j=1,3,56
— 9 1 1 13
162 |2 2 5 10 W3

ie{12,3 . N ;
em que Wij(je{{1 5 5}6}J é o decréscimo da fungado objectivo ¢x, devido a

activacao unitaria da variavel nao basica x;. Vamos verificar se, por exemplo,
X3 é eficiente.



Com este intuito, formula-se e resolve-se o seguinte problema auxiliar:

. 9 1
min [—7\.1+E XZ—E l3]
S. a. 1 9

1 9 1
g)\q‘*‘g)\z —§7\.3 20

1. 7. 13

A — A, -2, 20
sM— oM tyghs
7\.1+7\.2 +}\43=1

Ay =0, 20,45 20

A justificagao deste procedimento decorre da exposicao que se segue.

Para a base obtida quando se considera a funcao objectivo soma pesada,
com Aq=Ay=A3="/3, as restricoes que definem a respectiva regido de
indiferenca (calculadas pelo processo estudado anteriormente, tendo em
conta W e a definicdo de base eficiente) sao:

1 9
2% +§x2 +E7»3 20  (corresponde a x1)
9 1
3 +E A, = A3 20 (corresponde a x3)

%M +§7»2 —%M 20 (corresponde a xs)

7 13

ﬁxz +ﬁ7”3 >0 (corresponde a Xg)

5h-

Para definir a regiao de indiferenca, acrescentam-se, ainda, as seguintes
restricoes: A+Ax+A3=1 e Aq,A2,A320. Neste caso, fazendo A3=1-A1—A,, obtém-
-se a regido de indiferenga assinalada na figura II.8. As restricées o, B e vy
correspondem as variaveis nao basicas Xg, X1 € X3, respectivamente. A restricao
8, correspondente a xs, é redundante.

E agora facil perceber que o problema formulado, para testar se X3 €
eficiente, corresponde a excluir a restrigéé associada a x3 (mantendo as
restantes restricdes), minimizando-se em seguida o primeiro membro da
restricao associada a x;, neste novo dominio. Se o 6ptimo é negativo, é
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possivel deixar a regido de indiferenca pela aresta eficiente do espago de

decisao, que corresponde no espaco dos pesos ao lado do poligono,

assinalado a traco grosso, que limita a regido de indiferenca (figura III.8).
E-se conduzido a um vértice eficiente, cuja regido de indiferenca é adjacente

a anterior, sendo comum o lado do po

fgono referido. A resolucdo do

problema auxiliar atrds formulado destina-se a efectuar este teste. Para as
restantes variaveis procedia-se de forma semelhante.

Nota 1:

Nota 2:

Y \ \ >

T N -
9

Figura Ill.8 — Regido de indiferenca no espago dos pesos.

Se todos os wj, para uma dada varidvel, x; a testar, forem positivos,
pode-se concluir de imediato que xj ndo € uma variavel eficiente.
E desnecessério resolver qualquer problema auxiliar.

No método de Zionts e Wallenius (como é proposto desde a
apresentacdo do método, em 1976), uma varidvel ndo basica é
definida como eficiente, quando ao tornar-se basica conduz a uma
base adjacente eficiente. Neste texto, alteramos esta nogao, visto que
é possivel que a varidvel ndo basica ndo seja eficiente e a base a que
conduz, quando se torna bésica, o seja. E o que se passa com a
variavel xs, no exemplo anterior, em que se é conduzido a uma base
eficiente através de uma aresta nao eficiente. Em De Samblanckx
et al. (1982), utilizando o mesmo exemplo, é mostrado, em
pormenor, 0 que se passa quando xs se torna basica.



3.3. ALGORITMO DE ZIONTS E WALLENIUS

Segue-se o algoritmo apresentado em Zionts e Wallenius (1983).
Um estudo detalhado deste algoritmo encontra-se em Steuer (1986).

Passo 1

p
Escolhe-se um vector de pesos L(” eA=iLeR"A, > O,Ekk =1
k=1
(espaco dos pesos original), e resolve-se o problema de programacao linear:

Obtém-se uma solucéo basica eficiente x("), que tem como imagem, no
espaco dos objectivos, o vector ndo dominado z(" = C x(.

Embora possa ser escolhido qualquer vector de pesos inicial, 7_L(1) €A,

11 1
adopta-se geralmente o ponto central de A:ED =(555)

Passo 2
O conjunto das varidveis nao basicas eficientes é dividido em dois sub-
conjuntos, A e B:

— A designa o conjunto das varidveis nao basicas eficientes que, quando
se tornam baésicas, dao lugar a vértices eficientes possiveis de alcancar
a partir de um vector de pesos A e A" (onde h é o indice da iteracao).
Na primeira iteracio A" = A .

— B designa o conjunto de varidveis ndo basicas eficientes que ndo estao
em A.

Nota: Para se poder determinar vértices eficientes adjacentes de >_<(h), é
necessario saber quais as varidveis ndo basicas que sao eficientes (uma
variavel ndo bésica diz-se eficiente quando, ao tornar-se basica, conduz
a um vértice efiente e, para além disso, a aresta que une os dois
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vértices também ¢é eficiente). A rotina de teste, para verificar se uma
variavel nao basica é eficiente, proposta por Zionts e Wallenius (1980),
constitui uma variante (mais eficaz) do procedimento que apresentdmos
anteriormente. Permite calcular as varidveis ndo basicas eficientes para
a base associada a solucdo actual x(h), bem como construir os conjuntos
A e B.

Faz-se o conjunto I=A.

Passo 3

Determinam-se as solucbes basicas eficientes adjacentes a g(h), tornando
basica (a partir do quadro simplex multiobjectivo) cada uma das varidveis ndao
basicas eficientes, que pertencem a |.

Temporariamente, nao sao considerados os vectores de valores das

. i d ~ ; - o h
funcées objectivo z°” que nao sejam suficientemente distintos de g( ),

Considera-se que dois pontos no espaco dos objectivos, gadj e ;(h), Sao
suficientemente distintos, se houver uma diferenca minima de 10% em pelo
menos um dos valores das fungdes objectivo (de modo a evitar que se torne
dificil a escolha entre duas solucdes, com valores muito parecidos para todos
os objectivos). A fixacdo desta percentagem podera variar de acordo com as
circunstancias. Aqui adoptamos a percentagem indicada por Steuer (1986).

Para cada ponto ;adj, suficientemente distinto de z(h), 0 agente de decisao
é chamado a efectuar comparacbes par a par, e a expressar as suas
preferéncias, de acordo com as seguintes respostas:

. . - . dj h
1.5im (se 0 agente de decisdo prefere a solucdo adjacente z°* a z( )).

2.N&o (se o agente de decisao prefere ;<h) a 2%,

3.N&o sabe (se 0 agente de decisdo ndo consegue expressar uma preferéncia).

As comparacdes par a par podem ser efectuadas para todos os ;adj,
suficientemente distintos de ;(h), ou apenas até a obtencdo de uma resposta
afirmativa (isto é, até se identificar um gadj que o agente de decisao prefere
4 Z(h))~

Se 0 agente de decisdo preferir uma solucdo adjacente z°, em relacio
a solugao actual ;(h), aquela solucao é guardada e segue-se para o passo 7.



o . = a
Note-se que podem existir mais do que uma solucdo z .
- ~ a
No caso de ndo haver nenhuma solucdo z°, prossegue-se com o passo 4.

Passo 4

Chega-se a esta situagao porque ndo existe qualquer solucao adjacente
(suficientemente distinta), em relacdo a solucdo actual, que seja preferida.
Da-se, entdo, ao agente de decisdo a possibilidade de avaliar o interesse de
tendéncias de variagao unitdria (trade-offs) ao longo de arestas eficientes, que
conduzam a vértices adjacentes nao suficientemente distintos do actual.

Relativamente ao conjunto |, sdo gerados os vectores que representam
as tendéncias de variagdo unitaria (ao longo de arestas eficientes®), para
todas as varidveis ndo basicas eficientes sobre as quais o agente de decisao
nao foi chamado a pronunciar-se no passo 3 (por conduzirem a solucdes
eficientes adjacentes nao suficientemente distintas, para efectuar compara-
coes par a par).

Cada vector de tendéncias de variacdo unitaria (w = W, ;.
varidvel ndo basica eficiente®) é avaliado pelo agente de deciséo, que expressa
as suas preferéncias, através das seguintes respostas:

onde Xx; é uma

1. Sim (se o agente de decisdo aceita a tendéncia de variacao);
2. Nao (se o agente de decisdo ndo aceita a tendéncia de variacao);

3. Nao sabe (se o agente de decisdo ndo consegue decidir).

Se 0 agente de decisdo aceita uma tendéncia de variacdo associada a
uma aresta nao limitada, o método termina com uma solucdo néo limitada.

Se 0 agente de decisdo aceita pelo menos uma tendéncia de variacao,
correspondente a uma aresta limitada, segue-se para passo 7; caso contrario
prossegue com o passo 5.

5 Note-se que nao sao investigadas tendéncias de variacao ao longo de arestas nao eficientes,
mesmo que conduzam a vértices eficientes (ver de Samblanckx et al., 1982).

6 No quadro Simplex, a coluna de W, correspondente a uma variavel nao bésica eficiente, indica
as variacdes das funcoes objectivo, por unidade dessa varidvel nao basica, quando ela se tornar
basica. Deve ainda notar-se que, utilizando o quadro simplex, como foi introduzido neste trabalho,
os valores positivos representam decréscimos.
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Passo 5

Chega-se a esta situacao porque ndo existe qualquer solugao adjacente
(suficientemente distinta, em relacéo a solucao actual) preferida pelo agente
de decisdo quando a compara com a actual, e porque nao sao julgadas
interessantes as tendéncias de variacdo unitaria, ao longo de arestas que
conduzem a vértices eficientes adjacentes (ndo suficientemente distintos do
actual). Da-se entdo a possibilidade ao agente de decisdo de identificar arestas
ao longo das quais é considerado interessante deslocar-se, embora os vértices
a que estas conduzem nao tenham sido preferidos relativamente a solucao
actual (de acordo com as respostas dadas nas comparacbes par a par).

Entdo, relativamente ao conjunto I, o agente de decisdo é chamado a
especificar se aceita alguma tendéncia de variacdo associada a arestas que
conduzem a vértices eficientes adjacentes a solucdo actual, que ndo foram
preferidos no passo 3.

Cada vector de tendéncias de variacdo unitaria nestas condicbes é
avaliado pelo agente de decisdo, que expressa as suas preferéncias através
das respostas seguintes:

1. Sim (se o agente de decisdo aceita a tendéncia de variacéo);
2. Nao (se o agente de decisdo ndo aceita a tendéncia de variacdo);

3. Nao sabe (se 0 agente de decisdo nao consegue decidir).

Se 0 agente de decisdo aceita pelo menos uma tendéncia de variagao,
vai-se para 0 passo 7; caso contrario, prossegue-se com o passo 6.

Passo 6

Chega-se a esta situagdo porque ndo existe qualquer solugao adjacente
preferida em relagdo a solucao actual, nem séo julgadas interessantes quaisquer
tendéncias de variacdo ao longo de arestas com origem na solugdo actual.

Se I=A, significa que foram examinadas todas as variaveis ndo bésicas
eficientes, que geram as solucdes eficientes alcangaveis na regido do espaco
dos pesos actual A" Faz-se entdo |=B, para ser examinado o outro sub-
-conjunto de varidveis ndo basicas eficientes, e volta-se ao passo 3. Deste
modo, permite-se que sejam examinadas todas as varidveis nao basicas



eficientes, correspondentes a todas as arestas eficientes que partem de >_<(h),
mesmo que conduzam a vértices eficientes impossiveis de alcangar em AP
(ou seja, incoerentes com as respostas anteriores do agente de decisao).

Se =B, significa que j& foram examinados todos os vértices adjacentes
a solugao actual, e todas as tendéncias de variacdo ao longo das arestas
eficientes, com origem na solucdo actual. Como as respostas em relacao a
estas questdes foram “ndo” ou “nao sabe”, a solucdo final é >_<(h), e a sua imagem
no espaco dos objectivos g(h). Neste caso, a execucdo do método termina.

Passo 7

Chega-se a esta situagdo porque existem respostas positivas em
comparacdes par a par (no passo 3) ou na avaliacao de tendéncias de variacdo
unitaria (nos passos 4 ou 5).

Introduzem-se restricbes no espaco dos pesos, baseadas nas respostas
do agente de decisao relativas as comparacdes par a par (no passo 3), e a
avaliacdo de tendéncias de variacdo unitdria (nos passos 4 ou 5).

Cada comparagao par a par, entre ;adj e ;(h), apresentada ao agente de
decisdo no passo 3, gera uma restricdo no espago dos pesos (excepto para
as respostas “ndo sabe”, pois este caso ndo da origem a restri¢des). A saber:

M;adj —g(h))2£ para cada resposta afirmativa

(isto é, o agente de decisao prefere gadj a ;(h)),
L(;adj —g(m)s—e para cada resposta negativa

(isto é, o agente de decisao prefere ;(h) a ;adj),

em que € é um valor positivo muito pequeno. Utilizam-se estas desigualdades, em
vez de desigualdades estritas com segundo membro nulo, por razées numéricas.

Cada avaliacao de tendéncias de variacdo unitéria (passos 4 e 5) da lugar
a uma restricdo no espago dos pesos. A saber:

Aw=>ge para cada resposta negativa
(isto é, o agente de decisdo nao aceita a tendéncia de variacao),

A W <—¢ para cada resposta afirmativa
(isto é, o agente de decisdo aceita a tendéncia de variacao).
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h+1)

Constréi-se o espaco dos pesos reduzido A™", a partir de A",

acrescentando as restricdes aqui geradas.

Passo 8
. he1 < ] ,
Determina-se um ponto L( e A Se nao & possivel determinar
h+1 . . - . - .
&( ’ ), ou seja A"V =257 vai-se eliminando, do conjunto de restrigdes activas

(que delimitam o espaco dos pesos reduzido), as mais antigas, até A ger
nao vazio.

Para determinar um ponto L(
programacao linear, por forma a que L(h”) seja 0 ponto que maximiza o
menor desvio (slack), nas restricbes do espaco dos pesos que definem Al
(ver exemplo).

h+1
e A"V resolve-se um problema de

Passo 9
h+1 .
Usando L( " ), resolve-se o problema ponderado de programacao linear:
(h+1)
max A 'Cx
s.a:  Xe€S

: o b .
Obtém-se uma nova solugao eficiente >_<( ), que tem como imagem no

espaco dos objectivos ;(b).

Passo 10

Nesta situacdo, o agente de decisdo é chamado a expressar as suas
preferéncias entre a nova solugao ndo dominada g(b) (obtida no passo 9, com
um conjunto de pesos central do espaco reduzido) e ;(a) (preferida a g(h), nas
comparagdes par a par, no passo 3) se esta existir. Note-se que, se no passo
3 houver mais do que um ;(a) seleccionado, tem que se escolher entre estes

o} g(a) preferido.

@ ... - ; (a) (b)
Se Z existir, e 0 agente de decisao conseguir escolher entre 2 e 2,
adiciona-se ao espaco dos pesos a restricdo correspondente a essa preferéncia

(L(;(b) —g(a))ZE, ou L(z(b) —;(a))S—e), e designa-se a solucao preferida por

7 Pode acontecer que, devido a alteraces no sistema de preferéncias do agente de deciséo, ou
por engano deste, surjam incoeréncias nas restricoes impostas nos pesos, de tal forma que AM+D=.



h+1
Z(

decisdo nao conseguir manifestar uma preferéncia entre z
(h+1) _ _(b
z z

. Segue-se para o passo 11. Caso contrario, isto é, se o agente de

b
@ e z( ), faz-se

). Prossegue-se com o passo 11.

@ . . , (h) .
Se z ' nao existir (nenhuma solucéo foi preferida a z' *, nas comparacoes
par a par, no passo 3), podem ocorrer duas situagoes:

(i)

(ii)

b) , . _ h -
z( ) & preferida em relacéo a z( A restricdo correspondente a essa

preferéncia &(;(b) —z“")z € ¢ adicionada ao espaco dos pesos e g(b) é
a nova solucao actual, isto é: g(hH) = ;<b). Prossegue-se com o passo 11.
g(h) ¢ a solucao preferida. Neste caso o método termina com a
solucdo actual >_<(h) (cuja imagem no espago dos objectivos é g(h))
como solucao final. Note-se que poderdo eventualmente existir
melhores solucoes (de acordo com a funcdo utilidade implicita do
agente de decisdo) sobre uma face eficiente, uma vez que o método
apenas calcula vértices da regiao admissivel, devido ao tipo de funcao
escalarizante usada.

Passo 11

. (a)
Caso existam, X e z

@ s&0 abandonadas e o espaco dos pesos reduzido

A"V inclui as novas restricdes que tenham sido introduzidas no passo 10.
Faz-se uma nova iteracdo (h«—h+1, voltando-se ao passo 2) a partir da nova
solucdo actual, considerando o espaco dos pesos reduzido.

Nota: A possibilidade de incoeréncia entre as restricdes no espaco dos

pesos, correspondentes as respostas do agente de decisdo, e o
facto de o comportamento do método, nestas circunstancias,
consistir na eliminagdo das restricdes mais antigas (para evitar que
0 espaco dos pesos reduzido seja vazio), levaram Ramesh et al.
(1989) a propor uma modificacdo ao método de Zionts e
Wallenius, no sentido de evitar a perda de informacao sobre a
estrutura de preferéncias do agente de decisdo, obtida a partir das
suas respostas.

171



172

3.4. DIAGRAMA DE BLOCOS ESQUEMATICO DO METODO DE ZIONTS E WALLENIUS

Construcdo duma primeira soma
pesada das func¢des objectivo

A 4

Resolugdo do problema escalar obtido
para determinar a primeira solucao

>

\ 4

e inclusdo de novas restricoes
no espaco dos pesos,
correspondentes as
comparagdes que levam a
seleccdo da nova solucdo

e substituicdo da antiga
solucdo pela nova solucdo

— Determinagdo das variaveis ndo basicas eficientes

— Verificar se héa solucbes basicas eficientes
adjacentes, preferidas em relacdo a solucéo
actual, ou se ha tendéncias de variacao de
fungdes objectivo (trade-offs), ao longo de
arestas eficientes que partem da solugdo actual,
aceitaveis

A

A 4

Construgao de restricbes no espaco dos pesos
a partir das respostas obtidas no bloco anterior

A 4

Construcdo duma nova fungao soma pesada e
determinacao da respectiva solugao éptima.
Comparagao desta solugdo com a preferida até
esta fase do processo

l

A solucao
actual com que

iniciamos esta iteragao

Nao é a preferida?




3.5. COMENTARIOS FINAIS

Trata-se de um método baseado na existéncia de uma funcéo utilidade
implicita do agente de decisdo. O processo interactivo consiste na procura
indirecta (j& que a fungao utilidade nao é conhecida), através dum protocolo
de didlogo com o agente de decisdo, do 6ptimo, ou de uma aproximacao
do 6ptimo, da funcdo utilidade implicita. Como o processo de célculo sé
permite obter solugbes basicas eficientes, a aproximacdo encontrada esta
restringida a este tipo de solugdes. Do ponto de vista cognitivo, as questdes
dos tipos comparacdo par a par de alternativas e avaliacdo de trade-offs, nao
sdo faceis para o agente de decisdo, mesmo admitindo que o processo é
mediado por um analista conhecedor dos aspectos técnicos envolvidos.

Em particular, no que se refere a avaliacdo de variacdes dos valores das
funcdes objectivo, devido a activacdo unitaria duma variavel eficiente, deve
notar-se que se vai aceitar ou negar um pequeno deslocamento ao longo
duma aresta, desconhecendo o seu comprimento, e, portanto, o vértice
eficiente que se encontra na sua extremidade.

O numero de programas lineares a resolver é, em geral, muito elevado,
tratando-se, portanto, dum método muito pesado do ponto de vista
computacional.

Por fim, saliente-se que cada resposta do agente de decisao (exceptuando
guando evita intervir, dizendo que “nao sabe"”) corresponde a introduzir uma
restricdo dicotémica no espaco dos pesos. Percebe-se que ndo se trata de
questdes faceis, j4 que uma resposta errada leva a exclusdo de.toda a sub-
-regido do espaco dos pesos, que deveria ser explorada nas fases posteriores
do uso do método. O problema agrava-se, visto que o nimero de questdes
deste tipo é sempre muito elevado. Nestas circunstancias, apesar de ser
possivel corrigir certo tipo de erros, o método, no essencial, exige coeréncia
das respostas do agente de decisdo com a sua funcdo utilidade implicita.

3.6. EXEMPLO ILUSTRATIVO DO METODO DE ZIONTS E WALLENIUS

Considere-se o seguinte problema de programagao linear com 3 fungoes
objectivo a maximizar:
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max  z;=3X;+ X, +2X3+ X4
maX z, = X;— Xy +2X3 +4%,

maX  Zz =—X;+5%; + X3 +2X,

S. a:
2Xq + Xy +4xX3 + 3%, <60
3% +4X; + X3 +2Xx4 <60
Xy 42Xy +3%3 +4x, <50
X1,X2,X3,X4 20
12 ITERAGAO
Passo 1

Seja h o contador de iteracbes: h=1.

Calcula-se uma primeira solucao basica eficiente, através da optimizacao
de uma soma ponderada das funcdes objectivo. Por omissao, consideram-se
0s pesos que representam o ponto central do espaco dos pesos, isto é:

A1=(0.333,0.333,0.333). O problema a resolver é:
max  0.333 (3x; +X, +2%3 +X,) (P1)

+0.333 (X7 = X5 +2X%3 +4X,)
+0.333 (=X; + 5%, + X3 +2X4)

S. @l 2%y +X, +4%3 4+ 3%, <60

3%y +4X; +X3 +2%4 <60
X1 +2X%; +3%3 +4x, <50
X1,X2,X3,X4 20

174 A solucao >_<(1) =(0,11.67,0,6.67) é optimadde (P,1) e é eficiente do
problema multiobjectivo, tendo como imagem no espaco dos objectivos
2" =(18.33,15.00,71.67).

8 Todavia, xV) ndo ¢ a unica solucdo que optimiza (Py1), como se pode verificar no respectivo
quadro simplex.



O quadro simplex 6ptimo de (P,.), relativo a x? (onde

as variaveis desvio associadas as restricoes), é:

X5,Xg € X7 Sa0

1 1667 1667 2333 0 0 0

c Xg X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 xs|1667 0 1667 0O 1 0167 -0.833 28333
1667 x, [0833 1 -0167 0 0 0333 -0.167 |11.667
2333 x, |-0167 0 0833 1 0 -0.167 0333 | 6.667
z} -] 2333 0 1333 0 0 0167 0.167 |18.333
Z-c§ 2.5 0 1.5 0 0 -1 15 15
z-c 4833 0 -0.167 O 0 1333 -0.167 |71.667

zj ¢ 0 0 0 0 0 0167 05

A regido de indiferenca da solugao 1 (figura Ill.9), no espago dos pesos,
é definida por:

com Az{LeEKs:?Li >0, i=1,....3;

w

~1.333A,+1.54, — 0.167A5
0.167h; — A, +1.33325
0.167A; +1.54, —0.167%5

AeA: —2.333%, —2.5A, +4.833%3 20

A solucéo ",2") & dada a conhecer ao agente de decisdo.
w2

W3

W1

Figura IIl.9 — Regido de indiferenga da solugéo 1.
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Passo 2
A matriz dos custos reduzidos, relativos as variaveis nao basicas (X1, X3,
Xe € X7) da solucao (x(, z(1), é:

-2.333 -1.333 0.167 0.167
W=| =25 1.5 -1 1.5
4833 -0.167 1.333 -0.167

O conjunto das variaveis nao basicas eficientes é dividido em dois sub-
conjuntos:
A — variaveis nao basicas eficientes que geram solugdes ndao dominadas,
possiveis de alcancar a partir de vectores de pesos pertencentes a A
B — varidveis nao basicas eficientes que nao pertencem a A.

Como A" =A (porgue ainda nao foi introduzida nenhuma restricdo nos
pesos), todas as varidveis eficientes pertencerdo a A e B=(@.

Para determinar as varidveis nao basicas eficientes é aplicada a rotina de
Zionts-Wallenius (Steuer, 1986, cap. 9) a matriz W (como se disse, trata-se
de uma variante mais eficaz do processo apresentado neste texto).

Apbs a aplicacdo desta rotina, chega-se a conclusdo que, de entre xy,
X3, Xg € X7, apenas Xy, X3, Xg sao eficientes (correspondentes as 12, 22 e 3°
colunas de W). Neste caso, o facto de x7 nao ser eficiente pode observar-se
directamente na matriz W. Se se comparar a coluna de x3 com a coluna de
X7, verifica-se que apenas a 12 componente é diferente (-1.333 para xz e 0.167
para x7), 0 que significa que tornar bésica x3 tem impactos em z, e z3 iguais
aos resultantes de tornar basica x7. Contudo, em z; hd um aumento de 1.333
por cada acréscimo unitério de x3, enquanto que se for x; a tornar-se basica,
ha uma diminuicdo de 0.167 por cada acréscimo unitario desta variavel.

A={x1, X3, Xe}

Faz-se I=A.

Passo 3
Geram-se, sequencialmente, todas as solugbes eficientes adjacentes a
(xM,zM), correspondentes ao conjunto |.



5 P adjt —
o Torna-se basica x; e obtém-se z°* = (51, 50, 4). Esta solucado é apresen-
- T Z K adjl
tada ao agente de decisdo, que indicara a sua preferéncia entre z
= m
e a solucdo actual, z .
Suponha-se que o agente de decisdo, reflectindo uma atitude de
inseguranca, hesitacdo ou mesmo ignorancia em relacao a questao que

lhe é colocada, ndo sabe qual das duas solucoes prefere,

. , B dj2
e Torna-se basica xg, € obtém-se a solucdo ga e (12.5, 50, 25).
Suponha-se que, neste caso, a resposta do agente de decisdo é nao,

. 2 .. ~ 1
isto é, o agente de decisdo prefere a solucdo z().

£ 4 2 adj3
e Torna-se basica x3, e obtém-se a solucdo z P = (29, 3, 73).
Suponha-se que, neste caso, a resposta do agente de decisdo é sim,
; . - adj3
isto é, prefere a solucdo z ¥,

Como o agente de decisao preferiu uma das solugdes adjacentes, segue-
-se para 0 passo 7, e ga=(29, 3, 73) é candidata a solucao preferida, na parte
final da iteracdo em curso.

Passo 7
Introduzem-se restricdes no espago dos pesos, baseadas nas respostas
do agente de decisdao em comparacdes par a par (passo 3):
A primeira resposta é nao sabe, isto é, o agente de decisdo nao consegue
- A (1) adjt 2
exprimir a sua preferéncia entre z e z°'; portanto, nio lhe corresponde
qualquer restricdo no espago dos pesos.
Z = . 2 -~ = a
A segunda resposta é ndo, isto é, o agente de decisdo nao prefere z

1 " \ -
a z(); portanto, da lugar a restricdo:

dj2

| | 18.33] [12.5
r @ -2 e o [Mnns]|] 15 || 50 ||2e,
71.67| | 25

em que & tem valor positivo muito pequeno.

. A - dj3 1
A terceira resposta é sim, isto é, o agente de decisao prefere z°™ a g( ).

portanto, da lugar a restricdo:

’

| 29] [18.33
r @% -2 2e o [MAayns] || 3 |- 15.00] |2,
73| |71.67
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A figura IIl.10 mostra as restricoes

W2

introduzidas no espagco dos pesos.

z(1) ¢ preferida zadi3 ¢ preferida

az(m

™3 ™1

Figura IIl.10 — Restrigdes introduzidas no espago dos pesos no passo 7 da 12 iteragdo.

O espaco dos pesos actual, A? ¢ formado a partir de AV = A | acres-
centando-se as restricdes acabadas de introduzir nesta iteragao.

Passo 8

Determina-se um ponto?® L(Z) e A? no espaco dos pesos reduzido.

Para tal, resolve-se o problema que maximiza o menor desvio das restricdes
que definem A?:

max 0
sa g+ A, + A3 =1
Aq -02>¢
}\42 —-02>¢
Ay —02¢

5.83L,—35A, + 46.67A; —0>¢

10.670, =124, + 13315 —02¢
0>0

em que € é uma constante positiva muito pequena.

9 Note-se que, para obter um ponto central no espaco dos pesos reduzido seria necessario
proceder a uma normalizagdo prévia dos coeficientes das restricdes no problema auxiliar.



A solucao deste problema é L(Z) =(0.354,0.323,0.323), com 6=0.323.

Passo 9

Usando 7_L(2), resolve-se o problema linear (soma ponderada):
max  0.354(3%; + X, +2X3 + X,) (P2)

+0.323( Xq — Xy +2x%3 +4X%4)
+0.323 (=X, +5%; + X3 +2X,4)

S.a: 2X;+ Xy +4X3+3%x, <60

3%y +4X, + X3 +2X, <60

X1 +2X; +3%3 +4x, <50
X1,X2,X3,X4 20

) _

A solucdo obtida & x® =(14.5,0,2.5,7), com 2 =(55.5,47.5,2).

Passo 10

A solugao (g(b),g(b)) é apresentada ao agente de decisdo, que a compara
com (>_<(a),g(a>), e exprime a sua preferéncia.

Suponha-se que o agente de decisdo prefere (x

E, entdo, introduzida uma nova restricdo no espaco dos pesos A2

(ver figura lll.11a):

2Py,

55.5] [29
[Lingas]| |475]-] 3 | |2e
2 | |73

179
Passo 11

Vai comecar uma nova iteracdo, h=2, em que a nova solucao actual é
@ _@ (b) _(b)
x",z7)=(x".z2").
O espaco dos pesos reduzido, A2 & agora definido pelas restricoes
originais, e pelas que foram introduzidas nos passos 7 e 10 (figura lll.11b).
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™3 Wi

Figura Ill.11 — Solugbes calculadas e restricoes introduzidas no espago dos pesos na 12 iteragdo.

22 ITERACAO

Passo 2
O quadro simplex 6ptimo de (sz), relativo a X
as variaveis desvio das restricoes), é:

@ (onde X5,Xg€ X7 S0

1.061 1646 1677 2293 0 0 0

<t X X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7
1677 x5 | 0 -1 1 0 05 -025 -025 | 25
1061 x| 1 1 0 0 01 035 -025 | 145
2293 x| © 1 0 1 04 01 05 7
z} -¢j 0 1 0 0 09 065 -075 | 555
Z-c 0 4 0 0 05 025 125 | 475
z-¢ 0 -5 0 0 04 04 1 2
2; 0 0031 0 0 0028 0.182 0461

Corresponde-lhe a matriz dos custos reduzidos:

1 09 065 -0.75
W=4 -05 025 125
-5 -04 -04 1



relativa as varidveis ndo basicas Xz, xs, X € x7. Apods a aplicacao da rotina
de Zionts-Wallenius a matriz W, chega-se a conclusdo de que, de entre x,,
Xs, X6 € X7, apenas Xu, Xs € Xy (correspondentes as 12, 22 e 42 colunas de W)
sdo eficientes.

Para determinar se x, deve pertencer ao conjunto A ou ao conjunto B,
basta verificar se o sistema constituido pelas desigualdades de A? | mais

1
[k1 Ay X3] 4 |<e (com & muito pequeno, por exemplo, 10°%), admite, ou
-5

ndo, solugao. Se admitir solugdo, x, pertence a A, caso contrario, pertence
a B. Este teste pode ser feito usando a 12 fase do método simplex. O processo
repete-se para xs e xy. Neste caso, A={x,, x7} e B={xs}, ou seja, em relacdo a
solucdo actual, se se tornar basica x; ou x7, é-se conduzido a vértices
eficientes possiveis de alcancar a partir de A? (Note-se gue ndo acontece
0 Mesmo com Xs).

Faz-se I=A.

Passo 3 (para I=A)
Geram-se, sequencialmente, todas as solugbes eficientes adjacentes a
2 2 "
(>_<( ),g( )), correspondentes ao conjunto |.

di —_—_—
" = (48.5, 19.5, 37). Esta solucao é
apresentada ao agente de decisao, que indicard a sua preferéncia entre
j - 2
gad“ e a solucao actual, g( ).
(2)

Suponha-se que a resposta do agente de decisdo é nao, isto é prefere z*'.

e Torna-se basica x, e obtém-se z

e Torna-se basica x; e obtém-se ;adjz = (66, 30, -12).

Suponha-se que o agente de decisdo nao sabe qual das duas solugdes
2 adj2
prefere, g( ) ou z =

Passo 4 (para I=A)

Apesar de ndo ter sido preferida nenhuma solugdo adjacente a g(Z), durante
0 passo 3, ja foram avaliadas todas as solugdes basicas eficientes obtidas a partir
do conjunto | (porque todas as solugdes adjacentes sdo suficientemente distintas
da solucdo actual). Sendo assim, avanca-se para o passo 5.
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Passo 5 (para I=A)

Neste passo, da-se a possibilidade ao agente de decisdo de identificar
arestas ao longo das quais sdo considerados aceitaveis tendéncias de
deslocamento a partir da solucdo actual. Isto, apesar de os vértices a que
conduzem nao terem sido preferidos em comparacdo com a solucdo actual,
Nno passo 3.

Relativamente ao conjunto |, o agente de decisdao é chamado a avaliar
as seguintes tendéncias de variacdo (trade-offs):

e trade-off (1, 4, -5), coluna de x, em W: significa que, por cada unidade

que é activada da variadvel ndo basica xp, hd uma diminuicdo de 1 em
Z1, uma diminuicdo de 4 em z;, e um aumento de 5 em z3
(figura 111.12).

consequéncia

da aceitacéao do

trade-off (1,4,-5)
»

b
b
\

™3 ™

Figura lll.12 — Avaliacao do trade-off (1, 4, -5).

Suponha-se que o agente de decisdo ndo aceita esta tendéncia de
variagao.
e trade-off (-0.75, 1.25, 1), coluna de x; em W: significa que, por cada
unidade que é activada da variavel ndo bésica x7, ha um aumento de
0.75 em z;, uma diminuicao de 1.25 em z,, e uma diminuicao de 1
em z3 (figura I11.13).



consequéncia da aceitac;z‘a:?‘1

do trade-off (-0.75, 1.25, 1)

Figura Ill.13 — Avaliagao do trade-off (-0.75, 1.25, 1).

Suponha-se que o agente de decisao também nao aceita esta tendéncia
de variagao.

Passo 6

Faz-se |=B={xs}, 0 que significa que vai ser analisado o outro conjunto
de varidveis basicas eficientes, que conduzem a solugdes eficientes impossiveis
de alcancgar no espaco dos pesos reduzido da iteragao actual.

Regressa ao passo 3.

Passo 3 (para |=B)
(2)) correspondente a tornar

Gera-se a solucao eficiente adjacente a ()_(m,;
bésica xs (Unica varidvel do conjunto I). Obtém-se gadj3 = (51, 50, 4).
Esta solucdo é apresentada ao agente de decisdo, e este indicara se prefere
gadB a solucao actual, g(z).

Suponha-se que a resposta do agente de decisdo é ndo sabe, isto é, ndo

. . ad3 _ _()
consegue exprimir uma preferéncia entre z° e z°.

Passo 4 (para 1=B)
Relativamente ao conjunto |, ndo ha nenhuma solugao eficiente adjacente
que nao tenha sido avaliada no passo 3 (note-se que uma solugdo néo teria
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. 3 . . 2
que ser avaliada, se nao fosse suficientemente distinta de z( ))

avancga-se para o passo 5.

. Sendo assim,

Passo 5 (para 1=B)

Relativamente ao conjunto |, o agente de decisdo é chamado a avaliar
a tendéncia de variacdo unitaria, i. e., a variacdo das funcdes objectivo por
unidade da variavel nao basica que se torna basica, correspondente ao
deslocamento ao longo da aresta que sai do vértice eficiente actual, e conduz
a solucéo rejeitada no passo 3, zadB:

e trade-off (0.9, -0.5, -0.4), coluna de x5 em W. Significa que, por cada
unidade da variavel ndo bésica xs que é activada, ha uma diminuicao
de 0.9 em z;, um aumento de 0.5 em z; e um aumento de 0.4 em z3
(figura 111.14)

™2

consequéncia
da aceitacao do
trade-off (0.9, -0.5, -0.4)

M3 7 ' 1

Figura Ill.14 — Avaliacao do trade-off (0.9, -0.5, -0.4).

Suponha-se que o agente de decisao aceita esta tendéncia de variagao.

Nesta altura, ndo existem respostas positivas em comparacdes par a par,
nas duas passagens pelo passo 3, nem foram aceites tendéncias de variacao
nas funcdes objectivo correspondentes a varidveis nao basicas pertencentes
ao conjunto A. No entanto, foi agora aceite uma tendéncia de variagdo
correspondente a uma varidvel ndo basica do conjunto B. Sendo assim,
avanga-se para o passo 7.



Passo 7
Acrescentam-se as restricoes no espaco dos pesos, baseadas nas
respostas dadas pelo agente de decisdo nos passos 3 e 5 (para I=A e B), que
formarao o espaco dos pesos A®.
e As respostas dadas pelo agente de decisdo, no passo 3 (I=A), sao as
seguintes:
A primeira resposta é nao, isto é, o agente de decisdo nao prefere z°

2 2 . L
a z( ); e, portanto, da lugar a restricdo:

djt

| 55.5] [48.5
r @7 -2Mzeo[hay 5] [47.5]-|19.5| |2 (ver figura 1.15).
2 37

A segunda resposta é nado sabe (isto é, o agente de decisdo nao
. N adj2 @ 5
consegue exprimir a sua preferéncia entre z°* e z )); portanto, ndo

se introduz qualquer restricdo no espaco dos pesos.

7(2) ¢ preferida a zadi1

Figura Ill.15 — Resultado da comparacéo entre 2 solugdes.
185

® No passo 5 (I=A), o agente de decisao deu as seguintes respostas:
O agente de decisdo nao aceitou o trade-off (1, 4, -5), o que da lugar
a restricdo A;+4A, —5A; =€, que coincide com a restricdo imposta
pela preferéncia de g(z) sobre ;adﬂ (figura 111.15).
O agente de decisdo ndo aceitou o trade-off (-0.75, 1.25, 1), o que
gera a restricdo —0.75A; +1.25X, + A3 2 ¢ (figura Il1.16).



b Y

AN
* G Aq+1.25 hpthg 2 €

Figura Ill.16 — Avaliacao do trade-off (-0.75, 1.25, 1).

e A resposta dada no passo 3 (I=B) foi a seguinte:
O agente de decisao disse que ndo sabe, isto &, ndo conseguiu exprimir
uma preferéncia entre ;adB e z(z). Nao é criada qualquer nova restricdo
no espago dos pesos.

e A resposta dada no passo 5 (I=B) foi a seguinte:
O agente de decisdo aceitou o trade-off (0.9, -0.5, -0.4). Esta resposta
da lugar a restricdo: —0.91, + 0.5A, + 0.4A5 > & (figura lll.17, 72 restricao).

A figura ll.17 mostra todas as restrigbes consideradas até ao momento,
e a ordem por que foram introduzidas (as primeiras 3, correspondem a 12
iteracdo e as restantes a 22 iteracdo). O conjunto de todas as restricoes define
A® que, neste caso, é um conjunto vazio.
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Figura Ill.17 — Restrigdes introduzidas no espaco dos pesos.



Passo 8

N&o é possivel determinar A®) e A®), porque A®=@. Portanto, elimina-
-se a restricdo mais antiga (a 12). Mesmo assim, continua a ter-se A®)=@.
Elimina-se, entdo, a 22 restricao mais antiga, e resulta A®z@ (figura IIl.18).

™3 W1

Figura .18 — A® apo6s a eliminagdo das duas restricoes mais antigas.

Determina-se um ponto A3 e A®), resolvendo-se, para o efeito, o
problema que maximiza o menor desvio das restricbes que definem A®).
A solucdo deste problema é A3)=(0.2, 0.6, 0.2).

Passo 9
Usando A®), resolve-se o seguinte problema:
max 0.2 (3x; +X, +2X3 +X,) (P3)
+0.6 (X] —X; +2x%3 +4X,)
+0.2 (=Xq +5%; + X3 +2X,)

187
S. @l 2X;+X; +4xX3 +3%4 <60

3%, +4X%; + X3 +2%,4 <60
Xq +2%; +3%3 +4x4 <50
Xq,X2,X3,X4 20

A solucao obtida é x®) = (14, 0, 0, 9) com z® = (51, 50, 4).
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Passo 10

O agente de decisdo é chamado a expressar a sua preferéncia entre z®
e a solucao actual, z2 =(55.5, 47.5, 2).

Repare-se que ndo é a primeira vez que o agente de decisdo compara
estas duas solucbes, visto que z® foi também a solugdo encontrada no passo
3, para |=B (z2493). Nessa altura, o agente de decisdo ndo conseguiu expressar
uma preferéncia entre estas duas solucbes. Suponha-se que agora ele opta
por z2. Note-se que, nesta fase do processo, o agente de decisdo deveré
expressar a sua preferéncia.

Entdo, o método termina e x@ = (14.5, 0, 2.5, 7), zZ? = (55.5, 47.5, 2)
é a solucdo final.

4. MEtopo TRIMAP
4.1. APRESENTACAO DO METODO

O TRIMAP é um ambiente computacional interactivo, dedicado a apoiar
os agentes de decisdo, na pesquisa de solucdes eficientes, em problemas de
programacao linear tricritério. Pode, portanto, ser usado de formas muito
diversas, dependendo do utilizador. Nestas circunstancias, ao designa-lo por
método TRIMAP, estamos a usar a palavra método com um sentido muito
abrangente.

O método TRIMAP, desenvolvido por Climaco e Antunes (1987, 1989),
é constituido por um conjunto de procedimentos, que permitem uma
pesquisa livre, com base numa aprendizagem progressiva e selectiva do
conjunto das solugdes eficientes. Combina a reducdo da regido admissivel,
com a redugao do espaco dos pesos. O agente de decisdo pode especificar
limitagoes inferiores para os valores da funcbes objectivo, e/ou impor
restricdes no espaco dos pesos. Em cada fase de calculo é optimizada uma
soma ponderada das fun¢bes objectivo.

A finalidade do método é ajudar o agente de decisao a eliminar
progressivamente os sub-conjuntos de solugdes eficientes que nao lhe
parecem interessantes, e ndo a de assegurar a convergéncia para uma solugao
de compromisso éptima. O processo interactivo termina, quando o agente



de decisdo considera conhecer o suficiente sobre o conjunto das solucoes
eficientes, permitindo-lhe tomar uma decisao final. O TRIMAP combina trés
procedimentos fundamentais: decomposigdo do espago dos pesos, introducdo
de restricdes no espago dos objectivos e introducdo de restricbes no espaco
dos pesos. As limitacoes introduzidas nos valores das funcdes objectivo sao
automaticamente traduzidas para o espago dos pesos, o que é usado como
um valioso meio para recolher e apresentar a informacao ao agente de
decisdo. O TRIMAP ¢é vocacionado para problemas com trés fungdes objectivo,
0 que, embora constitua uma limitacdo, permite o uso de meios graficos
adequados ao didlogo com o agente de decisao. O principal objectivo é
possibilitar ao agente de decisao um preenchimento progressivo e selectivo
do espaco dos pesos, que lhe dé informacdo adequada sobre a regido
eficiente, evitando, deste modo, um estudo exaustivo de zonas onde os
valores das funcoes objectivo sejam muito semelhantes, ou de zonas que
correspondam a valores das fungdes objectivo ja previamente considerados
nao interessantes.

A reducdo do ambito da pesquisa é feita principalmente impondo
limitacdes nos valores das funcdes objectivo (o tipo de informacéo, do ponto
de vista cognitivo, mais adequado ao didlogo com o agente de decisdo), que
sdo traduzidas para o espago dos pesos. A introducao destas limitacoes
adicionais pode ainda ser usada para obter solu¢des nao dominadas que nao
sejam vértices do poliedro admissivel. E também possivel impor restricdes
directamente no espaco dos pesos, opcao utilizada sobretudo quando o
TRIMAP é usado no ensino. Através da analise comparativa do espaco dos
pesos e do espaco dos objectivos, o agente de decisdo pode fazer uma
cobertura progressiva e selectiva do espaco dos pesos, decidindo, em cada
interaccao, qual o interesse de pesquisar solucdes em areas do espaco dos
pesos ainda nao exploradas.

Como se verd mais adiante neste livro, quando o uso do TRIMAP é
combinado com outros procedimentos interactivos, evidencia-se a sua
adequacdo especial numa primeira fase de pesquisa estratégica de solugdes
eficientes.

Inicialmente sdo calculadas as solugoes eficientes que optimizam cada
uma das funcdes objectivo, fornecendo ao agente de decisdo uma primeira
aproximacao sobre a gama de variacdo dos valores de cada objectivo na
regido eficiente. Para ser utilizada como informacdo complementar, na
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definicdo de direccbes de pesquisa de novas solugoes eficientes, pode
também calcular-se a solucéo eficiente que minimiza uma distancia ponderada
de Tchebycheff a solucdo ideal. Tendo em conta o que se estudou no método
STEM, esta solugdo nao é, em geral, uma solugdo bésica do poliedro admissivel.

Calculo das solugoes eficientes que optimizam
cada funcao objectivo individualmente

Calculo de solugoes
eficientes por seleccao > |a—

Calculo de solugdes
eficientes por seleccao

directa (gréfica) de pesos
[}
M\ -

indirecta de pesos

)\
M,

<
<

A4

Informacao actualizada em cada interacgao

A
A3 M
Espaco dos pesos Projeccéo do espaco
das fungdes objectivo
Informagao complementar: zy, x;, Ly, Ly, Lo, Area (%)

“Cortes” do poliedro
admissivel

Fase de
decisao

Célculo da solugao eficiente

que minimiza uma distancia

ponderada de Tchebycheff a
um ponto de referéncia

O AD reuniu informacéo
considerada suficiente para
basear uma deciséo final

Eliminagao de sub-regides do
triangulo por limitagdes:

- nos valores dos objectivos
- directamente nos pesos

“Varrimento”
continuo de faces




A seleccdo dos pesos para o calculo de novas solugdes eficientes pode
ser feita de duas formas:

— directamente, escolhendo o agente de decisdo um vector de pesos de
uma zona do triangulo ndo preenchida, que Ihe parece importante para
continuar a pesquisa;

— indirectamente, construindo uma fungao cujo gradiente é normal ao
plano que passa por trés solugdes ndao dominadas ja calculadas,
seleccionadas, para o efeito, pelo agente de decisdo. Se o0s pesos assim
obtidos ndo forem todos positivos, é feita uma pequena perturbacdo
no gradiente da funcao objectivo ponderada, por forma a assegurar
essa condicdo. Esta possibilidade de célculo dos pesos é, no essencial,
o método SIMOLP de Reeves e Franz (1985).

A introducdo de limitacdes adicionais nos valores das funcdes objectivo,
e a respectiva traducdo para o espago dos pesos, permite que o didlogo com
o agente de decisao seja feito em termos dos valores das fungdes objectivo,
acumulando a informacao resultante no espaco dos pesos. O estabelecimento
da limitacdo adicional z (x)=L, (L, e R,k e{1,2,3}) conduz a construcdo do
seguinte problema auxiliar:

max  z(x)
s.a: X€S, (1n.1)
Sa = {)_(G S:Zk()_()S Lk}

Maximizando zx(x) em S, sdo obtidas solucdes (bdsicas) dptimas
alternativas (note-se que o gradiente da fungdo a maximizar é perpendicular
a restricao auxiliar zx(x) < Ly). As solucdes basicas eficientes, considerando as
funcdes objectivo do problema original e o poliedro admissivel S;, que
optimizam (lll.1) sdo seleccionadas, e as sub-regides do espago dos pesos que
correspondem a cada uma delas séo calculadas e representadas graficamente.
Estas sub-regides do espaco dos pesos sao as regides de indiferenca definidas
por AW=0, relativas a cada base eficiente alternativa, em que W é a matriz
dos custos reduzidos. A unido de todas estas regides de indiferenca determina
a sub-regido do espaco dos pesos, onde a limitagcdo adicional no valor da
funcdo objectivo (imposta pelo agente de decisao) é satisfeita para o
problema original. Se o agente de decisdo estiver apenas interessado em
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solugdes ndo dominadas que satisfacam zg(X)>Ly, entao é suficiente restringir
a pesquisa a esta sub-regido. Se o agente de decisao pretender impor mais
do que uma limitacdo, entdo um problema do tipo de (lll.1) é resolvido para
cada uma delas, e as sub-regides correspondentes no espaco dos pesos sdo
preenchidas com padrbes (ou cores) diferentes, permitindo assim visualizar
claramente as zonas onde existem interseccdes. A introducao destas
limitacbes adicionais pode também ser usada para obter solu¢des nao
dominadas que, em geral, ndo sdo vértices do poliedro admissivel original.

E ainda possivel eliminar regiées do espaco dos pesos, impondo

A
)\'_IZUij, i, J e {1,2,3}, i;ﬁj,
j

limitacdes directamente nos pesos, do tipo
uj € R+, ou 0 < ug <A <uy <1 com ke(1,2,3}.

Esta opcdo tem, sobretudo, importancia pedagdgica, sendo de reduzido
interesse em aplicacoes praticas.

O agente de decisdo também pode realizar cortes no poliedro admissivel,
fixando o valor de uma ou duas fungdes objectivo. O programa calcula, entéo,
as solucdes ndo dominadas que satisfazem estas restricoes adicionais, e que
nao sdo geralmente vértices do poliedro admissivel. Note-se que, quando se
efectua um corte, zx(x)=N¢(Nxe R), e o programa calcula vértices nao
dominados do novo problema (satisfazendo a restricdo adicional), podem
obter-se solugbes dominadas em relagdo ao problema original que nédo sao,
em geral, vértices deste problema. Esta questdo é resolvida no TRIMAP (para
detalhes ver Climaco e Antunes (1987, 1989)).

O TRIMAP permite ainda pesquisar solucées em faces ndo dominadas
entre dois pontos previamente calculados (opcéo inspirada no método Pareto
Race). O programa mostra uma linha que avanca ou recua sobre a projeccao
da face, a uma velocidade controlada pelo utilizador. Os valores das funcoes
objectivo, correspondentes aos pontos percorridos, sao apresentados num
grafico de barras.

Mais ainda, o agente de decisdo pode identificar um ponto de referéncia,
no espaco dos objectivos, e o programa calcula a solucao ndo dominada que
minimiza uma distancia ponderada de Tchebycheff a esse ponto.

Em cada interaccao do TRIMAP sao apresentados ao agente de decisao
dois graficos principais. O primeiro é o espaco dos pesos, mostrando as
regides de indiferenca correspondentes as solugdes béasicas ndo dominadas
ja conhecidas. O segundo é uma projeccdo do espaco dos objectivos,




mostrando as solu¢des ndo dominadas ja calculadas. Outro grafico acessivel
¢ o chamado spider-web (teia-de-aranha) que mostra as diferencas entre os
valores das funcoes objectivo de cada solugao e as componentes respectivas
de um ponto de referéncia (eventualmente a solucdo ideal). Estdo também
disponiveis indicadores complementares sobre cada solugdo, a saber: as
distancias Ly, L, e L., a solucado ideal e a area da regido de indiferenca
(percentagem que ocupa da &rea total do triangulo).

Nesta seccdo, procedeu-se a uma apresentagao genérica do TRIMAP. Nos
proximos paragrafos referem-se algumas das potencialidades do TRIMAP no
ensino da programacao linear multicritério, e apresenta-se um exemplo
ilustrativo para mostrar como funcionam (para um caso ndo degenerado) os
principais procedimentos de calculo associados ao TRIMAP.

4.2. O TRIMAP NO ENSINO DA PROGRAMACAO LINEAR MULTICRITERIO

O interesse do TRIMAP no ensino da PL multicritério ressalta do paragrafo
anterior e sera, mais a frente, objecto de algumas referéncias especificas a
partir de um exemplo ilustrativo da utilizagdo e do funcionamento deste
programa. Muitas outras possibilidades podem ser facilmente identificadas.
Acreditamos que se trata de um bom exercicio para o leitor. Para isso esta
disponivel a implementacdo computacional do TRIMAP via Internet. Neste
paragrafo, exemplifica-se, a partir de exemplos muito simples, o uso do
TRIMAP para chamar a atencdo de algumas caracteristicas da programacao
linear multicritério.

Considere-se o seguinte problema:

21()_() —X; +3%,
Max z(x) =| z,(X) | =] 2X; =X, (1.2)

xeS -

z3(X)| | 3% +2%,

S = {x eR2: x1210, X212, X14%2520, -X14X%2<57, X1—X%258, x1=0, x2=0}.

A decomposicdo total do espaco dos pesos, nas sub-areas correspon-
dentes aos vértices do problema em estudo, pode calcular-se usando o
TRIMAP, obtendo-se a figura I11.19.
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Figura IIl.19 — Decomposicao do espago dos pesos do problema (lIl.2).

Desta decomposicdo pode concluir-se que é possivel obter a solugado nao
dominada que corresponde ao éptimo de z3(x), a partir da optimizacado de
somas ponderadas das funcbdes objectivo, para valores de pesos que
intuitivamente ndo parece possivel conduzirem a essa solucao. Por exemplo,
para A3=0, A, = 0.64, A; = 0.36, obtém-se o éptimo'®de z3(x). Como é bbvio,
trata-se de um resultado contra-intuitivo, possivel, visto que z3(x) se pode
obter a partir de uma combinacéo linear de z;(x) e zy(x). Mas, mesmo que
nao seja este o caso, situagdo semelhante pode ocorrer quando existe uma
grande correlacdo entre uma funcdo objectivo e qualquer uma das outras.

Neste exemplo, constata-se que a decomposi¢do do espaco dos pesos
consiste em regides de indiferenca que vao de um lado ao outro do triangulo
(designamos esta situagdo por uma decomposicdo listada). Note-se que o
cone definido pelos gradientes das funcdes objectivo é plano e, portanto,
uma das fungdes pode sempre ser obtida como combinacéo linear das outras
duas. Nestas circunstancias, a decomposicao é sempre listada e ocorrem
situagdes contra-intuitivas, como a indicada acima.

Suponha-se agora que a primeira funcdo objectivo é alterada, mantendo-
-se o resto de (lll.2). Seja z;(x)= —=10x; + 30x,. A nova decomposicdo do
espaco dos pesos esta representada na figura 1.20.

0 Note-se que, em geral, exige-se que A;>0, i=1,...,p. Contudo, neste caso, obtém-se sempre
solugdes eficientes, mesmo fixando algum A;=0.
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Figura I1l.20 — Decomposicao do espaco dos pesos do problema (lll.2) com z;(x) alterada.

As bases ndo dominadas do problema anterior mantém-se, mas as sub-areas
do tridngulo, correspondentes a cada uma delas, deformam-se profunda-
mente, e a percentagem relativa que ocupam no triangulo também se altera
muito.

A alteracdo processada no problema original traduziu-se apenas numa
variacdo de escala da fungao objectivo z;(x), j& que o gradiente se manteve.
Pode concluir-se que para se atribuir algum sentido pratico a decomposicdo
do espago dos pesos, e, portanto, ao conjunto dos vectores dos pesos que
permitem calcular cada vértice ndo dominado, é necessario proceder a uma
normalizacdo prévia das funcdes objectivo. Voltaremos a este assunto no
capitulo em que se aplica o TRIMAP ao estudo de casos.

Pode realizar-se um exercicio, do mesmo tipo do anterior, mantendo as
funcdes objectivo, mas alterando a geometria da regidao admissivel. Neste
caso, petende-se estudar as implicagbes, destas alteracdes, na decomposicao
do espaco dos pesos. Deixa-se este exercicio para o leitor.

Finalmente, suponha-se que todo o problema (lll.2) se mantém, a
excepcao de z3(x) que passa a ser: z3(x) = 3x; — 2X2. A nova decomposicdo
do espaco dos pesos é mostrada na figura Il1.21.

A inspeccdo visual comparada, da decomposicdo do espago dos pesos
relativa ao problema (lll.2) e desta ultima, permite concluir que, enquanto no
problema original os 6ptimos das trés fun¢des objectivo sdo distintos, na
decomposicdo da figura .21 o éptimo de z(x) e de z3(x) € o mesmo.
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Figura lll.21 — Decomposigéo do espago dos pesos do problema (lll.2) com z3(x) alterada.

4.3. COMENTARIOS FINAIS

No TRIMAP faz-se uma pesquisa estratégica progressiva e selectiva do
conjunto das solugoes eficientes, em problemas de programacao linear
tricritério. Trata-se de um processo construtivo, tendo em conta os
mecanismos cognitivos da interactividade. Chama-se a atencao de que, no
didlogo com o agente de decisdo, se requer que ele estabeleca niveis minimos
de satisfacdo para os valores das fun¢des objectivo, delimitando progressiva-
mente a sub-regido eficiente que mais lhe interessa, tendo em conta o
conhecimento que existe do conjunto das solugdes eficientes em cada
momento do processo interactivo, isto é, sempre que se repete a fase de
didlogo. Evita-se assim uma pesquisa exaustiva das solucoes eficientes,
poupando esforco computacional, procedendo-se a uma focagem progressiva
da sub-regido eficiente de maior interesse para o agente de decisdo. O espaco
dos pesos e a optimizacdo de somas pesadas sao utilizados essencialmente
com fins operacionais. O uso extensivo de gréaficos, menus e caixas de didlogo
é também indispensavel num conjunto de procedimentos do tipo do TRIMAP,
mas ndo dispensam, como na generalidade dos métodos descritos neste capitulo,
a mediacdo do didlogo, com o agente de decisdo, por um analista que
compreenda 0s aspectos técnicos envolvidos. Deve-se ainda notar que, como
seria de esperar, tendo em conta a metodologia subjacente ao TRIMAP, nao



existem decisdes irrevogaveis durante o processo interactivo de decisdo, assim
como também nao se pretende convergir para qualquer tipo de melhor solucéo.

4.4. EXEMPLO ILUSTRATIVO DO METODO TRIMAP

Considere-se o seguinte problema de programagao linear com 3 funcoes
objectivo®: 12;

max Z] = X‘]

max z, = X,

max z3= X3

s.a X1+ X3 +X3< 5
Xy +3% +Xx3< 9
3%, +4%, <16
Xq,X2,X3 20

Para uma melhor compreensao dos conceitos que se seguem, apresenta-se,
na figura Ill.22, a regido admissivel no espaco das fungdes objectivo. Note-se
gue, neste caso, este espaco é coincidente com o espaco das varidveis de decisao.

Izz
0.,3,0)

(2.67,2,0.33)

0.2.3)

Z3(O,O,5)

Figura Ill.22 — Espaco das varidveis de decisao e espaco das fungdes objectivo.

1 Este problema foi usado em (Steuer, 1986) para exemplificar o método de Zionts-Wallenius.
O leitor podera assim fazer uma comparagao interessante do funcionamento dos dois métodos.

12 Trata-se de um problema sem solugdes degeneradas. Sendo assim, a cada vértice do poliedro
admissivel corresponde uma, e uma sé, base.

197



198

No método TRIMAP s&o calculadas, logo de inicio, as solugdes eficientes
que optimizam individualmente as 3 fungdes objectivo.

A optimizagdo de somas ponderadas das funcdes objectivo constitui o
processo de calculo de solugdes eficientes usado neste método (sé em casos
excepcionais se usa outro processo de célculo). Relembre-se que este processo
de célculo consiste na resolucao do seguinte problema de programacao linear:

3
max ZM z;(x)
i=1 (P.)
s.a: xeS
em que S é a regidao admissivel do problema e A € A.
A designa o conjunto de todos os vectores de pesos e é definido da
seguinte forma:

3
A=AeR¥A>0,i=1,.3 D A=1
i=1

Relembre-se, ainda, que o espaco dos pesos para problemas tricritério
pode ser representado graficamente, como mostra a figura I1l.23, ou através
de uma sua projeccdo, como por exemplo no plano AA; (ver figura I11.24).

Ay
1

j
A3

Figura Ill.23 — Espaco dos pesos para problemas tricritério.

A resolugao do problema (P,), para um dado vector de pesos At, conduz
a uma solugao basica (isto é, um vértice do poliedro admissivel) eficiente do
problema multiobjectivo, x*, para a qual € possivel calcular a respectiva regido
de indiferenca no espaco dos pesos (sub-conjunto de A,A*, tal que a
optimizacdo da soma ponderada das fungdes objectivo, para qualquer A € A*,
origina a mesma solugao, x*).



Figura Ill.24 — Projecgao no plano A\, do espago dos pesos de problemas tricritério.

Comeca-se, entao, por calcular a solugao eficiente que optimiza z, e a
respectiva regido de indiferenga’3. Para garantir que a solucao obtida é
eficiente utilizar-se-4 A1=0.99, A,=0.005 e A3=0.005, em vez de A1=1, A,=0
e A3=0 (que, alias, ndo pertence ao espaco dos pesos tal como foi definido
atras, exactamente porque, em geral, ndo garante a obtencdo de solucao(oes)
eficiente(s)).

Resolve-se o seguinte problema, usando o método simplex:

max z=0.99x; +0.005 x, +0.005 x5

s.a: Xq + Xy + X3 £5
X1+ 3%, + X3 <9
3x1+ 4x, <16

Xq,X3,X3 20

Para se poder calcular posteriormente a regido de indiferenca, E—
acrescentam-se ao quadro simplex trés linhas de custos reduzidos, respeitantes 199
a cada uma das fungdes objectivo. Cada uma dessas linhas é actualizada em
todas as iteragcdes do método simplex.

Sejam Xa, Xs € Xg as varidveis desvio.

13 Devido & importéncia de que se reveste a decomposicao do espago dos pesos no TRIMAP,
optou-se por apresentar detalhadamente os cdlculos associados.
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Resolugao pelo método simplex:

c 099  0.005  0.005 0 0 0
h Xg X1 X2 X3 X4 X5 X6
0 x4 1 1 1 1 0 0 5
0 x 1 3 1 0 1 0 9
0 x 3 4 0 0 0 1 16
z} -] -1 0 0 0 0 0 0
Z-c 0 - 0 0 0 0 0
z - 0 0 E 0 0 0 0
Zy -0.99  -0.005  -0.05 0 0 0
c 099  0.005  0.005 0 0 0
Cp Xg X1 X2 X3 X4 Xg X6
099  x 1 1 1 1 0 0 5
0 xs 0 2 0 -1 1 0 4
0 x 0 1 -3 -3 0 1 1
z-¢j 0 1 1 1 0 0 5
z-c 0 - 0 0 0 0 0
z-c 0 0 -1 0 0 0 0
zj - 0 0985 0985 0.9 0 0

A solucdo 6ptima do problema auxiliar foi encontrada. E a solucao
eficiente que optimiza z; no problema multiobjectivo:

X;=5%, =0;x3 =0;
z,=52,=0;z3=0;

Repare-se que, os valores da linha z;-c; sdo iguais a 7»1(z1j—c1j)
+7»2(zzj —czj)+x3(z3j —c3j) para o vector de pesos considerado (neste caso,
(M,A2,A3)=(0.99,0.005,0.005)). Pode determinar-se todos os vectores de pesos
gue conduzem a esta solucado eficiente (regido de indiferenca), verificando
em que condigOes se obtém todos os z—¢20 (condicdo de optimalidade no
simplex), isto & Aqy(z] —¢}) +A,(z5 — )+ As(z] — ¢])20. Assim, para a solugdo
em questdo, a regido de indiferenca é dada por:



3
A=A eRA>0,i=1,.3; I h=Te
i=1

A—A2 = 0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a xy),

A=Az = 0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a x3) e

AM 20 (condicao retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a Xa).

Para se poder representar esta regido na projeccao do espaco dos pesos
3

Ay, substitui-se a varidvel A3 em A1—Az = 0 (A3=1-A1—A;, dado que Z?Li =1).
Esta desigualdade é, entdo, equivalente a 2A+A; > 1. =
A regido de indiferenca da primeira solugao estd representada na figura

l1.25.

2hq+hp 21

Figura Ill.25 — Regiao de indiferenga da primeira solugéo.

Utilizando um processo semelhante ao descrito para o célculo da solugao
gue optimiza z;, o método TRIMAP calcula também as solugdes eficientes que
optimizam z, e z3. Estas solugdes sdo apresentadas ao agente de decisao
através da sua representacao em 2 graficos: o espaco dos pesos (ou uma
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projeccdo deste) e a projeccao bidimensional do espago dos objectivos.
A figura Ill.26 mostra a projeccao do espaco dos pesos em A4\, € a projeccao
bidimensional do espaco dos objectivos em z1z,. Neste Ultimo, cada solugdo
¢ identificada da seguinte forma: indice da solucdo/valor de z3; e a solugéo
ideal é representada por um pequeno quadrado a preto. A partir da figura
.26, pode concluir-se que existe uma aresta eficiente que une as solugdes
1 e 3, porque as respectivas regides de indiferenca sdo contiguas, isto é,
incluem um segmento de recta comum.

“Zz
3.042/0.0 "50
3/5.0 1/0.0
Wi 50 71

Figura IIl.26 — Solugbes que optimizam cada uma das fungdes objectivo.

A existéncia de apenas uma sub-area que toca (na fronteira) cada um
dos vértices do triangulo da figura I1l.26, garante a ndo existéncia de éptimos
alternativos eficientes, para qualquer uma das funcbes objectivo. Veremos
mais adiante um exemplo em que existem 6ptimos alternativos eficientes.
Por outro lado, como ja vimos, o problema em estudo é ndo degenerado.
Neste caso, conhecer-se-do todos os vértices eficientes quando o triangulo
estiver totalmente preenchido, e a cada sub-area do triangulo corresponde
um vértice eficiente. Se um problema em estudo tiver solu¢oes degeneradas,



a certos vértices corresponde mais do que uma base e, portanto, a
decomposicdo do triangulo é mais complicada. De facto, em muitos casos é
possivel obter todos os vértices eficientes sem preencher completamente o
triangulo. A bases correspondentes ao mesmo vértice eficiente podem
corresponder sub-dreas diferentes do triangulo, eventualmente sobrepostas
em parte. Situacdes deste género ndo inibem, mas complicam, a utilizacdo
do TRIMAP.

A partir da seleccao directa ou indirecta, por parte do agente de decisao,
de outros vectores de pesos, pertencentes a regido do triangulo ainda nao
preenchida, podem calcular-se outras solugdes eficientes que sao vértices do
poliedro admissivel.

Suponha-se que o agente de decisdao pretende conhecer a solucao
eficiente que se obtém optimizando a fungdo ponderada cujo gradiente é
normal ao plano que passa pelas trés solucdes ja calculadas (seleccdo indirecta
de pesos). O célculo dos pesos é feito da seguinte forma:

Sejam v' e v2 dois vectores do espaco dos objectivos definidos por
v'=z2—zN=(-5,3,0) e v2=zB—z(1=(-5,0,5). Estes dois vectores definem um plano
paralelo ao que passa pelos pontos z", z2 e 3. Entdo, o vector v=(vy,v2,v3),
3 0 -5 0=25eV3=—
0 5 -5 5 -5 0
dicular ao plano definido por v' e v2. Como a fungao ponderada é
Mz1+A2z2+A323, 0 respectivo gradiente no espago dos objectivos é dado por
(A1,A2,A3). Assim, A serd igual ao vector v normalizado, isto é: (0.273, 0.455,
0.273).

Resolve-se o seguinte problema:

em que Vqi= =15, v, =(-1)

=15, é perpen-

max z=0.273x;,+0.455x, +0.273 x5

s.a: Xy + Xy + X3 <5
Xq + 3%, + X3 <9 -
3+ 4%, <16 203
X1,X3,X3 20

A solucdo deste problema é a solucao eficiente 4, x*=z4=(2.67, 2, 0.33),
cuja regido de indiferenga se apresenta na figura I11.27.



204

bY

Figura IIl.27 — Decomposigéo do espago dos pesos apds o calculo da solugéo 4.

A figura I.27 permite concluir que as solugdes 1, 3 e 4 pertencem a
uma face eficiente (porque existe um ponto do espago dos pesos, interior
ao triangulo, comum as regides de indiferenca destas 3 solucées). Os pontos
2 e 4 pertencem a outra face eficiente.

De entre as possibilidades oferecidas pelo TRIMAP, hd uma particular-
mente (til para o agente de decisdo: trata-se da imposicao de limitacdes nos
valores das fungbes objectivo e da sua traducdo para o espaco dos pesos.

A imposicdo de limitacoes adicionais permite reduzir a regido admissivel
e, consequentemente, reduzir a zona de pesquisa de novas solugdes
eficientes, se o agente de decisdo assim o desejar.

Quando o agente de decisdo impde uma ou mais limitagdes nos valores
das fungdes objectivo, essa informacao é traduzida para o espaco dos pesos,
sendo apresentada a zona onde se situam os vectores de pesos que
conduzem a solucdes que satisfazem essa(s) limitacao(des). Suponha-se que
0 agente de decisdo decide impor a limitacao adicional z3>2. Para calcular a
regido do espago dos pesos que lhe estd associada resolve-se o seguinte
problema auxiliar:

max zs
s.a. xeS
z3<2

Repare-se que o sentido da restricdo introduzida no problema auxiliar,
z3 < 2, é oposto ao da limitacdo que o agente de decisdo pretende impor
no problema multiobjectivo, z3 > 2.



Para o problema auxiliar, calculam-se todos os éptimos alternativos, e as
respectivas regides de indiferenca. A reunido destas sub-regides define a

regido que procuramos.

O problema a resolver é, entao:
maXx Z3 =X3

Resolugao pelo método simplex:
(X4, X5, Xg € X7 sdo varidveis desvio)

Su:d:

X+ Xy +X3< 5
Xy +3X, +X3< 9
3%, +4X%,

<16
X3 < 2

X1, X2,X3 20

c 0 0 1 0 0 0 0
C Xg X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 x| 1 1 1 1 0 0 5
0 x5 | 1 3 1 0 1 0 0 9
0 x| 3 4 0 0 0 1 0 16
0 x| O 0 0 0 0 1 2
z} - -1 0 0 0 0 0 0 0
zZ -} 0 -1 0 0 0 0 0 0
z-c 0 0 -1 0 0 0 0 0
Zj = Cj 0 0 -1 0 0 0 0
22 ITERACAO:
c 0 0 1 0 0 0 0
Cp Xg X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 x| 1 1 0 1 0 -1 3
0 x5 | 1 3 0 0 1 0 -1 7
0 x| 3 4 0 0 0 1 0 16
1 x3 | 0 0 1 0 0 0 1 2
z - -1 0 0 0 0 0 0 0
Z-cf -1 0 0 0 0 0 0
z -G 0 0 0 0 0 1 2
Zj —Cj 0 0 0 0 0 0 1
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Esta € uma das solucdes optimas do problema auxiliar, mas ha 6ptimos
alternativos, como se pode verificar a partir do respectivo quadro éptimo, pois
ha 2 valores nulos na linha z—¢j, correspondentes a variaveis nao basicas (xq
e Xp). A solucdo obtida (x1=0,x,=0,x3=2) ndo é uma solucdo eficiente do
problema multiobjectivo auxiliar. Chama-se problema multiobjectivo auxiliar
ao problema auxiliar acrescido das outras fungdes objectivo do problema
original. Ao calcular-se a respectiva regidao de indiferenca, a partir de
condigbes retiradas do quadro simplex, constata-se que ndo ha nenhum
vector de pesos que satisfaca todas as condicbes, como se pode verificar:

3
A=A eR*2;>0,i=1,.3 I h=Te

i=1

—A1 = 0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a x1),

—A; = 0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a x;) e

A3> 0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a xy).

A conjuncao destas condigdes define o conjunto vazio (porque cada um
dos pesos deve ser estritamente positivo).

Calculem-se, entao, todos os 6ptimos alternativos da solucdo anterior
(para um estudo detalhado, ver o algoritmo para o calculo de 6ptimos
alternativos proposto em Steuer (1986, cap. 4)).

Ha duas hipdteses de pivotacao:

1) tornar basica x;, e ndo bésica xa;

2) tornar basica x,, e nao bésica xs.



Comece-se pela 1?2 hipotese:

c 0 0 1 0 0 0 0
h B X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 x| 1 0 1 0 0 -1 3
0 x| O 2 0 -1 1 0 0 4
0 x| O 1 0 3 0 1 3 7
1 x3| 0 0 1 0 0 0 1 2
zj ¢ 0 1 0 1 0 0 -1 3
z-c 0 -1 0 0 0 0 0 0
z-¢ 0 0 0 0 0 0 1 2
2| ¢ 0 0 0 0 0 0 1

Designe-se esta solugdo por A, em que x1=3, x;=0, x3=2 e z;=3, z,=0,
23=2.
Célculo da regido de indiferenca:

3
AeA={heR¥A>0,i=1,.3 D N=Te

i=1

A=A, >0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a xy),

M0 (condicdo retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a X4) e

- M + A3 = 0(condicao retirada da coluna da matriz dos custos reduzidos
correspondente a x7).

Como A+ A32 0 & -2A1 + A, < 1, entdo a regido de indiferenca da
solugdo A pode ser representada graficamente, como mostra a figura I11.28.
A solugao A possui uma regiao de indiferenga nao vazia, o que garante que
é uma solucao eficiente do problema multiobjectivo auxiliar.
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2).1 +7»2 <1

Figura ll.28 — Uma solugao eficiente do problema multiobjectivo auxiliar.

Continue-se o calculo de solucbes éptimas alternativas do problema
auxiliar considerando, agora, a 22 hipétese de pivotagao possivel, a partir do
1° quadro éptimo (torna-se basica x; e ndo basica xs):

c 0 0 1 0 0 0 0
h Xp X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
0 Xa | %3 0 0 1 3 0 -2/3 2/3
0 x2 | V3 1 0 0 /3 0 -3 /3
0 X6 | °h 0 0 0 A3 1 43 207
1 X3 0 0 1 0 0 0 1 2
7} —c| -1 0 0 0 0 0 0 0
Z -c§ '3 0 0 0 s 0 |75
z-c; 0 0 0 0 0 0 1 2
Zj —Cj 0 0 0 0 0 0 1

Designe-se esta solucdo por B, em que x1=0; x="/3; x3=2 e z;=0; z,="/5;
z3=2, e cuja regido de indiferenca é definida por:

3
AB = LEma:li >O,i:1,..,3;z7\.i :1,—?\,1 +%7\,2 20,%7\,2 20,“%)&2 +}\43 ZO
i=1

Esta regido é apresentada na figura II1.29.



Pode continuar-se a determinar éptimos alternativos, dado que ainda nao
se esgotaram as possibilidades de obtengao de bases diferentes. A partir do
quadro 6ptimo da solucdo A, determina-se uma outra solugao alternativa,
tornando bésica x, e ndo basica xs:

c 0 0 1 0 0 0 0
Cp Xg X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7

0 X1 1 0 0 3/ P 0 -1 1

0 X 0 1 0 -1 ', 0 0 2

0 x¢ | O 0 0 Sho A, 1 3 5

1 x3| O 0 1 0 0 0 1 2

zj - 0 0 0 3, - 0 -1 1

z-c 0 0 0 I 0 0 2

z-¢ 0 0 0 0 0 0 1 2
zj - 0 0 0 0 0 0 1

Designe-se esta solucdo por C, em que x1=1; x2=2; x3=2 e z1=1; z,=2;
z3=2. A regido de indiferenca é definida por:
c L
AC={AeR3A>0i=1,.,3; ;Mﬂ,z
(apresenta-se na figura 111.29).

1 1 1

Y
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LAY

N
A 3.000 0.000 2.000 : xq= 3.0; x3= 2.0;
B 0.000 2.333 2.000 : X,= 2.3; X3= 2.0;
C 1.000 2.000 2.000 :x1=1.0; xp= 2.0; x3= 2.0;
Figura IIl.29 — Regides de indiferenca das solugdes 6ptimas alternativas de zs, considerando o
problema multiobjectivo auxiliar.
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Dado que estao esgotadas todas as possibilidades de obtencdo de
Optimos alternativos, o TRIMAP apresenta, entdo, ao utilizador a regido do
espaco dos pesos onde é satisfeita a limitacdo adicional (figura 111.29).
Esta regido é constituida pela reunido das regides de indiferenga
correspondentes as solugdes Optimas alternativas do problema auxiliar que
sao eficientes do problema multiobjectivo original com a restricdo auxiliar
(z3 < 2), isto &, do problema multiobjectivo auxiliar definido atrés. Note-se
que, em certos casos, podem existir solugoes eficientes do problema
multiobjectivo auxiliar que ndo sao eficientes para o problema original.

Por outro lado, para este exemplo, a inspecgao visual das sub-areas A,
B e C da figura IIl.29 confirma tratar-se de 6ptimos alternativos de z3. Repare-
-se que todas elas tém na sua fronteira um vértice que é o vértice do triangulo
correspondente a A=0, A,=0, As=1.

Para uma melhor percepcao, apresenta-se na figura I11.30 o espacgo das
funcoes objectivo assinalando a tracejado a fronteira ndo dominada resultante
da imposicdo da limitacdo z3 > 2.

(2.4,2.2,0)

557, oprs
AR
A

777.0.2)

7,

‘\.*
%
%

0

Figura ll.30 — Solugdes nao dominadas que satisfazem z3> 2.



A primeira solugcdo 6ptima obtida a partir da resolucdo do problema
auxiliar, e que nao é eficiente do problema original com a restricdo adicional
imposta pelo agente de decisdo (z3 > 2), estd assinalada na figura 111.30 por
Y. As solucdes A, B e C sdo solucdes basicas eficientes do problema
multiobjectivo que inclui z3 > 2 e, neste caso, sao ndo basicas eficientes para
o problema multiobjectivo original.

Suponha-se que o agente de decisdo pretende conhecer uma outra
solucdo eficiente que satisfaca a limitagdo adicional z3 > 2. Para tal, selecciona
um vector de pesos da zona do tridngulo a tracejado (reunido das regides
de indiferenca da figura lll.29) — ver figura I11.31.

Se a seleccao recair sobre o vector de pesos (0.129, 0.550, 0.321) —
figura IIl.31 — o problema a resolver é:

max z=0.1292,4+0.550z, +0.32123 =0.129 x; +0.550 x, +0.321x3

s.a: Xy + Xy + X3 <5
Xy + 3%, + X3 £ 9
3%+ 4x, <16

X1,X3,%3 20

Figura ll.31 — Selecgao de um vector de pesos para célculo de uma nova solucdo que satisfaga z3 > 2.

Obtém-se uma nova solucéo eficiente, a solucdo 5, em que x®) = z(5 =
(0,2,3) — figura I11.32.
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Se o agente de decisdo pretendesse conhecer todas as outras solugoes
eficientes que preenchem por completo o tridangulo, entdo seriam encontradas
todas as solugdes basicas eficientes do problema multiobjectivo. Deve lembrar-
-se que se trata de um problema ndo degenerado. Através da andlise dos
graficos apresentados pelo TRIMAP, podem também identificar-se faces e
arestas nao dominadas.

™1

Figura Ill.32 — Decomposigéo do espago dos pesos apds o cdlculo da solugao 5.

A figura I1l.33 mostra, para este exemplo, a decomposicdo completa do
triangulo. Relembra-se que em problemas sem solucbes degeneradas este
processo poderia ser utilizado para gerar todo o conjunto das solugoes basicas
eficientes e, portanto, também todo o conjunto das solucbes eficientes, a
partir da informacao contida nos dois graficos da figura I11.33.

Note-se que, em geral, ndo é objectivo deste método gerar todo o
conjunto das solucdes eficientes.

Como vimos atrds, a parte selectiva, da pesquisa progressiva e selectiva
preconizada pelo TRIMAP, pode materializar-se através da introdugao de
restricdes nos valores das funcdes objectivo, traduzidas automaticamente, por
um procedimento do TRIMAP, para o espaco dos pesos. Contudo, a inspeccao
visual dos dois graficos da figura ll1.33, num dado momento da pesquisa,
pode também aconselhar o abandono de determinadas zonas do triangulo
ainda nado calculadas. De facto, se, por hipotese, nesse instante, as solugdes
2, 3 e 4 fossem j& conhecidas, e se os respectivos valores das funcoes



objectivo fossem considerados muito préoximos entre si, poderia nao valer a
pena pesquisar a zona a que corresponde a solugdo 5. Como a regiao
admissivel € um poliedro convexo, os valores das funcdes objectivo na solucao
5 terdo de estar abaixo do maximo e acima do minimo do valor da respectiva
funcao, para os pontos 2, 3 e 4. E claro que a eliminacdo de sub-areas do
triangulo ainda ndo pesquisadas nao é particularmente interessante para
pequenos problemas. Mas, em problemas reais de média ou grande
dimensao, numa sub-drea como aquela a que corresponde, neste caso, a
solucdo 5, podem existir centenas de bases eficientes. Ora, se os valores das
funcdes objectivo de solugdes envolventes, no espaco dos pesos, forem
considerados suficientemente préximos, pode evitar-se um grande esforco
computacional, prescindindo-se da pesquisa que, nesse caso, poderia ser
irrelevante do ponto de vista pratico. Veremos mais a frente um exemplo
deste tipo, num problema de planeamento energético que vamos apresentar.

™1

Figura Ill.33 — Todos os vértices eficientes do problema.

A partir da comparacgao dos 2 graficos apresentados na figura 111.33,
pode-se perceber, em detalhe, a geometria da fronteira eficiente do problema:
Solugdes basicas eficientes adjacentes (isto é, ligadas por uma aresta
eficiente) possuem regides de indiferenca contiguas. Assim,
i. a cada ponto (vértice) eficiente no espaco das func¢des objectivo,
corresponde uma sub-area (face) no espago dos pesos;
ii. acada aresta eficiente, corresponde um segmento de recta no espago
dos pesos, comum as regides de indiferenca dos 2 vértices, ligados
pela aresta;
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iii. a cada face eficiente, corresponde um ponto no espago dos pesos (isto
é, um Unico vector de pesos estritamente positivos) comum as regides
de indiferenca dos vértices eficientes que definem a face.

Neste exemplo, pode-se constatar que ha duas faces eficientes, uma
definida pelas solucodes 2, 6, 4 e 5 e outra definida pelas solucdes 1, 3, 5, 4
e 7. A face a que pertencem as solugdes 4, 6 e 7 é dominada pelas arestas
(4,6) e (4,7). Por inspeccao visual do espaco dos pesos, verifica-se que o
vector de pesos que corresponde a esta face, (0.429, 0.571, 0), tem uma
componente nula em A3. Note-se que os vértices 6 e 7 sdo adjacentes, isto
é, existe uma aresta admissivel que os liga. Uma vez que esta aresta é
dominada, a varidvel que se torna basica, correspondente a deslocacdo de
um deles para o outro, apesar de conduzir a um vértice eficiente, ndo é uma
varidvel ndo basica eficiente. Recorde-se que a nogao de variavel ndo basica
eficiente foi introduzida no método de Zionts e Wallenius.

Para uma melhor compreensao da geometria da regido eficiente,
apresenta-se, na figura .34, o espago dos objectivos tridimensional com a
identificacdo de todas as solucdes bésicas eficientes.

I.Z2
210.3.0)

(2.67,2,0.33)

0.2,3)

3
23(0’0’5)

Figura ll.34 — Identificacdo das solucoes basicas, das arestas e das faces eficientes
no espaco dos objectivos.



(Note-se que, enquanto que a figura I1.33 é uma cdpia de écran da package
de computador TRIMAP para Macintosh, a figura Ill.34 foi elaborada propositada-
mente para este texto, com vista a uma melhor clarificacdo dos conceitos.)

Nota: Por razdes didacticas optou-se por mostrar a decomposicao do

espaco dos pesos, deste exemplo, através de uma projeccao (figura
l1.33), em vez da decomposicao real (figura Ill.35). Os célculos para
a representacdo geométrica das regides de indiferenca sao mais
claros no caso da projecgdo, e o tipo de informacdo que nos é
fornecida é idéntico, como ja se referiu anteriormente.

W1

Figura Ill.35 — Representagdo real do espago dos pesos para o problema estudado
(cf. projeccao na figura I11.33).

5. METODO INTERVAL CRITERION WEIGHTS

5.1. INTRODUCAO
O método Interval Criterion Weights (ICW), desenvolvido por Steuer 215

(1977, 1986), é um método interactivo, que reduz progressivamente o cone
dos critérios (cone convexo gerado pelos gradientes das funcoes objectivo).
Esta reducao é feita, de acordo com as preferéncias manifestadas pelo agente
de decisdo, ao escolher que solucao prefere de uma amostra de solucdes nao
dominadas, que lhe é apresentada em cada fase de didlogo. Em cada fase
de célculo sdo optimizadas varias somas ponderadas das funcdes objectivo.
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Por um lado, o método ICW usa vérios vectores de pesos regularmente
dispersos no espaco dos pesos, para definir um conjunto de somas
ponderadas (evitando, assim, que se faca depender a eliciacdo de informagao,
sobre as preferéncias do agente de decisdo, da indicagdo explicita de vectores
de pesos). Por outro lado, este método também néo faz apelo a especificagdo
de valores satisfatérios para as fungdes objectivo (como acontece, por
exemplo, no STEM). A informacéao disponibilizada pelo agente de decisao, ao
escolher a solucdo da amostra que corresponde mais de perto as suas
preferéncias, é usada para contrair o cone dos critérios em torno do gradiente
da funcédo objectivo usada para calcular essa solucéo, resultando o cone de
critérios reduzido para a interaccdo (ou iteracdo) seguinte. O cone dos critérios
é assim gradualmente contraido em torno de direcgdes especificas, até se
focar a pesquisa numa pequena parte da regido admissivel, que se supde
conter o vértice eficiente com maior valor para a funcédo utilidade implicita
do agente de decisdo.

Nota: A apresentacao deste método ndo se inicia com um paragrafo
introdutério de nogdes fundamentais pelas seguintes razdes:

1. A reducao progressiva da regido a pesquisar é baseada na
contraccdo do cone dos critérios. A fundamentacdo do método
algébrico, usado para reduzir o cone dos critérios, encontra-se
exposta detalhadamente em Steuer (1986) e transcende os
objectivos deste livro, j& que nao é especifico da programagao
linear multicritério. Neste texto, optou-se por apresentar a sua
aplicacao, sem fundamentar o calculo das matrizes T usadas no
processo de contraccao.

2. A informacao requerida do agente de decisdo, nas fases de
didlogo, diz respeito as suas preferéncias de entre varias
alternativas propostas. Os aspectos cognitivos relacionados com
este tipo de escolha referem-se no capitulo IV. O célculo das
solugdes eficientes a propor ao agente de decisdo baseia-se na
optimizacdo de somas pesadas das funcdes objectivo, com a
especificidade de se usar um processo especial, para garantir que
em cada iteragdo se obtém exactamente 2p+1 vectores de pesos
(em que p é o numero de fungdes objectivo), dispersos no espago
dos pesos. O processo de determinacdo desses vectores de pesos



apresenta-se durante a exposigao do algoritmo. Para mais detalhes
ver Steuer (1986). Deve ainda notar-se que o nimero de solugdes
eficientes com que se confronta o agente de decisao, em cada fase
de didlogo, é fixo e, em geral, menor do que o calculado pelo
processo referido. Tem, portanto, lugar um processo de filtragem
que se refere brevemente durante a aplicagdo do algoritmo.
A discussdo detalhada sobre este e outros processos de filtragem
também esta para além dos objectivos deste trabalho, dedicando-
-lhe Steuer (1986) um capitulo especifico.

5.2. ALGORITMO ICW (INTERVAL CRITERION WEIGHTS)

Apresenta-se uma versdo simplificada, em relagdo a apresentada em
Steuer (1986).

Passo 1
Inicialmente sdo especificados alguns parametros do algoritmo (seguindo
as indicagdes dadas em Steuer, 1986, cap. 13). O agente de decisdo é
chamado a especificar:
— o0 tamanho Q da amostra de solu¢des nao dominadas, a apresentar em
cada fase de didlogo (p £ Q<2 p + 1);
— 0 numero de iteragdes | (I = p).

Steuer sugere ainda a normalizacao prévia dos objectivos (devido as
diferentes ordens de grandeza), multiplicando os coeficientes das variaveis de
decisdo, em cada fungao objectivo, por uma poténcia de 10 apropriada (em
vez de usar uma qualquer norma L,, como acontece noutros casos).

Passo 2

Em cada iteracdo formam-se 2p+1 combinacdes convexas dos gradientes
das funcoes objectivo, tendo em vista obter vértices ndo dominados bem
dispersos sobre a regido ndo dominada (relativa ao cone dos critérios da
iteracdo actual).

As combinagbes convexas dos gradientes das fun¢des objectivo sdo dadas
pelo seguinte conjunto de vectores de pesos:
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A, =( 10, sue; O) combinacdes convexas extremas

A, =( 01.., 0) (conduzem ao 6ptimo de cada funcao objectivo)
A, =(0,0,..,1)
1
Apy1=\—.r..,r) combinacGes convexas ndo centrais
g =(710r) - combinace 20 centra
1
}"p+2 =(r'p_21 ,r)

) combinacao convexa central

Nas combinagdes convexas extremas, usa-se 1 — & em vez de 1, para os
pesos a 1, e 0+%,.1 em vez de zero, para 0s pesos a zero (as razoes para se
evitar a fronteira do espaco dos pesos foram j& explicadas atras).

Passo 3

Em cada fase de cdlculo sdo resolvidos os seguintes 2p+1 problemas
lineares:

max{Lk Ch >_<} k=1, .. 2p+1
xeS

onde

co- Tho1The T C para h>1
" C para h=1

ou seja, na iteracao inicial, h=1, a matriz dos coeficientes das fungoes
objectivo é a matriz inicial C, eventualmente normalizada (isto é,
transformando C em C' = N C, onde N é a matriz diagonal, de dimensdes
pxp, cujos elementos sao os factores de normalizacdo de cada linha de C).



Note-se que a operacdo de normalizacdo nado altera o cone dos gradientes
dos critérios, embora tenha influéncia no gradiente da funcao objectivo
ponderada, e, consequentemente, nas solu¢des eficientes resultantes de cada
optimizagao. Existe uma matriz T definida para cada uma das combinacdes
dos pesos e a pré-multiplicacdo de C, por sucessivas matrizes T, vai
conduzindo, iteragao a iteragdo, aos novos coeficientes das funcdes objectivo.

Passo 4

As solugdes eficientes, obtidas optimizando as 2p+1 somas pesadas das
fungdes objectivo calculadas no passo 3, sdo filtradas para obter uma amostra
de tamanho Q, e o agente de decisdo é chamado a escolher aquela que
melhor corresponde as suas preferéncias.

A filtragem tem por objectivo seleccionar os Q pontos mais distintos, para
constituir a amostra referida anteriormente. Usa-se uma técnica de ca

culo
especifica (para detalhes ver Steuer, 1986, cap. 9, que sugere as seguintes
técnicas de filtragem: primeiro ponto, ponto mais proximo e ponto mais
afastado).

Com esta informacdo constréi-se entdo a matriz dos coeficientes das
fungdes objectivo da iteragdo seguinte, através da pré-multiplicacdo por uma
matriz T, resultando um novo cone dos gradientes contraido e deslocado em
relacdo ao anterior. O novo cone contraido é, tendencialmente, centrado na
combinagdo convexa de gradientes que originou a solucdo preferida pelo
agente de decisdo, na iteragdo agora terminada. Este cone tem as mesmas
propor¢des geométricas e orientacdo do cone contraido da iteracdo anterior,
constituindo um sub-conjunto deste. Contudo, a sua seccdo é '/, da seccéo
do anterior.

Se ainda ndo foram efectuadas as | iteracoes especificadas pelo agente
de decisdo, regressa-se ao passo 3. Caso contrario, vai-se para o passo 5.

Passo 5
Utilizando as fungdes objectivo actuais, geram-se todos os vértices eficientes.

Passo 6

Por filtragem, determina-se uma amostra de dimensao Q dos vértices
calculados no passo anterior. Finalmente, o agente de decisédo procede a
escolha de uma destas solucoes.
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Nota: A medida que o cone dos critérios se vai contraindo gradualmente,
em cada iteracdo, de acordo com as preferéncias do agente de
decisdo, o nimero de vértices ndo dominados alcancéveis é cada
vez menor. Por esta razao, Steuer propde que, ao fim do ndmero
pré-especificado de iteracdes |, seja aplicado um algoritmo para
calcular todos os vértices eficientes, considerando a matriz dos
objectivos actual, C,. Estas solucdes serdo novamente filtradas para
apresentar uma amostra final ao agente de decisdo, para que
seleccione a solucao final.

5.3. DIAGRAMA DOS BLOCOS ESQUEMATICO SOBRE O ICW

— Fixar o tamanho da amostra de vértices eficientes Q
— Fixar o nimero de iteracoes |

VV
Determinar 2p+1 fungdes soma pesada, com vectores de
pesos bem dispersos no espaco dos pesos, e optimiza-las

\4

— Seleccionar Q vértices eficientes por filtragem
— O agente de deciséo selecciona um deles

l

Contracgao do cone dos
gradientes das fungbes

objectivo em torno do de(i)t:rLaJE%%rsofoi
gradiente que conduziu atingido?

a solugao seleccionada
pelo agente de decisao

220 Utilizando as fungdes objectivo (actuais),
gerar todos os vértices eficientes

v
— Seleccionar Q vértices eficientes por filtragem
— O agente de deciséo selecciona um deles




5.4. COMENTARIOS FINAIS

Este método tem a vantagem de calcular, em cada iteracdo, solucdes
potencialmente bem diferenciadas, visto que, para o célculo, se parte de
fungdes objectivo somas ponderadas, em que os vectores de pesos sdo bem
dispersos no espago dos pesos. Contudo, é demasiado rigido em certos
aspectos, fixando, por exemplo, o nimero maximo de iteracées e ndo permi-
tindo rever decisdes tomadas em fases de didlogo anteriores. E claro que estes
aspectos tém em vista a obtengao de um método em que o esforco computa-
cional nao seja demasiado elevado. Por outro lado, ndo é muito fécil (do ponto
de vista cognitivo) seleccionar, em cada iteracdo, uma alternativa em Q.

Por fim, convém notar que o autor constréi o método no pressuposto
de que existe uma funcao utilidade implicita do agente de decisao,
procurando garantir a convergéncia para o vértice que mais se aproxima do
optimo dessa funcao.

5.5. EXEMPLO ILUSTRATIVO DO METODO INTERVAL CRITERION WEIGHTS

Considere-se o seguinte problema de programacao linear com 3 funcdes
objectivo:

max z;= 5%+ X;+ X3

max z,= 4.5x,
max z3= X +4x3
s. a:
X1+ Xp+ X3< 5
X+ 3%+ X3< 9
3xy + 4x <16 .- -
T regiao admissivel S
3%, +2x3 <11
X3< 4.5
X1,X3,%X3 20

A figura 11.36 mostra o espaco das varidveis de decisdo do problema,
onde estdao também representados (usando uma escala diferente) os
gradientes das 3 fungdes objectivo (¢i, ¢, C3).
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Passo 1

Inicialmente, o agente de decisdo é chamado a especificar o tamanho
da amostra de solucoes eficientes, Q, e o numero de iteracdes |. O autor
sugere que Q deve estar compreendido entre p (nimero de fungdes objectivo
do problema) e 2p+1 (nGmero de combinagbes convexas dos gradientes das
funcdes objectivo usadas em cada iteracdo, para o calculo de solugdes
eficientes).

Suponha-se que o agente de decisdo pretende conhecer todas as
solugdes calculadas em cada iteracdo. Desta forma, Q=2p+1=7, o que
significa que ndo haverd nenhum processo de filtragem de solucbes'.

Considere-se o numero de iteragoes |=3.

0.3.0)

(2.4,2.2,0)

(2.67,2,0.33)

0,2.33,2)
0.5.2,2.5) (5,0,2)
Xq
0,1.4) ¢
(0,0.5,4.5)
0043 0.5.0,4.5)
222
X3

Figura ll.36 — Regido admissivel no espago das variaveis de decisdo.

14 A filtragem tem por objectivo seleccionar uma amostra de Q pontos, considerados os mais
distintos, de um maximo possivel de 2p+1 solucdes distintas calculadas em cada iteracdo. Pretende-
-se evitar que o agente de decisao tenha que comparar um namero elevado de soluges. Para detalhes
sobre as diversas técnicas que podem ser usadas, ver Steuer (1986, cap. 9).



Passo 2
Constréi-se um conjunto de 2p+1=7 vectores de pesos bem dispersos

(figura ll1.37) a partir dos quais se formardao combinagdes convexas dos
gradientes das fungdes objectivo:

A, =( 10,0 ) (combinagdes convexas extremas'?)

,=(010)
3=(o, 1)
(

1 . .
—2, )=( 0.111,0.444,0.444 ) (combinagdes convexas nao centrais)

|
(92}

I
—
\/

1l
—

o
~
=
N
o
o
~
=
~
N—""
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Figura Ill.37 — Vectores de pesos pré-determinados, bem dispersos no espago dos pesos.

5 Na prética utilizam-se vectores de pesos em que os zeros sao substituidos por um valor
positivo muito pequeno, por forma a garantir que as solugdes obtidas no passo 3, sejam todas
(estritamente) eficientes.
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12 ITERAGAO:

Passo 3
Como se estd a executar a 12 iteracdo, a matriz das fungdes objectivo

Cy € a matriz inicial C:

5 1 1
C,=C=|0 45 0
1.0 4

Neste problema nao é necessario normalizar os coeficientes das funcoes
objectivo, porque eles ja sdo da mesma ordem de grandeza.
Resolvem-se os sete problemas lineares seguintes:

max A, C;x k= v 7 R,)
xeS

=k

O primeiro problema a resolver (PM) é, entao:

5 1 1%
max [1 0 0]|0 45 0% |=5%+x; +x3
1T 0 4||x3

s.a: XeSs

A solugdo 6ptima deste problema (que é solucao eficiente do problema
multiobjectivo) é designada por solucao 1: x,=(5,0,0), z,=(25,0,5).

Usando os outros vectores de pesos (de A, a A7), resolvem-se os restantes
6 problemas do tipo (B, ). As solugées eficientes encontradas sao:

(A,) —solugao 2 x, =(0,3,0) z,=(3,13.5,0)
(R,) —solugdgo 3 x3=(0.5,0,45) z3=(7,0,18.5)
(R,) —solugao 4 x,=(0,14) z,=(54.5,16)
(A,) —soluggo 1 x,=(5,0,0) z,=(25,0,5)
(R,) —solugao 5 x5 =(4,1,0) 25 =(21,4.5,4)
(R,,) —solugdgo 1 x,=(5,0,0) z,=(25,0,5)

~

Note-se que, apesar de se resolverem sete problemas lineares, apenas
se obtiveram cinco solugdes eficientes distintas, dado que a solucao de (P;_»S)
e ade (A) é a mesma de (A,).

A figura Ill.38 apresenta as regides de indiferenca destas solu¢bes no
espaco dos pesos.
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Figura I1l.38 — Regides de indiferenga das solugdes calculadas na 1° iteragao.

Passo 4

As solucgdes calculadas no passo 3 sdo apresentadas ao agente de
decisdo, para ele escolher a que melhor corresponde as suas preferéncias.

Suponha-se que o agente de decisao escolhe a solugao 4, obtida a partir
da combinagao convexa dos gradientes das funcdes objectivo correspondente
ao vector de pesos A4=(0.111,0.444,0.444).

A este vector de pesos corresponde a matriz T®, usada para obter o cone
dos critérios da préxima iteracdo, contraido e deslocado em relagdo ao da
iteragdo que agora termina.

A matriz dos objectivos da segunda iteracdo é obtida, a partir da matriz
da iteracdo actual, fazendo C, = Ty C4, em que Ty = T@),

A matriz T; é obtida de modo a que o novo cone dos critérios seja
contraido em torno de A4 C4. Como ja se disse, existe uma matriz T pré-
-definida para cada uma das 2p+1 combinacdes convexas possiveis (para
detalhes técnicos ver (Steuer, 1986, cap. 9)):
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g 0 1-q
1-g g O
LZ:T(Z) =0 1 O (combinacbes convexas extremas)
0 q 1-q
-9 0 ¢
7_k3:T(3) = 0 1-q ¢
0 0 1
_ ] . -
1_ =Y =
g a a
AT= 0 1-p-22 2
Ay 1-(p-2) 3 S
o 3 122
. a =
q q
1-p-2— 0O 2
(P )a a
LS:T(S) = g 1-q g (combinacbes convexas nao centrais)
q q
3 0 1-(p-2—
G p-2) a |
q q
1-fp—2)— 3 0
(P )a 3
ATO= 2 -3 o
A 5 -2 .
q q
A a 1—
. a a q_.
226 i i
g2 4 4
p p p
a
L7:T(7) = S 1—q5 g (combinacao convexa central)
q q a
L P p P

em que a=p-1 e q=1—p_5



Para p=3, vem:

0.577 0211 0.211
T,=T%=| 0 0789 0211
0 0211 0.789

2% [TERACAO:

Passo 3
A matriz das funcbes objectivo, correspondente ao cone contraido, é
dada por:

0.577 0.211 0.211(|5 1 1 3.098 1.528 1.423
C,=TyCi=| O 0.789 0.211||0 4.5 0|=|0.211 3.549 0.845
0 0.211 0.789|{1 0 4| |0.789 0.951 3.155

Na figura 1l1.39 estdo assinaladas as solugdes j& conhecidas e represen-
tados os gradientes das fungbes objectivo do cone contraido relativos a matriz
C, (a que correspondem os vectores gf,gi e gg).

Resolvem-se os sete problemas lineares seguintes:

max A, C, X k=1,..,7 A.)
x€eS

=k

As solucoes eficientes obtidas séo:

(R,) - solugéo 1 %, =(5,0,0) z,=(25,0,5)
(R.,) —solucgo 2 x, =(0,3,0) z,=(3,13.5,0)
(R,) —solugdo 6 x5 =(0,0.5,4.5) zs =(5,2.24,18)
(PL4) - solucéo 4 x, =(0,1,4) z,=(54.5,16)
(PLS) - solucao 3 x3 =(0.5,0,4.5) z;=(7,0,18.5)
(B,,) - solugdo 7 x, =(2.667,2,0.333) z,=(15.667,9,4)
(R.) - solugdo 4  x,=(0,14) z,=(54.5,16)

=7

A figura ll1.40 apresenta as regides de indiferenga destas solugdes:

(@) no espago dos pesos correspondente ao cone contraido;

(b) no espago dos pesos original, onde é também visivel o espaco dos
pesos do cone contraido (a tracejado), sobreposto ao original.
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G
=

rases
™3 PN W1
(b) Espago dos pesos original (onde é também
visivel, a tracejado, o espaco dos pesos
correspondente ao cone contraido).

(a) Espago dos pesos correspondente ao cone
contraido.

Figura I1l.40 — Regides de indiferenga das solugoes da 22 iteracado:



Passo 4

As solugbes calculadas no passo 3 sdo apresentadas ao agente de
decisdo, para ele escolher a que melhor corresponde as suas preferéncias.

Suponha-se que o agente de decisao escolhe a solugdo 6, obtida a partir
da combinacdo convexa dos gradientes dos objectivos do cone contrafdo,
para o vector de pesos Az = (0,0,1). Com esta informagao é obtida a matriz
de contraccao da 22 iteracdo, Ts:

0577 0 0.423
,=T®=| 0 0577 0423
0 0 1

A matriz dos coeficientes das fun¢des objectivo, para a préxima iteracao,
€ C3=T, C; =T, Ty C, resultando um novo cone dos critérios contraido e
deslocado em relacdo ao anterior.

32 ITERACAO:

Passo 3

A matriz das func¢des objectivo Cs, correspondente ao cone contraido,
¢ dada por?e:

0.577 0 0.423 1| 3.098 1.528 1.423 2,122 1.284 2.155
G=T,C=l 0 0.577 0.423(]|0.211 3.549 0.845|=]0.455 2.451 1.821
0 0 1 0.789 0.951 3.155 0.789 0.951 3.155

Na figura 1ll.41 estdo assinaladas as solucdes ja conhecidas, e
representados os gradientes das fungdes objectivo do cone contrafdo, relativos
a matriz Cs.

Resolvem-se os sete problemas lineares seguintes:

max A, C3x k=1,.,7 (P.)

xeS =K

16 Com os valores aqui apresentados, o produto destas duas matrizes é ligeiramente diferente
da matriz do lado direito da igualdade. Relembra-se que estas discrepancias se devem ao facto de os
célculos terem sido efectuados com uma precisdo superior.
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As solugoes eficientes encontradas sao:
(le) - solugao 3

(P;_\z) - solucédo 4
(R.,) — solugéo 6
(PL) — solucao 6
(R.,) — solugéo 3
(P_S) - solucao 6
(R,.) — solucao 6

=7

todas j& conhecidas das iteracbes anteriores. Contudo, deve notar-se que
existem vértices eficientes ainda nao calculados até esta fase de pesquisa
(figura 111.42-b).
A figura .42 apresenta as regides de indiferenca destas solugdes:
(a) no espaco dos pesos correspondente ao cone contraido;
(b) no espaco dos pesos original, onde é também visivel o espago dos
pesos do cone contraido (a tracejado), sobreposto ao original.

0.1.4) A

0,0.5,4.5){p

3(0.5.0,4.5)
X3

Figura lll.41 — Gradientes das funcdes objectivo do cone contraido da 3? iteragao.



Como ja foram efectuadas trés iteracoes, o processo iterativo termina.

O autor do método propde que no final seja aplicado um algoritmo para
calcular todas as solugdes basicas eficientes (portanto, também todos os
vértices eficientes) considerando as fun¢des objectivo do cone contraido final
(matriz C3) — Passo 5. No entanto, neste caso, ndo sdo requeridos quaisquer
calculos adicionais. Como se pode comprovar por observacdo da figura I11.42,
as regides de indiferenca das solugdes 3, 4 e 6 preenchem por completo o
espago dos pesos correspondente ao cone contraido, o que significa que estas
solugdes formam o conjunto de todas as solugbes basicas eficientes para a
matriz Cs.

W2
4
- o
i
A 3
N3 bN
(a) Espaco dos pesos correspondente ao cone (b) Espago dos pesos original.
contraido.

Figura Ill.42 — Regides de indiferenga das solugdes da 3? iteracao.

Passo 6

Neste caso, o numero de solugdes obtidas ndo justifica a aplicacdo de
um processo de filtragem. O agente de decisdo deverd entdo escolher uma
solucdo de compromisso de entre as solugbes 3, 4 e 6.
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6. METODO PARETO RACE
6.1. DESCRICAO DO METODO

O método Pareto Race, proposto por Korhonen e Wallenius (1988), é
baseado em trabalhos de Korhonen (1987) e de Korhonen e Laakso (19864,
1986b). Trata-se de um método de pesquisa direccional, que permite ao
agente de decisao mover-se livremente sobre a regido eficiente. A informagao
requerida ao agente de decisao consiste fundamentalmente na especificagdo
das funcbes objectivo a melhorar alterando a direccdo do movimento.
As solugdes eficientes sdo obtidas por meio da optimizacdo de uma fungao
escalarizante, construida a partir de um ponto de referéncia, e utilizando
programacao paramétrica em relagdo aos termos independentes das
restricoes.

A partir de niveis de aspiracdo para os valores das fungbes objectivo,
especificados inicialmente pelo agente de decisdo, é construida uma direccao
de referéncia. Esta direccao parte de um ponto no espago dos objectivos, e
oferece uma variagdo nos valores das funcdes objectivo, que estd de acordo
com as preferéncias do agente de decisdo. A direccdo de referéncia é, entdo,
projectada sobre o conjunto das solugdes eficientes utilizando uma métrica
de Tchebycheff pesada, gerando uma trajectéria (sub-conjunto das solucoes
eficientes) que é apresentada ao agente de decisdo. O agente de decisao
pode assim percorrer a fronteira eficiente, controlando a direc¢do do
movimento (privilegiando as fung¢bes objectivo a sua vontade) e a velocidade
(permitindo obter solugdes mais ou menos proximas umas das outras), como
se estivesse a conduzir um automével (dai a denominacéo Pareto Race) sobre
essa superficie.

De acordo com a programacao por metas generalizada, uma restricdo
pode ser encarada como uma meta nao flexivel. O método Pareto Race
considera o conjunto G das metas flexiveis, em que o termo independente
representa o nivel de aspiracdo para cada funcdo objectivo, e o conjunto R
das metas nao flexiveis (restricoes).

Inicialmente o agente de decisdo é chamado a especificar os valores dos
niveis de aspiracdo para cada funcdo objectivo, que constituem o ponto de
referéncia inicial. Com esta informacao é definido o vector b, de dimensao
m+p, que contém os valores dos termos independentes das restricdes



(m metas nado flexiveis), e os niveis de aspiracdo de cada funcdo objectivo
(p metas flexiveis).

As gamas de variagao pretendidas para os valores das funcdes objectivo
(Abj) sdo também especificados pelo agente de decisdo. Estes valores
condicionam implicitamente a importancia relativa inicial de cada funcdo
objectivo, através de:

W = 0 se keR
““lab, se keG

d é o vector de referéncia que controla a direccdo do movimento. Inicialmente
d=w

A normalizagdo das direc¢des é conseguida mantendo s constante, em
todas as iteragoes:

S=de.
k

Para calcular solucgdes eficientes que resultam da projeccao da semi-recta
b + t d, resolve-se o seguinte problema de programacao linear paramétrica:

p
min v—ez G X (£7)
k=1
s.ar Al x=b; ieR
CjX+vw;2b;+td, jeG
x20
veR

P

em que € é um nUmero positivo muito pequeno e o termo (€ Z S X) é uma
k=1

perturbacdo destinada a forgar a escolha de uma solucéo eficiente (no caso

de existirem 6ptimos alternativos para o problema anterior sem o termo
relativo a perturbacao). Omitindo este termo, apenas ha a garantia da solugao
obtida ser fracamente eficiente. Os vectores A, i=1,...,m, contém os
coeficientes das varidveis de decisdo nas restricbes (metas nao flexiveis), bem
como os coeficientes associados as varidveis auxiliares necessarias para a
conversao de todas as desigualdades em igualdades. As restricoes A;, x=b;,
ieR, sdo equivalentes a A, x=b;+td;, ieR, dado que d, =0 para ieR.
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Note-se que a varidvel v ndo tem restricao de sinal, visto que o ponto
de referéncia pode estar dentro ou fora da regido admissivel. Como é sabido,
por razbes computacionais pode fazer-se v = v+ — v, com v+, v- = 0.

O parametro escalar t é o passo ao longo da direccdo, que controla a
velocidade do movimento.

Nota: A projeccdo do ponto de referéncia sobre a regido ndo dominada

é obtida minimizando uma funcdo de escalarizacao definida
utilizando uma métrica de Tchebycheff pesada. O célculo da
trajectéria sobre a regido nao dominada é feito utilizando
programacao paramétrica relativamente aos segundos membros de
restricdes. Seja o ponto de referéncia bg (i.e. a parte do vector b
de componentes bj, tais que j€G); A — vector dos pesos relativos
a métrica de Tchebycheff (note-se que, neste contexto, aquilo a
que chamamos pesos, diz respeito, essencialmente, a factores de
escala). A funcado de escalarizacdo utilizada sera:

jg?’_e_a?‘(p {xj( —C x} i

k=1

Por razées analogas ao explicado anteriormente,

min jiq??fp {XJ( i—C x} i

s.a: A, x=b; ieR
x20
é equivalente a
P
min v—eEgkg
k=1
S. a Ai-)_(=bi ieR
v op .
G Xk 52 jeG



Este ultimo problema pode escrever-se:

s.a: A, x=Db, ieR
A

X)<v jeG

Note-se que, é facil ver que se trata do mesmo problema resolvido

P
no método STEM, a menos do termo € z ¢ x da funcao

objectivo. Este termo também pode ser introka1uzido no método
STEM com o mesmo propdsito que aqui o justifica.

Voltando a forma anterior, vé-se que ela difere do problema (7 ),
apenas porque, neste caso, ainda ndo se parametrizaram os
segundos membros das restricdes, com vista a definir a direccao
em que se pretende movimentar o ponto de referéncia (i.e.,
restricbes com jeG, em que se soma td; ao segundo membro
bj; d; é a componente j da direcgéo e t o parametro que controla
o deslocamento). O peso A; tem um significado semelhante ao o
utilizado no método STEM. No método Pareto Race, utiliza-se o

peso w; definido por w; =%j.

Cada vez que se resolve novamente (/e ) comeca-se por considerar
t = 0. Usando a andlise de sensibilidade classica em relacdo aos termos
independentes das restricoes de (/£ ), para a solucao éptima associada a
um determinado valor de t, em particular t=0, calcula-se o intervalo [t-t;,
t+t;], que indica qual a variagao possivel de t que mantém a admissibilidade
da base.

Resolvendo o problema (Z ) para um valor particular de t, usando o

método simplex, obtém-se:

x; =B7'(b + td)

em que Xy é o vector das varidveis basicas e B™' a matriz inversa da base.
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Variando t para t+6, vem:
X5(0)=B""(b+(t+6)d)
X5(0)=x5 +0B7'd

Os limites inferior e superior de 6 sdo calculados de modo a garantir a
admissibilidade primal (dado que a admissibilidade dual ndo é afectada) da
solugdo, ou seja, xg(0) = 0, obtendo-se o intervalo [t-t;, t+t;].

A partir da solucéo eficiente inicial, o agente de decisao dispde de varias
opgdes, que nado lhe requerem a especificacdo de valores concretos, mas
apenas a indicacao de tendéncias de variacdo. Ou seja:

— Prosseguir na direccdo actual a velocidade constante. O passo é
actualizado fazendo

- t+min {At; t,} se At>0
t+max {At; —t;} se At<0

At representa a velocidade do movimento, e é inicialmente igual a B,
uma constante que representa a velocidade base, ou seja 0 passo base.
Se t;=+eo, é pedido ao agente de decisdo para mudar de direcgao;
Se t,=0 e At>0, significa que ndo é possivel prosseguir na direccdo
actual, sem que haja mudanca de base. Opera-se de modo a obter a
nova base e actualiza-se o intervalo [t—t;, t+t;].

Se t1=0 e At<0, é pedido ao agente de decisdo para mudar de
direccao.

Se ndo se verificar nenhum destes casos, prossegue-se na mesma
direccdo com um passo At, sendo a nova solugdo Xg < Xg +B7'Atd.
Actualizam-se os valores de t; e t;.

-— — Mudar de direc¢do, de modo a melhorar uma dada funcéo objectivo.
236 A componente da direccdo de referéncia correspondente a essa meta
é aumentada:

em que j é o indice da fungdo objectivo escolhida pelo agente de
decisao e oj € uma constante que determina o grau de variacdo na
direccdo do movimento.



O vector direccdo é renormalizado, de modo que Z dy =s.
k

Resolve-se o problema <PL§°) com t=0, e recalcula-se o intervalo [t-t;,
t+t,]. Os bj, je @G, a considerar em (PLi,)r no instante em que se
pretende alterar a direcgdo, sdo os valores das metas flexiveis j no
ponto da fronteira eficiente em que se iniciou a mudanca de direccao.

— Mudar de sentido, passando o movimento a ser feito no sentido
contrério (para a frente ou para tras) sobre a direccdo actual.

At B se At<O inversdodo sentido para a frente
(___
—B se At>0 inversdodo sentido para tras

A mudanca de sentido inicia-se sempre a velocidade base, embora seja
possivel manter a velocidade anterior do movimento.

— Aumentar ou diminuir a velocidade, passando o movimento a ser
feito mais rapidamente ou mais lentamente, no sentido e direccdo
actuais.

O aumento ou a diminuicdo da velocidade sdo obtidos variando no
sentido actual o valor absoluto do escalar At. Para aumentar a
velocidade faz-se At « o At, com o >1. Para diminuir a velocidade faz-
-se At « Ay, com o >1 (até um minimo igual a velocidade base At=).

— Fixar o nivel de aspiracdo de uma funcao objectivo, introduzindo
uma limitacdo inferior numa meta flexivel, igual ao respectivo valor
actual.

E introduzida uma restrigdo do tipo ¢;x2L;, onde L; é o valor inferior
fixado para a funcao objectivo z(x), jeG.

— Libertar uma funcao objectivo, retirando a limitacdo previamente 237
imposta nessa fungao objectivo.
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6.2. DIAGRAMA DE BLOCOS ESQUEMATICO DO METODO PARETO RACE

Estabelecer os valores de referéncia/niveis de aspiracéo (ponto
de referéncia inicial). Definicao da direccdo do movimento inicial

N
Y
Determinar uma solucéo, projectando na regiao
eficiente o ponto de referéncia actual

|
v
Definir uma nova (ou alterar a) direccao de
deslocagao do ponto de referéncia

!

Célculo de uma trajectéria sobre
a regiao eficiente quando
deslocamos o ponto de referéncia

Quer alterar
a direccao de
busca?

Alterar os valores Sim
de referéncia de inicio
de pesquisa

1

Esta satisfeito?

6.3. COMENTARIOS FINAIS

O principio de funcionamento deste método é particularmente
interessante — do ponto de vista cognitivo — para o(s) agente(s) de decisao.
Trata-se duma pesquisa livre, em que o agente de decisao vai decidindo para
onde pretende deslocar-se sobre a regido eficiente. E claro que nio havendo
uma ideia prévia, nem da forma do poliedro admissivel, nem tao pouco da
regido eficiente, este método so6 seria adequado em todas as circunstancias



se fosse muito répido percorrer por tentativa e erro todas as trajectérias sobre
a regido eficiente que o agente de decisdo pretendesse. Infelizmente, mesmo
para problemas de média dimensao, as ferramentas computacionais
envolvidas ndo sdo (como seria de esperar, se se pensar nos calculos
envolvidos) tdo rapidas quanto seria desejavel. Nestas circunstancias, este
processo de pesquisa parece particularmente adequado para uma fase final
de célculo, fazendo-se anteriormente uma pesquisa estratégica usando
outro(s) procedimento(s). Recorrer-se-ia ao Pareto Race para estudar em
profundidade as solugdes duma sub-regido eficiente bem delimitada.

6.4. EXEMPLO ILUSTRATIVO DO METODO PARETO RACE

Considere-se o seguinte problema de programacao linear com 3 fun¢des
objectivo (problema j& usado para ilustrar o método TRIMAP):

max Z] — X1

max z, = Xy
max z3 = X3
s.a: X1+ X; +X3< 5
Xy +3%; +X3< 9
3%y +4x, <16
X1,X5,%3 20

O método Pareto Race (PR) comeca por pedir ao agente de decisao que
especifique niveis de aspiracdo e gamas de variacao desejaveis para os valores
das fungdes objectivo.

Suponha-se que o agente de decisdo indica como niveis de aspiragao os
valores 6, 5 e 5 para zj, z; e z3, respectivamente, e que gostaria que os
valores das funcdes objectivo variassem nos seguintes intervalos: [4.5, 7] para
z1, [2.5, 6] para z; e [2, 6] para z3 (estes intervalos sao apenas indicativos,
visto que pode nao ser possivel obter valores das fungdes objectivo para estes
intervalos). Desta forma, (6, 5, 5) é o ponto de referéncia original que sera
projectado sobre a fronteira eficiente do problema e as variagdes propostas,
(7-4.5, 6-2.5, 6-2) = (2.5, 3.5, 4), constituem o vector inicial de pesos'” w

17 £ usado o italico para salientar que, neste método, os pesos representam factores de escala.
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Os intervalos de variacao [LI,LS;] para cada uma das fungdes objectivo,
i=1,...,3, serdo actualizados ao longo do processo.

Fe
5
b 5
O vector dos termos do lado direito (metas) é b = |—-—| =|-=| e o0
be| |5
9
|16 ]
[2.5
3.5
4
vector dos pesos é W =|——|, onde as primeiras trés componentes se referem
0
0
0

aos objectivos (metas flexiveis) e as Ultimas trés as restricbes (metas rigidas).

Inicialmente, considera-se a direccdo de referéncia d=w.
As direc¢des sao normalizadas calculando o valor de s para a direccdo

de referéncia inicial, tal que S=2dk. Note-se que s se mantém constante
k

em todas as iteracdes. Neste caso, s = 10.

Para projectar pontos da semi-recta b+td (admite-se, neste exemplo,
que t > 0) sobre o conjunto das solucdes eficientes, gerando uma trajectoria
eficiente, resolve-se o seguinte problema de programacao linear paramétrica:

min  v—g Z G X (L)
i=1
S. a: gj>_<+ijzbj+tdJ jeG
Aiix=bi |ER
x20,veR

(em que A,x=Db;, paraieR, representa cada uma das restricoes do problema
multiobjectivo, transformada em igualdade).



O problema (# ) é resolvido para t = 0. O calculo de outras solucdes
para diferentes valores de t pode ser feito usando programacao paramétrica,
em relacdo aos lados direitos das restricoes.

Note-se, ainda, que a variavel v ndo tem restricdo de sinal podendo, por
razOes computacionais, ser rescrita como V= vi —v7, com v*,vT 20. Assim,
o problema a resolver, neste caso, assume a seguinte formulagdo (conside-
rando € = 0.001):

min vi— v =0.001(x; + X, + X3)
s.ai 25vi-25v + X > 6
3.5v" —3.5v" + X >5
4vt — 4y + X3 25
X1+ X+ x3 <5
X1+ 3%+ x3 <9
3%, + 4%, <16

PR
X1, %2, X3,V ,v" 20

O quadro simplex 6ptimo, convertido para maximizagao, e omitindo as
colunas das variaveis basicas, é:

c 1 0 0 0 0
< Xg v S1 ) S3 S4
0.001 X3 0 0.4 0.4 -0.6 0.4 0.6
0 s 0 0.7 13 0.7 17 1.7
0 S 0 0.85 1.85 -2.15 -2.15 1.65
0.001 X1 0 -0.75 0.25 0.25 0.25 3.25
0.001 X2 0 0.35 -0.65 0.35 0.35 1.15
-1 vt -1 -0.1 -0.1 -0.1 -0.1 1.1
P 0 0.1 0.1 0.1 0.101

(sq, S2 e s3 530 as variaveis desvio — surplus — das primeiras trés restricoes,
e Sa4, Ss € Sg Sao as variaveis desvio — slack — das Ultimas trés restricdes).
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A solugao eficiente, encontrada para o problema original em estudo, é
x =(3.25, 1.15, 0.6), tendo como imagem no espago dos objectivos z = (3.25,
1.15, 0.6).

Os intervalos de variacdo [LI,LS;] para cada uma das funcdes objectivo,
i=1,..,3, sdo actualizados: [Ll;,LS;] = [3.25, 7], [LL,,LS,] =[1.15, €], [Ll3,LS5]
= [0.6, 6]. Estes intervalos sofrerdo alteragdes sempre que seja calculada uma
nova solucdo, e algum dos valores das fungdes objectivo ndo pertenga ao
respectivo intervalo.

A gama de variacdo de t que mantém a base 6ptima, quando se altera
b para b+td, é calculada através de andlise de sensibilidade. Se x; designar
o vector das varidveis basicas, entdo, para t=0, >_<B(t)=B_1 b, onde B™' ¢ a
matriz inversa da base. Ao alterar b para b+td, vem )_(B(t)zB‘1 (b+td), e
t pode tomar valores que garantam a condicdo de admissibilidade da base

Xg()2 0.
Neste caso,
ES 04 -04 06 04 o0 O0|f[6] [25]
S5 0.7 -13 07 -1.7 1 0f||5 35
s -0.85 -1.85 2.15 -2.15 0 1|||5 4
Xpg = ° =B_1(Q+t(j)= +1
X4 0.75 -025 -0.25 025 0 0]||5 0
X, -0.35 0.65 -035 035 0 0f/|9 0
v ] | 01 01 01 -01 0 of{l1e] [o0]
[ 06 | [0]
17 | |o
165 |_|0
>
325 | |0
115 | |0
1.1+t |0

0 que significa que te [-1.1, +=]. Como actualmente t=0, entdo a variacao
inferior é t; =1.1 e a variacao superior é t, =+eo, ou seja, [t-1;, t+12] = [-1.1, +oq].

Suponha-se que o agente de decisao quer prosseguir a pesquisa ao longo
da trajectéria definida por esta direccdo de referéncia, e que escolhe a opgao
prosseguir. No entanto, como t, =+, ndo é possivel continuar a pesquisa
nesta direcgdo (porque qualquer ponto da semi-recta b +td seria projectado




na solucéo actual (3.25, 1.15, 0.6)). E, entdo, pedido ao agente de decisdo
gue indique a funcdo objectivo que pretende melhorar.

MUDANCA DE DIRECCAO OBRIGATORIA

Suponha-se que o agente de decisdo quer melhorar z3. Entdo, ds é
alterado para ds+o(LSs-Ll3), em que o é uma constante, por exemplo, igual
a 0.5 (valor proposto pelos autores do método):

d,=25  d,=35 d3=4+0.5(6-0.6)=6.7

O vector d é normalizado, de modo a que de =s5=10, isto &,
k

10

4 —d ————
k"% 35435+467

k=1,...,3
[1.969]
2.756
5.276

0

0

0

A nova direccdo é d=

Os pesos sao também actualizados através de uma diminui¢do em ws e
posteriormente normalizado todo o vector, seguindo um processo semelhante

ao de d'8. Uma forma possivel de o fazer &, por exemplo, dividir wsz por (1+6):
4

w; =25 w,;=35  Ws :E:2'667

Ap6s normalizacdo, vem w =

18 £ de notar que os pesos de w produzem um efeito nos valores das fungdes objectivo que &,
em geral, contrario ao que seria de esperar, isto €, um menor peso significa uma maior importancia.
Isto acontece quando o ponto de referéncia se situa na fronteira ou fora da regido admissivel, isto &,
quando v+ >0 e v~ =0.
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O ponto de referéncia, actualizado com os valores das funcdes objectivo
da ultima solucao, é19:

3.25
be =|1.15
0.6

Resolve-se o seguinte problema, considerando t=0:

min vh— v =0.001(%; + X + X3)

S. a: 2.885vt -2.885v™ + X1 >3.25+1.969t
4.038v* —-4.038 v~ + X >1.15+2.756 t
3.079v* =3.079 v~ + x3 20645276t

X1+ %X + X3 <5
Xy +3%+ X3 <9
3x1+4x%, <16

X1, X0, X3,V , ¥~ 20

A solucdo optima para t=0 é x = z = (3.25, 1.15, 0.6).
Relativamente a (/% ), calcula-se a gama de variacdo de t, para a qual
a base éptima se mantém:

xg(t) =B~ (b+td)20

x; | [-0.308 -0308 0692 0308 0 0]([3.25] [1.969]
ss| | 0.808 -1.192 0.808 -1.808 1 0 |[[1.15| |2.756
S |_|-0.519 -1.519 2481 -2481 0 1||| 06| |5.276||_
x;| | 0712 -0.288 -0.288 0288 0 0||| 5 0

x, | |-0.404 0596 -0404 0404 0 Of|| 9 0
v | | o 0.1 01 01 o o|\l.6] | o]

19 Chama-se a atencdo para o facto de estas actualizagdes dos pesos e do ponto de referéncia
nao terem sido propostas pelos autores do método. Contudo, resultados experimentais mostraram
que o desempenho do método, com estas pequenas modificagdes, é bastante superior ao da versao
original, principalmente no que se refere ao comando de mudanga de direcgao.



[0.6+2.1991 |
1.7+2.565 t
1.65+7.879t |
3.25-0.916t
1.15-1.283 t
O+t

O O O O O O

0 que significa que te [O, 0.897]. Como actualmente t=0, entao t;=0 e t,=0.897.

O agente de decisdo pode prosseguir a pesquisa de solugdes nesta
direcgdo, sendo o deslocamento feito a velocidade base (At = B = 104 -
constante pré-definida), ou a velocidade superior. Um aumento da velocidade
significa um maior espacamento entre as solucoes eficientes calculadas
seguindo a trajectéria escolhida, e que sdo apresentadas ao agente de
decisdo. A trajectéria é, assim, percorrida mais rapidamente.

Suponha-se que o agente de decisdo aumenta a velocidade para At = 0.02.

A trajectoria apresentada ao agente de decisdo é formada pelas solucdes
de (A ) para valores de t espacados de At. Estas solugdes, em particular para
t=0.02, sao calculadas da seguinte forma:

(%3] [ 0.6+2.199%0.02 | [0.644]
ss| | 1.7+2.565x0.02 | |1.751
s¢ | |1.65+7.879%0.02| |1.808
x| |3.25-0.916%0.02| |3.232
x, | [1.15-1.283%x0.02| [1.124
vt] | 04002 | | 002

Assim, ao prosseguir nesta direccao (figura Ill.43) é apresentado ao agente
de decisao, de uma forma sequencial e dindmica, um conjunto de solugées:
Z; z, 5
(t=0.02) 3.232 1.124 0.644
(t=0.04) 3.213 1.099 0.688
(t=0.06) 3.195 1.073 0.732
(t=0.08) 3.177 1.047 0.776

(t=0.897)  2.428 0 2.572

em gue zz aumenta e z; e z diminuem.
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Velocidade

3.250

1.150

Sentido

0600

.
+ 4 T

max max max
Zq Zy Z3

Figura Ill.43 — As barras com os valores das fungdes objectivo variam dinamicamente, mostrando
os valores das fungdes objectivo sobre a trajectéria percorrida.

Quando t atinge o valor de 0.897 (solucdo em que z;,=2.428, z, =0 e
z3=2.572), é alcangada uma aresta da regido eficiente, e para continuar
segundo a mesma direccdo é necessario fazer uma mudanca de base (ver
figuras 111.44 e 111.46).

MUDANGCA DE BASE (SUPONDO QUE FOI DECIDIDO MANTER A DIRECCAO DE PESQUISA)

Apbs ser feita a actualizacdo do quadro simplex para se efectuar a
mudanga de base (por exemplo, usando o algoritmo dual-simplex), é
calculado o novo intervalo de variacdo para t. O resultado é t;=0 e
t, =1.580, o que significa que t (actualmente igual a 0.897) pode variar no
intervalo [0.897, 0.897+1.580].

Admitindo que o agente de decisdo pretende aumentar ligeiramente a
velocidade (escolhe At=0.03), é apresentada a seguinte sequéncia de
solugdes, em que z3 continua a aumentar, z; a diminuir, e z, se mantém
constante (ver figura lll.44):



Z4 Z Z3
(t=0.927) 2.382 0 2.618
(t=0.957)  2.335 0 2.655

(t=1.047) 2.194 0 2.806
Suponha-se que, nesta altura, perante a solucdo z = (2.194, 0, 2.806),
0 agente de decisdo resolve mudar de direccdo (antes de conhecer toda a

trajectéria eficiente, que se pode calcular seguindo a direccdo de referéncia
actual).

A figura Ill.44 mostra os valores de zj, z, e z3, ao longo da trajectoria
anterior, e 0 momento em que o agente de decisao resolve mudar de direccao
(assinalado por uma linha a tracejado).

MUDANCA DE DIRECCAO VOLUNTARIA

Admitindo que o agente de decisdo pretende melhorar z, incrementa-se
a componente de z; na direcgdo d, e diminui-se a respectiva componente no
vector de pesos w:

d, =d; +o (LS, —LI,)=2.756+0.5(6 - 0) =5.756
=L,

1.5
Ap6s normalizagao, vem:

W,

[1.514] 3.333]
4.428 3.111
4.058 3.555
d: W =
= o | ~ 0
0 0
= O - . 0 -l
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t=1.047

) t=0 t=0.897 t=2.477
Maximo de ™ ! ! |
cada funcao ! 7
i e 7
A73

Minimo de
cada fungao

Al A2 - A3
A1:(3.25,1.15,0.6) A2:(2.428,0,2.572) A3:(0,0,5)

Figura Ill.44 — Valores das fun¢des objectivo ao longo da primeira trajectéria. A tracejado indica-se
0 momento em que o agente de decisdo decidiu interromper a pesquisa nessa direccao.

O ponto de referéncia é actualizado com os valores das fungées objectivo
da ultima solucao,

2.194
QG = 0
2.806

Resolve-se o seguinte problema, considerando t=0:

min A VT =0.001( x4+ X; + X3)

S. a: 3.333v*-3.333v" + X4 >22.194+1.5141
3111v =3.111v + % >0+4.4281
3.555v* —3.555 v~ + X3 20.806+4.0581

Xi+ X + X3 <5
X;+3%, + X3 €9
3%y +4x, <16

X1, %X9,X3, VI,V 20

Apés andlise de sensibilidade aos termos independentes das restricoes,
conclui-se que o intervalo possivel para t é [0, 1.206].



Se o agente de decisdo escolher novamente a opcdo prosseguir, a
velocidade anterior (At=0.03), é-lhe apresentada uma nova trajectéria de
solucoes eficientes, em que z; diminui, z, aumenta e z3 aumenta:

4 Z, Z3
(t=0) 2.194 0 2.806
(t=0.03) 2.138 0.04 2.821
(t=0.06) 2.083 0.121 2.852

(t=0.42) 1.417 0.562  3.020

Suponha-se que o agente de decisdo considera a solugdo x =z = (1.417,
0.562, 3.020) uma boa solugdo de compromisso. Entdo, o processo termina.

Maximo de

cada funcao m 7
87
& 73

Minimo de |
cada funcao

AT A2 A3 Al
A1: (2.194,0,2.806) A2: (0,1.588,3.412) A3: (0,2,3) Ad: (0,3.0)

Figura Ill.45 — Valores das fungdes objectivo ao longo da primeira trajectéria. A tracejado indica-se
momento em que o agente de decisdo decidiu parar a pesquisa.

A figura Ill.45 mostra os valores de z4, z; e z3 ao longo desta trajectéria,
e 0 momento em que o agente de decisao resolve parar a pesquisa,
assinalado por uma linha a tracejado.

A figura .46 apresenta o espaco dos objectivos, coincidente, neste caso,
com o espaco das varidveis de decisao, onde esta assinalado (a traco grosso)
o conjunto de solugdes ndo dominadas pesquisadas.
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Z
0.3.0)

(2.4,2.2,0)

(2.67,2,0.33)

(3.25,1.15,0.6)

(5.0,0)
0.2.3) B
Z4
(1.417,0.562,3.02)
(2.428,0,2.572)
(2.194,0,2.806)
©0.0,5

Z3

Figura IIl.46 — Solugcdes ndo dominadas pesquisadas no espago das fungdes objectivo.

7. EXERCiCIOS PROPOSTOS

1. Considere o problema:

max z; (X)) =—-x1 +4x

max 2z X) =3 X1 — X2

S. a: - X1+ X2 £6 X1+ x £10
X1 <8 X2 <7
X1, %X 20

(a) Represente a regidao admissivel no espaco de decisdo e no espago dos
objectivos, assinalando a regidao eficiente e a regido ndo dominada.

(b) Construa a tabela de éptimos individuais (de pay-off) e identifique a
solucao ideal.

(c) Formule o problema para determinar a primeira solugdo de compromisso,
de acordo com o método STEM.



(d) Considerando que a solucdo do problema formulado em (c) é

(x1,x2)=(5.46, 4.54), formule o problema que determina a segunda
solucdo gerada pelo método STEM, admitindo que o agente de decisao
resolve relaxar z; de 2 unidades. llustre graficamente a reducédo da
regidao admissivel no espago de decisdo e no espaco dos objectivos.
Resolvendo este problema, que nova solugdo de compromisso se
obtém?

2. Para o problema do exercicio 4 do capitulo Il
(@) formule o problema a resolver na iteracdo inicial do método STEM.
(b) Calcule a primeira solucdo proposta ao agente de decisdo, quando se

(@

utiliza o método STEM.

Suponha que se pretende efectuar uma segunda iteragao, e que o
agente de decisao decidiu relaxar zy(x) de duas unidades, em relagao
a solucao obtida em (b).

Formule o novo problema a resolver, e represente graficamente a nova
regido admissivel. Qual a segunda solucdo a propor utilizando o
método STEM?

3. Considere o seguinte problema de programagao linear multiobjectivo:

max zi = X1 +5%;

max zp = 6X7 +2X

s.a: X1 + X2 <10
3X1 + X £24
X1 ,%X 20

Admita que se pretende aplicar o método STEM ao problema anterior.
(a) Formule o problema a resolver na primeira iteracdo do método.
(b) Seria possivel, em alguma iteracdo do método STEM, alcancar uma

solugao fracamente eficiente? Em caso afirmativo, indique uma solucéo
nessas circunstancias.

4. Considere o problema:

max z1 X)=3X1+ Xo+2X3+ Xsa
max z; X) = X;1- X+ 2X3+4 X4
max z3(X) = -X1+5X+ X3+ 2 X4
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s.a; 2X1+ Xo+4x3+ 3x4 <60

3x1+4 X+ X3+ 2Xx4 <60

X1+ 2X+3x3+ 4x4 <50
X = (X1, X2, X3, Xa) 2 0

Determine a regiao de indiferenca no espago dos pesos (use a
projeccdo no plano A4,A), correspondente a solugdo basica nao
dominada que optimiza:

max 0.1 z1(x) + 0.6 za(x)+ 0.3 z3(x)

s.a: xe S
Faca os comentarios que achar convenientes, sobre a solugao obtida.
Para esta solugdo, quais sdo as variaveis nao basicas eficientes?
Qual a variacdo de cada funcdo objectivo, por unidade de cada variavel
nao basica eficiente que se torna basica?
Quais as solugdes basicas eficientes que se obtém, quando cada uma
destas varidveis nao basicas eficientes se torna basica? Represente
graficamente as regides de indiferenca correspondentes.
Ap6s uma contraccdo do cone dos gradientes das fungdes objectivo
(como no método ICW) em torno do conjunto de pesos central ('/3,
/3, 1/3), quais as solucdes determinadas em (a) e (c) que ainda é
possivel alcancar? Efectue a andlise grafica no espaco dos pesos.
No método de Zionts e Wallenius quais as restricdes a introduzir no
espaco dos pesos se o agente de decisdo preferir todos os vértices
eficientes adjacentes, em relacdo a solucdo calculada em (a)?
Comente a seguinte afirmacao: “As solucoes eficientes ja conhecidas
sdo suficientes para caracterizar completamente uma face eficiente”.
Seja x° =(5.73,7.16,1.63,6.26) a solucao eficiente inicial obtida pelo
método STEM. Formule o problema a resolver na iteracdo seguinte do
método STEM, se o agente de decisdo resolver, uma vez confrontado
com esta solucao, relaxar zz de 14 unidades.
A solucao do problema auxiliar:

=S

min v

s.a Xxe€S
10—21(ESV
40 — zp(x) < v
20 —z3(x) < v
v=>0

é uma solugao eficiente do problema inicial?



Em caso negativo, que modificagcdes deveria efectuar na formulacao

do problema auxiliar para garantir a obtencdo de uma solucao

eficiente?

(i) Em relacao ao problema multiobjectivo original, comente as seguintes

afirmacoes:

(1) “Todas solugdes eficientes conhecidas (basicas e ndo basicas)
pertencem a mesma face eficiente”.

(2) "As solugbes basicas eficientes conhecidas sdo suficientes para
caracterizar o plano onde se localiza uma face eficiente, mas nao
a propria face”.

(3) “Nao ha solugdes eficientes que sejam 6ptimos alternativos de pelo
menos uma fungdo objectivo.”

(4) "E possivel obter a solucdo eficiente que optimiza a funcédo

objectivo k, através da optimizacdo de uma funcao objectivo
ponderada, com A¢=0, para k=1, 2, 3".

5. Considere um problema de programacao linear com 3 fung¢des objectivo
a maximizar, 4 varidveis de decisdo e 3 restrigbes do tipo ‘<’ (sendo sy, s;
e s3 as respectivas varidveis slack). Suponha que a decomposicdo do
espaco dos pesos é a seguinte:

W1

(a) Faca a correspondéncia de cada uma das solucdes 1 a 5 da figura com
as solucdes A a E da tabela seguinte:
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Z1 Z2 z3 variaveis basicas
A 12.5 50 25 x4=12.5; 5,=22.5; 53=5
B 15 -15 75 X;=15; 54=45; s3=20
C 53.3 42.2 -2.2 x;=15.6; X,=6.7; 5,=8.9
D 66 30 -12 X1=18; x3=6; s3=5
E 61.7 37.1 -6.3 x1=16.6; x3=4.6; x4=29

(b) Identifique as arestas e faces ndo dominadas do problema.

6. Suponha que pretende usar o método Visual Interactivo (versao
simplificada do Pareto Race) e que, num primeiro passo (completamente
idéntico ao método STEM) se obtinha uma 12 solucdo, através da
resolucdo de um problema linear do seguinte tipo:

min o
sa M(zx-aX<a k=1,...p
Ax =b
x20
a0
em que:

z, & a componente k do vector z* que representa a solucao ideal,
X é o vector das variaveis de decisao,

ck € o gradiente da funcdo objectivo k,

A é a matriz dos coeficientes técnicos,

b é o vector dos termos independentes das restricoes, e

p representa o numero de fungdes objectivo.

(@) Reformule o problema anterior, por forma a obter um problema de
programacao linear paramétrica que permita calcular a trajectéria das
solugdes eficientes, quando o ponto de referéncia se desloca, a partir
da solucao ideal, numa direccéo d.

(b) Por questdes de simplicidade, partiu-se do principio que, a resolucao
dos problemas formulados anteriormente, conduziria sempre a solugdes
eficientes. Serd isso verdade?

7. Considere um problema de programacéao linear com trés funcoes objectivo,
quatro variaveis de decisdo e duas restri¢cdes do tipo ‘<’, a que corresponde
a seguinte decomposicdo total do espaco dos pesos:



M

(a)
(b)

Z4 Z Z3 varidveis basicas
A 60 36 72 X3=12; X,=12
45 63 66 X4=18; x,=6
C 45 22.5 75 Xs=45; x,=15

Identifique as arestas e faces ndao dominadas do problema.

Suponha que é aplicado o método Zionts-Wallenius na resolugao deste
problema multiobjectivo, e que a primeira solugdo obtida é C, cujo
guadro simplex é:

X1 X2 X3 X4 X5 Xg
X5 1.25 0 3.75 25 1 -0.25 45
X5 0.75 1 0.25 0.5 0 0.25 15
24 0.75 0 -1.25 0 0 0.75
23y 1.125 0 1125 -2.25 0 0.375
73-C3 4.75 0 0.25 0.5 0 1.25

em gue Xs € Xg Sao as varidveis slack das restrigdes.

Relativamente a 12 iteracdo do método, indique:

(1) os pares de solugdes apresentados ao agente de decisao, para
avaliacdo, e as restricoes que resultam das respostas dadas.

(2) Os possiveis vectores de compromisso entre os objectivos (trade-
-offs) apresentados ao agentel de decisdo, e as restricdes que
resultam das respostas dadas.
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8. Considere o seguinte problema de programagao linear multiobjectivo:

max z1 = X1

max 2zp; = X2

max Z3 = X3

s.a: X1+ X2+ X3 <5
X1+ 3X2 + X3 <9
3X1 + 4x2 <16
X1 +2x3 <10

X1, X2, X3 20

(a) Trata-se de um problema com solucbes degeneradas. Quantas bases

correspondem ao vértice que optimiza z3? Calcule-as.

(b) Determine as regides de indiferenca no espaco dos pesos,

correspondentes a cada uma dessas bases.

(c) Quais as consequéncias da situacdo atras descrita, se pretendermos

utilizar o TRIMAP na andlise do problema?

9. Considere o seguinte problema de programacao linear multiobjectivo:

3 1 2 1™
max Z = =12 1 XZ
£510 5 1 2|8
X4
s.a: Ax<b, x=0

2 1 4 3 60
emqued= (s 4 g 3| & B=[gp

Suponha que numa dada fase de pesquisa, utilizando o TRIMAP, se
obtém:
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(@) Quais as arestas eficientes conhecidas nesta altura da pesquisa?

(b) Conhece-se inteiramente alguma face admissivel? Sera eficiente?

(c) Admita que numa dada fase da andlise utilizando o TRIMAP, é possivel
dizer que o agente de decisdo s6 esta interessado em continuar a
pesquisa de solugbes eficientes em que zy(x) = 28. Determine a sub-
-regido do espago dos pesos que vale a pena continuar a pesquisar,
considerando a restricdo agora introduzida.

10. Considere o seguinte problema de programacao linear multiobjectivo:
max 27 = X

max 2Zp; = X2
max 2Z3 = X3
sa. X1+ X2+ X3 <5
X1+ 3X2 + X3 <9
3x1 + 4x; <16
0.4x1 +0.2x2 + X3 <47
X1 + 0.3x; +0.3x3 <45

0.15x1 + xo +0.15x3 <28 -

X1, X2, X3 20 257
Utilizando a package TRIMAP:
(a) Calcule as solugoes eficientes que correspondem aos 6ptimos das trés
fungdes objectivo, e a respectiva decomposicao do espaco dos pesos.
(b) Calcule uma nova solucao eficiente, optimizando a funcdo soma
pesada das fungdes objectivo, para a qual, o plano que passa pelos
trés vértices calculados em (a), € um plano de nivel.
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(0)

Continue a calcular vértices eficientes optimizando somas pesadas das
fungdes objectivo (seleccionando os pesos directamente, movendo o
cursor sobre o triangulo do espago dos pesos), até ter calculado todos
os vértices duma face eficiente.
Como identifica essa face no espago dos pesos?
Suponha que num dado momento do estudo, o agente de decisédo so6
pretende calcular novos vértices eficientes que satisfacam as seguintes
restrices:

2(x) 2 1.5,

32100 + 3 2,(0) + /3 z3(x) > 1.6
Identifique a regidao do espaco dos pesos que satisfaz estas restricoes,
e calcule os vértices eficientes que Ihe correspondem.
Usando a opgao de pesquisa de faces ("surface scanning”), viaje entre
dois vértices da face calculada na alinea (c).



CAPITULO IV

TOMMIX: UMA BASE DE METODOS INTERACTIVOS
DE PROGRAMAGAO LINEAR MULTIOBJECTIVO

1. INTRODUCAO

Perante um modelo multicritério surge, inevitavelmente, a questdo: que
método usar para o analisar? Esta seleccdo, que constitui ela propria um
problema multicritério, dada a diversidade das alternativas e as vantagens e
desvantagens de cada método proposto na literatura cientifica, deve ser feita
pelo analista e/ou pelo agente de decisao, apds uma analise das caracteristicas
do problema e dos diversos métodos disponiveis. No entanto, esta fase prévia
de avaliacdo dos métodos e a sua compatibilizacdo com as caracteristicas do
problema em estudo e do agente de decisdo, raramente aparecem referidas
na literatura. Os autores usam normalmente os métodos por si préprios
desenvolvidos; privilegiam-se aqueles de que existem implementacdes
computacionais disponiveis, ou os de mais facil implementagdo (nomeada-
mente recorrendo a packages disponiveis, comerciais ou de distribuicao livre),
ou ainda os de maior simplicidade, quer nos requisitos computacionais, quer
nos mecanismos de interaccao.

Nestas circunstancias, surge a necessidade de realizar previamente um
trabalho, ndo s6 de natureza conceptual, mas também de implementacao
computacional, no sentido da integracdo de diferentes métodos, envolvendo
técnicas algoritmicas distintas para calcular solucoes eficientes, estratégias de
reducdo do ambito da pesquisa, e meios de comunicacdo com o agente de
decisdo. De acordo com esta perspectiva, o objectivo é desenvolver uma
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ferramenta computacional flexivel de apoio a decisdo, com a qual, por meio
de experimentacao, possam ser encontradas afinidades entre os métodos, o
tipo de problemas, as diferentes fases do processo de decisao, e as formas
de informacdo requeridas pelo (e apresentadas ao) agente de decisao.

A definicdo de afinidades entre os métodos e o tipo de problemas
envolve, por exemplo, tomar consciéncia de questdes do tipo: métodos que
se baseiem em escolhas dicotémicas, e irreversiveis, entre pares de
alternativas, para reduzir o ambito da pesquisa, sdo pouco adequados em
problemas cuja regido ndo dominada apresente variagdes bruscas. Mas, este
tipo de questdes coloca-se também numa perspectiva dinamica, isto é, a
maior ou menor adequacdo de um método é dependente da fase do processo
de decisdo em que é usado. Por exemplo, o agente de decisdo pode nao estar
disposto a comparar pares de solucoes, ou a escolher uma solucdo de uma
amostra, antes de reunir algum conhecimento sobre o problema, fazendo
previamente uma pesquisa estratégica que lhe permita ter uma visdao mais
global sobre as caracteristicas da regido ndo dominada. As formas de
informagao requeridas desempenham também um papel fundamental: por
exemplo, o agente de decisao pode sentir-se mais confortavel a responder a
questdes baseadas nos valores das fungdes objectivo do que a indicar taxas
marginais de substituicdo, ou outro tipo menos directo de informagao sobre
as suas preferéncias.

Por razbes que tém, sobretudo, a ver com a sua coeréncia interna, ou
com a fidelidade a uma dada escola de pensamento (por exemplo, ao assumir
a convergéncia para o éptimo de uma funcéo utilidade implicita do agente
de decisdo), um método particular ndo permite ao agente de decisdo esta
diversidade de opgdes em técnicas de calculo, estratégias de pesquisa e
informacédo sobre as preferéncias no estudo de um problema. Nao sendo
possivel concluir da superioridade de um método sobre os outros, em todas
as circunstancias, torna-se entao indispensavel usa-los de forma integrada e
flexivel, permitindo tirar partido da sua combinacdo, e da eventual
transferéncia de informacéo recolhida em cada um deles para os que venham
a ser utilizados posteriormente (Climaco e Antunes, 1991).

A base de métodos TOMMIX (Antunes et al., 1989b, 1992) constitui um
dos primeiros trabalhos nesta area, ao implementar um conjunto de métodos
interactivos representativos de diferentes técnicas para pesquisar solucdes nao
dominadas, de estratégias distintas para reduzir o ambito da pesquisa, e de



diversas formas de informacdo sobre as preferéncias do agente de decisao,
assim como conceber mecanismos de integracdo entre eles, permitindo
grande flexibilidade de utilizagdo, nomeadamente no que se refere as formas
de comunicagdo entre métodos e com o agente de decisdo. A via da
integragdo é sugerida por alguns autores, em estudos comparativos entre
métodos, ao confrontarem-se com problemas resultantes da menor
adequacao da informacédo de preferéncias requerida, perante o conhecimento
reunido numa dada fase do processo de decisdo (Reeves e Gonzalez, 1989).
Tem por objectivo, apenas, poder comutar de método quando o agente de
decisdo da indicacoes que levam a concluir que se sente mais confortavel com
um tipo diferente de informacdo de preferéncias. A integracdo de métodos
no TOMMIX é qualitativamente diferente desta, visto que possibilita a
transferéncia de informacéo entre métodos que, assim, pode ser utilizada nas
fases subsequentes do processo de decisdo.

2. TOMMIX — UMA BASE DE METODOS INTERACTIVOS DE PROGRAMAGCAO LINEAR
MULTIOBJECTIVO

A experiéncia adquirida com o desenvolvimento das implementagdes
computacionais e com as aplicacdes de métodos interactivos de programagao
linear multiobjectivo, bem como a analise comparativa das suas caracteristicas
conceptuais, fizeram surgir a necessidade de dispor de uma ferramenta mais
flexivel, capaz de constituir uma base de experimentacdo, quer da adequacao
dos métodos a tipos de problemas e a fases do processo interactivo de
decisdo, quer das possibilidades de comutag¢do entre métodos, assegurando
a méaxima transferéncia de informacao.

A partir da avaliacdo das caracteristicas conceptuais de cada método, e
das suas implementacoes isoladas, foi desenvolvida a base integrada de
métodos TOMMIX, que permite tirar partido da combinacdo de diferentes
tipos de métodos interactivos de programacgao linear multiobjectivo, tornando
possivel a transferéncia de informacdo entre eles (utilizavel nas fases
subsequentes do processo de decisdo), e usando meios de interac¢do com o
utilizador e formas de apresentacdo de resultados comuns. Esta base
integrada de métodos inclui os métodos STEM, Zionts-Wallenius, Interval
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Criterion Weights, Pareto Race e TRIMAP, representativos de diferentes
estratégias de reducao do ambito da pesquisa, técnicas de calculo de solugdes
ndo dominadas e formas de obter informacéo sobre as preferéncias do agente
de decisdo. A base de métodos estd especialmente adaptada a problemas de
programacao linear com trés objectivos, o que permite o uso de meios
gréficos particularmente Uteis no didlogo com o agente de decisao. Por esta
razao, foi-lhe dado o nome de TOMMIX ("three-objective methods mixed”).

Do ponto de vista conceptual, TOMMIX pode ser encarado como um
sistema interactivo de apoio a decisao, incluindo a base de métodos
(associada a um conjunto de procedimentos auxiliares), uma base de didlogo
e um moédulo de gestdao de dados (figura IV.1). O principio subjacente a
utilizacdo de TOMMIX é apoiar interactivamente o agente de decisdo a
diminuir progressivamente o ambito da pesquisa, fornecendo-lhe os meios
para tirar partido de cada método, ou de sequéncias de métodos, em
situacdes em que tal se revele mais adequado, perante as caracteristicas do
proprio agente de decisdo, o tipo de problema e o conhecimento entretanto
reunido sobre este.

Base de : Procedimentos
Métodos Interactivos Auxiliares

Médulo de
Gestao de Dados

Base de Didlogo

Figura IV.1 — Diagrama de blocos de TOMMIX.

A base de métodos oferece ao agente de decisdo a possibilidade de
adquirir conhecimento por diversas vias (usando diferentes tipos de
informacao de preferéncias e técnicas de célculo de solugdes ndo dominadas,
destinadas a captar atitudes distintas do agente de decisdo) e reunir esse
conhecimento, sempre que possivel, num meio coerente de partilha de
informacgdo. Pretende-se, desta forma, a medida que vai aumentando o



conhecimento sobre o problema em cada interaccao, pér a disposicao do
agente de decisdo os meios e a informagao que lhe permitam reflectir sobre
as opcoes manifestadas anteriormente, propiciando-lhe uma atitude critica
em relagdo as preferéncias por ele definidas (que assumem, assim, um
caracter evolutivo), nomeadamente possibilitando voltar atras, se detectar
incoeréncias entre as preferéncias manifestadas em diferentes interaccoes, ou,
simplesmente, se mudar de ideias, ou se pretender explorar diferentes
cenarios. O agente de decisdo é, assim, considerado uma componente central
e activa do sistema de apoio a decisdo, estando envolvido num processo com
realimentagdo continuada. A condicdo de paragem do processo interactivo
é, essencialmente, a satisfagdo do agente de decisdo com o conhecimento
adquirido sobre o problema, ao considera-lo suficiente para basear uma
decisdo (ou a revisdo do modelo), e ndo o teste de convergéncia de alguma
funcado utilidade implicita (suposta pré-existente ao processo de decisdo, e
gue vai sendo revelada no decurso deste).

A base integrada de métodos ndo tem a intengdo de substituir o agente
de decisdo, mas a de o apoiar no estudo do problema, e na construcdo do
seu sistema de preferéncias, fornecendo-lhe argumentos no sentido de
reforcar, ou de enfraquecer as suas conviccdes, que evoluem ao longo do
processo interactivo (privilegiando o apoio a decisdo em vez da producdo de
decisées). Tal como é chamado a atengao em French (1984), “um bom apoio
a decisdo deve ajudar o agente de decisdo a explorar ndo apenas o problema,
mas também a si préprio, chamando-lhe a atencdo para possiveis conflitos
e incoeréncias nas suas preferéncias, de modo a que ele possa reflectir sobre
a sua resolucao”.

2.1. TOMMIX Vs. OUTRAS APROXIMACOES DE INTEGRACAO DE METODOS

Embora muitas das analises e estudos comparativos de métodos
interactivos multiobjectivo concluam, invariavelmente, com as vantagens e as
desvantagens das diferentes aproximagoes, sugerindo a respectiva integracao,
no quadro de sistemas interactivos de apoio a decisdo, como uma via
prometedora (Brockoff (1985), Buchanan e Daellenbach (1987), Reeves e
Gonzalez (1989)), apenas conhecemos (na literatura cientifica) duas tentativas
de evolugao neste sentido.
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Ignizio (1985) desenvolveu um procedimento nao interactivo, chamado
MULTIPLEX, para problemas de programacdo linear multiobjectivo, que
consiste num programa de minimizacao lexicografica que pode ser
configurado para diferentes tipos de problemas de programacdo por metas
(goal programming), bem como para algoritmos geradores de todas as
solugdes basicas ndo dominadas.

Outra abordagem, mais recente, de integracdo de diferentes métodos
interactivos de programacao linear multiobjectivo é a consolidagdo' proposta
por Steuer e Whisman (1986) e conceptualizada por Gardiner (1989) e
Gardiner e Steuer (1994), sob a designacdo de procedimento unificado de
programagdo multiobjectivo. Esta abordagem pretende criar um método
interactivo global de programacao linear multiobjectivo que englobe a maioria
dos métodos mais conhecidos. Na base desta abordagem estd o chamado
meta-programa que inclui os diferentes tipos de métodos interactivos, que
passam a ser casos particulares do algoritmo consolidado, através da concre-
tizagdo de parametros e da consideracdo, ou ndo, de conjuntos de restrigdes.
Em cada transicdo de método, e em qualquer interaccdo com o agente de
decisdo, a preocupacao fundamental é preservar os niveis de convergéncia
j& atingidos. O procedimento unificado de programagao multiobjectivo
definido por Gardiner consiste num algoritmo com 10 passos que pode ser
configurado para qualquer dos 12 métodos interactivos escolhidos.

O procedimento unificado de programacao multiobjectivo inclui os
seguintes métodos: método das restricdes, STEM, Geoffrion-Dyer-Feinberg
(GDF), modificagao de Winkels-Meika a GDF, versao interactiva de Surrogate
Worth Tradeoff, versao interactiva de goal programming, versao de método
de ponto de referéncia (a partir das concepgdes gerais propostas por
Wierzbicki), Interactive Weighted-sums/Filtering Approach, Interactive
Weighted Tchebycheff (duas versdes), Satisficing Tradeoff, Visual Interactive
Approach e Pareto Race (ver referéncias em Gardiner (1989)). Note-se que,
devido a dificuldade de o incorporar num esquema conceptual muito rigido,
limitativo das possibilidades de transferir informacao util entre métodos, nao
é incluido o método de Zionts-Wallenius, que é, sem duvida, o mais
conhecido dos que se baseiam na reducdo do espaco dos pesos.

1 Steuer e Gardiner (1990, pp. 432) definem consolidagcdgo como a combinacao de diferentes
procedimentos interactivos num programa computacional comum.



A abordagem de integracdo de diferentes métodos interactivos de
programacao linear multiobjectivo subjacente ao TOMMIX tem uma filosofia
diferente da perspectiva de consolidacdo. A base de métodos TOMMIX tem
por objectivo a criacdo de uma ferramenta flexivel, respeitando as
caracteristicas conceptuais dos métodos, onde a preocupacado principal é a
possibilidade de combinar os métodos, garantindo a transferéncia de
informacdo Gtil, que possa ser usada nas fases seguintes do processo de
decisdo. Sublinhe-se que nao se trata da comutacdo entre métodos, tendo
em vista a convergéncia para o 6ptimo de uma fungao utilidade implicita do
agente de decisdo. Mesmo para os métodos em que originalmente é essa a
ideia (isto é, métodos desenvolvidos partindo desse pressuposto), na base de
métodos vao ser utilizados apenas para ajudar o agente de decisdo a obter
o conhecimento suficiente sobre o problema, clarificando a sua estrutura de
preferéncias e, portanto, apoiando a tomada de decisao.

3. PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DO TOMMIX

O sistema de apoio a decisdo é constituido por uma base de métodos
interactivos de programacao linear multiobjectivo (associada a uma caixa de
ferramentas que inclui um conjunto de procedimentos auxiliares, que podem
ser usados em qualquer fase do processo de decisao), uma base de didlogo
e um moddulo de gestdo de dados (figura IV.1).

A base de métodos inclui os cinco métodos interactivos de programacgao
linear multiobjectivo estudados no capitulo lll, isto é: o STEM, o Zionts-Wallenius
(ZW), o Interval Criterion Weights (ICW), o Pareto Race (PR) e o TRIMAP.

Comecemos por caracteriza-los.

¢ Estes métodos sao representativos de diferentes estratégias para reduzir

0 ambito da pesquisa:

— reducéo da regidao admissivel (STEM, TRIMAP),
— reducédo do espaco dos pesos (ZW, TRIMAP),
— contraccdo do cone dos critérios (ICW),

— pesquisa direccional? (PR).

2 Embora a pesquisa direccional ndo possa ser, propriamente, considerada uma estratégia de reducao
do ambito da pesquisa, é conveniente, por razdes de simplicidade, integré-la nesta categoria.

265



266

e Apenas alguns destes métodos sao estruturados, no que se refere a
intervencéo do utilizador para solicitar a realizacdo de uma dada tarefa,
durante o processo interactivo:

— estruturados (STEM, ZW, ICW),
— nao estruturados (PR, TRIMAP).

e Estes métodos usam diferentes técnicas de céalculo de solucbes nao
dominadas:
— soma ponderada das funcbes objectivo (ZW, ICW, TRIMAP),
— minimizacdo de uma distancia a um ponto de referéncia (STEM, PR,
TRIMAP),
— programacao paramétrica em relacdo aos termos independentes de
metas flexiveis (PR).

e Estes métodos requerem (directa ou indirectamente) informacao distinta

sobre as preferéncias do agente de decisao:

— niveis de aspiracdo para as funcdes objectivo (PR, TRIMAP),

— limitagbes inferiores para as fun¢des objectivo (STEM, PR, TRIMAP),

— limitagdes nos pesos (TRIMAP),

— comparages par a par entre solugcoes (ZW),

— escolha de uma solucéo, pertencente a uma amostra de solucdes ndo
dominadas (ICW),

— avaliacdo de tendéncias de variagdo unitdria ao longo de arestas nao
dominadas (ZW).

e Estes métodos apresentam diferentes formas de comunicagdo de
informacao com o utilizador.

A base de métodos TOMMIX, para além de permitir o uso isolado de
cada método, oferece também a possibilidade de trocar de método, em
qualquer fase da interaccao com o agente de decisdo. E, assim, possivel tirar
partido das potencialidades de cada método, em diferentes alturas do
processo de decisdo, identificar atitudes distintas do agente de decisdo, bem
como avaliar a qualidade da aplicacdo de cada um dos métodos em
problemas de decisdo particulares. A base de métodos de programagao linear
multiobjectivo permite total flexibilidade nas transicées entre métodos, dado
que as limitagdes adicionais (que reduzem o ambito da pesquisa), introduzidas



usando um dado método, nado interferem com as caracteristicas fundamentais
dos outros. Na figura V.2 sdo apresentadas as transicbes entre métodos
consideradas mais plausiveis.

ZIONTS
WALLENIUS

g
|
|

STEM —— PARETO RACE

ICW

Figura IV.2 — Algumas transi¢des admissiveis na base de métodos TOMMIX.

A base de métodos esta associada uma caixa de ferramentas, constituida

por um conjunto adicional de procedimentos que permitem:

— calcular todas as solugdes bdasicas ndo dominadas (o que pode ser
interessante apds uma redugdo suficiente da regido com interesse para
0 agente de decisdo, delimitada durante o processo interactivo);

— calcular todas as solugdes basicas ndo dominadas adjacentes a uma
dada solucao basica (para obter um melhor conhecimento local da
regidao ndao dominada);

— construir uma amostra de um conjunto de solucbes (obtida por
filtragem) a apresentar ao agente de decisdo (para obter um conjunto
de solugdes representativas, em principio bem dispersas na regido nao
dominada).

O sucesso e a aceitagdo deste tipo de sistemas de apoio a decisdo 267
dependem fortemente do tipo de interaccdo com o utilizador. Pretende-se
oferecer ao agente de decisdo uma comunicacao facil e flexivel, por forma
a melhorar a captacdo de preferéncias, e tirar o melhor partido das suas
capacidades de processamento de informacgao. A base de didlogo controla
todos os aspectos de interacgdo Ser Humano-computador, destinando-se a
oferecer ao agente de decisdo uma ferramenta de utilizacdo facil e intuitiva.
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O espaco dos pesos tem um papel chave no interface grafico oferecido pelo
TOMMIX. E um instrumento valioso para guardar a informacao obtida, sob
varias formas, e durante a execucdo de diferentes métodos. Por exemplo, as
limitagdes adicionais introduzidas nos valores das funcées objectivo, ou a<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>