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NOTES SUR DEUX TRAVAUX D'ABEL RElj1\.TIFS A L'INTÉGRATION 
DES DIFFERENCES F'INIES (1) 

I 

1. Le premieI' des tl'avaux d'Abel,que nous allons considérer, fut publié dans Je Magazin 

f07' Nattwvirdenskabe,'ne -(Christiania, t. lf, 1823). Dans la troisibne parti e de ce travail 

(OEuv1'es comlJletes, 1881, t. I, pago 21) donne le granel analyste la formule suivanfe: 

(1) 

00 I t) ( t) 
1 1 <? \ m --!- 2 i - <? x - 2 i dt I 

~ q;; (.'17) = J '? (x) elx - - <? (x) + ------ ---~--- ---- . --;:::------ TC, 
2 o 2~ e"t-1 

ou L q-; (x) représente l'intégrale finie de q;; (x) et C une constante arbitlltire, et en fait appli­
cation à la détermination de quelques intégrales définies, qui avaient été considérées par Le­
gendre dans ses ExeJ'cices ele Calc'Ul intégml) parmi lesquelles se trouve la suivante: 

(2) 

C'est de cette formule (1) que nous allons premierement nous occuper, pour en faire une 
nouvelle application, en démontrant au moyen d'eIle et de (2) la formule qui donne l'expres­

sion de la dérivée d'ordre quelconque des fonctions de e", connue par le nom de formule 
d' He7'schell. 

(1) EstE' trabalho foi publicado em um dos volumes dHs Acla Mathematica, consagrados á memoria de 
Abel, que foram publicados na occasião do primeiro ccntenario do nascimento d'este grande geometra. 
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Appliquons, ponr cela, formule (1) fonction n étallt nombre po-
sitif et u un nombre quelconque, et remarquons que, au moyen de l'intégration par parties, 
on trouve 

et par conséquent 

En posant alor8 

p 

trouve 

(~)2 
e"-l 

+ ... 

_ ... + (----1) 2n ~2n 

1 2 
22n t n, 

J 

P sin - + Q cos _v_ __-- = ___ X2n __ , __ ~ X2n + ... + ___ ~2n X2n i ZO (ut Ft ) clt 1 r eU ( eU )2n ] 

o 2 e"{ 1 eU 1 e" 1 eU - 1 

2nx2n
-! + + ~---J + ~ 2" + C -u", 2 . • • 2 +1 () x fi!. 

U ~L n _ 4< 

Les coeffieients des mêmm; puissances x dans deux membres ele cette identité 
x2n on tronve l'égalité doinmt être En premibrement ceux 

(

00 ut 
sin dt 

vo 1 

1 1, 1 n2n 
-~+- -~--

eU u 2 1 .2, .. 2n 

qui, à cause de la formule (2), fait voir que C = O. Et, en y posant ensuite x = O, ii vient 

1"" t2n sin dt , 2 

_____ = (_ 1 )n+1 ~~ [~02n _ _ e_u_ ~202n 
o e1Ct _1 (eU -1)2 eu -1 

+ ... ( eU )2,,-1 J ___ ~2n02n + 
eu -1 _ 

.. -
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En appliquant la formule (1) à la fonetion x2n-i ettX, on trouve de la même maniere 

J"" t2n-1 cos ut dt 
___ 2_ = (_ l)n 22n-l~ [ Ll02n-1 __ e_tt _ 62 02n-1. 

o e1tt _1 (gU_1)2 eu -1 

+ ... + (_e_U _)2n-2 Ll2n-1. 02n-l] _(_l)n 22n_I.1.2 .. . (2n-l~. 
~-1 ~ 

Mais, d'un autre côté, en dérivant les deux membres de l'égalité (2), par rapport à u, 
2n - 1 et 2n fois, on trouve 

1"" ut t2n- 1 cos - dt 
___ 2_ =(_l)n-i 22n-1 [1.2 .. . (2n-1) + d2n- 1 (eu. l)-IJ, o e1C - 1 u2n du2n-1. 

De ces deux égalités et des deux précédentes on tire la suivante: 

dm(e"-l)-1. __ ~_ [ m __ e_u_ 2 m (_e_U_)m-1. m m] 
d - ( 1)2 LlO 1 Ll O + ... + 1 Ll O . um eU - eU - -- eU -

Maintenant iI n'a qu'un pas à donner pour obtenir la dérivée d'ordre m de y=f(eU ) par 
rapport à u. II suffit qu'on forme quelques dérivées suceessives de f(eU) pour remarquer 
qu'on a 

y(m) =/' (eU) eU +Af" (eU) e2u + Bf'" (eU) e3u + ... + f("') (eU) eml<, 

A, B, .. , étant des nombres, qui ne dépendent pas de la fonetion eonsidérée, et qu'on peut, 
par conséquent, obtenir au moyen d'une fonction partieuliere. En appliql1ant, po~r cela, cette 
formule à la fonction (eU -1)-t, on trollve 

On a done 

1· 1 1 
A=-Ll2 0m B=---Â3 0m C= Ll4Qm 

1.2 ' . 1.2.3 ' 1.2.3.4 ' 
... , 
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et, par conséquent, 

qui est la formule d' Herschell. 

II 

2. Le seconcl travail d' Abel, que nous allons considérer, fut publié pom la premiere fois 

apres sa mort, et se trouve dans le tome II, p. 1, des OEl~V1'es completes. II y donne la repré-

sentation de l'intégrale finie 1: ~ par une intégrnle cléfinie, au moyen de laquelle ii l'étudie. 
rxP-

lei nous allons étudier la· même fonction en prenant pour point de départ une série qui la 
représente, et en appliquant les méthodes da la théorie des fonctions analytiques. 

Considérons la série 

(1) 

ou a représente un nombre positif queleonque, laquelle contient comme cas particulier quel­

ques-unes qu'on tronve dans la théorie de Ia fonction r (x), qui correspondent aux valeurs en­

tieres de a, et supposons que ma représente une qnelconque des valeurs qne prend za, quand 

z=m, et qu'on détermine (m+x)a par la condition de se réduire à la valem choisie pour 

ma, quand x=O. 

Cela posé, nous allons clémontrer que la· série eonsidérée est tmif(J1'1nément convergente 

dans une aire A, limitée par nn contom qneleonque, laquelIe ne eontienne aucun des points 
d'affixes-l,-2,-3, ... 

Pour cela nous remarquerons premierement que, si n est le premieI' nombre entier supé~ 
rieur à la plus grande de::; valeurs que prend le módul8 de x dans l'aire A, iI suffit qu'on 

démontre qu'est uniformément convergente clans cette aire la série 

ou 

1ll=n+{ 
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Àx (1 +O~r-l 
(m+xy7. 

ou À < 1, O < O < 1. 

Or iI est facile de voir qu'il existe un nombre M, que le módule de Àx (1 + O :,) a-i ne 

pas surpasser, quand varie, sans sortir de l'aire et m les valeuI's + 1, 
2, .,. SI a. 1, a 

l
a-I 

X = 
m < 1 l

a-I 

O :) < 20.-1 

quand m>n et Ixl<n; et, si 0.<1, on a, en supposant encore m>n et Ixl<n, 

n 

1 1

0.-1 

et par conséquent 1 + O : < n + 1. 

Nous avons donc 

Àx (1 +o~r-i 
m(m+ 

M M < ----< -----< ------. 
mi lO. m 1)0. 

M 

Mais la série 

M 

est convergente. La série (1) est done uniformément conver'gente dans l'aire considérée A, et 
elle définit, par eonséquent, une fonetion Li (x), que nous allons étudier. 

3. Soit d'un quelconque de l'aire Chacun termes de série (1) 
peut être développé en série ordonnée suivant les puissanees entieres et positives de x-xo' 

convergente à l'intérieur d'un eercle dont le centre est le point d'affixe Xo et dont le rayon R 
est égal ou supérieur à la distance de ee point à celui des points d'affixe -1, - 2, - 3, 

en est prochain. d'une côté, la (1) est uniformément 

_J. __ I 1 __ 
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dans tout cercle de centre Xo et de rayon inférieur à R. En appliquant un théoreme de 
Weierstrass bien connu, on voit donc que la fonction définie par la série (1) peut être déve­
loppée en série ordonnée suivant les puissances de x _. xo, convergente à l'intél'ieur du cercle 
de rayon R; et que, par conséquent, elle est reguliere en tous les points différents de -1, 

-2, -3, '" 
II convient encore remarqueI' que -1, - 2, - 3, .,. sont des points critiques de la fon­

ction considél'ée et qu' on a 

(n=-l, -2, -3, ... ) 

P (x + n) répresentant un eléveloppement ordonné suivant les puissances ele x + n qu'il est 
facile d'obtenir, et que cette égalité a lieu pour toutes les valeurs ele x représentées par les 
points de l'intérieur d'un cercle elont le centre est le point el'affixe -n et dont le rayon est 

égal à l'unité. 

4. En développant Li (x) en série orelonnée suivant les puissances de x, on trouve le 
résultat 

en posant 

s~ = 1 + ~i + ~i + ~i + ... , 

laquelle estconvel'gente à l'intérieur de la circonférence de centre ° et de rayon égal à 
l'unité. 

On tire de cette égalité les suivantes: 

dont nous aBons faire usage en cherchant le développement ele la même fonction en série 01'­

donnée suivant les puissances de x ~ 2' 

Pour cela, remarquons, en premier lien, que la droite tirée par le point d'affixe -1, per­
pendiculairement à l'axe eles abscisses, divise le plan ele représentation eles x en eleux demi- . 
plans et que, dans celui qui contient le point el'affixe 0, la fonction Li (x) est holomorphe. En 
appliquant maintenant nn théoreme que nous avons démolltré elans le Jmwnal de Crelle 
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(t. CXXII, p. 98), on conclut que la fonction Li (x) peut être développée en série de la forme 

convergente dans ce demi-plan. On détermine An au moyen de la formule 

1 [dn-{ ( )] 
An = 1.2 . .. n dxn-i Li (x) (x + 2)n x=o' 

qui donne 

L ' O 1 22 L" O) (n - 1) 23 L'" (O) + + 2" L(n) (O" A,,=2 i( )+(n- )1:2 i( + 2 1.2.3 i '" ~.n 1 J' 

ou 

5. En dérivant n fois la série (1) par rapport à x, iI vient 

Donc entre la dérivée d'ordre n de Li (x, a) et la fonction LI (x, a + n) existe la rélation 

L~")(x,a)=(-1)"a(a+1) ... (a+n-l)[Ll(X,a+n)- .f _l_J. 
. ",=1 ma+,,_ 

6. Nous· avons supposé jusqu'ici que les binômes qui entrent dans la série (1) sont des 
branches quelconques des fonctions qu'ils représentent. En nous plaçant maintenant dans un 

point de vue plus particulier, nons snpposerons qu'on choisit les valeurs des quantités 

1 a, 217., 317., ••. , qui entrent dans cette série, de maniere qu' elles coincident avec celles que 

prend, dans les points d'affixe 1, 2, 3, ... , une branche uniforme de la fonction x a, déter­
minée par une certaine valeur initiale et par une coupure, qui parte du point d'aftixe O et 

VOL. II B 
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que x ne puisse travesser, et qu'on prend pour valeurs àes binomes (l+x)a, (2+x)a, 

(3 +x)C\ ... dans chaque point celles que prend Ia mênie branche de xa dans les points 
l+x, 2+x, 3+x, ... Alors, si l'on change dans la série (1) x en x+1 etsi l'on repré­
sente par Ka et K~ les sommes des a pl'emiers termes des deux séries, on a 

K~ _ Ka = _1 _____ 1 __ , 
(1 +x)a (a+ 1 +x)a 

€t, par conséquent, en posant a = 00, 

1 
LI. (x+1)-LI (x)=--. 

(1 + x)(7. 

La fonction LI (x) représente donc l'intégrale finie de __ 1_, et Li (x-I) celle de ~. 
(1 +x)(7. xa 

La fonction LI (x -1) coincide donc, dans le cas particulier maintenant considéré, avec Ia 
fonction L (x) de Abel. 
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:.rornal de Sciencias Mathematicas e Astronomomicas, tomos I e II. 
Coimbra, 1877 e 1878) 

Hosted byGoogle 



Hosted byGoogle 



SUR LA UÉCOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES 

1. Toute fraction rationnelle de x peut être décoJIlposée en un polynôme entier et en une 
fraction dont le numérateur cst d'un degré moindre que le dénominateur. 

Oette fraction peut être encore décomposée, comme ou sait, en d'autres, dont Ies déno­
minateurs sont dei! puissances d'lin binôme du premier degré en, x. Beaucoup de géomMres 
se sont occupés de la détermination des numérateurs de ces fractions, et ont même donné des 
formules générales pour les trouver, mais ces formules font dépendre Ies numérateurs les uns 

des autres. 
Le savant géometre M. Hermite a donné, dans son Cours d' Analyse, des formules directes 

pour trouver les numérateurs des fractions simples, dans lesquell~s ou peut décomposer la 

fraction rationnelle 1 R !. 
(x-a)a+! (x-b)v+ 

Le but de ce travail est de généraliser cette doctrine, pour donner une forme, que je 
crois nouvelle, aux formules qui donnent les uumérateurs des fractions simples, dans les­
quelIes on décompose une fraction ratiounelle, forme qui a l'availtage de donner ces numé­
rateurs independamment les uns des autres. Les formules, auxquelles je parviens, contiennent 
les formules de M. Hermite comme cas particulier. 

2. Toute fraction rationnelle propre, apres avoir été réduite à son expression la plus 
simple, peut être décomposée de la maniere suivante: 

Fi (x) Ai A2 Aa --, -=---+---+ ... +---
F(x) x-ai (X-ai)2 (X-ai)a 

+~-+~---'-+ ... +~-
x-a~ (X-a2)2 (x-a2)~ 

+ .............................. . 
LI L2 LÃ. 

+ (x-aY+ (x-a'I)2 + ... + (x-onl' 
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AI, A2, Aa, "', Bt, B2, ••• , LI, L2, '" étant des constantes, et 

Le probleme à résoudre est la détermination des quantités Ai, A2, ... , BI ,'B2, ... , Li, L2, ... 
Nous supposerons premierement Fi (x) = 1. 
Évidemment 

1 1 1+ 1 1. 
-(x--a-i-:-)---;-(X-- a2) = -ai---a-2 . -x---a-i -all---a-I . -x---a-2 ' 

donc, en multipliant les deux membres de cette égalité par _1_, et en appliquant ensuite 
x-all 

·11 
la formule précédente aux produits -( ---) ---) et (----) (---)' iI vient 

x-ai (X-a3 x-a2 x-a3 

1 1 1 1 1 
. =------ --+----- --

(X-al)(x-a2)(x-a3) (ai-a2) (al-a3) 'x- ai (a2-al)(a2-a3)' x-a2 

+ 1 _1_. 
(a3-al) (aa-a2) . (.V-as' 

En continuant de la même maniere, on obtient en général la formule suivante: 

1 1 1 
(x - ai) (x -a2) . • . (x - an) (ai - O2)(al - a3) . .. (ai -an) x- ai 

1 1 
(1) + (a2-al)(a2-a3) ... (a2-an) x-all 

I T································ 

1\'Iais, d'un antre côté, 

1 1 hi h2 ha-f. 
____ =_. _+ __ + __ 1 _+ ... +_1 __ + ... 
x-ai-hl x-ai (x-al)2 (X-al)3 (x~al)a 

1 1 h2. h~ hg-I 

(2) x-a2-h2 = x-~+ (X-~2)2 + (x-a2)3 + ... + (X-02)~ + ... 

1 1 h h1 .. hÀ.-I 
n n ti ----=--+--+--+ .. '+--r+'" 

x-an-hn x-an (x-a,,)2 (x-an)3 (x-an) 
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et 

____ 1 ____ = _1_ + h~ -!li" + eh'}. - hl)2 + ... 
af+ht-(a.J+h2) ai-02 (al-a2)~ (a/-a2)3 . 

____ 1 ____ = _1_ + h3 -:- hl. + (ha - hl )~ + ... 
al+hj.,-(a3+h3) a{-a3 (ai-aa)2 (al.-a3)~ 

.' ............................................................................ . 

En remarquant que le coefficient de hm k,n . dans le développement de (k - h)"·+n est 

(-1r [(m+n) CnJ, les formules précédentes se transforment dans les suivantes: 

(3) 

.................................................................... :. ...................... .. 

dans lesquelles ~', ~", ... , ~(n-I) peuvent avoir toutes les valeurs entieres et positives. 

En substituant les développements (2) et (3) dans la formule (1), apres avoir changé en 
celle-ci: aI en aI. +hl, a2.en a2+h2, aa en aa+h3, etc., et en égalant les coefficients de 

h~-I h~-! h!-I .. , h~-! dans les deux membres, on obtient une équation, dont le premieI' 

membre est F k et dont le deuxieme membre est une somme de fractions simples, dans 

1 
lesquelles F (x) se peut décomposer. 
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Ou trouve aiusi que le numérateur de la, premitll'e fraction, c'est à dire de la fraction 
AI 

--, est 
re-al. 

(4) 

en étendant le :E à toutes les valeurs entieres et positives, qui satisfont à l'équation indéter­
miuée: 

(5) 

A2 
Le numérateur de la fraction (x _ ai? peut être obtenu de la même maniere. Nous 

avons dans ce cas: 

ou 

(6) 

~' + 8" + 8'" + ... + 8(n-l) = a-2. 

En général, ie numél'ateur de -( Ai )' est donné par la formule 
x-ai' 

en posant 

~, +~" + ~'" + .. ,+~(n-II = a-i. 

BI B2 
Pour trouver les numérateul's des fractions --, ----, ex - a2) (x - a2)2 

changer dans'les formules pl'écédentes a en .~ et ai en U2. 

,." 
B 

--~-f.l iI suffit de 
(x- a2)1' 

D I A·' I' d f· C, C2 C'[ e a meme mamel'e ou trouve es numera teurs es ractlOns ---, ----, ... , -- --T 
x - a3 ex - a3)2 (x- U2) 

en changeant dans Jes fOrmules antél'ieul'es: a en 'I, et ai en a3. 
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En continuant de la même maniere on obtient tous les numérateurs des fl'actions simples, 

dans lesquelles on peut décomposer la fraction F ~xr 
En faisant dans le formule (6) ai = a, a2 = b, )' = 0, ... , À = 0, on obtient pour 

Ai, A2, '" les expressions 

(-lfl-t [(~+a-2)C(a-1)J (_1)Q-2 [(~+a-3)C(a-2)J, 
(a-b)Q+~-t' (a-b)QH-2 

qui s'accordent avec les formules qui se lisent dans le COUj-S d' Analyse de M. Hermite, en 

changeant a en a+ 1 et ~ en ~ + 1. 
On aurait pu aussi déduire ces formules des formules connues: 

F(Q+l) (ai) 

(a+1)a ... 2 

F(Q) (aI) 
+A(Q_I)' a(a+ 1) ... 2' 

mais le calcul aurait été beaucoup plus compliqué. 

3. On voit que, pour calculer les numérateurs Ai, A2,;A3, ... , Bt,:B2, B3, ... 1 nous 
avons premierement à résoudre I' équation índéterminée: 

ai + ali +a"l + ... +a(n-i)=m, 

ou ai, ali, a'll , ... , a(n-lj duivent être des nombres entiers et positífs, probleme qui se présente 
en beaucoup de questions impol'tllntes d'analyse. 

On peut, pour cela, suivre une l'egle dUtJ à Hindmbouh;;, que nous allons extraíre des 
Instituiç'Qes Mathematicas de Simões JJ1w'giochi) en renvoyant pour sa démonstration à cet 
excellent ouvrage. 

VOL. II c 
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En supposant 

mi =i, i+l, i+2, ... , m 

••• , m~) 

les ra0ines de l'équation indéterminée seront donnés par les égalités symboliques: 

.que 1'0n doit développer en ayant égard à la signification des symboleil. 
Si, par exemple, l'équation indéterminée est 

iI viendra 

ou, ayant égard à la signification des symboles, 

a::=4- mo, y=mo , z=O 

~=4-mi, y=ml- 1, z= 1 

a::=4-m2, y=m~ -2, z=2 

a::=4-m3, '11=1113-3, z~3 

a::=4-m., '11=1114-4, z=4. 

La premiere ligne donne cinq systemes de racines, la deuxieme en donne quatre, la 
troisieme en donne trois, etc. Ces solutions sont: 

4,0, ° 3,1, ° 2,2, ° 
1,3, ° 0,4, ° 3, 0, 1 

2, 1, 1 1, 2, 1 0, 3, 1 

2,0,2 1, 1, 2 0, 2, 2 

1,0,3 0,1,3 0,0,4. 
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Je vais exposer maintenant une autre regle, que je crois nouvelle, pour résoudre la même 
question, et qui est plus avantageuse pour notre but, parceque non seulement nous avona à. 
résoudre l'équation 

B' +B" + B'" + ... + a(n-l)=m, 

mais encore les équations 

B' +a" + a'" + ... + a(n-i) = m-1, 

~' +B" +B'" + ... +a(n-l) =m-2, 

ai +a"+a'" + ... + a(n-I)=m-3, 
. . . . . . . . . . . ~ . . . . . . . . . . . . . . . . 

Pour plus de clarté, nous allons raisonner SUl' un 8xemple, mais iI est facile de voir que 
ce que nous alIona dire eat général. 

Soit propoaée l'équation 

x+y+z+t=4. 

ÉCl'ivons premierement 

4, 3, 2, 1, O. 

Écrivons ensuite devant ehacun de ces ehiffres ceux qui lui étant additionnés donnent 4 
ou moins de 4. On obtient 

4, O; 

1, 2; 

3, 1; 

1, 1; 

3, O; 

1, O; 

2,2; 

0,4; 

2, 1; 

0,3; 

2, O; 

0,2; 

1,3; 

0,1; O, O. 

Devant chacun de ces groupes mettons les chiffres qui étant additionnés aux chiffres du 
groupe donnent 4 ou moins de 4. II vient 

4, O, ° 3, 1, ° 3,0, 1 3,0, ° 2,2, ° 
2, 1, 1 2, 1, ° 2,0,2 2,0, 1 2,0,0 

1,3, ° 1, 2, 1 1, 2, ° 1, 1, 2 1, 1, 1 

1, 1, ° 1,0,3 1,0,2 1, 0, 1 1,0, O 

0,4, ° 0,3, 1 0, 3, ° 0,2,2 0, 2, 1 

O, 2, O 0, 1, ;) 0, 1, 2 0, 1, 1 0,1, ° 
0,0,4 0,0,3 0,0,2 0,0, 1 0,0, O. 

* 
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Devant chacuu de ces groupes mettons maiutenant léS chiffres qui additionnés à ceux de 
ce groupe donnent 4, et nous obtiendrons: 

4,0,0, ° 3, 1, 0, ° 3, 0, 1, ° 3,0,0, J 

2,2,0, ° 2, 1, 1, ° 2, I, 0, 1 2, 0, 0, 2 

2, 0, 1, 1 2,0,0,2 1, 3, 0, ° 1, 2, 1, O 

1, 2, 0, 1 1, 1,2, ° 1, 1, 1, 1 . 1, 1, 0, 2 

1,0,3, ° 1,0, 2, 1 1, 0, 1, 2 1,0,0,3 

0, 4, 0, ° / 0,3, 1, ° 0, 3, 0, 1 0, 2, 2, ° 
0, 2, 1, 1 0,2,0,2 0, 1,3, ° 0, 1, 2, 1 

0, 1, 1, 2 0, 1,0,3 0,0,4, ° 0, 0, 3, 1 

0,0,2,2 0,0, 1,3 0,0,0,4 

qui sont tous les systeme de racines entieres et positives de l'éqllation proposée. 
Il est convenable, pour voir si I'on a onblié quelque systeme de racines, de chercher une 

formule qui en donne le nombre. O'est ce que nous alIons faire. 
On sait par l'Algebre que 

[(m+n) OnJ = [(m+ n-1) O (n-1)J +[(m+ n-2) O (n-1)J + .. 
+ [(m+n - q) O (n-1)J + [(m+n - q) OnJ, 

d'ou l'on déduit 

[(m+ 2)02J = [(m+1) elJ + [Cm + 2)0 1J + ... + [201J + 1, 

[(m+3) 03J= ~(m+2) 02J + [(m+ 1) 02] + ... + [302J + 1, 

[(m+4) 04J = [(m+ 3) 03J + [(m+ 2) 03J + ... + [403J + 1, 

["m+n-2)0(n-2)J =[(m+n-3) O (n-3)J +[(m+n -4) 0(n-3)J + .. . +[n-1) 0(n-3)J+ 1. 

Cela posé, considérons premierement l'équatioll 

a'+a" =m. 

Le nombre de ses racines entieres, positives ou nulles, est égal à m + 1; et nous avons, 
par conséquent, en représentant ce nombre par N2, 
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En considérant ensuite l'équation 

a' -!- a" + a'" = m, 

et eu remarquant que le nombre N3 de ses racines est égal à la somme des uombres des 
racines des équations 

a'-!-o"=m, a'-!-a""':""m-l, a'+a"=m-2, ... , a'-!-a"=o, 

on trouve 

N3 = [Cm + 1) CIJ -!- [m CIJ -!- [(m-l) CIJ + ... + [2C 1J + 1, 

et, par conséquent, 

En continuant de la même maniere, on est conduit à poseI' 

Nn- 2 = [(m+ n-3) C (n -3)J, 

ou Nn- 2 représente le nombre des racines de l'équation 

o' + ~" -!- ... -!- a(n--2) = 'ln. 

Pour établir cette formule, nous la supposerons vraie, et nous allons démontrer qu'elle 
subsiste quand l'équation proposéeest· 

o' +0" + .. . +o(n-I) =m. 

Pour cela, iI suffit qu'on remarque que le nombre des racines de cette équation est égal 
la somme des nombres des racines des équations 

a' + a" -!- .. ~ +a(n-21 = m, 

a'+a" -!- ... -!-olll-2)=m-l, 
a' + a" -!- ... + ~(n-2) = m - 2, 

a' +a" + .. . +O(n-2) =0, 

et qu'on a, par conséquent, 

Nn - i ::-' [Cm +n -3) C (n - 3)J + [(rri+ n-2) C (n- 3)J + ... + [en-I) C (n -3)J + 1, 

Hosted byGoogle 



22 

Nn_ i = [Cm + n - 2) O (11 - 2)J. 

Oette formule donne le nombre racmes ou nulles !'équa-

indéterminóe considérée. 

Dans l'exemple proposé nous avons m = 4 et n = 5, clone N3 = 35. 

Apres avoir résolu I'équation x+y+z+t=4, pour résoudre I'équation x+y+z+t=3, 
ii n'est pas néeessaire de tout lo ealeul précédent, parceque ii suffit dans los groupes 

trois chiffres de joindre chacull un chifI're tel que SOl1lme des chiffres gl'oupe 

égale 3. 11 vient ainai 

3,0,0, ° 2, 1,0, ° 2,0, 1, ° 2,0,0, 1 

1, 2, 0, 1, 1, 1, 1, 1 1 ° 1, 0, 1, 1 1,0,0, 0, 3, 0, 0,2, ,0 

0,2,0, 1 0, 1, 2, ° 0, 1, 1, 1 0, 1,0, 2 

0,0,3, ° 0,0,2,1 0,0, 2 0, 3. 

Pour résoudre l'équatioll 

sufEt de 

gronpe c10nne 

devllnt groupe trois chiffl'es nn chifTro ac1ditionné eeux du 

et ii vient: 

2,0,0, ° 
0, 1, 1, ° 

1, 1, 0, ° 
1, 0, 1 

1, 0, 1, ° 
0,2, ° 

1, 0, 0, 1 

1, 1 

0, 2, 0, ° 
0, 0, 2. 

De la même maniere on obtient les systemes ele racines de l'éqnation 

sont 

1,0,0,00,1,0,00,0,1,00,0,0,1. 

Oomme applicatioll ele cotte doctriue, déeomposons 

nelle suivante' 

fraetioll la fradioI! ration-

1 
(x- 1l(x-2)x 

A1 
+~ 

(x -1 

. . -

O +-. x 

.í: • 
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En posant dans la formule (6) i = 1, a = 4, ~ = 1, T = 1, af'= 1, a2 = 2, <13 = 0, ii vient 

étant a' +a"=3, et par conséquent a' =3, 2,1, O; ce qui donne Al=O. 
De la même maniere on obtient, en posant i = 2, 

ce qui donne ai = 2, 1, ° et par conséquent A2 =-lo 
En continuant de la même maniere, c'est à dire en faisant i = 3 et ai + a" = 1, et apres 

i = 4, ai + ai! = 0, iI vient A3 = 0, A~ = - 1. 

La même formule (6) donne 

d'ou l'on déduit B = ~ . 
On obtient aussi 

ce qui donne C=- ~. 
Le résultat de la décomposition de la fraction proposée en des fractions simples est done 

le suivant: 

4. Nous allons passer maintenant à la décomposition de la fraetion rationnelle FFi«lV) en 
. ~ 

des fraetions simples. 
Nous avons 
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ou 

et nous allons déterminer Ies eonstantes Mi, M2, M3, .", Ma. 

En faisant x = ai + h, iI vient 

Le quotient de la division de 9i (ai + h) par? (ai + h) ne peut contenir que des puissances 

., d h ( ) ,. II <PI (at) A' I '1" fi . entIeres e ., parceque rr ai n et1mt pas. llU e, ? (X) ne peut pas etre ega e a ln lll; et par 
111 . 

conséquent Mi, M2. M3, ... , Ma sont les coefficients de h' h~' h3 ' ••• dans le déveIop-

1 F!(ai+ h). I' I h pement (e F (ai + h) SUlvant es pUlssances (e . 

Cela posé, nous avons 

F! (x) A! Fi (x) A2 Fi (x) . Aa Fi (x) 
--=----+---+ ... +---
F(x) x-at (x-at? (x-at)a 

+ Bt F~x) + B~ Fi ~x).+ .. . +~~FI (x) 
X - ct2 (x - (2)2 (x- a2)~ 

+ .............................. . 
LI Fi (x) L~ FI (x) LÀ.Fi (x) 

+---+----+ ... + -, 
(x- ali) (x- u,,)2 (x- an)" 

At, A2, ... , BI, B2, ... , Lt, L2, ... , étant des constantes que nous avons déjà déterrninées 
précédemment. 

En faisant x = ai + h dans le premier t':mne de cette somme, iI vient 

IFi(at+h) FtCa!)+hF'(a!)+ ~ h2 F"(al)+'" 
Ai h =At h 

= Ai h-t F.j (ai) +AI F' (af) + ~. Ai hFi' (a!)+ . .. 

De la même maniere le second terme ele la somme donne 
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et le troisieme donne 

et on peut continuer ainsi pour tous les termas de la premiere ligne. 
En faisant x = ai + h dans les autres lignes, ii ne viennent des puissances negatives de 

h, et pour cela iI ne faut pas y avoir égard. 

Les coeffiCients de ! serontdonc 

A F ( ) A F ' ( 1 F(a-I) ( ) 
I. I. ai, ~ l. ai), "', 1.2 .. . (a-l) I at, 

et par conséquent 

1 
Additionant séparément les ~oefficients des sécondes, troisiemes, etc. puissances de h' 

on obtient les valeurs de M2, Ma, M4, ... , 6t nous avO'ns ainsi les formules suivantes: 

/ Mi = Ai Ft (ai)+A2 Fi. (aI.) + ; Aa F'i (ai)+ ... + 1.2 . . ~(a-l) Fia-i) (ai), 

(7) 
Ml!=AiFt (a1)+Aa Fi. (at)+ ; A4 Fí'(at)+ ... + 1.2 . . ~(a-2) Fia- 2) (at), 

M3 =Aa F" (aI.) + A4 Fi. (ai) + ; A5 Fi (al) + ... + 1.2 . . ~(a- 3) FpZ-a) (al.), 

...................... " ......................................... .. 

qui sont les formules que nous cherchions. 
Pour trouver les numérateurs NI, N2, Na, .,. des autres fractions simples dans lesquelles 

on peut décomposer ~1(~2, dont les dénominateurs sont x~a2, (x-a2)2, etc., iI suffit de 

changer dans les formules précédentes ai eu a2 et Ai, A:!, A3, ... , Aa en B!, B2, Ba, ... , B~. 
II faut faire des changements analogues pour trouver les autres fractions simples. 

VOL. II D 
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On aurait pu aussi déduire les formules préeédentes des formules eonnues: 

F(a) (a!.) 
Fi (ai) = Ma. ---,---:-c-'--'--;::-. 

a(a-1) ... 2.1 

F(a+:I.) F(a) (ai) 
(a+1)a .. . 3.2 +Ma- t · a (a_1) ... 3.2' 

F(a+2) F(a+:I.) (ai) F(a) (ai) 
(a+ 2) Ca+ 1) ... 4.3 +Ma_1' Ca+ 1) a . .. 4.3 +Ma-1' a Ca-l) ... 4.3' 

'. . . .................................................................................................................. ,". 

Soit, par exemple, à déeomposer la fraetion 

Les formules (7) donnent 

mais nous avons déjà vu que 

iI s'en suit done que 

Mi = 3 AI. -A2 + Aa, 

M2 = 3A2 -A3 + A4, 

Ma=3 Aa- A4, 

M4=3A4, 

M!=l, M2=-4, Ma=l, M4=-3. 

De la même maniere 011 trouve 

. d'" B 1 CId maIS nous avons eJa vu que I =;r et 1= - y' one 

3 5 
N=2' P=-y' 
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et par conséquent 

3 5 
3 + 2 _ 2 

(00-1)4 00-2 x· 

õ. Comme application de la décomposition des fractioDs rationnelles nous allons déduire 
quelques formules, dont nous aurons à useI' plus tardo 

On sait que toute fl'action l'ationnelle propl'e peut être développée en une serie ordonnée 

. l ' .,. t d 1 N d SUlvant es plllssances entIeres crOlssan es e - .... ous avons onc 
" x 

et nous allons déterminer Uli, Ul2, Ul3, etc. F 

. ~n développant en serie les fractions simples, dans lesquelles on peut clécomposer F\~)' 
11 vIent 

MI M [1 aI ai ] 
---= I -+-2 +-3+'" , x-aI x x x 

Pi [1 a3 a; ] --- = Pi -+-2 +-3 + ... , 
:1.:- a3 x x x 

.............................. , 

done 

en étendant le ~ à toutes leso racines de F (x) = O. 
De la même maniere on obtient 

M3 M [1 + 3 aI + 6 a~ + ] 
(---3 = 3 3 -4 -5' .• , 
x-ai) x x x 

* 
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et par conséquent 

En égalant maintenant le développement de ~I (~) à la somme des c1éveloppements· des 

fractions simples dans lesquelles ~\~) peut être décomposée, ii vient: 

+ :E MI af + 31: M! a~:J- 3 :E Ma a j + :E lI, + ... 
IV 

En égalant dane les coefficients des mêmes puissances de x, on obtient les formules: 

WI =:Elf, 

W 2 = :E MI ai +:E M2 

Wa = :E MI a: + 2 :E M2 ai + :E Ma 

W4 = :E MI a~ + 3 :E M2 a; + 3 :E Ma ai + :E lf4 

•••••••••• " •••••• ;. ••••• 41 •••••••••• 

n général, on obtient la formule suivante: 

comme ii est facile de voir en ayant égard aux termes généraux des développements des 

fractions simples, qui donnent pour les coefficients de x~+J les valeurs: 

')' M 3 (3 + 1) . .. n "-2 
... a a J , 

. 1.2 .. . (n-2) 

ou 

n (n.:=Jl:E lIa a"j-t 
1.2 ' 

etc. 
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6. . Comme ou sait, uu des principaux usages de la décomposition des fnictionsration-
nelles se rencontre dans le Caloul intégral, lorsqu'il s'agit d'intégrer ces fractions. 

A·· ., Fi (re) d . d' I f . F{ (re) d f . d I l! mSI pour mtegrer F (re) re on ecompose a ractIOn 1!' (re) en es ractIOns e a lorme 

A t' I·' f· d 'I ( ) ' e apres ce a on mtegre ces ractIOns au moyen es reg es connues. 
re-a m . 

En faisant donc usage des formules que nous avons données précédement pour Ia décom­
position des fractions rationneIles, nous avions à employer les formules (6) et (7). II est ce-

pendant plus simple de décomposer seulement la fraction F ~re) au moyen des formules (6). 
En effet 

En intégrant par parties, on obtient 

De la même maniere nous avons 

et par conséquent 

J Fi (re) dre _ ~ G [. Fi (re) 
F~-"'" k - (k-l) (re_a;)k-i 

1 ~~ 1 ~~ 
- (k -l)(k - 2)' (re- ai)k-2- - (k -1)(k - 2) (k - 3) . (re - ai)k-3 

Considérons cette derniereintégrale. 
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une fonction rationneIle et entiere, ses dérivées doit être 
quantité constante. 

1.0 Si Fi") (x) est cette dérivée constante, et k- n> 1, iI vient 

et de dx est 

') o 
;",,;. -1l = 1, vient 

(x).l(x 

et l'intégrale de ( Fi (x))I' dx est transcendante. 
x-ai' 

k-n à iLYant de être on obtiendra 

J Fi") (x)dx -J Ax?1l + Bx?1l-1 + ... +K 
~----- ----------

x-ai x-ai 

ou 

JF(")(X)dX J J f J J R _, __ ._ = axm--1 dx + bxm- 2 dx + cx",-3 dx + ... + h dx + ---
x-~ x-a 

.. . +kx (x- ai), 

ou a, b, c, etc., sont les coefficients des puis8ances de x dans le quotient de la division de 

Fi") (x) par x - ai, et R est le reste ele cette division. 

de 
de (x) 

ai)k dx donc algebrique si R est c'est à dil'E' ast une 

'2. La décomposition de la fraction rationnelle FFi (x)) en des fl'actions simples, dont nous 
1 (x 

avons au peut encore obtenue d\me maniere, que nous 
exposer. 

La fraction proposée est 

~.m-2 -'--
lA; ,. ~ 

(X-bl)(J) 

_J. __ I 1 __ 
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DivÍsant le numérateur de cette fraction par x - Vi, appelant 7 (x) le quotient, et remar­
quant que 1e reste est FI (VI), en vertu d'un théoreme d'Algebre bien connu, nous avons 

Divisant les deux membres de cette égalité par x - 02, et appelant CPi (x) le quotient de 
la division de cp (x) par x - b2, il vient 

En continuant de même on obtient les' égalités suivantes: 

__ ~.x_) ____ =,c. x)+~b3)+ __ CP~_+ F!(bi) , 
(X-Vi)(X-V2)(X-V3) 'i'.( x-b3 (x- v2)(x-b3) (x-V!) (X-V2) (X-b3) 

_ F 1. (x) _ (P3 (x) + cp2 (04) -+-~~_ + . cp (b2) 
(X-VI)(X-b2)(x-ba) (x-b4)- 'X-04 '(X-b3)(X-V4) (X-b2) (X-b3) (X-b4) 

(8) 

+ ____ F~ ___ _ 
(x - bi) (x - V2) (x - b3) (x - b4)' 

FI (x) = 7,,-i (x) + CP,,-2 (v,,) + 11,,-3 (VII_i) + ... 
F (x) x - b" (x - V".-I) (x - b,,) 

-L cp (b2) + FI (b!) 
I laJ-b2)(x- b3)" .(x-bn) (X- Vi)(X- V2) ••• (X-vn)' 

Cette derniere formule résout la question pl'oposée, pal'ceque les numérateurs des fractions 
qu'y entrent sont constants, et nous avons déjà donné au n. o 2 des formules pour décomposeI' 
les fractions rationnelles, dont les numérateurs sont constants. Nous devons encore remarqueI' 
que les formules précédente~ sont applicab1es dans 1e cas de F (x) contenir des facteurs égaux; 

iI suffit alors d'y rendre égales ceIles des quantités Vi, 02, b3, '" qui correspondent aux 
facteurs égaux. 

Quand le degré de Fi (x) est inférieur de i unités à celui de F (x) quelques unes des 

quantités cpn-i (x), cpn-2 (v,,), cpn-3 (vn-!1, '" sont nuHes. 
Nous feron8 encore remarqueI' que, dans le cas de F (x) = O donner, par exemple, a ra_ 

c nes égales à ai, faisant bl = V2 = b3 = ... = ai, et continuant à appelIer a2, a3 .•. les autres 
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racines, dont les degrés de multiplicité sont ~, I' () ... , nous aurons. en (8) des parcelles de 
la forme suivante à décomposer: 

1 

(x-aifTx=-a2)~ ... (x~ an/,-' 

1 
(x - ai/z- I (x - a2)~ ... (x - an/,-' 

1 
(x-al)'.(-~ (x-a2)~ ... (x-an)"-' 

1 

(x - ai)'J.-a (x - a2)~ ... (x - aS'" 

En décomposant la premiere aU moyen des furmules (6) du n.O 2, on obtient Ai, A2, Aa, 
etc., qui sont les numérateurs des fractions dont les dénominateurs sont x - ai, (x- al)2, 
(x-at)3, etc. 

Apres, pour décomposer Ies autres fractions, iI n'est pas nécessaire un nouveau calcuI, 
parceque les numérateurs de x-aI, (x-aj)2, (x-a1)a, etc., sont: A2• A3, A •... dans la 
deuxieme fraction; ils sont Aa, A., ..• dans la troisieme, et ainsi de suite. 

(a) 

Nous alIons appliquer cette doctrine à l'exemple déjà considéré au n.O 4: 

Nous avons 

x2-3x+5 3 
-----=x-2+--

x-l x-l' 

x2 -3x+5 1 3 
-(x_i)~=l- x-.:t+ (x=W' 

a;2-3x+5 
(X-l)4(x-2)x 

113 
(x-l)2(x-2)x - (x-l)a(x--2)x + (x~1?(x-2)x· 

La derniel'e fl'action fllt déjà déoomposée au n.O 3, et nous avons tl'ouvé 

1 1 
1 1 1 2" 2" 

-;-(X-l::-7)-'---4 (~x - 2) x = - -(x-~-l? - -(x---l)-' + -x --2 - -x-
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done, par le remarque préeédent, 

1 I 
1 1 1, 2" 2 

(x-1)3(x-2)x =_. x-l -(x-I? + x,' 2+:;;-' 

1 I 
1 1 2" 2" 

(x-l)2(x-2)x =- (x-l)~+ x-2 ----;;-. 

Substituant ces fractions en (a) et faisant les additions' nous obtenons: 

'3 5 
x2 - 3 x +5 I 4 ' I 3' 2" 2" 

(x-I)4(x-2)x = x-l- (x-l)2 +(x ,,1)3 - (x-1)4 + x-2 --x-, 

comme au n. o 4. 

s. Nous aIlons maintenant traduire par des formules générales ee que nous venons de 
dire au n. o précédent. 

Comme lIi-1. (x) est le quotieut de la division du numérateur par le dénominàteur de la 
fraction 

on a, en représentant par R (x) le reste da la même division, 

(9) lIi.-t(x) = Boxm-i+Bl.x"'-i-1. +B2 xm-i-2+ . .. -f- Bm-i-i x +:8m- i , 

R (x) = ao + aI. x + a2 x 2 + ... + ai-i Xi-I., 

et nous allons déterminer Bo, Bt, B:2, etc. 
Ou a 

VOL. II 

Ao xm + Ai xm-i + A2 xm- 2 + ... + Am-i xi + ... + Am-I x + Am 

= (x- bi ) (X- bz) (x - b3) . . • (X- bi) 

x (Bo X",-i + BI X"'-i-i + ... + Bm-i-I x + B",_;) 

+ ao + ai x + a2 X 2 + ... +ai-t Xi-i 

= (Xi - Si Xi-I. + S2 Xi-2_ S3 X i- 3 + ... + Si) 

X (Bo Xm-i + Bt,Xm-i:-i + ... + Bm--i-i X +,Bm-i) 

+ ao + ai X + Ú2:1P2 + •.. + ai-i xi--'I., 
E 
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-OU Si, S2, S3, ... , Si représentent la somme de toutesles combinaisons desquantités 
lIi, b2, b3, •.• , bi prises une à une, deux à deux, trois à trois, etc. 

Mais les coeilicients des mêmes puissances de x aux deux membres de cette égalité doi­
vent être égaux; et on a, par conséquent, en considérant seulement ceux de xm, xm-i, xm-2, 
•.. , xi - t , Xi, qui ne dependent pas des coeilicients de R (x), 

Ao= Bo, 

Ai =-BoSt +Bt, 

Ali = BoS~ -Bt Si +B:2, 

A3 = - Bo S3 + Bi S2 - B2 Si + B3, 

Ai =(-I)I(Bo Si-Bi Si-i +B~ Si-2-" .+(-I)iBj), 

Ai+i = (_I)i(Bi Si-B2 Si_i +B3 SI-2-' .. + (-l)iBI+Ü, 

Ai+! = (_I)i (B2 Si- B3 SI-i +B4 Si_~ - ... + (-1)iBi+2)' 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~ . . . . . . . . . . ........... ... 

lorsque m > 2i; ou 

Ao Bo, 

Ai =-BoSt+Bi, 

A2 Bo S2 -Bi Si +132, 

A3 =-BOS3+BI.S2-B2SI+B3, 
..................... , ....................................... .. 

Iorque m < 2i. 
La premiere des équations de chaqu'un de ces groupes donne Bo, la seconde donne Bt, 

la troisieme donne B2, et ainsi de suite. 
On peut obtenir immédiatement les valeurs des quantités Bo, BI, B2, ... , B au moyen 

des formules: 

Bo=Ao 

Bi=At +AoSi 

B2 = A2 + AI. Si +Ao S2 

B3 = A3 + A2 Si + Ai S2 + Ao S3 
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ou sí, S2, S3, ... représentent les sommes des combinaisons des quantités bi, b2, bs, ... , b­
prises une à une, deux à deux, trois à trois, etc., pouvant la même quantité entrer plus. 
qu'une fois en chaque combinaison, c'est-à-dire: 

S; = bl + b2 + ... + b; = SI 

S~= b~+ bl bs+ bl b3+ .•. + b~+b2b3+ b2 b4 + ... 
S~ = b~+bl b~+ bl b2b3+bt b2 b4 +. " 

Les formules précédentes sont applicables au cas de F (m) contenir des facteurs égaux. 
II faut alors y rendre égales quelques-une des quantités bl., b2, ba, etc. 

Cela posé, pour obtenir cpn-I. (x), cpn-2 (bn), Cfn-s (bn- t ), ••• , cp! (ba), cp (b2), nous ferons 
dans la formule (9) i = n, n -1, n - 2, _ .. 2, 1 et nous y changerons x en bn, bn- h bn- 2, 

- .. , bs, b2• 

Nous aII.ons appliquer maintenant cette doctrine à l'exemple déjà considéré: 

m2 -3m+5 
(x-1)4(m-2)x' 

La formule (8), en faisant 

donne 

FI. X = 5 (x) + cp. (O) +~_+ cp2 (1) + Cft(l) 
Fx cp x m(x-~) x(il'-2)(x-1) x(x-2)(x-1)2 

+ cp(l)~_+ FI. (x) 
x(m-2)(x-1)3 m(x-2)(m-1)41 

et la formule (9), en y faisant m = 2 et i = 6, 5, 4, 3, 2, 1, 

95 (x) = O, cp. (O) = O, cps (2) = O, cp~ (1) = O, 

cp!. (1) = Bo = Ao = 1, 

cp (1) =Bo+BI. =Ao+A! +Bo Si =-1, FI. (1) = 3, 

par conséquent nous obtenons le même résultat qu'au n. o 7. 

9. Les formules (6) donnent l'expression algebrique des numérateurs des fractions sim­
ples en lesquelles on peut décomposer une fraction rationnelle, en fonction immédiate des 
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quantités' doimées.On peut aussi trouver ·1' expression algebrique de ce!! numérateurs en fon:' 
etiondes dédvées d'une eertaine fonetion; comme a fait MI' .. Serret dans son Cottrsd' Algebre 
supérieure. Nous allons exposer ces formules: 

Nous avons 

ou 

En posant a; = ai + h, ii vient 

et, multipliant par ha , 

N d ' " d' 1'{ (ai + h) , d' "d h d ous avons eJa lt .que cp (aI. + h) ne contJent pas es pUlssances negatJves e , ODe 

I J! I " d 'I d ' I d Fi (ai + h) " d ' ' a lormu e prece ente represente e eve oppement e -( ~-+ h en serIe 01' onnee SUlvallt 
cp ai ) 

les puissances entieres et positives de h .. Par cOllséquellt cette formule doit être idelltique à 
celle de Maclaurill, qui est 

Ft(at+h)_,I,( +h)-"'( )+h"j( )+' !!:....",II()+ + ha- i 
,I,(a-i)( )+ cp(at+ h) -'1' aI. -'1' aI. '1' aI. 1.2 r aI. '" 1.2 ... (a-l) '1' ai ... 

étallt 
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Cette identité donne 

(10) ................................................. , 
tj!(a-2) (alo) tj!W-i) (ai) 

M~= ,MI.= . - 1.2 .. . (a-i) 1.2 .. . (a-l) 

Nous avolls done 

On trouV8 de Ia même maniere les numérateurs des autres fraetions dans lesquelles on 

déeompose la fraetion donnée. Nous aVOI:l8 done 

étant 

!\(x)=~L+~L+ ... + tj!(a-t) (ai) 
F(x) (X-ai)a (X_al)a-i 1.2 .. . (a-1)(x-al) 

+~_+ ()'(a2). + ... + ()(~-I)(a2) 
(x-a2)~ (x-a2)~-1 1.2 .. . (~-1)(x-a2) 

+ ............................................ . 
- ( ) -/ ( ) " ·(X-I) ( .). " 

+ ~_ + ". an --L + " . aI!. /... /...1.... ,'-----
(x-anl (x-an) - 1.2 .. . (À-1)(x-an) 

a FI (x) 
~ (x) = (x-a,,) -­F(x) , 

~ F" (x) () (1') = (X- a2)i"-­F (x) , 

10. En comparant les formules (10) aux formules (6), remarquant que, iorsqueF1 (m) = 1, 
les Mi eoineident avee les Ai, nous obtenons une expression algebrique de la dérivée d'ordre n 

de Ia fraetion -F ~x)' . 
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En effet, cette comparaison donne 

étant 

a' +a" + ... +a(n-,i) = a-i, 

ou, faisant a - i = m, et substituant ai par x, 

étant 

~' + ~I/ + ... + a(n-t) = m. 

11. Nous avons dans les numéros pr~cédents trouvé l'expl'ession algebrique des numé­
rateurs des fractions simples dans lesquelles' on peut décomposer une fraction rationnelle. 

Q d d I f t' 'I" Fi (x)], I' , 1 1! I I uan on veut ecomposer une rac lOn partlCu lere F (x)' app lCatlOn (es lormu es, pre-

cédentes donne beaucoup de peine, et par coni'équent iI est préférable employer des autres 
méthodes, qui sont bien connues. Nous en aJlons exposer les plus simples, quand les racines 
de F (x) = O sont réelles, et quand sont imaginaires. 

Soit proposée la fraction 

Nous avons premierement 
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étant 

ou Aa et ~I (x) sont donnés par lesformules 

A FI (ai) () Fl(X)-Aa~(x) O() () . 
17. = -(-) , ~I X = - x ~ x , 

~ ai x-ai 

dont la premiere vieut de (6) et (7), et dont la deu~ieme vient de la formule précédente. 
En divisant par x - ai, iI vient 

En décomposant de la même maniere la derniere fraction, on obtient 

~i (x) A ~2 (x) 
(x'-al)~(x) = x-ai +~x) , 

ou A e ~2 (x) sont tl'ouvés comme précédemment. 
Donc 

~~={jI(X)+ O(al)+A + Aa + ~2(X) 
(x-ai)2~(x) x-ai (X-ai)2 ~(x) 

=(jl.(x)+~=_l. _+~_+ ~\l(x). 
x-ai j(x-at}2 ~(x) 

En divisant par x-ali, iI vient 

La derniere fraction donne 
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done 

_~{x_) _=6~(x)+fh(l~+A' +' A(/'-'l_+~_+ cp3(X) 
(x-a:l.)3cp(x) x-ai (X-at)2 (x-aJ)3 cp (x) 

=62(X)+- A(/._~+ A(/'_I_+~_+ cp3(X). 
x-ai (x-at? (X-at)3 cp (x) 

En eontinullnt de' la mê~e maniere on obtient la formule 

Ainsi la déc.omposition de la fraction ~(x) reste dépendante de ,la décomposition de la 
(x) , , 'I!' (x) ! 

fraetion cp(/. -, qui ne contient pas dans le dérÍonlinateur (x - a,tY'l. Cette fraction donne de 
cp (x) 

la même maniere 

{)U ~ (x) ne eontient pas (x - a2)~. 
En continuant de la même maniere on décompose complétement la fraction proposée. 
Nous allons appliquer cette doctrine à l'exemple déjà considéré 

Nous avons 

done 

et, par conséquent, 

x 2 -3x+5 
(x-l)4(x---':-2)x' 

Ft (.1') = x2 - 3x + 5, cp (a) = (x - 2) a:, 

A(/. ~!- 3,CPl (x) ~ 4x ~ 5 

x2 ----'3x+5 " 3 ' , ;, .4x-5 _-o ___ ' __ =~. ___ J..: __ ._ 

(x-1H;v-2)x 11'-'-1 :":(x',2)x' 
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Ensuite 

x2-3x+5 3 4x-5 3 I 5-x -----=---+-----=---+---+---(x-I)2(x-2)x (x-I? (x-I)(x-2)x (x-I)2 x-I x(x-2)" 

Continuant de la même maniere, on obtient 

x 2-3x+5 3 + __ 1_+ 5-a1 
(x-I)3(x-2)x =- (x-I)3 (x-I)2 (x-I)x(x-2) 

3 I 4 4x-5 
=- (x-I)3 + (x-I)::! - x-I + x(x-2) 

et ensuite 

x2 - 3 x + b 3. 1 4 1 fi - x .. _---------+--- --+--+--_. 
(x-I)4(x-2)x - (x-l)4 (x-I? (x-I)2 x-I x(x-2) 

5 3 
3 1 4 1 2 2 =---+-------+-----+--(x-I)4 (w-l)3 (x-l)2 x-I x x-2' 

On voit par le n,O 4 qu'on peut aussi f~ire la décomposition de ~\~ divisant Fj (ai +h) 
F(a+h) 

par ----, 
hf/. 

12. Nous allons considérer maintenant le cas de le denominateur de la fraction proposée 
contenir des facteurs imaginaires du premieI' degré. La méthode de décomposition précédente 
est encore applicable, mais on sait qu'on peut éviter les imaginaires décomposant la fraction 
proposée de la manil:ll'e suivante: 

étant x 2 + px + q le proeluit ele eleux facteurs imaginaires conjugnés x - O - O' V-I et 
w-O+O'V-I, et ((ex) le produit de tons les atltres facteurs de F(x). 

Pour trouver At, Bt, A2, B2, etc., on peut pl'océder comme dans le cas précédent, par­
tant ele a = 1. Nous avons, en effet, 

Ft (x) 

(x- 0- O' V-I) (x- O + 6' V-I) cp (x) 

VOL. II 

_-:::---:Ac;---;-. + B + t'{ (x )_ 
x-O-O'V-l x-O+O'V-I t'(w) , 

F 
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étant 

done 

FiCx) = K+K'v'-l + K-K'v'-1 + <Pi (x) 
(x2+px+q)«(x) x-O-O'v'-1 x-O+O'v'-1 «(x) 

=2K(x-0~-2,K'O'+ «J(X). 
(X_O)1+0~ «(x) 

Procédant comme dans le eas des faeteur8 l'éels, c'est-à-dil'e faisant des multiplieations 

successives par x 2 + px + q, on décompose la fmction proposée. 
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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE AM. HERMITE 

(Bulletin des Soienoes Mathématiques, 2.e série, t. XVII. Paris, 1893) 

Permettez, Monsieur, que je vous présente une maniere bien simple de forme r des fon­
ctions anaIytiques qui admettent pOUl' espace lacunaire un cercle. J e m'appuierai sur le 
théoreme suivant, dont on trouve une démonstration bien simple dans le T7'aité d' AnaZyse de 

M. Picard (t. II, p. 138). 
Si lés fonctions fi (z), f~(z), J3 (z), ., '. peuvent être représentées par les développ'ements 

suivants, dan<! les environs du point zo, 

fi (z) = ~~ +ai (z-zo) +a2 (Z-'-:'ZO)2+ . .. , 

12 (z) = a~ + a'l (z-zo) + a2 (z-zo)"l.+· .. , 
.................................. , 

et si Ia série suivante, que I'on obtient en reniplaçant chaque termedes précédentes par son 
module, et en additionant ensuite les résultats, 

1 d'o I + 1 ai 1 1 Z - Zo 1 + 1 a2 1 1 Z - Zo 12 + ... 
+la~I+lalllz-zol+la21Iz-zo12+ ... 
+ ................................. . 

est convergente dans les environs du niême point, le produit 

cx>' 

J 1 [1 +Jn (z)] 
n=i 

représente une fonction holomorphe de Z c1ans Ies envir'ons du point zOo 
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Cela posé, je considere le produit 

(I) 

et je remarque premierement que ce produit est convergeut quand 1 z 1 > 1, parce qu'il E'st 
alors 

( 1)11 1-- Zll 

I ' n 1 1 
IlU ( 1) n+l = -I -I < , 

11=00 1--- 1 z In+l z 
n+1 

Soit done 1 Zo 1 > 1. Nous avons, dans les environs de ee point, 

et le théorbne précédent fait voir que le produit (1) représente une fonction de z, holomorphe 
dans les environs de zo, quand la série 

est convergente. 

Mais cette série est équivalente à la suivante: 

00 1 (I z-zo I)-n 
~ ( 1)" 1--lz- 1 ' 
,,=2 1-- IzollI o 

n 

qui est convergente quand 

parce qu'alors le rapport d'un terme au précédent tend vers la limite, inférieure à l'unité, 

1 
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Donc la série précédente est convergente dans le cAre1e dont le centre est le point d'affixe 
Zo et dont le rayon est égal à la quantité positive I Zo 1-1, et le produit (1) représente une 
fonction holomol'phe dans les environs du point zOo 

Le point Zo est d'ailleurs un point quelconque tel que l'on ait I Zo I > 1. Le produit (1) 1'e­
présente donc une fonction holomorphe à l'extérieur du cercle de rayon égal à l'llnité. 

Je remarqllerai maintenant que les racines de la fonction (1) sont données par l'équation 

1 1 
-( Y--)" = , 1-- zn 

11, 

en attribuant à 11, les valeurs 2, 3, 4, ... , et que cette équation donne 

2"i,-

e n 
z=·--1-' 

1--11, 

(k=O, 1,2, ... ,11,-1). 

Donc les racines qui correspondent à chaque valeur de 11, peuvent être représentées par 

des points d'une circonférence de rayon égal à __ 1_1- et ces points divisent la circonférence 
1--11, 

en . n parties égales. 
Quand 11, tend vers l'infini, le rayon de la circonférence précédente tend vel's l'unité et les 

points qui représentent les racines de la fonction (1) augmentent d'une teU e maniere que, 
dans le voisinage de chaque point de la circonférencede rayon égal à I'unité, ii y a une 
infinité de points qui représentent des racines de la fonction (1). Com me les racines des fon­
ctionsholomorphel:l doivant être séparées par des intervalles finis, ii n'existe donc une fonction 
holomorphe qui soit la continuation, à l'intérieur du cerde de rayon égal à l'unité, de la 
fonrtion (1). 
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SUR UNE FORMULE D'INTERPOLATION 

(MémoÍl'es de la Société Royale des Sciences de Liege, 2.e série, t. X. Liege, 1883) 

Le but cette Note démontrer une formule permette déterminer une fon-

·tion de x, on connait les valeurs qu' elle prend, ainsi que dérivées, des va-

eurs particulieres données à la variable. 

Si nous désignons par aI, a2, ... , an les valeurs attribuées à x, les valeurs de la fonction 

,t de ses dórivées seront représentées le tableau suivant: 

I li ('l-I) 
X = aI' Vp Vp VI' ... , Vi , 

I fi (~-I) 
X = a2 , V2 , V2' V2' "', V2 , 

x-a ? ,/1 7" 7;/.-1) 
- n' V"' V"' V"' ... , Vn • 

A ce , en la détel'lllination d'une courbe qUI passe par 

points .. , (C/nl qui, en points, des contaets d'urc1res. 

~-1, ~-1, ... , ave c des courbes donnée~. 

A ppelons f (x) la fonction cherchée et soit 

=(x- ) p )i, 
-([2 ~ .•. -an • 

. . - .í: • 
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Posons 

fero) =~_i _+~~+ ... + Ma 
F(ro) (ro-ai) (ro-ai)2 (ro-al)a 

+ Ni +~_2 _+ ... +~_~ _ 
(ro-a2) (ro-a2)2 (ro-a2)~ 

et déterminons les numérateurs de ces fractions. 
Si nous donnons à ro la valeur aI + h, dans 

ou 

iI vient 

Le quotient de cp:!. (aI + h) par cp (al + h) ne peut contenir que des puissances enti(~res de h, 

parce que cp:!.« ai) ne peut devenir infini pOUl' h = O; il en résulte que MI, M2, ... , Ma sont les 
cp ~) . 

ffi . d 1 1 1 d 1 d' 1 d f (ai + h) . l' d h coe ments e -, -, ... ,- ans e eve oppement e ---.- SUlvant es pmssanoes e • 
h h2 hfJ. F(uj +h) -

D'autre part, en appelant A:!., A2, ... , AfJ.; BI, B2, ... , B~; ... ; Pj, P2, ... , PI. les 

numérateurs des fractions simples que l'on obtient en décomposant F ~ro)' nous avolls 

VOL. II G 
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En faisant x = ai + h dans le premier terme de cette somme, iI vient 

De même, 1e second terme donne, 

le troisieme 

et ainsi de suite. 
En faisant x = ai + h, dans les autres lignes, on n' obtiendra pas depuissances négatives 

de h, comme nous l'avons dit tantôt. 

Les coeflicients de -} sont donc 

Aa f(a-I) ( ) 
••• , -;1-.-=-2-. -. -. ('---a---:-1)' ai , 

et nous avons 

En sommant séparément les coeflicients des puissances du degré 2, 3, 4, 
nous trouvons de la même maniere les valeurs de M2, lVh, M4, etc., à savoir: 

1 Aa 
M2 = A2f(ai) +A3f' (ai) +~ A4f" (ai) + ... + 1.2-... ('a_2)j<a-2) (ai), 

1 A 
Ma = A3f(ai) -+-~4f' (ai) t'TAsfl/ (al)+' .. + 1~(~- 3)!W-3) (ai), 

•••••••••••• ' ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• o •• ., •• 

1 
de h' 
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Pour obtenir 16s numérateurs Ni, N2, N3, etc., iI suflit de changer, dans les 'formules pré­

cédentes, ai en a2, a en ~ et Ai, A2, ... , Aa en Bi, B2, ... , B~. 

On obtient les autres numérateurs des fractions simples en faisant des changements ana­
logues. 

Nous serons conduits finalement à la formule suivante: 

1 A + + ___ a _ (a-I) 
.. , YI 

1.2 ... (a-1) (x-ai) 

+[_~_2 -+~-+.:.+ __ B_~-JY~ 
(x - a2) (x - a2)2 (x - a2)~-i 

1 B~ (rei) + ... +--- .---, Y{ 
1.2 ... (~-1) (X-a2) , 

+ ............................................... . 

+ ... + ___ 1 _P_À _y(À-i)1. 
1.2 ... (A-1) (x-an) n I 

La fonction ainsi déterminée résout la question proposée. On voit que, pour l'appliquer, 

il est nécessaire de décomposer en fractions simples la fraction rationnelle F ~X)' ce qu'on 

peut faire en employant une des méthodes connues. 
On peut faire usage, par exemple, des formules que nous avons fait connaitre dans notre 

* 
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travail, Swr la décomposition des fractions mtionnelles (1-), à savoir 

ou l'on doit donner à ai, ali, ... , a(n-t) toutes les valeurs entieres et positives qui satisfont 

à l'équation 

ai + ai' + ... + a(n-i) = a. - i. 

Pour déterminer 18s numérateurs Bi' iI suffit de changer, dans la formule prÁcédente, 

a. en ~ et aI. en a2. 
Les autres numérateurs s'obtiennent d'une maniere analogue. 
Si, dans les relations précédentes, nous faisons 

... , À= 1, 

iI vient 

f() (x -a2)(x -a3) ... (x -an) 
x = (ai - a:a) (ai - a3) . .. (ai - an) Y:! 

+ (x - ai) (x - a3) . .. (x - an) 
(a2 - ai) (a2 - a3) . .. (a'}, - an/ 2 

+ .......................... . 
(x -ai)(x -a2) ... (x -an-i) 

+ ) ( ( )y", (an-ai an-(2) ... an-an-i 

ce qui est la formule d'interpolatio'n de Lagrange. 

(1) Voir ce volume, p. 12. 
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SUR LA FORMULE DE STIRLING 

Extrait d'une lettre adressée à M. Rouché 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 3." série, t. X. Paris, 1891) 

Dans une Note, Sur la formule de Stirling, qui a été insérée dans les Comptes 1'endus~ 

t. ex, 1890, p. 513, vous démontrez d'une maniere bien simple la formule 

(a) cp (n) = et2(n~p)n 
cp (n+p) , 

ou O représente un nombre compris entre ° et 1, et ou l'on a 

(b) cp (n) = r(n+l~. 
n+­

e-n n 2 

Ensuite, an moyen de cette formule, vous trouvez la formule de Stirling, qui donne le 
produit r (n + 1), quand n est un nombre ires grand. Vous supposez, dans votre analyse~ 
que n est un nombre positif entier. 

En étudiant votre démonstration, je viens de remarquer qu'on peut la modifier de maniere 
à considérer le cas ou n représente nn nombre quelconque, rationnel ou irrationel. Je re­

marque premierement que votre démonstration de la formule (a) a lieu quand n est fraction-
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naire, et que l'égalité 

lim cp (p) = V271:, 
p=oo 

dont donnez démonstration basée SUl' formule ne pas de 

Ensuite je modifie l'analyse que vous employez pour déduire de (a) la formule de Stirling 
de la maniere suivante. 

tronve pl'ernierement au 'de la (b) 

et, égal'd aux égalités 

r (n+p+ 1) = n(n+ 1) .. . (n+p)I' (n), 

r +1)=L2.3 ... p, 

j'éCl'ÍS eette formule d'abol'd de maniere suivante 

P+~ 
lim cp (n + p) = lim ~ 1): .. (n + p) I' (n) e-P ~ 

1'=00 cp (n) !-. ' 
p (n 2 

et ensuite, ayant égard à la definition de Gauss de la fonction r (n), 

. p pn 
lun l' ( " 
p=oo n (n -I' , ) ... n + PJ 

ie l'écris de la maniere suivante 

1· Y + p) I' 1m --"'-= lnl 

p=oo cp(p) p=oo "( + )"+P+ 2 e- n p 

Mais nous avons 

l,im (~+ 1) = en , 
p=oo p 

Done on aura 

. cp (n+p) 11m --,- ,-, 1, 
p=oo cp lP) 

_J. __ I 1 __ 



55 

et, par conséquent, 

lim ~(n+p)= lim ~(P)=~. 

Si 1'on remarque maintenant que la formule (a) donne 

(O < 0<1), 

et par conséquent 

B 
~ (n) = ei2 " lim cp (n + p), 

p=oo 

on trouve 

B 

~ (n) = e12 " V21C, 

et l'égalité (b) donne ensuite la formule Stirling 

B 
r (n + 1) = V21Cn n" e-n el2n • 

Note 

Pour plus de clarté, nous allons reproduire ici la démonstration de la formule de Stirling, 
donnée par M. Rouché, à laquelle se rapporte la lettre antérieure. 

«La relation bien connue 

ou n désigne un nombre entier positif quelconque, et O un nombre compris entre O et 1t 
peut s'écrire 

O (1) 12n(n+1)=-1+n+2 [log(n+l)-IognJ. 
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EUe devient 

quand on pose 

(1) 

On conclut de là 

~t 

56 

o 
~2n (n + 1)= log q;(n) -log q; (n + 1), 

() 1.2.3 ... n 
q;n= I. 

n+­e-nn !ii 

logq; (n) > logq; (n+ 1). 

1 1 
logq;(n)-12n <10gq;(n+l)-12 (n+T); 

€n d'autres termes, des deux fonctions 

fj 

q; (n), q; (n) e- un, 

la premiere est décroissante et la seconde croissante, lorsque l'entier n croit. Si done on dé­
signe par p un nombre entier positif qnelconqne, on ales inégalités 

q; (n) > q; (n +p), 
{ { 

~ (n) e- 12n < ~ (n +p) e- f2(n+p), 

que l'on peut remplacer par l'égalité 

(2) 

daus laquelle O désigne nn nambre compris entre O et L 
Il est bien aisé de déduire de cette relation la formule célebre de Stirling 'pour l'évalua­

tion approchée dn produit 1.2.3 ... n Iorque n est nn grand nambre. 
En effet, la relation (2), appliquée au cas ou n est égal à p, montre immédiat'6ment que 

le rapport 
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a pour limite l'unité, lorsque p crolt indéfiniment. On a done, pour p = ro, 

ou, d'apres (1), 

lim <fi Cp) = lim <fi (p )2 
<fi (2p) 

et enfin, en vertu du théo1'eme de Wallis, 

lim <fi (p) = Y2'lt. 

Des 101's, si dans la formule (2) on laisse n fixe en faisant croitre p indéfiniment, on obtient 

o 
C!:I(n) -, _ = e12 " 

Y2r.: ' 

c'est-à·dire, d'apres la définition de <fi (11.), 

o 
1. 2.3 .. . n = Y~7tn n" e--"eI2 ,.. 

e'est la formule de Sth-!ing, qui donne deux limites. 

o 
Y2'ltn n" e-no el2n, 

entre lesquelles est compris le produit 1. 2.3 •.. n. 

YOL. II 

(E. R.) 

H 
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IV 

SOBRE LA TEORÍA DE LOGARITMOS 

(Gaceta de Matemáticas elementales, t. I. Vitoria, 1903) 

1. Los lectores de la Gaceta de Matemáticas elementales recoi'darán que en el número 
primero de esta Revista, p. 30, el notable catedrático de la Universidad de Madrid, D. Luiz 
Octavio de Toledo, llamó la atención sobre el curioso é interesante tema de estudio que 
tiene por objeto investigar si la 1tnidad positiva puede tomarse como base de un sistema de 
logaritmos. Asimismo no habrán olvidado aquellos lectores que, respondiendo aI expresado 
llamamiento, el distinguido matemático espanol D. Luis Sánchez de la Campa, teniente coro­
nel de ingenieros, ocupóse de aquella bellísima cuestión en nn luminoso articulo, publicado 
en la sección doctrinal deI n.O 7 de esta misma Revista. 

Por nuestra parte, vamos ahora á estudiar el aludido tema, aunque coloeándop,os en uu 
punto de vista distinto deI que utilizara este último estimahle matemático. 

2. El poder tomar ó no la unidad pos'itiva como base de un sistema logarítmico, depende 
de la definición que se adopte para la exponencial aZ , siendo a nn número real positivo y z 

una cantidad compleja x+iy. 
Supongamos, en primer término, que a representa la base e de los logaritmos neperianos. 

Entonces, bien sabido es que eZ puede definirse mediante la igualdad euleriana 

eZ = eX (c os y + i sen y), 

donde eX representa el valor real y positivo que en Aritmética tiene la potencia x dei nú-
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mero e. Sábese, además, que "la función así definida satisface á las condiciones siguientes, 

que la caracterizan: 

La Es sUBceptible de ser representada por el desarrollo ordenado según las potencias de z: 

2 o a Satisface á la condición 

siendo a y ~ dos valores cualesquiera de z. 

3. a Para y = 0, sus correspondientes valores coinciden con los valores absolutos ó aritmé­

ticús de eX. 

La función aZ debe naturalmente ser definida de modo que, cuando á a se dé el valor e, 

nos encontremos con la función anterior, y, para elIo, se debe tener la igualdad 

(1) 

en la cual log a representa ellogaritmo neperiano 1'eal de ao La función así definida satisface 

á las condiciones: 

La Es susceptible de desarrollarse en st"rie ordenada según las potencias enteras y posi­

tivas de z mediante la fórmula 

Z2 Z3 
aZ = 1 +z.loga+2T log2 a+3Tlog3 a+ . . o 

2. a Verifica la condición 

3. a Para y = 0, los correspondientes valores coinciden con los valores aritméticos de aXo 

La función inveJosa de az, que acaba de definirse, representa los logaritmos de todos los 

números, reales é imaginarios, tomados en la base a. Esta base no puede, por conseguiente, 

ser igual á la unidad, cuando se adopte para aZ la definición que acabamos de consignar, 

toda vez que, entonces, resultaria aZ = 1 para cualquiera valor de z, siempre que fuese a = 1. 

3. Colocándonos ahora en otro punto de vista, observemos que el nlÍ.mero a tiene un 

nlÍ.mero infinito de logaritmos neperianos imaginarias, los cuales vienen dados, seglÍ.n es ya 
sabido, por la fórmula 

Loga = loga+2kir-, 
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en la eual Log a representa uno cualquiera de los logaritmos mencionados, correspondiente à 
un valor determinado, arbitrariamente elegido, deI ente1'o "k, siendo además definida la fun­

ción aZ mediante la relaeión 

(2) 

La función aZ , asi definida, participa de las propiedades siguientes: 
1. a Puede desarrollarse en serie ordenada según las potencias enteras y positivas de z, 

mediante la formula 

Z2 z3 
aZ = 1 + z Log a + ~! Log2 a + 3! Log3 a + ... 

2. a Satisface á la condición 

3.a Los valores que toma para y = 0, coinciden con alguno de los sistemas de valores 
que, según la teoría de las poteneias, adquiere aX • En efecto; esta teoría dá, euando x as nn 

, . 1 'ln numero racIOna -, la igllaldad 
n 

donde p representa el valor aritmético de aX , y en la cual k =0, 1, 2, ... , n -1, igualdad 
que, ai ser x nn número irracional, sirve también para definir a":; y la fórmula (2), dá 

cuando y=O, 

4. Invirtiendo la función que acaba dd ser definida, obtiénese una nueva función, dis­
tinta de la que resulta aI invertir la función exponencial definida mediante la igualdad (1), 
cuyos valores vamos á determinar. 

Sea 

PI (cos 011 + i. sen Olt) 

nn número complejo Jado, y determínese z de ma:r:.era que resulte 

aZ = e(x+iy) (Iog a+2ki1i:) = pi (cos Oli + i. sen Olj), 
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decir, 

exloga-2k7ry [cos (2krcx + y log a) + i. sen (2kTCX + y log a)] = pi (cos Ull + i. sen Ull), 

donde, eonsiguiente, 

exloga--21,7ry. cos (2krcx + y log a) = Pi COS UlI, 

+ y log a) Pi sen UlI. 

Tendremos 

pi = eX loga-2lr7ry , 

a = UlI 

en que rn representa un número entero cualquiera. De este sistema se deduce 

log a (mi + 2111T:) - 2kTclog pi 
y= 

JO{.;'2 (t + 4k2 rc2 

En su eonsocuencia, tfmc1l'emos 

log a.log pi + 2krc (mi + 2rnTC)+i [(mi + 2rnTCl log (t- 2hlog' pI] 
z= Jog~a+4k2rc2 . 

Cuando, definir se la ignaldad los de la 

función inversa, esto es, de la función logarítmica correspondiente, vienen determinados por 

la fórmula que acabamos de oLtenel'. 

Haciendo la que a = 1, 

mi + 2rnTC . log pi 
Z = ------ - ~ ---o 

Por tanto, cuando la funeión aZ se 

respondientes logaritmos selO igual 

2kTC 2kT: 

mediante 

la unidad. 

expresión la base los cor-

5. Los sistemas de logaritmos que se obtienen invirtienc10 la expresión (1), son distintos 

los que resllltan ai inverti r la relaeión y, los 

los diversos valores elel entero k son diferentes Ilnos 

en este 

otros, 

caso, corresponden 

todos zollos de 
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la propiedad fundamental según la que el logaritmo de un producto de factores es igual á 
la suma de los logaritmos de estos factores. 

Los sistemas más vantajosos son los obtenidos partiendo de la igualdad (1), porque com­
prenden á los logaritmos aritméticos. En los sistemas que se obtienen mediante la ecuación (2), 
los logaritmos son reales ClIando se verifica 

(00 + 2'1nTi:) log a = 2 k7t.log Pi, 

y no todos los números positivos pueden tener, en tales sistemas, logaritmo real. 
llaciendo 00 = 0, se vé que la eondición para que un número positivo pi tenga logaritmo 

real, en estos mismos sistemas, es que quede satisfecha Ia relación 

siendo m un número entero arbitrario., 

ln 

pi = a.e k , 

De cuanto precede resulta también que los logaritmo·s tomados en la base 1 son imagina­
rios, cuando el módulo elel número corresponeliente es distinto de Ia unidad. 
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v 
SUR LA FONCTION p (u) 

Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite 

(Bulletin des Sciences Mathématiques, 2.e série, t. XVI. Paris, 1892) 

Vous savez, Monsieur, que, pour établir la théorie des fonctions elliptiques, on peut définir 
premierement la fonctiún p (tt) pour certaines valeurs particulieres des périodes au moyen de 
l'inversion de l'intégrale elliptique de premiere espece à invariants réels, démontrel' ensuite 

la formule 

(1) 

ou 

w = 2nm + 2mol, : ( = 0, ± 1, + 2, ... 

[2m et 2m' représentant les périodes de p Cu)] et enfin généraliser les fonctions elliptiques, en 
prenant ce développement pour définition de p Ctt), dans 11:1 cas ou les périodes 2m et 2m' re-

présentent deux quantités complexes quelconques dont le rapport -;- ne soit pas réel. 
m 

Si 1'on suit cette voie pour établir la théorie des fonctions elliptiques, iI falit tireI' du dé­

veloppement (1) les propriétés de la fonetion p Cu). On en tire immédiatement que p Ctt) est 
une fonction méromorphe paire dont les pôles sont les points 2nm + 2mm', et que l'on a 

lim [pCu)-~J =0; 
u=o u· _ 
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ensuite ou au llloycn théoretnü Laul'ent, dans les envÍrons du =0, 
on a pour p (u) un c1éveloppement de la forme suivante: 

(u)~ 

Vous savez que I' on démontre allssi d'une maniere hien facile que la fonetion définie par 

est douhlement périodíqne que ses sont et 2 mi. 

II ne reste démontrel' l'égalit.é 

théoreme d'adelition. une démonstration bicll silllple de de ces 

remes que je me propose ele vous présenter. 

1. POl,ll" 

forme 

von· que fOllction détinie satisfait une 

remarque prcmierement 

lesquelIes ont seulement 

les environs de ce point, 

=[-

Done, si 1'0n pose 

p'2 (u) = 4p 3 (~l) - g2p (~l) - g3, 

les fonctíol1s doublement périoeliques 

ll=O pal'aIIólogramme eles póriodes, UV,UH,,,"", 

+ ... J9 

+ ... , 

12 -g2 =-8 

.. -

théo-

de la 

dans 
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ce pôle disparait dans la différence 

pi'). (u) - [4p 3 (u) - [I'Jp (u)], 

et cette différence est holomorphe et doublement périodique, et par conséquent constante. 
Nous avons donc 

p''J (tt) = 4p3 (u) -- [I'!.p (u) - [13, 

en repl'ésentant cette différence par - [13. 

Pour déterminer g3 je substitue dans cette égalité p (u) et p' (u) par leurs développements 
ordonn~s suivant les puissances de tt et je pose ensuite tt = o. Je trouve de cette maniere 

ou 

Donc p (u) satisfait à une équation de Ia forme 

p''2 (u) = 4p 3 (u) - [l2p Cu) - [13, 

II. Pour faire voir que le théoreme d'addition 

p (u+v)=~ [pI (U)_p' (V)J2 -p(u)-p (v) 
4 p (u)-p (v) 

subsiste aussi dans le cas général, je vais considérer les deux fonctions 

Fi (u) = P (tt +v) [p (u) -p (v)]2, 

1 
F'J (u) = 4 lpl (u)-p' (v)]2_ [p (u) +p (v)] [p (u) -p (v)]2, 

qui, en supposant v constante et u variable, sont des fonctions périodiques de u, qui admettent 
les mêmes périodes 2 O) et 2 0)'. 

La fonction Fi(U) admet le pôle u=O; et, en substituantp(tt) et p(u+v) par les déve­
loppements 

VOL. II I 
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ou 
1 

p" (v) = 6p2 (v) -2 g2 = 6p2 (v) -10ct2, 

p'II (v) = 12p (v)p' (v), 

nous avons, dans les environs de ce pôle, 

F ( )_p(v) +p'(v) +p2(v)-5a2+~+ 
i u - u4 u3 u2 U· .. 

Pour la fonetion ]'2 (u) on obtient de la même maniere 

Done le pôle tt = O disparait dans la diffél'ence 

et nous avons done 

Fi (U)-F2(U)=C. 

Pour déterminer c, je pose u = v et je trouve 

et, par eonséquent, c = O. 
Done nous avons 

p (u+v)[p (tt)-p (V)J2 = ! [p' (u)-p' (v)J2_[p (u) +p (v)][p (u) -p (V)[2, 

et le théoreme est démontré. 
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VI 

REMARQUES SUR UN TRAVAIL PUBLIÉ PAR N. BOUGAi'EY 

Extrait d'une 1ettre adressée au prof. A. Vassilief 

(Bulletin de la Société Physico-Mathématique de Kasan, 2.e série, t. XIII. Kasan, 1903) 

Permettez que je vous présente quelques remarques SUl' un travail publié par N. Bou­
ga'iev dans le Bttlletin de la Société Mathématique de Moscou (t. XXII, p. 219), qui ades rap­
ports avec quelqu'uns de mes travaux. Je ne cOlmais pas malheureusement la langue russe, 
mais ii m'a été possible reconnaitre, au moyen des formules, que l'éminent géometre y donne 
une démonstration de la formule de Lagrange poul' le développement des l'acines des équa­
tions, qu'il écrit de la maniere suivante: 

00 

fez) =f(a) + }J _1 dn- i /fI (a)[F (a, x)]" I. 
n! da,,-1 , 

,,=1 

l'équation pl'oposée étant 

z= a+F (z, x), 

et qu'il fait l'emal'quf\r qu'on peut déduire de cette formule celle que j'ai donnée dans un ar­
ticle publié dans le Jottrnal de rnathématiques pures et appliquées (Paris, 3.e série, t. VII), en 
y posant 

01', j'avais déjà indiqué, dans un article publié dans le même journal (4.e série, t. v), que 
N. Bouga'iev ne connaissait pas, parcequ'iI fait seulement mention de celui-Ià, cette maniere 
d'obtenil' la série rapportée, et j'y avais même étudié les conditions pour sa convergence. 

* 
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Comme dans le travail de N. Bouga'iev ne se trouve pas l'analyse au moyen de laquelle 
on passe de la série de Lagrange pOUl' celle que j'ai considérée dans les travaux rapportés, 
permettez que je vous la présente, en me plaçant toutefois dans un point de vue plus géné­
rale que dans mes articles antérieurs, parceque je vais supposer que la fonction f dépend 
de re. 

Supposons que fere, z) et F (re, z) soient deux fonctions de z, holomorphes dans une aire A, 
quand x représente l'affixe d'un point quelconqlle d'une aire B, que a soit l'affixe d'un point 
de l'intérieur de A et que l'origine des coordonnées soit à l'intérieur de Paire B. 

On trouve, au moyen de la démonstration classique de la formule de Lagrange, l'égalité 

f( ) -f( ) + ~ _1 dn- i rf~ (x, a) [F (x, a)Jn ! + R 
x, z - , x, a ""-I n! dan t rn, 

11=1 

ou 

Rrn = -1-1 [(Fx, z)Jrn+i f(x, z) [1- F~ (x, z)J dz, 
27ti (z _ a)OJ+2 [1- F (x, z) ] 

z-a 
K 

K représentant le contour de l'aire A. Supposons maintenant que M soit la plus grande va­
lem que prend 

\ 
F (x, z),. \ 
z-a 

pour toutes les valeurs de z représentées par les points du contour de A et pour toutes les 
valeurs de x représentées par les points de l'aire B, et que Mi soit la plus grande valem de 

pour les mêmes valeurs de z et x. 
On a alors 

ou a représente la longueur de K; et, au moyen de cette inégalité, on voit que I Rrn I tend 
vers zéro, quand (l) tend vers l'infini, lorsqu'on a M < 1. Dans ce cas on peut donc écrire 

f( ) =f(' ) + ~ ~ dn- i If~ (x, a)[F (x, a)Jn !. 
x, z x, a .:;.., n! dan- i , 

lI=t 
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et, comme le second membre de l'inégalité antérieure ne contient pas x, on voit encore que 
la série qu'on vient d'obtenir est uniformement convergente dans l'aire B. 

Cela posé, soit 

F (x, z) = X~i (z) +x2~2 (z) + .. . +xkCPk (z), 

et supposons que p représente le rayon d'un cercle ayant le centre dans l'origine des coor­
données et placé à l'intérieur de raire B et que la fonction f~ (x, a) soit holomorphe dans 
l'aire de ce cercle. 

En employant un théoreme bien connu, donné par V\T eierstrass dans les Monatsbm'ichte 
de l'Académie des Sciences de Berlin, pour 1880, on voit qu'on peut déduire du dévelop­
pement prél'édente de f(x, z) un autre, ordonné suivant les puissances entieres et positives 
de x, convel'gent dans le cercle de rayon p précédemment indiqué. 

Pour obtenir ce développement, remarquons d'abord qu'on a 

[F (x, a)Jn = [x ~l (a) + xl! <p2 (a) + .. . +xk <Pk (a)Jn 

= ~ n! [cp! (a)Ja [<pI! (a)J~ ... [cpk (a)JÀ xa+2~+ . +kÀ 
a!~II! .. ·À! 

ou la somme ~ se rapporte à toutes les racines entieres, positives et nnHes, de l'éqnation 

et 

OU Ui, U2, ua, représentent les valenrs que prennent les dérivées successives de f~ (x, a) 
par rapport à x, quand x = O; et ensuite que le coefficient de xm dans le produit des deux 
développements qn'on vient d'obtenir est égal à 

ou la somme ~' se rapporte aux racines entieres, positives et nnlles, de l'équation 

On en conclut que le coefficient de xm dans le terme général du développement précé­
demment écrit est égal à 
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Done le développement de I(x, z) en série ordonnée snivant les puissances entieres et 
positives de x est donné par la formule suivante: 

ou la somme ~' d'étend aux solntions entieres, positives et nnHes, de l'équation 

et ou 

n=a+~+r+.' .+À. 

Cette formule contient comme cas particulier celle que j'avais donnée dans les denx tra­
vanx précédemment rapportés. En effet, si la fonction f ne cúntient pas x, elle donne 

ou la somme ~I se rapporte à tontes les Elolntions entieres, positives et nuIles, de l'éqnation 

et ou 

Ces sont les remarques que je me proposais de vous cominuniquer. Comme elles ont des 
rapports avec nn travail d'un de plns illnstres géom0tres de votre payii, je crois qn'elles 
pourront vous intéresser. 
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VII 

SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS SATISFAISANT 
A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

(Annaies seientifiques de l'Éeole Normale Supérieure de Paris, 3.e série, t. II. Paris, 1885) 

La série 

(1) 

ou ao, ai, a2, 1'eprésentent des jractions j'écluites à lem' plus simpZe expression) ne peut 

pas être le développement d'une jonction définie pal' une équation algébrique relativement à 

x, y et y'~ à coefficients entiers, 

(2) F (x, y, y') = 0, 

telle que ~; soit dijfé1'ente de zéro) qttand x = 0, s'il existe une valeur de n déterminée à partir 

de laquelle les dénominateu'rs de an+i, an+2, ... contiennent des jacteu1's p1'emiers supérieurs 
j'espectivement à n + 1, n + 2, n + 3, ... 

On peut tirer ce théoreme de la formule suivante, qui résulte de l'expression analytique 
de la dérivée d'ordre n des fonctions composées, et qui donne la dérivée d'ordre n de la fon­
ction y (Journal de Battaglini) t. xvm) (i): 

(3 
(y'l (y")~ (y'II>, . .. (y(n-i))A. (y"f-' (y'")W ..• (y(n-i))m' (y(H))A.' ~~ _ ° 

~ a! ~!. , . À! a'! W!. .. À'! (2 !)~+W (3 !)"I+T' .. . (n_1!)A.+A.' ai'! dxa dyb dy'C - • 

(I) Voyer cet ouvrage, t. I, pago 209. 
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Dans cette équation la somme ~ se rapporte à toutes les solutions entieres positives de 
l'équation 

(4) a+ 2~+3,+ .. . +(n-1) À+a' +2W +3,' + ... + (n-1) 1..'+ a" =n-1, 

et l' on a posé 

(5) 
\ m = a+ ~+ ... + 1..+ a' + W + ... + À' + ai', 

~ b=a+~+ ... + À, c= a'+W+ .. . +1..', a=a". 

Nous avons done 

a.' W Y' i.J, a (Y") ~+a' (y(n-i) ) i..+oI (y(II») i..' 
(2) 3 4 ... n (y) 2' ... ~I' -, dntF 

~ . n. n. O 
~ a 1 ~ 1 ... À 1 ai 1 W 1 ... 1..' 1 a" 1 dxa dyb dy'C = , 

ou, en séparant le terme qui contient y(n), 

a' W T' w' I a (Y") ~+a' (y(n-i) ) i..+w' 
(2) 3 4 ... (n-I) (y) 21 ... in-ll dntF dF y(n) 

~ a! ~ 1 ... 1..1 a'l W 1 ... 1..'1 a" 1 dxadybdy,c-+ n dy' nr=O. 

Si 1'on pose maintenant x = O dans cette formule, on obtient une autre formule qui donne, 
" (n) 

de proche en proche, les valeurs de y~, .J!2T, •.• , 1&" qui doivent coincider avee les coeffi-
. n. . 

cients ao, aj, a2, •.. , an de la série proposée. 
(n) 

On voit par cette formule que le dénominateur de 1&, ne peut contenir que les facteurs 
. . n. 

premIers SUlvants: 
1.0 Ceux qui résultent du dénominateur 

a 1 ~ 1 ... À 1 a' 1 W ! ... À' 1 ai' 1 ; 

2.0 Ceux qui résultent du dénominateur de 

3.0 Ceux qui résultent du numérateur de 
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4 o C ., I d dé' d' y~ y6·-I
) • . eux qUI resu tent es nommateurs e Yo' 2"1' ... , n-l ! ' 

5. o Ceux qui résultent de n. 
Nous allons voir que les facteurs premiers corl'espondant aux trois premiers cas n'augmen­

tent pas indéfiniment avec n. 

r. Comme la fonction F (x, y, y') est entiere par rapport à x, y et y', Ies dérivées de cette 
fonction d'ordre supérieur à son degré sont nulles, et par conséquent 7n ne peut pas augmen-

. d 'fi . DI' '(:l ., (:lI • , "d I ' I ter m e mment. onc es quantItes a, IJ, " •• " 1.., a, I', ... , 1.., a, ont a somme est ega e 
à m, ne peuvent augmenter indéfiniment, ni par conséquent leurs tllcteurs premiers. 

II. La dérivée 

qui est fonction entiere de Yo et y~ et, par conséqnent, de ao et ai, ne peut contenir évidem­
ment en dénominateur que les facteurs premiers qui entrent dans les dénominateurs de 

ao et a t • 

III L d '· ,(dF) . f" ." ffi . . d . a el'lvee -d' , qUI est une lonctlOn entIere a coe Clents entIers e ao et ai, 
y x=o 

est une fraction déterminée, et ne peut done contenir en nnmérateur des facteurs premiers 

qui augmentent indéfiniment. 
(II) 

On v.oit done que Ies faeteurs premiers du dénominateur de ~, ou a.,ne peuvent au­
n. 

gmenter indéfininient que par suite de la présenee du facteur n du dnquieme eas, et nous 

avons done le théoreme énoncé. 

VOL. II J 
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VIII 

DEUXIÊME NOTE SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 
SATISFAISANT A UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

(Annales scientifiques de l'Ecole Normale Supérieure de Paris, 3." série, t. III. Paris, 1886) 

(1) 

o~), ao, ai, a2, ... représentent des fractions 1'éduites à leU1' plus simple expression, ne peut 

pas être le développement d'~me fonction définie pa?' une équation algébrique ?'elativement à 

x, y, y', "" y(i), à coeificients entiers, 

(2) F (x,y,y'" ",y(i))=O, 

teUe que :;) soit dijJérente de zé?'o, quancl x = 0, si les dénominateurs de an+i, a~+2, '" con­

tiennent indéfiniment des facteurs pl'emiers supél'ieurs 'l'espectivement à n + 1, n + 2, ." 
On peut démontl'er ce théoreme au moyen d'une analyse semblable à celle qui fut em­

ployée pour démontrer le cas pal'ticuliel' considéré dans la Note antél'ieure, on encore al1 
moyen de l'analyse suivante, 

On peut écril'e l'équation (2) sons Ia forme 

(3) 

et alors, si on la dérive n fois au moyen de Ia formule de Leibnitz, on trouve le rés111tat 
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symboIique 

~ A [xa + Vi, (V')' . .. (VU))"]!") = 0, 

en posant 0, donne 

~ An (11,-1) . .. (n- Ct+ 1) [yb (V')' . . . (V(i))hJ~~a) = O. 

En appliquant maintenallt formule Leibnitz an pl'oduit 

vb (V')'· .. (VU))", 

trouve le résultat symbolique 

~An -1) . .. (11,- + )(n-a) - ° ... -, 

ou entrent b termes égaux à Vo, c termes égaux à V~, etc. 

Donc 

n(n- .. (n-a 1) 0, 

somme rapporte toutes les solntions entieres positives I' équation 

a + a' + ... + ~ + W + ... + À -+ )J -+ ... = n - a, 

le nombre des quantités u, a', '" b, le nomh!'e eles ~,w, .. est c, 

En séparant maintenant les termes ele cette équation qui contiennent la elérivée d'ordre 

pIus élevée vg'+\ on trouve nn résultat ele la forme suivante: 

(4) 

A(n+ . . (n+i) 
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ou 

0>= C~+ 1) (W + 1) ... (A+ 1) (A' + 1) ... (A+2) (A' + 2) ... (A +i) (A' +i). " 

("+i) 

De cette formule on tire le théorerne énoncé. En effet, elle fait voir que c;'+ i)!' ou an+i , 

ne peut contenir en dénominateur que les facteurs premiers qui entrent dans les dénomina-
o • o y(n+i-I) y(lI+i-~) 

telAl'S des fractlOns antél'leures (n+i-l)!' (n+i-2)!' 0.0; ceux qui entrent dans le nu-

mérateur de 

ou 

[ dF (x, y, o •• , y(il)] . 
dy(i) x=o' 

et ceux qui entrent en (n + 1) .. o (n + i)o 
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IX 

SUR UN THÉOREME DE M. HERMITE. RELATIF A L'INTERPOLATION 

(Journal fÜr die reine und angewandte Mathematik, gegrÜndet von Crelle, 
Band C. Berlin, 1887) 

Le résultat important relatif à l'interpolation auquel M. Hermite est arrivé (1) dans le cas 
d'une fonction uniforme et continue dans une aire limitée par une cour~e, peut être étendu 
au cas d'une fonction uniforme à discontinuités polaires et qui est continue dans une aire 
annulaire. C'est ce que nous allons faire voir dans cette Note. 

Soit f(x) une fonction uniforme, à discontinnités polail'es, continue dans l'aire annulaire 
limitée par deux courbes A et .a; et soient ai et a2 les affixes de deux points de l'aire limitée 
par A, et b1 et b2 las affixes de deux points de l'aire limitée par a. 

E I · I' (x - a2)~ I d b d l"d ., n mu tIp Iant par ---R es eux mem res e I elltlte: 
(z - a2)1' 

on trouve l'identité: 

(X-a2)P (X-al)(x-a2)P (X- alyz-I.(X- a2)P 
R+ R+"'+ ~ (Z-ai) (Z- a2)1' (z-at)2(z-a2)1' (Z-aiY7.(z-a2) 

-L (X- aiYI.(x- a2)P 
I (z-x)(z- al.)rI.(z- a2)P· 

(1) Journalfür die reine und angwandte Mathematik, 1878, t. LXXXIV. 
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ensuite décompose fractions les deux membres de identité, arrive 
à un résultat de la forme suivante: 

1 

z-x 

ou. I'on a p = 1,2,3, ... , a, et pi = 1,2,3, ... , ~; ou. M et N sont des quantités constantes; 

et ou. la pIns grande valeur de m et de mi est a-I, et celle de n et de n' est ~. 

(1) 

En par f (z) en le lo:iJg contou r A, obtient le rósultat: 

----L.1J..L x-aI. (X-a2 ---i f\z) dz - '''U ( )", )n i fez) dz 
A z-x A (z-al)P 

+l:N (x-
fez) dz 

Considérons maintenant l'identité 

(z­
-(x-b2)I(z 

le 

avons 

par 

- b2)l 
-b0(x~b~r 

+ (z-bt)k(z-b2)1 ] 
(x-z) (x-bl.)k(x-b2i ' 

membre snsceptible décomposition suivante' 

un résultat la formo suivante: 

bll-1 (z btY 
(x - b1)" (x b2)1 

K représento une fonctíon entiere 

1,2, .. " k l-1. 

et U) represente les nombres 

En appliquant aux intégrales précédentes Ia formule connue: 

1 
2i'it 

. . - .í: • 
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obtient la formule suivante: 

ou II (x) une fonction de x a + 1, et 8 (x) représente fonction 

., d 1 1 
entIere e --b- et --b-' 

x- I x- 2 

Cela posé, fez) une fonetion qui n'admette que discontinuités polaires l'aire 
limitée par courbe A. 

On peut déterminer k et l de maniere que la fonction 

holomorphe dans l'aire lhnitée par on ait par eonséquent 

Done 

De la même maniere on la formule 

(2) 

qui contient eomme cas particuliel' la formule de M. Hermite. 
V oiei les conséquences de cette formule. 

La fonction - aI)o. (x- amSl ses dérivées jusqu'à l'ordre -1, 
x = ai. De même maniere eette fonction s'annuJe ainsi que ses dél'ivées l'ordre 

1, poul' 02, etc. avons doncó 

f(al) = II (ai) + 8 (ai), fi (ai) = II' (al)+ 8' (aI), '" f(o.-I) (ai) = Wo.-I) (ai) + 8(0.-1) (ai), 

f(a2) = II 8 (a2), = II' (ai) (a2), (a2) = (a2) + (a~), 

Par conséquent la fonction II (x), dont le degré est a + ~ + '( + ... -1, remplit les conditions 
précédentes, sont au de a + ~ + + ... , et elle est par suite entierement déter­
minée. 
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D'un autre côté, on peut mettre e (~) sous la forme: 

Ai A2. c Ale 
8(x)=--b +(-b )2 +···+--b)k x- I. x- I (x- 1 

+~+~_2 _+ +_B_l_ 
ro-b2 (x-,b2)2 ... (X-b2)1 

+etc.; 

et, en posant F (x) = fex) (x - bt)lc, la fonction F (x) n'admet pas le pôle bl., et la formule (2) 

donne: 

Pe cette formule on tire 

De la même mani~ll'e on trouve les autres constantes Bl., B2, etc.,' qui entrent en e (x). 
Done on détermine les constantes qui entrent en e (x) au moyen des valeurs des fonctions. 

et de leurs dérivées, correspondantes aux valeurs b1, b2, etc. de x. 

En conclusion, les fonctions II (x) et e (x), qui entrent dans la formule (2), sont comple­
tement déterminées quand on donne les valeurs des fonctions 

f(x), f(x) (x-bl.)k, f(x) (re- b2)l, etc. 

et de lems dérivées, correspondantes aux valeurs ai, a2, a3, etc., bi, b2, b3, etc. de x. 

Maintenant, si l'on pose les conditions: 

Ia formule (2) fait voir que la fonction II (x) + 8 (x) représente la fonction f(x) avec d'autant 

pIus. d'approximation que Ia 'nombre des quantités ai, a2, a3, etc. est plus grand, )li encore 
que Ies exposants a, ~, r,etc. sont plus grands. 
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SUR LA RÉDUCTION DES INTÉGRALES HYPERELLIPTIQUES 

Extrait d'une lettre adressée à M. Lerch. 

(Bulletin de la Société Royale des Sciences de Bohême. Prague, 1888) 

Soit X un polynôme entier de degré impair n et f(x, vx) une fonction rationnelle de x 

et de VX. Vous savez, Monsieur, qu'oiJ. peut tonjours mettre cette fonetion sons la forme 

G et H représentant des fonctions rationnelles de x, et qu'on peut déeomposer ;X en ter-

dl i! x'" dli! 1 D ., li!' mes e a 10rme . IV et en termes e a lOrme --- . 1-' one, pour mtegrer a 10netIOn 
vX (x-a)"'vX 

f(x, VX), on est eonduit à eonsidérer des intégrales de la forme 

JX~~x 

et des intégrales de la forme 

J dx 
(x- a)"'VX' 

Notre objet est de donner une maniere de ramener ees intégrales auxintégrales hypm'. 

elliptiques normales de PI'emie1'e, seconde et t1'oisierne espece. 

VOL. II K 
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Consiclérons l'intégrale 

et 

x = (x- a) (x- ~) .. . (x- À). 

Nous avons 

(1) 

Si est différent a, ~, nous 

XI A B L 
~------:-C---C-----Cl X = --+ --R + ... + --) 
2(m-1) (x-a)"'- x-a X-p x-" 

ou A, B, ... , L, MI, etc. représentent des constantes; et par conséquent, 

m 

dx 1 

1) (x- VX 

f dX fdX JdX 
-A (x_a)VX- B (x_~)VX-···-L (x-),)VX 

dx 
-a)VX 

----~- ... -

Au moyen de cette formule et des formules analogues qu'on obtient en y posant 

... , on ramime l'ótude de J dx , des 
- -a)m VX a 

est égal des raeinos de l'éql1ation = 0, par oxomple a on a 
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ou B, C, .. " L, MI, l\h, ... , Mm représentent des constantes. On obtient la constante Mm, 
la seuIe qu'il nous faut connaitre, en détenuinant la vraie valeur de la fract.ion 

quand x = a; on a alors 

X' (x-a) 
2(m-1)X 

_ . X' (x- a) 1 
1\1",= !: 2(m-l)X = 2 (m-I)' 

Donc la formule (1) donne 

2m-3 f dx 1 
2(m-=15 (x~a)~ VX·=- (m-1)-(x--a)-"'--i----'VX=X 

J 
dx f d~ J' dx 

- B (x- ~)Vx - C _ (x-'O VX - ... -L (x- À)VX 

Au moyen 

m=2, 3, ... , 

de cette. formttle et des formules analogues qu'on obtient en y posant 

m -- 1, on ramEme encore I' étude- de I'intégrale f ~x . j- à celle des 
(x-a)m vX 

intégrales 

quand a=a. 
Déterminons ma,Íntenant les intégrales 

De l'identité 

on tire 

J
dX_JdX JdX 

(x-a)VX' (W-~)VIX' ... , (x-À)VX' 

_1_+_1_+ ... +_1_. =X' 
x-a x-~ x-A. X 

(2) J dx f dx f dx . 2 
(x-a)VX+ (x-~)VX+"'+ (ct-À)VX=- vx' 
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D'un autre côté, de la formule 

et de la formule 

:é+i X' x"+i x,,+! x"+1. 
X = x-a + x-~ + ... + x--À.-

= nx" + ai x"-i + a2 i;vk-2 + ... + ale 

ak-l-l ~k+i 1.1,+1 
+ x-a + x-~+·· '+;-1.. 

on tire 

(3) 

et, en posant k = 0, 1, 2, ... , n -2, 

f dx ·fdX fdx 
an- I (x _ a) VX + W·- t (x _ ~) VX + ... + À.n-{ (;rJ _ 1..) VX 

f xn--2dx 
=(n-2) 

.VX 

Au moyen de ces équations et de l'éql1ation (2) on ramene l'étude des intégrales 

f dx fdX fdX 
(x-a)VX' (x-~)VX'··' (X-À.)VX 
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à eelle des intégrales 

J dx J xdx Jxn-2 dx 
vx' vi'···' \Ix' 

puisque le déterminant 

an- i ~n-i ••• À. H-i I 
est différent de zéro. 

La formule (3) permettra aussi d'exprimer l'intégrale 

quand m> n-2, au moyen des intégrales 

Done, en derniere analyse, les intégrales eonsidérées 

peuvent être exprimées au moyen des intégrales 

J dx J xdx Jxn- 2 dX 
VX' VX' ... , VX 

et de l'intégrale 

J dx 
(x-a)VX· 
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SUR L'INTERPOLATION AU MOYENDES FONCTIONS CIRCULAIRES 

(Nouvelles Annales de Matématiques, 3." série, t. IV. Paris, 1885) 

I 

Le probleme de la détermination d'une fonetion de w qui reçoive les valeurs 

ti!, 1/2, 1/a, •.. , '!ln, quand on donne à la variable x leG valeurs ai, a2, a3, ... , an, est indé­
terminé. On y peut satisfaire au moyen d'une fondion entiere homogene de sin x et cos x, 
et nous avons alors Ia formule (Hermite, Cours d'Analyse de l'Ecole Pulytechnique de Pa1'is) 

p.331) 

f( ' ) sinCx -a2)sin(x -aa) ... sin(x -a,,) 
SIllX, cosx = . . . 1/1 

Slll (ai - a2) SIll (ai - a3), .. Slll (ai - ati) 

+ sin(x -aj)sin(x -aa) .. . sin(x -Ct,,) 
sin (a2 - a:t) sin (a2 - a3) . •• sin (a2 - an)Y2 

-t- ................................. . 
+ sin(x -al)sin(x -a2) . .. sin(x -an-j) 

sin (an - ai) sin (an - ((2) •.• sin (a" - ati-i) 1/n· 

Inversement, f(sin x, cos x) étant une functionentiere, homogene, du degré n -1 " nous avons 
une formule de décomposition d'une fraction en des fractions simples, à savoir: 

f(sin x, cos x) 
sin (x-ai) Sill (x- a2) . .. Bill (x- a,,) 

f(sin ai, cos ai) 1 
sin (ai - a2) sin (ai - aa) . .. sin (ai - an) sin (x - ai) 

+ f(sin a2, ('.os a2) 1 
sin (a2 - ai) sin (a2 - aa) . .. sin (a2 - an) sin (x- ú2) 

+ ........................................... . 
+ f(sin an, cos a,,) __ 1 __ 

Sill (a" - ai) sin (an - a2) . .. Bill (an - an-I.) Sill (x- anr 
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Nous allons considérer, dans cette Note, le cas ou quelques-unes des quantités at, a2, ••• 

sont égales, pour chercher la formule de décomposition et la formnle correspondante d'inter­
polation. 

II 

En supposant premierement aI. = a2, on peut déterminer la somme des deux premiers 
termes de la formule précédente par le chemin qu'on a l'habitude de suivre dans les questions 
de cette nature, c'est-à-dire, en püsaut d'abord a2 = ai + w, en développant ensuite le résultat. 
suivaut les puissauces de w, et en posant en6u w = O. 

ou 

On trouve ainsi d'abord 

f(x) = _ Bin (x- ai - w) sin ~x - aa) ... siu (x - an) F (ai) 
smw 

+ sin(x -a,) sin (x -al-w)sin(x -a4)' _ .sin(x -ali) 
sin (aa - ai) sin (a3 - ai - w) sin (aa - a4) . .. sin (a3 - an) y3 

+ ... _ ............................................. . 
+ sin (x - ai) sin (x - ai - w) sin (x - aa) . .. sin (x - an-I.) 

- ( - ( . ( ) . ( ) Yn, Slll an-ai)sm an-ai-w)Sm an-a3 ... sm all-an-i 

et ou I'on représente f(sinx, cosa:) par f(x); et ensuite, en développant ce résultat suivant 
les puissances de w et en posant en6u w = 0, 

f(x)=cos (x -al.)sin(x -aa) ... siu (x -an)F (ai) 

+siu (x -a,)sin(x -aa) ... sin(x -an)F'(al.) 

+ sin~(x -(,,)sin(x -a4) .. . sin(x -an)f( ) 
... ( ) . ( )' ) aa SIll - aa - ai sm a3 - a4 " sm (a3 - an 

+ ........ , .............................. . 
+ sin2 (x - ai) sin (x - 03) .. • sin (x - an-I) f( ) 

sin2 (ali - ai) sin (an - as) . .. sin (an - an-t) an • 

Cette formule détermine la fonction f(x), étant données les quantités l(al), f' (ai), 

f(~), f(aa), ..• 
Nous allons maintenant considél'el' le cas général. 
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Noua avollS 

k=i 
fero) = ~ 1 Bill (ro - ai) sill (x - a2) . .. Sill (x - ak-i) sill (x - aleH) •.. sill (x - ai) 

k=1. Sill (ak- ai) Sill (a/c-~) . .• sill (ak- ale-i) Sill (ah =- OH!) ... sin (ak- ai) 

X sin (x- ai+!) sill (x - ai+2)' • ,sin (x- on) F (a,,) ~ 
+ l~n I s~n(x -a!)s~n(x -a2) ... s,in(x -ai)' 

k=i+1 SIll (ak - ai) SIll (a" - a20, .. SIll (0,,- ai) 

X sin (x- aiH) Sill (X-Oi+2)' •• sin (x- ale-i) sin (x- aH!)' , ,_sin (x- an) F (a,,) I' 
ell posant 

Si 1'011 fait maintenant 

... , " " ai= ai + (i-I) w, 

la premiere partie de f(x), que nous appelerons P, prend la forme 

P= l~i (-1)i-/c sin (x- ai) sin (x- al- w) • .• sin (x- ai - (i-I) w). , .sin (a;- (ln) 
k= l. ' Bin w sin ~ w, .. sin (k - 1) w X sin w sin :2 w . .. sin (i - k) w 

X F(at +(k-I) w). 

Done la limite de P, correspondant à m = 0, que nous appelerons A, sera le eoefficient de 
roi - 1 dans le développement de P. mi- t en série, c' est·à-dire: 

A=_I __ l~i (-Iy-" di-! [mi-isin(x-(lI)sin(x-al-m).,.sin(x-at-(i-I)m)F(al+(k~ l)m)J 
(i-I)! lc=l dmi-I.. sinwsin2m, .. sin(k-l)O)xsinmsin2m, , .sin(i-k)m m==O 

X Sill (x - aiH) Sill (x - am), .. sin (x - a,,). 

On doit remarqueI' que, dans cette expression, on ne doit pas écrire sin (x - aI), quand 
k=l; on lle doit pas écrire sin(x-at-m), quand k=2; etc, 

Pour obtenir A, nous employons la formule de différentation de Leibnitz, et nous avons 

A - 1 ~i( I)i-k sin(ro-a!) \ ' ( )+ '( ~2 ) , [ (' 1) ] 
- (i-I)! 1-:=1. - (k-l)! (i-k)! 1 SIll x-ai-O) SIll x-aI. w + ... +SIll X-Cl{- ~- w 

(k--l)w (k-·2)m . m w (i-k)w /'(i-tl 
+ . (k 1) +-:-(k -2) + ... +-, -+-, -+ .. ·+-;-(C--k-)-+F[at+(lc-I)m] SI11 - W SIll - m SIll O) SIll O) Bill ~- ' W 
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k=i 1 
A = ~ (-l)i-k (k-I)! (i -k)! sin (x - ai) sin (x - ai+!)' .. sin (x- an) 

lc=i 

ou a, ~, ... , A, u, p, q, ., ., m représentent toutes Jes soJutionsentieres positives de l'équa­
tion 

D'un autre côté, nous avons 

quand p est un nombre pair, et 

[dP (xeoséex)] = 0, 
_ dxp x=o 

quand p est uu nombre impair, en représentant par Bp_i les uombres de Bernoulli. Done 

A = ~ X sin (x- a.J) sin (x --:- ai + a ;) ... sin (x - ai + A -;) sin (X-ai+I)' .. sin(x-an), 

ou 

X = (_1)C+~+ _ .+"+i-k 2i-{ (k-I)".1 a .2~ ... (i -1)" Bp_{ Bq_i' .. Bm-i 
X (k - 1) ! (i -lc) ! a ! rn ... A ! u ! i t q 1. .. m ! 

x (k -l)p (k - 2)Q . .. 1'- .1r . .. (i-k)rn 

X (2P- 1 - 1) (2q--1.-1) . .. (~m-i_ 1) F(u) ((11), 

eu donnant à a, ~, I' ... , A, u, p, q, ... , m, k toutes les valêurs entieres et positives qui 
vérifient l'équation 

ou k ne peut pas être supérieure à i, et ou p, q, ... , m doivent être des nombres pairs. 

VOL. II L 
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En appelant B la limite, correspondant à (J) = 0, de la deuxieme partie de l'expression de 

J(x), on peut écrire 

B = k~ sin i (x - ai )sin (x - ai+l) . .. sin (x - an)f( .) 
~ .' ( ) . ( )' ) ak· k=i+l sm' ak- ai SIll ak - ai+1 ... SIll (ak- an 

En substituant les expressions de A et B que nous venons d'obtenir, dans la formule 

f(x)=A+B, 

on trouve la fonction f(x) qui prend les valeurs données 

f(ai), f' (a:t), f" (ai), ... , jíi--i) (ai), 

f(ai+:t), f(aH-2), ... , f(an). 

Avec un simple changement de notation, en supposant que las fonctions données sont 

f(a), f' (a), f" (a), ... , f(i-I) (a), 

f(b l ), f(b2), f(ba), : •• , f(bn), 

on a 

A = ~ X sin(x-a) sin (x- a+ a ~) ..• sin (x- a+ À~) sin (x-bl)' .. sin(x- bn), 

B= k~sini(x -a)sin(x -b:t) ... sin(x -bn)f(b) 
k=i sini(bk-a)sin(b,,-b l ) •• • sin(bk-bn) k· 

En posant 

dans les formules précédentes, on trouve la formule qni conespond au cas ou sont données 
les valeurs suivantes: 

f(a), f' (a), f" (a), 

f(b:t), f' (b l ), f" (b l ), 

f(bj+l), f(bj+2), f(bJ+3), 

f li-i) (a) ... , , 
.• " jlj-I) (bi), 

... , f(b n). 

Considérons maintenant le cas général. Si ron donne les valeurs suivantes: 

feu), f' (a), f" (a), ... , jíi-i) (a), 

f(b), f' (b), f" lb), ... , f(j-I) (b), 

f(e), f' (e), f" (e), •.. , jím-I) (e), 
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et si l'on cherche la fonction f(x),~ on peut employer la formule suivante 

f(x)=A+B+C+ .. . , 

ou 

A=~ X sin(x-a)sin (x-a+a ;) sin ((x-a+~ ;) ... sin (x-a+À ;) 

sinj (x- b) sinl (x - c) . .. sinm (x - e), 

B=~XiSini(x-a)Sin(x-b)sin(x-b+a ;)sin(x-b+~ ;) ... sin(x-b+À ;) 

sinl (x - c) . .. sinm (x - e), 

C= ~X2sini(x-a)sinj(x-b)sin(x-c)sin(x--c+a ~)sin(x-c+~ ;) ... sin(x-c+À ;) 

sinh (x - d) . .. sinm (x - e), 

et ou les quantités XI, X2, .. , Mrivent de X par le changement de i enj et de F(a) en 
FI (b) pour XI, et de i en l et de F (a) en F2 (c) pour X 2 , etc., étant 

F a = . , . f(a) . . 
() smJ(a-b)sml(a-c) . .. smm~a-eJ' 

f(b) 
FI (b) = sini(b -a) sinl(b _ c) .. . sinn! (b -e)' 

Les quantités a, ~, ... , f..., n, p, ... , m, k représentent les solutions de l'équation 

k étant inférieur à i + 1 en X, à j + 1 en Xi, à l + 1 en X2, etc. 
Nous devons remarquer~ qu'en A on ne doit pas éCl'ire sin (x - a) dans le terme cOl"res-

pondant à k=l, on ne doit pas écrire sin (x-ct+a ;) dans le terme correspondant à 

k = 2, etc. La même chose arrive en B, C, '" relativement à b, c, ... 
Nous devons enCOl'e remal'quer que le nombl'e des quantités a, ~, "', À est i -1 en A, 

mais que, quand k = 2, manque ai quand k = 3, manque ~, etc. On doit faire la même 
obsArvation à l'égard de B, C, ... Le nombl'e des quantités p, q, ... , m est i-1. 

Enfin, quand quelqu'llne des quantités a, ~, ... , p, q, ... , k -1, i - k, u est DuUe, le 
facteur correspondaot ne doit pas exister dans la formule. 
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Les formules que nous venons de trouver résolvent la question d'interpolation proposée, 
c'est·à·dire qu'elles déterminent une fonction circulaire, qui prend, elle et ses dérivées, des 
valeurs données. N ous allons donc considérer maintenant la décomposition de la fraction 
correspondante. 

III 

Soit f(sinx, cosx) une fonction elltiere, homogene, du degré i+J+l+ ... +m-1. 

Comme les quantités sin (x - a + a ~), sin (x - a + ~ ~), etc. sont égales à + sin (x - a) 

ou à + cos (x - a), la formule de décomposition qui résulte de la formule précédente est 

--;-..,..,-_---7'f--;-(s..,-in.,-x_,_cos x) = __ ~~_+ A2 cot (f!l- a2+ + Ai c~ti-~(x_a) 
sini (x- a) sinj (x- b) . .. sin'" (a:-e) sin (x - a) sin (x- a) . . . sin (x- a) 

__ ~~_+ B2cot(X-~+ +~j_~ti-:l(x-=b) 
+sin(x-b) sin(x-b) ... sin(x-b) 
+ .......................................... . 

et nous connaieons lei! coefficients A:I, A2, A3, ... , 13:1, B2, ... 
Nou3 allons indiqueI' rapidement deux autres méthoc1es pOUl' trouver les ~oefficients pré­

cédents, analogues à celles employées c1ans la c1écomposition des fraetiolls rationnelles. 
En pOSitllt 

cp (x) = sini (x - b) sin l (x - c) . .. sin'" (x - e), 

nous aV0ns 

f(Sinr!(x(X~os x) = A:I sini-:I (x - a) + A2 cos (:1:' - a) sini- 2 (x - a)+ . .. 

+ Ai cosi-:I (.1' - a) + K sin i (:1' - a). 

Cette formule donne 

A- = f(sin a, cos ct: 
I cp (a) . 

En la c1ifférentiant, on trouve le l'Bsultat 

df(sinx, cosx) . 

-- ~~x_) __ = (i-l) A:I Silli-~(X- u) cos (x-a)+ . .. +A;-:I COSi-i (x-a) 

+(i-l)A; C08 i- 2 (x- a) si~ (x- a) + ... , 
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d f(sin a, cos a) 
<p (a) 

Ai-i = ---aa--' 

De la même maniere on trouv~ les autres coefficients en continuant les différentiations. 
On peut aussi calculer les coefficients Ai, A2, ... au moyen des équations qu'on obtient 

en égalant les coefficients des mêmes puissances de h dans l'identité suivante: 

f(sin a, cos a) + ia h+ ~ ~:: h2 + . .. = (Ai sini- i h+ A2 cosh sini- 2 h + .. . +Ai cosi-i h) 

x [<p (a) +h<p' (a) + ; h2 <p" (a)+ . .. ], 

qui donne 

f(sina, cosa)=Ai<p(a), 

fd (sin a, cos a) = Ai_! <p (a) + Ai <p' (a), 

Les formules précédentes, appliquées au Calcul intégral, dOIlnent une formule de réduction 
d'intégrales. 

En effet, au moyen de ces formules, on réduit I 'intégration des fractions 

f(sin x, cos x) 
sill' (x- a) sinj (x-b) . .. ' 

f(sin x, cos x) étant une fonction entiere, homogene, du degré i + j + ... + m -1, à l'intégra­
tion des fonctions de la forme 

cost ex - a) 

Slnt+1 (x - a)' 

qui sont le sujet de des formules de réduction qu'on trouva dans les Traités de Calcul intégl'al. 
On peut encore employel', poul' l'intégration de cette fraction, la formule 
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SUR UNE FORMULE TRIGONOMÉTRlQUE D'INTERPOLATION 

(Enseignement mathématique, t. VI. Genàve, 1904) 

:te Nous allons nous occuper dans cette Note de la question suivante: 
Déterminer la fonction entiere et homogene de sin x et cos x, de plus petit degré, qui 

prend, elIe et ses dérivées, par rapport à x, les valeurs 

I ./1 ( -i) '!h, YI.' :Jp .•. , Y{l- , 

I', IR i) YP YP Yi' .•. , Yj'''- , 

quand on donne à x les valeurs XI, X2, ••• , Xk. 

Nous avons étudié déjà ce probleme daUf'l un article publié en 1885 aux Nouvelles Annales 
de Mathématiques (3. me série, t. IV); mais nous allons le résoudre ici par une analysA plus 
simple, au moyen d'une représentation des fonctions entieres et homogenes de sin x et cos x, 
qui donne immédiatement sa solution. 

J e partirai, pour cela, de la fraction rationnelle de sin x et cos a': 

f(sin x, cos x) 

ou f(sin x, cos x) représente une fonction entiel'e et homogene de Slll llJ et cos x du degré 
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a+ .. . +~+ ... +1..-1, et, en posant 

f(sin x, cos (1,) = cosm a;F (tang x), 
. , 
m=a+ ... + ~+ ... + À.-l, 

je l'écrirai de la maniere suivante: 

ou 

ou 

F (tang x) 

(J) COS x (tang x - tang Xj)a • •• (tang x - tang Xi)~ • •• (tang x - tang xâ'" 

Ensuite je considere la fonction rationnelle de tang x 

F (tang x) 
FI (tang x)' 

et je la décompose en fractions simples j ce qui donne 

---=~ ._-----+ +.".+ , 
F (tang x) i=k [Mii) M~) M~)] 

FI (tang x) i=i tang x - tang Xi (tang x - tang Xi)\! (tang x - tang Xi)~ 

, M(i) M(i) M(i) • t d "d I ffi . d ou I' . 2' •.• , ~ representen es constantes qUl coinm ent avec es coe ments e 

h~-i, h~-2, ••• , hO dans le développement de 

et par conséquent 

h~ F (tang Xi + h). 
Fi (tang Xi + h)' 

F (tang 00) ~k [Mii) COS ooi cos X M~i) cos2 ooi cos2 00 M~I cos~ Xi cos~ x] 
---=~ +-----+ ... + . 
FI tangx) i=i sin (x -ooi) sin2 (X-ooi) sin~ (X-Xi) 

Maisd'un autre côtá, si 1'on dácompose en des fractions simples la fraction F ( 1 ) et 
. i tangx 

si l'on représente par Ai, A2, ... , Aaj .•. , Bt, B2, .. " B~; ••. les numérateurs de ces 
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fractions, trouve 

F (tang x) AI F (tang x) . A2 F (tang x) . A(J. F (tang x) 
--~~-=--~~-+-~---+ ... +-~---
F 1 tang tang Xi x - - tang 

+ .......................................... .. 
BiF(tangx) B2F(tangx) B~F(tangx) 

+-----+------+ ... + ------
tang x - tang Xi (tang X - tang x,)2 (tang X - tang Xi)~ 

+.. ......... .. ........................... . 
Pj F X) 

+-----
tang X - tang X" 

F (tang (tang _._--+ ... +-----, 
(tang X - tang x,,)2 (tang X - tang xli 

par en tangx xi+h, 

h~F(tangxi+h) [ R i R J-
-F ( --+ h)' = Bl hr- F (tang Xi) + h~ FI (tmlg Xi) + ... 

i tangxi 

+ F (tang + h~-i FI 
1 

x i)+2 (tal1g Xi) ] 
+ .................................................... . 

+Br [F (tangxi)+ hFI (tangx;) + ... + (t~-:)! F(~-l) (tang Xi) + ... ] 

+ 

ou Rh~ représel1te la partie du développemel1t <:onsidéré qui provient des fraetions 

On a done 

Ai hPF 
tangxi+ 

A2 h~ F +h) 
(tang xi +h - tang X!)2' 

M~i) = Bt F (tangx;) +B2 FI tangxi)+' .. + (~~~1)! Flf;-l) (tang Xi), 

B~ 
=B2F +B3F' Xi)+" (;:1-2)1 (tangxi), 

MW = B~ F (tangxi), 

{lU F' (tangxi), Fil (tang les valeurs que les FI (t), 

F(t) quand pose i Xi· 

. . -

... , 

.í: • 
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De ces formules et de la suivante: 

f(sinx,cosx) F(tangx) = , 
sina (x -xt) o o • sin~ (x - Xi)' • o sinA,(x - Xk) fi cos x Fi (tang x) 

ii résulte la suivante: 

\f . ) qJ (X)~!l[ Bt eOSXi + B2COS2XjCOSX +" + B~cos~xieos~-i x JFI(t .) 
J (smx,cosx =--."'-1 ---- ... R angx, 

. fi i=i _sin(x-xi) sin2(x-xi) sin" (X-Xi) 

+ [ B2 COS Xi + Ba COS2Xieosx + ... + B~cos~-lxieos~-2xJFI(tangXi) 
(1) sin(x-xi) sin2 (x-xi) sin~-i (X-Xi) 

+ o o. o. o. o, •• o o. o' o. o •• o 0'0' o. o o" o. 0'0 o' o o' o •.. o .. o .•. 

+_1_. B~co~~F(~_I) (tangxi) I, 
(~-1)! sin (x- x;) \ 

ou 

qui est celle que nous proposions d'obtenir. 
Au moyen de cette formule on peut résoudre immédiatement le probleme antérieurement 

énoncé. 
En effet, l'équation 

f(sinx, cosx)=cosmxF(tangx) 

et celles qui résultent de sa. dérivation par rapport à x, déterminent les quantités 

F (tang Xi), F' (tang Xi), Fil (tang Xi), o o ., 

quand sont données les quantités 

2. Voiei encore nn autre probleme qu'on peut résoudre au moyen de la formule qu'on 
vient de trouver, en remarquant que l'expression qu'eIle donne pour f(sinx, eosx) peut être 
réduite premierement .à la forme 

f(sin x, cosx) = Km cosmx+ Km-2 cosm-2 x+o . o+sinx[Lm_l. eosm-ix+ Lm_aeosm-ax+o . o], 
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~t qu'ensuite, au moyen des égalités connues 

'a ' 

2a-1. cosax= cos ax+ (~) cos (a- 2)x+ (; ! wo \",-4) x+ . .. + ~ (~a)' 
\ 2 . 

si a est un entier pair, et 

I a \ 

2a-l.cos" x= cos ax+ (~) cos (a-2) x+ (;) cos (a-4)x+ .. . + \ ! (a-I») cosx, . 

si a est un entier impair, elle peut être réduite à la forme suivante: 

(2) 1 
fsinx, cosx) = Rm cos mx+Rm_2 cos(m-2)x+ .. . +RI. cosx 

+ Sm sin mx + Sm-2 sin (m-2)x+ ... + Si sinx, 

quand m est impai1'~ et à la suivante: 

~ fsinx, cosx) = Rm cosmx+Rm_2 cos (m-2)x+ . .. +Ro 
3) 

1 + Sm sin mx + Sm-2 sin (m - 2) x + ... + S2 sin 2 x, 

quand m est pairo 
On peut dono résoudre, au moyen de la formule (1), le probleme qui a pour but de cher­

oher les coefficients qui entrent dans une des expressions (2) ou (3), quand sont données les 
valeurs qu'elle et ses dérivées prennent aux points Xi, X2, ••• , Xle, en déterminant premiere­
ment, au moyen de ces valeurs et de la formule (1), la fonction f(sin x, cos x), et en la ré­
duisant ensuite à une des formes (2) ou (3). 
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(Di'sserto,ção inaugural apresentada á Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra. 

para obter o grau de doutor. Coimbra, 1875) 

* 
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INTRODUCÇÃO 

o problema da integração das equações ás derivadas parciaes de segunda ordem é consi­
derado pelos geometras como um dos mais difficeis do Calculo Integral, e não se sabe actual­
mente resolver senão em casos particulares. Escolhi-o para assumpto d'esta dissertação pela 
sua grande importancia. 

Proponho-me expôr os trabalhos de Euler, Laplace, Monge, Ampere, Boole e Imsche­
netsky para a sua solução, intermeando-os de algumas indagações minhas. 

No Jornal da Escola Polytechnica de Paris (cad. XVII) encontra-se uma memoria de 
Ampere sobre a theoria geral dos integraes das equações ás derivadas parciaes de uma or­
dem qualquer, para a qual a attenção dos geometras foi chamada recentemente por Imsche­
netsky, professor na Universidade de Kazan (I). 

Porém, tanto Ampere como Imschenetsky, que expõe toda a theoria do sabio francez, 
consideram só o caso de haver duas variaveis independentes; nem sei que geometra algum 
tenha generalisado mais a questão. O capitulo I da· minha dissertação é todo destinado á 
theoria de Amper.e, que generaliso porém, estendendo-a a um numero qualquer de variaveis 
independentes, usando para esse fim de alguns theoremas muit.o conhecidos da theoria das 

combinações. 
Muitas vezes, para integrar as equações de segunda ordem, recorre-se á transformação 

da equação proposta n'outra mais simples. D'estas transformações tracto no capitulo II, onde 
exponho primeiramente as transformações de Euler e Imschenetsky, e depois outra que con­
tem como caso particular a de Laplace. 

A equação em que todas as derivadas parciaes de segunda ordem entram na primeira 
potencia, é aquella de que os geometras se têem occupado mais. Monge, seguindo um ca­
minho analogo ao que se seguia no caso das equações de primeira ordem, deu um methodo 
para integral-as. Este methodo porém, sendo só applicavel quando a proposta tinha um inte-

(1) V. G. Imschenetsky: Estudo sobre os methodos de integração das equações ás derivadas parciaes de 

segunda ordem de uma funcção de duas variaveis independentes, traduzido do russo para francez por J. Hoüel. 
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gral intermedio, Ampere tractou de resolver o problema sem esta restricção em uma memoria 
notavel, publicada no cad. xvmdo jornal que contem a que foi anteriormente mencionada. 
O methodo, que para esse fim deu, não differe essencialmente do de Monge, no caso de haver 
integral intermédio. No caso de o não haver, Ampere ensinou a transformar a proposta 
n'outra mais simples. Estes trabalhos de Ampere foram completados e aperfeiçoados por 
Imschenetsky, que deu atheoria geral d'esta transformação. Os geometras inglezes Boole 
e Morgan occuparam-se tambem das equações lineares de segunda ordem; porém os seus 
methodus são, como o de Monge, fundados na existencia de um integral intermedio. Oca· 
pitulo III da minha dissertação é destinado á exposição dos trabalhos de Monge, Ampere e 
Imschenetsky. 

No capitulo IV continuo em primeiro logar o estudo, principiado anteriormente, das equa-

N d J! F ( dz d2 z) O ., . .. A' I I çoes a lorma x, y, z, dx' dx dy = ,cuJa ImportanCla eXprImIU mpere pe as pa avras 

seguintes, que, segundo diz Imschenetsky, são ainda verdadeiras na epocha actual: «Les 

équations aux différentielles partielles du second ordre qui ne contient que Ia dérivée d:2;y 
de cet ordre, doivent être examinées avec d'autant plus de soin, que c'est souvent en y ra­
menant les autres équations aux différentielles partielIes du seconde ordre qu'on parvient à les 

., L'· é . d ,. . d I J! F ( dz dz d2 z) O mtegrer. mt gratlOn es equatlOns comprIses ans a lorme x, y, z dx' dy' dx dy = 

peut être régardée comme la prenlÍere question à résoudre pour arriver à celle de toutes les 
équations du secondre ordre. Mais ce probleme paraít devo ir échapper encore longtemps aux 
méthodes de l' Analyse actuelle; on ne sait encore integreI' ces équations que dans les cas ou 
elles ont une intégrale intermédiaire, et dans le cas des équations lineaires intégrées par 
M. de Laplace». 

Laplace occupou-se da integração das equações d'esta forma, quando são lineares relati· 

dz dz d2 z I h k'd N' , vamente a z, dx' dy' dx dy' msc enets y conSI erou as equaçoes, maIS geraes, em que so-

d2 z dz d2 z dz . .' , 
mente -a d e -d ' ou -d d e -d entram no prImeIro grau. E o que póde ver no n. o ~5. 

xy.x xy y 
Quando existe integral intermedio, empregam estes geometras, para o achar, o methodo 

da integração das equações differenciaes ordinarias a tres variaveis. Reflectindo sobre este 
methodo, nota-se que se póde dar·lhe uma forma nova, que o torna applicavel a outras equa­
ções. Póde ver-se no n. ° 16 o methodo assim generalisado e as condições para elle ter logar, 
no n.O 27 a sua applicação á equação (5), que contem aquella de que se occupou Imsche­
netsky, e no n. o 28 á equação mais geral (10). 

Laplace, quando a sua equação não tem integral intermedio, transforma-a n'outra. O 
mesmo faz Imschenetsky. Esta transformação, que se pMe ver no n.o 25, está comprehen­
dida na transformação mais geral que considero no n.O 16, e é no n.O 27 applicada ao caso 

d2 y 
de a equação dada não poder ser resolvida relativamente a dx dy' 
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d2 z d2 z d2 z d2 z 
As equações em que só entram as derivadas de segunda ordem dre dy e dre2' ou dre iy e dy2' 

são muito important6s, porque a elIas se reduzem muitas outras pela transformação dada no 
capitulo II. No n.O 29 apresento algumas indagações sobre um grupo d'estas equações, que 
creio não ter sido ainda considerado, consequencia da generalidade que dei ao methodo de 
Laplace. 

Nenhum geometra, que eu saiba, se tem occupado da integração de a equações simulta­
neas ás derivadas parciaes com a variaveis dependentes, exceptuando Oombescure (I), que 
integrou um grupo particular de equações de primeira ordem. A esta doutrina consagro um 
pequeno capitulo, onde indico rapidamente o modo de estender a theoria dos integraes, dada 
por Ampere para o caso de uma equação unica, ao caso das equações simultaneas e onde 
integro um gmpo d'estas equações. 

Ooimbra, 1875. 

(1) Comptes-rendus hebdomadai1'es des séances de l'Académie eles Sciences de Paris (1872). 

Hosted byGoogle 



1. Seja 

CAPITULO I 

Theoria dos illtegraes das equações 
ás derivadas paroiaes 

uma equação ás derivadas parciaes de ordem q com n variaveis independentes Xi, X2, ••• , Xn. 

a integral d'esta equação diz-se fleral quando satisfaz sómente a elIa e ás equações que 
resultam de a derivar successivamente em ordem ás variaveis independentes; isto é, quando, 
derivando-o um numero m de vezes, egual ou maior que q, e derivando m - q vezes a pro­
posta, resultam dois systemas identicos de equações, qualquer que seja m. 

Sendo pois o numero das equações de um e outro systema assim obtidos differentes, deve 
este integral conter um numero sufficiente de arbitrarias para se poder identificai-os. 

Se o integral satisfizer a mais relações do que a proposta e suas derivadas, diz-se ]Jm·ti­

cula?' ou sinflular. 

2. Suppondo o integral expresso por uma equação unica, é facil de ver que o primeiro 
dos systemas de equações mencionados contem um numero d'ellas igual á somma dos numeros 
de combinações que se podem fazer com n letras, tomando-as desde uma a uma até m a m, 
entrando a mesma letra de uma até m vezes em cada combinação, mais uma unidade, e por­
tanto, segundo uma formula conhecida (Francoeur, ed. de Coimbra, parte III, pago 41), egual a 

[(m+n) C nJ. 

a numero de equações do segundo systéma é egual a 

[(m,+n-q) CnJ. 
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Deve pois, para o integral ser geral, haver um numero de arbitrarias não inferior & 

~ = [Cm +n) C nJ - [Cm +n -q) CnJ 

= [(m+n-l) C (n -1)J + [(m+n -2) C (n-l)J + ... + [(m+n-q) C (n-l)J. 

Vê-se portanto que o numero das arbitrarias deve augmentar com m, condição a que sa­
tisfazem as funcções arbitrarias de m'gumentos determinados. Estes argumentos são funcções 
das variaveis e cada funcção póde ter mais do que um argumento. 

3. Os argumentos, a que vimos de nos referir, são funcções explicitas das variaveis ou 
funcções implicitas das mesmas. Em ambos os casos a forma do integral é a seguinte: 

Contem k + 1 equações com k argumentos, g funcções arbitrarias (mais tarde determina­
remos este numero) com suas derivadas e integrae.~, em numero de g', obtidos por derivação 
ou integração relativa aos a1'gumentos, considerados como variavtis independentes. 

É aos integraes d'esta forma que diz respeito o estudo, que vamos fazer, 

4. Um integral da forma indicada dá, derivando-o até á ordem m relativamente a cada 
uma das variaveis independentes, um systema de equações cujo numero é eguaI a 

(k+l)[(m+n)CnJ; 

e a proposta e suas derivadas até á ordem m formam um systema de equações cujo numero 
é eguaI a 

[(m+n-q) CnJ. 

A dift'erença entre estes numeras é eguaI a 

~I =k[(m+n) C nJ+[(m+n-l) C (n-lJ +[(n~+n-2)C(n-.l)J+. , .+ [(m+n-:-q)C(n-l)J; 

e deve portanto haver no integral um numero de arbitrarias, para se poder identificar os dois 
systemas de equações, que não seja inferior a ~'. 

õ. O integral e suas derivadas até á ordem m, formando um numero de equações eguaI 
a [(m+n) C nJ (k+ 1), podem determinar as derivadas da variavel dependente z, até á mesma 
ordem, independentemente das derivadas dos argumentos, porque o numero dos argumentos, 
suas derivadas e derivadas de z é tambem egual a [(m+n)Cn](k+1). 

VOL, II N 
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6. Como a eliminação, de que acabámos de fallar, póde fazer desapparecer algumas 
funcções arbitrarias, vamos estudar a lei do desapparecimento d'estas funcções nas derivadas 
successivas de z. 

Sejam a, ~, '" os argumentos de uma funcção arbitraria que entre no integral, seja 
ff (a, ~, ... ) esta funcção e, suppondo 

tomemos a em logar de xB para variavel independente. 

Derivando esta equação relativamente a Xv, resulta, collocando as derivadas parciaes entre 
parentheses, quando a é tomado em Ioga r de xB para variavel independente, 

di di (dXB) -+- -- -o dxv dXB dxv - , 

d'onde se tira 

D d d h th d ( dXo) ~ 'd t epen en o a, por ypo ese, e Xo e Xv, segue-se que dxv nao po e represen ar zero 
nem infinito. 

Derivando a mesma equação relativamente a a, resulta a relação 

que mostra do mesmo modo que (~B) não póde representar zero nem infinito. 

Posto isto, se considerarmos uma serie de derivadas de z, tem logar para ellas o theorema 
seguinte: 

Se uma funcção arbitrm'ia de a) derivada relativamente a a de outra que entre no integral, 

appm'ece pela primeira vez em uma das derivadas de z, de ordem p, deve apparecer em todas 

as' derivadas de z da mesma ordem que differem d' aquella sómente pelo numero da$ dm'ivações 
relativa.q ás variaveis de que depende a. 

Se uma derivada de z, de ordem p, não di.fferir de outra, de ordem p - 1) pelo numero de 

derivações relativas ás variações que entram em a, a pl'imeira só contem as dm'ivadas} ?'elati-
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vamente a a, das funcgões arbitrarias, dej?endentes d' este a1'gumento) que entrarem na derivada 
de ordem p .....,.1. 

Suppondo primeiramente que a só depende de Xo e Xv, consideremos as tres derivadas da 

ordem p 

A= dpz 
d a d b+1 d d-i de' Xi •• , Xv ••• Xo ••• X n 

dpz 
B = -----;---------,------

dx~ drot .,. dx~ .,. dx~' 

Estas derivadas são todas da ordem b + d relativamente ás variaveis Xo e xv, que entram 

em a, são porém todas da mesma ordem relativamente a cada uma das outras variaveis. 
A serie das derivadas de ordem p - 1, d' onde resulta a segunda das precedentes, é 

dp-i Z 

D= i d b d c d d d e' dx~ .. ' XV'" Xm'" roO'" X n 

dp-i Z 

E = d-a--d----o"b--,-. --d-c d d de' 
Xi·', Xv '" Xm'" XO'" X n 

dp-i Z 

G = -d-a-::--d--;-b d c d d-i de' 
Xi' •• a:v'" Xm"" Xo .··:en 

••••••••••••••••••••••••••••••• Do 

dp-i Z . 

H = d-a--d--;-b--d-c--d-d" d e-i' 
Xi' •• (l'v··· Xm'" XO'" X n 

Tomando a para variavel independente em logar de Xu e derivando G e E relativamente 

a (1}v, resulta 

('dG) (d.TO) 
-d =A+B -d ' 

Xv Xv 

(dE) (dIO) - =B+C -, 
dxv dxv 
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e derivando as restantes quantidades D, ... , H relativamente a uma variavel qualquer xw ' 

que não entre em a, 

dD dp z 
dx = da-I. d b d c-H d d de' 

W Xi'" XV'" X w ... ,XO'" X n 

dR dpz 
dx = d a d b a c+·~I.--d-d~-d-e-~i· 

w Xi' ., XV'" Xw '" XO'" X n 

As duas primeiras equações provam que A e C contêem as funcções arbitrarias, derivadas 
de cp (a, ~, .•. ) relativamente a a, que entrarem em B, visto que, por hypothese, não entram 

em E nem em G, nem portanto em (~!) e (~~), pois que para formar estas derivadas 

a. deve ser considerada como constante, nem entram tambem em (dXo), cuja expressão é 
dxv 

dada pelas equações que definem o integral considerado (n.o 3). 

Para ch~gar a esta conclusão suppõe-se que (~::) não é identicamente nulla nem infinita, 

isto é, que a depende de Xo e XV' 
No segundo grupo das equações precedentes, por ser a considerado como constante nas 

derivadas, que entram nos primeiros membros, não podem nos segundos membros entrar 
funcções arbitrarias de a, que não entrem em D, ... , H. 

Considerando as derivadas B, A e 

ou as derivadas B, C e 

dpz 

dpz 

d a d b-2 d d+2 de' 
Xi' .• Xv ••• Xo •• , X n 

e repetindo as considerações que vêem de ser teitas a respeito das derivadas A, B e C, vê-se 
que contêem as funcções arbitrarias derivadas de cp (a, ~, ... ), relativamente a a, que entram 
respectivamente em A ou C, e portanto em B. 

Continuando do mesmo modo demonstra-se completamente o theorema enunciado. 
Resta considerar o caso em que a depende de um numero qualquer de variaveis inde­

pendentes. 
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Consideremos, para isso, a derivada 

dpz 
B = d a d b d h dxd d e· 

Xi· •• Xv··· Xu ••• B • •• X n 

Se fizermos n'ella variar b e d de modo que b + d fique constante, obtem-se uma serie 
de derivadas a que se applica, como vimos de ver, o theorema enunciado. 

Fazendo depois variar em cada elemento d'esta serie h de modo que h + d fique constante, 
vêem outras series de derivadas ás quaes é applicavel o theorema enunciado. E, como cada 

uma d'estas series tem um elemento commum com a que primeiramente se considerou, é o 
mesmo theorema applicavel a todas as derivadas que nellas entram. 

Continuando do mesmo modo, mostra-se que o theorema tem lagar qualquer que seja o 

numero de variaveis dê que dependa a. 
Se houver só duas variaveis independentes, este theorema coincide com o de Ampere, o 

caso porém de a conter só uma variave), que é uma excepção ao de Ampere, tal como este 
sabia o enunciou, éstá incluido, como é facil de mostrar, no theorema mais geral precedente­
mente enunciado. 

':. Vejamos outro theorema relativo ao apparecimento das funcções arbitrarias nas deri­

vadas successivas de z. 
É 

e portanto, se G e xB contiverem uma funcção arbitraria de a e se outra funcção arbitraria, 

derivada de qualquer ordem d'aquella relativamente a a, não entrar nem no integral nem 
nas derivadas de z de ordem inferior a p, esta nova funcção de a entrará em B, se não entrar 
em um factor commum ao numerador e ao denominador da fracção precedente. 

Fazendo em G variar p, deve chegar-se a um estado em que esta ultima circumstancia 
se dê, visto que o denominador da expressão de B permanece inalteravel e o numerador 
muda constantemente, por mudar a funcção arbitraria, a que vimos de nos referir, e o factor 
que a encerra. 

Quando este estado se der, B e as derivadas da mesma ordem, a que se applica o theo­
rema demonstrado no n.O 6, contêem uma funcção arbitraria que não entra nem no integral 
nem nas derivadas de z de ordem inferior a p. 
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Depois, nas derivadas seguintes de z em ordem a Xo devem apparecer novas fUllcções 

arbitrarias de a, derivadas das primeiras relativamente a a. É o que mostra, com effeito, a 
expressão 

'dB) 
dpz (da 

-a---:a--d-,b,----- d d-j-1. d e = (dX )' 
XI. ••• ,xv. •• Xo ••• X n d : 

pois que em B ha uma funcção arbitraria de a, que, por não entrar no integral, não entra 

em xo, nem portanto a sua derivada em (~x:). 
O mesmo se diz relativamente aos outros argumentos. 

s. Demonstremos agora o theorema seguinte: 
O integral de uma equação ás de1'ivadas parciaes da ordem q com n varia veis independentes 

contem pelo menos q jwwções arbit?'al·ias distinctas com n -1 argumentos. 
Com effeito, o numero das condições, a que as arbitrarias tê em de satisfazer, é, como 

vimos, egual a 

k [(m+n) C n] + [(rn+n-1) C (n-1)]+[(m+n-2)C(n-1)]+ . . . +[(rn+n-q)C(n~l)]. 

D'estas equações k[(rn+n)Cnl servem para determinar os argumentos e as suas deri­
vadas relativamente a Xj, X2, ••• ; devem portanto as restantes ser em numero egual ou in­
ferior ao das funcções arbitrarias e suas derivadas em ordem aos argumentos, que entram no 
systema de equações que resultam de derivar o integral, até á ordem m, relativamente a 

Xi, X2, ••• , Xn. 

Vamos determinar este ultimo numero. 
1. o Se no integral entram g funcções arbitrarias com l argumentos cada uma, o numero 

das funcções arbitrarias que, por esta parte, entram no systema que resulta de o derivar 
relativamente a Xi, X2, ••• , X n, até á ordem m, é egual a g [Cm + l) C lJ. 

2. o Supponhamos que no integral entram tambem funcções arbitrarias obtidas por deri­
vação de algumas das que vêem de ser mencionadas relativamente aos argumentos, conside­
rados como variaveis independentes. 

Consideremos )lma, de ordem (), e vejamos qual o numero de funcções arbitrarias que 
introduz no systema, que não estejam comprehendidas no caso primeiro. 

O numero das derivadas de ordem m d'esta funcção arbitraria relativamente aos seus 
argumentos (Francoeur, ed. de Coimbra, parte III, pago 39) é egual a 

[(m+ l-l) C (l-l)]; 
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e estas derivadas, por serem de ordem m + 8, não estão comprehendidas entre as funcções 
arbitrarias consideradas no caso primeiro. 

Do mesmo modo o numero das derivadas de ordem m - 1, m - 2, ... , m - 8 + 1 da 
funcção considerada relativamente aos seus argumentos são respectivamente eguaes a 

[(m+l-:-2)C(l-I)J, [(m+l-3)C(l-I)J, ... , [(m+l-8)C(l-I)J. 

Logo o numero total das funcções arbitrarias introduzidas de novo é egual a 

[(m+ l-I) C (l-l)J + [(m+l- 2) C (l-I)J + ... + [(m+ l- 8) C (l-I)J. 

3.° Se no integral da equação proposta entram funcções provenientes da integração das 
funcções arbitrarias consideradas no caso primeiro, relativamente aos argumentos, é facil de 
ver que, para achar o numero das fllncções arbitrarias derivadas d'estes integraes, que não 
entram no caso primeiro, temos de sommar numeros que coincidem com os das combinações 
de certos numeros de lettras, inferiores a m+l, tomadas l-I a l-I, l-2 a l-2, l-3 
a l-3, etc. 

Consideremos, com effeito, o integral J J J . .. J cp daf d~h ... Derivando-o até á ordem 
m relativamente aos argumentos cujas differenciaes não entram neste integral, obtemos um 
grupo de arbitrarias, que não entram no caso primeiro, cujo numero é egual ao das combi­
nações de m + t letras, tomadas t a t, t repesentando o numero de argumentos que entram 
em cp e cujas differenciaes não entram na expressão considerada, o qual é porisso menor do 

que l. 
Podemos pois dizer que é condição necessaria para que o integral seja geral a seguinte: 

[(m+n-I) C(n-I)J + [(m+n-2) C(n-I)J+ .. . +[(m+n-g)C(n-l)J < g[(m+l) ClJ+g', 

onde 

g' =~ [(m+A) C (l-I)J +~' [(m+B) C (l- 2)J + ... , 

A, B, ..• representando numeros inteiros positivos, inferiores a l. 
Sendo a mais alta potencia de m no primeiro membro de grau n - 1 e de grau l a do 

segundo, e devendo esta desegualdade ter logar qualquer que seja m, temos pois 

que é o que se queria demonstrar. 
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Determinação dos argumentos e suas propriedades 

9. Demonstradas as propriedades geraes dos integraes das equações de ordem qualquer 
e com um numero qualquer de val'iaveis independentes, vamos agora procurar as equações 
que determinam os argumentos, seguindo o mesmo caminho que Ampere, generalisando porém 
o seu processo para um numero qualquer de variaveis independentes. 

Para mais simplicidade na exposição consideraremos as equações de segunda ordem; porém 
o que vamos expor applica-se ás de uma ordem qualquer. 

Seja a equação proposta 

(1) 

onde 

dz dz dz 
Pi = dx! ' P2 = dX2' p3 = dX3' 

Representando por a um argumento do seu integral e suppondo 

podemos tomar a em logar de Xo para variavel independente, e temos assim as equaç,ões si­
multaneas 

(2) 

da da (dXo) -+- - =0 
dxv dxO dxv ' 

da da (dXo) --+- - -O dxu dmO dxu - , 

................... , 

que determinam a, quando se conhece (~:~} (~:~), •.• , quantidades que vamos deter­

minar por meio da equação proposta. 
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Para isso, derivando (1) m - 2 vezes em ordem a xo, resulta 

onde R contem as derivadas de z de ordem inferior a m e onde a tt e v se devem dar todos 
os valores desde 1 até n, excluindo O. 

Tomando na equação precedente a para variavel independente em logar de xo, acha-se, 

pelas formulas 

( dm-'Z) d dX;;,-:l . dmz dmz 
+----

dxv dxm-idx dxm O v O 

( dm~z) d--
dxm- 2 dxv dlllz dmz 

do:·v dxm-2 elx2 + elxm-i elx , O v O v 

uma equação da forma 

(
d elm-i Z) 

dxrn-f 
O 

--(Ta-

P+ 1-7 ) Q=O, 
(~ 
\da 

(dXo) 
dxv ' 

(dXo) 
dxv ' 

( dXO) 
dx" ' 

onde P e Q representam expressões que só dependem das derivadas de z de ordem infel'lor 
a m e das derivadas de ordem m que entram nos primeiros membros das equações ante­

nores. 

VOL. II o 
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M~s, por outra parte, demonstrou-se no n.O 7 que póde sempre dar-se a m um valor tal 

dm Z. L!. N b' . d N d . d d d d que em dxm eXIsta uma mncçao ar Itrana e (J. que nao entre nas enva as e z e or em 
O 

inferior a mi e esta funcção arbitraria não entra tambem nas derivadas 

( 
dm-l z \ 

d-­
dXfj-2 dxv) 

dxv ' 

visto que, para as deduzir de 

dm- 1 z dm- i z 
dxin-l' dxm-2 dx ' O 6 v 

deve considerar-se (J. como constante. 

Logo a funcção arbitraria considerada entra no coefficiente de Q e não entra nem em P 

nem em Q; e estas expressões devem ser porisso separadamente nnlIas. 

Temos pois 

(3) d F d F (dXo) d F (dXO) 2 d F (dXO)' (dXo) ---:E---- -- +:E-- -- +:E- - - -- =0 
d~ Z d2 Z dv d2 Z dx d2 Z dx dx . , 

d-- d--- 'v d- v d--- v U 

dv2 dv dx dx2 dx dx O O v v v u 

equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, e 

p=o. 

Por meio das equações (2) e (3) vê-se ainda que (J. satisfaz á equação ás derivadas par­

ciaes de primeira ordem 

Consideremos dois casos particulares d'estas formulas, de que teremos de usar adeante. 
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1. o Se o argumento a fôr egual a xo, a equação (3) dá 

dF ---O, 
d~z- , 

d-d 2 

d2 z 
logo em (1) não deve entrar neste caso -d 2' 

Xo 

Xo 

Conclue-se d'aqui que cada argum6nto, que se conhece, póde servir para transformar a 
proposta n'outra mais simples, tomando este argumento para variavel independente. 

2. o Se a depender sómente de duas variaveis Xo e Xv, a equação (3) dá 

e a satisfaz porisso á equação 

Se o integral da equação proposta contiver dois argumentos eguaes, que dependam só­

mente de Xo e Xv, os dois valores de (lixo), dados pRla primeira equação, devem ser eguaes, 
dxv 

e portanto os coefficientes da equação proposta devem satisfazer á condição 

( 
dF 2 dF dF 
-- -4-- --O d'" z d2 Z • d2 f!, - • 

d-- d- d-
dx dX) dx2 dx2 

O v O v 

Se o integral da equação proposta contiver dois argnmentos eguaes a rEO, a relação ante­

rior mostra que deve ser 

d2 z d2 z 
e que porisso aquella equação não deve conter dx2 nem r[x2 ' 

B v 
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10. Se houver HÓ duas variaveis independentes a: e y, as formulas (2) e (3) reduzem-se a 

~+~ (dy ) =0 
da: dy da: ' 

dF _ dF (dy ) +~F (dy )2 =0 
dt dsda: dr da: ' 

onde 

d2 z d2 z d2 z 
r = da:2 ' s = da: dy' t = dy2' 

d2 z 
11. Se o valor de -d 2' tirado da formula 

a:O 

contem uma funcção arbitraria de a, que não entra nas derivadas de ordem precedente, não 
é necessario derivar a proposta para fazer a transformação indicada precedentemente, pois 
que fazendo rn = 2 nas formulas do n. o 9 obtêem-se as relações que servem para transformar 
a proposta n'outra, que se decompõe nas duas 

P=O, Q=O. 

No caso de duas variaveis independentes estas relações são 

dz dz 
onde p = -d ' q = -d ' das quaes adeante havemos de usar. 

a: y 
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CAPITULO II 

Transfor:rrtações das equações 
ás derivadas paroiaes 

12. O que vamos dizer n'este capitulo applica-se no caso de a equação proposta ter um 
numero qualquer de varia veis independentes, todavia, para simplicidade, supporemos que a 
proposta só tem duas e portanto é da forma 

(1) F (x, y, z, p, q, T', s, t) = O. 

Não ha um methodo geral para integrar a equação (1). recorre, se por isso muitas vezes 
á mudança das variaveis independentes ou dependente, para a reduzir a uma forma anteci­
padamente estudada. Ê d'esta transformação que vamos tractar. 

J3. Mostrou-se no capitulo precedente que, 'tomando os argumentos para variaveis inde­
pendentes, pode transformar-se a proposta n'outra mais flimples. 

No caso de se poderem obter por qualquer processo os argumentos em funcção de x e Y, 
, a transformação é facil e vamos effeitual-a. 

Sejam 

ex =fl. (x, y), ~ =f2 (x, y) 

as' duas equações, que ligam as novas variaveis ex e ~ com' as antigas x e y, sem snppor 
ainda que ex e ~ são os argumentos do integral de (1). Teremos, para transformar (1), de 
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empregar as formulas: 

dz da dz d~ 
p= da" doo+ d~ " doo' 

dz da dz d~ 
q= da" dy + d~" dy' 

d~z (da)2 d2 z d~ da d2z (d~)2 dz d2 a dz d2~ 
r=da2" doo +2dad~'doo'doo+d~2 doo +da'd002+d~'doo~' 

• s _ d 2 Z da da +" d2 z (d a d ~ +~.!: d ~) + d2 Z d ~ d ~ + dz d2 a + dz d2 ~ 
- da2'doo'dy dad~ doo'dy dy'doo d~2'doo'dy' da'doody d~'doody' 

d2z (da)2 d2z da d~ d2 z (d~)2 dz d2a dz d2~ 
t= da2 dy +2(Iad13 , dy' dy + d~2 dy +a-;' dy2 + d~' dy2' 

Obteremos assim a equação, 

(2) 

1.0 Se a e ~ forem os argumentos do integral de (1), devem ser nullas as derivadas de 
d2 z d2 z 

(2) em ordem a d a2 e d ~2' e a equação (2) toma a forma 

( d'!z dz dz ) 
<fi "dadW da' d~' z, a, ~ =0, 

Esta transformação, devida a Euler, é aproveitavel quando as raizes XI e X2 da equação 

dF X2+ dF X+ dF =0 
dr ds dt 

são funcções sómente de 00 e y; pois que os argumentos a e ~ devem satisfazer ás equações 
ás derivadas parciaes de primeira ordem 

dF (da)\! + dF da da + dF (da)2 = O 
dr doo ds doo dy dt dy , 

dF (d~)2 + dF d~ d~ + dF (~)2. O 
dr doo ds doo dy dt dy , 
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ou 

e porisso devem coincidir com os argumentos das funcções arbitrarias que entram nos inte­

graes d'estas equações. 

2.0 A condição para que em (2) não entre :: é 

_d F da + d F da + d F d2 a + d F d2 a + ~ F d2 a_O 
dp . dx dq' dy d1" dx2 ds' dx dy dt' dy2 - . 

A condição para que desappareça :; rõsulta da precedente, mudando a em ~. 
Se os argumentos a e ~ do integral satisfizerem a uma d'estas condições, a equação (2) 

toma uma das formas 

( d2 z dz ~) =0, <I> dad~' da' z, a, 

( d2 z 
<I> dad~' 

dz ~) =0. d ~' z, a, 

3. o Se os argumentos forem eguaer:; e tomarmos o seu valor para uma das varia veis in­
dependentes, a equação (2) redllzÍr-se-ha á forma 

. d2z d2 z dz 
onde não entram (n.o 9) as derivadas da'! e da dx' nem tambem a derivada da' Esta ultima 

circumstancia foi demonstrada por Ampere do modo seguinte. 

A N d d ' d dz d2 Z , d d' I d ~ 'd d . s expressoes as enva as dx e dx~' tIra as o mtegra a equaçao conSI era a, con-

têem só as funcções arbitrarias de a que entram no integral, e a expressão da derivada ele 

dz 1!. N b' 'd L N 'd d ' dz da contem uma nova mncçao ar ltrarla e a, ogo se a equaçao conSI era a contlvesse da' 

e se portanto fosse 

dz (d2z dz 
da = Fi dx2' dx' Z, x, 
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as expressões mencionadas precedentemente não poderiam satisfazer a esta equação, visto que 
introduziriam no seu primeiro membro uma funcção arbitraria que não existiria no segundo. 

14. Tambem se póde transformar a proposta mudando de variavel dependente. 
Suppondo 

z=f(x, y, u), 

sendo u a nova variavel dependente, as formulas para esta transformação são 

= df + df du 
P dx du' dx' 

d2f d2f du d2f du du d2f du df d2 u 
s=--+-- -+- - -+-- -+- --dxdy dxdu' dy du2 ' dx' dy dudy' dx du . dxdy' 

d2f d2 f du d2f (du) 2 df d2 u 
t=-+2-- -+- - +- -dy'J dlt dy' dy du2 · dy dlt . dy2' 

e reduzem a equação (1) a outra da forma 

( d2u d2 u' d2 u du du ) 
<I> -d'" -d d ' -d ~, ---, -d ,u, X, y = O. 

x~ X y y. dx Y 

Por esta transformação não se póde fazer desapparecer nenhuma das derivadas parciaes 
de segunda ordem. 

15. PÓ de tambem transformar-se a proposta mudando ao mesmo tempo de variaveis in­
dependentes e dependente. 

O estndo dos trabalhos de Ampere sobre este objecto e dos trabalhos de Lagrange sobre 
a variação das constantes arbitrarias nos integraes das equações ás derivadas parciaes levou 
Imschenetsky a um modo muito geral e simples de effeituar esta transformação, que vamos. 
expôr. 

Seja 

(3) z=oo(x, y, a, ~,"'I), 

sendo a e ~ as novas variaveis independentes e "'I uma nova variavel dependente. 
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Tiremos d'esta equação os valores das derivadas p, q, 1', 8 e t para os substituir na pro­
posta (1), e determinemos as novas variaveis G( e ~ de modo que p e q tenham o mesmo 
valor, que teriam, se G( e ~ fossem constantes, para o que ueve ser 

(4) 

eq nações que escreveremos, para brevidade, do modo seguinte: 

Virão as egualdades 

~=o ~~ =0, 
~G( '[]I' 

dru 
q= dy' 

que se podem escrever, para brevidade, do modo seguinte: 

onde 

~ ás quaes vamos dar outra forma. 

YOL. II p 
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Derivando as equações (4) relativamente a x e y, resultam as relações 

d d ' I da da d~ d~ b ' 'd ~ d e on e se tIram os va ores -d '-l-' -d '-d ,que, su stltlll os nas expressoes prece entes 
N x ey .x .y 

de h, k e l, dao: 

sendo 

= ()2 ()j ()2 fi _ ( ()2~) 2 
D "0'" R2 . '" '" R • oa- 0IJ ua')IJ 

N d2 z d2 z d2 z 
As expressoes de -a ," -,'-a-' -d '" assim transformadas" substituam-se na proposta e x· ex y .y-
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desenvolva-se depois o seu primeiro membro pela forll\ula de Taylor. Teremos 

( dO) d O) d2 O) -+- d2 O) • 

F x, y, 0), -d '-d '-d::l ,h, -d d +k, x Y x x y 

= F (x 7 O) d O) ~ d2 
O) d2 

O) !!2 0)) 
,y, , dx' dy' dx::l' dx dy' dy2 

dF dF dF 1 d2 F 2 _ 
+-d~ h+-d--.-k+-2-l+-;) -(dO' -)0 k + ... -0, 

"O) -O) (I O) ~ "O)" 

d- d-- d- d --
dx2 dxdy dy2 clx dy 

equação, que, substituindo por h, k, l, 0), X e y os seus valores, toma a forma 

(5) 

Se (3) é um integral particular da proposta, vem 

dF dF dF 1 d2 F 2 _ 
-d2 h+-dy-k+-dt l+-y -(d2 -)2k + ... --0, 
d~ d __ O)_ d~ .. d __ 0)_ 

dx~ dx dy dy2 dx dy 

onde se devem substituir tambem h, k, l, 0), X e y pelos seu;:; valores, o que a reduz á 

forma (5). 
Posto isto: 

1.0 Se a fôr um argumento do integral pedido, será tambem um at'gumento do integral 

de (5), visto que no integral da proposta deve entrar 'lj; portanto, segundo o que se demons­
d2.~ 

trou no capitulo precedente, (5) não deve conter -;ja2 ' e tem por isso a forma 

d2 'lj d2 'lj. 
2.° Se a e ~ forem argumentos do integral da proposta, deverá faltar da2 e d~~' 

logo (5) deverá reduzir-se á forma 

* 
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e, se fôr a =~, á forma 

a, ~) = O. 

3.° Se a e ~ não forem argumentos do integral pedido, a proposta transformar~se-ha 
n'outra, que, sem ter as simplificações que tem nos casos considerados, póde todavia ser 
algumas vezes mais facil de integrar do que aquella. 

16. Finalmente exporemos uma transformação da equação (1), quedá origem a um me­
thodo de integração, que contem como caso particular o methodo de LaplaJe e a gener~lisa­
ção que d'elle deu Imschenetsky, a qual adeante desenvolveremos. 

Seja 'M. uma nova variavel dependente e 

(6) tt =f(x,y, z, p, q). 

Derivando esta equação, resulta 

du df df df df 
-d =-d +-d P+-d r+-d s=CP(x, y, z,p, q, 1', S, t), x x z p q , 

Se eliminarmos entre estas tres equações e a proposta tres das quantidades z, p, q, r, s e t 
e desapparecerem ao mesmo tempo as outras tres, virá uma equação de primeira ordem 

( dM dtt) 
<1>. x, y, u, dx' dy =0. 

Tirando o valor de u d'esta equação e .substituindo-o em (6), vem outra equação de pri­
meira ordem, que, integrada, dá o valor d(il z~ 

Se pela eliminação precedente chegarmos ao resultado 

( dtt du) ( du dtt) 
z=f, x, y, u, dx' dy , P=f2 X, y, u, dx' dy , 

vem, derivando a primeira equação e attendendo á segunda, a equação linear, de que adeante 
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di! + dil dn + dil . d2 n + dil . d2 u --i2 = ° 
dx du dx drp clx2 d~ dx dy , 

I d . I J D' N.f' ( du du) d . .a qua etermma o va 01' eae n. epoIs a equaçao z = Jl X, y, u, dx' dy etermma z. 

Se chegassemos a duas equações que determinassem z e q, r e p, s e p, s e q ou t e q, 

procedia-se do mesmo modo. 
Vejamos agora quaes as condições para que esta theoria se possa applicar. 
Se designarmos por ct, b, e e e quatro quaesquer das quantidades z, p, q, 1', S e t, devem 

'ser identicamente nullos um certo numero dos determinantes funccionaes 

dF dF dF dF 
dct ' db' de' de 

di di df df 
da' db ' de' de 

drp drp clrp drp 
da' db' de' de 

d~ d~ d~ d~ 
da' db ' de' dp, 

para ser applicavel o methodo precedente. 
Por exemplo, 1', s e t eliminam-se conjunctamente, quando é identicamente nullo o deter­

-niinante 

dF dF dF 
dr' ds ' -di: 

di di 

° dp' dq , 

0, di df 
dp' dq 
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Temos assim as equações 

( du du) 
u=f(x, '/j, z, p, q), f2 Xl y, Z, p, q, dx' dy =0. 

Se forem identicamente nuHos os determinantes funccionaes 

df df df df 
7iZ' dq dp' dq-

df2 df2 df2 df2 
dz' di dp' di 

z e p eliminar-se-hão ao mesmo tempo que q nas duas ultimas equações e virá uma equação. 
de primeira ordem, que dará o valor de u. 
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CAPITULO III 

Equação de Monge e AIllpere 

17. Vamos integrar a equação 

que foi estudada por Monge, no caso de ser N = ° ê de admittír um integral intermedio, e 
mais tarde por Ampere com toda a generalidade. É os processos de integração seg~idos por 
-estes dois geometras que vamos expôr. 

lUetllo(lo {le nonge 

IS. A equação 

·sendo U e V duas funcções de x, y, Z, p, q e cp uma funcção hrbitraria, equivale ao systema 
de duas equações simultaneas U . a, V =~, em que a e ~ são duas coni:!tantes arbitrarias. 

Differenciando estas duas equações e 'eliminando ~~ entre as equações assim obtidas: 

dU dU dU dU dU 
-d dx+-d-dY+-.7-(pdx+qdY)+-d (rdx+scly)+-cl (sclx+tcly)=O, 

x y (.LZ· 1) q 

clV clV clV clV dV 
-d dx+-cl clY+-cl (pdx+qdy)+-cl (1'clx+scly)+-cl (sdx+ tdy) = 0, 

x y z p q 

resulta uma equação da forma (1). ·Conclue f\e d'aqui q~e a equação (1) póde ter um integral 
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da fOlma indicada. Devemos todavia notar que do que precede não resulta que o tenha sempre t 

quc· conhecem mesmo casos que não existe integral intermedio. 
Inversamente a equação proposta, que determina uma só das tres quantidades 1', s e tt 

eombinada as expressões 

dp 1'dx + sdy, dq = + 

dá as equações 

H (dx dp- dy dq) + ~ Kdx dq+ M dx2 - N dq2 = -t [Hdy2_2K dxdy+ L dx2 + N (dxdp+dydq)]t 

Hdy 

que 

( 2) 

dx +2Kdydp+Mdy2_Ndp2=-T[Hdy~-2Kdxdy 

+ dq Mdx +Ndpclq [Hel,1j2_2K dy Ldx2 N 

decompõem nas quatro 

IH dp- dq) 2K clq+ elx2 N dq~ 0, 

L (dydq -clx clp) + 2 K clydp +M dy2 - N clp2 = 0, 

, H d;1j clp + clx dq M elx dy + clp dq 0, 

\ Hdy2_2 Kclxdy + L dx2 + N (dxdp+dy =0. 

(dxdp+dydq)]t 

dp+ dq)] , 

Combinando a ultima equação com cada uma das precedentes, forma-se um s6 systemlll 
distincto. Consideremos o systema formado pela equação e ultima e trans-

formemol-o n'um systema linear relativamente ás differenciaes, que entram n'elle. 
Por ser 

a ultima equação transforma-se na seguinte: 

(H + Nt) dy2_ 2 (K- NS) dx cly + (L + N1') clx2 = 0, 

que dá, attendendo á proposta (1) e pondo 

G = K2 - HL+:NIN, 

equação 

elx, 

M( ~u l ___ 
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ou, por ser dq=sdoo+tdy, 

A primeira das equações (2), em virtude da equação precedente, dá depois 

Hdp+(K ± v'G)dq+Mdoo=O. 

Temos pois, para integrar a proposta, de empregar as tres equações ás differenciaes ordinarias 

(3) 

Hdy+N dq-(K + VG)doo=O, 

Hdp+(K + VG)dq+Mdx=O, 

dz=pdx+qdy, 

correspondentes ao signal superior, ou as que correspondem ao signal inferior, e ligar os seus 
integraes U = a e V = ~ por uma funcção arbitraria. 

É este o methodo de Monge, que foi depois completado por outros geometras, como va­
mos ver. 

19. Para integrar cada systema das equações simultaneas (3), quando esta integração 
não póde fazer-se immediatamente, póde seguir-se o processo seguinte, devido a Boole. 

Se u;= c é um integral de um dos systemas das equações (3), devem ellas tornar identi­
camente nuHa a equação 

du du dtt du du 
~=&~+~~+~~+~~+~~ 

= [dlt + du _ L du + K ± v'G du] doo 
doo dz P N' dp N' dq 

+ [~~ + du + K "+ v'G du _ H du] d __ O 
dy dz q N' dp N . dq Y - , 

para o que deve ser 

(4) 

equações ás derivadas parciaes simultaneas com cinco variaveis independentes. 

VOL. II Q 
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As equações (4) podem integrar-se pelo methodo de Jacobi ou pelo de Boole. Segundo 
aquelle methodo terão tres integraes distinctos com uma constante arbitraria cada um, quando 
tiver logar identicamente a condição 

(H H)=+2K'/Gdu+(tl K+VG+ tl. L)dtt_(tl H+tl K+VG)du=O 
t, 2 _ N V dz 1 N 2 N dp 1 N 2 N dq , 

representando por (Hi, Hk) a expressão 

(ff. H) =:E (dRi dHI~_ dHi dHk) 
~,k d' d d' d ' x d-'!:!... d-'!:!... x 

dx dx 

estendendo o sommatorio ás variaveis x, y, z, p, q e representando por tli e tl2 as operações 

d d L d I K+VG ,d 
tli = dx + dz P - N . dp T --N-- . dq 1 

d d K+VG d H d 
tl2= dy + dzq+-N- dp - N' dq' 

Para que a expressão (Hi, H2) seja identicamente llulJa são necessarias e sufficientes as 
condições 

(5) 
K L 

G=O, tll. N +tl2N =O, 

No caso das condições (5) serem satisfeitas, os systenias de equações (3) não são pois dis­
dinctos e o systema unico que ellas formam admitte tres integraes distinctos. 

Nos outros casos deve juntar-se ás equações (4) a equação Ha = (Hi, H2) = O; e temos pois 
de integrar tres equações ás derivadas parciaes simultaneas de primeira ordem, a que satis­
fazem dois integraes particulares distinctos, quando tem logar as condições 

e a que não podem satisfazer mais_ 
Em ambos os casos precedentes obtem-se um ou dois integraes intermedios da proposta, 

ligando por uma funcção arbitraria dois dos integraes partICulares obtidos; depois, pelos 
processos de integração das equações de primeira ordem, passa-se para o integral finito 
pedido. 
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As equações (4) podem ainda ter um integral só ou nenhum, e n'estes casos não se póde 
applicar o methodo de Monge, fundado sobre a exist6ncia de um integral intermedio. 

Tudo o que vimos de dizer resulta de applicar ás equações (4) a theoria de Jacobi sobre 
a integração das equações ás .derivadas pareiaes de primeira ordem, estendida por Bour ás 
equações simultaneas (I). 

~[ethodo de Ampere 

20. Ampere, por um estudo completo da theoria dos integraes, achou formulas para 
integrara equação (1) sem se fundar na existencia de um integral intermedio. É este me­
thodo, mais geral e claro do que o de Monge, que vamos expôr. 

Demonstrou-se no n.O 10 que, tomando a. em logar de y para variavel independente, sendo 
a um argumento do integral pedido, e suppondo que o valor de t, tirado da egualdade 

contem uma funcção arbitraria de a., que não entra nem no integral nem nas suas derivadas 
de primeira ordem, as relações 

(A) 

transformam a proposta n'uma identidade, que se decompõe por isso em duas equações simul­
taneas. Para achar estas equações, eliminemos l' e s entre as equações precedentes e a pro­
posta e egualemos a zero o coefficiente de ti resultará assim o systema de equações 

H [(~~) - (;~) (:!)] +2K (;!) +M-N [(;!) T =0, 

H [(:!)T -2K (:~) +L+N [(:~) + (:!) (:!)] = O. 

(1) Veja-se a memoria sobre a Integração das equações ás derivadas parciaes de p1'imeim ordem, por 
V. G. Imschenetsky, traduzido do russo para fl'ancez por J. Hoüel. 
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Para transformar estas em outras lineares relativamente 

entram, eliminaremos (~~) e (~!) na ultima, o que dá 

(H 

resolvendo em ordem 

onde 

( dy )2 t) - -
,dx 

" 

Ns) ({~) L+Nr 

( dy ) 
,dx, 

e attendendo á nwm""UI (1), 

(H +Nt) (~!) -K+Ns + VG=ü, 

G=K2-HL+MN. 

Esta dá, eliminando-se s por meio da das 

H (~;) +N (~!)-K+VG=Ü. 

Em virtude da equação precedente primeira das equações, 

dá 1,· d dy 
, e lmlllan o dx' 

H (~~) + VG) (~!) M=ü. 

derivadas n'ellas 

(A), 

se quer 

Resta ver, para se applicar o que vem de dizer-se, se, no caso da equação (1), entra em 
t uma funcção arbitraria, não entre derivadas de ordem (n.o Para 

basta eliminar (~;) (~!) entre as equações que a proposta trans-

formou na hypothese indicada, e as relações 

( dy ) 
dx 

Obtemos d'este modo duas equações, que, eliminando (~~), dão a equação (1), o que 

prova que supposição, fizemos, verdadeira. 

. . - .í: • 
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De tudo isto resulta que os dois systemas de equações, a que se reduz a integração da 
~quação (1), são 

H (dV) +N (dq) -K-v'G=O, 
dx dx 

(6) H (Z) +(K-v'G)(:!)+M=O, 

( dz) (dv). 
dro =p+q dx ' 

H (dv) +N (dq) ....:.K+v'G=O 
dx dx ' 

(7) H (dp ) +(K+v'G)(dq)+M=O 
dx dx' 

Estes dois systemas de equação são ás derivadas parciaes, sendo no primeiro x e u. as 
variaveis independentes e no segundo x e ~, u. e ~ sendo os dois argumentos do integral. 

21. A integração das equações (6) e (7) reduz-se á integração de equações ás differen­
daes ordinarias, em que x é a variavel independente, que coincidem com as que empregámos 
no methodo de Monge~ Aos seus integraes devem juntar-se funcções arbitrarias de u. ou ~, 

segundo se consideram as equações (6) ou (7). 
Para passar d'um integral intermedio, quando existe, para o integral primitivo, em logar 

de se servir das equações de Lagrange, como faz Monge, Ampere faz directamente uso 
d'aquelle dos systemas de equações (6) e (7) que não é empregado para achar o integral 
intermedio. 

Seja, com effeito, 

i(x, v, z,p, q)=u., F(x, v, z,p, q)=cp(u.) 

() integral intermedio de (1), obtido por meio das equações (6). 
Derivando-o e tomando x e ~ para variaveis independentes, resulta 

!!L+ di (dv) + di (dz) + di (.'!:l) + di (~) = (~) 
da:: dV doo dz doo dp da:: dq da:: doo' 

dF + dF (dv) + dF (dz) + dF (dp ) + dF (dq ) = '(u.) (~). 
doo dV da:: dz doo dp doo . dq doo cp doo 
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Eliminando entre estas equações, as precedentes e as equações (7) p, q, (~~) e (~!), 
resulta um systema de tres equações, nas quaes não entram senão as derivadas em ordem a 
x de y, ze a, que se podem integrar como equações ás differenciaes ordinarias; o que leva a 
tres equações, onde, por ser ~considerado na integração como constante, entram as quanti­

dades ~, ~1. (~), ~2 (~), sendo ~I e ~2 duas funcções, uma das quaes é arbitraria e a outra é 
dada pela relação 

( dz) (dy ) d[f =q d[f , 

a que restava attender para considerar todas as equações ás derivadas parciaes, a que z 
tem de satisfazer. 

Podemos demonstrar, como fez Ampere, que o systema das equações (7), empregado por 
elIe para passar do integral intermedio para o primitivo, está comprehendido no systema "de 
equações que são usadas quando se emprega o methodo de Lagrange para o mesmo fim. 

Com effeito, seja 

)'(U, V)=O 

o integral intermedio considerado. Para o integrar pelo methodo de Lagrange, temos de em­

pregar as equações 

dz 

das quaes a primeira, a sf'gunda e a quarta e conjunctamente a equação (n.o 19) 

if+if + K-VG d)' _ H ~=O 
dy dz q N dp N dq 

dão, pela eliminação de ~; e de ~~ + ~: q, a primeira das equações (7); a terceira e a 

quarta dão, eliminando dd)' + dd)' q, dd)' + dd)' P e dd)' entre elIas, a precedente e a equa-
y z x z 'P 

ção (n.o 19) 

if+ d)' _..!: d)' + K+VG d)'_O 
drr, "dz P N' dp N' dq -, 

a segunda das equações (7); e a primeira e, a segunda dão a terceira das equações (7). 
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Ao que vimos de dizer sobre o methodo de Ampere accrescentaremos ainda que n'este 
methodo, no caso de haver integral intermedio, empregam-se as mesmas equações, que no 
de Monge, e por isso aquelle não é essencialmente dift'erente d'este. Pódemos mesmo concluir 
que não é mais vantajoso do que o de Monge, por causa da funcção superflua que introduz. 

22. O caso de as equações (6) e (7) darem só uma combinação integravel foi estudado 
por Ampere pelo methodo da variação das constantes arbitrarias. Por um estudo attento 
d'este methodo, M. Imschenetsky chegou a um modo de transformar a equação (1), applica­
vel aos casos de não haver combimtção integravel, de haver uma ou de haver duas. Esta 
transformação já a expozemos com toda a generalidade no capitulo II e vamos agora appli­
cal-a á equação (1), de que unicamente se occupou o geometra russo. 

As equações do capitulo citado dão para transformada da equação (1) 

onde 

(a dm) 2 a dm a dm (a dm) 2 

T=-(H+N d2m) ~ -2(K-N d2 m )~.3L-(L+N d2m) dy 
dy2 aa dxdy aa na dx2 na ' 

~ portanto 

(8) 

Posto isto, suppondo 

a=f(x, y, z,p, q) 

uma equação obtida por meio de uma combinação integravel das equações (6) ou (7) e inte-
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grando.-a pelo. metho.do. da integração. das equações de primeira o.rdem, resulta 

z = 00 (x, y, ii, a,~, ij), 

em que a é um argumento. do. integral; lo.go. (n.o 15-1.°) é R=O e 

(9) 

Se fo.rem 

a = fi (x, y, z, p, q), ~ =f2 (x, y, z, p, q) 

integraes de cada um do.s systemas (6) e (7), resultará, integrando. as equações simultaneas 
precedentes, 

z = 00 (x, y, z, a, ~, "'I)' 

Para fazer esta integração., basta substituir em dz = pdx + qdy o.S valo.res de p e q, tirado.s 
das duas equações, que queremo.s integrar, e depo.is integrar de no.vo.a resultantA'i, que sa­
tisfaz á co.ndição. de integrabilidade, co.mo. é facil de mo.strar, attendendo. ás equações que 

resultam de substituir nas equações (4) do. n.O 19 u po.r fi e v po.r f2. 
Po.r serem a e ~ argumento.s do. integral pedido., é (n. ° 15-2.°) R = 0, S = 0, e po.rtanto 

(10) 

Se o.s do.is argumento.s a e ~ fo.rem eguaes, o. que tem lo.gar quando. o.S systemas (6) e (7) 
co.incidem, vem (n.o 15-3.°) 

(11) 

Lo.go. a integração. da equação. (1) reduz-se á das equações (8), (9), (10) o.U (11), segundo. 
o. numero. de integraes que tiverem as equações (6) e (7). 

Póde o.btér-se uma infinidade de transfo.rmadas da equação. (1), tendo. a mesma fo.rma que­

esta, suppo.ndo. que z=oo(x, y, z, a,~, ij) não. é um integral particular da pro.po.sta. 
É o. que se vê, applicando. a analyse exposta no. capitulo. II, po.ndo. 
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e notando que W é n'es:e caso difl'erente ele zero. Resulta assim a equação 

na qual o coefficiente de W se trausforma, substituindo O} pelo seu valor, em 

e, como os coefficientes de R, S, T, transformados do mesmo moelo, contê em na primeira 

d2 .~ d 2 "fi d 2 "fi 
potencia da2 ' da d~' d~2' segue-se que a integração da equação (1) fica dependente da in-

tegração ele outra ela mesma forma, em que .~ é a variavel dependente e a e ~ são as varia­

veis independentes. 

23. O methodo ele Ampere, como este sabio notou, não se applica só á equação (1); é 

applicavel a muitas outras equações, como vamos mostrar. 

Seja proposta a equação 

(12) F(x, y, z,p, q, 1', s, &)=0. 

Tomando n'ella o argumento a para val'iavel independente em logar de y, para a qual 

transformação se devem empregar as formulas, ele que usámos para o mesmo fim no n. o 20: 

(13) ( elp ) (ely) (clq ) (cly) 
. dx = l' + S dx' dx = S + t d:c ' 

(~~) 
t=----

(!.lJL) , 
ela 

vem 

que será satisfeita pelas equações que representam o integral de (12), fazendo n'ellas tambem 

a muelança da variavel independente y. 

Suppondo que (~!) : (~~) contem uma fimcção al'Litraria de a, que não entre no in­

tegral nem nas suas derivadas de primeira ordem, esta funcção não entrará tambem em 

VOL. II R 

Hosted byGoogle 



138 

p R, .,., será 

( 14) 

Resta ver o modo reconhecer quando a hypothese tem Para 

isso, eliminando entre as equações (13) e (14) (~~), (~~;) e ({~-), deverá resultar a pro-

posta. As equações (14) não devem por lS80 ser distinctas, nem devem ser distinctas da equação 

F __ clF (cly ) + clF (d.IJ_) =0 
clt ds clx dr clx ' 

que (dy ) 
rlx 

de como mostrámos no o 10, para um do 

integral. 

24. Consideremos finalmente a equação 

F[Hq, 2Ks+Lt z, x, YJ 

e supponhamos que não póde ser reduzida á forma (1), isto é, que não póde ser resolvida 

relativamente polynomio n' ella 
Fazendo tnmsformaçào indicada, resulta 

onde 

P=H[ \ 

) (~~) +M ( dq_) 2 

dx ' 

Q~H (~~) -2 K (~~) +L+N [(~~) + (~~) (~!) J. 
Desenvolvendo (16) serie de e egualando zero os coefficientes diversas 

potencias de (~!) : (~:), resultam as equações 

F(P,p, q, Z, y, x)=O, Q=O, 

quaes dependente integração equação 

. . - .í: • 
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No caso de ser N = 0, estas equações reduzem-se aos dois systemas seguintes: 

H - -K- G=O ( dy) v'-
dXJ ' 

(17) F [H(~~) + (K-VG) (~;) +l'iI,p, fj, XJ, y, z] =0, 

( dz) (dy ). - -p-q - =0' 
dXJdXJ ' 

(18) 

(~) _ _ (dy ) = ° dXJ P q dXJ ' 

sendo no primeiro systema as variaveis independentesXJ e a e no segundo XJ e ~. 

Para integrar estas equações é necessario, em geral, resolver a segunda de cada systema 

relativamente ao polynomio de que F depende, o que equivale a resolver a equação proposta 

relativamente a H + 2 Ks . .. Ha todavia casos particul~res em que esta resolução não é ne­

cessaria, e é a eUes que aqui nos queremo's referir. 

lUetho(lo de Laplace 

25. Exporei agora o methodo de Laplace com a generalidade com que o apresentou 

Imschenetsky, isto é, suppondo que a equação proposta é 

)19) Ks+Pp+M=O, 

sendo K, P, M fllncções de XJ, y, z e q. 
Pela forma d'esta equação vê-se que as fllncções arbitrarias do integral contêem, uma só 

a variavel XJ, outl'a :;,6 a variavel y. 
Tomemos para variavel dependente, em logar de z, u, sendo 

tt = fp. (K clq + P clz) = f(XJ, y, z,q), 

onde 11 .. é o factor que torna integravel a expressão K clq + P clz. 
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Derivando a ultima equação em ordem a x, vem 

du df df df df 
-=-+-p+-s=--+(Ks+Pp)l.I. 
dx dx dz dq doo ' 

ou, attendendo á proposta, 

Temos pois as duas equações 

u = f(x, y, z, q), 
dtt ' 
-d' = fi (x, y, z, q). ,x 

Se z e q se poderem eliminar ao mesmo tempo entre estas duas equações,para o que 
deve ser 

ou 

P dfi -K dfi =0 
dq dz ' 

virá uma equação ás d'erivadas parciaes de primeira ordem, em que u é a variavel depen­
dente, cujo integral terá uma funcção arbitraria de y. Do valor de tt dado por esta equação 
passa-se para, o de z por meio da integração da equação 

u = f(~, y, z, q). 

Se porém esta ultima condição não tiver logar, resolvendo as equações precedentes em 
ordem a z e q, virá 

( dtt) z=F x, y, ti, doo " 

e teremos a transformada 

(20) dF dF dtt dF d2 tt (, dI,) 
-d +-d ·-d-+--d -·d--, l -Fi x, y, u, -d'- =0. y u Y d~ rcc-y x 

dx 
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A condição para que esta equação tenha um integral de primeira ordem com uma funcção 
arbitraria de x acha-se, como fizemos no caso da equação (12), pondo 

Ui = d dtl, d dx + du du = F x, y, tt, dr;; , J( d F dtt d.1!') ( du) 

\ dx 

o que dá 

Esta condição é pois 

mas, pela theoria dos determinantes funccionaes, temos 

dF dFl clF dFI. 1 
clu . cl dlt - cl clu . ---;r;;- = df dji. dj' dfi' 

dx dre dz . cig - cri.· dz 

logo deve ser infinito o determinante que entra no segundo membro d'esta egualdade, para 
(20) ter um integral de primeira ordem com uma funcção arbitraria de x. 

Se porém (20) fôr tambem linear em ordem a ~:' para o que deve ser 

du 
q=m dx +n, 

sendo M, N, m, n funcções de x, y e u, poderá haver um integral de primeira ordem com 
uma funcção arbitraria de y, o que se reconhece applicando á equação 

(21) 

dz 
que resulta de substituir em (20) z e cly pelos valores dados pelas relações precedentes, o 

raciocinio que applicámos á equação (19). 
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Estas transformações podem continuar-se até chegar a uma equação, que tenha uminte-
I' 

gral de primeira ordem, ou até chegar a uma equação a que se não possa applicar este 
methodo. 

A equação de que se occupou Laplace é 

á qual é facil de applicar a theoria precedente. 
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CAPITULO IV 

Sobre alguIllas equações 
eIll que as derivadas de segunda ordellll 

en.-traIll e:lll grau superior ao primeiro 

26. Seja proposta a equação 

(1) F(x,y,z,p,q,s)=O, 

cujo integral tem para argumentos x e y, e procuremos primeiramente a forma, que deve ter 
esta equação, para ter um integral intermedio com uma funcção arbitraria de y. 

Seja 

(2) f(x, y, z, q, ~ (y), ~f (y), •.. ) = ° 
o integral intermedio. Derivando-o em ordem a x e eliminando as funcções arbitrarias entre 

elle e a equação assim obtida, deve vir a proposta, para o que é necessario, em geral, que as 
funcções arbitrarias entrem n'um grupo 'J1' (y, ~ (y), ~' (y), ... ). 

Pondo pois 'J1' [y, ~ (y), ~f (y), ... ] = \fi (y) e suppondo 

':Fi (y) = f1 (x, y, z, q), 

o que dá 

vê-se que a equação proposta deve ter a forma 

Gs+Hp+K=O, 
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qmmdo (2) primeiro relativamento a 'fI, deve a varias equações 

d'esta forma, em numero finito ou infinito, nos outros casos. Assim, no raso de (2) ser uma 

equação algebrica do grau rn: 

A 'f~'+ + ... P=O, 

temos 

~ .)' \~.m dq S . 
elB ) --8 
dq 

onde A, B, ... , P são funcções de x, ,Y, z e q. 

clP 
-p 

dz 

Eliminando 'fi entre estas equações e representando por A', B/, ... , pi os coefficÍentes 

segunda 

A B C D 

A B C 

A B 

A' BI C' D' 

B' 

P 

pi 

P 

P. 

pi 

Pi. 

. ~ . . . . . . . . .. . . . . . . . .. . . . . .. . . . .. . . . . 

é do 

forma 

m, deve para s rn ya!ores da forma 

210 Vamos ilPplicar equação (1) doutrina 

como no n. relativamente a 8. 

Seja dada a equação 

F ~ x, ,Y, z, p, q, 8] = O. 

Fazendo 

(3) n = f(x,,Y, z, q), 

vem 

+ Ki e equivale am equações 

no n.o 16, a suppo!' resolvida, 
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e portanto a condição, de que fallámos no n.o 16, para s e p se eliminarem simultaneamente 

entre esta equação e a proposta, é 

(4) 

(5) 

d F df cl F df _ ° 
dp . clq - ds . clz - . 

Para que esta equação não contenha s nem p, é necessario que a proposta Reja 

FlGs+Rp+K, q, z, Z', xJ=O, 

sendo G, R, K funcções de x, y, Z, q. 
Se esta equação poder ser resolvida relativamente a Gs + Rp + K, recairemos na equa­

ção tratada por Imschenetsky, de que nos occupámos no n.O 25. Supporemos por isso agora 
que a equação proposta não póde ser resolvida relativamente a este trinomio. 

A condição (4) reduz-se, no caso da equação (5), a 

onde "í = Gs + Rp + K, equação ás derivadas parciaes de primeira ordem, que, integrada, dfí 

n=fp.(Gclq+Rdz)=f(x,lh z, q), 

sendo p. o factor que torna integravel esta expressão a duas variaveis. 

Temos pois 

dn df 
-( =-d-+ 11 (Hp+Gs), ex x 

e, substituindo o valor de Hp + Gs, tirndo d'esta equação, na proposta, 

~-~ ~ [
dn df ] 

F --Il--+K, q, z, y, x =ft (x, y, Z, q, dX) =0. 

Se z e q se poderem eliminar ao mesmo tempo entre as equações 

(6) (. dn) 
tt=f(x, y, z, q), f1 x, y, z, q, dx =0, 

. VOL. II s 
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para o q'JC é necessaria a condição 

(7) 

virá uma equação differencial ordinaria, cujo integral, que contem uma funcção arbitraria de 
y, dá o valor de u, que, substituido em tt = f(x, y, z, q), produz o integral intermedio da 

proposta. 
Se porém a condição (7) não fór satisfeita, eliminando z e q entre as equações (6), virá 

d'onde se deduz 

( dtt) 
11:1. x, y, tt, clx' Z =0, Tc2 (x, y, tt, ~:' q) =0, 

clTcI. + d 11:1. clu + d Tc! d2 U + cl7t1 = ° 
cly du dy . cl du . clx dy clz q . 

clx 

Se aqui entrar ainda z, elimina-se por meio da equação u = f(x, y, z, q), depois elimina-se 

q entre a resultante e a equação TC2 (x, y, tt, ~:' q) = O. 

Obtem-se assim uma transformada, que, se fór da forma 

FI. [GI cl2 
U + H' i!.~ + LI i!.~ + K' u l x] = ° clx cly clx cly " y, , 

póde tratar-se como a proposta, para ver se tem um integral' intermedio com uma funcção 
arbitraria de x, ou, no caso contrario, transformar-se, como precedentemente; e póde conti­
nuar-se do mesmo modo, até chegar a uma equação, que tenha um integral intermedio, ou 
até chegar a uma equação, que não tenha a forma indicada. 

Este processo é, por exemplo, applicavel á equação 

F [Gs+Pp+Qq+Xz+M, x] =0, 

sendo G, P, Q, N, M funcções de x e y, que se reduz áquella de que tratou Laplace quando 
poder ser resolvida relativamente a s + Pp + ... + M. 

Oom effeito, neste caso temos 

u=Gq+Pz, 
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o que dá 

clu rJ cl P cl G 
--=us+Pp+-z+-q, 
clx clx clx 

e a equação proposta reduz-se portanto á seguinte 

[ cltL ( clP) (clG) ] F --+ N-- z+ Q-- q+M x =0. 
dx clx clx' 

Suppondo agora que tem logar a condição: 

a equação anterior toma a forma 

onde 

clP 
N---PS=O 

clx ' 

Q_dG 
" clx 
:::i=--G-' 

e determina u, quando poder ser integrada sem ser resolvida relativamente ao trinomio que 
n'ella figura. Depois substituindo em u = Gq + pz o valor que ella dá para 1t, obtem-se o 

integral intermedio da proposta. 
No caso contrario, eliminando q e z entre aquella equação e u = Gq + Pz, vem 

[ clu . 1 ( d P) . 1 ( d P ) . ] F -+- N-- u-- N-- --PS q+l\[,x =0. 
clçc P clx P dx 

Derivando a primeira em ordem a y, eliminando z e pondo 

resulta 

clP 
A=N---PS 

clx ' 
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e a segunda reduz-se portanto a 

onde 

AS A clM 
Q,,=- PD' M,,=- PD' dy +M, 

N _ 1 (N elP) A elA A. elS I - -- --- ----- --. - P elx D p2' cly P D . ely , 

e 

D_GelA_A 
- P cly . 

Esta equação é da mesma forma que a proposta, e pMe·se repetir sobre ella todo o ra­
ciocinio que fizemos sobre aquella. 

Tudo o que vem de dizer-se a respeito eh equação (5) póde extender-se á equação 

F [Gs+ Rq+ K, p, z, y, x] =0, 

sendo G, R, K funcções de x, y, z, p. 

2S. O processo que vem de ser empregado para integrar em alguns casos a equação 
(5), pôde ser applicado a um grupo mais geral de equações, como vamos mostrar. 

Seja proposta.a equação 

(8) F(x, y, z,p, '1, 1', S, t)=O. 

Tomando uma nova variavel dependente u, fllncçZio de x, y e z, ligada com a antiga va­
riavel pela relação 

u=f(x, y, Z,p, q), 

e derivando, vem 
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Para que r', s e t se eliminem ao mesmo tempo entre esta::! equações e a proposta, deve 
ser (n,O 16) 

(9) dF (df )2 + dF (df )2 _ dF, df df =0 
dt dp dr dq ds dp dq , 

equação que não contem r, s e t, quando a proposta é da forma 

(10) F[Hr'+Ks+Lt+M, q,p, Z, y, xJ=O, 

sendo H, K, L, M funcções de x, y, z, p, q. 
Integrando n'pste caso a equação (9) e fazendo depois a eliminação indicada, resulta, para 

cada integral d'esta equação, 

( cltt dn dn) 
u=f(x, y, z,p, q), fI. x, y, z, tt,p, q, dx' cly' (fi . 

Para que p e q se eliminem ao mesmo tempo entre estas equações, é necessario e suffi­
ciente que seja satisfeita a condição 

(11) 

e, neste caso, a eliminação referida dá a equação ás derivad'ls parciaes de primeira ordem 

(12) ( clu du) 
<li x, y, z, u, dx' cly = 0, 

que, integrada, dá o valor de tt, com uma funcção arbitraria, que, substituido em 

u = f(x, y, z, p, q), leva a um integral intermedio da proposta. 

29. Se a equação proposta é 

(13) F (x, y, z, p, q, r', s) = 0, ., 

a equação (9) decompõe-se nas duas seguintes: 
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A primeira é applicavel quando se quer integrar a equação 

F (H1'+Ks+M, q, p, z, y, x) =0, 

procedEmdo como no caso geral (n,O 28), 

A segunda solução é mais importante, pl)is perll1itte-nos integrar um grupo de equações, 
que ainda não foi considflrado, creio eu, pOI' geometra algum, 

Com effeito, esta solução dá 

n=f(x, y, z,p), 

s, derivando, 

Para que s e q se eliminem ao mesmo tempo entre a ultima equação e a proposta, deve 
ser 

(14) 

logo a proposta deve ter a forma 

(lo) F [x, y, Z,p, As+Bq+ C] =0, 

sendo A e B funcções de x, y, z, p e C func~ào de x, y, z, p e 1'. A e B tambem podem 
conter r, comtanto que entre n'um factor commUll1 1L estas duas quantidades. Vê-se pois que 
a equação (15) tem uma grande generalidade. 

Integrando (14) e fazendo a eliminação, de que fallámos, vêem as equações 

( du dtt) 
tt=f(x, y, z,p), fI x, y, z,p, dx' dy =0, 

que, pela elimina?ão de p e z, dão uma equação da forma <P (x, y, u, ~:' :;) = 0, quando 
tem logar a condIção 
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Se esta condição não tiver logar, eliminaremos z e p entre as equações precedentes, o 

que dará as duas seguintes: 

( du du ) 
7t1 x, y, u, dx' dy' z , ( . du du ) 

7t2 X,!!, 1'(, dx 'dy' P = O. 

Derivando depois a primeira e comparando o resultado com a segunda, vem a equação 

F [ du du I d2 U K' d2 U MI] O 
i _x, y, u, dx' dy' H dx2- + dxdy + =. 

Fica assim transformada a equação (15), que não é linear relativamente a r, n'outra em 

d2 u . . 
que dx2 entra no primeIro grau. 

30. Se fôr dada a equação algebrica relativamente a 1', s e t 

unde A e M são funcções de x, y, z, p e q e a, b e c nllmeros inteiros positivos, poderemos 
achar algumas vezes o seu integral intermedio, se o houver, por um processo, dado por Boole 

para a intfgração da equação (1) do capitulo III. 
Seja ' 

f(x, y, z,p, q)=O 

este integral intermedio. 
Derivando esta equação relativamente a x e a y, vem 

df df df df 
-+--q+-s+-t=O. 
dy dz dp dq 

Eliminando duas das quantidades 1', s e t entre estas equações e a proposta e egualando 
separadamente a O os coefficientes das diversas potencias da terceira, resultam equações ás 
derivadas parciaes de primeira ordem, cujo integral eommum, quando existir, representa um 

integral intermedio de (16). 
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31. Se a equação proposta fôr homogenea relativamente a p e qe relativamente a 1', B 

e t, e os seus coefficientes forem constantes, isto é, se fôr 

(17) :E Apa fi 1,0 Sd te = O, 

a+b = const" c+d+e= eonst,; 

pondo 

(18) z=cp(x+Py); 

e determinando P por meio de 

(19) 

as equações (18) e (19) representarão um integral de (17), 
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CAPITULO V 

Breves refiex'ões sobre a integração 
das equações sÍllJfn.ultaneas 

32. A theoria dos integraes de Ampere pó de extender-se a a equações simultaneas com 

a varia.veis dependentes Z1, Z2, ••• , Za. Exceptuando Combescure, que ensinou a integrar 

estas equações, quando são de primeira ordem, lineares relativamente ás derivadas parciaes, 

e com coeffir.ientes egnaes em todas as equações, nenhum geometra, que eu saiba, se tem 

occupado d'eIlas. Vou pois indicar as conclusões a que leva a theoria de Ampere, quando se 

applica a taes equações. 
Sa houver um numero a de equações de ordem q com a varia veis dependentes e n va­

riaveis' independentes, os seus integraes devem, para serem geraes, satisfazer á condição se­

guinte: sendo derivados até á ordem m relativamente a todas as varia veis independentes, 

deve vir um systema de equações identic9 ao systema formado pelas propostas e suas deri­
vadas relativamente ás mesmas variaveis até á ordem m- q. 

Suppondo os integraes expressos por a + k equações, sendo k o numero dos seus argu­

mentos, a differença a entre o numero das equações elos dois systemas é dado pela formula 

a = [(m+n) C n1 (1.;+ a) - [(m+n - q) C nJ a = [(m+n) C nJ k+ a )[712+ n-1) C(n -1) 

+ ... + [(m+n- q) C (n--1)JI. 

Deve pois, para se identificar os dois systemas, haver n'e1les um numero de arbitrarias 

não inferior a a. 
É facil de ver que o theorema enunciado no n.o 6 tem lagar aqui p,1ra as derivadas de 

ordem p de uma qualquer das variaveis dependentes Zi, bem como o que se demonstrou no 
n.O 7. 

Attendendo á expressão de a, pôde mO>ltrar-se tambem, como no n.O 8, que, para os Ct 

integraes serem geraes, devem conter, pelo menos, a. q funcções arbitrarias com 12 -1 ar­

gumentos. 

VOL. II T 
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33. Sejam 

a equações, contendo cada uma XI, X2, ••• , X n, Z!, Z2, ••• , Za e suas derivadas de primeira 
ordem, e supponhamos que, em cada uma d'estas equações, entram as derivadas de segunda 
'ordem de uma só das variaveis dependentes. 

Derivando cada uma d' estas equações m - 2 vezes em ordem a Xo e tomando depois o 

argumento a. em logar de Xo para variavel 'independente, para o que se devem empregar as 

formulas dadas no n. o 9, resultam as a equações 

(2) 

onde i = 1, 2, ... , a. 

dm- 1 Z· 
d---! 

d m-I Xo 
-d-a.-

dxO­

da. 

=0, 

Raciocinando agora como no n.O 9, vê-se que se póde dar a m um valor tal que estas 
equações se decomponham nas seguintes: 

(3) Pi=O, Qi=O, 

onde 

Q.= dF; _~~ (dy ) + dF i (dy )2 
• d2 Z· d2 Z· dx d2 Z· dx . 

d ---, d --' d --' 
dy2 dx dy dx2 

As equações (1) só podem pois ter um systema de integraes da forma considerada quando 
as equaçõt:'s Q! = 0, Q2 = 0, ... , Qa = ° não forem distinctas, ou tiverem, pelo menos, uma 
solução commum. 

34. Applicando estes principios ás equações 

H d2 z! +K~~+L d2 z1 +M! =0 
dx2 dx dy dy2 , 

d2", d2 z d~ Z 
H~+K-_a_+L~~+Ma=O 

dx2 dx dy dy2 , 
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sendo R, K, L, M, N funcções de x, y, ZI, Z2, ... , Za, Pi, P2, ... , pa, qi, q2, ... , qa, de­
duzem-se, seguindo o mesmo caminho que no caso de uma equação unica, as egualdades 

( dy ) -
H dx_,-K + v'G=O. 

(4) H (:) + (K + VG) (~~) +Mi=O, 

dZ i (dy ) 
dre =Pi+qi dx ' 

em que x e a são as variaveis independentes. 
Os integraes dos a grupos (4), ligados dois a dois por funcções arbitrarias, dão, para 

cada signal do radical, a integraes intermedios. 
Este theorema é, para as equações de segunda ordem a duas variaveis, o que o de M. Com­

bescure é para as de primeira. 
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NOTA 

Alguns dos pontos d'estu dissertação foram objecto de trabalhos que postel:iormente 

publicámos, os quaes se podem ver nas paginas seguintes d'este volume. 
Assim, a respeito da generalisação da theoria de Ampere sobre os integraes das equa­

ções ás derivadas parciaes, dada no capitulo I, publicámos em 1878 um trabalho nas Mémoires 

de lct Société eles Sciences physiques et nattwelles de Bordeaux (2. a serie, t. II). Da mesma 
generalisa~ão occupou-se, mais tarde, Forsyth, professor na Universidade de Cambridge, em 
um artigo intitulado The characte1' of the gene1'al integ1'Cll of partial diffe1'ential equations, o 
qual foi publicado em 1897 no volume XXVIII dos P1'oceedings of the London Mathematical 

Society. N'este artigo obteve este eminente geometra os mesmos resultados a que tinham os 
anteriurmente chegado, por methodo analogo, n' esta dissertação e no trabalho precedente­
mente referido, os quaes eIle não conhecia n'essa oc.c.asião, como nos fez a honra de nos com­

municar em carta de 31 de janeiro de 1898. 
Á transformação estudada no n.O 16 e ás suas applic.ações consagrámos tambem uma 

nota, publicada no volume correspondente a 1882 do Bulletin de l' Académie Royale de Bel­

gique, e li applicação da mesma transformação, considerada no n.O 29, uma outra publicada 
no volume correspondente a 1881 dos Comptes-1'end~ts de l' Académie des Sciences de Pm'is. 

A doutrina d'esta ultima foi transcripta por Goursat nas suas importantes Leçons SU1' l'inté­

gration des équations aux dél'ivées pa1,tielles dlt seconde ord1'e (t. II, p. 265, Paris, 1898), 
onde é consagrado um beIlo capitulo á transformação c.onsiderada no n. ° 16 d' esta dissertação; 
e á mesma doutrina foram consagradas por Clairin algumas paginas da beIla these sobre as 
transfov'maçães de Baeckhmd, que apresentou em 1902 á Faculdade das Sciencias de Paris, 
e que ·foi publicada como supplemento ao volume XIX da 3.a serie dos Annales de l' Ecole 

N07'rnale Supé1'ieUl'e de Paris. 
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SUR LE NOMBRE DES FONCTIONS ARBITRAIRES DES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

(Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles, 2.eme série, t. II. 

Bordeaux, 1878) 

1. Ampere, elans le premier ele ses beaux Mémoires SUl' l'intégration des équations aux 
dérivées partielles, a eléterminé le nombre eles fonctions al'bitraires qui entl'ent dans les inté­
grales ele ces équations. Mais ii n'a considéré que le cas ou l'équation proposée n'a que cleux 
variables indépendantes. Le but ele la pl'ésente Note est ele généraliser la théol'ie cl'Ampere, 
c'est-à-elire ele eléterminel' le nombl'e eles fonctiol1s al'bitraires ele l'intégrale el'une équation 
contenant un nOlllbre quelconque de variables indépendantes. 

2. Soit 

(1) F = ° 
une équation aux dérivées pal'tielles d'ordre quelconque q, avec n variables indépendanles 

Xi, X2, X3, ••• , Xn. 

L'équation V = 0, qui satisfait seulernent à l'équation (1) et à celles qui en l'ésultent par 
la différentiation relative aux varia?les indépendal1tes, est une intéfl1'ale fléné1'ale, parce qu'une 
teUe mtégl'ale satisfait au plus petit nombre possible de conditions. En dél'ivant donc V= O 
jusqu-à l'orell'e m pnr rapport à XI, X2, ••• , X n, rn étaIit un nombre arbitraire, égal ou su­
périeur à q, et endérivant la pl'oposée jusqu'au mêllle ordre, on doit obtenir deux systemes 
cl'équations ielentiques. 

Mais, comme le premieI' systeme contient un nombre d'équations plns grnnd que lecleu­
xieme, ii doit aussi contenir un nombre suffisant c1'arbitraires pour l'ic1entitication des deux 

systemes. 
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3. En différentiant l'équation V = 0, on obtient les équations suivantes: 

v=o, 

dV =0 
dre ' 2 

... , 

... , d2V 
dx2 =0, 

n 

Ou voit que le nombre des équations précédentes est égal à la somme des nombres de 
co:mbinaisons qu'on peut formeI' avec n lettres, prises depuis une à une jusqu'à n à n, la 
même lettre entrant plusieurs fois dans chaque combinaison, plus une unité; c'est.à·dire, par 
une formule bien connue de la théol'ie des combinaisons, à 

[(rn+n)OnJ. 

De la même maniere, on voit que le nomhre des éqllations qui résultent de la différén· 
tiation de l'équation proposée est égal à 

[(m+n-q) OnJ. 

Done, pour identifier les deux systemes d'équations, iI faut que celui-Ià eontienne un 
nombre "d'arbitraires égal à ~, en posant 

ô = [(rn+n) O nJ - [Cm +n-q) O nJ, 

et sllpérieur à ~ quancl ['éli:nination des arbitraires se fait par des groupes. 

En faÍsant des applications successives d'un théol'eme bien connu de la théorie des com­
binaisons, 011 trouve 

~= [(m+ n-1) O (n -l)J+ [(rn+n -2) O (n-l)] + .. ,+ [Cm + n- q) O (n-l)]. 

Cette formule fait voir que ~, et par conséquent le 110mbre des arbitraires, doit augmenter 
avee m. Cette couditiou est satisfitite, comm'il est facile de voir, par Ies fonctions arbitra ires 
d' a1'guments déterminés. 

4. Considérons premierement le cas ou l'intégrale de l'équation proposée est exprimée 
par une équation seulement, et déterminons le nombl'e de fonctions m'bit1'aú'es qu'elle contient, 
et le nombre de a1'guments de chaque fonction. 
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. THÉOREME:-- L'intégrale d'une équation aux dérivées paI-tielles d' ord1'e q avec n variables 

indépendantes contient~ en général, q fonctions arbitraires distinctes, contenant chacune n-1 

w'guments, et elle ne pettt Jamais en contenil' moins .. 

NOlls avons déjà fait remarqueI' que le systeme d'équations qu'on obtient en différentiant 
l'intégl'ale de (1) doit contenir un nOlllbre de fonctiúns arbitrail'es égal ou supérieul' à 

[(m+n-l) C (n-l)J + [Cm +n -2) C (n -1)J + ... + [(m+n-q) C (n-l)J. 
, 

Nous allons maintenant voir combien de fonctions arbitraires doit contenir, d'apres cela, 
l'intégrale de (1). 

1.0 Supposons que dans l'intégrale entrent g fonctions arbitrail'es, cantemmt chacune l 

arguments, que nous représenterons par ai, a2, a3, ... , ai' Chaque fonction arbitraire don­
nera, par la dérivation, les suivantes: 

9(ap (/2' ... , ai)' 

d'.Ii dr.p drp 
I 

da~ 
, 

da2 
, ... , 

dai 
, 

d 2 r.p d 2 r.p d 2 'f 
cla2 , dai da2' 

... , 
da2 ' i I 

d3 r::; d3 r.p d3 r!) 
I I 

([3-' da2 da' 
... , d 3' aI i \I ai 

....................... , 

et par conséquent le systeme des équatiolls qui résultent de la différentiation de I'intégrale 
contiendra un nombre de fouctions arbitl'aires égal à 

g Um + l) C lJ. 

2.° Dans l'intégrale de (1) peuvent encore entreI' des fonctions arbitraires obtenues par 
la différentiation des précédentes par rapport auxarguments, considérés comme variables in~ 
dépendantes. Considérons-en une d' orclre (j, et cherchons le nombre des fonctions arbitraires 
qu'elle introduit dans le systeme d'~quations, qui ne SOif'llt pas comprises parmi eeJles du pre-

mieI' caso Soit . dO f cette fonction. Ses dérivées (1' ordreinférieur à m - (j sant compri-
da\ da;' . .. 

ses parmi les dérivées dê 'f d'ordre inférieur à m, et par conséquent elles ont été déjà rap­
portées dans le premieI' caso II nous reste donc à oherohe1' le nombre des déri vées de 

i dO f dont l'ordre est compris entre 112 - (j et m. 
da! cla~ . . . . 
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Le nombre des dérivées d'ordre m - 0+1 de la fonetion préeédente est égal au nombre 
de com binaisons de l lettres m - 0+ 1 à m - O + 1, la même lettre pouvant entreI' plusieurs 
fois dans ehaque combinaiE'on, c'est-à-dire 

[Cm + l- O) C (l-l)J. 

On trouve de la même maniere que les nombres des dérivées d'ordre m-0+2, ... , 
m - 2, m - 1, m sont respeetivement 

[(m+l-O+l)C(l-l)], ... , [(m+l-2)C(l~1)J, [(m+l-l)C(l-I)J. 

Donc le nombre total des fonctions arbitraires introeluites dans ce second cas est 

[(m+ l-1) C (l-I)J + í(m+l-2) C (l-I)J+ ... + [(m+l- O) C (l-I)J. 

3.° Si elans l'intégrale ele l'équation (1) entrent des intégrales indéfinies (contenant quel­
ques-unes eles fonctions arbitraires elu premieI' eas) prises par rapport aux arguments, consi­
elérés comme variables inelépenelantes, iI est faeile de voir que, pOUl' trouver le nombre de 
fonctions arbitraires, elérivées ele ces intégl'ales, qui ne sont pas eomprises dans le premieI' 
cas, nous avons à additionner eles nombres de combinaisons ele lettres, dans chacune desquelles 
entrent l-I lettres ou moins. 

Considérons, en effet, l'intégl'ale f f f ... f cp dai da~ ... , ou cp est una eles fonctions 

al'bitraires de ai, a2, ... , consielérées dans le premier caso Différentiant jusqu'à l'orelre m 

chaqu'une des intégrales f <fi dap f f '( da! da2, f f '( dar, ... , par rapport aux arguments 

dont les différentielles n'y ent,rent pas, nous obtienelrons des fonetións arbitraires qui n'entrent 
pas elans le premieI' cas, et .aont le no more est égal à [Cm + t) bt], ou t est le nombre el'ar­
guments qui sont dans ces conelitions, et par conséquent moindre que l. La différentiation de 
ces intégrales par rapport aux arguments dont les différentielles yentrent, donne d'autres in­
tégrales, en nombre déterminé, auxquelles on applique ce que nous venons de dire. 

Dans le cas ou cp n'entre pas dans l'intégrale de (1) hors du signe d'intégration, on con­
sidere son intégrale d'ordre minime comme une fondion arbitraire ~, qu'on met dans le 
premier caso 

De tout ce que nous venons de dil'e on peut conclure qu'est condition nécessaire pour 
qUt:l l'intégrale de l'équation (1) soit générale 

(3) [(m+n-l)C(n-l )J+[(m+n-2) C(n-l)J+ ... +[(m+n-q)C(n-l)J < 9 [(m+l)ClJ+g', 

en posant 

g' = ~ [Cm +A) C (l-I)J +~' [Cm +B) C (l-2)J + ... , 

Hosted byGoogle 



163 

ou g' représente le nombre des fonetions arbitraires introduites dans le deuxieme et le troi­

sieme cas et A, B, o o odes nombres entiers positifs, inférieurs à lo 
Oette condition peut être écrite de la maniere sllivante, en ordonnant ses deux membres 

suivant les puissanees déeroissarites de m: 

qmn-i +0 o o < gml+o o o 

~t doit fLvoir lieu, quel que soit mj done, en faisant m plus grand qu'une quantité assigl1llble 

queleorque, ii vient 

ce _ que nous voulions démontrer. 

Le signe d'égalité doit être emplojé toutes les fois que, lorsqu'on fait l'élimination des 

fonetions arbitraires, pour passer du systeme d'équations qui résulte de la dift'érentiation de 
l'intégrale à celui qui résulte de la dift'érentiation de l'équation proposée, les fonctions arbi­

traires ne s'éliminent pas par groupes, ou qu'il s'en élimine par groupes le moindre nombre 
possible pour ehaque valem de m. O'est le cas général, puisque, pour que les arbitraires 
s'éliminent par groupes, iI faut qu'entre elIes existent des rélations, et alors le nombre de ces 

rélations est minime. 

õ. THÉORÊME. - Le plus petit nombl'e de fonctions w'bitl'ail'es qui doivent clispw'aUreJ 

quand on fait l'élimination des alltresJ augmente avec l'Ol'dl'e de l'équationJ avec l'ol'dl'e 

jusqlb'auquel on diffél'entie l'intégl'aleJ et avec le nombl'e des vW'iables indépendantesJ et n'est 

zéro que dans le cas des équations de premieI' ordl'e. 

Pour démontrer cette proposition, nous devol1s, dans la formule (3), employer seulemeut 
le signe d'égalité, paree que nous cherehons seulement le moindre nombre d'arbitraires qui 

doivent disparaitre quand ou élimine les nutres. 
Quand on fait l'élimination des fonctions arbitraires, pour passeI' du systeme d'équations qui 

résulte de dériver l'intégrale à eelui qui résulte de la dift'érentiation de l'équation proposée, le 

nombre des fonetions qui doivent di~paraí:tre d'elles-mêmes doit être égal à D, en filisant 

D = q [(m+n-l) C (n-l)J - [(m+n-l) (] (11 -1)J - [(m+n-2) C (n -1 ,J 

-. o .-[(m+n-q) C (n-l)J + g', 

dift'éreneequi est tOI~ours positive, même lorsque g' est égal à O. 
En appliquant, .en eft'et, à chacu,n des dift'érenees partielles dans lesquelles on peut dé­

composer D la formule 

[(m+p) CpJ - [(m+p - u) CpJ = [(m+p-l) C CP -1)J + [(m+ p-2) C (p -1)J 

+. o 0+ ~(m+p-tt) C (p-l)J, 

* 
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iI vient 

D=(q-1) [(m+n-2) 0(n-2)J+(q--2) [(m+n~3) O (n-2)J +(q-3) [(m+n-4)C(n-2)J 

+ ... +2 [(m+n-q+ 1) O (n-2)J +[(m+n-q) O(n- 2)J + g', 

Oette valeur de D augmente avec q, m et n, ce que nous voulions démontrer. 

6. Nous allons maintenant considérer le cas plus général ou l'intégrale de l'équation (1) 

est exprimée par k + 1 équations, ou entrent k arguments qui ne peuvent pas être éliminés 
de maniere à obtenir une seule équation, 

Dans ce cas, iI est faJile de voir que le systeme d'équations qui résultent de la différen­
tiation de l'intégrale, jusqu'à l'ordre m, contient un nombre d'équations égal à 

(k + 1) [( m + n) O n J, 

et comme le systeme qui l'ésulte de la différentiation de (1) en contient 

[(m+n-q) OnJ, 
la différencesera 

l(m+n)OnJ(k+1)-r(m+n-q)OnJ=k[(m+n)OnJ+[(m+n-1)0(n-l)J+[(m+n-2) O (n-1)] 

+ .. . +[(m+n-q) 0(n-1)J =k [Cm +n) OnJ +1l. 

Dans ces équations entrent les arguments et leurs dérivées,dont le nombre est égal à 

k [(m+n) OnJ, 

qu'elles doivent déterminer; par conséquent le nombre de fonctions arbitraires doit être supé­
rieur à 1l, quand les fonctions arbitraires s'éliminent par groupes, et égalà 1l dans le cas con­
traire. Quand on fait l'élimination des arguments, quelques fonctions arbitraires peuvent dis­
paraitre, ce qui n'altere pas la conclllsion précédente, par ce qu'alors le nombre des fonctions 
arbitraires doit augmenter. 

On conclut de ce qui précec1e, en procedant comme dans les n. os 4 et 5, que les théore­
mes précédemment énoncés ont encore liel1 quanc1 k> O. 

Le premieI' de ces théorbnes peut être encore énoncé de la maniere suivante: 
L'intégl'ale d'tme équation aux dérivées pal'lielles d'ordre q avec n variables indépendantes 

doit confenil' ~m nombre de fonctions arbit/'ai1'es distinctes égal à l' ol'dl'e de l' équation avec nn 
nombre d'argltments égal à n-1, quand dans l'élimination des a1'guments} des fonctions a1'bi­
traires et de leul's dé1'ivées, ces fonctions ne s'éliminent par groupes, ou qu'il s'en élimine par 
g1'oupes le moindre nombre possible, et jamais elle ne pe:lt confenir moins. 
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SUR L'INTÉGRATION D'UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU DEUXIElVlE ORDRE 

(Comptes rendus des séances de l' Académie des Sciences de Paris, t. XCIII. 

Paris, 1881) 

Le but de cette Note est de faire voir que l'équation aux dél'ivées partielles de deuxieme 
ordre 

d2 Z dz (d~ Z dz ) 
A-d d +B-d +~ d~'-d ,z,y,x =0, xy y x~x 

ou A et B sont des fonctions de x, y, z, :;, peut êtl'e tl'ansformée dans une autre <lu pre-

. d2 z d2 z 
mier degré par rapport à -d-. 2 et -d d • x x y 

Soit 

(1) ( dz) tt=f x, '!}; z, da; , 

la fonction f étant déterminée au moyen de l'équatiou 

(2) 
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En dérivant (1), on obtient 

du _ df + df dz + df d2 Z 

doo - doo dz doo d dz dx2 ' 

doo 
(3) 

du = .df + di dz + df diz 
dy dy dz dy d dz dxdy' 

doo 

En éliminant dans l'équation proposée dd2
dz et dd2

: au moyen de (3), et en remal'quant 
x y x~ 

que ~; disparait alors á cause de (2), ou obtient une équation de la forme suivante: 

( dz du du) 
F x, y, z, doo' doo' dy =0. 

" 

Ct:tte équation et l'équation (1) donnent 

(4) ( du du) 
z=.<? x,y,u'dx'dy' 

dz ( du dtt) 
doo = O x, y, u, doo' dy . 

En dérivant la premHn'e des équations pl'écédentes par rapport à x et en comparant le 
résultat avec la seconde, on trouve 

o (x 1 U du dtt) _ dO( +~1 du +~ d2 u + d'f d'!tt 
,y, 'doo' dy - doo du doo· d du dx2 d du dxdy' 

doo dy 

Cette équation est linéaire du deuxieme ordre et donne la valem' de u, qui, substituée 
dans l'équation (4), mene à l'intégrale demandée. 
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SUR L'INTÉGRATION D'UNE CLASSE D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 
DU DEUXIElIIE ORDRE 

(Bulletins de l'Académie royale de Belgique, S.me série, t. TIr. Brú~elles, 1882) 

Je considere, dans ce travail, une transformation des équations aux dérivées partielles: 
linéaires, du deuxieme ordre, qui les ramene à autres du premier ordre, lorsque leurs Ínté­
grales intermédiaires contiennent seulement x, y et une fonction déterminée 

( dz dz) f x, y, z, rix' dy , 

qui nevarie pas avec la fonction arbitraire. 
Quand cette transformation n'a pas lieu, je fais connaí:tre une transformation qU,i ramene 

l'équation proposée à une autre du deuxieme orclre, laquelle contient, commecas particúlier, 
la transformation de Laplace. 

I 

Soit proposée l'équation aux dérivées partieIJes, du deuxieme ordre: 

(1) 

ou 1'011 suppose 

dz 
P=dx' 

F=A1'+Bs+Ct+D=O, 

d2 z 
s=--

dxdy' 
d2 z 

t= dy2' 
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Cherehions les eonditions pour que l'équation (1) puísse être transfoflllée dans une uutre 
du premieI' ordre au llloyen de la rélation 

(2) cp (x, y) = f(x, y, z, p, q). 

Cette équation donne: 

(3) 

dcp df df df· df 
dx = dx +(lz p+ dp 1'+ dq S = cpi (x, y, z,p, q, 1', S, t), 

dcp df df df df 
dy = dy + dz q + dp S + dq t = CP2 (x, y, z, p, q, '1', S, t). 

Premierement on voit que, si l'on élillline deux des quantités I', S, t entre les équations 
(1) et (3), l'autre quantité doit Jisparaitre. 

Ensuite, éliminant une des quantités z, p, q entre l'équation résultante et l'équation (2), 
dont le seeond lllelllbre est supposé connu (nous verrons bientôt que la eonditiori préeédente 
1e détermine), les denx autres "doivent disparaitre. 

Quand ces conditions sont satisfaites, on arríve, en effet, à un résultat de la forme: 

(4) ! ( ,r d cp d cp) _ 
<p x, y, r, dx' dy - O. 

Les conditions nécessaires et snffisantes pour que la transformation précédente soit pos­
sible s'obtiennent done en exprimant que trois des quantités z, p, q, 'l', S, t disparaissentr 
quancl on élimine les trois autres; autrement dit, par un théoreme SUl' les détermínants fon-
ctionnels, bien connu: 

dF dF dF dF 
d1' d.~ dt dp 

O O O di 

(5) 
dp 

=0, 
df df depi 
dp dq 

O 
dp 

O 
df dJ d '-(2 

dp dq- dp 
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dF dF dF dF 
dr ds dq dp 

O O df df 

(6) 
dq dp 

1=0, 
df df d(['1 ti (['i 
dp dq -di dp 

O di d(['2 d(['2 
dp dq dp 

dF dF dF dF 
dr ds dz dp 

O O di df 
dz dp 

(7) =0. 
df df d CP! d(['i 
dp -di dz dp 

O df d(['2 d(['2 
dp dz dp 

L'équation de condition (5) donne: 

A B C 

df 
df df 

O 
dp 

dp dq =0. 

O df df 
-dp dq 

. Si : = 0, on doit éliminer q au lieu de p, [lU moyen de l'équation (2); €'t l'on arrive à 

ce même déterminant multiplé par X; mais : et X ne peuvent être nulles en même temps; 

done ce déterminant est égal à zéro. 
Conséquemment, 

(8) C (df )2 +A (df ) ii -B df. dj =0' 
dp -dq dp dq , 

ou 

(9) 
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!!, Q' étant les racines de l'équation 

(10) 

Chacune des équations (9) est aux dérivées partieIles linéaires, du premier ordre, ave c 

deux variables indépendantesj par conséquent on peut toujours les intégrer. Nous avons 

ainsi deux ensembles de valeurs pour le second membre de la formule (2). Sllbstituons, dans 

les équations de condition (6) et (7), les dérivées de la fonction f, et éliminons ensuite p ou 

'1. au moyen de (2). Si I'on obtient ainsi deux identités avec deux des formes de la fonction 

f, qui satisfassent à l'une ou à l'autre des équations (9), l'équation proposée a deux transfor­

mées de la forme considéréej si 1'0n obtient deux iclentités avec une seule des formes de f, 
l'équation proposée en a seulement une. Enfin si l'on n'obtient pas d'iclentités, l"équation pro­

posée n'a pas de transformée de la forme consiclérée. 

Le nombre cle ces transformées ne peut par être supérieur à deux, parce qu'à chaque 

transformée correspond un intégrale intermécliaire, comme on va voir. 

Quand les équations (6) et (7) sont vérifiées, l'élimination de trois des quantités z,p, q, r, s, t, 
entre les équations(l), (2) et (3), conduit, comme nous I'avons déjà vu, à une équation ele la 

forme (4), qu'on integre par la théorie des équations aux dérívées partielles, du premieI' 

ordre, avec denx variables indépendantes. Cette équation clonne la fonction cp, c'est à·clire le 

premieI' nombre de (2). Nous avons ainsi une intégrale intermédiaire de l'équation proposée, 

avec une fonction arbitraire, introduite par (4). 

Nous ferons encore les remarques suivantf's: 

1.0 Comme l'équation proposée est du premieI' degré par rapport à 1', S et t, I'équation (4) 

. d . d ' , d <p d CD ,. I' bl d" . sera anSSl u prenller egl'e par rapport a -.7 et -d I, ou eqmva ente a un ensem e equatlOns 
O,X y 

du premieI' degré par rapport à ces c1él'ivées, parce que les formulas (3) sont du premieI' 

degré par rapport à toutes ces qualltités. 
2.° Si les équations ele condition (6) et (7) sont vérifiées, nous pouvons annuler, dans les 

formules (1), (2) et (3), cleux eles quantités z, p, q, 1', S et t, qui doivent elisparaitre quand on 

fait l'élimination des autres, et effectuerensuíte cette élimination, laqnelle est alors simplifiée. 

II 

Nous avons consieléré, jusqll'ici, le eas ou les équatiolls de condition (G) et (7) sont vél'i-

1iées par une des fonctions qui satisfont à une des équations (9). 

Si seulement l'équation (6) est vérifiée, nous alIons transformeI' I'éqllution proposéedans 

une autre du deuxieme ordre. Nous verrons, par la snite. qu'il y a une classe étenelue et. 

important~ d'équations à laquelle cette transformation est applicable. 

Apres avoir trouvé, par l'équation(5), le seconde membre ele (2), si l'on tI'ouve que la 

condition (6) est remplie, mais que l'équation (7) ne soit pas vérifiéf', la variable z ne elispa-
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rait pas, quand on élimine, de l'équation (1), trois des quantités 1', s, t, p et q, au moyen de 
(2) et (3). Nous aurons donc une équation de la forme: 

(11) 

ElIe donne: 

dfi + dli dz + dfi !!:..!i + dfi _ _ d2 ~ + dfi d2 ~ = O 
dx dz' dx d <p • dx d !! <p' dx2 d d <p • dro dy , 

dro dy 

!lf~+ dfi .~+ dfl. d<p + dfl . d2 r.p + dfi . d2 r.p =0. 
dy dz .dy d if dy d d <p dro dy d!!..J.... dy2 

dro dy 

L b · . d l' , . (2) d I d dz dz d' 1" a su stltutlOn, ans equat10n ,es va eurs e dro et d' onnees par es equatlOns 
é 'd d ., 't' Y pr ce entes, con Ult a une equa 1On: 

(12) 

K, L, M, KI, LI, Mi étant des fonctions de x, y, z, <p, ~:' ~:. 
Éliminant ensuite z, au moyen de l'équation (11), on obtiellt une équatioll aux dérivées 

partielles, da deuxieme ordre, avac deux variables indépendantes. 
Si 1'on sait intégrer cette équation par un moyeIi quelconque, 'on obtient la valem de <pj 

et cette valem, substituée dans (11), conduit à l'intégrale de l'équation proposée (1). 
Dans le cas contraire, si l'équation (12) est réductible à la forme (1), on lui applique de 

nouveau la transformation précédente, et l'on continue ainsi jusqu'à ce qu'on arrive à une 
équation à laqueIle ne soit pas applicable la transformation précédente, ou à une équation 
qu'on sache intégrer. 

III 

Nons aIlons maintenant discute r l'équation (10). 
1. er caso Si A = 0, on aura: 

Q'=o, B Q"=_. 
a' 

* 
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df 
--=0 dp , 

172 

done une des formes de la fonetion f ne eoutiendra pas p. 
2.e caso Si 0=0, ou aura: 

Q'=oo, 

et 

par conséquent, une des formes de la fonction f ne contiendra pas q. 
3.e caso Si, en même temps, A=O et 0=0, on aura: 

Q' = 0, Q" = 00, 

et 

df =0 ddfq = 00. dp , 

Ainsi, une des formes de la foneLion f ne contiendra pas p, et l'autre ne eontiendra 
pas q. 

4. 8 caso Si, eu même temps, A = ° et B = 0, on aura: 

Q'=o, Q"=O; 

puis 

les deux formes de f ne eontiendront pas p. 
5.e caso Si B=O et 0=0 011 aura: 

Q' = ao, ~2" = 00, 

df =0. 
dq , 

les deux formes de f ne eontiendront pas q. 
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L'étude de ces cas particuliers est importante, parce que 1'on y réduit souvent des cas 
plus compliqués. Nous allons done les étlldier. 

L Considérons l'équation aux dérivées partielles: 

F=A1'+Bs+D=0, 

ou A, B, D sont das fonctions de x, y, z, p, q, 
Nous avons déjà vu que, dans ce eas, l'équation (5) donne: 

df =0 
dq , 

La deuxieme équation ne eonduit paa à nn résllltat remarquable; considérant done seul e­
ment la premiere, on a 

(13) tt = f(x, y, z, p), 

en posant cp (x, y) = u, Par eonséquent: 

(14) 

d1t df df df 
dx = dx + dz p+ dp 1'= cp:! (x, y, z,p, r), 

dlt df df df 
-d- = -d + -d q + -d S = (02 (x, y, z, p, s), y y z P I 

La deuxieme équation de condition (6) donne: 

A B 
dF dF 
dq dp 

O O O df 
dp 

=0, 
df dif(:! 
dp 

O O 
dp 

O 
df df d 92 
dp dz dp 

ou 

(15) 
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La fonetion f doit done êtl'e obtenue au moyen de l'équation préeédente; et, eomme eette 
-fonction ne doit pas contenir q, l'équation pl'oposée doit être: 

F=Ar+Bs+Hq+G=O, 

A, B, H, G étant des fonctions de x, y, z, p. 
L'équation (15) devient: 

d'ou, intégrant, 

(16) tt=f= fA(Bdp+Hdz), 

À étant le factem quil'end intégl'able Bap+Hdz. 
La troisieme équation de condition (7) donne 

(17) B rH dep2 -B d'f2J+A[-H dep! -B d'f!J-BA[H dF -B dFJ=o. 
L dp dz _ dp dz ap dz' 

Si l'élimination de quatre des quantiiés 1', S, p, q et z, entre cette équation et les équations 
(14) et (16), conduit à une identité, l'équation proposée aura une intégl'ale intermédiaire. 
Nous allons chercher u dans ce caso 

011 déduit de l'équation (16): 

du af -a =-d +A[Hq+BsJ: y y 

puis, en éliminant Hq+Bs et r, on obtient: 

(18) 

Éliminant ensuite une des quantités p ou z, au moyen de l'équation (~6), et observant 
que l'autre doit disparaitre, à cause de l'équation (17), on aura une équation de la forme: 

( du du) 
~ x, y, u, dx' dy = O. 

Cette équation est aux dérivées partielles, 'du premier ordre, avec deux variables inq,é­
pendantes. Intégrée, elle donne, poul' 1t, une valeul' contenant une fonction arbitrail'e. En 

Hosted byGoogle 



175 

substituant ensuite cette valelll' de 1! elans (16), on obtiendra l'i'ntégl'ále intermédiaire de 

l'équation proposée. 
Supposons maintenant que l'équation de condition (17) ne soit pas vérifiée. Alors nous. 

emploierons la transformation du numéro II. 
Éliminant Ies ql1aniités 7' et s, au moyen eles équations 

dn df 
-d- = ----j- + À. (H q + Bs), 

y úy 

et ensuit3 p, a'l Illoyen de I'équatión (16), et obsel'vant que q alo1's eloit elisparait1'e, on obtient: 

~+B'~+e'=o dx dy , 

Bt et e' étant eles fonctions ele x, y, Z, !l. 

Cette équation donne 

d2 n +B' d2 1t + (dB' + dB' ~) dn ...L~~+ de' dlt + (dB' du + de') -o 
dx2 dxdy . dx dí!' dx dy I dx du dx dz . dy dz P - . 

Éliminant z et p, au moyen ele l'équation (16) et ele la préeédente, on obtient une 

équation: 

Si 1'0n peut intégl'el' cette équation par une méthoele quelconque, on obtient une valem' 

pOUl' u, qui, Sub3tituée elans l'équation (IG), conelnit à I'intégrale elemandée. Dans le cas 

contraire on examine si I'on peut encore lui appliquer la tl'ansformation du numéro II. 
II. Si A = O, c' est-à-elire si l'équn tiOIl proposée est: 

tout ce que nous avons dit, elas le cas pl'écédent, a encore lieu, avec Ie changement de x en y., 
p en q, e en A, et l'éciproquemeut. 

III. Si 1'on a, ell même temp&, A = ° et e = 0, l'équation (5) donne: 

di --=0 dp , 
di -o 
dq- . 

Hosted byGoogle 



176 

On résout done la question: ou par le eas I en y faisant A = 0, ou par le cas II en y 
faisant C = O. 

IV. Si B = ° et C = 0, I'équation (8) donne: 

done 

u=f(x, y, z,p); 

et par suite: 

Alors I'équation proposée est 

F=Ar+D=O. 

Pour que q disparaisse quand on élill1ine 7' et p, au ll10yen des précédentes, .on doit avoir: 

Donc f ne peut contenir p; et les transformations considérées n'ont pas lieu. 
On excepte le cas ou I'équation proposée ne eontient pas q; alors, l'équation (6) a li eu 

sans qu'il soit nécessaire que la fonetion f ne cuntienne pas p. Mais, dans ce cas, l'équation 
proposée peut être intégrée en considérant y COll1ll1e constant et remplaçant la constante ar­
bitraire par une fonction arbitraire de y. 

V. Si B = ° et A = 0, on applique tOllt ce qu'on a vu dans le cas précédent, en changeant 
m en y, p eu q, -I' en t, et réciproquement. 
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VI 

(Dissertação apresentada á Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra 

para o concurso a um logar de lente da mesma Faculdade. Coimbra, 1876) 

-rOL. II x 
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INTRODUCÇÃO 

o prmClplO das velocidades virtuaes póde, como é sabido, servir para resolver de um 
modo uniforme todas as questões de Mecanica. Isto fez Lagrange na Mecanica Analytica, 
usando, para determinar a posição dos pontos no espaço, ou das coordenadas cartesianas re~ 
ctangulares, ou das coordenadas polares. Diz porém este grande geometra 'que na Mecanica 
Analyticase póde empregar qualquer systema de coordenadas parl>l determinar a posição dos 

pontos no' espaço. 
Poinsot na sua Nota soo1'e um ponto ftmdamental da Mecanica Analytica mostrou que as 

formulas de composição de forças dadas por Lagrange não são applicaveis ao caso das coor­
denadas cartesianas obliquas, e apresentou as formulas que então têem logar. Foi porém )mais 

longe este illustre geometra, pois avançou mesmo que, no methodo de resolver as questões de 
Mecanica pelo principio das velocidades virtuaes, não são proprias as coordenadas obliquas 

para determinar a posição dos pontos. 

Nenhum geometra, que eu saiba, se occupou mais d'este ponto de Mecanica; .não me parece 

porisso inutil desenvolvel-o nesta dissertação, para mostrar que a reflexão anterior de Poinsot 
não é exacta, e chegar por meio do principio das velocidades virtuaes a alguns resultados já 

obtidos por outros methodos, e a outros que julgo não terem sido ainda notados. 
No capi.tulo I mostro primeiramente que a equação (5), que traduz o principio das velo­

cidades virtnaes, demonstrada por Lagrange no caso dos eixos coordenados serem orthogo­
naes, tem logar ainda quando os eixos são obliquos. Esta extensão da formula (5) parece-me 
não ter sido ainda indicada, nem tambem a extensão analoga da formula (4). Procuro depois 

as formulas de composição das forças, quando os eixos coordenados são obliquos, a que chegou 
Poinsot, e termino por deduzir (restas formulas o principio do parallelipipedo das forças. 

As equações que exprimem o equilibrio do solido invariavel, quando os eixos coordenados 

são obliquos, foram, como se sabe, achadas por Poinsot, usando dos theorem~s sobre binarios; 

creio porém que ningllem se OCCupou ainda de as deduzir do principio das veloeidades vir­

tuaes. No capitnlo II faço pOl'isso esta deducção, e chego assim ás formulas (4) e (5), que 
creio novas, das quaes se tiram as equações (6), a que chegou Poinsot. Esta deducção é feita 

por dois processos, elos quaes o segundo é fundado nas formulas (7), que são a generaliza<;ão 
de tres formulas devidas a Euler. 

Hosted byGoogle 



180 

No capitulo III deduzo primeiramente a equação geral da Dynamica no caso dos eixos 
coordenados serem obliquos, deduzo depois as equações do movimento do solido invariavel, 
que têem tambem logar no movimento de qualquer systema livre, e demonstro que o não 
entrarem nestas equações as torç,as de attracção reciproca dos pontos dois a dois é uma cir­
cumstancia que tem logar não sómente quando as forças são egllaes duas a duas e oppostas, 
mas ainda quando, sem serem eguaes, são todavia funcções das distancias dos seus pontos de 
applicação. Esta proposição creio não ter sido ainda notada. 

Resta-me fallar de um dos pontos novos da minha dissórtação, que me parece ter alguma 
importancia. A posição de um ponto no espaço 'póde determinar-se,relativamente a tres eixos 
coordenados obliquos, pelas proje.:lções orthogonaes do seu raio vector sobre estes tres eixos. 
Este systema de coordenadas, applicado á Macanica, conduz a muitas equações, entre as 
mais importantes, que têem a mesma fórma que se os eixos coordenados fossem rectangulares, 
abstrahindo da significação das variações. Estas equações são: a equação fundamental do 
equilíbrio; as equações do equilibrio do solido invariavel (formulas (4) e (5) do capitulo II); 
as equações (7) do mesmo capitulo II; a equação fundamental da Dynamica (formula (5) do 
capitulo III); as equações do movimento do solido invariavel (6) e (8) do capitulo III, e as 
suas consequencias (10) e (11). Empregando as coordenadas de que acabámos de fallar, che­
ga-se a resultados, em geral, mais simples que os que se obtêem empregando as cartesianas 
obliquas. 

Coimbra, 1876. 
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CAPITULO, I 

Equilibrio dos systen::l3S de forças 

J. Sabe-se que o principio das velocidades virtuaes se traduz pela formula 

(1) Pdp+Qdq+Rdr+ ... =0, 

sendo P, Q, R, ... as forças que actuam sobre osystema em equilibrio; p, q, 1', ••• as 
distancias dos pontos de applicação d'estas forças a outros pontos collocados na sua direcção, 
chamados cent1"OS deforgas; e dp, dq, dr, ... as variações d'estas distancias, quando se dá ao 

systema um deslocamento infinitamente pequeno, compativel com as ligações do mesmo. 
Sabe-se tambem que, para resolver qualquer questão de equilibrio por meio do principio 

das velocidades virtuaes, deve exprimir-se dp, dq, dl", •.. em funcção das coordenadas dos 
diversos pontos do systema, eliminar-se na equação (1) as differenciaes das coordenadas, que 
se poderem eliminar por meio das equações que representam as ligações do systema, e egualar 
separadamente a zero os coefficientes das outras differenciaes. 

As coordenadas que servem para determinar a posição dos pontos do systema, podem ser 
de qualquer natureza, como diz Lagrange. Na Mecum:ca Analytica emprega este grande geo­
metra as cartesianas orthogonaes e as polares. Aqui empregaremos as cartesianas obliquas. 

2. Formemos primeiramente dp, dq, dr, ..• em funcção das coordenadas x, y, z, 

m', y', z', '" dos diversos pontos do systema. 
A distancia entre o ponto (x, y, z) e o centro de força correspondente (a, b, c), quando 

os eixos coordenados são obliquos, é 

(2) 

(x- a)2+ (y-b)2 + (z- c)2 + 2 (x- a) (y - b) cos (xy) 

+ 2 (x - a) (z - c) cus (xz) 

+2 (y- b) (z - c) cos (yz), 

<lhamando (xy) , (xz) , (yz) os angulos formados pelos eixos coordenados entre f}i. 
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Differenciando, vem 

[(x - a) + (y - b) cos (xy) + (z - c) cos (xz)] dx 
1 

dp = - + [(y.,- b) + (x - a) cos (xy) + (z - c) cos (yz)] dy 
P 

+ [(z - c) + (x-a) cos (xz) + (y- b) cos (yz)] dZj 

mas, designando por (px), (py) e (pz) os angulos formados pela linha p com os eixos das 
coordenadas, temos (4) 

x-a y-b z-c 
cos(px)=---+-' -cos(xy)+-- () 

PP' P cos xz, 

(3) 
y-b x-a z-c 

cos(py) = ~+--cos(xy)+-- - ( ) 
P P P cos yz, 

z-c x-a y-b 
cos(pz)=--+--' cos(xz)+-' - () 

p p p cos yz ; 

logu 

(4) dp = cos (px) dx + cos (py) dy + cos (pz) dz, 

que é a mesma formula a que chego~ Lagrange no caso de serem os eixos coordenado.s 
orthogonaes. 

No caso de sobre dois pontos (x, y, z), (x', y',z') actuarem dl.l~s forças egl.laes e oppos­
ta's, virá 

(4') dp = cos (px) (dx- dx') + cos(py) (dy-dy') + cos (pz) (dz 7d'z'), 
, -

sendo pa distancia dos dois pontos, e (px) , (py), (pz) os angulos formados pela ljnhaq4e os. 
,une com os eixos, das coordenadas. 

3. A condiçfio necessaria e sufficiente para que um systema de forças esteja em equili­
~Lrio, é,' em vii'tilde elo quetemoselito, 

2: P [cós-(px) dx +C08 (py) dy+ cos(pz) dzJ= 0, 

onde se deve estender o sig!lal de somma a todas as forças elo systema. 

(1) Estas formulas ençontrair\'-se nab'ella:Mellleria sobre varias formulas noyas de Geometria AnaJytica~ 
npresentada pelo nosso ilIustre mathcmatico, o sr. Daniel Augusto da Silya, á Academia das Sciencias de, 
Lisboa, em 1872. 
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Exprimindo as ligações do systema pOr equações entre as coordenadas obliquas do!,:! seus 
diversos pontos, differenciando estas equações, eliminando por meio d'ellas as differenciaes 
que se poderem eliminar na equação precedente, e egualando a zero os coefficientes das res:­
tantes, obtêem-se as equações que exprimem o equilibrio do systema. 

Para fazer esta eliminação, póde seguir" se o caminho usad.o por Lagrange, isto é, multi~ 
plicar as equações que exprimem as ligações por factores indeterminados, sommal-as com a 
equação anterior, e egllalar depois a zero os eoefficientes de todas as differenciaes dx, dV, dz, 
dx', dV', dz/, etc. Parte das equações que se obtêem, servem para determinar os factores, e 
as restantes exprimem as condições do equilibrio do systema. 

Póde-se tum bem exprimir immediatamente"as condições de bqnilibrio do systema por meio 

de determinantes. Com effeito, sendo V = 0, V' = 0, V" = 0, ... , VnJ = ° as equações que 
representam as ligações do systcma, teremos 

dV dU dV dV 
-d-dx+--Z-.-dV+-Z-dz+-d' dx'+ ... =0, 
xcv c z :x: 

dV dU dV dV 
-d-dx+-d- dV+-Z- dZ+-d' dx'+ ... =0, 

x ·v (jZ :x: 

dVn) dVn) dV") dVn) / 
-d-dx+-d-dV+-Z-clz+-cl / dx + ... =0. x V (jZ x 

Por meio d'estas equações devem eliminar-se em (5) n differenciaes das v:ariaveis x, V, z, 

ai, V', z', etc. e egualar a zero os coeffioientes das restantes, o que dá o systema de deter­
minantes: 

P cos (px), P cos (PV), P cos (pz), P' cos (p/x), 

dV clV dV dV 
dx , di! , dZ , --a;;J' 

dL" dL" clL" dL" =0. a;;;-, "clV 
, ~--, ~ 

, 
•••••••••••••••••••••••• , •••• I •••••••••••••••• 

dVn) dVn) dV") dVn) 

dx 
, dV--, -dz" , ([XI , "'1 

Cumpre notar que, sendo m o numero de pontos do systema, haverá em cada columna 
horisontal do symbolo precedente 3111 termos, e em cada columna vertical n + 1. Com cada 
n + 1 columnas verticaes póde formar-se um determinante, e temos assim 3 m - n determi­
nantes distinctos, cada um dos quaes deve ser separadamente egual a zero, e que dão assim 
as condições de equilibrio do systema Pl:Oposto. 
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4. Sejam P, Q, R,etc. forças que actuem sobre um ponto, e X, Y, Z tres forças. diri­
gidas segundo os eixos coordenados e capazes de substituir as primeiras. Este systema estará 
em equilibrio com o opposto áquelle; logo 

representando por d~, d·~, dr., ai! variações das distancias (~, 'll, r.) do ponto de applicação 
das forças X, Y, Z avs centros das mesmas, quando se dá ao ponto um desloC'amento infini­
tamente pequeno. 

Reciprocamente, se a condição anterior tiver lagar, podem as forças X, Y, Z substituir 

P, Q, R, etc. 
Para detArminar n'este caso X, Y, Z, notemos que, em virtude da formula (4), temos, 

logo 

d~ = dx+ dy.cos (xy) + dz. cos (xz), 

dYj = dy + dx. cos (yx) + dz. cos (yz) , 

dr. = dz+dx.cos (zx) +dy.cos (zy); 

~ P Ecos (px).dx+ cos Cpy). dy+ cos (pz).dz] = X [dx+ dy.cos (xy) +dz. cos(xz)] 

+ Y ~dy+ dx. cos (yx) + dz. cos (yz)] 

+Z [dz + dx.cos (xz) +dy.cos (yz)l, 

d'onde se deduz 

(6) 

e portanto 

~ P cos (px) = X + Y cos (yx) + Z cos (zx), 

~ P cos (py) = X cos (xy) + Y + X cos (zy), 

~ P cos (pz) = X cos (xz)+ Y cos (yz) + Z, 

; X =:E ~ j cos (px) (1 - cos2 (zYl) + cos (py) (cos (zx) cos (zy) - cos (xy») 

(7) 

, +cos (pz) (cos (xy) cos (zy) - cos (Zx»)~, 

Y = :E ~ 1 cos Cpy) (1- cos2 (x'z») + cos (pz) (cos (xy) cos (xz) - cos (yz») 

+ cos (px) (cos (xz) cos (yz) - cos (xy») l, 
Z = ~ ~ l cos (pz) (1- cos2 (xy») + cos (py) (cos (xy) cos (xz) - CúS (yz») 

\ 

+ cos (]la;) (cos (xy) cos (yz) - cos (xz»);, 
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onde 

D = 1 - cosI! (xy) - COS2 (XZ) - CoS!! (yZ.) + 2 cos (xy) cos (xz) cos (yz). 

Estas formulas são aquellas a que chegou Poinsot em uma nota que vem no fim da Me­
canica AnaZytica de Lagrange (3.a ed.). 

Comparando as formulas (6), quando ha s6 uma força P, com as formulas (3), conclue-se 
que X, Y, Z são as componentes segundo os tres eixos de uma linha P, Cl~as projecções 
orthogonaes sobre os eixos das coordenadas são 

P cos (px), P cos (PlJ), P cos (pz) , 

e esta linha é porisso a diagonal do parallelipipedo, cujos lados são eguaes a X, Y, Z e diri­
gidos segundo os eixos. 

É o principio do parallelipipedo das forças, que se acha assim deduzido do das veloci­
dades virtuaes de um modo novo, que me parece muito simples e directo. 

õ. Um ponto (x, y, z) póde tambem ser determinado pelas suas tres projecções ortho­
gonaes sobre tres eixos obliquos e as forças pelas suas projecções orthogonaes sobre os 

mesmos eixos. Representaremos as novas coordenadas assim definidas por (x:t, yl, :<;1) e as 
projecções orthogonaes da força P sobre os tres eixos por Xi, Y:t e Z:t. 

A formula (5) p6de pois escrever-se do modo seguinte: 

(8) 

e empregar-se debaixo d'esta forma quando os coefficientes de dx, dy, dz, etc. nas equações 

que traduzem as ligações do systema vierem expressos em funcção das coordenadas XI, Xi, Xi, 
etc.; como acontece, por exemplo, quando a condição a satisfazer é a invariabilidade da dis­

tancia entre dois pontos (X!, yi, Zi), (xi, yí., zi), pois que, neste caso, a formula (4') dá 

(xi - Xi) (dx - dx') + (y~ - Y:t) (dy - dy') + (Z{ - Zl) (dz - dz') = O. 

o que vem de dizer-se tem uma applicação no caso do solido invariavel, pois mostra já 
que as equações do seu equilibrio, no caso dos eixos serem obliquos, derivam das que têem 
logar no caso dos eixos orthogonaes pela mudança de x, y, z, etc., X, Y, Z, etc. em 
rei, y!., Z!, etc., XI, Y:t, Zi, etc., com tanto que as projecções dos pontos e das forças sobre 
os eixos obliquos sejam feitas orthogonalmente. 

A equação (8), que exprime o equilibrio de um systema qualquer, tem a mesma forma 
que no caso dos eixos coordenados serem orthogonaes, e deve empregar-se quando, differen-

VOL. II X 
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ciando as equações que exprimem as ligações e substituindo as coordenadas que entram nos 
coefficientes das differenciaes das mesmas por outras ·obtidas por projecções orthogonaes 
sobre os eixos, e eliminando na equação de equilíbrio as differenciaes que se poderem elimi­
nar, se chegar a resultados mais simples do que empregando, para determinar os pontos e 
as forças, as suas projecções por meio de planos parallelos aos planos das coordenadas. 

As formulas para esta transformação obtêem-se facilmente por meio dos theoremas da 

theoria das projecções, e são 

Xi = X + y cos (xy) + z cos (xz), 

yi = y+xcos (xy)+z cos (yz), 

z{ = z + X cos (xz) + y cos (yz). 
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CAPITULO II 

Sobre o equilibrio dos soUdos 

6. Equilibrio de ~tm ponto que só póde 1nOVel'-se sobre ~lma supe1'ficie dada. 

Seja 

V=f(ro,y,z)=O 

a equação da superficie dada. 

ou 

(i) 

As condições do equilibriodo ponto serão (n.o 3) 

\1 ~ p cos (pro), 

II ~d:" 
~ p cos (py), 

dU 
dy , 

~ p cos (pz) II 
dV I =0, __ I 

dz I 

I ~ p cos (pro), . . ~ p cos (py) I. I ~ p cos(pro), 

dV . dV I=O'! dV 

~ p cos (pz) 

dV 
----a;z I dro" dy . I a;;J"' 

"1. Equilibrio de tlm ponto que só póde mover-se sobre uma Ctl1'va dada . 

. Sejam 

L' = fi (ro, y, z) = 0, LI! = f2 (x, y, z) = ° 

=0. 

às equações das superficíés que determinam pela sua intersecção a curva dada. A condição 

* 
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do equilibrio do ponto será (n.o 3) 

(2) 

I:E P cos (px), 

I ~:', 
I dLI! 

dx ' 

:E P cos (py), 

dV 

diJ' 
dLI! 

diJ' 

s. Equilibj'io do solido invarl·avel. 

:E P cos (pz) I 
dV 

dZ 1=0. 
dV' 
dZl 

Procuremos agora as condições de equilibrio de um solido invariavel, suppondo-o referido 
a tres eixos coordenados obliquas. 

Suppondo estas condições conhecidas para o caso particular de os eixos das coordenada.s 
serem orthogonaes, podia-se passar immediatamente para as que são relativas aos eixos obli 
quos pelo meio indicado no n. o 5. Vamos todavia deduzil-as aqui directamente, sem as suppor 
previamente demonstradas para 'o caso particular mencionado. 

Sejam PI!), P(2), P(3), etc. as forças applicadas aos diversos pontos (xii), y(l), zl{\), (xI2), y(2), z(2», 

(x131, y(3), z(3», etc. do solido. Virá (n. o 3) 

(3) :E P [cos (px) dx+ cos (py) dy+cos (pz) dz=O, 

em que o sommatorio :E se deve extender a todos os pontos a que estão applicadas forças, 
e onde se devem eliminar todas as differenciaes que se podérem eliminar por meio das equa­
ções que exprimem as ligações d'estes pontos. 

Estas equações exprimem a invariabilidade da distancia entre dois pontos quaesquer e 
são da forma: 

(x (ii) _xIP»2 + 0;ln) - yIP»)2 + (z(n l - z(p»)2 + 2 (x ln) -x(P» (yln) _yIP» cos (xy) 

+ 2 (xl") - x IP» (zln) - z(P» cos (xz) = consto 

+ 2 (yln) - y(P» (Z(II) - z(p» cos (yz) 

Se considerarmos tres pontos (x(a), y(a), z(a)), (x(~), y(~), ;i~)), (x{T), y(r), z(T)) do solido, 

que não estejam em linha recta, para exprimir a solidez basta exprimir a invariabilidade das 
distancias entre este:; pontos dois a dois e a invariabilidade das distancias de todos os outros 
pontos a estes tres. Deve pois na formula precedente dar-se a n os tres valores a, ~, r e a 
p os valores correspondentes a todos os outros pontos do solido, dando além d'isso a p os 

valores ~ e r quando a n se der o valor a, e a p o valor r qüando a n se der o valor ~. For­
mam-se assim todas as equações distinctas que exprimem a solidez do corpo. 

Temos pois a differenciar estas equações e à eliminar entre as resultantes e (3) as diffe­
renciaes das coordenadas dos pontos considerados, que se podérem eliminar. Para isso, multi­
plicaremos primeiro as equações differencias obtidas por factores indeterminados À, juntaremos 
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os productos a (3) e egualaremos a zero os coefficientes de todas aquellas differenciaes. É o 
que vamos fazer. 

Temos primeiramente 

:E P [cos (px) doo + cos (py) dy + cos (pz) dz] 

+:E' À!;l [(x(n) - x(p» (dx(n) - dx(p» + (y(n) _y(PI) (dy'n) - dy(PI) + (z'n) - z(p» (dz'n) -dz'p» 

+ (y'n) _y,p» (dx(n) _ clx(p»,cos (xy) + (X'") - x(p» (dy'") - dy(p» cos (xy) 

+ (z'n) - z(p) (dx'll) - dx'p» cos (rtz) + (x(n) - x(P» (dz 1n) - dz'PI) cos (xz) 

+ (y,n) _ y(Pl) (dz,n) - dz(p» cos (yz) + (z'") - z(P» (di") - dy(p)) cos (yz)] = 0, 

extendendo o sommatorio :E' a todas as equações de condição. 
Esta equação póde escrever-se (capitulo I,formula 3) do modo seguinte: 

:E P [cos (px) doo + cos (py) dy + cos (pz) dz] 

+:E"À[;~[ cos (r~n) 00)( dx(n) -dx(P))+cos (rin) y)( dy(n)-dy(p))+cos (1.~n) z)( dz(n)-dz(p))] 

+ À~a) [cos (r~a) x ) (dx(a) -dx(~))+cos (1.~a) y)( dy(a) -dy(~))+cos (r~a) z)( dz(a) ~dz(~))] 

+ À{al[cos (r{a) 00)( dx(a) -dx(T) )+cos (ria) y)( dy(a) -dy(T) )+cos (r~a) z)( dz(a) -dlO)] 

+ Àt~) [cos (r}~) 00)( dx(~) _dx(T») +cos (r~~) y)( dy(~) -dll),+ cos (r{~) z)( dz(~) -dz(J)) J=O, 

representando por 1~n) a recta que une o ponto (x(n\ y(n), z(n») ao ponto (x(p), y(P), i P») , e 

extendendo o sommatorio :E" aos tres valores de n e a todos os valores de p, excluindo 

(.(, ~, I' 
Egualando depois a zero os coefficientes de todas as differenciaes, que entram na equação 

precedente, resultam as equações seguintes: 

(A) p(a) cos (p(a) x) +:E" À~a) cos (1}:) x) + À~a) cos (1.~a) x) + À~a) cos (r.{a) x) = 0, 

(AI) p(a) cos (p(a) y) +:E" À~a) cos (1.~a) y) + À~a) cos (r.~a) y) + À~a) cos (ria) y) = 0, 

(Ali) p(a) cos (p(a) z) +:E" À~a) cos (1.~a) z) +À~a) COEI (r.~a) z) + À{a) cos (r~a) z) = 0, 

(B) p(~) cos(p(~) x) -j-:E" À~~) cos (r~~) x)_À~a) cos(r~a) x) + À~~) cos (r{~) x) = 0, 

(B') p(~) cos (p(~) y) +:E" À~~) cos (r~~) y) - À~a) cos (r.~a) y) + À{~) cos (r~~) y) = 0, 

(B") p(~) cos (p(~) z) +:E" )~~) cos (r~~) z) - À~a) cos (r~a) z) + À~~) cos (ri~) z) = 0, 
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(C) p(T) cos (p(T) x) + ~" A~() cos (1~T) x) - ).f~) cos (1'{~) x) - A{a) cos (r~a) X) = O, 

(C') p(T) cos (pU) y) + ~II A~() cos (r~T) y) - À{~) cos (r-~~) y) - A~a) cos (ria) y) = o, 

(C") p(T) cos (p(T) z) + ~" À~T) cos (r~T) z) - Àf~) cos (rt~)z) - À.~a) cos (ria) z) = o, 

extendendo o sommatorio' ~II a todos os valores de p. 

Além d'estas vêem as equações seguintes: 

(D) p(p) cos(p(P) x) - A~a) cos(11a) x) - À~~) cos(r~~) x) - f..bT) cos (r~T) x) =0, 

(D') p(p) cos (p(P) y) - À~a) cos (r~a) y) - A~~) cos (r~~) y) - A~T) cos (rbT) y) = 0, 

(D") p(p) cos (p(P) z) - À~a) cos (1.~a) z) - A~~) cos (1~~) z) - AbT) cos (r~T) z) = O. 

Estas equações são tantas quantos os valores que se podem dar a p, excluindo a, ~, ,. 

Somando as equações (A), (B), (C) e (D), resulta 

~ p cos (px) = O. 

Do mesmo modo se obtêem as esquações 

~ p cos (py) = 0, ~ p cos (pz) = 0, 

onde se deve entender o sommatorio ~ a todos os pontos' do solido. Temos achado pois tres 
das condições necessarias para o solido estar 'em equilibrio. 

Como na equação (3) ha tres vezes tantas differenciaes quantos os pontos do solido, e 
como as equações de condição distinctas, a que estas differenciaes têem de satisfazer, são tres 
vezes tantas quantos os pontos do solido, menos seis, segue-se que o equilibrio é expresso por 
seis equações; resta pois formar ainda tres. É o que vamos fazer. 

Nas equações (A), (A') , (Ali), (B), ... , (D") ponhamos 

( (n) \_ r(n) cos (1·(n) X)-7'(P) cos(r(P) x) 
cos rp x J - ( , 

j r n) 
P 

( n») r(n)cos(r(n)y)-r(P)cos(r(P)y) 
cos rp y = ) , r(n 

P 

(
(n) ) _ q.(ri) cos(r(n) z) -r(p) cos(r(P) z) 

cos rp z - . r(n) , 
P 
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representando por r(n), 1'(P), etc. as distancias dos pontos (x(n), y(n); z(n:), (x(P),y(p), z(p)), 

etc. á origem das coordenadas. 

Multipliquemos depois (A) por 1·(0:) cos (1·(0:) y) e subtraiamos do resultado a equação (A'), 
multiplicada por '1'(0:) cos (1,(0:) x); virá 

p(o:) 1.(0:) [cos (P(O:) x) cos ('1'(0:) y) - cos (P(O:) y) COS ('1'(0:) x)] 

/I (0:) '1'(0:) '1'( ) [cos (1'(P) y) COS ('1'(0:) x) - cos (1,(0:) y) cos6'(p) x)] 
+~ "P (0:) 

rp 

As equações (B) e (B'), (C) e (C') dão do mesmo modo as duas seguintes: 

p(~) 1'(~ [cos (P(~)x) COS (1'(~) y) - cos (P(~) y) COS (1'(~) x)] 

/I (~) r(p) 1'(~) [cos (1'(P) y) COS (1'(~) x) - cos (r(~) y) COS (T'(P) x)] 
+~ À.p r(~) 

P 

+ ,,(0:) 7·(0:)r'~~! [cos(r'(O:) y) cos(r(~) x) -cos(r(~) y) cos(r(O:) x)] 
~ 1·(0:) -

~ 

+ 

p(7) r(T) [cos (p(T) x) cos (1,(7) y) - cos (pCf) y} COS (r(T) x)] 

+~I/"m r(T) r(p) [cos(rCf) x) cos(r(P) y)- cos(r({) y) C08(:(P) x)] 
P '1'(7) 

P 

+ . (~) r(~) '1'(7) [cos (rm y) COS ('1'(7) x) - cos (r,(7) y) cos (r(~) x)] 
À.1 .(~) 

17 . 

+ 
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As equações (D) e (D') dão, tratando-as como as precedentes e sommando todas as equa­
ções correspondentes aos diversos valores de p, 

:E" p(p) r(p) [cos (P(p) x) cos (r(P) y) - cos ( 1'(P) x) cos (plp) y)] 

+:E" À. (a) r(a) r(p) [cos (1,(a) y) COS (1'(P) x) - cos (r(P) y) COS (r(a) x)] 
p ~~ 

P 

+:E" À.(~) r(~) r(p) [cos(I'(~) y) cos(r·(P) x) - cos(r'(P) y) COS(1'(~) x)] 
P r(~) 

P 

+ :E" À. (I) rU) r(p) [cos (r,(1) y) cos (r(P) x) - cos (r(P) y) cos (r·(1) x)] = ° 
P '1'(1) . 

P 

Sommando as quatro equações precedentes, resulta 

LP l' [cos (px) COS (TY) - cos (py) cos (r'x)] = 0, 

em que o sommatorio se deve estender a todos os pontos a que estão applicadas forças. 

As equações (A), (Ali), (B), (B"), (C), (C"), (D), (D") dão outra equação, que se deduz da 
precedente mudando y em z. As equações (A') , (A") , (B'), (B") , (C'), (C"), (D'), (D") dão 
outra, que se deduz da anterior mudando x em y e y em z. 

Temos pois para o equilibrio do solido invariavel, quando os eixos coordenados são obli­

quos, as seis equações seguintes: 

(4) 

(5) 

:E P cos (px) = 0, 

:E P cos (py) = 0, 

:E P cos (pz) = 0, 

:E P r' [cos (px) COS (Ty) - COS (py) cos (rx)] = 0, 

:E P r [cos (px) cos (rz) - cos (pz) cos (r'x)] = 0, 

:E p/, [cos (py) cos (r'z) - cos (pz) cos (ry)] = O. 

Estas tres ultimas equações dão o theorema seguinte: 
Se considerar'mos duas r'ectas quaesque?') que se cortem, e se projectarmos sobre ellas as 

forças que actuam sobre o solido e os raios vectores de seus pontos de applicaçãoJ multiplicando 
a projecção de cada for'ça sobre uma das rectas pela pr'ejecção sobre a outra do raio vector 
corr'espondenteJ wmando as projecções da força sobre uma das rectas com signal contrario ao 
da projecção da mesma j01'ça sobre a outra, e sommando todos estes productof!, vir'á um resul­

tado egual a zero} se o solido estiver em equilíbrio, 
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Se o corpo tiver um ponto fixo, é facil de ver que. as equações do' equilibrio se reduzem 

ás tl'es ultimas, que exprimem pois que o solido não tem movimento de rotação em roda 
(l'esse ponto. 

Um systema em equilibrio fica ainda em equilibrio se unirmos todos os seus pontos de 

modo a transformai-o em um solido invariavel; segue-se pois que, para o equilibrio de um 

systema livre, são necessarias as equações precedentes. mas que não são flufficientes, 

9. Se as forças P forem parallelas, vil'iio as equações 

onde 

K cos (px) - II cos (p!!) = 0, 
L cos (px) - H cos (pz) = 0, 

L cos (p!!) - K cos (pz) =0, 

Estas tl'es ultimas equações determinam dois dos angulos que devem formar as forças 

com os tr~s eixos para que ht0a equilibrio relativamente ao movimento de rotação, quando o 

systema é dado. O terceiro angulo determina-se pela formula de Geomet1'ia Analytica (veja-se 

a 2J1emoj'ia do sr. Daniel Augusto dn Silva, já citada): 

cos2 (px) + cos2 (py) + cos2 (pz) + 2 cos (px) cos CP!!) cos (X!!) + 2 cos (p!!) cos (pz) cos (!!z! 

+ 2 cos (px) cos (pz) cos (xz) = 1. 

Se H, K e L forem nullos, as equilçiJes precedentes srio ainda satisfeitas; neete caso porém 
os angulos formados pelas forças com us eixos ficlm arbitrarios. 

Logo, se furem nullas as sonwws que se obtêem multiplicando as fonjas pelas prqjecções 

orthogonaes das 'vectores elos seus pontos de applicação 1'espectivos so61'e cada um elos h'es eixos 

coordenados obliquos, bem como Ct SOlnilla das forças, ° solido estw'á em equiUbrio, qualquel' 

que srja a elirecção elas forças. 

No caso contrario existe sempre tlIlla força R, determinada pela equação 2; P + R = 0, 
que, sendo applicado a um pOll to, determinado pelas equações 

H+RI" cos (r' x) = 0, 

K + Rj,l cos (1" y) = 0, 

L + Rj,l cos (1" z) = 0, 

H2 + K2 + L2 + 2 H K eos (:X'!!) +;J K L cos (!!z) -+- 2 H L cos (xz) = R2 j.l2, 
VOL. II z 
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onde 1.1 representa o seu vector e (t·1 x), (1,1 y) e (1,1 z) os angulos que este vector forma com os 
eixos das coordenadas. 

Applicando este principio á gravídade conclue-se: 

A somma dos productos das masiSasde cada elemento de um corpo pelas p1'ojtlcções 01'­

thogonaes dos respectivos raios vedores sobre eada eixo das coordenadas é ("gual ao producto 

da massa do corpo pela projecção orthogonaJ, sobre o mesmo eixo, do seu centro de gravidade. 
~~ neste prineipio que se funda a determinação do centro de gravidade dos solidos. 

10. Procuremos agora a condição para que as forças que actuam sobre um solido tenham 
uma resultante unica. 

Para isso devem as forças que aetuam sobre o solido estar em equilibrio com a for~a 

egual e opposta á rcsultante; logo, representando XI, Y", Z" as projecções orthogonaes das 
forças sobre os tres eixos obliquos e R.ç, Ry, R", as da resultante, vem 

:EX,,-Rx=O, :Ey,,-Ry=O, :EZI-Rz =O, 

:E (XI Yl- Y" Xl) = Rxy'j - Ryxi, 

:E (Z, XI - XI Zi) = Rz x~ -Rx zí, 

:E(Y, Zi-Z1VI)=Ryzi-Rzyí, 

chamando X'I' vi, zí as coordenadas orthogonaes do ponto de applicação da resultante, refe­
ridas a eixos obliquos. 

As tres primeiras equações precedentes determinam a intensidade da resultante e a sua 

direeção, ns tres ultimas dão, como vamos ver, a condição para que a resultante exista e as 
coordenadas do seu ponto de applicnção. 

Façamos 

L =:E (Xi Vi - Yl XI) = vi:E XI - xi:E Yj, 

M = :E (Zj XI - XI z t) = xi :E Zl - zi :E XI, 

N = ~ (Y, ZI - Zl VI) = zí:E y,j - vi :E ZI. 

Multiplicando <I primeira das tI'es equações precedentes por :E ZI, a segulllla por :E YI e 

a terceira por :E XI, e sommando, vem 

equação que representa a condição para que haja resultante. 

Ficam pois ainda duas equações, que pertencem a uma linha recta cltia direcção coineide 

com a da resultante, a qual pó de ser applicada a um ponto qualquer d'esta recta. 
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11. As formulas (4) e (5) podem tomar outra forma. 

Com effeito, as formulas (4), em virtude das equações (6) do capitulo I, dão 

e portanto 

x + Y cos (xy) +Z cos (xz) = 0, 

X ('os (xy) + Y +Z cos (yz) = 0, 

X COS (il'Z) + Y cos (yz) + Z = Ü, 

X=O, Y =0, Z=O, 

visto que o determinante D, furmado pelos coefficientes de ~, Y e Z, é egual a 

1- cos2 (xy) - cos 2 (xz) - cos2 (yz) + 2 cos (rcy) cos (xz) cos (JIZ) 

e não póde ser nullo, como vamos mostrar. 
Para D ser egual a zero, deve ser 

logo 

cos (yx) = cos (zx) cos (zy) + li cos2 (zx) cos~ (zy) - cos2 (zx) - cos2 (zy) + 1 

= Cai:) (zx) eos (zy) + sen (zx) sen (zy) = cos [(zx) + (zy)J, 

+ (yx) = (zx) + (zy), 

o que não póde ter lagar, porque com t1'es angulos, satisfazendo á condição precedente, não 

se póde formar angulo tiedl'o, como se sabe pelos Elementos de Geomet1'ia, 

ou 

Passemos' ás formulas (fi), A primeira dá, em virtude das formulas (3) e (G) do capitulo I, 

~ (X + Y cos (xy) + z ('os (x'z)) (x eos (xy) + y + z cos (zy;) 

- (X cos (xy) -+ Y + Z cus (zy)) (x + y cos (X!)) + z cos exz)) = 0, 

~ (Xy - Yx) sen2 (iry) +}2 (XZ-Zx) (cos (z.1j) - ('os (xy) cos xz)) 

+ ~ (Yz - Zy) ((,ps (Z!)) cos (xy) -- cos (::rz)) = O. 

Do mesmo modo se acham as auas ef]uações 

~ (Xy - Yx) (cos (yz) - cos (x'z) cos (xy)) + 2,; (Xz - Zx) sen2 (xz) 

+ ~ (Y z - Zy) ('os (xy) - cos (yz) cos (xz)) = 0, 
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r. (XV - Yx) (cos (xV) cos (V::) - cos (xz») 

-+ r. (Xz - Zx) (cos (xV) -cos (xz) cos (Vz») -+ r. (Yz - ZV) sen2 vz = O. 

J~sta:s tres equações dão 

:r. (XV- Yx)=Ú, r.(Xz-Zx)=O, r. (Yz-ZV) =0, 

que são as equações conhecidas, a que Poinsot chegou muito simplesmente usando dos theo­

remlls sobre os binarios. 

Para tirar a conclusão precedente é necessario ainda demonstrar que não é identicamente 

nuHo o determinante symetrÍco 

sen2 (xV) 

cos (vz) -- cos (xz) cos (xV) 

cos (xV) cos (vz) - cos (xz) 

COS (ZJ:,I) - COS (xy) ('os (xz) 

sen2 (xz) 

cos (xy) - cos (xz) cos (yz) 

cos (zy) cos (xy) - cos (xz) I 
cos (xy) - cos(yz) cos (xz) " 

sen2 (yz) I 
porque de contrario haveria eixos taes que o systema estaria em equilibrio sem serem satis· 

feitas as ires condições precedentes. 

Oom effeito, representando por Dia determinante precedente, temos 

Di = 2 (cos (zV) cos (iJ.~V) - cos (xz») (cos (vz) - cos (xz) cos (xy») (cos (xV) - cos (xz) cos (zyl) 

- (cos (xV) cos (y,~) - cos (xz)y sen2 (xz) -. (cos (xy) - cos (yz) cos (xz)y sen2 (xV) 

- (cos (,1Iz) - cos (xz) cos (X'!i») 2 se~2 (vz) 

-+ sen2 (xy) sen2 (xz) 8en2 (yz), 

e portanto, substituindo os cos~nos que entram nesta egualdade pelos seus valores em fllneç[io 

dos senas c10s mesmos angulos, 

DI = (1- cos2 (xV) - cos2 (xz) - cos2 (yz) -+ 2 cos (xy) cos (xz) cos (yz)y = D2, 

mas já mostrámos que D não pócle ser nullo, logo tambem o determinante de que tratêllnos 

o não póde ser. 

Conclue-se pois que as condições de equilibrio de um solido invariavel são 

(6) I r. X = 0, r. Y = 0, r. Z = 0, 

:r. (Xy- Yx) = 0, :r. (Xx-Zx) = 0, :r. (Yz - Zy) = O. 
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As tres primeiras equações exprimem que o solido não tem movimento de transla~ão, e 

as tres ultimas exprime:n que não tem movimento de rotaçfio em roda dos eixos das ~oor­
denadas. 

Estas ultimas equações dão (em virtude das formulas (A) da lJIIemol,irz citada do sr. Daniel 

Augusto da Silva) 

:E P r eos (Nx) sen (P r) = 0, 

:E PI' eos (Ny) sen (P 1') = 0, 

:E P I' cos (Nz) sen (P r) = 0, 

chamando (Nx) , (Ny), (Nz) os angulos formados pela normal ao plano da força e do raIO 

vector do ponto de applicaçno com os eixos coordenados. É facil de ver que PI' sen (P .. ) é a 

área do parallelogralllmo cujos dois lados são P e ,I', e podemos pois enunciar as tres ultimas 

condições de equilibrio do solido invill'iavel da maneira seguinte : 

Para o equilibj'io ele wn soliclo invct1'iavel liVJ'e é necessal'io que as som mas das projecções 

sobl'e cada plano coo1'Clenaelo elas ál'eclS elos parallelogmmmos formados pela.ç f01'ças e pelos 

?'aios vectores elos seuspontos ele applicação sp(jam sepaj'aclamente nnllas. 

Em virtude da formula (E/) da mesma 111emol'ia) vem, chamando A, B, C os anglllos dos 
planos coordenados, 

::E p2j,2 sen2 (P I') =:E (x Y - Y X)2 sen2 (X!!) + :E (y Z - Z y)2 sen2 (yz) + :E (z X - X Z)2 sen2 (xz) 

- 2:E (y Z - z Y) (z X - x Z) sen (yz) sen (xz) cos C 

- 2:E (x Y -y X) (z X-x Z) sen (xy) sen (xz) cos B 

- 2:E (x Y - y X) (y Z - z Y) sen (xy) sen (yz) cos A, 

formuln, qne mostra que a funcção de x, y, z, x', yl, Zl, etc., X, Y, Z, XI, Y', Z', etc., que 

constitue o segundo membro, conserva o lllesmo valor ainda que variem os eixos das coor­

denadas, e que dú uma l'elaçiio entre a somma das áreas dos parallelogrammos formados por 

cada força e pelo raio vector tirado para o seu ponto de applicação e as projecções d'estas 

áreas sobre os planos coordenados, as quaes são (lJIIemm'ia citada) 

(x Y - y X) sen (xy), (y Z - z Y) sen (yz), (z X - x Z) sen (zx). 

12. O princ:ipio enunciado no 11.° 9, sendo applicado á gravidade, traduz-se pelas for­
mulas: 

:E mI' cos (rx) = M R cos (Rx), 

:E 112 I' cos (l'y) = M R cos (Ry), 

:E m r cos (I'Z) = M R cos (Rz), 

sendo m a massa de cada elemento do corpo e M a massa total do mesmo, 
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Estas formulas dão, em virtude das formulas (3) do capitulo I, . 

~ m (X + y cos (xy) + Z cos (XZ») = M (Xi + yi COS (xy) + Zi COS (XZ») , 

~ m (y + x cos (xy) + Z cos (yZ») = M (Yi + X:l COS (xy) + Zi COS (YZ») , 

~m (Z + X cos (XZ) + y cos (yZ») = M (Zi + Xi COS (XZ) +Vi COS (VZ»), 

sendo Xi, Vi, ZI as coordenadas do centro de gravidade do corpo. 

D'aqui conclue-se, visto que o determinante formado pelos coefficientes de z: mx - MXI, 
~my-MYI, ~iJlz-Mzl coincide com o determinante D, considerado no n.O 11, e não póde 

ser TIuHo, como jlí mostrámos, 

equações que determinam as, coordenadas do centro de gravidade de um corpo relativamente 

a t1'es eixos coordenados obliquos. 
É facil de ver que estas formulas applicam-se tambem á determinação do centro de gra.­

vidade de um systema livre. 

1.3. As equações do equilibrio de um solido invariavel podem ainda deduzir-se seguindo 

outro caminho, que vamos expôr. 

A condição da solidez de um corpo realiza-se conservando todos os pontos a mesma dis­

tancia entre si, e portanto conservando a mesma distancia entre si uma serie de pontos que 

formem um fio, qualquer que seja a direcção d'este fio. 

St>jam ::!:,t, Vi, Zr IIS coordenadas de um ponto do corpo, referidas a eixos obliqnos, mas 

obtidas por proj ecções orthogonaes do ponto so ore os mesmos eixos; serão Xi + dx!, VI + clV!, 
ZJ + dzr, Xi + 2 dXi + cl:l Xi, VI + 2 dYI +cl2 yl, Zr + 2 clzr +d2 ZI, etc. as coordenadas dos pontos 
seguintes de um fi~ considerado no corpo. Sejam ainda (x, V, z) as coordenadas obliquas ordina­

]'ias do primeiro ponto, e portallto (x+dx, ?/+dV, z+dz), (x+2dx+d2 x, y+2dy+d2 y, 
Z + 2 dz + d2 z), etc. as dos segnintes. 

Escrevendo a equação (4) do n.O 2 debaixo da forma seguinte: 

'tip = cos (px) 'ti (~:" - x') + cos (py) Ô (y" - y') + cos (pz) Ô (z" - z'), 

representando agora por ôX', 'tiy', ôZ', ôa.:", 'ti!!", 'tiz" as componentes dos deslocamentos vir­

tuaes dos pontos (x', y', Z') e (x", y", z") e por ôp a variação da distancia entre estes pontos, 
em virtude dos referidos deslocamentos, e pondo nella 

p=ds, x" =x+dx, y" =y+dy, z" =z+dz, x' =x, y' =y, z' =z, 

clx! dYi dz! 
cos (px) = ds' cos (py) = ds' cos (pz) = ds' 
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t~mos 

(A) 

Pondo depois 

p = cl8 + el2 8, x" = X + 2 clx + el2 x, :lj" = y + 2 ely + el2 y, Z" = Z + 2 clz + cl2 Z, 

x' =x+clx, y' = y+cly, Zl = z+clz, 

elYf + el2 yl 
cos (pyl.) = --Z -+ -l2 , 

G8 a 8 

e, attendendo á relação segllinte, que resulta de differenciar (A), 

vem 

Do mesmo modo se acham as egualdades 

ela 8 ~ cP s = el 3 Xl ~ d3 X + d3 yi ~ el3 y + el3 ZI. ~ el3 z, 

di. 8 ~ d1 8 = cl' Xi ~ cl 4 X + cZ' yl a el' y + cl4 Zl. ~ cZ4 Z, 

As formulas antec(,dentes seguem uma lei muito simples, cuja generalidade é facil mostrar. 
Encontram-se na Mecanica .Anlllytica de Lagrange, porém demonstradas sómente pum o caso 

de os eixos coordenados serem orthogonaes. 
Suppondo x a variavel illdependente, e portanto dx constante e el2 x = el3 X = ... = 0, vêem 

pois, para condições da solidez, as equações 

elXI. a elx + elYl a ely + cZZl (J elz = 0, 

cZ2 y! cZ2 a y+cZ2 z1 cZ2 a z= 0, 

([3 yl cZ3 (J Y + el3 Zl cZ3 (J Z = o. 

As outras não são distincílls <l'estas, o que me dispenso de estar a provar aqui, porque vem 
demonstrado na Mecanica .Analytica. Estas equações integram-se como as correspondentes da 
Mecanica Analytica e os seus integraes são 

(7) 

a x = a l - yl (J N + Zl a M, 

a y = (J m + Xf a N - z{ (J L, 

(J z = a n - XI. (J M + yl. a L. 
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Substituindo estas val'iações na formula (5) do capitulo I e egualando 11 zero os coeffi­

eientes das indeterminadas i) m, ô n, i) l, ô M, i) N, i) L, vêem as equações 

:EX1 =0, :EYi=O, :EZ1 =0, 

:E (Xi Zi - Zi Xi) = 0, 

:E (Yi Xl - Xi Vi) = 0, 

:E (ZI VI - Yi Z1) = 0, 

que são as equações (4) e (5), a que já haviamos chegado de outro modo. 

Temos pois mostrado que, determinando os pontos no espaço por projecções orthogonaes 

sobre eixos obliquos, chega-se a equações, para exprimir o. equilibrio do solido invariavel, 

que têem a mesma forma que no caso de os eixos serem orthogonaes. 

J~í dissemos que estas equações têem logar para um systema qualquer livre. Notaremos 

ainoa que, se tivermos um systema qualquer livre, e houver forças intej'1'ores} actuando sobre 

o systema, taes que a uma força Rollicitando um ponto A para B corresponda outra egual e 
opposta sollicitando B para A, estas forças não entrarão nas equações (4) e (5), nem por, 

tanto em (6). 

Com effeito, a somllla dos momentos virtuaes de duas forças P, eguaes e oppostas, será 
(capitulo 1) 

p [cos (jJx) (clx-clx') +- cos (PV) (çlV-clV') +-cos (pz) (clz-clz')] = P clp, 

expressão que é nulla em virtude da invnria1ilidade da distancia p dos pontos (x, V, z) e 

(x', y', Zl); e p0rtallto a força interior P não entra em (3), nem portanto em (4), (5) e (6). 
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CAPITULO III 

Sobre os principios geraes da DynaIUica 

14. Movimento de um syatema qualquer de pontos. 

Passemos agora á determi~ação das equações do movimento de um systema qualquer de 
pontos ligados de qualquer modo. 

Sejam P, Q, R, '" as forças que actuam sobre o systema. Suppondo-o referido a tres 

, d d bl' dx dy dz .. d' h eIXOS coo r ena os o lqUOS, d' d e d representarao, como no caso os eIXOS ort ogonaes, 
t t t d2 d2 d2 

as componentes das velocidades de um pontoq:ualquer (x, y,z) e dt:' dl e dt: as com­
ponentes da sua acceleração. 

Chamando m a massa de um qualquer dos pontos do systema, as forças que produzem o 
, ~x ~y ~z 

seu mOVImento serão eguaes a m dt2 , m dt2 , m dt2 • 

Estas forças devem ser equivalentes ás forças P, Q, R, ".; logo (n.o 4) temos, repre­
sentando agora por ax, ay, az e ap as quantidades que no n. O 4 se representaram por dx, dy, 

dz e dp, iflto é, as componentes segundo os eixos das coordenadas do deslocamento virtual 
do ponto (x, y, z) e a variação da distancia d'este ponto ao centro da força P, 

d2 
Ctt: (ax+ ay. cos (xy) + ~z, cos (xz)) 

(1) :Epap=:Em + ~:r (ay+ax,cos(yx)+ az,cos (yz») 

d2 z + dt2 (az + ax. cos (xz) + ay, cos (yz») , 

ou [capitulo I, formula (3 \] 

(2) 

chamando 1'0 raio vector do ponto (x, y, z), 
VOL, II AA 
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o primeiro membro das equações precedentes póde escrever-se do moJo seguinte: 

x ('dx + 'dy cos (xy) + 'dz cos (xz») 

~ p 'dp = ~ + y ('dy + 'd.c cos (yx) + 'dz cos (yz») 

+ z (az + ax cos (xz) + ay cos (yZ») , 

ou ainda 

(4) ~ P ap = ~ P [CDS (px) 'dx + cos (py),ay + CDS (pz) 'dzJ. 

Chamando Xi, yi, ZI (como até aqui temos feito) as coordenadas do ponto (x, y, z), obtidas 
por projecções orthogonaes sobre eixos obliquos, e XI, Y" Zi as projecções da força P, obti­
das do mesmo modo, v~m a equação do movimento de um systema qualquer: 

(5) ~[X'l> y'l> Z'l>-J- '\~ [d2X1 'l> cZ2 Y1 'l> d2Z1'l>-J 
L. 1 uX + .[ uy + .[ uZ= ..... m --'--- uX + -'-- uy + --- uz • 

clt2 'dt~ clr2 

o sommatorio :E deve extender-se a todos os pontos do systema e a todas as forças. 
A formula (5) tem a mesma forma que se os eixos coordenados fossem orthogonaes, e é 

muito mais simples do que a que resulta de egualar os segundos membros de (1) e (3). 
Da formula (1), combinada com (3) ou (4), deduzem-se as equações do movimento de um 

systema qualquer, procedendo do mesmo modo que nas questões de equilibrio, isto é, elimi­
nando por meio das equações que exprimem as ligações as variações que se poderem eliminar, 
e egualando a zero os coefficientes das restantes. As coordenadas que se devem usar nestas 
equações são as cartesianas obliquas. 

Podem tambem deduzir-se as equações do movimento de um systema da formula (5), eli~ 

minando do mesmo modo por meio das equações de condição as variações que se poderem 
eliminar. Neste caso, se as coordenadas que entram nas equações de condição forem XI, yl, Zl., 

etc., isto é, as rectas que se obtêem projectando o ponto orthogonalmente sobre os t1'es eixos, 
devem exprimir-se, depois de as variar, aXI., 'dYl, 'dz1, etc. em funcção de 'dx, 'dy, 'dz, etc., 
usando das formulas que vêem no fim do n.O 5. Se as equações estiverem expressas em coor­
denadas cartesianas, devem variar-se primeiramente, e depois substituir-se x, y, z, etc. pelos 
seus valores expressos em XI, yi, Zt, etc., dados pelas mesmas formulas. 

1:;. Como as equações de eq nilibrio de um solido invariavel são condições necessarias 
para o equilibrio de um systema qualquer livre, como já vimos, e a equação fundamental do 
movimento tem a mesma forma que a equação fundamental do equilibrio, as equações do mo­
vimento de um solido invariavel têem tambem logar no movimento de qualquer systema 

livre. Vamos pois procur!lr estas equações. 
Temos para isso de eliminar em (1) ou (5) as variações das variaveis que se podérem 

eliminar por meio das equações que exprimem a invariabilidade das distancias entre os pontos 
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do systema dois a dois. Tinhamos pois de proceder como no capitulo II, n. o 8; mas é escusado, 
repetir o calculo, pois a comparação das formulas fundamentaes do equilibrio e do movimento, 

d2 xi d2 y\ 
mostra que basta n'aquelIas suppor que as forças são P, Q, R, ... -m dt2 ,-m' dt''}. , 

d2 zi ' d2 x 
- m -dt'~ , etc., quando queremos empregar a formula (5), ou P, Q, R, '" - m --cJj2" 

d2 y d2 z 
~, -m~, etc., quando queremos empregar a formula (1). 

Vêem no primeiro caso as equações 

(6) ( d2 YI) :E Y\-m d/2 =0, 

e no segundo 

(7) ( d2y ) :E Y - m dt; = 0, 

:E Z-m-- =0 ( d2Z) 
dt~ , 

que têem a mesma forma gue as anteriores, mas que correspondem a diverso systema dI:>" 
coordenadas. 

Além das formulas (6) vêem, quando se emprega a formula (5), as equações 

( d2 x! d2 z!) :E (XI Z1. - ZI XI) = :E m (jj,2 ZI - dt2 x! , 

(8) 

e, quando se emprega a formula (1), 

(9) 
\ 

:E (X z - Zoo) = :E m (d;t~ Z - ~t: x), 
( d2y d2x) 

:E(Yx-Xy)=:Em 'dt2-x-~y , 

I (d2z d2y ) :E (Z Y - Y z) = :E m -' - y - --- ,Z • 
\ dt2 dt2 
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Vamos ver quaes as propriedades que se deduzem das formulas (6), (7), (8) e (9). 

16. Algumas consequencias das equações precedentes. 

1. o Representemos por' kl, li, mi as coordenadas do centro de gravidade de um systema 

livre, referidas aos eixos obliquos primitivos, mas obtidas projectando este ponto orthogonal­

mente sobre os eixos, por ai, ~i, II as coordenadas de um ponto qualquer do solido, referidas 
a eixos passando pelo centro de gravidade parallelamente aos primitivos. rreremos,' pela pro­
priedade do centro de gravidade de que falIámos no n. o 12, 

~ m aI = 0, ~ ri! ~I = 0, 1: 112 ÀI = 0, 

d' onde se deduz 

mas 

logo 

Do mesmo modo se obtêem as equações 

As formulas (6) dão pois as seguintes, que determinam o movimento do centro de gravi­

dade do systema: 

(10) 

d2k l 
:EX1 -Ma;:r=0, 

d2 l :EY. _M __ 1 =0 - ., dt'2 , 

:EZ! - M d2
ml_= ° 

dt~ , 

em que M representa a massa total dosystema :Em. 

Estas equações mostram~Ue o centro de gravidade tem o mesmo movimento que teria, se 

toda a massa do solido estivesse nelle concentrada, e todas as forças ahi fossem transportadas, 

sem mudar de direcção, como se póde ver applicando a formula (D) ao ponto (k l , !t, mi). 
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As' equações (7) dão do mesmo modo 

que levam ás mesmas conclusões. 

d2 k 
:EX-M dt2 =0, 

d2 l 
~Y-M---O 
.ó..I ~ dt'i. - , 

d2 m 
:EZ -M- =0 

d~~ , 

2.0 Se o systema fosse sollicitado por forças taes que não tivesse movimento de rotação, 
sé s.e tornasse rigido pela introducção de novas ligações, seriam nuIlos os primeiros membros 
das equações (8), e estas equações, integrando-as, dariam as seguintes: 

( drei' dz{ ) A" :E Z:lTt-reITt m== , 

(11) 

que são de primeira ordem, e onde A, B e C são constantes arbitrarias. 
As equações (9) dão no mesmo caso 

.. (dre dz) 
:E "z dt - re ([t m = A, 

(12) ( dy dic) :E re--y- m=B 
dt dt ' 

( dz d1/ ) :E y--- z -'- m=C. 
dt dt 

No caso de o systema :ter um púntofixo, as equações (11) e (12) ainda teriam logar, 
tomando este ponto para origem das coordenadas; no caso porém de ter um eixo fixo, toman­
do-o para eixo dos z, só teriam logar as segundas das equações (11) e (12). Isto no caso de 
as forças que soIlicitam o systema serem taes que,· se se tornasse rigido, ficasse em equilibrio. 

1':. Quando os pontos do systema são soIlicitados uns para os outros por forças interio­
res e estas acções reciprocas são eguaes e oppostas, estas forças não entram nas equações 
(6), (7), (8) e (9), segundo o que sedémoiÍ:strou no fim do n. o 13. Aqui vou mostrar que, 
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para estas forças não entl'arem nestas formulas, não é necessario que as acções reciprocas 
sejam eguaes, e dar assim uma extensão nova aos principios precedentes. 

No que vae seguir supporemos os eixos das coordenadas obliquos, as coordenadas dos 
pontos obtidas por projecções orthogonaes sobre estes eixos, e estes pontos sollicitados uns 
para os outros por forças interiores, actuando segundo uma funcção qualquer das suas distan­
cias respectivas, de modo que seja, para dois pontos de coordenadas (x~, yl, Zi) e (xi, yi, zi), 

F=Cf(r), 

sendo C uma quantidade que pMe variar com o ponto attrahente mas que é independente do 
ponto attrahido. 

Serão as projecções sobre os eixos coordenados da força F com que o ponto (xi, yi, zí.) 
sollicita (Xt, yi, Zl) 

Xi = Ctt) f(1') cos (rx) , Yt = CII) f(l') cos (ry), ZI = CII)f(r) cos (rz). 

Mas [capitulo I, formula (4)] 

dr 
dx = cos (rx) , 

dr 
-d- = cos (ry), 

y 
dr 
dz = COS (1'Z). 

Logo, chamando cp (1') uma funcção cuja derivada em _ ordem a. r seja f(r), e fazendo 
U = Cil) cp (r), resulta 

dU 
Y I =-­

dy' 
dU 

Zt= dz' 

Posto isto, as equações do movimento de um ponto qualquer (X!, yl, Zl) são, como é facil 
de ver, 

extendendo o sommatorio a todos os pontos que actuam sobre (ah,' yl, ZI). 
Estas equações podem escrever-se 

d2 xi dViO) d2 YI dVIO)d~zt aViO) 
([i2= dx ' -di'r=dy' dt2 = ([z--' 

sendo 
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onde 0 1") é o noefficiente de attl'accão do ponto (XiII) y(lI) zln» e v 4',' 1, 1, J rn a sua distancia ao ponto 
(XI' YI' Zl), e onde se deve dar a n os valores 1, 2, 3, ... 

Equações analogas têem logar para os outros pontos, isto é: 

d2 x~ d Vii) d2 VI d V(I) 

dt2 =~, . dt~ = -ii/-' 
d2 X'; cl V(~) d2 y:i cl V,2) cl2 zl cl V(2) 

dt2 · =~, Jt~ = dy" , dt2 = clz" , 

...................................... , 

onde 

r~ representando a distancia do ponto (X\") , y\,,), z\n» ao ponto (x'l, V;, z;), 7'~ a distancia do 
t « II) (n) (n» t (" .. ") t d d t I O 2 3 V' pon o XI , VI ,ZI ao pon o X" Yll Zj , e c., e n even o er os va ores , , , ..• em. , 

os valores O, 1, 3, 4, ... em Y:, etc. 
Sommando separadamente os tresgrupos de equações assim formados, depois de as mul­

tiplicar por CIO), 0 1), 0 2), C(3), ... , resulta 

d 2 X(Il) cl V(n) 
:E C(n} __ I _ =:E Clnl_-

dt2 dx(n) , 

cl2 (Il) d Vln} 
:E C(n) __ }!.L = :E O(n) -'--

dt2 dyln) , 

d2 (n) d \T(n) 
:E C(n) ~ = :E C(n) --

dt2 dz(n) , 

onde o sommatorio se deve extender a todos os pontos. 
O segundo membro da primeira d' estas egualdades póde de ser escripto do modo seguinte: 

CIO) [C(1)](1'1) ~~ +C(2)] (r;) ~~ + ... ] 

+Cti) [C(O)](l'~) ~~+C(2)f' (1'~) ~j + ... ] 

+Ci2J [CO)](1'~);~~~ +C(I)]/I(r~) ~~i. + ... ] 

+ .................................... ; 

temos porém 

~' - "." 1 2 - 1 2, .. ' , 
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e 

logo o seu valor é egual a zero. 
'remos pois 

dy(n) 
:E C(II) -- = O. 

da:(II} 

Do mesmo modo se mostra que 

Temos pOIS 

dy(n) 
:E C(n) ---- = O 

dy(n) I 

d2 x(l1) 

')' Cln) ---'- = Ü "-' dt2 , 

dy(n) 
:E C(n) -'-- = O. 

dz,n) 

d2 Z(I1) 

:Ec(n)7=ü. 

Supponhamos agora applicadas aos diversos pontos do systema (XII YI1 ZI), (x;, 1/;, z;), etc. 
forças parallelas e proporcionaes a C(O) , cri), C(2), etc. Estas forças terão uma resultante 
applicada a um ponto, que chamaremos centro do systema. Tomando este ponto para origem 

das coordenadas, chamando (ai, ~" 11), (a'" ~;, I;)' etc. as coordenadas dos diversos pontos 
do systema, referidas a esta origem e a eixos parallelos aos primitivos, e (1..1, P'l' 'J 1) as do 
centro do systema, referidas aos eixos primitivos, virá 

extendendo o sommatorio a todos os pontos do systema. 
Estas equações dão 

mas 

logo 

d2 (11) 
')' C(n) __ a,_ = O 
"-' dt2 ' 

d2 r.HI1) 
')' C(n) --jJ,~ - O .... dt2 - , 

d2 (11) 
~' C(n) _'_1_ - O. .... dt2 - , 

d2 (11) d2 ( (11) + "A. ) 
:E C(II) ~ = :E C(,,) __ a_,_ --' = O· 

dt2 dt 2 ' 

d 2 1..1 -" C(n) _ O 
dt2 "-' -, 
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e do mesmo modo 

Temos pois 

Os integraes d'estas equações mostram que o centro do systema tem um movimento recti­

lineo ti uniforme. 

Se, além das forças de attracção reciproca, houvessem forças exteriores que acttwssem 

soure o systema, VJna 

d2 )q 
-- }' C(n) = }' C(II) X(ot) . dt2 "-' ..... i , 

d2 p-i '5' C(1I) = '5~ C(u) ·y(n) dt2 .... .... . i , 

onde não entram as forças de attracção, e vê se pOIS que o centnJ do systema pôde ter um 

movimento independente das forças de attl'acçã? reciproca dos pontos, ainda que estas forças 

não sejam duas a duas eguaes. 

Passemos ás equações relativas ao movimento de rotação do systema. 

As equações precedentemente achadRs dão 

1: C(n) Z(n) __ 1 __ X(n) __ 1_ =:E C(n) __ z(n) ___ x(n) ( 
d2 x(n) d 2 Zin») . (d V(,,) dv(n») 

-I dt2 1 dt2 dx(") I dZ(II) 1 , 

}' C(n) X(II) -~ _1/n) -~ =)' C(n) -- X(II) _ -- 1/") ( 
d2 (II) di (n») (d V(,,) d V(n) ) 

..... I dt2 vi dt2 ..... dy(n) 1 dx(n) vi , 

extendendo o sommatorio a todos os pontos do systema. 

e 

MRS por ser 

,ln) Xl")-xl"') 
COS (1m X) = --1'(-11)-' 

m 

dr(II) 
-"'- = COS (1,(11) x) 
-clx m' 

VOL. U 

dl,(n) 
_m_ = COS (1o(n) y) 
dy m, 

BR 
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'temos 

~ C(II) -- Z(n) - --- a/") '= O ( dv(n) dv(n)) 
dX(II) I dzCII) I , 

( dv(n) dV(II)) 
~C(n) ___ xcn) __ ,_ycn) =0 

dy(n) I dxe,,) I , 

( d V(,i) d Vcn) ) 
~C(") __ 1/cn) ___ Z(Il) =0· 

dz(n) ", di") I , 

~ogo 

~C(,,) ze��)_~_xCIl)-~ =0 ( d2x(lI) d2 z(n») 
I dt2 I dt2 , 

VC(n) XCII) -~--1(1I)-'~ =0 '( d2 yCII) d2 a CIl) ) 

... I dt2 '!II dt2 , 

( d2 ZCII) cl2 1/"») '): Ci") 1/") -~ - z(n) _i'-'- = O 
... ", dt2 I dt~ . 

Integrando estas equações, resulta 

~C(n) zcn)~~_xC")_~ =A ( I ,C,,) do(n) ) 

I dt 1 dt ' 

'): C(n) ,(II) (.11, CII) (, - B ( 7 Cn) 7.x,cn) ) 

.... x] -----ztt:-- - y I d-t - ,- , 

~ CCil) l1CII) __ I - - zcn) ~,~ = C ( clZCII) (11/n) ) 

"I dt 'dt ' 

sendo A, B e C constantes ar bitral'ias. 

IS. Quando o deslocamento virtual ele um systema coincidir com o deslocamento real, o 

que só póde ter logar, como é sabido, quando as equações de condição contiverem o tempo 

explicitamente, ax, ay, az, etc. coincidirão com as differenciaes clx, dy, clz, etc., e a formula 
(1) reduzir-se-ha a 

+ '): Cd2 X dy + d2 Y dx) cos exy) + Cd'). x dz + cl2 Z dx) cos (xz) + Cd'). y dz + d2 Z dy) cos (yz) 
...... m dt2 , 

ou 

~ P d _-~ d [dx2 + dy2 + dz2] +v cl [clxdy cos Cxy) +dx dz cos Cxz) + dydz cos (yz)] 
~ , p - "'" m , 2 dt2 ' .... m dt2 • 
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Mas, sendo ~;, :r, ~: as componentes da velocidade do ponto (x, li, z), a equação pre­

cedente póde escrever-se 

equação que encerra o principio das forças vivas e que integrada dá, suppondo 

sendo h constante arbitraria. 

1 
-~mv~=À.+h 2 . , 
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(American Journal of Mathematícs, t. VII. Baltimore 1885) 
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NOTE SUR LES NOMBRES DE BERNOULLI 

Dans un intéressant mémoire intitulé, Some Notes on the Numbers oi Bernoulli and EulB1'~ 
publié dans le volume v du American Joumal oi Mathematics} MI'. G. S. Ely obtient, au 
moyen des séries qui résultent du développement de tangx, de l"otx, de secPx, etc., quel­
qnes relations entre les nombres de Bernoulli et entre les nomures d'Euler. Le but de la 
présente note est de signaler encore quelques résultats relatifs aux mêmes nombres qu'on 
peut trouver au moyen da développement de sec x, de (1 + e~)-I, de secP x, etc. 

1. Considérons premierement la fonction 

y= (1 +eX)-I. 

La dérivée d'ordre n de cette fonction est donnée par la formule (I) 

ou a, ~, ... , A repI'ésentent les solutions entieres positives de I' équation: 

et 011 

i= a+ ~+I~.' .+À. 

Si I'on fait maintE'nant x = 0, on trouve 

(1) Voyez Ob,·as sobre Mathematica, t. I, p. 213. 
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D'un autre côté, nous avons 

et par conséquent 

(1) 
(2 )1' I 

B = n·.~(_1i+n. . L. 
2n-l 2~n -1 ) 2,+1. a I ~ !. .. À! (2 !)~-(3---C!)"r .-. -. (-2-n-1-1/, ' 

étant 

a+ 2~+31+" .+(2n-1) À=2n-1, i= a+ ~+ ... + À. 

Nous avons clone une formule pour le calculcles nombres cle Bernoulli. Cette formule fait 

encore voir que le dénominateur des nombl'es de Be1'noulli ne peut contenil' d'aut1'es factem's 

premiers qlte 2 et ceux de 22n - 1, et que le jacteztr 2 ne peut pas y êt1'e élevé à ltne puissance 

supériem'e à n. 

En effet, on voit au moyen de la théorie des clérivées cl'ordre quelconque que la fonction 
numérique 

(2) 
(2n-1) ! 

donne un nombre entier toutes les fois que a, ~, ... , À représentent une solution quelconque 
de l'équation (1) 

a+2~+31+" .+(2n-l) À= 2n-1. 

0n peut encore envisager sous un autre point de vue, que nous ne ferons qu'incliquer ici, 

la formule (1). Elle établit une rélation entre les nombres de Bernoulli et les nombres (2), 
clont l'étude est importante, parce que ils entrent dans l'expression analytique des dérivées 

d'ordre quelconque qu'on vient d'appliquer pour décluire la formule (1). 

2. II est évident que chaque formule qui donne une expression de la dérivée d'ordre n 
d'une fonction, clonne une expression correspondante des nombres de Bernoulli. Nous allons 

(1) En eft'et, cette fonction numérique co'incide ave c le coefficient du terme général de la formule qui 
donne y(2n-l), quand y =f(u), u= 'f (x), démontrée dans le t. I, p, 213, de ces Obras sobre Mathematica, et 
l'analyse employée pour déduire cette formule fait voir que ce coefficient est un nombre entier. 
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done employer à eette fin la formule (I) 

ou y=f(tt), tt=:p(x). 
Étant 

nous avons 

ou 

·i="A· 
y(n) = n! :E .-.f f(l) (u), 

i=1 ~. 

i=!I A. 
y(n)=n! :E (-1)i.---'-.-

i=i (1 + ex)'+i , 

11 faut done ehereher la dérivée d'ordre n de (1 + ex)i-k, ce qu'on peut faire au moyen 
de la formule de Leibnitz, qui donne 

ou S représente Ia somme eorrespondante à toutes les solutions entieres, positives .ou n.ulles, 
de Féquation 

le nombre des qnantités '1., ~, I, ... , ), étant i - k, et ou 

]10 = 1 + e", pi =]12 =]13 = ... = eX. 

En posant x = 0, on trouve 

(1) C. lIel'mite: COltl',q d'Analyse de l'École Polytechnique, p.59. 

VOL. II cc 
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\lU 

A .= k~i (_I)k i (i-I) ... (i-k+ 1) 2" S p~ p'~~~ PJ, 
I.....· k' , R' ." k=O • a·o, .. ···A. 

et 

D'un autre côté, nous avons 

2n . 
B~ I. = (-1)11 -_._- yI2"-I) 
~n- 22n-1. -1 u • 

II vient done 

(3) 
(2n)! k=2n-1. . Ai 

B2 :1--- ~ (-1)"+'--
II- - 2211-1 k:'O . 2H-i' 

ou 

A . = k~/ (_ l)k i (i - 1) ... (i - k + 1) 2" S p~ P~~ .. p~ 
I.... • k' I R I • I' k=O • a·o, .. ··A. 

et 

a+ ~+l+" .+À=2n-l, 

avee la eondition de remplacer le facteUl' 

i(i-l) . .. (í-k+l) 
. k! 

par l'unité, quand k = O. 

3. Des expressions analogues à (1) et (3) représentent les coefficients du développement 
de (1 + eX)-p en série. Les résultats qu'on obtient en exprimant ces coefficients au moyen des 
nombres de Bernoulli sont bien moins simples. 

En représentant par 2~2n-~! les coefficients du développement de (1 + eXrP, nous avons 

premierement la formule 

C =~(-I)i. p(p+l) ... (p+i-l)(2n-l)! 
211-1. 2i-l- , R , ~, (2 ')~ (2 1 ,)1.' Pa.o, .... II-. " ••• n- . 

ou a, ~, ••• , À repl'éf>entent les solutions entieras, positives ou nulles, de l'équation 

a+2~+31+" .+(2n-l) À= 2n-l, 
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et o:ú 

analogue à la formule (1) j et ensuite la formule 

C =(2 _l)Ii=~-I.(_l)i p(p-+l) ... (p-+i-l)A.i. 
2/1-1. n ........ 2i+ . I 

,=1. p.~. 

A .= k~i (-1)1c i (i-i) ... (i-k-+ 1) 21c S p~ p~ ... é" 
,..... 11 ~ IRI ~" Ic=O iC a.I, ••• ·/\.. 

laquelle est analogue à la formule (3). 

4. Considérons maintenant les nombres d'Euler. On peut calculer ces nombres. au 
moyen d'une formule analogue à la for:nule (1). En effet, l'expression analytique de la,' dé· 
l'ivée d' ordre n de y = (cos xl-i par rapport à x est 

" n! i! cosa (x -+ ~) cos~ (X -+ 2 ;) ... cos" (x -+ n ;) 
Ytlll - ~ (- 1)' 

- . I B I ~ I (2 I)~ (3 I)T (I)" i+1. • a. . ... /\... .... n. cos x 

Nous avons donc 
• 7t R 'lt ,,'lt 

(2n)! t! cosa """9, cosI' 2 -2 . " cos 2n-2 
"L' ~(1' ... 
.l'J 211 =... - )'. ~ T . ,,' 

a!~! ... À!(2!) (3!) ... (2n!) 

Oll a, ~, ... , À représentent toutes les solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et ou 

ou 

(4) 

ou ~, (l, (J), ••• représentent les solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et ou 

* 
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On peut aussi calculeI' les nombresd'Euler au llloyen d'une forlllule analogue ii (3). 
En effet, en posant 

nous avons 

ou 

y= (cos x)-i, 

i=2n 
E2n = (2n) I :E (~1); Ai 

i=i 

a, ~, ",' ne devant recevoir que les valeurs paires. 

5. Considérons maintenant la function dont lVI. Ely s'a occupé principalement, à savoir 

y= (cos x)-P , 

pour la développer en série. Nous aV011S 

. nlp(p+1) ... (p+i-1)cos(l. (x+ ~) cos~ (x+2 ~) ... cos" (x+n ~) 
y(nl=L(-1)'--

. a I ~ I ... À. I (2 l)~ (3 1/ ... (n I)". cosp+i X ' 

X2n 
et par conséquent, e11 représentant par C2/1 le coefficient de (2n) I dans le développement 
considere, 

ou 

ou 

C2n =:E (_l)i+~+(I)+... (2n) I p (p + 1) ... (p + i-I) 
~ I a I (J) I ... (2 l)~ (4 l)a (6 IYI) ... ' 

ou, comme précédemment 

Hosted byGoogle 



221 

Cette formule va nous conduíre à un résultat ímportant. 
En y posant p = pi + 1 et remarquant que, comme nous avons déjà dit, 

(2n) ! 

est un nombre entier et que 

p (p + 1) ... (p+i-1) = (pi + 1) (pi +2) ... (pi +i) = multiple de pi + 1 2 .. . i, 

nous avons 

C211 = multiple de pi + E2n, 

ou le ihéoreme: 

(5) 

De cette congruence ii résulte que le théoreme de Lucas, à savoir 

p-i 

E 2n ==(-1)-2-E2'I+p_i (mod=p), 

ou p est un nombre premier, a ausai lieu poul' les coefticients C2n , c'est-it-dire que 

p-i 

C2n == (- 1) -2- • C2n+p-- i , 

C~II et C2,,+p-l étant les coefficients du développement de (cos x)-(p+I). 

De Ia formule (5) et de la formule (11) de la mémoire de M. Ely on tire la congruence: 

ou St représente la sornme des cornbinaisons des nombres 12, 32, •• " (p - 2)2, pris n à n, 

, p-1 
etou t == -2-' 
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VIII 

(Mémoires de l' Académie Royale de Belgique. Classe des Sciences. Bruxelles, 1904) 
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SUR LA SÉRIE DE LAGRANGE ET SES APPLICATIONS. 

1. Soient données les équations 

~t = f(y), 

Y =.t + X?i (y) +.x;~?l (y) + ... + x/c?/c (y). 

La fonction n, qu'elles définissent, peut être développée en série dont les termes sont des 
fonctions entieres, déterminées, de x, au moyen de la formule de Lagrange, quand sont sa­
tisfaítes quelques condítions bien connueSj et de ce développement on peut déduire un autre, 
ordonné suivant les puissances entiereEl et positives de x, que nous avons indiqué dans deux 
travaux publiés dans le Jonmal de Mathématiqnes p~t1'es et appliquées (3.e série, t. VII, et 
4. e série, t. v) (1). 

Les formules dont on vient de faire mention sont applicables au développement des fon­
ctions algébriques, comme l'a fait voir M. David dans un mémoire important, publié dans le 
Jom'nal de l'École polytechm:qlte de Paris (cahier LVII, 1887), ou iI a fait voir qu'elles don­
nent le développement de la fonction f(y) de la racine y de l'équation algébrique F (x, y) = 0, 
que prend la valeur yi, quand x = Xl, en série convergente dans le voisinage de XI, quand 
sont satisfaites quelques conditions qu'il détermina. Mais M. David n'y a pas considéré que 
le cas ou yt est une racine simple de l'équation F(Xl,y)=Oj et les conditions qu'il a trouvé 
sont, en général, d'une application difficile, et iI faut, dans la plupart des cas, les remplacer 
par autres, moins générales, mais plus simples. 

(1) Voir: Obras sobre Mathematica, t. I, p. 221 e 229. 

VOL. II DD 
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e'est cette question du développement des fonetions algébriques que nous allons considé­
reI' dans Ia premiere partie de ce travail. Nous y considérons non seulement le cas, étudié 
par M. David, ou yl est une racine simple de F (Xi, y) = 0, mnis encore quelques autres 

Iesquels est une multiple cette équation, nous y cherchons eles conditions 
pour Ia convergence des séries eonsidérées, n'étant nécessail'cment Ics plus générales 
et ne donnant pas la pIus grande aire oil cette convergence ait liea, soient de facile appli­

eation. 
La qaestion qu'on vient d'indiqaer celle que avons prineipalel1lent dans 

ce travai!. nous de cette occa8ion pOUl' dans deuxiel1le quel-
ques développements particuliel's, qui résultt'nt des formules précédeml1lent rapportées, et, 

dans la troisieme partie, quelques représentations des coefficients de ces formules-cio 

. .. .í: • 



I. 

Sur l'applioation. de la fOrnn11e 4~ J..;..agrªllge 
au développeIllen.t des fon.ot;i.on.s algébriq.»es. 

2. Soient fez), tfi (z), tf2 (z), ... , tf" (z) des fonctions holomorphes dans une aire A, limi· 
tée par un contour K, et soit t l'afJ1xe d'un point de son intérieur. 

En appliquant la série de Lagrange à la fonction u, définie par les équations 

(1) tt=f(z), z=t+xF(z), 

ou 

(2) F (z) = tfl (z) + X tf2 (z) + x2 tf3 (z) + ... + x'c- 1 tf1c (z), 

on trouve premierement 

ou 

et, en ayant égard à l'inégalité 

ou M et MI représentent respectivement les plus grandes valeurs que prennent 

.. 
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quand z décrit le contour K, et cr la Iongueur de ce contour, on trouve ensuite le dévelop­
pement 

(3) 
~ xn d,,-I) f' (t) [F (t)J" ! 

f(z)=f(t)+ ~ -.------
n=l n ! dtn- I , 

quand M < 1, et, par conséquent, quand on a pour tout point z de K, 

(4) 

Le développement qu'on vient ·d'écrire eat unijormement convergent dlma une aire B ou 

soient représentées Ies valeurs de x qui satiafont à cette condition. En effet, en repl'éscntant 

par P et Q Ies pIus grandes valeurs que prennent M et Mi dans l'aire B, ·ou a I'inégalité 

dont le second membre est indépendant de x et tend vers zéro, pour m = 00. 

3. Les termes de Ia série (3) sont des fonctions entieres de x, et ii résulte d'un tMo­
reme bien connu qu'on doit à Weierstrass (i), qu'on eu peut tireI' une autre ordonnée suivant 

les puissances entieres et positives de x, convergente pour toutes les valeurs de x représen­
tées par les points de l'aire d'un cercle qu'ait le centre dans l'origine des coordonnées et qui 
ne coupe pas Ie contour de Paire B. 

On trouve de cette maniere, comme nous I'avons déjà fait voir dans Ilne note publiée 
dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (4.e série, t. v,p. 67) (2), le dévelop­
pemen(suivant: 

(5) 

ou la somme :E' se rapporte à toutes les solutions entieres, positives ou nulles, de l' équation 

et ou 

(1) Monatsberichte de1' J{, Akademie de1' Wissenschaften zu Berlin, 1880, 
(2) Obras 80bre Mathematica, t. I, p. 232. 
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II convient de remarqueI' que dans ce qui précede k peut être égal à l'infini, si lá série 
qui alors entre dans le second membre de (2) représente une fonction holomorphe de x et z 
dans l'aire A, pour ce qui concerne z, et dans l'aire B, pour ce qui concerne x. 

4. Cela posé, nous allons étudier la condition (4). 
Supposons que le contom' de 1 'aire A soit une circonférence de rayon égal à R ayant son 

centre dans le point d'aftlxe t, et qu'ilsoit 

z - t= fi (cos O + i sin O), x=r (cos O) +isin 0)), 

Si à une valeur particuliere donnée à p correspond une autl'e, 1':1, pour r, telle 'qüe l'iné­
galité (4) soit satisfaite par toutes les valeurs de O et 0), comprises entre O et 2.rt, et par 
celles de l' inférieures à ri, la formule (5) est applicable à toutes les valeurs de x représentées 
par les points de l'aire du cercle de rayon égal à ri, ayant le centre dans l'origine des coor· 
données, 

Pour obtenir le plus grand ce rele qui satisfait à ces conditions, ii fa\lt chercherd'abord 
la plus grande valeur que prend lepremier membre de l'inégalité (4), quand O varie depuis 
O jusqu'à 271:, et la valeur eorrespondante de z, que nous représenterons par z', laquelle dé­
pend de 1', O) et p; iI faut chercher ensuite la plus petite valeur, ri, que prend la fonction 1', 

définie par l'équation 

quand Ol varie depuis O jusqu'à 27t; et iI faut ehercher enfin la ,plus ,grande valeur, "IJ, que 
prend ri quanel p varie depuis O jusqu'à R, Alors "IJ est le rayon du, cerde demandé. 

On voit par ce qui préeecle que la détermination de ''I au moyen de (4)' n'est pas, en gé­
néral, facile, à cause de la complexité des conditions auxquelles doiventsatisfaire: les q~atre 
variables qui y entrent, On peut mêllle trouver elans la résolution de ,ÇE;l própleme ci~s'diffiçml­
tés insurmontables, et ii faut alors se contenter de la connaissa~ceel;un cei'cle de donverge~~~, 
pour la série (5), de rayon plus petit que ce nombre-Ià, ce qui est d'ailleurs suffisant en beau­
coup de questions; et, pour le déterminer, on peut employer l'inégalité 

(6) r I ~ (zL I +'1'2") qJ2 (z) ,'+, .. , < 1, 
z-t z-t, 

qui résulte de (4) et de la suivante: 
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L'inégalité (6) est bien plus simple que (4), parce qu'elle ne contient pas 0); mais eBe 
est encore, en général, diffieile d'appliquer, et iI faut done la remplacer, en beaucoup de 
eas, par quelque autre plus simple. Nous donnerons bientôt, pour le eas des fonctions algé­
briques, qui sont caIles dont le développement nous avons ici princÍpalement en vue, une 
condition, qui résulte de la préeédente et qui est facile d'appliquer. 

3. Dans le cas important ou les équations (1) se réduisent aU:l!: sqiva.ntes: 

les conditions (4) flt (6) miment au même résultat. 

En eft'et, alors la condition (4) se réduit à la suivante: 

Mais, en posant 

on trouve 

<p!. (z) --= p!. (cos a + i sin a), 
z-t 

<p2 (z) = p2 (cos b +i sin b), 
z-t 

x = r (cos 00 + i sin (0), 

Done la plus gt'ande valeur que prend le premier membre de eette identité, pour ehaque 
valeur de z, correspond à 00 = b - a, et est, par conséquent, égale à 

ou 

l' (pI + p2 r), 

I "<p2 (z) 1+ 1,,2 <p!. (z)l. 
z-t 1 I z-t. I' 

et en résulte que la plus grande valeur qu'il prend, quand z décrit le contour de A, est égale 
à la plus grande valeur que alors prend cette derniere expression. 

On voit donc que, dans le cas particulier que nous venons de considérer, on peut employer 
la condition (6) pour déterminer la valeur de 'lj. 
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8. Nous allons maintenant appliqner la doctrine antérienre aux fonctions algébriqnes. 
Soit y nne fonction algébriqne de x définie par l'équation 

fi (x, y)= 0, 

et (Xi, Y1) nn systeme de valeurs qui lui satisfasse; et supposons qtt'on veuill.e développer la 
branche y de cette fonctio11 qui prend la valeur yi, quand on donne à x la valeur XI, ou fiy), 
en série convergente dans U11 certain cercle ayant le centre dans le pvint d'affixe Xl. Suppo­
sons encore, premib'ement, que yi soit une racine sim pie de l'équatlOn fi (Xl, y) = O. 

Cela posé, si l'on remplace dans l'équation (7) X pat' X-Xi et y par y-y1, on la réduit 
à la forme 

Aly+A2Y~+' •. +A",ym+ ... _ X (A~I)+A\I)y+Ail)y2+ ... ) 
_ X (A~2) + A12) Y + A~2) y2 + ... ) 
- ..•..•...... , ••.......•.. ==0, 

ou, par hypothese, AI est clifferent de zéro; ou 

ou 

Ab1) + AP) Y + A~I) y2 + .. . 
1.(1 (y)= AI +A2 y+Aa y2+ ... ' 

A~2) + A12) y+M2) y2+ .. . 
1.(2(y) = AI +-A2 y+Aa y2+ ... ' 

............................ 

L'éqnation qu'on vient d'obtenir a la forme considérée dans le n.o 2, et on peut, par con­
séquent, développer y ou f(y) au moyen de la série de Lagrange, ou au moyen de la for­
mule (5), si l'on veut trouver un développement ordonné snivant les puissances de x. 

Pour étudier la convergence de la série qui alors résulte de (5), remarquons que l'inéga­
lité (6) donne dans ce cas 

et que cette inégalité est satisfaite quand 

r II Aôl ) I +! AII,'lly I + ... +r[1 Aô2) I +1 Ar) II y 1+·· .]+ ... ! 1 
lyIIIAJI-IA21Iyl-IAallyI2~· .. t <, 
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et 

I ALI > IA~lly l+iAallyI2+,., 

Si l'on détermine deux nombres 1'1 et r tels que ces deux inégalités soient satisfaites 
JOl'sque r = r j et I y I = r, les mêmes inégalités sont satisfaites quand l' < 1'1' et les formules 
(3) et (5) sont valables poui' toutes les valeu1's ele x représentées par les points de l'aire du 
cercle de rayon égal à 1'1' ayant Ie centre dans l'origine des cool'données, 

POUl' t1'ouver le cercle plus gl'and que ces inégalit<-\s peuvent donner, iI faut che1'che1' la 
valeUl' de r qui rend maximum la valeur de l' donnée par l'équation 

'I' II A~I) 1+ I Ali) I r+·· .+r[ I A~2) I + I Aí2) I r+·· .]+ ... ! = 1, 
r IIAj 1-IA21 r-· .. [ 

et satisfait à lacondition 

La valeur de r correspondante est le rayon du cerc!e demandé. 
L'inégalité qui précede ne donne pas, en général, le plus grand cerc!e dans le que 1 la 

série (5) est convergente, mais' elle est de facile application et peut donc être utile en be~u­
coup d'occasions. 

~. Nous avons supposé dans ce qui pré cede que A~ est différent de zél'o. Supposons 
maintenant qu'on a 

AI=O, A2 =O, ••. , Am_t=O, 

et que Am est dift'érent de zéro. 
II vient dans ce cas 

t t 

y= Xm[~l (y)+X~2 (y) +X2~3(Y) + ... ]'", 

" ............................ , 
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1 

OU, en pusant X;; = VEm, 

, 1 

,11 = Êm'v [~1 (,11) +Vm~2 (,11) + v2,'; h (,11)+ • •• J-;;;-, 

ou l'on représente par Em Une quelco!1que des racines ,de l'équation ~m = 1. 
On peut appliquer à cette équation la formule (3), en y posant 

I 

t = 0, F ('!I, v) = E," [~1 (,11) +v'" ~2 (,11) +v2m h (,11) + .. ,J-;;;-, 

et I'on obtient un développement convergent applicable à toutes les valeurs de v représentées 
par les points cl'une aire B, quand on a, pour toutes ees valeurs de v et pour toutes les va~' 
leurs de ,11 représentées par Jes points d'une aire A,' 

(7) 
I' Aôl)+ Ali) y+~g)';tl+· : .+v'" [A&2) +A\2) ,11+ • •• ]+ .. '.,:> 0, 

I , Am + A"'+I ,11 + Am+2 ,112 + ... I > ° 
et, pour toutes les valeurs de ,11 représentées par les poiríts du contour de A, 

Dans ce cas F (,11, v) est, en eft'et, une fonction: ,holomorphede ,11 dans I'aire A, x'étant 
l'affixe d'un point quelconque de l'aire B, et l'inégalité (4) est satisfaite. 

La détermination d'unei aire ou soient 'représentées: toutes les valeurs de v qui satisfont. 
aux conditions précéde~tes n' est pas, en général, facile; mais de ces inégalités, on peut en 
dédl1ire de plus simples, qui déterminent une partie de cette aire. 

En :.éft'et, la' dernH)l'I~ inégalité peut être remplacée par lá suivante: 

qui estsatisfaite pai: lés valeul's de yet' v, qui satisfont àla suivante: 

I v 1m II Aõl) I + I Ali) I J ,11 1+· ... +1 V [m [ I Aô2) i + I A\2) II y I +. ; . J I 
, 'Iylm IA~,+Am+ly+~ .. 1 '" " ' . < 1. 

Mais ün a 

VOL. II EE 
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Donc, pour que l'inégalité considérée ait lieu, ii suffit qu'on ait 

! A~ I > I Am+l II y I + I Am+~ i I Y 12 + ... , 
! 'V 1

m II Ab1) I + I A~l) II y I + ... + I V 1m [I Aô2) I + I AI!) Ily I + ... ] + ... ! 
, I Y I'" II Am 1-'-1 A m+.! I y I-I A .. +2 I I y I~-·· .! <1. 

Considérons maintenant les inégalités (7). Pour qu'elles aient lieu, ii suffit qu'on ait 

(10) 

e 

et, par conséquent, elles sont satisfaites par les valeurs de y et v qui satisfont à cette der­
niere inégalité et à la suivante: 

(11) 

Si l'on détermine donc deux nombres Yj et p telsqne les inégalités (8), (9), (11) soint sa­
tisfaites quand I v I = -Ij et I y I = p, les inégalités (8) et (11) sont aussi satisfaites quand I v I <-/j 
et I y 1< p, et l'inégalité (9) qlland I v I <"fj. 

On peut donc développer f(y) au moyen de la formule 

(12) 
. 00 v ll [rJ,II-f 11' (t)[F (t, V)J" I] 

f(y) = 1(0) + ~~1 -;:r dtn t o' 

quand v est l'affixe d'nn point quelconque de l'aire du cercle de rayon égal à ,"fj, ayaht le 
centre dans l'origine des coordonnées. 

s. On peut déduire du développement qu'on vient de trouver un autre ordonné suivant 
les puissances entieres et positives de v. En effet, puisque l'inégalité (10) est satisfaite, la 
fonction F (y, v) peut être développée ensérie ordonnée suivant les puissances entiereset, 
positives de 

AP) y+A~') ~l+ . .. + vm [Aó2) +AI2) y+ . .. ] + ... , 

et cette série est uniformément convergente dans le cercle de rayon égal à "fj, ayant le centre 
dans l'origine des coordonnées, quand y représente un point du cercle de rayon égal à p, 
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ayant le centre dans le même point. On en eonclut, au moyen d'nn théoreme de Weierstrass 
précédemment rapporté, que F (y, v) peut être développée en série ordonnée suivant les puis­
sances entieres et positives de v, convergente dans le cercle de rayon Yj considéré. On trouve 
ainsi un développement de la form~ su.~vante 

y= Em V [CPo (y) +CPm (y) V"'+cp2m (y) V2m + ... J, 

auquel on peut appliquer la formule (5), qui donne 

(13) f(y) =f(O) + .~ E::'V"1:' ,,I, .[db-i)fl(t)[cp()(~~~[cpm(t)J~ ... ! J, 
n=1. a . ~ . , . . • • dt O 

ou la somma 1:' se rapporte à toutes les solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

a+(m+ 1) ~+(2m+ 1)1+ .. . ..,-,n, 

On peut encore écrire les formules qu'on vient de trouver de la maÍliere suivante: 

" 
f( ) =f(O) + ~ e;:' 007,;" [cln-I. )f' (t) [FI. (t)Jn ! ] 

y ., , dtn-1. , n=1. ,.. o 

f( ) =f(O) , ; n .,; 1: 1 [clb-.1. 11' (t)[ cp!. (t)Y [cp2 (t)J~ . .. ! ] 
y -r Em X , r.l' , . cltb- i ' n=1. a.jJ.,.... O 

úu 

Fi (t) = ~1. (t) + X ~2 (t) + 002 ~3 (t) + ... 

~ ~(n n ) 
X'" = 1· '" cos- O> + i sin - O> • 

·m. m 

Chacune de ces formules donne pour f(y) m valeurs différentes, qui correspondent aux 
m valeurs de Em, et elles sont valables pour toutes les valeurs de X représentées par les points 
de l'aire d'nn cercle de rayon égalà Yjm,ayant le centre dans l'origine des coordonnées. 

* 
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9. S,oieIit 

,!/i, ,!/i;., y3" ••• , Yrll 

les 'ln valeurs de y qui correspondent aux m valeurs de Em, 

La formule (12) donne 

f( )+f( )+ +f( ) - f(O) + ;: ~,[dn-i lf'(t)(E',!+E~+ . .. )[Fl(t,V)J'~_tJ 
yl y2. . . Ym - m ...., dtll - i " , 

,11=1 n. _ ' ' o 

ou 
i 

Fi (f, v) = [0/ I (t) +Vl1l 0/2 (t) + .. '. Jm. 
MaiR on a 

quand le nombre n n'est pas divisible par m, et ' 

quand n=m.i, i représentant un nombre entier. 
Donc 

f( )+f( ")+ +f()= f(O)+;: __ V!1li'_ [dmi-l1f'(t)ro/i(t)+vl1l0/2(t)+ ... YI-j 
yl y2. . . Y,'" m ...... 1)' ':J,t"'i-l , , , i=1 ~ (m~ - . ' LI;! _ o 

ou, par conséquent, 

f( ) +fC ) + '+f() = f(O) + ;: -~, [dmi- I ti' (t) lo/i (f) + x 0/2 (t)+ . .. ]i IJ yl y2. .. , Y", 'ln ....., 1) I . d ',' . • 
i=1 't (mz- . tnl'--:-' _ o 

Cette formule s'accorde avec une donnée par M. Rouché dans l'important mémoire SUl' Ia 
série de Lagrange qu'il a publié dans le Journal de l' École Polytechnique de Pari.~ (cahier 

XXXIX, p. 223). 

10. Ou peut déduire facilement de la formule qu'on vient d'obtenir un développement 
ordonné suivant les puissauces entieres et positives dex. 

En effet, en développant la puissance i du polynôme q~i y'entre, on peut écrire son terme 
, général de la maniere suivante: 
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o.U la so.mme ~ se rappDrte à tDutes les sDlutiDns entieres et pDsitives de .l'é'quatiDn 

a+~+I+···-,-i; 

o.U 

DDnc Dn·~ la. fOrmule demandée 

o.U la iõDmme ~I se rappDrte à tDutes Ies sDlutiDns entieres et pDsitives de l'équatiDn 

a+2~+31+ ... +nÀ.=n, 

et DU 

:;t. . L' ànalyse empIDyéedàns Ie n. o 7 n' est pas applicable quandA~l);:- O.:Mais onpe:ut 

la généraliser et l' étendre au cas DU I' equatiDnprDpDsée a la fDr:tlle suivante: 

Amym + Am+l ym+l + Am+2yrn+2+ . .. + x'· (A~k) + A~k) y+Ag') y2+ ... ) 

+ x/·+1 (A~k+l) + A~k+l) Y + A~k+l) y~ + ... ) 
+ .............................. =0, 

Aók) étant une quantité différente de zérD 

Dans ce cas, o.n a 

k ! 

Y = xm [~! (y) +x ~2 (y) +X2 ~3 (y) + ... Jm, 
Di! 
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1-

ou, en posant Xm = Em V, 

i 

y= E~ vk [41 (Y)+Vm42 (y) + ... Jiil. 

On peut donc appliquer la formule de Lagrange, en y posant 

i 

t = 0, F (y, v) = E~, vk- i [4i (y) + v'" 42 (y) + v2nl 43 (y) + ... Jm, 

quand on a, pour toutes les valeurs de v représentées par les points d'une aire B et pour 
toutes Ies valeurs de y représentées par ceux d'une aire B 

] Alk) Y + A~k) y2'+ . .. + ,i;m [Ag+I) + A~'+I) Y + ... J + ... I> 0, 

] Am+Am+IY+ Am+2y2+ ... ] > 0, 

et, pour toutes les valeurs de z représentées par un point· du contour de B, 

i 

] V 1"-1 141 (1J) + v'" 42 (!l') + ... I"; < 1. 

o • Iyl 

De ces inégalités, on peut déduire, comme dans leoas considéré dans le n. o 7, des autres 

'plus simples, et du développement de f (y), que donne la formule de Lagrange, on peut dé­
duire un autre ordonné suivant les puissanees devo 
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II. 

Sur quelques développelll.entsparticuliers 
qui résultent des forIllules (3) et (5). 

12. Nous allons maintenant déduire des formules (3) et (5) quelques développements 
particuliers. 

Considérons premierement la fonction u definie par les équations 

u=f(z), 

z=t+ 1 recp (z) +re2 [cp (z)J2+x3 ~rr (z)J3+ ... ! ~ (z) = t+ xcp (zH (z), 
l-xcp(z) 

ou I x I < 1 et I cp (z) I < L 
En appliquant la formule (5), ou trouve 

oh ln somme :E' se rapporte à toutes les solutions entieres et positives de l'équation 

a + 2 ~ + 3, + ... + n À. = n, 

et Ult 

b=C(+~+,+ .•• +À.; 

011 

( 1-1) 
. 00 x" li db- f If'(t)[cp(t)J,,[~(t)Jb I 

fez) =f(t) + :E -, :E Ab l b-f , 
n=t n. b=f (j t 

(lil Av repréeente la somme de toutes les valeurs que prend l'expression 

n! 
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quanà on a, ~, .. À. par racines positives uuHes, des équations 

En 
tration, 

maintenant l'identité connue, dont donnerons bientôt une c1émonstra-

trouve 

A b = (n-~ (n) 
(b .....,..-.1) ! b 

(;) = 
n(n-1) .. .(n~b+l) 

1. ~ ... b 

(15) ""xnn (n) f(z) =f(t) + L: - L: ---
1.1' (t) [rr (t) Jn [o} (t)Jb ( 

Nous 
1.0 Soit 

déduire 

n=1 n ú=l l b - 1) ! b dtb- i 

de formule. 

1 1-z 
9(z)=I,~ez)=z2-1, f(z)=21og'l+z·' 

On trouve alors le développement 

fez) = fe i) + f x" ~ ~_~_ (n) clb- I ~2 _l)b-J , 
n=1 n 0=1 (b - 1) ! b - cltb- 1 

que, en la· 

X b- i représente 
suivante: 

qe Jacobi, 

b-l, 

cc n n ( \ 
= f (t) L: x l: n) 2b- 1 X b- 1 

b=l 

rédnire forme 

Dans le cas particulier OlI t =: 0, on a Xo (t)= 1, X b- 1 (t) =o 0, quand b est nn nombre 

pair, et 

(t) 
b-i 1 3 'b 2) lf2 ..... , -

2.4.6-:-: (b--l)' 

. . - .í: • 
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quand b est un nombre impai1" En posant alol's 

on trouve 

f(z)= -E xn \ 1+ l:l (-1)m-! ( n ) 1.3.5 .. . (2m-3) 2m-A t. 
n=! n I 111=2 2 'ln - 1 (ln -.:.. 1) ! , 

II est facile de voir que, dans le cus que nous considérons à présent, 00 a 

fez) = -J:-log 3 x- 1 +V (á +4t)x2 -2 (1 +2 t)x+ 1. 
2 x+l-V(ó+4t)x~-2(1+2t)x+1 

et, quand t = O, 

f( ) 1 I 3 x-I + V ó x~ - 2 x + 1 z =- og • 
2 x+ l-Vbx't-2x+l 

Les formules qu'on vient de trouver donnent done les développements de ces fonetioms 
en série ordonnée suivant Ies, puissances de x. 

2.° Supposons maintenant 

?(z)=l, ~(z)=1-z2, f(z)=aresenz. 

qui, à cause de I'jdentité connúe 

! 

db-! (1 - t2)b-'2 _ ( 1)b~! 1. 3 .. ',~2 b -=-1) . b. , 
dtb-! ,- -, ---b--- SlD ai c COS ~, 

donDe 

f( ) -f() +:~ xn., ~ (, 1)b-! 1.3 •. ,(2 b~ 1) ,,(,n,) . b . z - t .... - L. - ------ sm alC cost 
tI=! n b=l " b· !' b • 

Quand t = 0, iI vieDt 

f(z)=-.~ ~,~ 1.3.5., ',(2b,-1) (n). 
n=! n b=I b, b 

VOL. II 
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dOllllent !es développeuH nts des fonetions 

en sél'ie ordonnée les de x. 

3.° Soit maintenant 

l'(z)=l, ~(z)=ez, J(z)=z. 

II appliquant formule (3) fonction déJlnie par !'óquation 

z= t+x Ce" + z - t), 

le dlf\;eloppement suivant: 

x" r-dll-1 z-t)"] z=t+ ~ - -
,,=1 n! _ dz,,-t z=t' 

l\Iais on a 

t"t, P,IT conséquent, eu développant le sel:ond memll'e de cette identité suivant les puissallces 
dI' z 

(n) \ "2 t)2 b3 (z I 
(e=+z-t)"= I: Ó e"t(z-t)n-ú\ 1+ó(z-t)+-.j-'-+-3-' -+ ... I. 

0=0 ( ~ . . \ 

Done 

t'!, p;n' eonséquent, 

z=t 

l\I,IÍ;;7 d'nn autre côté, la formule (14) dOllne 

z 

1 
--01,-1 

-1) ! 

_J. __ I 1 __ 
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En comparant ces deux resultats, on tl'ouve la rélation que nous avons employée pl'é­
cédemment 

A = (n-'~ (n) 
b (b-l)! b . 

4.° Soit enfin 

<p(z)=z,. ~(z)=1, f(z)=z. 

II vient alol's 

z = t + f x" ~ ( n ) (n) t"-b+f. 
Il=i n b=1 0-1 b 

Cette formule donne le développemeut de Ia racine de l'équation du deuxieme d€gré 

xz2 +(x-tx-1)z+t=O 

qui se réduit à t quand x = O. 

13. Considérons maintenant la fonction u définie par les équations 

1t = fez), 

La formule (5) donne alors 

ou 1:' se rapporte aux solutions entieres et positives de l'équation 

et ou 

ou, par conséquent, 
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tvu SiI rt.:>présente la somme eles valeurs que prend l'expression 

n! 
------------ ~--=-----~ 
a! ~ ! ... À! (2 !)~ (3 !/ ... (n !i' 

quand a, ~, ... , Ã. SOllt remplacées parles racines entieres, positives et nulles, des équations 

Mais, en appliquant à la fonction (eX-l)b une formule connue qui donne les dérivées des 

fmlCtions de fODctioD, Oll trouve 

et, par cOD8équent, 

~m, eu employant la notation des elifférences finies, 

On a done 

(16) 
00 xl1 11 Lib O" db-- i 11' (t)[ ~ (t)lll [~ (ti]b I 

j(z)=J(t)+ ~ -, ~ -b-'- dtú-1. 
11=:1 n. b=:I • 

Nous a1l0118 considérer quelques conséque11ces de cette formule. 

1.° Soit 

j(z)=z, cp(zi=z, ~(z)=l. 

II yient alors 

, 00 xl1 ", Lib 011 ( n ) z=t--j- ~ -. - L --- tn- b+i • 
11=1 n ! b=l b b - 1 

Cette formule donne le développement en série ol'donnée suivant les puissances de x de 
la fODction z, dótinie par l'équation 

qui prend la val('ur t quand x= O. 
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2.0 Soit maintenant 

1 1-z 
f(z)= 2 log l+z' <p (z)= 1, ~(z)=z2_1. 

On trouve alors 

ou, en employant une formule de Jacobi antérieurement écrite, 

Quand t = 0, cette formule donne, en posant b = 2 m -1, 

f(z)= ~ x~ [1+ 'l: (_1)m-1 ( 11, ) 1.3 ... (2m,-3). LlUO:J. 
,,=1 11, • ?1l=2 2 m - 1 . (rn - 1) . b 

Comme les équations 

donnent 

et, quand t = 0, 

les formules antérieures donnent les développements Cle ces fonctions en série ordollnee sui· 
vant les pnissances de x. 

3. o Soit eucore 

f(z)=arcsinz, <p(z)=l, 4>(z)=1-z2, 
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0n t1'ouve alors 

et, par conséquf$nt, en employant une ,formule antel'ieurement écrite, 

~ x" " 1.3 ... (2b-l) I1b O" . 
f(z)=f(~)+ L -, :E (_1)b-f --.-,-smbarc cost. 

n=f n . b=1 b b . 

Quand t = 0, on a 

f(z)=- f xn ~ 1.3 .. . (2b-l) I1b On 
'. 11=1 n! b=f b ."{;!'. 

Ces séries donnent les developpements en serie ordonnée suivant les puissances de re des 
fonctions 

14. On peut supposer que dans les fot"mnles (3) et (5) t est une qnantité variable, et 
elles donnent alot"s des eléveloppements en série d'uue fonction déterminee ele t. On a déjà 
t1'onvé qnelques développements à double entrée ou ent1'ent les polynômes de Legendre et les 
polynômes sin b (ar c cos t); et nous allons maintenant considerer encore deux autres, ·à simplé 

entrée, ou figurent 1es mêmes polynômes. 
Appliquons, pour cela, la formule ele Lagrange aux équations 

II vient 

et, par conséquent, 

00 xn . 
f(z)=f(t)+ :E _2n-fXn_1 (t). 

n=1 n 
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JHélis, autre los équations (;ollsidérées dOlment 

.:r.. 11 

"~2,,~lX ,(i) It- • 
n 

En la formule de aux 

u=aresinz, z=t+x~(z), ~(z)=1-z2, 

on trouve 
1 A ., 

la memc mamere 

. 2 x-I - V 4 x2 - 4 x t + 1 . ;: ( 1) ! x" 1.3 ... (2 n - 1) . 
are SIll = are SIll t +"'"' - n~ -, ---.---- SIll n are cos t. 

2 ,,~I n. n 

. . - .í: • 



III. 

Sur le calcul des coe:fHcients des :forul.ules (3) et (5). 

Ui. Nous alIons maintenant indiquer quelques formules qui se rapportent au calcul des 
coefficients des séries (3) et (5). 

Soit 

n=f(z), z=t+xrp(z). 

On trouve, au moyen d'une forlllule connue, 

dn n _ ~' n !jibl (z) (ZI)C1 (Zll)~ • •• (z(nl)À. 

dxn - ..... cd ~ !. .. À. ! (2 !)~ (3 !) T ... (n li' ' 

ou la somme ~ se rapporte à toutes les solutions entieres, positives et nulles, de l'équation 

et ou 

Mais la formule de Lagrange donne, étant appliquée direetement à la fonetion z, définie 
par la deuxibne deséquations antérieures, 

Done on a 
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Cette formule donne le coefficient de xn dans le développement de fez). En la comparant 
.à l'expression du même coefficient, donnéfl par la formule de Lagrange, on trouve la formule 

qui pell't être employée dans le calcul des coefficients de celle-là. 

16. Le résultat qu'on vient d'obtenir peut être encore généralisé, comme on va VOlr. 
Soient 

u = f (Z'I, Z2, Z3, •. .), 

ZI=tl+XCPl(Zl', z2=f2+XCP2(Z2), Za=t3+xcp3(Z3), 

eles équations données, dont la premiere détermine tt et les autres Z!, Z2, Z3, ••• 

Ou trouve, en employant une formule que nous avons publiée dans le Giornale di Mate­
matiche de Battaglini (t. XVIII), 

1 dn u cl"'f ( z" ) R (Z(ll») À. ( z" ) RI ( Z(ll») 1..' ___ -~ '(I. _, ~ _,_ '(I.I ~_ I' _2_ 
, d n - .... A d «cl b (ZI) .) , • . . , x (Z2) ,} , • . • , x ... , 

n . x ZI Z;2'" c. • n . "'" . n . 

1 
A = a! p ! ... À! ai ! W ! .•. A'! ai' ! W'! .•. À" ! . o' ' 

ou la somme ~ se rapporte à toutes les solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

a + 2 P + 3 , + ... + n A + a' + 2 W + 3 " + ... + n ),' + ... = n, 

et ou 
ct = a + P + ... + À, b = ai + W + ... + À', ... , 

":'t 

m=a+b+c+ ... 

Mais, en comparant les développements de ZI, Z2, Z3, '" donnés par la formule de La­
grange, quand on l'applique aux équations précédentes, avec ceux que donne celIe de Ma­
daurin, on trouve 

... , 

... , d,,-I [to., (f~)J" 
( (II») T - -
Z2 0= dt; 1 , 

VOL. II GG 
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Done 

x ...•................. · .. · .. ·· .. · .. ··.····.·. 

Nous avons ainsi une formule qui donne le eoefficient de xn dans le développement de la 

fonction 16, définie par les équations antérieurement écrites, en série ordonnée suivant les 

puissances de cette variable. 

On peut aussi calculer, au moyen de cette formule, le coefficient de xn dans le développe­

ment de la fonctionf(zl, Z2, Z3, ... ) des racines de l'équation 

qui se rédúisent à ti, t2, ta, ... , quand x = O. Ii suffit qu'on l'applique aux équationf> 

tp (z) 
Z-tl=X =Xtpl(Z), 

(z- t2)(Z-t3)'" 

11 (z) 
Z - 12 = X _ = X \?0, (z), 

(z - ti) (z - ta) . • . ' . , 

u. Dans un intéressant article publié dans les Nouvelles Annales des Mathématiques 

(3. e série, t. III, 1885), IVI. Cesàro a représenté les coefficients de la' série (5) au moyen d'un 

algorithme qu'il a étudié clans divers travaux et auquel ii a clonné le nom de algorithme iso­

barique. Nous allons obtenir le résultat auquel iI est arrivé au moyen cl'une analyse clifférente 

de ceIle qui a été employée par cet ilIustre géometre. 

Remarquons d'aborcl que M. Cesàro a donné le nom de algorithme isobat'ique de la fon­

ction fez) à la somme des produits qui résultent de 

f(7·I)f(1'2)f(1-3)· . ·f(l·s) 

en y donnant à ri, 1'2, r3, ... , rs toutes les valeurs entieres et positives qui satisfont à 

l'équation 
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'I étant un nombrc entier donné, et qu'il représente cette somme par la notation. 

s 
S [f(r)J. 
'1) 

Cela posé, consiMrons la séríe (3): 

et développons la puissance du degré b dll polynôme qui y entre dela maniere suivante. 

Multiplions l'un par l'autre deux facteurs égaux à 

.(A) X 1i1 (t) + x21i2 (t) + x 3 cp3 (t) + ... , 

le résultat par un troisieme, etc., sans faire la réduction des termes semblables. On voit 

ainsi, par induction, que le <:oefficient de Xli dans le développement de la puissance du degré 

b de ce polynôme est égal à la somme des produits qui résultent de 

en y donnant aux quantités h t , h2 , ••• , hb les valeurs entieres et positives qui satisfont à 
l'équation 

On peut done éerire 

b 

[x '(I (t) + x 2 q;2 (t) + x 3 «1~ (t) + ... Jb = 1: S [cpr (t)J x". 
" 

Pour démontrer cette formule, qu'on vient d'obtenir par induction, nous la supposerons 

vraie pour la valeur b, et nous allons démontrer qu'alors elle subsiste pour la valeUl' 

b+1. 
Multiplions, pOUl' cela, ses deux membres par le facteur (A). On trouve 

b b 

[X?l (t) +x2 «12 (f) +x3<P3 (I) + ... J/)= Lx" ! <PI (t) ::; [cp,. (t)] + 1i2 (t) S [cp,. (t)] + ... I. 
n-i n-2 

Mais de la définition de l'algorithme isobarique ii résulte l'identité 

li b b-l-I 

~I (t) S l'f,. (t)J + 1i~ (t) S [<p,. (ti] + ... = S [1ir (t)J. 
71-1 71-2 " 
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Donc on a 

Au moyen de l'identité qu'on vient de démontrer, on peut réduire la série considérée à 
la forme: 

b 

00 II 1 db-I./f' (t) S r 'Pr (t)] I 
f(z)=f(t)+ ~ x" ~ -bl ' dá'::'!. 

n={ b=1 • t 

C'est le r-3sultat qu'on voulait obtenir. 
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IX 

su~ LA rH[~~I[ ~ES W~IQUfS LI~WUI~[S Er ms QUA~TlQU[S ~ILI~LUUI~[S 

(Annali di Matematica, série 3.', tomo XI. Milano, 1904) 
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INTRODUCTION. 

On sait que les cubiques cÚ'culaú'es et les qual'tiq~tes bicirculaires sont anallagmatiques, en 
général, par rnpport à quatre centres d'inversion et on sait déterminer ces points en les con­
sidérant COJl1llllJ les centres des quatre cercles qui sont coupés orthogonalement par les cercles 
bitangents dont la cubique ou la quartique considérée est l'enveloppe. Or, dans la premiere 
partie de ce travail, nous allons les chercher par une autre méthode, en les déterminant au 
moyen d'une hyperbole équilatere, dont une al:lymptote cOIncide avec l'asymptote réelle de 
la courbe, dans le cas des cubiques circulaires, et au moyen de deux hyperboles équilateres, 
dans le cas des quartiques bicirculaires. 

Une autre question, dont nous allons nous occuper, est"celle de la construction des quar­
tiques bicirculaires nnicursales. Rappelons d'abord que, si par un point 0, placé SUl' le plan 
de deux coul'bes données; on mene des droites qui coupent ces courbes, et si SUl' chaqu'une 
on prend un segment, égal à la différence des segments de la même dl'oite compris entre le 
point donné et les deux courbes, le lieu des points qu'on obtient de cette maniere est Ul\e 
courbe appelée cisso'idale des coul'bes données par rapport au point O. 01', nous démontrons, 
dans la df'uxieme partie de ce travail, que les quartiques bicirculaires unicursales sont les 
cisso'idales de deux circonférences, réelles ou imaginaires, et qu'il existe, en général, quatre 
systemes de circonférences qui donnent la même quartique. 
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Sur la déterlnination des oentres d'inversion 
des eubiquos eiroulaires. 

1. On sait que les cubiques circulaires peuvent être représentées par l'équation suivante, 

en un quelconque l'asymptote réelle poul' l'origine des coordonnées 

droíte pour !'axe ordonnées: 

En changeant ensuite des coordonnées paul' de cette asymptote 

l'ordonnée, rapportée à l'origine primitive, égale à ~ 
équation à la forme 

on peut réduil'e 

(1) 

On sait aussi que la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe invel'se d'une 
cubique circnlaire soit une antre cnbiquecil'culair8 est que le centre d'inversion cOIncide avec 

un de la donnée, ne soit pas double. 

posé, naus aHons chel'cher los conditions auxqnelles doivent satisfairo les cool'dollllées 

dn d'inversion pour qHe transformôe la considérée co'inc.:iele avcc 

courbe primitive. 

Soiellt (a., ~) les corelonnées du centre d'inversion, et supposons que ce point co'inc.:ide 

avee point·ele cubique et qu'on par 

(1') (0.2 + 13 2) a. = A 0.2 + D a. + E ~ + F. 

changeant eles coordonnées point, posant pOUl' 

X=X1+0., Y=Y1+~, 

_J. __ I 1 __ 
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on rédllit l'équation de la cubique à Ia fo1':ne 

En posant maintenant clans celte équation 

on obtient ceIle de la cubiqllC inverse: 

(3) 

oi! 

P=2Aa+D-3a2_~2, Q=E-2a~. 

En divisant cette équation par P et en ég,dant ensuite les coefficients des diverses puis­

sances de X2 et y2 aux coefficients des mêmes pnissances de Xj et yi dans I' équation (2), on 

trouve les conditions pour que les courbes représentées par les équations (2) et (3) colncident. 

On tronve de cette maniere sept conditions, mais en sont seulement distinctes les suivantes: 

La deuxieme équation et l'équation (1') déterminent les coordonnées (a, ~) des points cher­

chés, et ensuite la premiere détermine lesvaleurs correspondantes de k2• 

On conclut donc que chaqllc cent1'c d'inuel'sion) par 1'app07't auqllel la cubiquc est analla­

gmatique) co'incide avec un point d'intersection de cette cubiqlle avec l"hyperbolc dont l' équation; 

mppoJ'tée aux mêmes axes que l'éq1tation (1» est la suivante: 

(4) 

et quc le 1'ayon dlt cel'cle d'invel'sion c01'J'espondant est donné pm' la f07'mule 

Jc2=3 a2+ ~2_2 A a-Do 

InveJ'sement) la cubique est anallagmatique pm' 1'app01't à ton.~ les points d'inieJ'section avec 

l'hyperbole, à l' exception de ceux dont les cool,données annulent Jc2. 
On conclut aussl de ce qui préch1e que les asymptoles de l'hyperbole eOl1sidérée cOlnei­

dent avec l'asymptote réelle de la cubique et avec la perpel1dieulaire à celte droite, menée 

par l'origine des coordonnées allxquelles l'équation (1) est rapportée. 

YOL. li HH 
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En posant 

f(x,y) = (x2+ ?l)x-Ax2- Dx - Ey-F 

et en remarquant qu'on a 

(ln voit encore que les tangentes à la même cubique aux centres d'inversion considérés sont 

pal'alleles à son asymptote. Cette proposition importante est bien connue_ (Basset: An elemen­
tm'y t7'eat'rise on cubic and quartic cw'ves. Cambridge, 1901, p. 157). 

On voit, au moyen eles mêmes équations, que, si la cubiqne est unicursale} l'hypel'bole 

passe par son point elouble, mais que ce point ne pent pas être nn des centres el'inversion 

pae l'apport auquel la courbc soit anallagmatiqne. Le point elouble eloit, en eftet, satisfaire 

aux équations 

f~(x,y)=2xy-E=0, f~(x,y)=O. 

On voit en6n, au moyen des équations (1) et (4" que les centres el'inversion consielérés 
sont placés SUl' une pambole ele ,Vallis, représentée par l'équation 

2. En écávant l'équation (1) sous la forme 

E + v' E:l-4x(x3 -Ax2 - D x - F) 
y ----------'---,--------

---:- ~x ' 

on voit immédiatement que l'hypel'bole précédemment c0128hlé}'ée coupe par le miliút toutes les 
c~l'des de la cubique} paralleles à son asymptote l'éelle, 

Il résulte ele cette proposition que les tangentes à la cubiqtle ?lUX centres cl'inversion, par 

l'apport auxquels eJle est anallaglllatique, sont ptiralJeles à I'asymptote réelle et que l'hyper­

bole passe par le point elouble de la courbe, qUIllHl elle est unicursale. Ces cleux propriétés 

de la cubique ont déjà été clémontrées pl'écéelemment cl'une alItre maniere. 

Il réslllte encore de la mêm6 propositioll que, si la cubjque a un point de ~'eb1'oUS8emejd} 
l'hype1'bole considérée lui est tangenfe en ce point} et que ce cas est le seul dans lequel cette hy­

pel'bole est tangente à la cubiqne (1» à distance finie. 

3. L'équation qui c1étermine -1es abscisses eles centres d'inversion consiclérés est la sui· 

vante: 

.4 (x4 -Ax3 - DX2-F x) - E2=0, 
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et iI résulte de ce qui pl'écede que ses racines sont toutes distincfes, quand la courbe n'est 
pas unicursale, puisque alors la cubique et l'hyperbole ne peuvent pas être tangentes à dis­
tance finie. 

Si la cubique a un .noeud, eUe est coupée par l'hyperbole à ce point, en deux points dis­

tincts du pl'écédent et à l'inflni. Alol's deux des racines de l'équation pnícc,dente sont égales 

et cOl'l'espondent au point double de la eourue, et deux sont distinctes; et la cOtu'be est anal­
lagmatiqne par rapport à deu x centres d'illversion. 

Si la cubique a uu point ele j'euroussement, elle est coupée par l'hyperbole à ce poiut, à: 
uu autre point placé à distance finie, et it l'infini. Alol's ii n'existe qu'un centre d'inversion 

par rapport auquel la courbe soit anallagmatiqueJ. 

Les Pl'opositions prêcédentes doivellt être modifiées quand E = O. Alol's l'byperbolc se 

réduit aux droites x = ° et y = 0, et le Ilombi'e des points par rapport auxquels la cubiqne 

est anallagmatique est égal à 3, quand la, combe n'est pas unicul'sale, à 1 quand elle li un 
noeud, à zéro quand eUe a nn point de rebroussement. 

Les coordonnées de ces points sont données par les equatiolls 

x 3 -Ax2 -Dx-F=0, y=O. 
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Sur la déterIllination des oentres d'inversiou 
des quartiques bioiroulaires. 

4. Considérons maintenant les quartiques bicirculaires et supposons qu'on ait réduit 
d'abord leur équation, par les moyens connus, à la forme suivante: 

(5) 

et, en représentant par (a, [:l) les coordonnées d'un point quelconque, cherchions les condi­
tions pour qu'unequelconque de ces courbes soit anallagmatique par rapport à ce point. 

En changeant, pour cela, 1 'origine des coordonnées pour ce point, donnons à l'équation 
de la courbe la forme 

(re;+y;)2+4 (arei + ~Yl) (xi+yD = [A-4a2-2(a2+~2)Jxi-8a~x:!Yi +[B-4~2-2(a2+~2)]yi 

+[2Aa-4a(a2+ ~2)+D]x:! +[2B ~-4~ (a2+~2)+E]Yi -l(a, ~), 

ou 

Pour obtenir l'équation de la courbe inverse de la précédente, posons maintenant 

On trouve l'équation 

f(a,~) (xi+yi)'!-k2 [(2 A a-4 (a2+ ~2) a + D)X2 + (2 B ~ -4 (a2+ ~2) ~ +E)Y2] (xi + yi) 

=k4 (A- 6 a2-2 ~2)x;+k4 (B- 6 ~2_ 2 (2)y~_ 8 k4 a~ X2 y2 -4k6 aX2 - 5k6 ~Y2 _ks. 
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Les conditions pour que la courbe représentée par cette équation cOIncide avec l'anté­
rieUl'e sont les suivantes: 

k2 [2 A a-4 (a2 + ~2) a+D] = - 4 af(a, ~), 

k2 [2 B ~ - 4 (a2 + ~2) ~ + E] = - 4 ~ f (a, ~), 

k,4 = f(a, ~), 
4k6 a 

4 a (a2 + ~2) - 2 A a - D = j~~' 
(a, IJ) 

4 ~ (a2+~2)_2 B ~- E= /(~~ :); 

et, comme les deux dernieres équations ne sont pas distinetes des antériellres, elles se rédui­
sent aux suivantes: 

(6) 

k,4=f(a, ~), 

2A a - 4 (a2 + ~2) a + D = - 4 k2 a, 

2 B ~ - 4 (a2 + ~2) ~ + E = - 4 k 2 ~, 

Nous avons ainsi trois équations, qui déterminent les coordonnées (a, ~) des points par 
rapport auxquels la quartique consic1érée est anallagmatique et le rayon k 2 du cercle d'in­
version. 

En éliminant k2 entre les deux dernieres équations, on trouve la suivante: 

(7) 2(A-B) a~+D ~-E a=O, 

laquelIe fait voir que les cent1'es d'inversion consielérés Bont situés SU?' une hyperbole dont 

l'équation, rappo1·tée au même sJJsteme ele cool'données que (5), est 

(8) 2(A-B)xy+Dy-Ex=0. 

Cette hyperbole passe par l'origine des coordonnees et ses asymptotes sont les paralleles 
aux axes des coordonnées menées par le point 

En multipliant les deux dernieres équatiúns (6), membre à membre, et en ayant égard à 
la premiere, on obtient l'équation 

(9) 
l8(A-B) (a2 - ~2) a~+[4AB+ 16])a+ 16E ~+ 16F] a~ 

I -4(D ~+Ea) (a2+~2) +2 A E a+2BD~+ED=0, 
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qui donne, en ayant égard à (7), 

(10) !D~ (a2_ ~2)-I-4 [E~_.~2 -I-4F-I-AB ] a~ -1-2 AE a-l-2BD ~ -I-ED= O. 

Donc les centl'es d'inuersion pW' Tupport auxquels lu qw.u·tique (5) est anctllagmatiqueJ co%n­

cident avec les points d'inte1'section de l'hypcl'bole 1'eprésentée pal' l' éqttation 

(ll) 4DE [E2-D2 ] __ '_(X2_y2)-I-4 -----I-4F-I-AB xy+2 A-Ex-l-2B Dy-l-ED= O 
A-B A-B . 

avec l'hyperbole ,.epl'ésentée pai' l' équution (8). 
Les asymptotes de chawne de ces hypcl'boles sont pe11Jendiculaires ['une à l' autTe. 

5. Tons les points d'intersection des hyperboles précédentes sont des centres c1'inversion 

par 1'apport auxquels la qllartiqlle est anallagmatique, à l'exception de ceux qui co'ineic1ent 

avec des' points de la quartique considérée, pllisqlle les coo1'données de ces del'l1iers points 
anuulent Jc2. 

Soit ai, ~i) uu point d'intersection des hype1'boles qui satisfasse à cette condition. 

On a alo1's 

(12) 

l\Iais 

!(a1, ~I.) = O, 

2 A ai - 4 (a~ + ~~) aI -I- D = O, 

2 B ~I -4 (ai-l- ~i) ~I + E = O. 

-!~ (c't, ~I) = 2 A ct! -4 (a;-I- ~i) a{ +D, 

- 1; (ai, ~I.) = 2 B ~1-4 (a;-I- ~i) ~I.+ E. 

Donc (ai, ~I) e~t alors un point double de la quartique, et cette coul'be est, dans ce cas, 
UniClll'sctZe. 

Invel'sement, si la quartiqlle est lInicursale et (aI., ~i) sont les coordonnées du point double 

qu'elle possede à distaJll'e finie, ai et ~{ satisfont aúx équations (12); et, par conséquent, à 
l'équation qui en résulte: 

(13) 2 (A -B)al ~l +D ~l-E al=O. 

Donc le point considéré est situé SUl' I'hyperbole représentée par I'équation (8). 

En mnltipliant les dernieres équatiolls (12) 111e111bre à membre et en ayant égard à la pre­

miere et à (13), on voit que aI. et ~l sntisfont aussi à l'équation (11). 
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Nous avons donc le théoreme suivant: 
S i la qnartique considé1'ée est uniwrsale, les hype1'bolts (8) et (11) passent pU?' le point 

donble qn' elle a à distance jinie. En tons les. ant1'es cas les points d'intersection des deux hyper­

boles sont dijfél'ents de ceux de la qual'tique, 

6. L'analyse qui précede doit être modifiée quand D = ° ou E = 0, c'est-à-dil'e quand 
la quartique est symétrique par l'apport à l'un des axes des coordonnées. 

En supposant D = 0, Ia deuxieme eles équations (6) se décompose dans les deux sui­
vautes: 

A la premiere équation correspondent trois valeurs de ~, elonuées par l'équatiou 

8 E ~3+4(B2+4F) ~2+4BE ~+E2=O, 

et, par conséquent, t1'ois centres d'inYel'sion par 1'apport auxquels la quartique est anallagma­
tique, si eUe n'est pas unicursale. Dn de ces points est réel et les autres peuvent étre réels 
ou imaginaires, et ils sont tous placés SUl' I' axe de la cou1'be. Si la combe est unicursale, le 
nombre des centres d'inversion considérés se réduit à deux. 

La deuxieme équation n'est pas compatible avec les autres équations du systeme (6) que 
dans le cas ou 1'0n a 

Mais, dans ce cas, en éliminant F entre cette équation et celle de la quartique considérée, 
on la l'éduit à la forme 

[2 (X2+y2)-AJ li B-A + [2 (A -B)y-EJ = O. 

La qua1'tique considérée se réduit done alors à deux circonfén:mces, qUI se coupent eu 
deux poiuts de la droite repl'éseutée par l'équation 

2(A-B)y=E, 

et ce systeme de circonférences est, par eonséquent, anallagmatique par rapport à tous les 
points de cette droite. Ce l'ésultat s'accorde avec celui que donne immédiatement la Géomé­
trie élémentaire, 

On considere ele la même maniere le cas ou E = O. 
Si on a A = B, l'équation (7) se réduit à la suivante: 

D~-E(X=O, 
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et l'équation (9) à la suivante: 

4 [A2+4(D a+E~) +4F] a ~-4 (D ~+E a) (a2 + ~2)+2 A(E a+D ~)+ED=;=O. 

En éliminant ~ entre ces équations on trouve 

8 (D2+E2) a 3 +4(A2+4F)D a2 +4AD2 a+D3=O. 

La quartique est donc anallagmatique par rapport à trois centres d'inversion, si elle n'est 
pas unicursale, et ces points Eont situ és sur la dt·oite l'epl'ésentée p8,r l'équation 

Dy-Ex=O. 

Si Ia quartique est unicursale, les centres d'jnversion considérés et le point double qu'elle 
a à distance finie sont situ és SUl' cette droite et Ie nombre de ces centres est égal à denx. 
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lH. 

Sur une :rnaniere de construire les quartiques 
bicirculalres lll.uicursales. 

7. Nous a110ns considérer maintenant, eu particulier, les quCtrtiques bicirculail'es unicur­
sales pour donner une méthode tres simple pour les construire, qui, suivant nous le cl'oyons? 
n'a pas encore été l'emarquée. 

Pl'enonsdeux circonférences C et O' et SUl' la premiere un point O. 1\1en0l18 ensuite pa~' 
ce point une droite arbitmire O K et suiellt B le point oil elle coupe la circonférence C, et E 

et E' les points oil elle coupe C'. Prenolls ensuite SUl' la même dl'oite, à partir de O, deux 

segments O A et O AI, l'espectivement éganx à O E - O B et O E' - O B. Cela posé, le lieu 

géométrique eles positions que prennent A et Ai, quanel O K varie, en tournant autour de O, 
est une quai,tique bicirculaire unicllrsale. 

Soient, en effet, O I' origine des coordonnées, (a, ~) les coordonnées du centre de C, (Ct, b) 
celles du centre de C', R le l'ayon de cette derniere circonférence, pIle segment O B, p2 les 

segments O E et O E', pIes segments O A et O Ai et (j l'angle formé par O K avec l'axe des 
abscisses. L'équation, rapportée aux cooi'données polail'es, de la circonféreuce C est 

pI = 2 (acos (j + ~ sin (j), 

et celle de la circonfél'ence C' 

p~ - 2 (a cos (j + b sin (j) p2 = R2 - a2 - b2• 

Nous avons clonc 

p =ct cos (j + b sin (j + li (a cos (j + b sin (j)2 + Ri - 2 (a cos (j + ~ sin (j), 

ou 
R~= R2-a2 -b2 ; 

VOL. II 
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et par conséquent 

[p + (2 (J. - a) cos 6 + (2 ~ - b) sin 6]2 = (a cos 6 + b sin 6)2 + R;, 

ou, en posant x = p cos 6, y = p sin 6, 

[(X2+ y2)2+ (2 (J.- a) x + (2 ~ -b)yJ~ = (ax+ b y)2+R~ (x2+ y2), 

ou enfin 

(14) 
\ (x2 + y2)2+ 2 ~(2 (J. - a) x+ (2 ~ - b)y](x2 + y2) 

1= (4 a (J.-4 (J.2+Hi)x2+(4b ~ -4 ~2+R;)y2+4 (a ~+b (J.- 2 (J.~)xy. 

Cette équation représente une quartique bicil'Cttlm:l'e UniClt1'Sale. Son point double co'incide 

avec le point 0, et iI l'ésulte de ce qui précede que ce point est un noend ?'éel; qnand les 

circonférences C et C' se cOllpent, nn point de ?'eUl'OllSSement quand elles sont tangentes, et 
nn point isolé quand elles n'ont pas de points COlllmuns. 11 l'ésulte aussi ele la construction 

précédente que les tangentes à la quartiqlle au point double passent, dans les deux prell1iers 

cas, par les points C0ll1ll111nS aux dellx circollféren~es. 

s. Le systeme de deux circonférences qn'on vient d'employer pOUl' construire la quar~ 

tique représentée par l'équation précédente, n'est pas uniqlle, En l'emplaçant, en effet, dans 

l'équation antél'ieure d'abord a pllr - a, b par - b, et ensuite a par a - a et ~ par ~ - b, 
cette équation ne change pas; et, par conséquent, ii existe \ln deuxieme ~ysteme de deux 

circonférences, J'une ayant pOUl' centre (- a, - b) et passant par l'origine des coordonnées 0, 
et l'autre ayant pour centre (a-a, ~-b) et pour rayon n, qui, quand on lui applique la 

constructioll précédemment eonsidél'ée, mimellt à la même qllartique. 

Nous représenterons le premieI' systeme ele eirconférences qu'on 11 considéré par CI et ci, 
1e deuxieme pn!' C2 et c2, et nous ferons voir bientât que la même quartique peut être en­

core consielérée comll1e la cisso~dale de dellx autres systemes de cil'conférences imaginaires 

(C3, C3) et (C •. , C~.). 

9. Nous allons étuelier maintenant la question inverse de laprécéclente, c'est-á-dire, 

nous allon8 voir si toute quartiqne bicil'cubire lInicursale donnée peut être construi te par la 
méthode qu'on vipnt d'indiqner. 

POUl' résoudre cette question, je remarque d'aborcl que l'équation de toute quartiqllc bi­

circulaire unicursale peut êtl'e rédnite à la forme sllivante, en prenant le point clouble qu'elle 

possede à elistancc finie ponr l'origine des coordonnées: 

(15) 
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et 'lue les conditions pOlU" que la combe représelltée par cette équatioll coincide avec la 

quartique représimtée par (14) sont 

2a-a=m, 2~-b=n, 

4 a a - 4 a2 + R; = A, 

4b ~_4p2+ R~= O, 

4 (a ~ + b a - 2 a~) = B. 

01' ces équations donnent, en élilllinant a et ~dans les trois c1ernieres au moyen des deux 

p remieres, 

(K) 

et par conséquent 

(16) ( 1 ) 2 a4 -(A-0+m2 -n2)a2 - 2B+mn =0, 

(li) 

(18) a= ~ (a+m), 
1 

~= :2 (b+n), 

(19) 
1 

R;= :4 [m2+n2+A+0-(a2+Z,2)J, 

(20) R2= ~ [m 2 +n2 +A+0+a2 +Z,2J. 

Nous avons ainsi six équations qui cléterlllinent les quantités a, b, a, ~, RI et R, quand 

m, 11" A, B, O sont données, et lesquelles font voir que la, quartique (15) peut être considérée, 

de quatre manieres clifférentes, COlllme la cisso"idale de cleux circonférences, réelles ou imagi­

naires, par rapport à nn point situá SUl' une de ces circonférences. 

10. Ii nous faut maintenant examineI' si les circonférences précédentes sont réelles ou 

imaginaires. 

L'équation (16) donne pOUl' a2 une valem positive et nue valem négative; et par consé­

quent pOUl' a deu x valeurs réelles, égales et de signe contraire, et deux vaJeurs imaginaires; 

l'équation (17) détermine ensuite les valeurs correspondantes de z,. N ous avons ainsi les coor­

données des centres eles quatre circouférences oí, o~, C; et 0 4, qui sont deux rélIes et deux 

imaginaires. 
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Les équations (18) déterminent ensuite lescoorelonnées eles centres eles circonférences 

corresponelantes Ci, C2, C3 et C4, qui sont aussi eleux réelles et. deux imaginaires .. 

L'équation (20) détermine enfin les rayons eles circonférences cí, c2, c3, c~ et fait voir 

que ces rayons sont réels quand 

m2 +n1 +A+C+a2 +b2 > 0, 

et imaginaires dans le cas contraire. 

On conclut de ce qui Pl'écede que, quanel cette derniere conelition esE satisfaite, existent 

deux systemes de circonférences i'éelles (Oi, Ci), (02, C2), au IIioyen desquelleson peut cons­
truire la quartique (15), en employant la lUéthode considél'ée au n.O 7. Les centres ele ces 

circonférences sont situés SUl' une droite qui passe par l'origine eles coordonnées, à égale dis­

tance de ce point. :Les eleux autres systemes de circonférences (C3, C3), (04, C4) sont toujouJ's 

imaginaires. 

U. Les cool'données eles centres des circonférences imaginaires dont la quartique (15) 

est la cisso'idale peuvent êtredétel'minées ele la maniere suivante. 

Soit ai une des racines r~elles de I'équation (16) et bl, aI, ~l, R' les valeurs correspon­

dantes de b, a, ~, R. 
En posant dans cette équation 

on obtient la suivante: 

m=2ai-al, n=2~I-bi, 

A = 4 ai al- 4 a;+R'2- H+ bi), 

C = 4 bl. ~1-4 ~i+ R/2- (a; +bi), 

B = 4 (aI ~I + bl ai - 2 aI ~l), 

qui donne pour ales quatre valeurs 

Les quatra vale~rs correspondantes ele b sont 

b = (li bl --+bl, b . -=+ctl t, 
a 
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et celles de a et ~ 

a = ~ (:? al.- aI) - .~. bd, ? = ~ (2~1 - bl.) + ! ad, 

.a= ~ (2al.-al.)+ ~ b,d, ~= ~ (2~I-bi)-; ad, 

a=ai, ~ = ~l., 

a=ai-a, ~=~i-b. 

Les valeurs correspondantes de R2 sont données par I'égalité 

R2=R'2-(ai+bD, 

quand a = + bi i, et par le formule 

quand a=+al.. 

Les coorclonnées des centres des circonférences imaginaires 03 et 0 4 sont donc 

[ 1 1. 1 1 J 2" (2 ai - aI.) - 2 bi '/" 2"" (2 ~l. - bi ) + 2"" ai i , 

[; (2ai-ai)+ ~-bii, ; (2~1-bj)- ~ ad], 

ceux des circonférences Oá et 0 4 sont 

(bl. i, - ai i), (- bi i, ai i), 

et Ies rayons de ces deux dernieres circonférences sont égaux à 

R'2_(a~+bD· 

12. Entre les positions des centres des circo:qférences Oi, O2, Oá et 0 4 et des foyers de 

la quartique considérée, qui résultent de l'intersection de ses asymptotes, iI existe une rela­

tion que nous allons indiquer. 

Oherchions les asymptotes de la cOUl'be au llloyen de la méthode connue. On trouve 

y=+iX+lt, 
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OU u représente une quantité donnée par l'équation 

n2~(mi-n)u+ ~ (A+Bi-C)=O. 

01', cette équation douuE', eu y remplaçant '111, n, A, B, C par 1ems valeul's en fonction 

de ai, bi , ai, ~1. et en la résolvant ensuite: 

Les équations de asymptotes cherehées sont donc les suivantes: 

y=ix+ ~ [(2al-(/I.)i-(2~I-bj)+bl.-aliJ, 

y=-ix+ ~ [- (2 aI. -al.)i- (2 ~l-bl.) + bj + aI. iJ, 

y= ix+-} [(2 ai - ai) i- (2 ~l- bl)-bl + ai iJ, 

y=-ix+ ~ [-(2al-al)i-(2~1-bJ)-bl-adJ. 

01' ces droitE's se coupent en quatre points, dellx réels et deux imaginail'!:'s, qui sont lefl 

foyeJ's singulie1's de la quartique, et dont les coonlollnées sont les suivantes: 

(- at, - ~i), 

On eu .conclut que ces foyers sont situés SUj' les dl'oites qui passent pw' le point double de 

la qUa1,tique considé7'ée et pm' les cent7'es des circ071fé7'ences C1, C2, C3, C4, et que les distances 

de ces foyers au point double sont j'elpectivement égales aux distances des centl'es an même point, 

13. En cherchant le vedeur dll Illilieu de la cUl'de A At (n, o 7) de la quartique consi­

dérée, qui passe par le point douole O, on trollve, en le repl'ésentant par p3, 

1 
p3 = 2 (O A + O AI), 
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et par conséquent (n.o 7) 

p3 = a cos (j + b sin (j - 2 (Il COS (j + ~ sin (j). 

Cette équation représente donc, en coordonnées poIaires, le lieu géométrique du milieu 

des cordes de la quartique, qui passent par son point dOllbIe. 

L'équation cartesienne du même lieu est la 8uÍvante: 

X2+ y2_ (a- 2 Il) x-(b - 2~) y= o. 

Donc: le lieu géométr'ique du milieu des cordes qui passent par le point double d'ltne quar­

tique bicirculaire unicursale est une cil'confé1"ence, qui passe par le point double. 

Les coordonnées du centre de cette cÍrconférence 80nt 

] 
Xl =2a-Il, 

et son J'ayon est égal à ~ V(a-2C()2+(b-2~? 

14. II résuIte immédiatement de Ia définition de Ia circonférence, précédemment consi­

dérée, cúmme lieu du milieu des cordes de la qnartique qui passent par Ié point doubIe O, 

que les points OlI elle coupe la quartique ,co'incident avec Ies points de contact des tangentes 

à la même quartique, menées par Ie point O. 

Nous ajouterons à ce qui précede que les tangentes considérées peuvent être tracées d'une 
maniere tres facile, puisqu'il résuIte immédiatement de la llléthode donnée au n.O 7 pour· 

construire la quartique qu'eIles cOlncident avec Ies tangentes à la circonférence C', menées 

par le point doubIe O. ElIes sont donc imaginaires quand Ie point O est situ é à l'intérieur de 

la circonférence cOllsidérée et réelIes dans le cas contraire. 

On peut encore obtenir ces résuItats anaJytiqllement, en les déduisant de l'équation de la 

quartique, mise sons la forme 

Cette équation indique, en effet, que la circonférence dont I'équation est 

X2+y2+ (2 C(- a) x+ (2 B -b)y= O 

coupe la quartiqne aux mémes points que les droit6s représentées par l'équation 
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Or ces droites sont tangentes à la circonférence C', dont I'équation a été écrite au n.o 7; 
passent par l'origine des coordonnées O et sont réelles, quand a2 + b2 > R2, et imaginaires 
dans le cas contraíre. 

IS. Consídérons, pour faire une premicre applícation de la doctr'ine précédente, Ia cburbe 

définie par l'équation 

laquelle fut étndiée par Booth en son Treal1'ise on som me new geometrical melhods (London, 
1877, t. II, p. 163), ou iI lui a dOllné le nom de lemniscate elliptique (I). 

On a alors (n.o 9) 

A=f2, B=O, C==g2, m=O, n=O, 

et par conséquent a. est déterminé par I'éqnation 

(21) 

qui donne 

A la premiel'e solution cOlTespondent les valenrs suivantes de b, R2, a et ~, données par 
les formules (K) et (18): 

Donc: si l'on a g2 > PJ il existe deux sygtemes de Cil'COl1fél'ences réelles (CI., Ci) et (C2,C2) 
telles que la cou1'be considél'ée est une cissoi:dale de chaque systeme pm' mppQ?'t à r Q?'igine des 

coo1'données. 

Les coordonnées des centres de ces cil'conférences sont 

(a=O, ~=+! Vg2-f2) , (a' 0, b=+Vg2_f~), 

et les cil'conférences CI. et C2 passent par l'origine des cool'données et les rayons des autres 
sont égaux à g, 

(1) Voyez aussi notre: Geometria de las Curvas notables, tanto planas como alabiadas, publié par l'Aca­
démie des Siences de Madrid (p, 118). 
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Lescentres des circonférences Ci et CÍ! sont donc situés sur l'axe des ordonnées et colin­

cident avec les foyers de l' ellipse 

dont la lemniscate elliptique est la podaÍ?·e. 

Les centres des circonférences Ci et C2 sont aussi situés sur l'axe des ordonnées et les 
distances de ces points à l'origine sont égales à la moitié des distances des centres de Cí. et OÍ! 
au même point. 

Aux autres solutions a = + V f2 - g2 de l'équation (21) correspondent les valeurs de b, 
R2, a, ~ suivantes: 

b=O, R2=P, ~=O, 

qui sont réelles quand J2 > g2. 
Dans ce cas les centres des circonférences réelles des deux systemes dont la quartique 

considérée est une cissolidale~ sont situés SUl' l'axe des abscisses; ceux de Oí et CÍ! coincident 
encore avec les foyers de l'ellipse dont la quartique considérée est la podaire centrale, et 
ceux de Ci et C2 divisent en deux parties égales les segments de cet axe compris entre les 
pl'écédents et l'origine des coordonnées. 

16. La courbe représentéepar l' équation 

à laquelle Booth a donné (1. c.) Ie nom de lemniscate hyperbolique~ peut être étudiée de la 
même maniere. 

On trouve ainsi pour a, b, R2, IX et ~ les valeurs 

auxquelles correspondent. deux systemes de circonférences imaginaires, et les valeurs 

~=O, 

auxquelles correspondent deux systemes de circonférences réelles, de chaqu'un desquels la 
quartique est une cisso'idale. Les centres des deux circonférences (Cí, OÍ!) coincident, comme 
dllns Ie cas antérieur, avec les foyers de l'hyperbole dont la lemnisc'ate hyperbolique est la 
podaire~ les autres deux divisent Iesdistances de ceux qui précédent au centre de la courbe 

n deux parties égales. 

JJ 
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Quand f2 = g2 la courbe considérée coincide avec la lemniscate de Bernoulli7 et on voit 

donc que cette courbe est la cisso"idale des circonférences dont les centres sont (f V2, O) et 

(~ f v"2, O), ou (,- f V-2, O) et (-- ~ f v"2, O), par rapport à l'origine des coordonnées, le 

rayon de la premiere circonférence étant égale à f et celui de l'autre à ! f v"2. 

1':. Nous allons faire la derniere application, en considérant le limaçon de Pascal, dont 
'équation est 

()u 

On trouve alors, au moyen des formules (K) et (18) du n. o 9, en y posant 

les résultats suivants: 

a=O, 
1 

b=O, R2=h2, a=-2k, ~=O. 

Donc: le limaçon de Pascal est la cisso"idale de deux circonférences par mpport à l'origine 

des coordonnées. Le centre d'une ci?'coriférence co"incide avec cette origine et son rayon est égal 

à h; les coordonnées du centre de l' aut1'e circonfé1'ence sont (a = - ~ k, ~ = O) et son rayon 

est égal à ; k. 

Quand h = k, on a lacardio"ide. Alors les deux circonférences qu' on vient de considérer 

sont tangentes. 
L'équation de la circonférence qui est le lieu du milieu des cordes du limaçon qui passent 

par son point double, est 

Cette circonférence est donc symétrique, par rapport ii l'axe des ordonnées de celle, de 

centre (- ; k, O) qui fut considérée précédemment. 
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(Giornale di Matematiche, t. XLII. Napoli, 1904) 
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INTRODUCTION. 

Nous allons étudier dans ce travail quelques questions qui se rattachent pIus ou moins 
étroitement au probleme suivant, par lequel Gauss a ouvert son beau et important Mémoire: 
Theoria interpolationis methodo nova tmcfata (1): 

Chercher la somme 

an or< 

(a-b) (a-c)(a-d)(a-e) ... + (o-a)(o-c)(b-d) (o-e) .. , 

cr< dn 

+ (c-a)(c-o) (c-d) (c-e) ... +(d-a)(d-O)(d-c) (d-e) ... + ... , 

a, O, c, d, •.• étant m quantités dijférentes, et n un no mOre entier quelconque, positif ou néga­
tif, ou zéro. 

Comma soIution de ce probleme ce grand géometre a trouvé que cette somme coincide 
avec la fonction symétrique entiere de a, oJ c, ..• 

ou le signe ~1. s'étend aux solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

(n>m) 

et ii a démontré aussi, en passant, que la somme considérée représente le coefficient de ron-m+i 
dans la développement de la fonction 

[(1 - aro) (1- bro) (1- cro) • •. J-1 

en série ordonnée suivant les puissances de roo 

(I) Werke, t. m, pago 265; 
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La fonction précédente est un cas particulier de la suivante: 

(1) 

étudiée jadis par Wronski, qui en a fait usage pour résoudre les équations numerlques, et 
plus récemment parM. d'Ocagne en deux articles publiés aux Nottvelles Annales de Mafhé­

matiques (3. e série, t. II, 1883, pago 230, t. v, 1886, pago 257); et en un important Mémoire 

snr les suites récurrentes, publié au Journal de l' École Polytechnique de Paris (XLIV e• Cabier, 
1894); par M. Cesàro en deux intéressants articles publiés dans les Nouvelles Annales de 

Mathématiques (3e serie, t. III, 1884, pago 561, t. IV, 1885, pago 59); par M. Dickstein 
das les MémoÍ1'es de l' Awdémie de Cracovie (1888, t. XVI); etc. 

Pour calr.uler cette fonction, quand a, b, c, ... satisfont à l'équation 

(2) (1- ax)P- (1,- b.JJ)V ••• = 1 + PiX+P2X2+ . . '+Pmxm, 

PI, p2, ... , pm étant des quantités dunnées, M. d'Ocagne a fait connaitre, dans le Mémoire 
précédemment mentionné, une formule, qui a SUl' celles qu'on avait employées pour le même 
but, l'avantage de donner le résultat sous sa forme définitive, sans qu'on ait besoin de faire 
ensuite des réductions de termes semblables, et encore un théoreme, pour simplifier ce cal­
cuI, quand le second membre de (2) peut être décomposé en un produit de facteurs. 

Dans le présent travaiI je vais m'occuper principalement de ce calcuI et de quelques ap­
lications du résultat obtenu par GausE.. 

J e commence pour donner une démonstration de ce résultat, un peu dift'érente de celle 
de Gauss, et pour établir la formule employée par M. d'Ocagne pour le calcul de la 
fonction (1), par une voie dift'érente de celle qui a été suivie par cet illustre géometre. En­
suite je présente une nouvelle méthode pour le calcul de la même fonction, en 'déduisant sa 

valeur de celle de la somme an + bn + cn + ... par une regle analogue et d'aussi facile appli­
cation que celle qui donne la déri vée des fonctions entieres. Cette regle me parait avoir quel­
que importance, parce qu'il existe des tables pour le calcul de la somme considérée, qu'on 
peut ainsi employer pour le calcul de la fonction (1). 

Les méthodes paul' le calcul de (1) qu'on vient d'indiquer, sont applicables quelle que 
soit la valeur des entiers p .. , \I, ••• Mais, pour le cas ou p .. , \I, ••• sont dift'érents de l\mité, 
nous présentons une nouvelle méthode, d'une application plus facile. Pour cela, nous consi­
dérons d'abod. le cas ou p.., \I, ••• ont la même valeur h, et, pour obtenir la valblu de (1) 
dans ce cas, nous donnons premierement une formule générale et ensuite une regle au moyen 
de laquelle on forme successivement les valeurs des fonctions correspondantes aux valeurs 

1, 2, 3, 4, ... de h, semblable à celle qu'on emploie pour formeI' les dérivées sl1ccessÍves 
des fonctions entÍeres. Le cas ou tous ou quelqu'uns des nombres p.., \I, ••• sont dift'érents 
est ensuÍte réduit au précédent au moyen du théoreme de M. d'Ocagne ci-dessus mentionné, 
at encore par une autre méthode d'unA application plus facíle. 
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Dans la deuxieme partie de ce travail je fais l'application des résnltats obtenus dans la 
premiere à la théorie du développement des fonctions rationnelles en série. Je retronve les 
résult,ats obtenus, par un autre voie, par M. d'Ocagne dans le Mémoire sur les suites récur­

rentes, et je donne encore un nouvelle maniere de résoudre la question quand le dénominateur 
de la fonction considérée ades racines égales. 

La derniere partie de ce travail est consacrée à quelques applications de l'identité de 
Gauss qui nous a servi de point de départ, obtenues en donnant des valeurs particulieres à 
a, b, c, ... , ce qui nous conduit á diverses identités qui nous paraissent oft'rir quelque intérêt. 
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I. 

Solutioll du problinue de Gauss préoédenHuellt éllouoé et oaloul 
des fOllOtion.s sYIllétriques auxquelles 11 oOllduit. 

l. Considérons la fraction rationnelle 

(x- ~)(x- ~)(x- !) ... 

En la décomposant en des fractions simples, on trouve 

(~)m-i 1 

(x- !)(x-+)(x- !) ... (! - ~)(! - ;)(! - ~) ... '-x --~ 

et, par conséquent, 

X",-i 1 ._1_+ 
(l-ax)(l-bx)(l-cx)... (a-b)(a~e)(a-d) ... l-ax 

1 1 1 1 
+(b-a)(b-c)(b-d) ... 'l-bx-+ (c-a)(c-b)(c-d) ... · l-ex + ... 

ou 

(3) xm- 1 __ a_1_+ ~i +_1_1_+ 
(l-ax)(l-bx)(l-cx) ... -l-ax l-bx l-ex ... , 

ou 
1 1 

. a{= (a-b)(a-e)(a-d) ... ' ~:I= (b-a)(b-c)(b-d), .. ' .,., 
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ou encore, en développant les binôrues qui entrent dans le second membre, 

ou 

On a done 

= (li [1 + ax+ a2x2 + a3x 3+ ..• ] 
(l-ax) (l-bx) (1- ex) ... 

+ ~1. [1 + bx + b2x2 +b3x 3+ .•. ] 

+ I!. [1 + ex + e2x 3 + e3x 3 + • .. ] 

+ ................. _. -.. . 

1 So St Sm-2 S S + S 2 + 
( ) b ) ) =--1 +--2-+" .+--+ m-I.+ mX m+i X ••• 1-ax (1- x (l-ex... xm- xm- X 

Nous avons ainsi l'égalité au moyen de laquelIe Gauss obtient So, Si, S2, ... Pour cela, 
iI multiplie les développements des binômes 

qui entrent dans le premier membre de cette égalité, ce qui donne un résultat de la forme 

et ensuite iI égale les coeffieients des mêmes puissances de x dans les deux membres. 11 
trouve de cette maniere 

So=o, St=O, S2=0, ••• , Sm-2=O, Sm_l.=l, 

et, pour n> 1, 

(4) 

ou le signe :Ei s'étend aux solutions entieres, positives ou nuUes, de l'équation 

2. Supposons maintenant que a) b) e) ••• soient les racines d'une équation algébrique 
donnée 

VOL. II KK 
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et que, par conséquent, on ait 

(5) 

On peut alora exprimer Sm+n-t en fonction de Pi, P2, ... , pm au moyen des théoremes 
généraux de la théorie des fonctions symétriques; mais iI est préferable d'employer, pour ce 

but, une formule, analogue à celle donnée par Waring pour le calcul de la somme des puis­

sances de même degré des racines de l'équation considérée, que nous allons démontrer. 

Pour cela, remarquons premierement que Sm+n-l étant, comme on a vu,' le coefficient 
de xm+n-t dans le développement de 

(l-ax) (1- bx)(l-cx) . .. 

en série ordonnée suivant les puissances de x) cette somme est aussi le coefficient de xn dans 

le développement de 

1 
(1- ax) (1- bx) (1- ex) . .. 

suivant les puissances de la même variable. 

On a donc 

(6) 

ou 
y = (1- ax)-t (l-bx)-i (1- ex)-t ... 

En appliquant maintenant la formule suivante, bien connue, qui donne la dérivée d'ordre 

n de la fonction q; (tt), par rapport à Xl quand u est une fonction de x· donnée: 

(A) 

à la fonction 

q; (u) = y = ~t-i, u =(1-- ax)(l - bx) (1- ex) . .. , 

on trouve, enayant égard à l'identité (5), 
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ou le signé :E s'étend à toutes les solutiolls entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et ou i est donné' par 

Nous avons done la formule 

(7) 
., f/. ~ T À. 

,LP! p.,p3 ·'··p 
S - '" 1)' " m m+n-I. -"-< -. --, -r< -, -, ---o -, ! 

a;I~·I····A.· 

Que nous nous proposions de trouver. 
En posant 

on peut eneore éeI'ire cette identité de la maniere suivante: 

(8) 
i I f/. ~ T À. 

= >' (_ l)i. . PI P2 P3' . 'Pm .... , ,r<, , 'l , a 'I~ .,,, •• /\.. 

3. Nous allons maintenant calculeI' la somme S", quand k est un nombre négatif quel­
conque, et, pour cela, nous partirons encore, comme dans le cas précédent, de Ia. formule (3), 
qui donne 

( )(1 x~-)1. 1 ) =-ai [_1_+ .\ +-h + ... ] 1 - ax - x ( - ex ., . ax a"x a x 

[ 1 1 1 ] -,I -+22+-3-3 + ... ,cx ex cx 

ou 
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et, par eonséquent, en y posant x = -, 

z 

284 

(9) 
1 

- [S_l. +S_2Z+ ... + S_nzn-l.+ . .• J. 
(z- a)(z- b) (z-c) . .. 

Nous avons done 

S = __ 1 __ [dn-l.[(z-a)(z-b)(z-c)., ,J- i ] • 

-n (n - 1) ! dzn-l. _ z=o 

Mais, en appliquant Ia formule (A) aux fonctions 

cp (t~) = n-l., n = (z -a) (z- b) (z- c), .. , 

et en remarquant que 

on trouve 

__ l __ [dn-l.[(z-a)(z-b) (z-c) .. . 1-1J =~ (-1)i. i!p~_l.P~ __ 2·· ,prp~ , 
(n - 1)! _ dzn- 1 z=o p~+l a ! ~ ! ... À! 

ou po= 1. 
Done on a Ia formule cherehée 

(10) 
i 'pr!. p~ pUl pÀ. 

S-n = ~ ( _ 1 )i-f-1 . 1>I-i 1>1-2'" l. o 
p:tl a ! ~ !. .. À ! 

ou la somme ~ s'étend à toutes les solutions entiel'es, positives ou nulIes, de l'équation 

a+2~+3"í+ .•. +mÀ=n-1, 

et ou i est donnépar 

L'équation qu'on vient de trouver peut être eneore écrite de la maniere suivante: 
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Á ce qui précede nous ajouterons encore que de la formule (9) résulte la suivante: 

( Z )-i( Z )-i( Z )-i 
= (_l)m+1 • 1 - a- 1 - ~ 1 -7' .. . 

abc ... 

(- 1 )m+l [. Z z! z3 ] 
= b 1+-+-2 +-3 + ... a c... a a a 

x ................. ;, ... _, 

qui donne 

(11) 

ou le signe :Ei s'étend aux soIutions entieres, positives ou nnlles, de l'équation 

Cette formule peut encore être écrite de maniere suivante: 

(12) 

ou p', q', r', représentent les solutions entieres, positives ou nulIes, de l'équation 

p' + q' + r'+ . .. = n + m-1. 

4. Considérons, en particulier, le cas ou Ia fonction (5) est pairo Alors on a 

pi = 0, p3 = 0, P5 = 0, .•. , 

et la formule (7) se réduit à la suivante: 

(13) 

ou ~, a, ... , À. représentent les solntions eritieres, positives ou nulIes, de l'équation 

~+2ô+ ... +; À= ; , 
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et ou 

Ii résulte de cette formule 

quand n est un nombre irnpaú·. 

On a aussi, puisque m est, par hypothese, un nombre pair, 

(14) 
P~ po •. . pi.. 

S = 1: (_l)i+i. .'n-2 m-4 o 
-11 I+i R' ~ , ., , ' pm IJ. U •••• /1.. 

ou ~, (J, ••• , À sont les solutio11s entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et ou 

i = ~ + (J + ... À, Po = 1. 

õ. La fonction symétrique qui figure dans le probleme de Gauss qui a été le point de 
départ de ce travail, cOIncide, comme 011 a vu précédemment, avec la fonction·. 

ou 1:1 s'étend aux solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

Cette fonction est un cas particulier, correspondant à p. = 1, v = 1, ... , de la suivante, 
appelée par W ronski fonction aleph: 

(15) 

qu'on est ainsi amené à étudier, et dont nous aIlons nous occuper maintenant. 

6. On' trouve facilement, en premieI' liell, que la fonction S;, cOIncide avec le coeffieient 
de ::c dans Ia développement de la fonction 

(1 - a::c)-f" (1- b::c)-V (1- c::cy-' •.• 
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en série ordonnée suivant les puissances de x~ et qu'elIe peut être calculée au moyen de la 
formuie antérieurement employée pour le calcul de la fonction Sm+n-i ~ en supposant qu' on 
ait 

(-16) 

En effet, cette derniere identité donné la suivante: 

[1 +PiX+ P2X2+ .. . + pmxmJ-i = (l-ax)-P. (l-bx)-v . . , 

= [1 + IWX + (p. tI) a2x2 + ... ] 

X rI + vbx+(" t 1)b2~2 + ... ] 
X •••••..•••.••••••.••...•• , 

dont on tire, en égalant les coefficients de XII dans le premier et dans le second membres et 
en posant, comme antérieurement, 

le résultat cherché: 

(17) 

S' _ ~ (11. + P -1) (v + q -1) b j' _ ~ ( dny ) n-"-'I ••• aP qc ••• -. , d 
P q n. xn =0 

i ,p(lp~ pt.. 
=~(-I)i.~-·-·-·-~, 

a!~!. .. À! 

qui cOlucide avec celui qui a été obtenll par M. d'Ocagne, au moyen d'une analyse différente, 
aux n. os 4 et 7 de son Mémoi1"e sw' les suites récWTentes. 

':/. La fórmule (17) détermine la fonction S~) quand sont donnés les quantités Pi, P2, •.. , 
prn. En la comparant à ceUe de Waring: 

(18) (i-l)'p(lp~ pt.. 
= ~ (_ l)i . . ! 2'" n, 

n,,-, 'R' '"1,' a. i"'''' .II.. 

ou a, ~, ... , À sont les solutions pntieres, positives et nuHes, de l'équation 

a + 2~ + 3. + ... + mI.. = n, 
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et ou 

on arrive à une conclusion importante pour le calcul des fonctions considérées. 
II résulte, en effet, de ces deux formules que, si 

nAp~p~ ... p~ 

est un terme de l'expression de SnJ iI existe dans l'expression de s~ le terme correspondant 

(a+ ~+ ... +"A) APr-p~ ... p~, 

et que le nombre des termes qui entrent dans les deux expressions est le même. 
On peut donc déduire l'expression de S;, de celle de Sn en multipliant chaque terme de 

celle-ci par son degré et en divisant le ré:mltat par n. 
Ainsi des formules connues: 

S!=-pl., 

s2=p;-2p2, 

8a = - pf + 3 P~P2 - 3 ps, 

84 = p1- 4p~P2 - 4 pIpa + 2p~-4p4, 

on tire immédiatement les suivantes: 

(19) 

Sí.=-Pl, 

S2=Pi -P2, 

S~=-pf+2P1P2-Pa, 

S~ = pf- 3 p;P2+2pIPS+P~-P4, 

I 

s. En se basant sur le remarque qu'on vient d'employer pour ecnre immédiatement 
ces dernieres formules, on peut aussi déduire immédiatement de la formule connue 

t=n· n 
8" = 1: (-l)!-1:'p-n P-n . .• ·P-n , 

[=1 t·. ·'i ·'2 ·,t 
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OU ~, représente une somme qui s'étend aux solutions entieres positives de l'équation 

la formule suivante: 

I=n 

(20) S~= ~ (-1)1~!p." p." " .p.,,' 
1=1. 'Ii '12 'II 

démontrée par M. Cesàro d'une maniere différente en un article publié aux Nouvelles Annales 

de Mathématiques (3. e série, t. IV, pago 67). 
Cette derniere formule montre' que les fonctions considérées sont comprises dans la classe 

des fonctions appelées par M. Cesàro isobm'iques) lesquelles cet illustre géometre a étudiées 
en clivers travaux publiés dans les Nouvelles Annales de Mathématiques et dans le Journal 

de Battaglini. 

9. Nous allons étudier maintenant la question inverse de celle qu'on vient de considérer, 

à savoir: déterminer Pi, P2, p3, ... , p"J1!) quand sont données les quantités Si, S2, S3, ... , S;". 
On résout immédiatement cette question en partant de d'égalité 

qui donne 

et, par conséquent, en appliquant la formula (A), 

(21) 
., s'as'B S'À. 

,'!" 1 2'" m 
Pk=~(-1)1. a!~!. . . /-1 ' 

ou le signe ~ s'étend à toutes les solutions entieres, positives ou nulIes, de l'équation 

et ou 

i=o:+ ~+ ... +1.. 

En comparant cette formule à la formule (17), on conclut ce résultat, biim connu; on 

passe des expressions qui donnent Si, 82, ... , S;" en fonction de Pi, P2, •.• , pm punr celles 

qui donnent Pi, P2, .•• ; pm en fonction de Si, s;, ... , S;" en échangeant entre elles ces 

quantités. 

VOL. II LL 
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10. On peut aussi tirer immédiatement les expressions qui donnent Pi, P2, ••• , pm en 
fonction de Si, S2, ... , S~ de celles qui donnent PI, P2, ••• , pm en fonction de Si, S2, ••• , Sm. 

En effet, en comparant la formule suivante, tronvée par Waring: 

(22) 

ou IX, ~, ••• , À. représentent les solutions entieres, positives ou nnlles, de l'équation 

et ou 

à la formule (21), on voit qu'on passe de chaque terme de la premiere au terme correspon­
dant de la deuxieme en remplaçant SI, S2, 83, ••• , 8m par 

Si, 2S2, 3S3, .•• , mS~, 

et en multipliant ensuite son coefficient par i!, i étant le degré du terme de (22) consi­

déré. 
Ainsi, par exemple, on passe de l' expression connne 

à l'expression de p4 en fonctiori de Si, S21 S3, S4" en multipliant les termes de la premiere 
respectivement par 4!, 3!, 2!, 2!, 1 et en remplaçant Si, 82. 83, 8t, par Si, 2S2, 3S3, 4S4, ce 
qui donne 

U. La méthode qu'on vient d'employer poul' calculer la fonction S~ peut être remplacée 
par une autre de plus facile application, quand tous ou quelques uns des nombres 11., Y, ••• , 

dont dépend cette fonction, sont supérieurs à l'unité, comme on va voir. Considérons premiere­
ment le cas ou tous ces nombres son égaux à un même nombre h, et posons 

8(h)_'("I (h+p-l)·.(h+q-l) pbq I' n -""l. .•. a c ... P q 
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On a alOl's 

y= [1 +ptX +P2X2 +, .. +pmxmJ-l 

= (1- ax)-h(l- bx)-h . .. = [1 +pix+p~x2 + ... +p~OOIDJ~\ 
ou m=hro, et 

S!h) = ~ (dny ) . 
ti n! doon x=O 

En appliquant maintenant la formule (A) aux fonctions 

on trouve, pour le calcul deS~h), la formule suivante: 

(23) 
(i . h-I)! 'a '~ ... ''Ao 

S<h) _ 1 ~ (_l)i' . --j- Pt P2 PID 
·-(h 11""' • !R!~! ' - ). IX.I"" ./\.. 

ou le signe I: s'étend aux solutions entieres) positives ou nuUes, de l'équation 

et ou 

i=OI.+ ~+r+ ... +1... 

Cette formule détermine S~h) en fonction de pi, pil, ..• , p~ et elIe est de plus facile appli­
cation que la formule analogue (17), qui donne S~) en fonction de PI, P2, ... , pmJ puisque fi 
est plus petit que m. 

12. Les fonctions S~h>, qu'on vient de considérer, peuvent être calculêes d'une maniere 
analogue à celle qu'on a employée au n.O 7 pour calculer S~, comme nous allons faire voir. 

En comparant~ en eft'et, les formules 

qm résultent de (23) en y posant h . 1 et h = 2, on voit qu'on peut déduire l'expression de 

* 
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S~) en fonction de pi, pil, .•• , p~ de celle de S~I) en multipliant chaque terme de la derniere 
par son degré, augmenté d'l1ne unité. 

Mais, d'un autre côté, on voit que, ql1imd h= 1, lés quantités m, PI., Jl2, .. " pm co'inci­
dent avec 00, Pt, pil, ... , p~, et S~ coincide avec S~l). 

Donc, on peut dédl1ire des formules (19) les suivantes, en remplaçant dans les premihes 

Pi, P2, ." par pi, pil, .. , et en multipliant ensuite chacun de leurs termes par son degré, 
augmenté d'une unité: 

S~2) = 2p; - 2p~, 

Sà2) = - 4p;S + 6p;p~ - 2p~, 

Si2) = 5p;4 _12p;2 p~ + 6p;p~ + 3p~2 - 2p~, 

On voit aussi, al1 moy.en de la formule (23), qu'on peut déduire l'expression de S~h) de 
celle S~h-I) en multipliant chaque terme de la deuxieme par 

a+~+ .. . +À+h-1 
h-1 

En nous basant sur la même remarque nous pouvons dédl1ire immédiatement de la for­

mule (20) la suivante: 

ou ''II, "'12' ••• , "'It sont les solutions entieres positives de l'équatioll 

En continuant de la même maniere on obtient la formule 

(24) SI(,h)=t~n(_l)t. (t+l)(f+~) .. ,(t+h-1) ~" , 
t~l. (h -1)! ""p "'II P "'12 ' • • p 7It' 

laquelle fait voir que toutes les fonctions S~h) sont isobariques. 

13. La question qui a pour but de déterminer pi, P2, ... , p~, quand les quantités S\h>, 
S~), Sàh>, "', s~ sont données, peut être résbll1e' facilement, en prQcédant conime al1 n,O 9. 
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En partant, en effet, de l'identité 

1 + ' f-' 'i1 + +. ,. w [1 + S(h) + S(h) 2 + J~ PI X - P2 X" • •• Pw X = IX 2 X ••• 

et en remarquant qu'on a 

ou trauve 

(25) 

ou ct, ~, " ••• , À représentent les solutious entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et ou 

14. On a vu, au n. o 11, que les fonctions 

S' ~ (fl+p-1) ('1+2'-1) b r n = "":I P 2" •• aP q C ••• , 

oú 

peuvent être calculées au moyeu de la formule (23), quand tous les nombres [1, li, '" sont 
égaux à un même nambre h. On a vu aussi, au n.o 12, que les mêmes fonctions peuveut 
êtl'e calculées eu déduisant celIes qui correspondeut à h = 1 des expressions des sommes 
SI, 82, 83, ••• , donées au u,o 7 (eu y remplaçant d'abord Pi, P2, pa, .. , par pi, P2, pá, ... ), 
celles qui correspondent à h = 2 de celles qui correspondent à h = 1, etc., au moyen d'uue 
regle analogue à celle qu'ou emploie pour formeI' les dérivées succesl'ives des fonctions eu­
tieres. Nous allons maintenant considérer le cas ou tous ou quelques uns des nombres fl, v, ... 

son différents et démontrer que, dans ce ras, les sommes S~ peuvent être représentées par 
des fonctions des précédentes. 

Mai., , avant éela, ii nous faut completer une notation employée llntérieurement. Nous re­
pl'ésentel'ons pctr S~h) [M] la fonction ' 

~ (h + p - 1) (h + 2' - 1) p bq r "":I p 2" •• ai I Ct ••• , 
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ou 

qui correspond au polynôme 

M= 1 +qiX+ q2X2+ . .. = (1- aix) (l-bix) (l-cix) ... , 

et qui représente l par conséquent, le coefficielit de XII .dans le développement de M-h. 
Cela posé, si l'on représente par y la fonction 

on a (n.o 6) 

S. 1 [dlly ] =- -- . 
II n! dxn=o 

Pour trouver la dérivée qui entre dans cette égalité, décomposons, au moyen de la théorie 
des racines égales, y-i de la maniere suivante: 

M, N, P, • " étant des fonctions entieres de x, telles que les équations 

M ·0, N=O, P=O, ... 

n'aient que des racines simples, et ensuite décomposons y de la maniere suivante: 

OU 111 (00), 112 (x), 113 (x), '" représentent des fonctions entieres de x, qu'on sait déterminer 
(Hermite: Cours d' AnaZyse de l' ÉcoZe PoZytechnique, pago 266). 

Développons maintenant M-h, N-k, p-l ... , ce qui donne 

M-h= 1 +st) [M] x+ S~h) [M] x!+S~h)[MJ x 3+ ••• 

N-k= 1 + S\k) [NJ x+ S~k) [N] X2+S~k) [N]X3+ ... 

....................................... . , 

multiplions ensuite ces séries respectivem'ent par CPI ex), 112 (x), 113 (x), ••. , ordonnons les pro­
duits suivant les puissances de x et additionnons enfin les résultats. Le coefficient de xfl dans 
la série qu'on obtient de cette maniere représente S~. 
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L'expression qu'on obtient a la forme suivante: 

s~ = Mo + MI Si") [M J+ ... + Mn S~h) [M] 

+ Nt Sjk) [NJ+ •.• +Nn S~k) [N] 

+PtS\I) [PJ + .. '+PnS~) [f] 
+ .................. , .... '. 

EUe est linéaire par rapport aux fonctions 

et résout la question pr@posée, puisqu'on sait calculeI' ces quantités au moyen de la formule­
(23) ou au moyen de la méthode donnée au n.O 12. 

15. La question qll'on vient de considérer peut être encore résolue par une méthode 
différente, que nous allons indiqueI'. 

Soit encore 

et formons la dérivé d'ordre n du produit M-k N-k p-l ... au moyen de la formule de 

dérivation de Leibnitz. On trouve 

, [M-hJ<p) [N-kJ(q) [p-~(r) •.• 
Sn=:E , , , ' p. fJ. r .•.• 

Mais on a 

SCh) [MJ=_l- [dPM-h] , 
P pI dxp =0 

SCh) [NJ = ~ [d q N -k] , 
g q! _ dxq =0 

.' ....... " .............. . 
Donc 

(26) S~ = :E S~h) [MJ S~k) [N] S;I) [PJ ... , 

()u p, q, 1', ••• représentent les solutions entieres, positives ou nuUes, de l'équation 
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Cette formule resout la question considérée, mais le résultat auquel . on arrive n'est pas 
linéaire, comme l'expression obtenue par Ia méthode antérieure, par rapport à Stj [M], 
S~k) [N], .... ElIe coincide avec une formule donnée par M. d'Ocagnedans l'un des intéres­
sants articles qu'il a publié sur,les fonctions alephs (Nouvelles Annales de Mathématiques, 

3.e série, t. v, pago 258) et ensuite dans son Mémoire sur les suites récurrentes (n. o 10). 

16. Aux deux méthodes qu'on vient de donner, pour le calcul de la fonction symétrique 
S~, nous alIons joindre encore une autre, de nature différente, en faisant connaltre une for­
mule au moyen de laquelle on calcule direetement ces fonction. 

Je considere, pour cela, la formule suivante, que j'ai démontrée dans mon Cur'so de Ana­

lyse (Calculo diffm'encial) 3.e éd. pago 232): 

n! a'~~ 
I R I' I R' I ' , I • i j dny rx. . [' ! ... "- . x rx. . [' .... A • x . .. aU j att~ ... 

-=~ dxn 

qui donne Ia dérivée d'ordre n de y par rapport à x, quand y=~(U:1, U2, ••• ) et Ui, U2, ••• 

sont des fonctions de x; et je l'applíque aux fonctions 

Y =M-1IN-kP-I ... 

ui=M= 1 +qjX+q2x2+ .•. +quxU, 

U2 =N =1 +rj(,f) + r2x2+ ... +~·vxv, 

En posant ensuite x = 0, j e trouve la formule suivante: 

(-l)i+i+.' h(h-1) ... (h-i+ 1) xk (k-1) ... (k-j+ 1) x ... 

(27) S;!=~ 
I RI ~ I I I R' I 'A' I cc·IJ .... /· .. xrx..[' ..... x ... 

ou le signe ~ s'étend aux solutions entihes, positives ou nulles, de I'équation 

et ou 

i=rx.+ ~+ ... +"-, j=rx.'+W+ .. . +"-', .. , 

qui résout la question considérée, 
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l'i. Les quantités que nous avons représentées par S~l) au n.O 11 peuvent être expri­
mées par des fonctions entieres des quantités S\I), S~I), Sàl), ••• , comme on va voir. 

En effet, l'égalité 

y = 1[(1- ax) (l-bx) (1- ex) .. . J-i Ik 

donne, en lui appliquant la formule (A), 

( dny ) = '" n! h eh - 1) ... (h - i + 1 ) [SII) l'- [S~I) ] ~ •. • 
d "" I R I I ' 'JJn =0 0:.1"'., .... 

ou 

i=oe+~+j+ ... 

et ou oe, ~, " .,. représentent les solutions entieres, positives ou nuHes, de l'équàtion 

qui donnent pour i valeurs inférieures à h. 
On a donc 

(28) 

Malgré cela, iI convient de considérer toutes les fonctions S~), quelque soit h, comme 
élements primordiaux pour le calcul des fonctions symétriques considérées, puisqu'on peut 
calculer toutes ces fonctions ave c égale facilité au moyen de la formule (23), ou les déduire 
de la fonction 8n par la méthode donnée aux n.o 7 et 12. 

IS. Nous avons vu au n.o 3 que le probleme de Gauss mene aussi à considérer la 
fonction symétrique 

~!. a-P b-q e-r •.. , 

ou 

laquelle peut être calculée au moyen des formules (10) et (H), quand est 

VOL.II MM 
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Cette fonction est un cas particulier de la suivante: 

, (p.+p-1) (Y+Q-1) ___ I' S-n = :E i P q' , ,a p b q c , , " 

qui ne dift'ere pas de celle qu'on a étudiée aux n,OS antérieul's par sa nature, mais seulement 
par le remplacement de a) b) c) ", par a-i, b-I., c-t , '" 

Pour la calculer, quand 

ii suffit de remarqueI' qu' on a alors 

ou 

( X) -\1 ( (0)-'1 y= l-a 1- T ", 

= [1+ PrII-i oo+ PrII- 2 002+" ,+ Po OOrIIJ-i, 
PrII PrII prII 

Donc on trouve, en procédant comme au n,O 6, 

(29) 
i ,pu. P~ pÀ. 

S' = '" (_l)i 'rII-t r11-2'" o 
-n ""' 'i R' ~, ' Pm a.! t' , •• ,(\.. 

ou :E s'étend aux solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et ou 

En posant 

ou trouve de la même maniere 

(29') 

. 'R I' ('+h-1)' 'u. I" " 
S(II) = 1 :E (_ l)i, ~ 'Pw-l Pw-2' , ,pJ 
, -n (1 1) , 'i ,~ , ~ , , a- . p 0(, .. , ,II., 

. W 
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ou 

quand 

(l-ax) (l-bx) (1- ex) . . , = 1 +p~x+ . . . +p~xru 

et m= hm. 

II est faeile de voir qu'on peut déduire l'expression de S~n, en fonetion de pm; pm-t, ... 7 

de celle eorrespondante de 8_n et l'expression de S~" en fonetion de p;, p~, ... , de eelle de 
S~;!) au moyen des regles employées aux n.os 7 et 12 poul' le eas des fonetions S;, et S~). 

II est aussi faeile de voi!' que, quand les entipl's p., \/, .. , ne sont pas tons égaux, on 
peut calculer S~ au moyen des formules qui résultent de eelles données aux n.os 14 et lá; 
en remplaçant les indice n;, p; q; 1'} •• : de S par - n; - p~ - q) - T, ••• , ou au moyen de 
la formule: 

(-l)i+i+ .. h (h-I) . . . (h-i+ 1) x k (k-l) .. . (k-j + 1) X ... 
i . I r:l ,. '" , , r:l' , À.' , qu r:, ... x cr.. I' ." •• A" x 01. • I' ., .. "x ... 

X qa q~ q"- X 7,a' 1'W 1'''-' X u-i 11-2"" o . v-i v-2'" o ••. : 

ou qo = 1, TO = 1, ... 

et 

i=cr.+~+ ... +À., j=cr.' +W + ... +À.', ... 
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Application au développeluent 

<les fonctiollS ration:r:rülles 

19. La doctrine qu'on vient d'exposer a une immédiate application dans la théorie des 

séries récurrentes. 

une fonction rationneHe donnée. développemnnt en série orclonnée suivant puissances 

de x donné par formule connne: 

ou 

(30) 

comme le voit facilement en mnltipliant le nUlllérateur fractiou eonsidérée par 

déveJoppement (n. 

valeurs des quantités Si, 83 •... , cntrent ces formules, peuvent 

calculées au moyen formule employée par M. 1\'1. c1'Ocagne dans MémoÍ1'e 

les stâtes 1'écurrentes, dont on a fait déjà mention, ou par la regle que, pour 1e même bnt, 

nous avons proposée an n.O 7. 

20. Considél'ons maintenant qnestion de la pl'óc{odente. 
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En égalant, pour cela, les coefficients des mêmes puissances de x dans les deux membres 
de l'identité 

Ao+Aix+ .. . +Am_txm- t = (1 +PIX+ .. '+Pm xm ) 

x (Ko + Kix + K2X2 + ... + Kn xn + ... ), 

on trouve les équations 

Ko=Ao, 

(31) 
Ki +PiKO=Al, 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••• = 

et la i5uivante: 

(32) 

Si on donne done les valeurs de Ko, Ki, K2, ... , Km-i et la relation (32) ou, ce qui est 
la même chose, l' éehelle : 

de la série, on peut éerire immédiatement sa funetion génératrice, puisque les coefficients de 
son numérateur, Ao, At, ..• , Am-1, sont donnés par les formules (31) et son dénominatenr 
est le polynôme: 

ensuite la formule (30) détermine le eoefficient du terme général de la série. 
On peut encore énoncer ces résultats d'une autre maniere. 
En posant, en effet, x = 1, on voit que, quand iI sont donnés les rn premiers termes el'une 

suite récurrente: 

et l'éehelle (pi, P2, ... , pm), on détermine l'intégrale Kn ele la suite au moyen de la formule 
(30); la somme de Ia série: 

est alors égale à 

Ao+AI + ... + Am-l 

1 + pi + p2 +. . + PI>! 
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Nous ajouterons encoreque cette nerniere série est convergente quand, pour x = 1; la 
fonction !/ est développable en série convergente; ce qui a lieu seulement quand 

lai<l, Ibl<l, I cl<l, 

a-i, b-l., c-1, .,. étant les racines de l'équation: 

On trouve ces résultats dans le Mémoire de M. d'Ocagne précédemment mentionné, ou 
ils sont obtenus par une voie différente. 

2J. 'l'out ce qu't)ll vient de dire aux n.O S précédents a lieu quand les racines de l'équa­
tion: 

appelée par Lagrange génél'atrice, sont inégales et quand elIes sont toutes ou quelques unes 
égales. Mais, dans ce dernier cas, on pent résoudre les questions considéréespor une autre. 
méthode que nous alIons indiquer. 

Considérons premierement la fonction ratiohnelle: 

ou m=hoo. 

Puisqu'on a 

(1 + ' + ' 2 + + / W)-h 1 + S(h) + S(h) 2 + Pi X P2X • •• Pw X = I X 2 x .•. , 

on peut alors développer y au moyen de la formule: 

ou 

S\,'), S~h\ etc. représentant les fonctions symétriques définies au n. o 11, qu' oó peut calculer' 

au moyen de la formule (23) du n. o 11, ou par la regle donnée au n. o 12, qui les détermi­
Jlent en fonction de p;, p~, P~, ... , p~ . 

On peut calculeI' aussi, au moyen de cette formule, l'intégrale de la stâte récw'1'ente dont, 
l'écheIle est 
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eu supposant 

quand on veut que cette intégrale soit représentée par une fonction de p~, p~, p~, ... , P;o' 

22. Considérons maintenant le cas général ou 

Ao + AIX + ... + Am-i xm- i 

'!J = 1 +PIX+P2X2 + ... ~Pmx11l ' 

et 

M, N, P, ." étant des polynômes entiers tels que M = 0, N = 0, P = O, ... n'aient que des 
racines simples, lesquels on peut déterminer aumoyen de la Pléthode des raciues égales. 

On a alors 

(1 +PiX+P2X2+ . . '+Pmxm)-i =M-h N-/cp-l; .. 

= 1'+ s;x + S~x2 + S~x3 + ... , 

s~, s~, s~, ... étant des quantités qu'on peut déterminer par les méthodes données aux 
n.os 14, 15 et 16. 

On a ensuite 

'!J = K~ + K;x + K~x' + K~x3 +. ' ., 
ou 

23. Ou peut encore résoudre la question d'une maniere plus directe en décomposant y 
de la maniere suivante: 

__ ~(:i + ~2 (x) + cp3 (x) + 
Y - lVIh Nk pI ... , 

ou ~l (x), ~2 (x), ~3 (x), ... représentent des fonctions entieres, qu'on sait déterminer, et en 
développant ensuite chaque terme de cette somme au moyen de la méthode donnée au nu­
mere précédent. 

24. Nous allonsmaintenant faire application de la doctrine précédente à la même fraction: 
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à laquelle M. M. d'Ocagne a appliqué sa méthode (I. c., pago 25). 
On a alors 

et par conséquent: 

En posant donc 

on trouve: 

y = Ko + KiX + K2X2 + ... + Knxn + ... 

1 1 2 =S~+S'IX+S~X2+ ... +S;,x"+ ... , 
-x-x 

Kn = S~ + S~_i - (n + 1). 

Mais, d'un autre côté, l'identité: 

donne 

Donc on a 

Ce résultat cOIncide avec celui qui a été trouvé par M. M. d'Ocagne. La quantité S~+! 
cOIncide, eU effet, avec le coefficient de xn+2 de la série de Fibonacci. 

2ó. La méthode pour le développement des fonctions rationnelles qu'on vient de consi­
dérer, est applicable a.u développement c1u quotient de deux séries. Ainsi, si la fonction donnée 
est 

on a premierement 

[1 +PiX+ ... +p"xn + .. . J-i = 1 +S;x+ S~x2+ ... 

et ensuite 
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ou 

s;, s~, s~, . o o étant déterminées par la formule (1 í) ou par la méthode indiquée au no o 7 o 

Le cas ou la fonction donnée a la forme: 

(1 + ' + ' 2· +' n+ )k PiX P2X +. o o pnX o o o 

peut être réduitau précédent, en développant la puissance h de la série qui entre au déno­

minateur de cette fonction; mais ii est préférable de déterminer Kn au .m9yen de la formule: 

ou S\hl, S~hr, o "O représEmtent les' ('oefficients d~s puissances de x dans le développement 

calculés au moyen de la formule (23) ou par la méthode donnée au n. o 12, en fonction de 

pj', p~, p~, o • o 

Les cas ou la fonction donnée est 

Ao+A!x+A2X2 +o o o+A"xn+o o o 
y= :ilJhNkp1o o o ' 

ou M, N, P, o o o représe~tent les séries ordonnées suivant les puissances de x: 

M = 1 +p;X+p~X2+o o o 

N -;- 1 + 1';X + 1'~x2 +0 o o 

peut être aussi rédllit au premieI'; mais iI est préférable de calculer les coefficiellts qui entrent 

dans le développement 

au moyen de la méthode de Mo cl'Ocagne, donnée au n.O 14, ou par la méthode que nOllS 

avons indiquée au n.o 15. 

VOLo II NN 
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III. 

Sur les valeurs que preunent eu quelques casparticuliers 
les fonctions sYI1.1..étriques considérées. 

26. En paBsant maintenant à une autre application de la doctrine exposée aux n.os 1 à 
4, différente par sa nature de la précédente, nous allons donner aux quantités a) b, c, ••• , 

qui y figurent, divers systemes de valeurs particulieres qui ménent à quelques identités nu­

mériques intéressantes. 

Supposons premierement que a) b) c) ..• représentent les nombres: 

r. 3r. 5r. (2m-l)r. 
cos 2m' cos 2m' cos 2m' ... , cos 2m 

et que 'ln soit un entier pairo 

La formule connue: 

cos mXi = 2m-i[ cos Xi - cos ;m] [cos Xi - cos :: ] 

(33) 
[ 51t ] [ (2m - 1) 1t ] COS XI - cos 2m ... COS XI. - cos 2m 

donne, en dérivant ses deux membres par rapport à Xi, le résnltat: 

. . I [ 31t ] [ 51t ] [ (2m - 1)1t ] m SIll 11~Xi = 2m-I. eIll Xi X I COS Xi - cos 2m cos Xi - cos 2m '" COS Xi - cos 2m 

[ 1":][ 51t] [ (2m-l)TC] + COSX! -coe 2m COSXi-coe 2111 ... coeXi -coe 2m 

+ .................................................... . 

[ TC][ 3TC] [ , (2m-3)TC]/ + COSXi-COS 2m COSXi-coe 2m .,. COSXi-COS 2m \' 
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qui, en posant 

7t 37t 
Xi = 2m' 2m' 

(2m - I)7t 
o o o, 2m ' 

donne ensuite: 

m = 2m-i SIll - COS - - COS -- o. ocos - -COS ----- , . 7t [7t 37t ] [7t (2m - I)7t ] 
2m 2m 2m 2m 2m 

. 37t [37t 7t] [37t (2m -I)7t ] 
- m = 2m- i SIll 2m cos 2m - cos 2m o o ocos 2m - cos 2m ' 

_ m-i. 57t [57t 7t] [57t (2m - I)7t ] m - 2 SIll 2m cos 2m - cos 2m o .. cos 2m - cos ~m-- , 

....................................................... 

-m= m- SIn COS-----COS- . o o COS------COS----- o 2 i· (2m-I)7t [(2m-I)7t 7t] [(2m-I)7t (2m-.3~7t] 
2m. 2m 2m 2m 2m 

On a donc (noO 1) 

2m-isin~ 
2m 

C;(f= 
m 

2 i· 37t m- SIll-

~i=-
. 2m 

'ln 

2 i· 57t m- SIn-. -
2m 

11 = -J 

m 

2 t • (2m-I)7t 
m- Sln---

2m 
Ài=-------

m 

et, par conséquent, 

Sk = -- cosk -- sin - - cosk - sin-
2m-{ [ 7t 7t 37t 37t 

m 2m 2m 2m 2m 

+ cosk ~ sin ~ -o .. _ coskJ2m-I)7t sin _(2m-l)7t]. 
2m 2m 2m 2m 
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En ayant maintenant égard aux identités. trigonométriques : 

(2m - 1)7t ' 7t 
cos -rm--- = - cos 2m' 

. (2m-l)7t . 7t 
SIll---- = SIn-

2m 2m' 

(2m - 3)1t 31t 
COS ----= - cos-

2m ~m' 

. (2m - 3)1t . 31t 
SIll 2m = SIll ~m ' 

••••••••••• , •• o. o. 0,0 o o •• o o o o ••• o o o, o. 0.0.0 •• " 

on ,peut encore écrire cette formule de la maniere suivante: 

Sk= - COS" - SIll - - COS', --'- SIll -
2m [ 1t. ' 1t 31t . 3r-
m 2m 2m 2m 2m 

+ + ,,(m-3)1C. (m-3)r- _. ,,(m-l)1t . (m-l)1t] 
o o • _ COS ~-SIll-~ + cos 2m' SIll ~- , 

quand k est nn entier impaú·. 
De cette égalité et des égalités (n.o 1) So=O, Sl.=O, o •• , Sm-2----.:0 on tire premiere­

ment l'identité suivante: 

i 'lt . 'lt i 3r. . 3r- + i 51t . 5'lt COs' - SIll- - COS '-SIll- COs' - SIll --
2m 2m 2m 2m 2m 2m 

(34) 
(m - 3)'lt . (m -3)1t _ k (m -1)r- . (m -1)r- ° 

-. o • + COS" SIll + COS ----SIll---- = 
2m , 2m 2m 2m ' 

quand k=1, 3, 5, ... , m-3. 

De la même égalité et de Sm-l = 1 on tire l'identité: 

1 'lt . r- 1 3r- . 37t, 5r- . 51t 
COsm- -- SIll - - cosm- - Slll -, - + COsm-, -- SIll -

2m 2m ,2m 2m 2m 2m 
(35) 

+ 1(m-3)7t'. (m-3)1t_ {(m-1)r-. (m-1)r- m 
- •• 0_ COsm- ~- SIll ~-, - + COsm- ,2m- SIll 2m- = 2m- o 

21. Pour déterminer la valeur' de la somme qui entre au premieI' membre,des identités 

précédentes, dans le cas ou k > m -1, remarquons que la formule (33) et la formulebien 

connue 
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donllent, en posant ro ='cós aill 

(x- cos 2:) (x- cos ;:) (~- C0S ::) ... (x-cos (2m2: 1)'Jt) 
=xm_~x1l\-2+ rYf(m"' 3) xm- 4 _ m (m'--4) (m-5) xm-6-1-, •• 

22 1.2.24 1.2.3.26 

Nous avons donc, quand k> m -1, (n.o 4) 

(37) 

\ ,. k rc . rc I 3rc . 3rc , 51r . t)rc 
cos -sm--cos' -' sm-+cos"-sm-· 

:dm 2m 2m 2m 2m 2m 

+ k (m-3)T.: . (m-3)rc_ k (m:-l)rc . (m~ I)rc 
- ... COS ---SIll---+COS'.---SIll·---

- :dm 2m 2m 2m 

i' ~ a À. 
= ~ ~ (_I)i. ·P'1.P4·· 'Pm 

2 .... R I'" . I m . IJ.(j .... A.. 

ou ~, a, ... , À représentent les solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation: 

et ou 

m 
jJ2=--' '22 

m n 
~ + 2a + ... + 2 À = 2 ' 

i= ~+a+ ... + À, k=m+n--1, 

m(m-3) m(m--4) (m-5) 
jJ4 = 2 ! 24-')J6 = - 3 ! 26 , ••. 

Le second membre de cette identité peut être ealculé directement, ou au moyen de la 
regle donnée au n.O 7. 

On a, en particulier, en posant n= 2, 4, 6, ... , 

(38) 

, '+, 'lt: . 'lt: +' 3'lt: . 3rc + +' 5'lt: . 5rc . cosm '-snl--cosm '-Sln-- cos"" -SIll-
, 2m 2m '2m 2m 2m 2m 

1 
' ,. 

.' (m-3)'lt: . (m-3)rc (m-1h . (m-1)'lt: m2 
- ... + cosm+i ---- SIll ----- + cosm+1. ----'- SIll ----- = ---, 

- 2m 2m 2m 2m 2m-j-2 

quand 1n ;4; 

'lt: . r- 3rc . 3r- 5'lt: . 5,. 
COE(m+3 - sm - - cosm+3 - SIll - + COS",+3 - SIll-' 

. 2m 2m 2m 2m 2m 2m 
(39) 

/ --, ... +cosm+3 (m- 3)11: sin (m- 3)'lt: + cos",+3 (m-1)'lt: sin (m -1)11:=m2 m+.~, 
I - - 2m 2m 2m 2m 2m+5 

quand m:> 6; etc. 
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II convient encore 
sous la forme: 

remarquer que le second membre de la formule peut être 

ou 
(_l)iH+s+ ... i! 

A = :E --- ---'---"-------, 
(

'fn 
! .•. Al !)" ... 2 

au moyen de laquelle on voit qu'on a 

et 

1Jt=CIJ 

cos/c~ 
2m 

. 3'lt+ 
SIll-2 m 

. 5'lt 
SIll-

2m 

+ lc(m-3);:. (m-3)'lt_ Ic(m-l)'lt. (m-l)'lt] O 
- .. ,_cos 2m-SII1~;;;-+Cos ~-SIll2m- = 1 

. [( 'lt)/c, 'lt ( 3r.)'" 31: ((m-3)'lt)1c . (m-3'r. 
11m 2 cos 2m SIll 2m - 2 cos 2m SIll 2m - ... + 2 cos 2m- SIll 2m -

(2 (m 
cos l}IT) Ic • 

---- SIll 

Considérol1s maintenant la somme S_II 
alors (n. 

r. '11: 
SIll-

2'n-1 2m 
-- ----,,---

m '11: 
• cos'" cosn 
Lo-

. 5'lt 
sm 2n1: 
- 0'11:­
COsn --

2m, 

1 A. 

. (2m-3)'11: 
SIll-----

.+_ 2m 

c o s n -'----cc:----''-

. (2m-1)1:j SIll----
2m 

(2m--l )r. 7 
cos"---

2m 

et, par conséquent, 

~ . . 0'11: . . 1 2m 8111 SIll 2~ SIll SIll 

S-n=--:;n --7t---3~-+--0'11: - ... + (m-3)'lt+ (m-l)r.' 
COSn - COSn - C08n - ('OSn --- COSn ----

2m 2m 2m 2m 2m 

quand est un nombre impai1'. 
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De cette formule et de la formule (14) du n. o 4 résulte l'identité: 

(40) 

. 'lt .3'lt . (m-3)1t . (m-1)'lt 
SIll 2m SIll -, - SIn ---- SIn ----__ ~~+ ... + 2m, _ 2m 

'lt 31t - (m - 3)1t + (m-1)'lt 
COslI - COslI - COS" ---- COs" ---

2m 2m 2m 2m 

ou le signe 1: s'étend aux solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation: 

et ou i est donnée par l'égalité: 

i = ~ + 0+ . .. + _À. 

Pour -déterminer les quantités pm, pm-2, Pm-~, pm-6, .•. , qui entrent dans cette formule, 
on peut recourir à la formule connue: 

qui ne diffel'e pas de (36) que par la forme, laquelle donne, en ayant égal'd à (33), 

( X __ cos ~) (x _ cos ~) .. • (x _ cos (2m - 1 )1t) 
2m 2m _ 2m 

On a done 

m m 1Jl, 

(_1)2 _ _ (_1)2.1112 (_1)2 m2(m2_22) 
p", = 2m-i' pm-2 = - ~m-i '21' . pm-4 = 2",--=-r-' - 4 ! ' 
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L'égalité qu'on vient de déiiionti'er, donne,-eny pos'aht n'--..:í(3,'5, .•• , 

(41) 

42) 

(43) 

'lt ,3'lt 5'lt 
tang--tang--+tang-- •.. 

~m 2m 2m, 

m";'! 
(m-3)'lt (m-l)'lt -2- 'ln + tang ----- + tang ----:..- (-1) . -" 

- 2m 2m 2m ' 

. 'lt 
SlD-

2m 
. 3'lt . 5'lt 

SlD- SlD--

2m'+~~_ 
--3-~- - --3~'lt- 5'lt' .. 
cos -2 COs 3 - COS3 -

'ln 2m 2m 

. 'lt ,,3r.: . 5'lt 
SlD- SIll- SIll,-

2m 2m 2m ------'-, - +-~-,- ... 
5 r.: 5 3r.: 5 O'lt cos - cos '--' cos-

2m 2m 2m 

m3 (5m2 + 4) 
48 

quand m> 2; etc. 

29. Nous avons supposé dans tout ce qui précede que m est un entier pairo Nous allons 

considérer maintenant le cas ou m est impaú', et, pour cela, nous donnerons à a, b, c, ... 

les valeurs: 

'lt 
cos 2m' 

3r.: 
cos 2m' 

5r.: 
cos 2m' ... , 

(m-2)'lt 
cos- 2m --:-' 

(m-í-2)'lt (m+4)'lt (2m-1)'lt ' 
cos ~-, cos 2m --, ... , cos -rm--' 

En écrivant alors la formule (33) de la maniere suivante: 

cosmxl ( 'lt ) ( (m-2)'lt) 
--- = 2m-i cos X,\ - cos -2 . .. COS Xi - cos -2-,,-

COSXI. 'ln m 

( (m+2)'lt) , ( (2m-l)'lt) cos Xi - COS - 2m- '" COS Xj- COS ~--' , 
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en dérivant, par rapport à Xi, le8 deux membre8 de cette ideiltité en en p08ant en8uite: 

'lt 3'lt 
x= 2m' 2m"'" 

(2m-l)'lt ------, 
2m 

(m-2)'lt ----, 
2m 

on trouve 

----=2m- i 8m- C08--C08- C08---C08- ... m . ,,( 7l' 3'lt) (7l' Ó7t ) 
7l' 2m 2m 2m 2m 2m ' 

C08-
2m 

mi. 37t (37t 'lt ) (37t 57t ) - --3i! = 2m- sm 2m cos 2m - cos 2m CDS 2m - CDS 2m ... , 
cos-

2m 

----=2m- i SIll- cos--cos-- cos--coS- ... 711 • 57t (5'lt 7l')( 57t 3'lt) 
5'lt 2m 2m 2m 2m 2m ' 

cos-
2m 

mm_i. (2m-l)7t( (2m-l)7t 'lt) ((2m-l)'lt ,3x) 
(2m -1)7t = 2 SIll --2m - cos ~- - cos 2m cos -2m, - - cos' 2m 

cos 2m 

On a done 

2m-2sin~ 
2m 

Gti=--m--' 

. 3'lt 
2m-2sin-

2m 
~i=----

m 
, ... , 

2m-2' (2m -1) 7t 
. SIll --2-m---

I.i=-----
m 

et, par eonséquent, 

Sk = -- eos/c+l - sin - - cosk+{ - sin -+ ... 
2m-{ [ 7t 7t 37t 37t 

711 2m 2m 2m 2m 

k+i (2m-3)'lt . (2m-3)'lt + k+i (2m~1)'lt . (2m-1)7t] - cos Slll COS ----8Ill ----- , 
2m 2m 2m 2m 

ou encore, en supposant que k est un nombre impair~ 

VOL. II 

S 2m [ k+' 'lt . 'lt kc.l.' 37t . 3'lt 
k=- CDS '-sm--cos'·'-sm-+ ... 

m 2m 2m 2m 2m 

+ k+l (m-4)7t, . (m-4)7t _ k(m-2)7t. (m-2)7t] 
cos -----sm---+ eos ---sm ----- 2m 2m 2m 2m' 

00 
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Cette formule donne, en premieI' lieu (n.o 1), 

'+' 7C . 7C !+i 37C . 37C cos" "-sm--cos' -sm-+ ... 
2m 2m 2m 2m 

(44) 
+ k+-i (m-4)7C . (111-4)7C - k+i (m-2)7C . (m-2)7C O cos ----- sm + cos ---- sm ----= 
- 2m 2m 2m 2m ' 

quand k=1, 3, 5, ... , m-4. 
La même formule donne ensuite: 

i 7C . 7C i 37C . 37C 
cosm- -2 sm -2 - cosm- -2 sm ~ + ... 

m m m::'m 
(45) 

+ ~~-~.~-~_ ~~-~.~-~ 111 cos ---sm ---+ cos ---sm ---= --. - ~ ~ ~ ~ ~ 

On voit donc que les formules (34) et (35), que nous avions démontrées précédemment 
pour le cas ou m- est nn nombre pair, ont encore lien quand ce nombre est impair. 

30. Pour considérer maintenant le cas ou k>m-2, remarqnons que les formules (33) 
et (36) donnent, en posant cos Xi = X, 

(x- cos 2:J (x- cos ;:) .,. (x- cos (m~2)7C) 

( (m + 2)7C) ( (2m -1)7C\ 
x-cos - 2m '" x- cos 2m ) 

=""m---l._~Mm-3+ m(m-3) ""m-5_ m(m-4)(m-5) m 7-1-
w 22 w 1. 2 . 24. '" 1. 2 • 3 . 26 IV - ,'" , 

et qu' on a donc la formule: 

(46) 

k+i 7C . 7C k+i 37C . 37C 
cos 2m sm 2m - cos 2m sm 2m + ... 

+ k+i (rn-4)7C . (rn-4)7C_ k+i(m--2)'lC. (m-2)1: 
cos' ---sm---+cos ---sm----

- 2m 2m ::lm 2m 

m i IP2~p1l4' •. pÀ i 
=_~(-1)i. "'-

2m ~!a!. .. À! ' 

ou le sigue ~ s'étend aux solutions entieres, positives ou nuHes, de l'éqllation 
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et ou 
i=~+a+ ... +/.., k=m+n-2, 

m m(m-3) m(m-4)(m-5) . 
P2=--W' p4=---r:2~' P6=- 1.2.3.26 ' 

laquelle est semblable à la formule (37). 
On trouve aussi, quand n est impair, 

~ 
. r. .3r.·. Dr. . (m-4)r. . (m-2)r. J sm - sm - sm - Slll ---- sm ---

S-n=~ __ 2m ___ 2rJ~ + 2m _ ... + 2m - 2m t 

m r. 3r. 5r. - ( m - 4 r. + 1Yt - 2 r. 
cosn-1. - cosn- i - cosn- i - cosn-1 ---)- cosn- i -(---)-

2m 2m 2m 2m 2m 

et, par conséquent, 

(47) 

. r. . 3r. . Dr. . (m - 2)r. 
sm 2m sm 2m sm 2m sm ._~ 

r. -----3r. + Ór. - ... + (m-2)r. 
cos"-i - cosn- i - cosn- i - cosn- I ----

2m 2m 2m 2m 

ou ~, a, ... , /.. représentent les soIutions entieres, positives ou nulles, de l'équatibn: 

m-1 n-1 
~ + 213 + ... + -2 - /.. = -2-' 

et ou 

Pour déterminer les constantes P",-i, Pm-3, P",-5, ... , qui entrmlt dans eette formule, on 
peut recourir à l'égalité connne 

"'-{ 
cos mXi _ (1)-2-[ m (m2 _12) 2 

- - 111 - 2 3 COS Xi 
COS Xl _ • 

laquelle, combinée avec Ia formule (33), donne 

( r.)( 3r.) ( (m-2)r.)( (m+2)r.)· ( (2m-l)r.) x--cos 2m x-cos 2m ... x-cos~m-- x-cos~- ..• x-cos~-

m-1 

(_1)-2- [ m(m-l) í! m(m2 -1)(m2 --32) 4. J-

2",-i m- 2.3 X -1 2.3.4.5 X - ••• , 
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at, par conséquent, 

m-t m-i 

pm-i 
(_1)-2-. m (_1)-2 

2m-i 'pm-3 = - 2m-i 

m-i 

(_1)-2- m (m2 -1) (m2 _32) 

pm-5= 2m-I.' 2,3.4.5 ' 

La formule précédente donne, en posant n = 1, 3, 5, ... , 

m+i 

. 'lt: . 3'lt: + _. (m-2)1t (_1)-2-
SIll 2m -SIll 2m •.• +SIll~m-= 2 

• 'lt: . 3'lt: . (m -2)'lt: 
BIll -2m- SIll - SIll ---2m . 2m 
---- - ---';:3-'lt: + ... + " Cm - 2)'lt: 
cos2_'lt: 2 '" COS - cos ----

2m 2m 2m 

••••••• ! ••••••• III ••••••••••••••••••••••••••••••••• 

31. Une autre application analogue à la précédente est celle dans laquelle on donne à 
a~ b~ c~ .•. les valeurs: 

'lt: 
cos­

m' 
2'lt: 

cos­
m' .. " m m 

, ... , cos 

En supposant que 1I~ est nn nombre pai1') et en partant de l'égalité 

(m-1)'lt: cos . 
m 

sin mrol. ( 'lt: ) ( 21t ) . = 2m-i cos roi - cos - cos roi - cos - ... _ 
SIll roi cos roi m m 

on obtient la suivante, quand k est impair: 
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quand k= 1,3, 5, ... , m-5. 
Quand l~ = m - 3, on a 

(1 ) (1 ) -m-l 'TC -m-l TC 
, TC. TC 2",. 2TC, 2 • 2 m cosm-2 __ -sm2_-cosm-ll-smll_+ •.• + cosm-I! sm2 =-. 

m 1n . m m - m m 2m 

Quand k> m - 3, ou trouve 

cosk+! y_ sin2~-cosk+! 2TC sin2 2TC + ..• 
m m m m 

('1 ) (1 ), -m-l TC -m-1 TC " ~ 1> À. 
+. lc+! 2 . Il 2 _~ "'(_l)i. LP'i.P4" 'Pm-2 
- cos . SIll - 2m "" R , 1> , ""I ' m 1n t' .u .... /1. 

OU ~, a, ... , À sont les solutiollS entieres, positives ou nullas, de l'équation 

et 

On voit au moyen de la formule: 

Bin XI COBX! 

que les valeurs de Fil, P4, .•. sont aiors données par les égalités 

m-2 (m-3)(m-5) 
P2=-~' p4= 2!24 'P6=-

On voit encore, au moyen de la formule 

m-i 

(m-4)(m-5)(m-6) 
3!26 

, ... 

sinmxt _( 1'-2-[ m(m2 -22) 2 +m(m2 -22) (mll-42) 4 ] 
' , - -) m - 3 r cos XI ' [) , COS Xl - . .. , smxl COBXI . 
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qu'on a, quand n est zrnpail', 

• 2 27t . (~ 'ln - 1) 7t 
sin2 ~ sm - sm2 -----

2 'ln 'ln --------=2-+ ... + ------:-c:-. 

cosn- i ~ cosn- i _7t_, (~ 'ln _ 1)7t 
'ln 'ln 2 

cosn- i ---­
'ln 

i' ~ o p" 
= ~ >' (_l)i-1 . P m-4Pm-6· ., o 

2m .... • i+t R'''' ~,' pm-2 IJ· (j •• •• /1.. 

'ln-2 n-1 
~ + 2a + ... + -2- À =-2' 

i=~+a+ ... +À. 

On considere d'une maJiliere analugue le cas ou, m étant impair, on donne à a) b) c. 
les valeurs 

7t 
cos-, 

'ln 
27t 

cos --, 
'ln 

37t 
oos-·, 

'ln .... ' (m-1)7t 
cos--_· 

m 

32. En passant à une autre application, supposonsque a~ b) c~ ... sont les racines de 
l'équation 

1 [ xm-2 x;n-3 1 J 
xm+2 _xm-1+~+3!+ ... +.'ln!. =0, 

et que, par conséquent, 

1 [ x2 x 3 x"", (l-ax)(l-bx)(l-cx) .. . =1+ 2 m+2T+3T+' .. + m! J' 

La formule (7) donne alors 

S >'( 1)' i! 
m+n-i =..... - , . ~"(" ' 

2; o: ! ~ !. .. À! (2!) (3!) ... ('ln!) 

a, ~, .•• , À étant les solutions entieres, positives ou nulles, de l'équation 

et 
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En eomparant eette formule à I'expression suivante des nornbres de Be1'noulli, que nous 
avons donnée dana notre ClWSO de Analyse (Calculo diferencial, 38 éd., 1896, p. 236): 

ou 

on trouve 

quancl n<:m. 

cc+2~+ ... +nÀ= n, 

i=cc+ í3+ ... + À, 

Nous avons ainsi une formule qui lie Ies valeurs de S",+n-l. à eeIles des nomb1'oo de Ber­

noulli, et qui fait voir que, quand n est un nombre paú', on a S",+n-l. = O. 

ss. Comme derniere applieation nous allons ehereher les coeffieients qui entrent dans 
le développement 

On a premierement (n. o 2) 

Mais (n. o 1) 

[ 1 ",+n-l. 2m+n-l. 3m+n- i mm+n-i ] 
Sm+n-i = (_1)m-i (m-l)! - 1.(m-2)! + 2! (m~3)! - .. . +(_1)m-i . (m-1) I. 

Done, en ayant égard à une formule de Ia théorie des différenees finies, bien connue, on 
trouve 

En remarquant qu'on a aussi (n.o 1) 
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p, q, r, ., s sont les solutions positives nuIles, de l'équation 

peut encore écrire précédente de Ia maniere suivante 

Cette donnée par M. dans les .iVouvelles Annales de Mathématiques (3e 
série, t. II), est un cas particuliel' d'une autre, attl'ibuée par M. Cesàro (Notlvelles Annales, 

3e série, t. IV, p. 69) à Fergola, que noua obtenons en donnant, dans l'identité de Gauss, à 
b, c, ... les valeurs 

t, t+ 

On trouve ainsi 

Sm+n (-1)111 

par 

Mais on a aussi 

Donc 

2, +m. 

(t+ 2)m+n 
2!(m-2)! - ... +(-

(t+rn)1lI n 
--m-!-----

. . - .í: • 



XI 

(Journal für reine und angewandte Mathematik, begründet von Ore11e, 

Band CXXXI. Berlin, 1906) 

VOT.. II I1P 
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INTRODIJCTION. 

1. Soit f(x) une fon~tion holomorphe dans l"aire limitée par celle des ovales représentés 

par l' éqllation I sin z I = c, ou z = Xf + iYi et c Z 1, qui a le centre à I' origine eles coordonées. 

Nous avons elémontré dans un travail publié au tome CXVI, pago 14, de ce journal, que la 

fonction f(x) peut être développée en série ordonnée suivant les puissances de sin x au moyen 

de la formule 

(1.) 

oú 

00 

f(x) = ~ A lll sin11!x, 
n=O 

Ao = f(O), 

A _P211) (O) + S~~,> jl2n-2) (O) +, , ,+ S~~-l) jl2) (O) 
2n - (2n)! ' 

A _f(211+1) (O) +s~~~d('!!11-1) (0)+, , ,+sg~~J' (O) 
2'11+1- (2n+l)! ' 

S~~) représentant la somme des produits distincts des nombres 

pris 1n à m, et S~~tl la somme eles produits distincts des nomb1'es 

pris aussi m à 'ln, 

Nous allons dans ce travail faire application de cette f(lrmule à la détermination de quel­

ques intégralei:' définies particulieres et à la démonstration de quelques relations entre les 

nombres de Bernoulli et entre les nombres d'Euler, qui, nous croyons, n'ont pas encore été 

remarquées, 

'" 
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I. 

Sur quelques intégralos définies. 

2. On sait que, si la fonction f(x) est développable en série de la forme (1.), on a 

A- 1j'f(Z)COSZdZ 
ln - 2i'lt sinm+1 Z ' 

s 

le contour de l'intégration étant une circonférence ele rayon égal à ~, ayant le centre à l'ori­

gine des coordonnées, telle que la fonctiou considérée soit holomorphe dans l'aire qu'elle limite. 

En posant dans cette égalité 

on trouve 

f (í3éO) cos (~éO) éO dO = 2AIn TI: , 

siuln+ i (~éO) ~ 

et par conséqueut 

Eu supposaut maiuteuant que f(O), f' (O), f" (O), ..• sont des quautités réelles et eu 

posant 

ou trouve 

J21C [F (iO) - F (- iO)] dO 
Le2 ~sinO _ 2 cos 2 (~cosO) + e-2 ~sinOJrn+i = O, 

o 

J21\: [F (iO) + F (- iO)] dO 
[e2 ~sinO - 2 cos 2 (~cos O) + e-2 ~sinOJ2n+1 

o 
[f I2n) (O) + S~~ f I2,,-2) (O) + ... + s~~-t) fi2) (O)J'lt 

= (2n)! 24" ~ , 

J21C [F (iO) +F (-iO)J dO 
[e2 ~sinO -2 cos 2 (~cos 0)+ e-2~sinOJ2n+2 

u 

_ [112"+1) (O) + S~:!+I f12" -I) (O) + ... + S~~~l fi (O)J 'lt . 
- (2n+ I)! 24n+2 ~ 
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Ou peut écrire ces égalités symboliquement de la maniere suivante: 

f 21\: . [F(iO)+F(-iO)JdO 
[e2 ~ Bin B _ 2 cos 2 (~ cos O) + e-2 ~Bin BJ~n+i 

u 

12 (O) [12 (O) + 22J [P (O) + 42J ... [12 (O) + (2n - 2)2J 7C 

(2n) 12411, • T' 

f 21\: [F(iO)+F(-iO)JdO 
[~2 ~ sin fi _ 2 cos 2 (~ cos O) + e-2 ~ Bin 0J2n+2 

o 

f (O) [12 (O) + 12J [12 (O) + 3J ... [12 (O) + (2n - 1 )2J 7C 

(2n+1)124n+2 "T 

3. Nous allons eonsidérer maintenant quelques eas particuliers. 

Soit premierement 

f(x)=_l_. 
cosx. 

On a 

1 1 + ~ 1. 3 ... (2n -1) . 2 --=..... , SIll nx, 
COS X n=i 2.4 ... 2n 

et, par conséquent, 

f dz 2' 1. 3 ... (2n - 1) 
-s-'-in-;2;;-n-:-+7i z- = t7C 2 .4 ... 2n ' 

s 

f~=O. sin2n z ' 
s 

ou, eu posant z = ~éB, 

_r21\:~~~~_S_i_n2_n_+_i~(p_e_-_iB~)_~_B_d_0~~~~ 
_ [e2 ~sin fJ _ 2 cos 2 (p cos O) + e-2 ~ BinBJ2n+1. 
o 

1. 3 ... (2n - 1) r-

24n+i .2.4 ... 2np 

f2"_r-~~ ___ S_in_2_n~(p_e-_t_·fJ~)e_i_Bd_.0 __ ~~~ 
o [e2 ~ sin B - 2 cos 2 (p cos O) + e-2 ~ sin 0J2n 

=0. 

Si l'on remarque mainteuant qu'on a 

, 

. e-~ sinO +e~ sinO . e-~ sinO -e~ sinO 
sin (Pe-%O) = sin (P cos O) . 2 + i cos (P cos O) 2 

1 

= ~ [e2 ~sinfJ - 2 c082 (P cos O) + e- 2 ~sinfJr (COS fi + i Bin fi), 
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ou 
e- ~ sin o _ e ~ sin O 

00 = are tang ~. B ~ . ~ cot (~ cos O), 
e- SIll + e SIllu 

on peut encore é0rire 

J211: coa [O + (2n + 1) 00] +i ain [O + (2n -I- 1) 00] dO 1. 3 ... (2n - 1) 7t 

. 211+1 

o [e2 ~ sinO -2 coa 2 (~cos O) + e-2~sin af-2 
2311.nl '13' 

et, par conséquent, 

J211: ________ C_O_SC~0_+ __ (2_1_1+~1~)_00~Jd_0 ____ ~2n1-1 1. 3 ... (2n-1) 7t 

o [e2~sinB-2cos2(~ ('osO)+e--2~sinB] 2 
23".n! '13' 

,J21i: ________ s_in....:C'-0_+_(.:...2_1I_+ __ 1.:...) 00_1,,-1_ d_O ____ --:;--c-,-- = O. 
~n+l 

o [e2 ~sina - 2 cos (~cos 0)+e-2~BinB]-2-

On trouve de la même maniere 

J27: cos (0+2n 00) dO =0 
[e2 ~sin O _ 2 coa 2 (~ coa O) + e-2 ~sin B]n , 

o 

J211: sin (O + 2n 00) dO 
[e2 ~ sinO _ 2 cos 2 (~cos O) + e-2 ~ sinO]n = O. 

O 

4. Considérons maintenant la fonction 

On a vu, dans le travail précédemment rUI pOl'té, que le développement de x 2/c en série ordon­

née suivant les puissances de sinx est donné par la formule 

Nous avons clonc 

f Z2lc cos zdz 
sin2n+i z 

SC"-h) 
= 2i'lt 211 . , 

(2k+ 1)(~k+2) .•. 2n J" z21<. COS z dz 
2 =0. sin n z 
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Mail'! 

J Z21c cos z dz = ~fz2k-1. dz 
sinm z m-1 sinm- 1z' 

S $ 

Donc 

En posllnt maintenant z = ~(liO et en employant ensuite une analyse semblable à celle qu'nn 
a appliquée au cas considéré dans Ie nO précédent, ou trouve les résultats suivants: 

J27. cos 2(kO + n ro) dO S~~;-k) 7t: 

[ e2~ sin O _ ~ cos 2(~ cos ~) + e-!~ sin O]n = :22 .. -1. . 2k (2k + 1) ... (~n - 1)' ~2k' 
o 

J211: sin2(kO+nro) dO -O 
[ e2~sin 0_ 2 cos ~(~ cos O) + e-2~ sin O]" - , 

o 

J2TC cos r2kfi + (2n -1) roJ dO 
---=-----,,-2"----;-"1. = O, 

J [e 2~ sin 0_ 2 cos 2(~ cos O) + e-'~ sinO] 
-2-

J27. __ ----,S_i_n_[=--2_kfi_+-'.{_2n __ 1-"-) --,ro J,,-d-0--oL2n--;-_i = O. 

O (e2~sin 0_ 2 cos 2(~ cos O) + e-2~sin O] 2 

Ii convient de remarquer le cas particulier ou k = 1. On a alors 

et, par conséquent, 

J2TC cos2(0+nro)dO [(n-1)!J2 7t: 

o [e 2~sin O - 2 cos 2(~ cos O) + e-2~sin o]n = 2(~n - 1) ! '12' 

Õ. On considere de la même maniere la fonctiou x2k+l., dout le développement ordonné 

suivant les puissauces de sin x, donné dans le travai[ précédemment indiqué, est le suivant: 
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On a d'abord 

2' 2»+1 jz2k+1COSZdz S(>,~k) 

sin2n-r-2 z = ~11:(2k+2)(2k+3) '" (2n+1)' 
" 

JZ21<+1 COS 

Sill~n+l Z O, 
s 

La premiere égalité donne ensuite 

J Z21r dz + 1 Jz2!' i cos z dz 2 ' (211 1) s~~~? 
sin2n+1 z = '2k + 1 sin2n+2 z = ~TC (2k + 1) (2k + 2) , , , (2n + 1)' 

s s 

et, par eonséquent, 

f2~ e(2k sin 2n+l (~ 13- 1'°) dO 

'u [e 2~ Sill 0_ 2 cos 2 (~ cos O) + e-2Fin 0J21<+1 

011 trouve, au moyen de cette égalité, les résnltats snivants; 

[e2~sinO -2 eos 2 (~cos 0)+ e-2~sillO 

sg~+!~) 7l: 

2:ln 12k -+ 1) (2k 2) ,,2n' ~2/+1' 

Slll 1) ())] dO 
~--=---~---O~-n+l = O, 

[ e 2~ Sill a _ 2 cos 2 (~ cos O) + e-2~ Sill 0J ~ 

Ou trouve aussi 

J2" , [(2k 1') m]c16, , , ~O, 
[e2~SlllO _ 2 cos 2 (~cos O) + e-2~slllOJn 

o 

o. 

Les formules obtenues au n,o 3 sont compl'is<'s entre celles qu'on viellt de trouver, comme 
on peut le voir en posant k = O et en ayant égard à l'égalité 

3~, 52 , 72 •• (2n _1)", 

_J. __ I 1 __ 
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II. 

Sur quelques relations entre les nO.lllbres ele Bernoulli 

et entre les nO.lllbres el'Euler 

6. Appliquons la formule (1.) à la fonction~. 
. slnx 

Comme on a 

](0) = 1, f" (O) = 2 (2-1)Bi, r) (O) = 2(23 -1) B3, 

](2n) (O) = 2 (22n-1 - 1) B2n-i 

l' (O) = fl/' (O) = .•• = ](2n-l.) (O) = O, 

Bi. B3, BD' •.. représentant les nomb7'es de Bernoulli, on trouve 

. + 2 00 (22n-i - 1) B211- i + S~;; (2211- 3 - 1) B2n- 3 + ... + S~~;-f) (2 - 1) Bl . 9 +i 
X = SIll X :E (2 ) I SIll"n X. 

n~ n. 

Mais, on a 

. _' + ~ 1. 3. 5 ... (2n -1) , 2n+1. 
X - Bln x ..... <) 4 2 (') + 1) SIll X. 

n=i t:. • • ,. n ~n 

En coroparant ces deux résnltatR, on obtient la relation de I'écurrence entre les nombJ'es 

d6 Bernoulli: 

(2.) 

VOL. II 

I (22n-i 1) B + S(I) (22n-3 1) B + + S(II-1) (2 1) B - ~n-1. 2n - 2n-3 . . . 2n - 1 

[1.3,5 .. , (2n-1)1 2 

\ = 2 (271,+ 1) . 

Q.Q 
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II résulte immédiatement de cette identité la représentation suivante des nombres consi­

dérés au moyen d'un determilfant: 

UJln-:I s~:; S(2) 
2. 

S(>I-Ir 
:2n 

U2n-3 1 S~:~I_I) sg(;-=h 
1 

O sg(;~~) B2n-i = 2 (22n-:I -1) u2n-5 

Ui O O 1 

ou 

[1. 3 ... (2n - 1)J2 
u2n-i = 2n+ 1 ' 

[1 . 3 ..• (2n - 3)J2 
U211-3 = ~n _ 1 ' .... 

En posant 

ou peut écrire symboliquement la formule (2.) de la maniere suivante: 

B' [B'll + 22J [B'll + 42] ••• [Bill + (2n - 2)2J = ~ U2n-i, 

ou on doit remplacer, apres les multiplications, les exposants des puissances de B' par eles 
indices. 

'i. En partant de la fonction tang m et en employant une analyse semblable, on trouve 
une autre relation de récurrence entre les nombres de Bemoulli et une autre expression au 

moyen d'un déterminant eles mêmes nombres, ou figurent les quantités représentées par S~~~l' 
On a, en effet, 

f(O) = f" (O) = ... = j!2n) (O) = O, 

et, par conséquent, 
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Mais, d'un Rutre côté, on a 

_ ~ 1.3.5 ... (2n-1) . 2n-t-1 
tang x- n~o 2.4 ... 2n sm x. 

En comparant les deux dévell)ppements on trollve la relation de récurrence 

(3.) 

22(n+1)_1 22n -1 22 -1 
22n+i . ----1 - B2n+i + 22n- i S~~!+I--- B2n- i + ... + 2 s~''!+l--l- Bi 

n+ n 

=[1.3.5 ... (2n-l)J2(2n+1), 

dont on tire 

V2n-i sr!) 
2n+i 

V2n-3 1 
B0 _ 11,+1 

_n+1 - ~2n+i (2~in+l) -1) V21l-5 O 

1 O 

ou 

s(2) 
2,,+i 

8(1) 
2n-i 
1 

O 

srnl 
2n+l 

8(11-1) 
2n-i 

8~~~::':'~) 

1 

V2n-1 = [1.3.5 ... (2n-1)J2 (2n+ 1), V2n-3= [1.3.5 .. . (2n-3)J2(2n-1), ... 

En posant 

22n-:1 (22n - 1 ) 
B2n-i = B2n-i, ... , 

n 

on peut écrire, 8J)mboliquement) la relation (3.) de la maniere suivante: 

B" [B"2 + 12J [B"2 + 32J •.. [B"2 + (2n -1 )2J = V2n-l , 

ou on doit, comme précédemment, remplacer, apres les multiplications, les exposants de B" 
par des indices. 

s. On peut trouver encore une autre relation intéressante entre les nOlllbres de Bm'nmdli 

en partant du développement suivant de xcotx, qu'on obtient au moy"n de la formule (1.): 

cc 

xcotx= 1- z: 
n=l 

.. 
22n B2n-i + sg/ 22,,-2 B2n- 3 + ... + Sg~-I) 22 Bt 

(2n) ! 
sin2n x 
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et en le comparant au développement suivant: 

~ 2 .4 . 6 ... (2n - 2) . 9 x cot x = 1 - ,,;., ----o,--,o---~-----,----,-'-- sm ~n x, 
n=l 3 . õ ... (2n + ] ) 

que nous allons démontrer. 
Posons 

et, par conséquent, 

"" xcotx= :EA2n sin2n x 

z cotz cos z 
sin2n+l z 

n=O 

cosz ~ A . 2n, 
. 2 +' ~ 2n BIn z, SIn n • Z n=O 

et intégrons les deux membres de cette égalité le long d'une circonférence s ayant le centre 
à l'origine des coordonnées et dont le rayon soit assez petit pour que cette série soit conver­
gente dans l'aire que la circonférence limite. Puisqu'on a 

et 

on trouve ainsi 

Mais, nous avons 

et, puisque 

et, par conséquellt 

nous avons ausBi 

fCo~z~~ = 2i1t 
sm z ' 

s 

A_I f z cot z cos z dz 
2n - 2i1t Si1l2n+i Z 

s 

f Z cot z cos z dz f zdz f zdz 
sin2n+i z = sin2n+2 z - sin2nz ; 

s 

00 

z2= :E 
n=2 

2.4 ... (2n-2) 
1.3 ... (2n-15 

1 . 2 . - sm n Z, 
n 

00 

z= cosz :E 
=2 

2.4 ... (2n-2) 
1.3 .. . (2n-1) 

sin2n-i z, 

r .z~z =2i1t 2.4 .. . (2n-2) , f zdz 2' 2.4 .. . 2n 
sm2n Z 1. 3 ... (2n -1) sin2n+fZ" = ~'lt 1. 3 ... (2n + 1) 
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Done 

A __ 1_ j zeotzeoszdz _ 2.4 .. . (2n-2) . 
2n - 2' . 2n+f - - 1 3 5 (2 + 1) t1t SIll Z • • .,. n 

Le deuxieme développement de x eot x préeédemment indiqué réslllte immédiatement de 
eette égalité, et, en le comparant au premier, on trouve la relation 

(4.) 

qui donne 

ou 

U2n-2= 

22n B2n-f + 8~:{ 22(n-i) Bin-3 + ... + 8~;-1) 22 Bt 

[2.4.6 ... (2n-2)J22n 

1 
B2n-f = 22n 

[2.4 ... (2n - 2)J2 2n 
2n+1 

2n+1 ' 

1.1I2n-2 8(1) 
2 .. 

8(2) 
2n 

8(n-l) 
2 .. 

u2n-4 1 8~~~_1) 8(,,-2) 
2(n-1) 

U2n-6 O 1 8~(;;-~~) 

uo O O 1 

[2.4 ... (2n-4)J2 2(n -1) 
U2n·-4 = 2n-1 ' ... , 

9. On peut trouver pour les nomb,'es d'Eulm' des relations analogues à celles qu'on vient 
d'obtenir pOUl" les nombres de Bernoulli. 

En effet, en représentant ces nombres par E2, E4, E6, ... , on a 

(5.) 1 _ 1 + E 2 2 E4 4 E6 6 . --- 9T x +-41 x +-61 x + .... , cos x ., . . . 

et, par eonséquent, en appliquant la formule (1.) à la fonction _1_, oli. trouve 
cosx 

_1_ = 1 + ~ E2n + 8~~ E 2(n_l) + ... + 8~~-!)E2 . 2 ... 

COS X n~{ (2n) ! . SIll X. 

Mais, d'un autre côté, on a 

__ 1 __ 1 ~. 2 1 -3 ... (2n - 1) . 2n - + 2 SIll X + ... + 2 4 2 SIll X + ... cos x .... n 
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Donc nous avons la reJation de récurrence suivante ent,re Jes nombres d' Euler: 

(6.) E 21i + 8~~E2(n_l)+' •• + 8~~-1) E2 = [1.3.5 ... (2n-1)J2, 

dont ii résulte l'expression, au moyen d'un déterminant, des mêmes nombres: 

a2n_ 1 8(1) 
2" 

8(2) 
2,. 

8(,.-1) 
2. 

a2n- 3 1 '-'(1) 
"2(n-l) 8~(;;-':L 

E2n =. ct2._5 O 1 8~;;2~) 

1 O O 1 

ou 

a2n-l = [1.3.5 ... (2n -1)J', a2n-3 = [1.3.5 ... (2n - 3)J2, ... 

C . 1 ' 1 f . Bill X I . 1 to. ons!c erons encore a onctlOn -~-, pour tronver une antre re atlOn entre es nom-
eos-x 

b1'es d' Eule1', ou fignrent Ies nombres représentés par 8~~tl' 
Pnisque 

sin x _ E4 3 E6 5 
--,,-=E2X +-31 x +-51 x + ... , eos"x . . 

on a 

et, par eonséquent, 

• 00 E -l- (I) E + + (II) E sln x ~ 211+2 I 82,,+1 2/i ' " 82,,+'1 2 • 2"-1-1 --- = ... . sln x. 
eos2x =0 (2n+1)1 

Mais on a anssl 

sin x . +. 3 + . 5 + --2- = Slll X Slll X Bill X ••• 
cos x 

Done 

(7.) E21i+2 + 8~:,~1 E2" + ... + 8~::~1 E2 = (2n + 1) ! 

et 

(2n+ I)! 8~~~1 8;~+1 8J,~tl 

(2n-1) ! 1 S~~~l 8(11-1) 
2n-1 

E2n-l-2 = (2n- 3)! O 1 8(11--2) 
2n-3 

1 O O 1 
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Les formules (6.) et (7.) peuvent être écrites symboliqnement de la maniere snivante: 

E2 [E2 + 22J [E2 + 42J, .. [E2 + (2n - 2)2J = [1.3 ... (2n -1)J2, 

E2[E2 + 12J [E2+32] ... [E2 + (2n-l)2] = (2n+ 1) 1. 

11. La méthode qu'on vient d'employer pour trouver quelques relations entre les nOlD­

bres de Ber'noulli et d' Bule?' donne aussi des relations entre les nombres représentés précé­

demment par S~~) et S~~+l' Nous indiquel'ons ici la suivante 

qui résulte d'appliquer les formules (1.), (2.) et (3.) à la fonction sin x, et la suivante: . 

S~(;'+l) - S~(~l) + Sg(~l) - ... + 1 = [1.3 . .. (2n - 1 )J2 (2n + 1), 

qui résulte d'appliquer les mêmes formules à la fonction cos x et de comparer le résultat au 

développement 

1 1, 2 1, 4 1.3, 6 
cos X = . - 2" sm x - 1.2.22 sm x - 1 . 2 .3 . 23 sm x - ... 

Hosted byGoogle 



Hosted byGoogle 



XII 

VOL. II RR 

Hosted byGoogle 



Hosted byGoogle 



I. 

ON THE RECTIFICATION OF BOOTH'S LOGARITHMIC ELLIPSE AND LOGARITHMIC HYPERBOLA. 

(The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics. t. XXXVI. London. 1904). 

The geometrical representation of the elliptic integraIs of the third kind caused Booth to 
consider two turves of double curvature which he named the logarithrnic ellipse arid the loga­

'I"ithmic hyperbola in his important work - A Treati.~e on some new geometJ'ical methods (Lon­
don, 1877, t. II: p. 51 and p. 76) -- where it is shown that the rectification of those curves 
depends on elliptic integraIs that are subseqllently reduced to Legendre's fundamental forms 
of the fir"t, second, and thil'd kinds. 

ln order to obtain this reduction the eminent mathematician, Booth, employs a special 
anaJysis for each of these two curves, but nevertheless there exists between their equations 
the same simple relation that exists between the equations of the elJipse and the hyperbola. 

The natural and simple method employed in the case of the logarithmic ellipse is not 
easily employed iu the case of the logarithmic hyperbola, as the author says, therefore auo­
ther method is used, but this oue is not so sim pie and rather artificial. 

Now .in this papel' I propose toundertake the above mentioned reductiou by meaus of au 
analysis applicabJe to both curves, and which iu the two cases is not less natural 01' le8s 
simple than Booth's analysis. 

l. 

On the logarithlllic ellipse. 

The logarithmic ellipse is the intersection of the paraboloid of revolution and the elliptic 
cylinder with the sarne axis; the equations are therefore 

* 
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The element of the are is given by the formula 

Assuming now 

where A, B, C are given by the equations 

we infer that A and C are the roots of the equation 

(1) 

and the above formula may be written 

Now if we put 

we obtain 

(2) 
(C-A)2 A t2 dt 

ds= lq/U3V(A+Bb~)' (1-ht~)2V I (1-t2)(1-pt2)f' 

where 
h = ~ '. A C + Bb2 A C - (a! - b2) 

C' r=C' A+Bb2= -O' A-(a2 -b2) , 

ln this formula j2 is positive and thel'efore j real; this maybe proved by observing that 
A and Chave different signs as well as C - (a2 - b2) and A - (a2 - b2), these four qnantities 

being the roots of equations (1), and 

the Iatter resulting from the snbstitution of XI + a2 - b2 for X in (I). 
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We may fllrthel' prove that j2 < L 

Assnming A to represent the negative l'oot of (1), the a10ve ineqllality is equivalent to 

I A I C- (a 2 -b2) 

(]'I A l+a"J- ú2< 1, 

which is satisfiecl hy the vaJues of A anel C, since ! A; < C, 

Substituting now in equation (2) for (1 ~~lfl)2 the value 

t2 1 r 1 1-] 
(1-ht2J:l = h L (1. In2)'l. - 1-ht2 _ ' 

we obtain 

anel putting 

t=sincp, 

we find 

U sing the following resnlts (easiIy obtaineel from weIl known formuIre for the reduction of 

elliptic integraIs) 

which give 
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we find 

K [h2 sin cp cos cp .1cp 
s='2(l-h)(h-P) _- l-hsin2 cp 

+ hf.1cpdcp + (p - h) f ~: + (h2-jt)!(1_h ~~2 cp) .1cp] . 

By this formula we obtain s, and it folIows that this quantity depends on elIipt~ integraIs 
af the first, second, and third kinds. 

II. 

On tbe logal'ithmic bypel'bola. 

We proceed now to consider the logarithmic hyporbola, which is the intersectiol1 of the 
paraboloid of revolution .and the hyperbolic cylind8r with the same axis. 

The equations of the curve are 

Comparing these equations with the equations of the logarithmic eIlipse it wiII be seen 
that we can transform the expression of ds givel1 by formula (2) to the expression of ds in 
the case of this latter curve by substituting, for b2, - b"l., and we get 

where 

K [h2 sin cp C08 ep .1ep 
s = '2 (1 _ h)(h - P) - 1 - h sin 2 cp 

+h f.1cp dep+ (P - h) f~: + (h2 -P)f(l--' h :;~2 cp) â~J 1 

A .2 A C-Bb2 A C-(a2 +b2) 

h = ('f' J = O· A - Bb~ = C· A - (ai + b2) , 

(C-A)2A 
K= kV'C3 V(A-Bb2) 

A and C are 110W the root8 of 
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As in the preceding case it will be sirnilarly found that A and Chave the sarne signs, 
and A - (a2 + b2) and C - (a2 + bt ) have different signs; therefore P is negative and i irnagi-

1 
nary, Let~=27C-~, we have then 

K [. h2sin~cos~Jl~ 
s=-2--'(1-h~)--'(h-P) _ - l-hcos~~ 

hj Jl,J, aol, ( '2 h)f a~ (Z 2 '2) r d~ .-J 
- 't' 't' - ,7 - . Jl~ - ~ -.] J (1- h cos2 ~) Jl~ , 

where 

Jl~ = V (l-P cos! ~), 

Ifnow 

Jl~ =v (1-P) v(l-i~ sin2 ~), 1 -hCOS2~ = (l-h) (l-h l sin2~), 

whel'e 

h 
ht= -.-1 

h--l 

we obtain 

whel'e 

The above expression of ii proves that iI 'is real and that j~ < ], 
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II. 

SOBRE UNA PROPRIEDAD DE LAS CÚBICAS CIRCULARES. 

(Revista trimestral de Matemáticas, t; l;V, Zaragoza, 1904), 

Es bien conocido el siguiente teorema, relativo á las cúbicas circulares: 

Si una Ci1'cu1lferencia C01'ta á una cúbica circular' en cuat'l'o puntos A, B, a y D, cada 

una de las rectas AB y CD corta á la C~tr'va en un tener punto, E'!J F, tales que lct 1'ecta EF 
es pct1'alela á S1t asíntota 1'eal, 

Las 1'eclas AC y BD gozcm de la misma propl'iedad, así como las rectas AD y BC, 

En una excelente obra de Basset (t) se halla una demostración de este importante teo­

rema, por medio de las coordenadas tl'ilineales, Á esta demostl'ación puede darse una forma 

más elemental, recurriendo á las coordenadas cartesianas oblícuas,' conforme, se verá, 

Sean 

las ecuaeiones de la cúbica y de la circunferencia consideradas, 

Afiadiendo á los dos miembros de laecullción de la 'cúbica la expresión 

puede reducirse esta ecuación á la forma 

mediante la cual se ve que los plIntos de iníersección de la cúbica con la circunferencia dada 

coinciden con los puntos de intersección de la misma circunferencia con la cónica cuya ecua­

ción es 

(I) Basset - An elementary Tl'eatise on eubie and qual·tie C'1trves, Cambridge, 1901. 
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Tomando ahora para lluevos ejes dt' coordenadas las rectas AC y AB, poniendo AC = a 
y AB = b, Y observando que las equaciones de la cúbica, de la cónica y de la circunferencia, 
referidas aI nuevo sistema de coordenadas, deben dar x = O y x = a, cuando se haga y = O, 
y que deben dar y = O é Y = b, cllaI'l.do se haga x = O; se ve que estas últimas ecu~ciones 
deben tener la forma 

(1) 

(2) 

A2x (x - a) + B2Xy + C2y (y - b) = O, 

x(x- a) + Kxy+ y(y-b) =0; 

y que, por consigui8nte, la ecuación de la cúbica, referida también á los nuevos t'jes, d"be ser 

Esto sentado, eliminando y(y-b) entre las el'uaciones (1) y (2), se obtiene la ecuación 

x = O, que representa la recta AB, y la ecuación 

(4) 

que debe representar la recta CD; y, substituyendo en la e::mación (3) B2Y por sn valor dado 

por la (4), se obtiene la ecuación (2), que representa una circunferencia ya considerada, que 
pasa por los puntos D y C, en que la recta DC corta á la cúbica, y la ecuación 

que representa una recta que debe pasar por eI terce1'o de los puntos en que la DC corta á 

la cúbica, aI cual representaremos por la letra F. 

Poniendo ahora x = O, en esta última ecuación y en la ecuación (3), se ve que la recta 
representada por ella, pasa también por eI punto E, en que la recta AB corta á la eúbica 

representada por la ecuación (3); y, como su cOéficiente angular es igual aI coeficiente angular 

de la asÍntota de la cúbica, conclúyese que EF es paralela á esta asíntota. Y el theorema 

queda IlsÍ demostrado. 

VOL. II 
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II I. 

NOTA SULL' APPLICAZIONE DEL TEOREMA DI FAGNANO 
AGLI ARCHI DELLA LUMACA DI PASCAL E DELLA SINUSSOIDE. 

(Pe:riodico di Matematica, t. XIX. Livorno, 1904). 

Quando lo sviluppo deli 'arco di una curva sia esprimibile mediante nn integrale ellitico di 

seeonda specie, alie degli archi di eIlisse corrispondono cyidentemente proprietà 

archi curva consiclerata. vedere quanto segue sono proprietà 

cOl'rispondono ai teo1'ema di Fagnano nel caso della lLimaca di Pascal e della sinussoide. 

1. l~ noto che l'equazione della lumaca di Pascal, in coordinate polari, e 

coso+ 

e che lo sviluppo dei suoi archi e dato dalla formola 

quando h?< ponendo 

OSSJa 

s=2 

per cU! 

_ JU' / . 4 ah 2 1 
s-(a+h) V 1- (a+h)2 sen 'S0.dO, 

u 

J"'/ 4ah " s=2(a+h) 1-----sen2?d? 
(a+h)2 

o 

h) fI{' 
o 

4ah 
(a+ h)2 

(a+ h) E 

, ,- .í:. 
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Cià posto, applichialllo alla curva considerata la formola 

, ( 'li:) k2 sencplcostfl 
li. (k, 71) + E (k, 72) - E k, -2 = " . , 

VI-k2 senil 71 

che si veritica. quando cp! e 72 soddisfano alIa relazione 

ed alIe diseguaglianze 

1 
tang tf I tang 72 = --- , 

VI k2 

'li: 
O <7 l <2"' 

Rappresentando con V l'angolo fatto dalI a tangente nel punto cOl'rispondente a cp coI vet­

tore di questo plinto, notando che 

e facendo 

cosV= 

possiamo scrivere, 

elO 
tangV=p-= 

dp 

a sen O 

a cos O +h 
aSAnO ' 

2a. sen (t) cos cp 
I , , 

( 7t) k2 (a + h) 
E(k, 71)+E(k, 72)-E k, 2" = 2a cosV. 

7t 
Ma, d'altro lato, se A e B sono i punti della curva pei quali cp assume i valori O e 2' 

e se M, M' sono punti pei qual i cp piglia i valori 71, 72, abbiamo 

Quindi, 

ponendo, 

.. 

arco AM = 2 Ca + h) E (k, 7i), arco AM' = 2 (a+ h) E (k, 72), 

w'coAB=2(a+h)E (te, ~). 

k2 (a+h)2 
w'coA:l\'I-w'coBM' =-----cos Vi =4hcosVJ, 

a 

a+h 
tallg CPl tang 72 = --h' 

a-
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Si puo poi construire la c1ifferenza degli al'chi AM e BM' c1ella lumaca di Pascal pigliando 
sul vettore deI punto M un segmento eguale a 4h e pt'oiettando eulla tangente alia curva in 

questo punto. 

2. Consideriamo ora la sinussoide) la cui equazione e 

Abhiamo, 

ü, tacendo 

x 
y=asen-- . 

m 

fYvI a2+m2_y'i-
s= .dy, 

a2 _y2 
u 

y = a senqJ, k= ~a== 
Va2+m2 ' 

s = V a2 + m2f'P vi - hi sen2 qJ. dqJ. 
u 

Applichiamo anche adesso all'integl'ale che entra in questa formola la relazione 

che ha luogo facendo 

( 
'lt ) k2 sen qJi cos qJi 

E (k, qJi) + E (h, q;2) - h, -2 =: / --------=- ~-::...:::. , 
V 1-k2 sen- q;1 

1 'lt 
tang qJi tang q;2 = , O < qJl. < -2 ' 

Vl-k2 

e notiamo che e 

k2 sen q; cos q; y V~2 
Vl-k2 sen2 cp = Va2 + m 2 va2 + m::!_y2' 

rappresentando can T la lunghezza della tangente alla curva nel punto (x, V). 
Si ottiene cOSI l'éguaglianza, 

ove yl I'uppl'esenta I'ordinata deI punto della curva corl'ispondente a ~ = cpi e TI. Ia lunghezza 
della tangente alla curva nello stesso punto. 

Ma d'altra parte, se O rappresenta ii punto della curva che coincide coll'origine delle 

coordinate, A ii punto che corrisponde a x = ~ '11l'lt, M e M' i punti che cOl'rispondono a 

Hosted byGoogle 



349 

~ = ~I e ~ =- CP2, S ed N i punti nei quali la tangente e la normale alIa curva in M incontrano 

t'asse delle ascisse, Q la proiezione di M su quest'asse ed L ii punto in'cui la perpendieolare 

ad l\fN cond.ott'a per Q incontra questa retta, abbiamo 

dunque 

quando 

arco OM = V a2 + m'S E (k, cpi), arco OM' = Va:! + m2 E (k, cp2), 

arco OA=Va2 +m2 E(k, ;), 
yl = MQ = Ti sen MSO, QL -yi sen MSO; 

m'co OM - arco AM' = QL, 

Va2 +m2 
tangcpi tang~2 =---, 

m 
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IV. 

SUR LE NOMBRE DES TANGEN1'ES QU'ON PEUT MENER A UNE COURBE 
PAR UN POINT SITUÉ SUR LA COURBE. 

(L'Enseignement mathématique, t. VII. Paris, 1905). 

1. Le probl~ml.e qui a pour but Ia détermination du nombre des tangentes qu'on peut 
mener à une courbe algébriqne par nn pOÍllt situé SUl' Ia courbe se ní,;uut d'une maniere 

presque intuitive quand on considere R8ulement les tangentes réelles, comme on peltt voir 

dans l'ouvrage de Basset, An elementary Tl'eatise on cubic and qua1,tic CU1'ves (Cambridge, 
1901, p. 17). Mais, quand on veut étudier cette question d'une maniere générale, en consi­

dérant les tang\:ntes réelles et imaginaires, sa résoIution est moins facile. C'est à ce point de 

vue général que s'est pIacé SaImon dans son onvrage SUl' les cottrbes planes (édit. française, 

Paris, 1884, p. 89), ou ii a donné à cet égard uu théoreme important, qn'il a obtenu par une 
éIégante méthode algébrique. 

01', nous aIlons nous occuper de cette question, en nous plaçant aussi au point de vne 

aIgébrique général, paul' donner une démonstration, que nous croyons nouveIle, conduisant 

par une méthocle pIns éIémeutaire au résultat obtenu par I'éminent géometre anglais. 

2. Soit 

f(X,y)=O 

l'équation de la courbe c011sidérée et m S011 degré. 

L'équatio11 de sa premiere poIail'e, par l'appol't au point (XI, YI), est, comme on le sait, 
Ia suivante: 

et 80n degl'é est égaI à rn - 1. 

~f , ~f 
-~- IX-Xi) +- (Y- Yi) = O ax \ ay . , 

Cela posé, nous aIlons démnntrer Ie Ielllll1e 8uivant: 

Si (XI, Yi) est ttn point mttlfiple d'ord1'e k de la conrlJe con.~idél'éeJ il est (lussi un point l1ntl-
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tiple de même ordre de sa polaú'e, et les k branches de la cou1,be qui se coupent en ce point, sont 
tCtngentes aux k branches de la polaire qui s'y c01lpent aussi. 

On peut considérer comme compris dans cet énoncé le cas OU (Xt, Vi) est un point simple 
de la courbe, en supposant alors k = 1. 

Pour démontrer le lemme précédent, écrivons l'équation de la courbe de la maniere sui­

vante: 

et ensuite développons son premieI' membre suivant les puissances de X-Xl et y-yi; ce 
qui donne 

ou, symboliquement, 

L'équation de la polaire de cette courbe peut être écrite de la maniere suivante, en 01'­

donnant aussi son premieI' membre suivant les puissances de X - Xi et Y - yi: 

ou, symboliquement, 

lI=m [ai ai ](11) 
:E -a (X-Xi)+-a (Y-Yi) =0. 

11=1. Xi '!fi 

Ces équations montrent, en premieI' Heu, que si (XI, Yl) est un point simple de la courbe 
considérée, la droite dont l'équation est 

est tangente à cette courbe et à sa polaire. 

On voit ensuite que, S! (Xl, YI) est un point double de la courbe considérée et si, par con-
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séquent, ses coordonnées Xi et 'lJi satisfont aux équations ~f = 0, ~f = 0, les deux droites 
vX d'lJ 

représE\ntées par l'équation 

sont tangentes au point (Xi, 'lJi) à la courbe et à sa polaire. 
En continuant de la même maniere, on démontre le lemme énoncé précédemment. 

3. En nous basant sur le lemme ci-dessus, nous allons déterminer le nombre des tan­
gentes qu'on peut mener à une courbe donnée par le point (Xi, 'lJ1). 

Supposons d'abord que la courbe a seulement un point multiple, qui coincide avec (Xi, 'lJi), 
et que l'ordre de ce point est égal à k. 

La courbe donnée et sa polail'<3 se coupent alors en m (m -1) points, et l'un de ces points 
coincide avec (XI, 'lJi)' Or, ce point étant multiple d'ordre k SUl' la coul'be et SUl' la polaire, 
ii compte pour k 2 intersections. l\Iais, comme les k branches de la courbe 80nt tangentes aux 
k branches de la polaire, chaque branche de celle-Ià a encore un autre point, con8écutif à 
(Xi, 'lJi), en commum avec la polaire. Donc le nombre des intersections de la courbe et de sa 
polail'e, distinctes de (Xi, 'lJi), est égal à 

m (m- J)-k(k+ 1). 

01', ces points coYncident avec les points de cOntact des tangentes à la courbe menées par 
(Xi, 'lJi); et on a, par conséquent, en l'eprésentant le nombre de ces tàngentes par t~ 

t=m(m-l)-k(k+l), 

résnltat qui cOIncide avec celui qui a été obtenu par Salmon. 
Si (XI, 'lJ1) est lln point simple, cette formule a encore lieu, en supposant alors k = 1. 
Si la cOUl'be donnée a a points doubles et v points de l'ebroussement, distincts de (Xl, 'lJi), 

la valeur de t peut être encore obtenue fllcilement, en employant la méthode dont on fait nsage 
habituellement pour démontrer celle eles formules de Plücker qui détermine la classe de la 
courbe (Sahnon, l. C., p. 77-78) et le lemme précédemment démontré. On trouve ainsi 
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v. 

SUR LES TRANSFORMATIONS LINÉAIRES. 

(Mathesis, t. XXVI. Gand, 1906). 

On sait que si les coordonnées (x, y) et (X, Y) des points de deux courbes U et TI' sont 

liées par les équations 

(1) 
aX+bY +c a'X+b'Y +c' 

x=-~ X+pY+q' y= X+pY+q I 

l'une de ces courbes est une perspective de l'autre. 
Voiei une démonstration bien sim pIe et élémentaire de ce théoreme; eUe est peut-être 

nouvelle. 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

Je remarque premierement que les égalités (1) peuvent être écrites ainsi, 

_ r.l [ X cos a - Y sin a + h + ] 
X-I' X+pY +q X o ' 

1 = r.l [ X sin a + Y cos a + k + J. 
Y I' X+pY +q Yo 

En effet, 1 'identité des formules (1) et (2) exige: 

~(cosa+xo)=a, ~(pxo-sin a)=b; 

~. (sin a + Yo) = a', ~ (PYo + cos a) = b' ; 

~ (qxo + h) = c, ~(qYO+k)=C'. 

01', en éléminant Xo entre les égalités (3), Yo entre les égalités (4), on obtient 

(6) ap-b = ~ (p eos a+ sina), a'p-b' = ~ (p sina- cos a), 
VOL. II TT 
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reIations d'ou on tire facilement ~ et tang a en faisant la somme de leurs carrés et en les divisant 
l'une par l'autre. Les inconnues x01 Yo résultent ensuite de l'une des équations (3) et (4). 
Enfin, les équations (5) font connaitre h et k. 

Cela posé, les axes eoordonnés primitifs étant supposés rectangulaires, je change les axes 
auxquels est rapportée la courbe UI en posant 

(7) h+ X cos a- Y sin IX = Xl, k+X sin IX+ Y cos IX = Yi , 

et j'aurai 

(8) 

Posons encore 

À, IXI, e seront des quantités bien déterminées. Si nous faisons maintenant 

ce qui correspond à un second changement d'axes pour U', les formules (8) deviennent 

(9) 

(X2 -8) COS IXI - Y2 sin IX{ + ' 
x= ÀX2 Xo, 

(X2 - e) sin O::{ + Y2 COS IX 
Y= ÀX2 +yo. 

Changeons maintenant les axes auxquels est rapportée la courbe U en posant 

, COS IXI • 
X=Xo +-À- -X2 COSIXI-Y2 SllllXt, 

, +sin lXi • + Y = Yo -À- - X2 SIll C(I Y2 COS O::i ; 

ii vient 

(10) 

Pour achever la démonstration, considérons trois axes rectangulaires OX2, OY2, OZ2, un 
point P (O, 0, ,) SUl' l'axe OZ2 et iln plan 'Jt (X2 = a) perpendiculaireà l'axe OY2. Prenons 

un point quelconque A (X2, Y2, O) du plan X2 Y2 et projetons A en B SUl' le plan 'Jt, à partir 
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du point P. Les équations de la dl'oite joignant les points A, P étant 

on tl'ouve pour les coordonnées de B: 

(11) 

Rapportons le point B à deux axes du plan '11:, dont l'un O'X2 etlt la trace de '11: SUl' le 
plan X2Z2 et dont l'autre O'Y2 est la trace de r: SUl' le plan z = 1'; les formules (11) prendront 
la forme 

(11) 

La comparaison des formules (10) et (11) établit la proposition que nous avions en vue. 

* 
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VI. 

SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CUBIQUES. 

Extrait d'une lettre adressée à P. H. Schoute. 

(Nieuw Archief voo r Wiskunde, tweede reeks, VII. Amsterdam, 1906). 

Nous allons donner dans cette Note quelques théol'tlmes relatifs aux eubiques qui n'ont 
pas encore été remarqués peut-être. 

1. Considérons une cubique quelconque représentée par l'équation 

et la polaire du point (Xi = 0, Z{ =0) 

On voit au moyen de ces équations que, si l'on prend pour côté des z{ du triangle de 
reférence la tangente à cette cubique à un point A, pour côté des Xl un droite qui passe par 
A et par deux points quelconques Ai et A2 de la même cubique, et pour côté des y{ la tan­
gente à la polaire de A au point ou cette conique, dont I'équation a été écrite ci-dessus, coupe 

la droite AiA2, on a D = 0, C = 0, F = ° et K = 0, et que par suite I'équation de la cubique 
considérée prend la forme 

Remarquons maintenant que cette équation fait voir que, si G= O, le point A, ou XI = ° 
et Zi = 0, est double, et que, si L = 0, les points Ai et A2, ou la droite coupe la cubique, 
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coYncident. Donc, si la droite AA1A2 coupe la cu bique donnée en trois poínts distincts, on 
peut poser 

yi x=-, 
X4 

ce qui donne une équation de la forme 

y=~. /L-, 
X4 V G 

laquelle représente une cubique circulaire qui est donc une pe7'spective de la cubique donnée. 
V oici maintenant quelques conséquences de ce résultat. 
En remarquant que aux points Ai et A2 de la cubique donnée correspondent les points 

circulaires de l'infini de Ia cubique circulaire et en se fondant SUl' les propriétés de cette 
cubique et SUl' les propriétés de la transformation homographique, on peut énoncer les théo­
remes suivants: 

Une cubique génémle quelconque peut ê~re considérée de quatre manieres di.fférentes comme 

l'enveloppe d'une série de coniques bitangentes qui passent pa7' deux points fixes Ai et A2 de la 

même cubique. 

Si la cubique est rationnelle, le 71omb7'e des sé7'ies de coniques bitangentes dont elle est 

l'enveloppe se réduit à deux si elle a tm noeud, à un S1: elle a un point de 7·ebroussement. Dans 

ce cas elle est, en outre, l'enveloppe d'U1Je série de coniques simplement tangentes, qui passent 

par le point double. 

Les tangentes à une cubique générale pctssant aux points Ai et A2 déterminent par leurs 

'intm'sections 16 points, situés sur quatre coniques, qui passent par Ai et A2, et chaque conique 

en contient 4. 

2. On sait que toute cubique cieculaire qui passe par son foyer singulier est le lieu des 
points de contact des tangentes menées par un point fixe B aux cercles, réels ou imaginaires, 
qui passent par deux points donnés B1 et B2, que B coincide ave c ce foyer, et que la cubique 
passe par Bi et B2. Nous ajouterons que la polaire de B par rapport à la cubique est un des 
cercles considérés. En effet, si l'on prend le point B pour origine des coordonées, une droite 
parallele à Bi B2 pour axe des ordonnées et une perpendiculaire à cette droite pour axe des 
abscisses, et si l'on représente par (a, ~) les coordonnées du milieu de la corde Bt B2 et par c 
sa longueur, l'équation de la cubique considérée est la suivante: 

et l'éqnation de la polaire du point (O, O) est donc 

01' cette équation représent,e un cercle qui passe par les points (a, ~ + c). 
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3. Cela posé, nous allons donner un théoreme générale sur les cubiques qu'on obtient au 
moyen des propriétés des cubiques circulaires qu'on vient de rappeler et de Ia théorie 
donuée au n. o L 

Cousidérous pOUl' cela, comme au n.o 1, un cubique quelconque donnée et trois points 
A, AI, A2 de cette courbe, situés SUl' une même droite, et supposons maintenant que les 
tangentes à cette cubique aux points AI. et AI! se coupent eu un point U de la même courbe. 
Alora les asymptotes imaginaires de la cubique circulaire correspondante se coupent aussi à 
uu point situé SUl' cette derniere courbe, qui en est donc le foyer singuli~r) et cette cubique 
appartient donc au groupe des cubiques circulaires qu'on vient·de considérer. En remarquant 

maintenant que à ce foyer B correspond le point U de la cubique donnée et que aux paints 
circulaires de l'infini et aux points Bt et B2 de la cubique circulaire correspondent Ies points 

Ai et A2 et les deux autres points ou la polaire de U coupe la conique donnée, nous pouvons 
énoncer le théoreme suivaut: 

Toute cubique est lieu des points de contact des tangentes menées par un quelconque de ses 

points U ClUX coniques qui passent par le.~ quCtt1'e points ou, la cubique est coupée par la polaire 

du point U considéré. 
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l. 

SUR UNE FORMULE POUR LE CALCUL NUMÉRIQUE DES LOGARITHMES. 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 4.e série, t. Vo Paris, 1905). 

Je me propose de donner ici une formule pour le calcul des valeurs des logarithmes des 
nombres, laquelle me paraít pouvoir être utile en quelques circonstances. 

Je considere, pour cela, la fonction rationneJle 

1 
tn (t - a)1l 

et je la décompose en fractions simples; ce qui donne 

Pour déterminer AI., A2, .. o, An' je développe le binome (h--a)-n en série ordonnée 
suivant les puissances de h) ce qui donne 

(h_a)-n=(-l)n[l+ (n)~+ (n-i-l)h2+ (n+2)~+ ... +(2n-2)_hn-!. + .. o]. 
an . 1 a 2 a2 3 aS n -1 a"-i 

On a donc 

AI. = (- 1 )" (2n - 2) , 
a2n- 1 n-1 

(-l)n (2n-3) (-I)" (2n-/1) A2=--- , As=-- , 
a~n-" n-2 a2,,-3 n-3 

••• .o ....... .o • .o .. .o ... .o ....... .o .............................................................. .. 

(-1)" (n+ 1) 
An-2 = a,,+2 2 ' 

(-I)? (n) 
An-i = an+1 l' 

(_1)" 
An=---' 

a" 

Pour déterminer Bt, B2, B3, o •• , Bn, on doit poser t.= a + h dans la fraction ~, et 
t" 

développer le résultat suivant les puissances de h) ce qui donne 

(a+h)-n=~ [1-( n)~ + (ln + ll~_(n+ 2)~+ .. . +(-l)n-1. (2n-2)hn-1. + .. o], 
a" _ 1 a 2 1 a2 3 a 3 n -- 1 an-I. , 

VOLo II uu 
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par eonséquent 

(_l)n-1. (2n-2) B1.=-'---,;c-'----;-
a2n-1. n--1' ~ = (- 1 )n-2 (2n - 3 ) = _( - 1 ),,-3 (2n - 4) 

B. "n-::! 2' B3 -'r, 3 3' a- n - a" - n -

..................................................... , ............ , 

B =(-1)2 (n+l) 
n-2 (t','+2 2' 

1 
B,,=--· 

an 

Nous avons dane 

1 (-1)" (2n-2) (1 1) 
tn(t-a)n = Ct2n-- i n-l t-- t-a 

(- l)n (2n - 3) ( 1 1) +-- ---+-------
a2n- 2 n-2 t2 l (t-a)2 

+ ............................ . 
+ (-1)" (n + 1) (_1 (_I)n-2 1 ) 

an+1 2' tn-::l + (t- a)"-2 

(-I)n (n) (1 (1)"-1 1 ) + a,,+2 1 7)'-1 + - (t _ a)"'-1 

(- 1)" (1 1 ) +-- -+(-1)"-- . 
a" tn (t-a)" 

En intégrant maintenant les deux membres de cette identité et en prenant l'intégrale 

entre les limites x et oc, on trouve, en supposant x> a > 0, 

f oo dt (-1)" (2n-2) x-a (--1)" (2n-3)(1 1) 
tn (t- Ct)" = -a2n -- 1- n - 1 log -x-o + a2n-::l n - 2 -;- + x - Ci 

x 

(-1)" (2n-4) 1 (1 1) + a 2,,--3 n-3 :f x'i-(x-a)2 

+ ........................... . 
+ (-U' (n+ 1)._1 __ (_1 _+ -1 ,,-2 1 ) 

a"+2 n n-3 xn-3 () (x-a},,-3 

(- l)n (n) 1 (1 1 n-1. 1 ) + a,,+1 1 ;-2 x:,,-2 + (-.) p:~a)"-2 

(-I)" 1 ( 1 1 ) +-- -- __ --+--- -1 n , 
(ln n-l x"--! I ( ) lx-a)"-! 
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et, par conséquent, 

x n-1(1 1) ([2 (n-1)(n-2) (1 1) 
logx __ á=a 2n _ 2 -X+ x-a +2(2n-2j(2n-3) 7- (x-a)2 . 

a3 (n-1) (n---:-2) (n-3) (1 . 1 ) 
+3 (2n-2)(2n-3) (2n--4) x 3 + (x_~3 
+ ...................................... . 

a,,-2 (n-1)(n-2) ... 3.2 (_1_+ _1,,-1 1 ), 
+n-2 (2n-2)(2n-3) ... (n+1) xn- 2 ( I (X_it)n-2 

--l- _an -I (n- 2) (n - 3). - .2.1 (_1 _ --I- (-1 n __ 1 ___ ) 
I n-l (2n-l)(2n-2) ... n x,,-i I ) (x-a)n-I 

(11-1)(n-2) ... 2.1 f'" àt 
_ (- 1)" a2n- 1 --;-;::----'-:-'-=----'~ 

(2n-2) (211-3) . .. n t"(t-a)" 
x 

Mais, d'un autre côté, on a 

J oo dt <_l_fX> __ ~ j 
t" (t - [t)" XII L" (t - aln 

x ' x 

et, par suite, en représentant par Hn le dernier terme de I' égalité précédente, 

R _ 2,,-1 (n -1) (1i - 2) ... 2.1 foo _, -- a --:---
( (2n-~)(2n-3) ... n t"(t-a)" 

clt 

x 

0n_1(n-1)(n-2) ... 2.11 1 <a- -----
(2n-2)(2n-3) ... n n-l xn(x_a)n-l 

Ou voit, au moyeu de cette inégalité, que Rn lenc1 vers zél'o quand n tend vers I'infini, si 
;íC:; 2a; et, dans ce cas, (ln peut done éCl'ire 

loo'x-lo o' (x--a) = lim ra _~ -1 (~+ _1_) + a2 (11-1) (n - 2) (1 1) 
b b 1/=<X>- 211-2 rx~ x-a 2 (211-2)(2n-3) x 2 --(x=a)2 

a 3 (n-1)(n-2)(n-3) ( 1 1) 
+-3 (2n-~)(2n-'-3)(2n-4f --;;r+ (x-a)~ 
+ ....................................... . 

an-~l (n--1)(n'--2) ... 3 .. 2 (1. (-1)"-!) 
+ n'----2 \2n-2) (2n-3) . . (n+l) x n- 2 + (x- a)n-2 

a,,-1 (n-1)(n-2) ... 2.1 ( 1 (--1)")] 
+ n-l (:!n-2)\:!n~3) .. ~n xn-I + (x-a)"':"!_ . 
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Cette formule, que nous croyons nouvelle, sans en être certain, est celle que nous nous 
proposions de démontrer. ElIe donne la valem' de la différence entre les logarithmes des 
nombres x et x - a ave c une erreur iuférieure à 

(I2n-1 (n-1)(n-2) .. . 2.1 _1_ 1 , 
(~n-;:!) (~n - 3) . .. n n -1 x"(x-a)n-I 

et peut être principalement utile quand le nombre représenté par a est petit et le nombre 
représenté par x est grand 

En posant a = 1, on trouve la formule 

logx-loO"(x-1)= lim [n-1 (}_+_1_) +~ (n -I)(n- 2) (~ ___ 1_) 
to "=00 _ 2n-2 x x-I :2 (2n-2)(~n-3) x 2 (x-l)2 

+ ....................................................... . 
--I- __ 1 __ ~( n------,,.,---I_) c'-( n_~2),-' __ ' _. 3_.-,-2----,---- (_~ _ + ..,.:(,---1":,,,)"_-""""",,1 ) 
'11,_2 (2n-2)(2n-3) ... (n+l) xn-~ (x-l)n-2 

1 (n-1)(n--:-2) .. . 2.1 (1 (-I)n )l 
+ 11,---. -1 ----'(=2n----:,;:!:-'-) -,---( i:-n---'-~3 ):-. -. -.1-1, - ;n-I + (x - 1)" 1 J 

qui donne la valeur de la différence des logarithmes des deux nombres consécutifs x et x-I 
avec une erreur inférieure à 

(n - 1)( n - 2) ... 2. 1 1 1 
(~n-2)(2n-3) ... n n-1 xn(x-l)"-i 

et qui a lieu quand x): 2. 

On déduit, comme corollaire de cette formule, que la différence des logarithmes des nom 
bres x et x-I peut être représentée approximativement par l'expression 

. r' . à 1 d 1'0' 1 d 100' 1 d avec une erreur llllerJeUre 2.103' quan x> ,a 2.106' quan x> , a 2.109 quan 
x> 1000, etc. 

On voit, de la même maniere, que la différence des logarithmes des nombres x et x-I 

peut être' représentée approximativement par l'expression 

~ (~+_1_) +~ (~+ 1 ) 
2 x x-L 12 x 2 (x - I? 

avec une erreurinférieure à 12.\05' quand x> 10, à 12.11010' quand x> 100, etc. 
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Parmi les formules qui résultent de la formule générale précédemment écrite, nous indi­
querons encore la suivante 

I x+l . [ n-l (1 1 )--!-22 (n-1)(n-2) ( 1 
ogx_l =!,~ ? 2n-~ x+[+ x-I '2"' (2n-2)(~n-3) (x+l? 

23 (n-l)(n-2)(n-3) ( 1 . 1) 
+3 (2n~2)(2n--3)(~n--4) (x+l)3+ (x-I? 

+ ........................................ . 
2"-2 (n-l)(n- 2) ... 3.2 (1 (_I)n-i) 

+ n - 2 (2n - 2) (2n - 3) .. . (n + 1) (x+ 1)"-2 + (x -1)"-2 

2n- i (n - 1) (n - 2) ... 2 . 1 (1 (- 1 )n ) J~ + --- ---'---~-----',,- .--,----'--;;,-;---- + , 
n -1 (~n- 2)(2n - 3) ... n (x + 1)"-1 (x-l)n---':I 

qu'on obtient en y remplaçant x par x + 1 et en posant a =x. 

Cette formule a lieu quand x> 3 et donne log x + 11 avec une erreur inférieure à 
x-

22n- i (n-l)(n-2) ... 2.1 1 1 
(2n - 2)(2n - 3) . .. n n ---' 1 (x + 1)" (X -1)"-i 
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II. 

SUR QUELQUES INTÉGRALES DÉFINIES 

(Archiv der Mathematik und l'hysik, III. Reihe, IX. Berlin, 1905). 

1. L'intégnde 

J27.: 1 
l:ot 2 (x-a-ib) dx, 

o 

ou b représente une quantité différente ele zéro, a une grande impol'tance dans la théol'ie de 

l'intégration des fonctions ~irculaires, comme on peut le voil' en lisant les belles pages que 

Hermite a consacrées à cette dodrine dans son COttTS d' Analyse d6 l' École Polytechnique. 

Dans cet important ouvl'age l'éminent géometre donne la formule 

(1 ) [
27.: 1 

cot 2 (x- a-ib) dx= 2 (b) úr., 

o 

ou (h) représellte une quantité égale à l'unité en valem absolue et elu signe de b. II obtient 

cette valeur au moyen c1'une méthode tres élégante. Nous avons elonné une autre clémollstra­

tion de ce l'ésultat, en nous fonc1i1nt SUl' un théoreme ele Cauchy, tres connu, dans les Jllou­

velles Annales ele Mathématiques (2e série, t. VII, p. 220). 

Dans la présente Note nous allons d'aborelnolls occuper une autre fois ele cett.e formule, 

paul' en donner une uouvelle démollstration, fonclée SUl' l'égalité 

(2) 

oil F (x) représente Ulle fonction entiere ele elegré m; f(x) hne antre ele elegré inférieure à 
rn -1; aI +ib i , a2 +ib2, ••• , am + ib", les racines de F (x) = 0, qne nous supposons toutes 

inégales et imaginaires; Ai, A2, "', Am les numérateurs des fractious simples dans lesquelles 

ou peut elécomposer ~(~2); et (b n) une quautité égale à l'unité et du signe de b". 
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On démontre fa~ilement cette engónéralisant employée par Hermite 

(I. c., p. 289) pour I'établir dans le cas oú f(x)=l et F(x)=(x-al-ibl)(x-a2-ib2). 

On a, en effet, 

1/=11( 

- \' - ....... --.-_ .. _-) 

11=1 X - (ln - ib n 

et 

[(x- I b~] + i r, 

et par coméqnent 

(~- rI )2 -1- b" ,j- . 1/ I ii 
---

(u:-

11=;)' [- ~ - a CI. - (/ J + i L A" ardg ._' __ " - arctg ._---" 
11=1 _ bOI b __ 

1/=m 

i 1: Ali 
11=1 

Mais, en vertu cl'un théoreme bien connu, on a 

í1=m 

~ An O_ 
n=i 

Dom: 

n=1Jl 

~-:: Ali 
;,-1 

p-a" 
·-b,-, ---

En po~ant maintenant clans cette formule CI. = - 00, ~ = 00, on trouve immécliatement la 

formule (2), qll'on v'íUlait démontrer. 

Cela nous cléclnire ' égalité vient d'établir, l'égalité 

No nvous cl'abord 

!,;2Tc 1 
v (:ot- (x - a 

() 

. . - _í: . 
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1 
et, par conséquent, en posant cot 2 x = t, 

ou 

et 

Joo tcot ,~ (a+ib)+l f 2::: 1 c, 

O 
cot2(x-a-ib)dx=-2 1 dto 

[t - cot 2 (a+ib)] [t2+1 ] 

Nous avons aussi 

teot ~ (a+ib)+ 1 

[t-cot ~ (a+ib)] [t2+1] 

AI=l, 

-QO 

___ A_'_I_ + A2. + A3., 
1 . t+~ t-~ 

t - cot 2 (a + ~b) 

1 
A3=-lf; 

En appliquant la formule (2) nous trouvons done 

Joo teot-}(a+ib)+l 

[t-cot ~ (a+ib)][t2 +1] 
dt = Í7c (b i ), 

-00 

et par conséquent 

f 2r.: 1 
cot 2 (x - a -ib) dx = - 2i'IC (bl). 

o 

Pour déterminer (b i ), remarquons qu'on a 

. 1. 2 sin a -- i (eb - e-b) 

al+~bi=eot--;-;-(a+~b)= (' ')2 l' ( 1 --'------,--I-)~i2 1 ' 
c, --b -b 2 --b-b 

e 2 +e 2 sin -a+' e 2 -e 2 eos2-a 
2 2 

et par eonséquent 

On voit done que bi est positif quand b < ° et négatif quand b> 0, et qu'on pent, par 
eonséquent, éerire (bi) = - (b), et ensuite 

J2r.: 1 
cotlf (x- Ct- ib) dx= 2i'IC(b). 

II 
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2. On peut trouver au moyen d'une analyse semblable Ia valeur de I'intégrale 

f 1l: 1 
cot"2 (x-a-ib)dx. 

o 
Nous avons, en effet, 

17. 

n=m 
et par conséquent, en ayant d'abord égard à l'identité ~ An = O et en posant ensuite IX = O 

n=i 
et ~ = 00, 

En appliquant maintenant cette forrrmle à la fonction 

t cot; (a + ib) + 1 

on trouve 

o 

et par conséquent 

JOO 1 
tcot-2 (a+ib)+l 1 2b 2 2 -2b 

. dt=--l e - cos a+e 

o [t-cot ~ (a+ib)] [t2+1] 2 og (eb-2cosa+e-b)2 

. [ 1 2eb sin a J 
- t - TC (b) - arctg . 

. 2 l-e2b 

VOL.Il vv 
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Mais on a 

Done 

f rc 1 . e2b - 2 eos 2a + e-2b • [ 2 eh sin a ] 
eot2(x-a-~b)dx=log (eb_2eosa+e-b)2+ t 'lt(b)-2aretg l-e2b . 

o 
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III. 

SUR LES DÉMONSTRATIONS DE DEUI FORMULES FOUR LE CALeUL DES NOMBRES DE BERNOULLI. 

(L'Enseignement mathématique, t. VII. Paris, 1905). 

1. Nous allons nous occuper, en premier lieu, de la formule bien connue 

B2n_i=(-1)n--- ~ (_1)i-. - i2n-i_i(i_1)2n-f+ (i_2)2n-f 2n 2n--f 1 [ ( i ) 
22n - 1 i=l. 2l+i ,.,._.- 2 

- (~)(i- 3)2»-i+ ... + C~1)12n-l 

ou B2n-f représente les nombres de Bernoulli. 
On trouve une démonstration de cette formnle dans le Calcul intégral de Ser1'et (2.e édit., 

p. 225) et nous en avons donné une autre dans notre Curso de Analyse (Calculo differencial, 
3. a ed., p. 237). Mais nous allons l'obtenir ici par une analyse plus simple que celle que I'on 
trouve dans ces deux traités, au moyen de la formule connue (Hermite, COUTS d'Analyse de 

l' École polytechnique, p. 60): 

ti A. 
y(n) = n ! ~ -+ Pi) (u) , 

i=f L 

laquelle donne la dérivée d'ordre n de y par rapport à x, quand y = f (u) et u est une fonction 
. donnée de x. 

Pour cela, appliquons cette formule à la fonction 
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On a, en posant y=u-f., u= 1 +ex , 

ou 

Mais 

(1 + ex)i-k= 1 + (i - k)eX+ (i 2 k) e2x + ... + e (i-k)x, 

et, par conséquent, 

et, en posant x = O, 

Done on a 

ou 

Mais, puisque 

nous pouvons éerire l'identité 

= ( i 1 ir,t (_1)k(i-t)2k= (i) (1- 2i-t = (_l)i-t (i) . 
t J k=O k t t 
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Nous avons done 

et 

y~") = i~i (-1)i 2~i [in- i(i-1)n+ (~) (i - 2)"- ... -I- (i~ 1) ln] . 

En employant maintenant la formule 

2n B2n • = (- 1)n ___ yl~n-i) 
-. 22n-1 o , 

qui lie les nombres de Bernoulli aux dérivées de la fonction eonsidérée, on obtient la formule 
qu'on a éerite préeédemment. 

2. La deuxieme formule pour,le cale uI des nombres de Bernoulli que naus allons con· 

sidérer, fut attribuée à Libri par Cauehy ((Euvres, 2e série, t. VII, pago 348). On peut l'obtenir 
immédiatement au moyen de la formule 

dny _ ~ n !fii) (u) u'a u/l~ . .. (u ln))" , 

dxn - c;r:!~! ... À!(2!)~(3!)T ... (n!l 

ou ~ représente une somme qui se rapporte aux solutions entiEll"eS, positives et nulles, de 
l'équation 

et ou 

laquelle donne la dérivée d'ordre n de y par rapport à x, quand y=f(u), u=cp(x). 
En appliquant, en efIet, eette formule à la fonction 

1tX (1t2 x 2 1t4 x 4 ) y=log-.--=-log 1--,-+--... , 
SIll'JtX 3! 5! 

on trouve, en posant n = 2m, et 

'Jt2X2 ,'Jt4X4 , 
y=-Iogu, u=1--3 , +-.-, - ... , . o. 
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!'égalité suivante: 

( d2my) =7t2m:E(_1)i (i-1)!(2m)!(_~ 1~(2-)Õ, 
d i.'m (~PI 31, 51 x =0 I'.U...... 

ou :E représente une somme qui doit s'étendre aux solutions entieres, positives et nulles, de 
l'équation 

et ou 

Mais, d'un autre eôté, on a 

On trauve dane 

m(2m)! ~ (i-I)! (' l)~(l)Õ( 1)00 
B2m-i = 22m-1 ... (-1) ~! (J ! ())!. ., - 3 I 5 ! \-71 ." 

Cette formule est celle que nous naus proposions d'obtenir. 
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IV. 

SUR UNE FORMULE DJANALYSE. 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 3.e série, t. V. Paris, 1886). 

Le but de cette Note est de démontrer le théoreme suivant, que je crois nouveau: 
Si les fonctions f(x) et F (x) et leurs dérivées l' (x)/ F' (x), f" (x), Fil (x), ... , f(rn (x), 

F(n) (x) sont jinies et déterminées pour toutes les valeurs de x qui sont comp1'ises dans lJinter·· 

valle (xo, x), nous avons la formule 

(1) 

ou 

R -:- (x - xo)rn (1 - o)m-{ f(m) [xi) + O (x -xo)] , 
(m-1) ! 

R'· (x - xo)1I (1 - o)n-I F(n) [xo + O (x - xo)J , 
(n -1)! 

(j étant compris entre O et 1. 
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Pour démontrer ce théoreme, considérons la fonction 

_ fez) - x 1 z l' (z) _ ... (~:)~~l J<m-I) (z) 

- [F (xo) + (x - xo) F' (xo) -+- •.. + (x k tO)k F(k) (xo) 

(x- z)n-i ] 
-F (z) --,- (x -z) F' (z) - •.• - (n-I)! F(n-I) (z) 

f(x)-f(xo) - (x-xo)f' (xo)-" . - (x .,xo)if(i) (xo) 
~ . 

En lui appliquant la formule connue 

(2) 

on trouve le résultat 

(x_xo)m-l 
-f(xo)-(x-xo)f' (xo)-"'- Cm-I)! f(m-!)(xo) 

- [F (xo) + (x - xo) F' (xo) + ... + (x ~ ~O)k F(k) (xo) 

(x-x )n-i ] 
-F(xo) - (x-xo) F' (xo) - ... - (n-1)! F(n-i) (xo) 

(x-x )i 
f(x)-f(xo)-"'- ., o f(i)(xo) 

L 

x ( ~ 
F (x) - F (xo) - ... - x -;; !xo F(k) (xo) 

+ \_ (x_xo)m-i (1- O)m-i f(m) [x +0 (x-x )] + (x_xo)n-i (1-0)n-1 F(n) [x + O(x-x ] 
I (m-l)! o o (n-l)! O o 

f(x)-f(xo)-' .. - (X~,xo)i f(l) (xo) 
~ . 

X (x-x )k (x-xo)' 
F (x) - F (roo) - ••• - -kl-o- F(k) (xo) 
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On tire de cette égalité, la formule (1) que nous voulions dém1mtrer, en supposant 

r. Si I'on pose, dans la formule (1), 

et, par conséquent, 

on a 

et, par conséquent, 

(x X )"'-l 
f( x) -f(x ) - - - o f(m-I) (x ) o . .. . (m- I)! o 

(n-l)! (x--xo)m (1-0)m-! fim) [xo+O(x- xo)] 
n! (m-l)! (x -Xo)ll (1-0)n-i 

On obtient amsl donc la formule de Taylor avec l'expression du reste de SchlOmich 

et Roche. 

II. Si I'on pose, dans la formule (1), i = k = n -1 = m - 1, on trouve 

pn)[xo+O(x-xo)) 
FIII) [xo+O(x-xo)] 

On peut voir cette formule dans le Cours de Calcul infinitésimal de M. Hoüel, ou elle 

est démontrée au moyen du Calcul intég1'al. 

VOL. II xx 
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f' (xo) = 0, f" (xo) = 0, 

F' (xo) = 0, Fil (xo) = 0, 

... , 
... , 

f(n--i) (xo) = 0, 

F(n-i) (xo) = 0, 

iI vient la formule bien connue 

f(x)-f(xo) f(nl[xo+O(x-xo)] 
F (x)- F (xo) = F<n) [xo + O (x - xo)] 
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v. 

SOBRE UNA EQUACIÓN LINEAL INDETERMINADA. 

(Gaceta de Matemáticas elementales, t. II. Madrid, 1904). 

Sabido es que existen diversas cuestiones de Análisis matemático donde hace falta cal­

cular las soluciones enteras y positivas de la ecuación lineal indeterminada 

siendo m un número enteI'O y positivo. Es, asimismo, conocido que, cuandoelnúmero de 
incógnitas de aquella ecuación viene dado por n, el total N);n) de las soluciones que admite la 

ecuación de referencia, se expresa mediante la fórmula 

(1) 

d 1 ' b I (m+n-l) I' J b" d" d 1 representa o por e sun o o m e numero ue com maClOnes or manas e m +n-
elementos, tomados ln á m. 

La finalidad deI presente trabajo consiste en presentar dos demostraciones elementales da 

este teorema, que consideramos nuevas, una de 'ellas indirecta~ fundada en la ley deI desar-

1'0110 de la potencia de un polinomio, y la otra directa. 

1. Comecemos por la demostración apoyada en la fórmula 

(A + A + +'A )m = ~ 1. 2 ... m. M . A~ .. . A: 
{ 2· .. n .... 1 ') 1 " 1'" ...... xx ..... . yx ... x ...... u 

que da el desarrollo de la potencia de grado m de nn polinomio, en la eual la suma :E se 

refiere á las soluciones, enteras y positivas, de la, ecuación lineal indeterminada 

* 
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Observemos, desde luego, que el número de estlls soluciones es precisamente igual ai 

número total de términos que contiene el segundo miembro de la expresada fórmula. 
Esto sentado, por el desarrollo dei binomio de Newton, si tiene 

r (AI+A~+ ... +An_l)m 

\ + m (A, + A,-j- ... + A..-.)~' A. 

/+ (;) (AI + A2+ ... + An_t)m-2 A; 
(Ai + A2 + ... + An)nI = 

+ .... , ...................... . 
+'111 (AI +A~+ ... +An_ÜA:;,-t 

+ A:;' 

Según esto, podre mos est lblecer, atendiendo á la notación indicada antes, 

N lm) _ NIni) + Nlm- I) + Nlm.-2) + + NO) + 1 n - n-I n-In-I • • • n-I • 

Supongamos ahora que la fórmula (1) es verdadera euando el número de las incógnitas 
de la ecuación considerada sea igual á n-1, y demostl'emos que continúa siendo cierta 

ClIando haya una incógnita más. 

Se tenclrá 

N lm) _ (m+n-2) 
n-l.- .' 'ln 

Nlm- 1l _ ('ln + n - 3) 
n-i - m-1 ' 

W1) _ (n-l). 
n-i- 1 

Pero, en este caso, también tenemos 

Ahora bien, la conocida relación 
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que se establece en la teorín combinatoria, permite escribir las sigllientes relaciones: 

(m+n-l)= (m+n-2)+(m+n-2), 
m m m-1 

(m+n-2) = (m+n-3) +(m+n-3), 
m-1 m-1 m-2 

................................... 

de las cuales se deduce 

(2) 

y, por consiguiente, 

Luego, si la fórmula que pretendemos demostrar, se verifica cuando el número de incó­
gnitas de la ecuación propuestaes igual á n -1, también seguirá verificándose en el caso de 

que este número sea igual á n. 
Basta ahara observar que el número de soluciones, enteras y positivas, de la ecuación 

indeterminada 

es evidentemente igual á m + 1 ó (m ~ 1), para concluir que la referida fórmula tendrá 

lugar cuando sea n = 2, y, por consiguiente, para cualquier valor entero y positivo que 
reciba n. 

llla PAsemos ahora á exponer la segunda demostración, y con tal objeto consideremos 
primero el caso de la ecuación 

cuYO número de soluciones, enteÍ'as y positivas, ya se ha dicho, es igual á m+ 1. Tendremos, 
por coniliguiente, 
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Sea ahora la f>cuación con tres incógnitas 

y observando que el total de sus soluciones es precisamente la suma de los números de solu­
ciones de las ecuaciones 

:.l'J+ y=m, x+y=m-l, x+y=m-2, .. ' , 

llegaremos á la fórmula 

de la que resulta, teniendo á la vista la relación (2), 

Prosiguiendo dbl mismo modo, seremos conducidos á la fórmula 

N,m) _ (m+n-2) 
II-{- , 

m 

cuando se trate de la ecuación con n - 1 incógnitas 

Esto sentado, veamos SI también se cumple la .misma ley respecto de la ecua.cióq 

que tiene una ineógnita más. 
Para ello, observemos que el número de soluciones de esta última ecuación es. igual á la 

suma de los núme~os de soluciones, también enteras y positiv~s,de cada una' ,d.e las siguientes 
ecuaciones con n - 1 incógnitas: 

x+ y+z+ .. . 'r t=rn, 

x+y+z+ .... +t:-m-l; 

x+y+z+ ... +t=m-2, 

x+y+z+ ... +t=O. 
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Por consiguiente, si la fórmula (1) tiene lugar, como hemos supuesto, cu ando el número 
de incógnitas de la ecuación indeterminada sea igual á n - 1, podemos legítimamente escribir 

Si ahora tenemospresente la relación (2), resultará en definitiva 

de donde concluímos que la fórmula general secumple también cuando la ecuación !ineal 
indeterminada contien"e n incógnitas. 
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VI. 

DE ALGUN1\S SERIES QUE PUEDEM SUMARSE POR LOS M~TODOS ELEMENTALE'S. 

(Gaceta de Matemáticas elementales, t. IT. Madrid, 1904). 

1. La noción de serie, lo mismo que la mayor parte de los conceptos deI análisis mate­

mático, aparece para los alumnos en los primeros pasos de sus estudios sobre la MatemáÚc~: 
Así, en la teoría de la división y en la de las progresiones por cociente, eneuéntrase la serie 

demostrándose, además, que esta serie tiene por suma la expresión 

--, 
l-x 

siempre que x represente un número comprendido entre -1 y + 1. Vamos ahora á presentar 
otro ejemplo notable de una serie que tiene la misma suma que la precedente, y que también 

puede estudiarse sin salirse de los dominios dei Algebra elemental. 

2. Consideremos la identidad 
112 

x-=1=x+1 + x 2 -1 . 

Si en ella eambiamos sneesivamente x por x2, x 4, xB, x 16, ••• , obtendremos: 

112 --=--+--, 
x 2 - 1 x 2 + 1 x 4 - 1 

1 1 2 
XT -1 = x 4 + 1 + x 8 - 1 ' 

1 1 2 ---=_._-+--, 
x 8 -1 x 8+1 x 16 _1 

donde se supone k = 2m , siendo aquí m nn número entero positivo. 
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De las igualdades precedentes se deduce esta otra 

1 1 2 4 k 
x -=-r = x + 1 + x2 + 1 + x4 + f +.. + xk + 1 + R, 

designando con R la fracción 

2k 
x2k_1 • 

Supongamos ahora que x 2 > 1 y sea x 2 = 1 +t, donde t> O. Tendremos la relación 

R= 2" 
(1 +t)"-l 

1 

[1+ k-I + (k-J)(k-2) 2--1- ]' 
t 2! t 3 !. t, ., 

la cual muestra que R tiende hacia ceI'o cuando k aumenta indefinidamente. Por consiguiente, 

siempre que x2> 1, podremos establecer 

(1) 

Si xi < 1, la potencia x2k tiende hacia cero, y, por lo tanto, R tiene á - 00 por limite 

cuando k aumenta indefinidamente. De esto resulta que la igualdad anterior no puede verifi­
carse, como era fácil de prever, puesto que, en este caso, su primer miembro es negativo, 
mi entras que el segundo es positivo. 

3. Supongamos aho1:a que sea 

x=p(cosO+i.senO), i= V-l. 
Tendremos, en este caso, 

R= 2k I 

p2Jc ( cos O + i . sen O)2k - 1 

siendo fácil ver, como anteriormente, que, cuando p> 1, R tiende hacia cero, siempre que k 
tiende hacia 00; y que, para p < 1, la cantidad R tenderá hacia - 00 para valores indefinida­
mente crecientes de k. 

Supongamos, pues, p> 1, y la relación (1) dará, haciendo uso deI teorema de Moivre: 

1 
p (cos O + i, sen O) - 1 

VOL, II 

1 2 
p(cosO+i.senO)+1 + p2(cos20+i.sen20)+1 + .. ,' 

yy 
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y, por consiguient?, 

p cos O - 1 - i P sen O 
p2 _ 2p cos 0+ 1 

386 

p cos O + 1 - i P sen O 
pll+2 pcos 0+ 1 

+ 2 (p2 cos 20 + 1-ip2 sen 20) + 4 (p4 cos40+ l-i p4 sen 40) + 
p4 + 2 p2 cos 20 + 1 p8 + 2p4 cos 40 + 1 .... 

EstA desarrollo puede desdoblarse en los dos siguientes: 

(2) 
p cos 6-1 

p2 _ 2p cos 0+ 1 

pcosO+ 1 + 2(p2cos20+1) 
p2 + 2p cos O + 1 p4 + 2p2 cos 20 + 1 

k (pr, cos kO + 1) 
+ p2k+2p"coskO+1 + .•. 

(3) 
sen O 

senO + 2psen20 
p2 + 2p cos 0+ 1 p4 + 2p2 cos 26 + 1 + ... 

k pk-I. senkO 
+ p2"+2pkcoskO+1 + ... 

en las cuales se supone, como antes, que k = 2m• 

4. La fórmula (1) puede originar desarrollos numéricos muy interesantes. Así, para x= 10, 
por ejempl0, dará 

1 1 2 22 23 

9= 11 + 101 + 100of+ 100000001 + ... 

En esta serie, el número de algoritmos que intervienen en el denominador df3cada tér­
mino, es igual aI valor dei numerador respectivo aumentado en una unidad. 
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VII. 

REMARQUES SUR L'EMPLOI DE LA FONCTION P (u) DANS LA TH~ORIE 
DES FONCTIONS ELLIPI'IQUES. 

Extrait d'une lettre adressée à M. Lerch. 

(Comptes rendus des scéances de la Société Royale des Sciences de Bohême. Prague, 1892) . 

. . . Je considere prômierement la fonction sn tt et je remarque que cette fonction a, dans 
le parallélogramme des périodes 4K et 2iK', les pôles iK' et 2K + iK', et que les résidus 

correspondants sont égaux à ! et - !' k étant le module de sn u. En lui appliquant le 

théoreme de décomposition de M. Hermite, en prenant pour élement simple la fonction e; (u) 
qui résulte de l'intégration de - p (u) dUJ on trouve done 

sn u = ! [e:(u - iK')'- e:(u - 2K- iK')] + const., 

et, par conséquent, 

d~:~ u = ~ [pi (tt _ 2K _ iK') - p' (tt - iK')]. 

Mais l'égalité 

1 J -, 
w2 

ou 
w==4nK+2miK', m, n=O';"+l, +2, ... , 

donne 

'( ) '1.' 2 P u =.,- '-' ( )3 u-w 
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Nous avons done 

2 [>, 1 1 -, 

1: I ~l - ::I (2n + 1) K - (::1m -t- 1) iK'I 3 J' = k .... lu-4nK-(2m+ 1)iK'1 3 

ou 

ou la somme 1: s'étend à toutes les valeurs entieres de s et m. 

Dll développement, qu'on vient d'obtenir, de la dérivée du seeonde ordre de sn tl on tire 
le développement de sn tl au moyen dedeux intégrations entre les limites O et tl. En posant 

2sK+(2m+l)iK'=tv, ~(=O,+1,+2, ... , 

ontrouve de cette maniere, en remarquant qlie la dérivée de sn tl par rapport à n est égale 
à l'unité, le développement connu: 

1 (1 1 tl) sntl=n+-1:(-l)S --+-+- . 
k tl-W W w2 

On trouvera de même les développements connus de cn tl et dn tl. 

En passant maintenant à un autre sujet, encore relatif à la théorie des fonctiollS elJipti­
ques, je vais vous présenter une maniere simple de démontrer l'égalité 

dsnn 
-d-- = en u. dn tl. 

tl 

Comme la fonction sn2 tl admet, dans nn parallélogramme des périodes 2K et 2iK', nn 

seul pôleiK', qui est d~nble, et le résidu correspondant est 12' nous aurons, em appliquant 
le théoreme de M. Hermite, 

sn2 u = ~ p (u - 'iK') + const k~ . ., 

et par conséquent 

d snu 1 , ( . 'K') sn tl~ = 2k2 P ll-t • 

Considérons maintenant la fonction 

f(u) = sn li en tl dn H. 
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Les périodes de cette fonction sont 2K et 2iK', et par conséquent eUe admet dans un 
pal'allélogl'amme des périodes un seul póle iK' et ce póIe est triple. Nous avons donc 

On a premierement, en vel'tu d'un théoreme bien connu relatif aux fonctions doublem m 

périodiques, AI = O. Ensuite, l'égaIité 

sn (u - iK') cn (tt -iK') dn (tt - iK') = -sn (iK' - u) cn (iK' -u) dn (iR' - u) 

fait voir que le développement de f(u) ne doit pas contenir de puissances du dégré pair 

de u -iK', et que par confléquent A"J, = O. Nous avonEi donc 

A3= lim (u-iK')3 snu cnu dnu=~.~.~=._-"';. 
u=ik' k lk t k 

J'appIique maintenant le théoreme de M. Hermite à la fonction f(u) et je trouve 

snucntt dnu= ~2 p' (tt-iK')+C, 

et, en déterminant la constante C par la condition d'être nuI le premier membre de cette 
égalité quand u = O; 

sn u cn u dn u = ·'2~2 p' (u -iR'). 

De cette égalité et de l'une des antérieures on tire 

dsnn 
-d-= cnu dnu. 

u 
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VIII. 

EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE. 

(Bulletin des Sciences mathématiques, 2.e série, t. XII. Paris, 1888), 

Vous savez, Monsieur, que toús les Ouvrages qui s'occupent de l'Analyse présentent, 
pour le développement en série des intégrales, le théoreme suivant: 

A. Si cp (x), UI, U2, ••• ,~ont des fonctions continues dans l'inte1'valle (a, b) et si cp (x) 

peut être développée en sé1'ie uniformément convergente de a Jusqtt' à b: 

on a, a et b étant finies, 

(1) 
a a (! a 

De ce théoreme on tire comme corollaire le théoreme sui vant: 

B. Si cp (x), ~ (x), UI; U2, ••• sont des fonctions continues dans l'intervalle (a, b) et si cp (x) 

peut êl1'e développée en sé1ie unifo1'mément convergente dans le même intervalle 

on a 

(2) fb cp (x)4 (x) dx fb UI Hx) dx+fb U2 ~ (x)dx+ ••• + fb Un ~ (x) dx+ . .. 

a a a a 

On peut aussi commencer par établir ce théoreme et ensuite e11 déduire le théoreme (A) 

e11 posant ~ (x) = 1. Mon but est de vous présenter, Monsieur, quelques remarques pour dé-

Hosted byGoogle 



391 

montrer qu'il est bien préférable d'établir directement le théoreme (B)pour profiter de quel­
ques circonstances de sa démonstration qui restent cachées dans la demonstration du théo­
reme (A). 

Si l'on représente par Rn la somme 

qui est une fonction continue de x, on pet1t écril'e 

Jb cp (xH (x)dx fb ud (00) dx+ . .. + r ttn~ (x) dx+ fbRnHX)dX. 
a a a a 

01', le développement de <f (x) ~tant uniformément convergent dans l'intervalle (a, h), on 
peut, quelque petit que soit E, détet'miner 1H de manihe que IRn! < E pour n> nt, dans 
l'intervalle considél'é. Nous avons donc, en suppúsant a> h, 

lfh Rn ~ (x) dx 11bl Rn II ~ (x) I dx < Efh I ~ (x) I dx 
a a a 

et, par conséquent, 

!~~ J bRn~(x)dx=O. 
a 

Donc 

f b b [b [b cp(x)Hx)dx j UIHx)dx+ u2Hx)dx+ ..• + unHx)dx+ •.. 
a a a a 

Voici maintenànt les remarques sur ce théol'eme que je me propose de vous communi­

quer: 
10 Soient M la plus grande valeu r de I Rn I dans 1 'intervalle (a, h), et L la plus grande· 

valeur de I Rn Hx) I dans le même intervalle. La démonstration du théoreme (A) fait voir que 
la valeur absolue de l'erreur commise quand on arrête au terme a'ordre n de la série (2) est 

moindre que L (h -- a). 
La démoDstration du théoreme (B) donne cette même expression de I'erreur, en y rem­

plaçant cp (x) par cp (x) ~ (x) et ~ (x) par l'unité, et encore la suivante: 

M [b I ~ (x) I dx, 
tO 
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qui est préférable quand on a 

M fb, 0/(00)' doo < L(b-a). 

a 

Ainsi, par exemple, si l'on considere l'intégraleelliptique 

a 

ou O < a < b < 1, et si I' on calcule au moyen de n premiers termes de la série 

on ales deux expressions de l' erreur 

M 
---=== (b - a) 
\/1- b2 ' 

Mfb doo =M[arcsinb-arcsinaJ, 
VI - x2 

a 

ou 

tlt par conséquent 

M 1. 3 ... (2n - 1) k2 b2 1 < n n ___ • 
2.4 ... 2n l-k2 b2 

Si b = 1, la premiere expression de l'erreur est inapplicable, parc~ qu'elle donne l'infini i. 
au' contraire, la seconde donne 

M( 1C .) 2" - arc Slli a. 

De la même maniere, si l'on consid~re l'intégraIe 

a 
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ou O < a < o, et si I'on calcule au moyen des n premiers termes de la série 

fb&~ o ~-~ 
-~=log-+0-a+-1 2 2-+"" x Ct •• 

rt 

011 trouve, en posant rp (x) = & , ~ (x) = 1, I'expression de j'erreur 
x 

(A) L(o-a), 

vn- t v" 0"+1. L=-+ ,+ + ... 
n I (n + 1) . (n + 2) ! 

et par conséquent 

(n + 1) o,,·-t L< . 
n!(n+l-o)' 

en posant rp (x) =ex , ~(x)=-.!.., I'expression 
x 

(B) 

ou 

[ bdx o 
M -=l\Ilog-, 

x a 
a 

M< (n+1)0"_. 
nl(n+l-o)' 

et, en posant rp (x) = e:, ~ (x) = x, I'expression 
x 

CC) 

ou 

011 nons avons 

f b 02-a2 
lil. xdx = Mt -. -2--' 

a 

(n+ I) 0,,-2 
lVIl <n! (n+ 1-0)' 

o (10gb-Ioga) > o -a, 

(1) Nous modifions ici uu peu le texte primitif pour obtenÍl' pour le calcul des errenrs des expressions 
plns appl'ochées. 

VOL. II zz 
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'6t 

<lonc l'expression (C) est préférable à l'expression (A) et celle-ci à l'expression (B). 
2.° Voici maintenant la seconde considération pour préférer l'établissement direct du tltéo­

.·eme (B). 
En analysant la démonstration du théoreme (B), on voit qu'i! est applicable quand la 

fonction ~ (x) devient infinie 011 discontinue dans un nombre limité de points de l'intervalle 
(a, b), si les intégrales 

t I ~ (x) I dx, t rr (x) ~ (x) dx, fb ~ (x) 'Ui dx, 
a a a 

sont finies et déterminées. Au contraire le théoreme (A) n'est pas alors applicable à la fon­

ction rr (x) ~ (x). 
Ainsi, par exemple, au moyen du théoreme(A), on ne peut pas trollver le développement 

<le l'intégrale 

au contraire, on peut l'obtenir au moyen du théoreme (B), en le généralisant comme on vient 

de dire, parce que les intégrales 

sont finies et déterminées. 
3.° Le théoreme (A) n'est pas applicable quand les limites a et b SOllt infinies. Au con­

traire, le théoreme CB) est applicable, si les intégrales 

b f 4 (x) UI dx, 
a 

sont alors finies et déterminées. 
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IX. 

EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. GOMES TEIXEIRA A M. JULES TANNERY. 

(Bulletin des sciences mathématiques, 2.e série, t. Xl. Paris, 1887) . 

• o o La quantité 

l-x'" ---, 
1 + x'" 

inverse de celle que vous avez considérée dans votre lett1'e à 1\'1. Weierst1'ass (I), donne lieu 
à I'observation suivante: L'identité 

l- xn! 2(1-x) 2:r(1-x) 2xm-I(1_x) 
1 +x"'= 2(1 +x) + (1 +x)(l +x2) + ... + (1 +xm-:,I) (1 +x"') 

montre que la somme de la série 

2X"'-1 (l-x) 
(1 +xm-I) (l+x"')-

est égale à + 1 ou à-I suivant que l'on a 

Ix l<l ou [xl>1, 

en sorte que cette série peut jouer le même rôle que celle que vous avez eonsidérée (2); mais 

(I) Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 102. C'est à Mo Seidel (Journal de Crelle, 
t. 73; 1871) que l'on doit d'avoir remarqué quelle était Ia limite de cette quantité pOUl' m infini; voir, à ce 
sujet, dana Ie tome 22 des Mathematische Annalen, un article de M. Pringsheim. (J. Tol. 

(2) Apres M. Schradel' (Schlomilch's Zeitschl'ijt, 22e année, p. 184). (Jo To). 
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on peut considél'er cette série à nn autre point de vue d'ou elle me parait acquél'ir une lm­
portance propre. 

Si I'on veut formeI' une fonction d'une)variable réelle qui soit ponctuellement discontÍnue 
par la méthode de la condensation des singularité8 de Hankel, ii fant construire d'abord une 
fonction qui soit nulle pour x = 0, et qui tende vel'S deux limites diffél'entes qlland x tend 
vel'S zéro par des valeurs positives ou des valeurs négatives: 01', sans recoul'ir à la théorie 

des séries trigonométriques, on a une série dont les termes ilont des fonctions rationnelles de 
x et qui satisfait aux conditions imposées: c'est précisément la série précédente dans laquelle 
on remplace x par x + 1; la somme de cette série est égale, quelle que soit la variable réelle x 

supérieure à - 1, à la limite, pour rn inflni, de 

c'est-à-dire à + 1, ° ou -1 suivant que x est négatif, nul ou positif. 
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x. 

SUR L'INTÉGRALEJ'" e~x2dx. 
o 

Extl'ait d'une lettre adl'essée à M. Weyl'. 

(Comptes rendus des séances de la Société Royale des Sciences de Bohême. Prague, 1889). 

VOIIS connaÍsséz bien la démonstration classiq ue de la formule 

basée SUl' l'égalité 

e-.x2 dre = ._- 7t f '" 1 v'--
2 

o 

f'" dre f'" e- X2(1+y2)redy-.:. f'" dy f'X>e-X2(f+Y2 )redre. 

o o o u 

On ne tl'ouve paS dans les Ouvl'ages que je connais la démonstration riglll'eUSe de cette 

égalité, et.ie me propose donc de considél'pl' ici cette question 
Comme la fonction ree-:>,2(f+y2) est continue dans les intel'valles (O ••. a) et (O ••. b), on a 

(1) fadre f:- X2 (I+Y2) redy = fb rlY.la e- x2(I+y2) redre. 

U II II U 
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Considérons d'abord le second membre de cette égalité. Nous avons 

"b Ia 1 Ib[- ] dy 1 1 Ib dy J dy e-o,2(I-fy2)xdx=__ l_e- a2(I+y2) __ o -=~Ilrctgb-- e-a2(I+y~) __ ' __ 
2. _ _ 1 + y2 ~ 2 1 + y'! 

II II U O 

ou, en vertu du premim' thém'eme de la moyenne, 

Jb dy I ae- x2(,+Y2) xdx = ~ ar-:- tg b - ~ e- a2(1+Y;J arc tg b, 

o o 

OU yl représente une quantité comprise entre zéro et b. 

Donc 

(2) lim dy e- x2(I+y2) xdx = -'- . j 'b fa 7t: 

a, b=:x> 4 
O O 

Considérons maintenant le premier membre de l'égalité (1). Nons avons 

dx e-X2 (!+Y2)xd.1j= dx e- x2 (I+y2)xdy+ dx e- x2(Hy2)xdy, I a fb fa. fb fa Jb 
() O O O a. O 

OU IX représente une quantité compl'ise entre zéro et a; et par conséquent, en vertu du p1'e­
mier théoreme de la moyenne, 

dx e-x2 (I+y2)xdy= e-xiy2 x1dy. e- x2 dx+ e-x;y2x2dy. e- x2 dx, Ja fb fb fa. Jb Ja 
o o o o o a. 

OU XI représente une quantité compl'ise entre zéro et cc, et ~2 une quantité comprise entre IX 

et a. En posant, dans cette formule, xly = ZI et X2y = Z2, on trouve 

dx e- x2 (I+y2)xdy= e-zrrlz!. e- x2 dx+ e-z~dz2' e- x2 clx, Ja 1b fX.b!a. fX'b fa 
II o o o o a. 

d'ou I'on tire 
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Si maintenant on fait tendre oe vers zéro et si on remarque que l'intégrale "e- J;2dx tend J(I. 

vers zéro et que l'intégrale e- x2 dx est finie, on trouve o f X1b 

o 

{3) 

Les formules (2 et (3) montrent que les deux membres de (1) tendent vers eles valeurs 
déterminées, quand a e b tendent vers 1 'infini; et, de-Ià on conclut, puisque ces limites eloi­
vent être egales, 

[J '" J2 7t e-x~dx = ~ , 

o 

-ce qu'íl s'agissait de prouver. 
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XI. 

SUR UNE FONCTION NUMÉRIQUE. 

(Intermédiaire des mathématiciens, t. XII. Paris, 1905). 

Considérons la fOl1ction 

n(n-I) n(n-l)(n-2) 
f (n, r) = nr -n(n-1)"+ 1.~ (n-2)r - 1.2.3 (n - 3Y+·· ., 

ou n et ?' sont entiers 

Montrer que f(n, r) = O quand l' < n et que f(n, n) = n! . 
Quelles sont les valeurs de ((n,?') pour 1'=n+1, n-!-2, ... ?(f). 

Soit 

On a 

n(n-1) 
f(n,?')=nr -n(n-lY+ '1.2 (n-2Y-··· 

(
X x 2 xm-i ) n 

'f(x)= 1 + .);+~+ ... +--, +... , 
~. iJ. 1n. 

et ii suffit que I'on forme la dérivée d'ordre ?' dn produit xn'f (x), an moyen de la formule de 

(I) Question proposée par ~1, E, B. Escott dans l'lntp-l'médiaire des matMmaticiens, t. XI, p. 261. 
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Leibnitz, et qu'on pose ensuite x = 0, pour obtenir les égalités 

f(n, r) =0(1'<n), 

f(n, n) =n!, 

(1) f(n, n+i) = (n t t) n! cp(i) (O). 

Cette derniEwe égalité donne 

(n+ 1) n! n 
f(n, n+1)= 1 -2-' 

f( 2) (11+2) I (n , 1) 
n,n+ = 2. n.n 4"1 12' 

La valeur de cp(i) (x), pour x = 0, qui entre dans la formule (1), peut être calculée de la 

maniere suivante: 
On a 

n ! x~+2T+31l+ ... 
cp (x) =:E IX! ~ ! r ! a !. " ' 

ou ex, ~, r, '" représentent les soIlltions entieres, positives et nnHes, de l'équation 

et, par conséquent, 

OU :E1 doit s'étendre aux sollltions entieres, positives et nuUes, eles équations 

~ + 2r + 3a + ... = i, 

0:+ ~+ r+ .. . =n. 

VOL. 11 AAA 
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XII, 

SOBRE A REPRESENTAÇÃO DA FUNCÇÃO log I' (x) POR UM INTEGRAL DEFINIDO. 

(El Progreso matemático, t. l, Zaragoza, 1891). 

Serret no seu Calcul intégral (p. 172-176) deduz do integral de Cauchy: 

JOO [ e-a-e-r:tx-J de\: 
logl' (x) = (x-1)e- a- 1-e-a _ ---;-' 

o 
ou, pondo e\: = -log t) 

(1) f i [1 - tx- i ] dt logl'(x)= ----x+1-
I-t . _ log t 

o 

a egualdade de Gauss 

(2) r () I· 1 .2 .. ,nnX 

x = 1m 
n=oo x(x+ 1) .. ,(x+n) 

Como porém esta egualdade se demonstra de um modo mnito simples sem a consideração 
do integral de Cauchy, julgamos preferivel deduzir d'ella este integral, como vamos ver. 

A egualdade (2) dá 

log r (x) = !~~ [x logn +log (1.2 o", • n)-Iogx-lg (x+ 1) -", -log (x+ n)] 

ou por ser 
2 3 n 

logn=logy+log 2 +·· ,+log n_ 1 ' 

10gI' (x) = !~~[xIOg ~ +xlog: + ... +xlog n~-l 

I I n J +log-+log-+I+···+log-+ . x a; x n_ 

Hosted byGoogle 



ou 

403 

Temos porém 

I ~ fi t~-i_t(J.-i 
og-= I dt. 

a ogt 
O 

Logo 

logr(x) = !im [xfi t
1- 1 dt+xfi t t1-1 dt+ ... 

n=c:o ogt og t 
O O 

f i t-1 ji1_tX- 1 ji 1-tx 
+x tn- 2 -I-dt+ I dt+ -l--dt 

ogt ogt ogt 
o O o 

f i 1 - t X fi 1 - tX J + t-J-- dt+ ... + tn- i _-l - dt 
og t og t 

O o' 
. I t 1 I i1- tx-i 

= !~~ [xf -logt (1+t+t2+ ... +tn- 2)dt+ f logt dt 
O O 

lVIas 

1 tn-I. 
1 T' t + t2 + -.1_ tn- 2 - --- -- , ,. . '" -1 1 -t -t 

Será pois 

,[ i dt q_tx- i i 1_tx 
logr(x) = hm -xf-I-+f 1 dt+f (1 )1 dt 

n=co og t og t - t og t 
o o o 

f
1(t-1)tn- i dt 

-x 
(l-t)logt 

o 
f i (l-tX) tn dt J 

(1- t) togt 
o 

1 I'() fll-1-tX-i +lJ dt +1' f i ,_1 tx+1-(X+1)t+X d og x = ---- x -- 1m ti t 
1-t logt n=eo (t-1)logt' 

o o 

o ultimo integral que entra nesta fónnula dá, attendendo ao primeiro theorema da media, 

f i tn-i tx+1 _ (x+ 1) t +x dt= Kf1 in-i dt = K.!:..-., 
(t-l)logt n 

o o 

* 
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K. representando um numero 

q ue toma a funcção 

404 

nào é superior ao maior 

tx-H - \ x + 1) t + x 

(t-l)logt 

inferior menor dos 

1 
quando t varia desde O até 1. Como esta funcção é finita neste intervallo e - tende para 

n 
zero quando n tende para o infinito, temos 

lim 
n=oo 

e portanto 

1 [ 1 
logr f -l---x+l 

o 

que é resultado pretendíamos demonstrar. 

_J. __ I 1 __ 
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I. 

SUR DEUX MANtERES DE CONSTRUIRE LES SPIRIQUES DE PERSEUS. 

(Archiv der Mathematik und Physik, III Reihe, t. XI. Leipzig, 1906). 

On trouve dans le tome lI, p. 52, de l'édition dE's Oeuv~'es de Huygens publiée par la 
Société hollandaise des Sciences une lett1'e de Sluse à Huygens dans laquelle ii donne une 
méthode pour construire les spiriques de Perseus au moyen d'une hyperbole équilatere. Nous 
allons nous occuper de cette méthode dans le premier chapitre de ce travail pour en donner 
une démonetration algébrique et indiqueI' quelques résultats qui s'y rapportent. 

Dans le second chapitre nous donnons, pour la construction des mêmes courbes, une 
méthode bien plus simple que celle de 8luse, puisque, au lieu d'une hyperbole, nous em­
ployons une circonférence et nous dérivons chaque point de la spirique de chaque point de 
la circonférence, comme Sluse les dérive de l'hyperbole, au moyen de la construction d'une 

mOyE'nne géométrique entre deux segments de droite. 
Les résultats obtenus dans ces deu x chapitres sont étendus dans le troisibne chapitre aux 

sections de la surfaca engendrée par une ellipse, par une hyperbole ou par une parabole 
quand elle tourne autour d'une droite placée dans son plan et perpendiculaire à l'un de ses 
axes. 

SUl' une méthode de Sluse pour construire les spiriques de Persens 
an moyen d'uue bYPcl'bole. 

1, On sait que l'équation des spiriques de Perseus est la suivante: 

ou R représente la rayon de la circonférence méridienne dll tore auql1el appartient la spirique 
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cOllsidérée, c la distance du plan qUI la contient à l'axe de la surface et l la distance du 

celltre de la ciréonférence rapportée au même axe. 

En posant dans cette éqwition 

(2) 

À étant une quantité constante, on obtient la transformée suivante: 

et nous allons chercher les conditions pour que cette équation représente deux coniques. 

Pom cela, le premieI' membre de cette équation doit étre réductible à la forme 

ce qui donne les équations de conditioll 

AA'= 1, A+A'=-2, 

C +C' =2 (cíl _l2_R2), 

CC' = (l2 + c2 - RI? - 4l! c2, 

B+B'=2À, 

BB' +A'C+ CAI = À2-2 (l2+c~-R2), 

B'C + BC' = 2À (l2 + c2 - R2), 

AB'+BA'=-2À. 

Or, les deux premiEll'eS équations donnent 

A=-l, A'=-l; 

la tl'oisieme et la quatrieme donnent 

C =c2-l2 -R2+2lR, 

C' = c~ _l2_ R2_ 2lR; 

ensuite la cinquieme et la sixieme donnent 

B = À - 2l, B' = À + 2l, 
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et enfin la septieme donne 

À= 2R. 

La derniereéquation n'est pas distincte des précédentes. 
Done le lieu considél'é se réduit à deux coniques quand À = 2R, et les éqnations de ces 

coniques sont les suivantes: 

(3) 

(4) 

x 2 -Yi+ 2 (R-l)Yi + c2 _l2 _R2 +2lR = 0, 

x2_y~+ 2 (R+l)YI + c2_l2 -R2_2lR= O. 

Ces deux éqnations peuvent être réduites àla forme 

Y2_X2 =C2 2 , 

en posant dans la premiere yi = y~ + R-l et dans la deuxieme yi = y2 + R + l. Elles repré~ 
sentent donc deux hyperboles équilatel'es dont les axes sont égaux à 2c, ayant la premiere 

1e centre au point (O, R-l) et l'autre au point (O, R+l). 
En changeant daus I'analyse pl'écédente la valeur de B contre celle de B', c'est-à-dire eu 

posant 

B=À+2l, B'=À-2l, 

on trouve nf1ux nouvelles hyperboles, symétriques des précédentes par rapport à l'axe des 
abscisses, qui correspondent à À = - 2R. 

On conclut de tout ce quiprécede qu'il existe qnat1'e hypm'boles égales telles que à chacun 
de leurs points correspond un point de la spil'ique eonsidérée lequel est Iié à celui-Ià par la 
relation (2), ou J, = 2R ou À = -. 2R. 

Ce résultat pouvait êÚe prévu, puisque le second membre de l'équation (2) ne change pas 
de valeU!' quand on y remplace y! par À - yt, ni qnand on y remplace À par - À et y! par 
- yi~ Cette circonstance fait encore yoir que, pOUl' obtenir tous les points de la spirique, ii 
11e faut pas d'employer plus d'une des hyperboles considél'ées. 

2. Il résulte de la relatio11 

(5) y~ = (2R - yt) Yt 

que les points ele l'hyperbole auxquels correspondent les points réels de la spirique sont ceux 
qui sont compris entra les droites représentées par les équations 

yl = 0, yl =2R. 
VOL. II BBB 
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1. o Si les deux droites eoupent une même branche de l'hyperbole, la courbe est fórmée 

par deux ovales extérieurs l'un à l'autre. 

2. o Si une seule de ces dl'oites coupe l'hypel'bole, la spirique se réduit à nn ovale. 

3. o Si I'une des dellx droites coupe la branche supérieure de I'hyperbole et l'autl'e la 

branehe inférieure, la spirique est formée pRr deux ovales dont l'un est à l'intérienr de l'autre. 

Dans tons ces cas les sommets de la spirique cOl'respondent aux points oü les droites 

coupent l'hyperbole et aux sommets de cette eourbe compris entre les droites. 

Les conditions pour que les droites considérées coupent l'hypel'bole peuvent êtl'e traduites 

par des inégalités, que nous ne nous arrêterons pas à déduire, lesquelles co'ineident avec les 

conditions eOllnues pour que la spirique ait une ou deux branches. 

3. Si l'on pose dans I'éqnation (õ) yi = R, iI vient y = + R. On voit donc que la spil'ique 

et l'hyperbole se eoupent dans les points correspondants à VI = R; lesquels sont réels quand 
à yl = R correspond un point réel de I'hyperbole, c'est-à-dil'e quand c <l. 

D'un autre côté, les points ou les ordonnées de la spirique passent par une valeur ma­

xime sont donnés par l'équation 

(VI -R) yí = 0, 

qui résulte de (5), dont une solution est VI = R. 
L'hyperbole passe done par les deux points de la spmque, symétriques par rapport à 

l'axe des ol'données, ou les ordonnées de cette courbe ont une valeur maxime. 

4. 00 peut traceI' les normales à la spirique considéréeau moyen des normales et des 

tangentes à I'hyperbole. En effet, l'éqnation (5) donne la suivante 

y!/ = RYl- yl vi , 

qui détel'mine la sons-normale de la spil'ique au point (x, V), quanc1 on eonnait la SOUS-l1ormale 

de l'hyperboleau poil1t eorrespondllnt (x, VI) et le segment de dl'oite, c1épendante de la tan­

gente à l'hyperbole au même point, représenté par Ryí. 

õ. Les hypel'boles qui eorrespondent aux di verses valeurs de c) e'est-it-dire aux diverses 

sections du tore, forment une sUl'face dont l'équation est la suivante: 

Cette surface est done un eône de révolution, dont I'axe co'ineide avec I'axe du tore, et 

qui coupe eette sudaee dans son équateur et dans le eercle parallele plns élevé. 

II en résulte que à chaque point dn cône représenté par l'éqnation précédente corresponcl 

nn point du tore lié au premier par les relations 
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SUl' lllle malliel'e (le construire les spil'iques de Pel'sens 
an moyell d'une circollférence, 

6. Ou vient de voir que, dans la méthode de Slllse, les points de la spirique sont déri­

vés de ceux d'une hyperbole au moyen de la construction d'une Illoyenne géométrique entre 

deux segments de droite. Nous 1I.1I0ns donner maintenant une autre méthode, plus simple 

que la précédE'nte, pour construire la spil'ique considél'ée, dans laquelle on déduit chaque point 

de cette courbe cl'Ull point correspondant d'une cireonférence en construisant aussi une moyenne 

géométrique entre deux segments de droite. Cette méthode se présente d'ime mllniêre três 

naturelle, mais nous ne l'avons pas trouvée duns les travaux SUl' les spirique que nous avons 

pu voir. 

Considérons encore J'équation de la spirique 

et posons 

II vient 

(6) 

On voit donc que la relation précédente transforme la spirique considérée en deux cir­

conférences de rayon égal à R, ayant leurs centres aux points (+ l) 0\ et que à chaque 

point (Xi, y) de ces circonférences correspond uu point de la spirique, ayant la même ordon­

née et une abscisse égale à la moyenne géométrique entre Xi - c et Xl + C. II convient de 

remarquer que, pour fuire la construction de la courbe; ii suffit d'employer une des circonfé­

rf>nces considérées, puisque la courbe est symétriqlle par rapport à l'axe des ordonnées. 

On trouve aisément la forme que la spil'ique prend dans les divers cas qui peuvent se 

présenter. 
1.0 Si les circonférences ne coupent pas l'axe des ordonriées (tore couvel't) et la droite 

représentée par I'équation X = c est compl'ise entre ces circonférences, la spirique est fOl'mée 

par deux ovales, qui ont quatre sommets Sllr l'axe des abscisses, lesquels correspondent aux 

points ou les cil'confél'encesconsidérées coupent cet axe. Aux quatre points oilles tangentes aux 

circonférences sont pal'allêles à l'axe des auscisses correspondent quatre points I)U les tan­

gentes à la spil'ique sont parallêles au même nxe. 

2. o Si le tore bst Ollvert et la dl'Oite x=c coupe une des cil'conférences,la spirique se réduit 

à un ovale, qui n deux sommets SUl' l'axe des ordonnées, lesquels correspundent aux pointa 

ou cette dl'oite coupe la circonférence cOllsidérée, et denx sommets SUl' l'axe des abscisses, 
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qu'.on .obtient c.omme au eas précédent. Si la dr.oite c.oupe la demi-cire.onférence plus pr.o­

chaine de l'axe des .ord.onnées, la c.ourbe a quatre p.ointa .ou les tangentes s.ont paralIeles à 
['axe des abscisses, qui c.orresp.ondent aux p.oints des circ.onférences .ou les tangentes sont pa­

ralleles à cet axe. Mais, si Ia dr.oite c.oupe l'autre demi-eirc.onférence, ces p.oints devienent 
imaginaires. 

3. o Si le t.ore est ouvert et une des circ.onférences cst comprise entre I'axe des .ord.onnées 

et la droite x = c, la c.ourbe est imaginaire. 

4.° Si les circ.onférences c.oupent l'axe des .ord.onnées (tore fermé)} la spirique est f.ormée 

par deux .ovales, quand les dr.oites x = c et x = - c c.oupent l'une des circ.onférences considé­

l'ées, par un seul ovale, quand une seul ele ces dr.oites coupe cette circ.onférence, et elIe est ima­

ginaire quand ni l'une ni l'autre la coupent. On détermine lés sommets de ces .ovales et les 

p.oints .ou lit tangente est parallele à J'axe des abscisses c.omme elans les eas précédents. 

7. On peut traceI' d'une maniere tres facile les nOl'lllales à Ia spirique au muyen .des n.or­

males aux circ.onférences c.onsielérées. En eft'et, .on a 

dx dXi 
x--=x,--, 

dy dy 

et, par c.onséquent, les s.ous-n.ormales de la spirique et de la circ.onf(~rence, par rapp.ort à 
l'axe des .ord.onnées, s.ont égales. Les norlllales à ces deux c.ourbes aux points c.orresp.ondants 

c.oupent donc J'axe des ord.onnées dans le même point. 

8. Les cil'conférences qui entrent dans les C.on:3tructi.ons précédentes ne dépendent pas 

de c, et s.ont égales à la eirc.onférence méridiennA du t.ore c.onsidéré. De là et de ce qu'on 

vient de dire au n.o 7 iI résulte que les normales aux di verses spiriqúes qui cOl'respondent 

aux valeurs données à c) menées par les points oil elles coupent une dr.oite paral!ele à l'áxe 

des abscisses, coupent l'axe des ordonnées en deu x points, J'un qui c.orrespond !lUX points des 

spil'iques oil la convexité est toul'llée vers le eôte des absl'isses positives et l'autl'e qui cor­

l'espond -aux points de ces courbes qui ne satisfont pas à cette eondition. 

II résulte de ce qui précede que, si un plan se déplace parallelement à lm plan fixe qui 

passe par l'axe du tore, les nOl'males aux spil'iques qui en l'ésultent,. uux points du même 

parallele de la surface, se coupent SUl" deux dl'oites qui passent par ]'axe du tore etsont 

perpendiculaires à cette axe. Les lieux géométl'iques cle ces normales sont cl.one des cono'ides. 
On trouve facilement l'équation de ces cQnoIdes. 

En e ft'et , l'équati.on des normales aux spiriques qui correspondent au même point (ex, 13) 
de la cireonférence considérée ci-dessus est la suivante: 
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Si I'on I'eprésente donÇl 'par x', y', z' les cool'donnéesd'un point quelconque de la surface 

dont on veut chercher l'équation, on a 

Mais, ,comme Ie point (x, ~, Zl) doit êtl'e placé SUl' Ie tore, on a 

En élil11inant l11aintenant x entre cette équation et la précédente, on obtient l'équation 

del11andée. 

On peut donner à cetteéquation sa forme pIu~ simple en transpol'tant I'origine des 

·coordonnées au point dont les coordonnées, rapportées aux axes primitifs, sont (O, 00, O), en 

snpposant 

On trouve alors 

OlI 

A ce qui précede nous ajoutel'ons encore qlle les tangentes aux spil'iques placées sur Ies 

plans paralleles au plan fixe mentionné ci-dessus, aux points du l11ême parallele du tore, for­

ment eles cylindres tangentes à cette surface en tous les points de ce parallele. 

SUl' l'extension des méthodes pl'écédentes à quelqlles autres coul'bes. 

9. Tout c'e qu'on vient ele dil'e dans les n. os pl'éeédents est applicabIe à la cOUl·be défi­

nie par l'équation 

qui ne differe de (1) que par le signe de c2• Ainsi on peut construire cette courbe au 

moyen de l'hyperbole 
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conjuguée de celle qui a été considéréfl précédemment, et au moyen de la relation 

V2 = (2R -- Vi) VI ; 

et cm peut la construire aussi au moyen de la circonférence 

et de la relation 

La cOUl'be représentée par l'éqllatiq,n (7) pellt êtl'e considérée comme la section du tore 

par le plan imaginaire V = q/ -1. Ses points réels correspondent aux points imaginaires du 
tore. On peut l'appeler pseudo-spirique, 

10. Tout ce qu'on a dit précédemment à l'égal'd des sectioris du tore peut être étendu 
aux sections de la surface engendrée par une ellipse, quand elle tourne autour d'une droite pla­
cée dans son plan et perpendiculaire á I'un de ses axes, 

L'équation de ces secti~ns est la suivante: 

a et b étant les demi-axes de I'ellipse, l Ia distance de son centre à l'axe de l'évolntion et c 
la distance du plan de la section au même axe; et I'on voit, en procédant comme dans le cas 
des spiriques, que ces courbes penvent êtl'e constl'uites au moyen de l'hypel·bole. 

b2 x 2 _ a"J vi+ 2 ab (a -l) yl +b2 [c2 - (l- ar'J =0 

et de la l'elation 

ou au moyen de l'ellipse 

et de la relation 

Les conséquences de ces constructions données pl'écédemment pour le cas des spiriqu s, 
peuvent être étendues facilement aux courbes plus génél'ales qu'on vient de définir, 

n. En changéant dans ce qui précede b2 en - b2 on trouve des résultats applicables 
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aux seetions de la surfaee engendrée par le movement d'hyperbole autour d'une droite placée 
dllns son plan et perpendiculaire à l'un de ses axes. 

12. Une des eonstrllctions qu'on vient de considérer est aussi applicable aux sections 
de la sllrface engendrée par la para bole 

y2=2px+q, 

quand elle tourne autoul' de I'axe des ordonnées, paI' des plans paralletes à l'axe de révolution. 
Il est facile de voir que I'l'lquation de ces courbes est la suivante: 

et qu'elIes peuvent done être constmites au moyen de la parabole 

qui cOIncide avec la parabole donnée, et de la relation 
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SUR UNE PROPRIÉTÉ DE LA STROPHOIDE 
ET SUR LES CUBIQUES QUI COINCIDENT AVEC LEU RS CISSO'iDALES 

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 4." série, t .. VI. P~is,: 1906). 

Nous alIons donner, dans la premiere partie de ce travail, une propriété de la strophoide 
qui nous paraitintéressante et qui n'a pas été encore remarquée, éroyons-nous. Ensuite, e~ 
généralisant le résultat obtenu, nous chercherons les cubiques qui co'incident avec les ,cisso'i­
dales d'elIes-mêmes et d'une droite ou d'une circonférence. 

l. 

Rappelons d'abord un théol'eme de M. de Longchamps dont nous ferons usage. Ce théo­
remé a été obtenu par une voie purement géométrique par ce savant géometre; mais on peut 
le démontrer aussi clail'ement par l'analyse, eomme on va voir. 

Considérons une courbe q1telconque C, une droite D ef un point 0, non situé SUl' cette dl'oite, 

et menons pa7' ° une aut7'e dl'oite al'bitrflil'e DI. Soient R et S les points ou Di coupe la coul'be 

et la dl'oite D, respectivement j Pi et Pi les vectem's de ces points, rapportées à l'origine 0, et :r~ 

un point de DI dont le vectem' P soit égal à la dijfél'ence p2 - Pi. Le lieu des positions que )1 
prend 'quand Di va1,ie} en passant toujours pm' 0, est une courbe nommée} comme on SQ"-" 
cisso'idale de la cow'be C et de la droite D par rapp07·t au point 0, que nous nommerons pô 

Cela posé, prenons pour origine des coordonnées le point 0, et pour axe des abscisses la pt -
pendiculaire à D qni passe par ce point, et représentons par O I}angle formé par DI avec ( at 

axe, par (x, y) les coordonnées de M, par (Xl, YI) les coordonnées de R et par a la distance 
de ° à la droite D. On a alors 

X= a- pj cos O, y = a tangO - pi sinO, 

XI=PICORO, YI=plsinO; 
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et par conséquent les équations de la tangente à la cisso'idale au point M et de la tangente 

à la courbe C au point R sont les suivantes: 

. , ( , . Ct) 2a pi ~ a2 
(pI sm O -Pi cos O)y+ Pi sm 0+ pi cosO-~O x= ---O - Pi-~O' cos cos COS 

(P! cos 0- pi siu O)y _. (pi COS O + Pl siu O) x =-pi, 

ou P; représeute la dél'ivée de pi par rapport à O. 
Ou voit, au llicyen de ces équations, que les coordolluées yi et y2 des points alI ces tan­

gentes coupeut la droite D sont détel'minées par les équations 

yl= 
211 Pi - pi cos O - a cos O (PI sin 6 + pi cos 6) 

(pi siu 0- Pl cos 6) cos 6 

pi - a (pi cos 6 + Pi sin 6) 

Pi siu 6 - P í cos O 

Ou a aussi, en représentant par y3 I'ol'donnée du point ou la droite DI coupe D, 

ys=atang6. 

II résulte de ces équations l'identité 

au moyen de laquelle 011 voit que la droi'e qui passe par O et par le point (x, y) de la eis­

so~dale coupe la droite donnép. D en lbn point équidistant de ceu,x Ot'i elle est coupée pw' la 

tangente à la eisso~dale au point (x, y) et pctr la tangente à la cottrbe C au point (XI, Yl). 
Ce théoreme est celui que nons nous proposions dtl démontrer analytiquement. II a été 

cc; nmuniqué en 1885 par M. de Longchamps à l' Assodation fl'ançaise pOUl' l'avancement des 

sc.ences, au Congres de Grenoble. 

n. 

Appliquons maintenant ce théoreme à la stropho'ide. 

Considérons une dl'oite L, et deuxpoints A et B, dont le premieI' .soit situé SUl' cette 

droite. Si par le poiut B on mene des droites qui coupent L,et si l'on prend SUl' qhacune, A 

VOL. II ece 
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partil' du point K d'intersection, deux segments KM et KMI teIs qu'on ait 

KM=KMi=KA, 

le lien des points M et MI qu'on oLtient est, comme on sait bien, une stropho'ide (-I). On sait 

aussi que la dietance du point B à la droite L est égale à la distance de L à l'asymptote 

I'éelle, Iaquelle est parallele à L. On a donc, en représentant par H le point d'intersection 
de la droite MlVli avec cette asymptote, 

BM +BMI=2BK=BH. 

On voit au moyen de cette relation qu'une partie de la cubique consideree est Ia cisso'i­
dale de I'autre partie et de l'asymptotE', et que, par conséquent, les tangentes à la sf70opho"ide 

altx points lU et MI coupent l' asymptofe en cleux points équidistants de celui ou elle est coupée 

pai' la d1'oite BK. 
Ce théol'eme est celui que nous nous proposions d'etaLlir: ii en resulte les corolJaires 

suivants: 

10 La tangente à la stroplwl,de au point B pa8fe paI' le point ou, cette cubique coupe son 

asymptote 1·é~lle. 

20 Les deux poin(s de la stropho"ide ou la tangente est parall'ele à. l' asymptote '7;éelle sont 

situés sw' une dl'oite qui passe paI' B. 

III. 

La stropho'ide n'est pas la sel1le cubique qui jonisse de la propriété de co'incider avec une 

cisso'idale d'elIe-même et d'une droite par rappol·t à un point de la cubique. Nous allons 
chercher les cubiques qui satisfont à cette condition. 

Prenons pour origine eles coo1'<1onnées le pôle de la cisso'idale et pour axe des coordonnees 

une parallele à la droite donnee, et considéronf'l l'équation génerale eles cubiques: 

AX 3 + Bx2y + Cxy2 + Dy3 + Ex2 + Fa'y + Gy2 + Hx + Ky = O 

ou, en posant 

x=pcos(J, y=psin(J, 

(1) On peut voir la théol'iede .eette cubique dans notre Tratado de las curvas especiales notables, ouvrage 
-coul"onné et publié parl'Académie des Scienees de Madrid (Madrid, 1906, p. 16). 
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pour la rapporter aux coordonnées polaires, 

(A cos3 (j + B (;OS2 (j sin (j + Ocos (j sin2 (j + D sin3 (j) p2 

+(E cos2 (j+ Fcos (j sin (j+G sin2 (j) p+ H cos (j+K sin (j =0, 

En représentant paI' pi et p2 le~ I'acines de cette équation, on a 

E cos2 (j + F cos2 (j sin (j + G sin2 (j 

PI + p2 = - A (;083 (j + B (;082 (j sin (j + Ü cos (j sin2 (j + D sin3 (j 

Supposons maintellant que l'équation dela droite c10nnée soit x = a, ou en cool'données 

polaires 

I 2 
P = cos (j' 

La condition pOUI' que la cubique cOIncide avec la cisso'idale d'ellc-même et de cette 

droite, c'est qu'on ait identiquement 

Pi + P2 = pi, 

ou, par eonséquent, 

E + F tang (j+ G tang2 (j =- a (A + B tang (j+ C tang2 (j+ D tang3 ()), 

quelle que soit la valem' de (j, Oette eonelition e8t done exprimée par les équations 

E=-aA, F=-aB, G=-aO, D=O, 

au moyen desquelles on voit que l'équation ele la ellbique doit avoir la forme 

(AX2+ Bxy+ Cy2) Cx - a) + Hx+Ky= 0, 

On peut done énoncer le théol'eme suivant: 

La condition pmtr qu'wte cubiqne soit lil cisBo"idale d' elle-même et d'une droite est qU'1me 

de ses asymptotes co"incide avec cette droite et que les deux aU{1'es se coupent e11 un point de la 

cubique, Ce point est al01's le pôle de l(t cissoidale. 

II résulte de ee qui précede cet Rutre théoreme, qui eontient celni rp,latif à la strophoidf', 

précédemment énoneé: 

Si deux asymptotes i:une cnbiqne se coupent en 7ln point de cette courbe, et si par ce point 

on 112ene une droite quelconque D, les tangentes à la cubique aux points ou elle est cOllpée par 
cette droite 7'encontrent la troisieme asymptote en deux points éqw'distants du point d'intel'section 

de D ave c cette demie1'e asymptote, 
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Une classe tres importante de cubiques auxquelles ces théol'emes sont applicables est celle 
des cubiques circulm'res qui passent pm' leur foym' singuliel'. Cette classe de cubiques com­

prend, eu effet, Ies cubiques considérées' par Van Rees et Chasles dans leur8 étucles SUl' les 
focales du cône de blJ,se circulair\' oblique (Corre.spondance rnathématiqlle de Quetelef) t. V e VI). 

IV. 

Voici encore une autre question analogue à la précédente: 
Che1'cher les cubiques qui sont cisso~dales d' elles-mêmes et d'une circonfé1'ence par rappO?'t 

à un point ou la cuMque et la circonfél'ence se coupent 

En prenant ce point pour origine des cool'données et la droitequi passe par le centre de 
la circonférence pOUl' lixe des' abscisses, l'équation polaire de cette courbe est 

p"=2acosO, 

et I'iclentité 

pi +P2=P" 

donne, au moyen d'une amtlyse semblable à celle qui fllt employée précédemment, les concli­

tions 

E=-2(tA, F=-2aB, E=2aC, F=-2aD, G=O. 

L'équation de la cubique doit dane avoir la forme 

(X2+y2-2ax) (Ax+By)+Hx+Ky=O. 

N ons avons lo théoreme suivant: 
Les conditions pOUI' qu'mw cubique soit cisso"idale d' elle-rnême et d'une circonférence pal' 

"appol't au point ou ces c01l1'bes se coupent sont les suivantes: lOque la cubique soit circulaú'(3j 

2° que le pô/e coincide ctrec le point oi!, la cubiqlle est coupée par son asymptote l'éelle; 30 que 

le centl'e de la circonfíl'ence cO~1!cide m:ec le fOY6r singulier de la Cllbique. 

FIM DO VOLUME SEGUNDO 

Hosted byGoogle 



INDICE 

I 

Pago 
Notes sur deux théorémes d' Abel relatifs à l'intégration des différenoes tinies (Acta ma-

thematica, t. XXVIII. Stockholm, 1901) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . 1 

II 

Sur la déoomposition des fraotions rationnelles (Jornal de sciencias mathematicas e astrono-
micas, tt. r e II). Coimbra, 1877 e 1878 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . 11 

III 

Varios artigos sobre diversas questões d' Analyse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 43 
J - Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite (Bulletin des Sciences mathématiques, 2.e sé-

rie, t. XVII). Paris 18lJB .. , ... , .. ........ .................................... 45 
II - SUl' une formule d'interpolation (Mémoires de la Société Royale des Sciences de Liege, 

2." série, t. x). Liege, 1883. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . 48 
III - SUl' la formule de Stirling (Nouvelles Annales de mathématiques, B." série, t. x). Paris, 

1891. .•.......... ' ... " ..............•.. : .. , .. . .. ..... .. .. .. .. .. .... ...... . . . 53 
IV -.:.. Sohre la teoria ue logaritmos (Gaceta de Matematicas elementales, t. r). Vitoria, 1903. . 58 
V - SUl' la fonction p (u) (Bulletin desSciences mathématiques, 2.' série, t, XVI. Paris, 1892. 63 

VI- Remarques SUl' un travail publié par N. Bougaiev (Bulletin de la Société phisico-mathé-
matique de Kftsan, 2.e sérif', t. xm). Kasan, 1903.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..• . . . . . . . . 67 

VII - SUl' le développement des fonctions satisfaisant à une équation différentielIe (Annales 
scientifiques de J'École NOl'male Supél'ieure de Paris, 3.e série, t. II). Paris, 1885 .. , . 71 

VIII - Deuxieme Note SUl' le développement des fonctions satisfaisarit à une équation différen-
tie11e (Annales scientifiques de J'École Normale Supél'ieure de Paris, 3,e série, t. III). 
Paris, 1886 ... ' .. ..,: ........................... ,........................... 74 

IX - SUl' un théoreme de M. Hel'mite relatif à l'interpolation (Journal fül' die reine und 
angwandte Mathematik, gegründet von Cre11e, Band C.). Berlin, 1887... . . . . . . . . .• . 77 

X - SUl; la réduction des intégl'ales eIliptiques (BulIetin de la Société Royale des Scienees 
de Bohême).Pl'ague, 1888 ..... " .. , .. .• ...•...........•........•..•......... 81 

XI - SUl' l'interpolation au moyen des fonctions eil'culaires (N ouve11es Annales de Mathéma, 
tiques, 3.e série, t. IV). P,u'is, 1885.. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . 86 

XII- SUl' un formule trigonométrique d'interpolation (L'Enseignement mathématique" t. VI). 
Geneve, 1904 .......................................... , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 

Hosted byGoogle 



Hosted byGoogle 


	Obras sobre Mathematica do Dr. F. Gomes Teixeira
	I - Notes sur Deus Travaux D'Abel Relatifs a L'Intégration Des Différences Finies
	II - Sur La Décomposition Des Fractions Rationelles
	III - Varios artigos sobre diversas questões d' Analyse
	IV - Integração das Equações ás Derivadas Parciaes de Segunda Ordem
	V - Três Artigos Sobre as Equações ás Derivadas Parciaes
	VI - Sobre o Emprego dos Eixos Coordenados Obliquos na Mecanica Analytica
	VII - Note Sur les Nombres de Bernoulli
	VIII - Sur la Série de Lacrance et ses Applications
	IX - Sur la Théorie des Cubiques Circulaires et des Quartiques Bicirculares
	X - Sur un Probléme de Gauss et un Classe Particuliére de Fonctions Symétriques
	XI - Sur Quelques Applications des Séries Ordonnés Suivant les Puissances du Sinus
	XII - Alguns Artigos Sobre Diversas Questões de Geometria Analytica
	XIII - Diversos Artigos Sobre Analyse Mathematica
	XIV - Dois Artigos Sobre Geometria Analytica
	Indice


