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NOTES SUR DEUX TRAVAUX D'ABRL RELATIFS A IINTEGRATION
DES DIFFHREECES FINIES (%)

1. Le premier des travaux d’Abel que nous allons considérer, fut publié¢ dans le Magazin
for Naturvirdenskaberne (Christiania, t. 11, 1823). Dans la troisieme partie de ce travail

Fuvres complites, 1881, t. 1, pag. 21) donne le erand analyste la formule suivante:
Z ? 9 3 p te) fel] y

O Se@=Sr@de— et | o B g

2 0 27 et —1

ot X o (x) représente l'intégrale finie de w(x) ot { une constante arbitiaire, et en fait appli-

T

cation & la détermination de quelques intégrales définies, qui avaient été considérées par Le-
1 o 9
gendre dans ses Hxercices de Caleul intégral, parmi lesquelles se trouve la suivante:

* sin ut dt
gt i 1 1

) - = ——+-—
0o et—1 et —1 u 2

(Vest de cette formule (1) gue nous allons premiérement nous occuper, pour en faire une
nouvelle application, en démontrant au moyen d’elle et de (2) la formule qui donne Pexpres-
gion de la dérivée d’ordre quelconque des fonctions de ¢?, connue par le nom de formule
d’ Herschell.

(1) Este trabalho fol publicado em um dos volumes das Acta Mathematica, consagrados 4 memoria de
Abel, que foram publicados na oceasifio do primeiro centenario do naseimento d’este grande geometra.

*



Appliquons, pour cela, la formule (1) & la fonction. e* 2", n étant un nombre entier po-
sitif et w un nombre quelconque, et remarquons que, au moyen de lintégration par parties,
on trouve

UL 2 (x4-1)
e Y e

et —1 g—1

UL 2N 2n
2 gu g — ™,

et par conséquent

oux et e 2 et 2n
b gie {172” — . x?n —— A m%n + < - i A2 m?n .. + < > A%z ',L.%J .
e e — e” —

En posant alors

27

P— g2 <21> ;wt2+ A (=1 5 ntan

B

an 2n—3
Q=22 ¥ <2n> @

3/ 28

on trouve

* ut ut dt 1 et et \%n
Psin — 4 Q cos ——> = (ﬁ" — A4 ...+ < ) A%n aﬂ"]
f(: < 2 Q 2/ et—1 et—1] et —1 et —1

a2 Qpp2n—t 1.2...2%

1 .

ul

Les coefficients des mémes puissances de ® dans les deux membres de cette identité
doivent &tre égaux. En considérant premiérement ceux de x? on trouve 1’égalité

* sin ul dt
ST 0121
f . 24_=,i__i+i+ ot c,
o €41—1 et—1 u 2 1.2...92n

qui, & cause de la formule (2), fait voir que C=0. Et, en y posant ensuite =0, il vient

* 3 ¢in ut dt
2 Q2 et et
— (__ 1)n+l [AO?‘" . A202n
o ev—1 (e" — 1)* et —1

e et n (20 a1 92n 1.2.. 2n
oo (GE) T amon | g

et —1




En appliquant la formule (1) & la fonction a?—te%, on trouve de la méme maniére

* ut
t?1—* cos 5 dt 92—t gu o
—(—1) i [Aoan—a — A2 (02—t
0

e‘ﬂl —1 (eu — 1)2 ot —

e\ 1.2...(2n—1
+o <_~ 1> A2r—1 Oan—aJ —(—1) 227:——1___16%__),.

elt —

Mais, d’'un autre cdté, en dérivant les deux membres de Y'égalité (2 ar rapport & u
y ’ g » P PP 7

2n—1 et 2n fois, on trouve

%0 20— a9 u_t di ) o N
: =(—1>n—122n—1tl-2---<2n—1>+d (e*—1) J
0 ef —1 u®" duin—1 ’

" 21 gin l—“~dt on .
2 =(_1>n+122n[1.2...2n_d (e —1) J
0 6‘7‘Ct — 1 uQn—H du2n

De ces deux égalités et des deux précédentes on tire la suivante:

dm (eu _1)—4 et [ " et 2 o et >m—1 (v
= ey | 20 —eu_lAO—{—...-_{:<——eu_1— A OJ.

Maintenant il n’a qu’un pas & donner pour obtenir la dérivée d’ordre m de y=f(¢*) par
rapport & u. Il suffit qu'on forme quelques dérivées successives de f(e*) pour remarquer

qu'on a

Z/(m) zf/ (6“) P + Af// (6“) o2 + Bf/// (eu) e3u _{__. .. +f‘(m) (eu) emzc,

A, B, ... étant des nombres, qui ne dépendent pas de la fonction considérée, et qu’on peut,
par conséquent, obtenir au moyen d’une fonction particulidre. En appliquant, pour cela, cette

formule & la fonction (¢* —1)~%, on trouve

]

(m)=___?u___ _1. e 1 9. e* >-—-.. 9 < et m—i
y sy [1, 1.24- % +1.2.3B <*eu_1 12w (5.

On a done

1 1 1
—_ 20m _— _A3(Om —_ Ak Om
A—I.QAO’ B- 1.2.3AO’ © 1.2.3.4AO’ o



et, par conséquent,
AZQm A3 Qm \ . :
y(m) __f/ (eu) ef‘ 5 f// (eu) 62“ 153 ff// (6“) esu + . f(m) (8“’) emu,

qui est la formule d’Herschell,
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2. Le second travail d’Abel, que nous allons considérer, fut publié pour la premiere fois
aprés sa mort, et se trouve dans le tome 1, p. 1, des (Huvres complites. Iy donne la repré-

sentation de l'intégrale finie Z—; par une intégrale définie, au moyen de laquelle il I'étudie.
2

Ici nous allons étudier la méme fonction en prenant pour point de départ une série qui la
représente, et en appliquant les méthodes da la théorie des fonctions analytiques.

Considérons la série

() x [,

m=t L m*  (m-4-x)”

olt « représente un nombre positif quelconque, laquelle contient comme cas particulier quel-
ques-unes qu’on trouve dans la théorie de la fonction I'(x), qui correspondent aux valeurs en-
tieres de =, et supposons que m” représente une quelconque des valeurs que prend 2% gquand
z=m, et qu'on détermine (m-}a)” par la condition de se réduire & la valeur choisie pour
m?, quand =0,

Cela posé, nous allons démontrer que la série considérée est uniformément convergente
dans une aire A, limitée par un contour quelconque, laquelle ne contienne aucun des points
d’affixes —1, —2, —3, ...

Pour cela nous remarquerons premiérement que, si 2 est le premier nonibre entier supé-
rieur & la plus grande des valeurs que prend le médule de « dans laire A, il suffit qu’on
démontre gu’est uniformément convergente dans cette aire la série

x -
Gorl_ 19
me==n-14 | m* (m —!— m)“
ou

®o
%
me==n-41 m% (772 ‘}— fl‘)a




ou

a—1
. <1 +0-’”—>
> m
m=nt+1  m(m-+x)®

?

ot A1, 0<b<1.
a—1
Or il est facile de voir qu’il existe un nombre M, que le médule de hx <1 —{—0£> ne
m
peut pas surpasser, quand x varie, sans sortir de l'aire A, et m prend les valeurs n--1,

n-+2, ... En effet, si a>1, on a

o—

a—t
}1+0% ) <2

2(1+0|%

quand m>n et |x|<<m; et, si <1, on a, en supposant encore m >n et |@|<n,

wd—(/. x 1—u n
ilHE ><1+07n-> >1-t
wla—l

et par conséquent 1+0Ei <n--1.
Nous avons done
m<1+o“‘">Hl
‘m M M - M
| mmte | mlmte Tmen—|@))  (m—n)

Mais la série
5 M

m=n-41 (m — n)a‘}"d

est convergente. La série (1) est done wuniformément convergente dans U'aire considérée A, et
elle définit, par conséquent, une fonction Ly (%), que nous allons étudier.

8. Soit x, 'affixe d’'un point quelconque de I'aire A. Chacun des termes de la série (1)
peut 8tre développé en série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de x— ),
convergente & 'intérieur d'un cercle dont le centre est le point d’affixe «, et dont le rayon R
est égal ou supérieur & la distance de ce point & celui des points d’affixe —1, —2, —3, ...
qui en est plus prochain. Mais, d’une autre c6té, la série (1) est uniformément convergente



dans tout cercle de centre x, et de rayon inférieur & R. En appliquant un théoréme de
Weierstrass bien connu, on voit done que la fonction définie par la série (1) peut &tre déve-
o, convergente & l'intérieur du cercle
de rayon R; et que, par conséquent, elle est regulitre en tous les points différents de —1,
—2,—3, ...

Il convient encore remarquer que —1, —2, —3, ... sont des points critiques de la fon-

loppée en série ordonnée suivant les puissances de @—

ction considérée et qu'on a

1
Li(@)=———+4+Px+n), n=—1,—2, —3, ...
(@ LR, )

P(x+n) répresentant un développement ordonné suivant les puissances de x-+n qu'll est
facile d’obtenir, et que cette égalité a liew pour toutes les valeurs de « représentées par les
points de I'intérieur d'un cercle dont le centre est le point d'affixe —n et dont le rayon est
égal 4 I'unité,

4. En développant Ly (%) en série ordonnée suivant les puissances de z, on trouve le

résultat
a(a+1 cafae+1) (a2
Li(m)zaSaHw—%é——)Sﬁ_QwQT;I—QFT—)SQHw:*—...,
en posant
1 1 1 :
(N T B Bl
SL‘—‘-_{ 2i+3i+4i+"‘7

laquelle est convergente & lintérienr de la circonférence de centre O et de rayon égal &
'unité.
On tire de cette égalité les suivantes:

L (0)=aS,.;, LIO)=—a(at1)S, 4, ...

dont nous allons faire usage en cherchant le développement de la méme fonction en série or-

donnée guivant les puissances de PR

Pour cela, remarquons, en premier lieu, que la droite tirée par le point d’affixe —1, per-
pendiculairement & l'axe des abscisses, divise le plan de représentation des # en deux demi-
plans et que, dans celui gui contient le point d’affixe O, la fonction Ly (x) est holomorphe. En
appliquant maintenant un théoreme que nous avons démontré dans le Journal de Crelle



(t. cxx1, p. 98), on conclut gue la fonction Ly (@) peut &tre développée en série de la forme

Li@= 2 A (5g)"

convergente dans ce demi-plan. On détermine A, au moyen de la formule

N

qui donne

1 2 2” n
Ay=2L4 (0)+ ¢ n—1)~ L1(0)+< ) Ty L O+ .+ L),

ou

—1\ 9 /
A, =248, _(n_1)lza<a,1)sm+<l )ma(a—{—l)(a—k?)sa_w

2n
+1 9 a(a—|—1) (e+n—1)8, 1y

$. En dérivant n fois la série (1) par rapport & @, il vient

">.7;'=—"*4aa D...(atn—1 5 ! —.
() ( ]) ( + ) ( + )m_d(m_|_w>o+n

Done entre la dérivée d'ordre n de Ly {(w, «) et la fonction Ly (&, a +n) existe la rélation

Li’l)<m,a>=<——1>"a(a+1>-a-<a+n—1>[L1<W+“>— : 1

et M

&. Nous avons supposé jusqu'ici que les bindmes qui entrent dans la série (1) sont des
branches quelconques des fonctions qu’ils représentent. En nous plagant maintenant dans un
point de vue plus particulier, nous supposerons qu’on choisit les valeurs des quantités
1%, 2%, 3%, ..., qui entrent dans cette série, de maniere qu’elles coincident avec celles que
prend, dans les points d’affixe 1, 2, 3, ..., une branche uniforme de la fonction z”, déter-
minde par une certaine valeur initiale et par une coupure, qui parte du point d’affixe O et

VOL. 1I B
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que @ ne puisse travesser, et quon prend pour valeurs des binomes (1-x)*, (2-+z)%,
(3-+m)% ... dans chaque point celles que prend la méme branche de 2” dans les points
1+@, 242, 3+, ... Alors, si 'on change dans la série (1) @ en .+ 1 et si l'on repré-

sente par K, et K, les sommes des @ premiers termes des deux séries, on a

1 1

K, —Ky= ——— —
(1+2)* (at+1-+z)"

et, par conséquent, en posant a = oo,

1
Ly(x+1)—L; (@:(1_—}—90)”

1
La fonetion Ly (x) représente donc Vintégrale finie de 1 —, et Ly(x—1) celle de —.

La fonction Lj(x—1) coincide done, dans le cas particulier maintenant considéré, avec la
fonetion L (%) de Abel.
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SUR LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIDMNELLES

Jornal de Sciencias Mathematicas e Astronomomicas, tomos I e IT.
Coimbra, 1877 e 1878)






SUR LA DECOMPOSITION DES FRACTIONS RATIONNELLES

1. Toute fraction rationnelle de « peut &tre décomposée en un polyndme entier et en une
fraction dont le numérateur est d’un degré moindre que le dénominateur.

Cette fraction peut étre encore décomposée, comme on sait, en d’autres, dont les déno-
minateurs sont des puissances d’un bindme du premier degré en x. Beaucoup de géometres
se sont occupéds de la détermination des numérateurs de ces fractions, et ont méme donné des
formules générales pour les trouver, mais ces formules font dépendre les numérateurs les uns
des autres.

Le savant géomdtre M. Hermite a donné, dans son Cours d’Analyse, des formules directes
pour trouver les numérateurs des fractions simples, dans lesquelles ou peut décomposer la

1
(@—ay @—0)F

Le but de ce travail est de généraliser cette doctrine, pour donner une forme, que je

fraction rationnelle

crois nouvelle, aux formules qui donnent les numérateurs des fractions simples, dans les-
quelles on décompose une fraction rationnelle, forme qui a 'avantage de donner ces numé-
rateurs independamment les uns des antres, Les formules, auxquelles je parviens, contiennent
les formules de M. Hermite comme cas particulier.

2. Toute fraction rationnelle propre, aprés avoir été réduite 4 son expression la plus
simple, peut &tre décomposée de la maniére suivante:

Fy (x) Ay Ao “
F (x) =>x—a4 (:c——cu)—2 (:c——a;)_"'—

B B Bg
x— g (v — ag)? (e — ag)T3
DT .

Ly L, Ly
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Ay, Ag, A3, ..., By, By, ..., Ly, Lg, ... étant des constantes, et
F(x)=(@—a)” (m—az)g . (w——a,z))‘.

Le probléme & résoudre est Ja détermination des quantités Ay, Ag, ..., B, By, ..., Ly, Lo, ..
Nous supposerons premiérement Fy (z)= 1.
Evidemment
1 1 1 1 1

(w—ay) (az——ag)=a.1——a2' x—ay  og—ai x—az’

donc, en multipliant les deux membres de cette égalité par P ot en appliquant ensuite
—ag

1 1

(x—ai) (z—as3) et {(x— a2) (w_a3)7 il vient.

la formule précédente aux produits

1 B 1 1 11
(@—ar) (x—ag) (@ —as) (a1—ag)(w—a3) a—a; = (ta—ar)(aa—a3) x— az
+ 1 1

(a3 —ay) (a3 —ag) '@ —az’

En continuant de la m@me maniére, on obtient en général la formule suivante:

1 1 1
(w—al)(m—ag)...(w—an)= (g —ag) (@1 —az). . .(ay —a,)  &—ay

1 1
1)) - (az —ai)(az—a3). . {ag—a,) .~ @ —ap
P

1 1

Mais, d’un antre c6té,

1 1 Ry 2 he—t
= — -
x—ar—h z—ar (@—a)? (w—ay)? (®—ai)*
1 1 N bR N £t .
(2) d)—ag——ha ——&7——:72 (w_a2)2 ! (m__aﬁ)g oo (m_a&)g ..
1 1 By 2 A
— = +— — T
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et
1 1 hy— Ty (ha — hy)?
ai—l—}li—(ag—{—hg)_al.—ag (a1—~a2)°~’ (d1—a2)3 .. .’
1 1 hy—hy , (ha—Tu)?

aj+hy— (a3 + h3) ar—az  (ar—az)? ' (a1 —as)?

................................................

1 ' _ 1 77,,1 — 711 (77,'N — /21)2 +
a1+ by — (ay+ hy) A —ay (ar—ay)? ' (ar—a,)? T

En remarquant que le coefficient de 2™ Z* dans le développement de (&—h)min est
(—1)m [(m—+n) Cn], les formules précédentes se transforment dans les suivantes:

1 I hi—__}i‘___|_
ap+hi—(a2-the) ar—ay ' (ar—ag? T

w1y (@ +B—1)C37 5,8
FECY (ay — az)? B AT A
1 1 hy —hy T
ay+h—(as+hs) ar—ay (a—az)® T
3 s 1y = DOV
3) +E(1) (o — ) T

3! 11—
A i S

1 L 1 ﬁ—: hy
ay + by — (a,+ hy) T ar—ay (ay — w,)?

PRI Lo B (el st AP Lo FYS I
(ar — an)aw—” +A ' ’ ’

4.,

dans lesquelles ¥, ¥, ..., 8®—1 peuvent avoir toutes les valeurs entieres et positives.

En substituant les développements (2) et (3) dans la formule (1), apres avoir changé en
celle-ci: a1 en ay+ ki, a2 en as+he, az en az-+ k3, ete., et en égalant les coefficients de
B2 hE“l k;_i ees hZ;_i dans les deux membres, on obtient une équation, dont le premier

1 . . .
membre est — -— et dont le deuxiéme membre est une somme de fractions simples, dans

F ()

lesquelles se peut décomposer.

1
F ()
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On trouve ainsi que le numérateur de la premidre fraction, c’est & dire de la fraction

1
———, est
xr—ay

g (B DO [ 1) O] [(h =350 — 1) Cb0—11]
(4) Ay ( 1/ (ai _ ag)ﬁ+8/ > (al . a3>’f—f—3” > > )\+3(N—1} ’

.o g

(01 — a)

en étendant le X 4 toutes les valeurs entieres et positives, gui satisfont & I'équation indéter-
minée:

6)] ¥ ) =g — 1,

As A 5 . .
1 e peut &tre obtenu de la méme maniére, Nous
x—ay)?

Le numérateur de la fraction
avons dans ce cas:

_ ¥—1) 0¥ 1) CY 3=t — 1) OB—1)]
Mo g [BHY=DO] [ —DOV] [
S (@ =T @y T g D

H

B A 8 e ) — a2,

VTR ; A :
En général, le numérateur de (—J;_)ML est donné par la formule
r—ay

) ! / o S " K pin—1) __ (n —1)
@ =1y e BRI et =D e
(al . an)l-—{»o

?

5= <
(ay — ag)tg+° (ag — ag)H_O
en posant
A A ey LR = g

b B B 0 it d
X —— 1l su e
(x—aa;)’ (a)—ag)27 ’ (x—~a2)5

Pour trouver les numérateurs des fractions
changer dans les formules précédentes « en B et a4 en as.
Cy Ca Cy

De la méme maniére on trouve les numérateurs des fractions —, e T
x—ay (@— az) (x—u2)

en changeant dans les formules antérieures: « en {, et ay en as.



En continuant de la méme maniére on obtient tous les numérateurs des fractions simples,

dans lesquelles on peut décomposer la fraction FA:(lm_)
En faisant dans le formule () ay=4a, aa=25, =0,
Ay, Ag, ... les expressions

et (B2 =2) Cla—1)]

..., h=0, on obtient pour

8- a—3) C (a—2)]

3

gt DT :

(a—b)yr+E—2

g .

qui s’accordent avec les formules qui se lisent dans le Cours d’Analyse de M. Hermite, en

changeant « en a+1 et 3 en B+ 1.
On aurait pu aussi déduire ces formules des formules connues

1= A, a(abjgi))(.(l.i?z.1 ’
0=A4w- (f J(;T;L(m 2 A1) &%1)“1()(11)2’
0= Ay g B A e
0 A FEC V@) oy Ry

@ " 2a—1)...a A PR

mais le calcul anvait été beaucoup plus compliqué.

3.

avons premierement & résoudre 'équation indéterminée:
3/+3//+a///+» . .—}—B("_'”=m7

ol O, V1, B, ...,

en beaucoup de questions importantes d’analyse.

On voit que, pour calculer les numérateurs Ay, Aq, Aj, .

Ay )
[73

Cey Bi,:Bg, Bg, .

«y NOUS

80=1 doivent &tre des nombres entiers et positifs, probléme qui se présente

On peut, pour cela, suivre une régle due & Hindenbourg, que nous allons extraire des
Institwigles Mathematicas de Simies Margiochi, en renvoyant pour sa démonsiration & cet

excellent ouvrage.

VOL. II
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En supposant

m, =1, (+1,i+2, ..., m

mP =m, m, m, m,
‘i (3] 419 "i4+39 vy m
H @ 2 @ @

mP =m®, m3, m, ..., m¥

L T I R R R 0.

/ P N (n—2) (n—3) NI/ . (n—3) (n—4)
O =m--m{ P, V= mi — N = m, m
F0=8 — @ __ p® 0= @ =) _

B0 =m® —m®, 3V = —m, D m,,

que 'on doit développer en ayant égard & la signification des symboles.
Si, par exemple, I'équation indéterminée est

etytz=4,

il viendra

™

==m

=A—m® e ®
w=4—m, y=md —m .

(1h}
ou, ayant égard & la signification des symboles,

=4 —mg, y=mg , 2=0
w=4—my, y=my- 1, 2=1
x=4—mg, y=ma — 2, z=2
x=4—my, y=m3—3, z=3

rx=4—my y=m —4, 2=4.

La premiere ligne donne cingq systémes de racines, la deuxieme en donne quatre, la

troisidme en donne trois, ete. Ces solutions sont:

4,00 3,1,0 2,20
1,3,0 0, 4, 3,0, 1
2,1, 1 1, 2, 0, 3,
2,0, 2 1, 1, 0, 2,
1,0,3 0, 1, 0, 0,
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Je vais exposer maintenant une antre régle, que je crois nouvelle, pour résoudre la méme
o) 9
question, et qui est plus avantageuse pour notre but, parceque non seulement nous avons &

résoudre 1’équation
DA 4 ) =,
mais encore les équations

B A AR e D = — 1,
¥ AN L ) = — 2,
O Y L) = — 3,

Pour plus de clarté, nous allons raisonner sur un exemple, mais il est facile de voir que
ce que nous allons dire est général,
Soit proposée I'équation

xty+zti=4.
Ecrivons premiérement

4,3,2, 1, 0.

Eerivons ensuite devant chacun de ces chiffres ceux qui lui étant additionnés donnent 4
ou moins de 4. On obtient

Devant chacun de ces groupes mettons les chiffres qui ¢tant additionnés aux chiffres du
groupe donnent 4 ou moins de 4. Il vient

4, 0,0 3,1,0 3,0, 1 3,00 2,2,0
2,1, 1 21,0 2.0, 2 2,0,1 2,0, 0
1, 3,0 1,21 1, 2,0 1, 1,2 1,1, 1
1, 1,0 1,0,38 1,0, 2 1,0, 1 1,0, 0
0, 4, 0 0,3, 1 0,3,0 0,22 0,21
0,2, 0 0,1,3 0,1, 2 0,1, 1 0, 1,0
0,0, 4 0,0, 3 0,0,2 0,0, 1 0, 0, 0.
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Devant chacun de ces groupes mettons maintenant les chiffres qui additionnés & ceux de
ce groupe donnent 4, et nous obtiendrons:

4,0,0,0 3,1,0,0 3,0,1,0 3,0,0, 1
2,2,0,0 2,1, 1,0 21,0, 1 2,0,0,2
2,0,1,1 2,0,0,2 1,8,0,0 1,2, 1,0
1,201 1,1,2,0 1,1,1,1 1,1,0,2
1,0,3,0 1,0,2,1 1,0,1, 2 1,0,0,3
0,4,0,0 - ~0,8,1,0 0,3,0,1 0,2 2,0
0,21, 1 0,2, 0,2 0,1,3,0 0,1,9, 1
0,1, 1,2 0,1,0,3 0,0,4,0  0,0,8,1
0,0,2,2 0,0, 1,3 0,0, 0, 4

qui sont tous les systéme de racines entiéres et positives de I'équation proposée.

Il est convenable, pour voir si Uon a oublié quelque systéme de racines, de chercher une
formule qui en donne le nombre. C’est ce que nous allons faire.

On sait par 'Algebre que

[m4n)Cn]=[m+n—1)Cn—1)]4+[(m+n—2)C(n—1)]+..
+-[(m+n—q) C(n—1)]+4[(m~+n-—q¢) Cal,

d'ott 'on dédnit

[(m42)C2]=[(m+1) C1]+[(m +2) C1] +. ..+ [2C1]+ 1,
[(m+3)C8]="(m+2)C2]+ [(m+1)C2] +...+[3C2]+1,
[(m+4) C4] = [(m+3) O8]+ [+ 2) C3] 4. ..+ [4C3] +1,

{'m+n—2)C(n—2)]=[(m-+n—3)C(n—3)]+[{(m+n—4)C(n—3)]+...+[n—1)C(n—3)]+1.
Cela posé, considérons premiérement I’éguation

& ¥ =m.

Le nombre de ses racines entitres, positives ou nulles, est égal &4 m—+-1; et nous avons,
par conséquent, en représentant ce nombre par Ng,

No=m-+41=[(m-+1)Cl1].



En considérant ensuite 1’équation
! Ui Py
3 -9 40" =m,

et en remarquant que le nombre N3 de ses racines est égal & la somme des nombres des
racines des équations

B’~i—3”=m, ¥+t =m—1,¥ +¥=m—2, ..., ¥ 498" =0,
on trouve

Ny=[m+1)C1]+[mC1]4-[(m—1)C1]+...+[2C1]+1,

et, par conséquent,

N3=[(m-+2)C2].
En continuant de la méme maniére, on est conduit & poser
Np—g=[(m+n—3)C(n—3)],
ot N,_qg représente le nombre des racines de 1’équation
L L =

Pour établir cette formule, nous la supposerons vraie, et nous allons démontrer qu’elle
subsiste quand I’équation proposée est

I R L J

Pour cela, il suffit qu’on remarque que le nombre des racines de cette équation est égal
la somme des nombres des racines des équations

O - A =,

¥ebd 4D =m— 1,
RS TS S )

........................

I VIR I

et qu'on a, par conséquent,

N,,_1"=[(m+n~3)C(n~—3)]+[(m+7a~2)0(9z—3)]+...+[(n—1)0(n——3)]+1,



ou

Nyy=[m+n2—2)C(n—2)].

Cette formule donne donc le nombre des racines entieres, positives ou nulles de 'équa-
tion indéterminée considérée. ‘

Dans 'exemple proposé nous avons m=4 et n=>5, done N3=3b.

Aprés avoir résolu 'équation ¢---y-+z-+¢==4, pour résoudre I'équation x4 y-+z-+t=3,
il n’est pas nécessaire de répéter tout le calcul précédent, parceque il suffit dans les groupes
de trois chiffres de joindre & chacun un chiffre tel que la somme des quatre chiffres du groupe

soit égale 4 3. Il vient ainsi

3,0,0,0 2,1,0,0
1,2,0,0 1,1,1,0
1,0,1,1 1,0,0,2
0,2, 0,1 0,1,2,0
0,0, 3,0 0,0, 2,1

,0,1,0 2,0,0,1
, 0, 1 1,0,2,0
3,0,0 0,2,1,0
J1,1, 1 0,1,0,2
0, 1,2 0,0, 0, 3.

~

R e R

Pour résoudre I"équation

et+ytzti=2

il suffit de poser devant chaque groupe de trois chiffres un chiffre qui additionné & ceux du

groupe donne 2, et il vient:

2,0,0,0 1,1,0,0 1,0,1,0 1,0,0,1 0,20,0
0,1,1,0 0,1,0,1 0,0,2,0 0,0,1,1 0,0,0, 2.

De ]a méme maniére on obtient les systemes de racines de ["équation

m-»{—y{—z-%t:i,
qui sont
1,0,0,0 0,1,0,0 0,0,1,0 0,0,0, 1.

Comme application de cette doctrine, décomposons en fraction simples la fraction ration-

nelle suivante:

1 1
28— 62} 142t — 162° + 922 — 2u T e—1x—2)x
A A As Ay B C
x—1 r(:Jc—l?a i—(.'10—1)3%_(ac~lyﬁ‘l—-—m_———‘?—%__.'zv_'



23

En posant dans la formule (6) i=1, a=4, =1, =1, ap=1, a2 =2, a3 =0, il vient

peyprey] | 1

T L
. (1) (— 1)1—}—0’ 118 (—1)°

étant 8’ 9" =3, et par conséquent &' =3, 2, 1, 0; ce qui donne A;=0.
De la m&me maniére on obtient, en posant ¢==2,

Ay=--3 ! -, ¥4 =2
(_ 1)8’ 9
ce qui donne 3'=2, 1, O et par conséquent Ay=—1,

En continuant de la m8éme maniére, c’est & dire en faisant =23 et 3’ 48" =1, et aprés
=4, ¥43"=0, il vient A3 =0, Ay =—1.
La méme formule (6) donne

(1) C0] "
B=Em4—23q, 5"}‘5’—0,
»oa e . 1
d’ott 'on déduit B = 5
On obtient aussi
[(B+d¥)Co]
o=* (— 1)l (g1 V=0,
. 1
ce qui donne C=— 5
Le résultat de la décomposition de la fraction proposée en des fractions simples est done
le suivant:
1 1
1 —1 —1 2 2
ab —6ad | ldat —162° | 902 — 2w (2 — .1)2%“@—1)45%—2 T
Py ()

4. Nous allons passer maintenant & la décomposition de la fraction rationnelle en

F ()

des fractions simples.
Nous avons

Fi() M M M, | #@

F@) o—a @ ay = m—ar t@




o (%) = (x— az)ﬁ (a:—ag)‘( o — anhy

et nous allons déterminer les constantes My, Mo, Ma, ..., M,

En faisant @ = a; -+ £, il vient

F.| (a1 + }l) 1\11 1\12 Mg, @1 (CM + }l)

VF (a1 + 1) o h* S Y wlas-+h)

Le quotient de la division de @4 (a; + %) par ¢ (a;+ k) ne peut contenir que des puissances

entiéres de k, parceque « (a1) n’étant pas nulle, ﬂg(%) ne peut pas 8tre égale 4 Vinfini; et par
o (x
. 1 1
conséquent My, My, Ms, ..., M, sont les coefficients de T dans le dévelop-
. (04 -+ h) . .
ement de suivant les puissances de A.
P Tla, Tk L

Cela posé, nous avons

Filey AiFile) AFi(w) A F(x)
F () N x—ay (x— a1)? o (@ — ap)*
BR@ BR@ 3R

— (o — ag)? (e — ag)ﬁ

e Y
LiFi(e) LaFy(x) Ly ¥y (=)
Sy

{(— dty) (x—u,)? (e—ay)"

Ay, Ao, ..., By, B, ..., Ly, Lo, ..., étant des constantes que nous avons déja déterminées
? > ? ) ? ? 3 ? ?
précédemment.

En faisant @ = ag+ % dans le premier terme de cette somme, il vient

{Fy (an +-R) By (a1) + AF" (1) + % R2F (a)+. ..

Ad ) ! 7

1 ”
=A; ALFy (ai) A F (a) -+ O} Ay RFY (a4) +...

De la méme manitre le second terme de la somme donne

9 1 ; ; . "
&éﬁ;l)]ﬁl = Ao A2 Ty ((14) - Ag 1 By (ax) - —é— Ay Fy (a;) 4.,
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et le troisiéme donne

h , 1 " 1 o
Az —}?—‘—(—%—t—)=A3 h—3Fy (a‘)—}—As A—2EFy (a1)+—gﬂA3 h‘f‘Fi (al)‘{'ﬂASFi (a;)—{-... .

et on peut continuer ainsi pour tous les termes de la premiere ligne.
En faisant @ = ay 4+ % dans les autres lignes, il ne viennent des puissances negatives de
k, et pour cela il ne faut pas y avoir égard.

. 1
Les coefficients de & seront donc

ATy (CL{), As F; (al), .. F}a_” (a(),

T2 (a—1)

et par conséquent

, A
Mi= Ay Fu () + A Fi (1) .+ 5 - F{& (ay).

2. (a—1)

Additionant séparément les coefficients des sécondes, troisiemes, etc. puissances de 7
on obtient les valeurs de Ma, M3, Mi, ..., ¢t nous avons ainsi les formules suivantes:

. 1 " A

M= At Fr(a)+ A Fi(a) + 5 s Fi (@) 4 o+ y5— .“—Za—-— 0 P (),
, 1 y Ay

My = Ag Fy (1) + A3 F (ar) + 3 AcFylay)+.. .+ 1—'2‘—‘—%&1'5)“ {2 (a1),
. 1 " A

Ma=A3 Fy (“i) + A Iy (a‘) + TAJ Fi (ai) +.. -t iTEza— 3) F1<0—3) (a4),

Ma = A(/, F.1 (cq),

qui sont les formules que nous cherchions.

Pour trouver les numérateurs Ny, No, N3, ... des autres fractions simples dans lesquelles
on peut décomposer %}, dont les dénominateurs sont @ —aa, (x— a2)?, ete., il suffit de
changer dans les formules précédentes as en as et Ay, Ag, A3, ..., Ay en By, Bo, Bs, ..., Bg.

Il faut faire des changements analogues pour trouver les autres fractions simples.

VOL, 11 D
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On aurait pu aussi déduire les formules précédentes des formules connues:

F® (ay)
Fi(ai)=M“' a(a—l)...?.l ’
' Flt1) P (ay)
o) =M, —go 35 P gnTr. 3
) ple-+2) | Tl () F) (@)
Bl =N gy as T e g e s T el o

Soit, par exemple, & décomposer la fraction

x?—8x+5 M My | M M, N P
w6—6x5+14m4‘—169@3+9w2—29@—(ww——l)[*Jr(w—l)g ‘ (m_1)2+x_1+m—2+3¥

Les formules (7) donnent

My =8 A1 — Ag+ As,
My =8As — Az + A,
M; =3 A5 — A,
M, = 8 As,

mais nous avons déja vu que

Ar=0, Ap=—1, A3=0, Ay =—1,
il g’en suit donc que

My=1, Mg=—4, Mag=1, M; =—3.

De la méme maniére on trouve

mais nous avons déja vu que By =5 et Cy=— -, done
~
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et par conséquent

3
x?—3x+D 1 4 1 3 2

wf — 6z 1ot — 1625+ 90— 22 2—1 (v— 1)2+(m——1)3_(w—1)4+w—2—

5‘
quelques formules, dont nous aurons & user plus tard.

& | vo| on

Comme application de la décomposition des fractions rationnelles nous allons déduire

On sait que toute fraction rationnelle propre peut &tre développée en une serie ordonnée

1

T

. Nous avons donc

suivant les puissances entiéres croissantes de

Fy (=) oy ™3
¥y~ w "

w3 A
o) + o5t

22

et nous allons déterminer wi, ws, w3, ete.

En développant en serie les fractions simples, dans lesquelles on peut décomposer
il vient
M, ! a, | a; I
=M/ |—+—+—+ )
x—a e ot A
- 2 -
LR ] [ -
r—d, x oz 2 i
P, "1 a, ai )
- =P | =t —=+—5+
x—ay lae 't 2 xz
....... ey,
done

XM, a?

M M M e
: e B LU

¥ -
x— a, x

en étendant le ¥ & toutes les racines de F (z)=0.
De la mé&me maniére on obtient

M; 1 a, al "!
=My | =+2—=+3F=+..
(w__a1>2 M, L:EQ—!— y+9 P + P

M; 1 a a’
(x—cu)3= 3{ sH3 6 st J’

T (@)
F(z)’
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et par conséquent

» —
2 gEMa
M M EM M,
= (w—aax)3_ mﬁs + a1+6 a'"l‘ )

.......................................

Fy (@) ,

En égalant maintenant le développement de F @) 4 la somme des développements des
Fi(z) '

Fio) peut &tre décomposée, il vient:

fractions simples dans lesquelles

%+%+%+'..= 23I1+EM,a,j—ZM2+EM,a’f+223M.,a,+EM3

4 &

+2Mﬁ+3zmﬁjazmm+zmqﬂ“

&
En égalant donc les coefficients des mémes puissances de @, on obtient les formules:

o, =2 M,

0e=2SM,aq +ZM,
wy=EM,al+2¥M,q,+X M,

o, =XMal-L3EMya’+-3EMya, +XM,

n général, on obtient la formule suivante:
ou=SMa-FnC1EMai "'+ nC2]EMyai+.. .+ Cp]EM,,, ai7+.. . +EM,,,

comme il est facile de voir en ayant égard aux termes généraux des développements des

. . . . 1
fractions simples, qui donnent pour les coefficients de — les valeurs:
@

n Ay (2 + 1) n-—-i X 3 (‘3 ;_ 1)7 n n—2 4 (4 + 1) - R ]
EMoa, Mo @—n ’ “MLz_@_mm’ Mlz.m—&"
ou
SMa, ntMyat, TPTDSM e ete

1.2
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6. Comme on sait, un des principaux usages de la décomposition des fractions ration-
nelles se rencontre dans le Calcul intégral, lorsqu'il s’agit d’intégrer ces fractions.

i . ¢ , ) .
Ainsi pour intégrer I @) dx on décompose la fraction (@) en des fractions de la forme

F () F (@)

————, et aprés cela on intégre ces fractions au moyen des regles connues.
(@ —a)™

- En faisant donc usage des formules que nous avons données précédement pour la décom-
position des fractions rationnelles, nous avions & employer les formules (6) et (7). II est ce-

pendant plus simple de décomposer seulement la fraction Fi?) au moyen des formules (6).

En effet
Fi@, o (" GFi()
f——F @) de=12 E—a) dx
* En intégrant par parties, on obtient

Fy () . Fy(x) Fi (z) dx
f T ©7 % [” G —ayt & : 1]'

De la méme maniére nous avons

Fy (z) dew L Fy (@) n 1 Fi () da
r—a)t (k=2 (x—a)? k-2 ©— a2
(#—a) (b—2) (z— ) @—a)

Fy (@) de _ Fy () 1 Fy' (x) de
(@—a)=2  (b—3)(@—a)? T3 (& — a3

..................................................

et par conséquent

Fi@de o q [, F ()
F) L k=1 (w—ayt

. 1 F (=) B 1 Fy (=)
(k—1)(k—2)" (x—a)—2 (k—1)(k—2)(k—3) ~ (x—a)—3

......................................................................

B 1 F= () dw f F{ (x) da:
(k—1)(k—2).. (lc—n) " (— atn (k—l) (k— 2) (k—mn)" :v——-a)k—"

Considérons cette dernitre intégrale.
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Comme Ity (x) est une fonction rationnelle et entitre, une de ses dérivées doit étre une
quantité constante.
1.2 Si F{? () est cette dérivée constante, et £— n > 1, il vient

PP ()de F (z)
(w—a)f—n —  (F—n—1)@@—a)—1
et Vintégrale de la fraction T )>k da est algebrique.

2.° Si F{ (x) est constante, et £—mn=1, il vient

(n)
f I (@) de FY ().l (@ — a;),

€*—a;

et I'intégrale de = Fi (e )>] dx est transcendante.

® Sik—mn est égal a l'unité, avant de F{ (x) &tre constante, on obtiendra

FP () de Agm -+ Brm—1 1 4K
x—a; x— a;
()
f Fw (—ac)adoc = faac’” Ldg - Vf‘bac’"“2 da -+ fcac’”—3 dae+...-F f

1 m—A_
Ziw_+_zﬂ_+. ootk - RI (. — ay),

m m—1

ou

olt a, b, ¢, etc., sont les coefficients des puissances de x dans le quotient de la division de
F{ (x) par x—a;, et R est le reste de cette division.

Fi (@)
( z)k

L'intég rale de

de ¥{" (x)=

dx est done algebrique si R est nul, ¢’est & dire si a; ast une racine

R .. Fi(x
7. La décomposition de la fraction rationnelle > @)

F (@)

avons parlé au n.° 4, peut &tre encore obtenue d'une autre maniére, que nous allons

en des fractions simples, dont nous

exposer.
La fraction proposée est

Fy (.’E) Ao wm LA a4 Ay g—2 + - Am
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Divisant le numérateur de cette fraction par @ — by, appelant ¢ (x) le quotient, et remar-
quant que le reste est Fy(4;), en vertu d’un théoréme d’Algébre bien connu, nous avons

¥y (:L')
x—Db,

=9 @)+

Fi ()
w—-—h

Divisant les deux membres de cette égalité par @ — b2, et appelant o; (x) le quotient de

la division de ¢ () par @ — bg, il vient

@ () Fy (b))

Ky () .
IR Ay o Py s oy b

(x—by) (x—Dg)

En continuant de méme on obtient les égalités suivantes:

Fy (x) C— (.’L’) 4+ i?4_<b_32 ¢ <b°2) Fy (ZM)
(—by) (w——bz) (13——63) v x— by (CL—~63) (x— b3) (oc—bl) (.’L’—bg) (:I:——b3)7
- F\ () s 200, ) o (b)
(& —0by) (e —ba) (w—b3) (x—bs) ° x—by " (e—b3)(e—bi)  (w—ba)(w—ba)(w—bs)
Iy (6,)

ERCE AT N e —

® 6 9 4 4 6 4 & 4 0 4 4 F s 4 s e C 8 9 a8 0 4 & o o 4 6 O € 4 s s e s s e 0 % O 4 4 E e e 0 &40 S s e s a4 e sB S o s e s ae 0 8o

@"_—9 (bﬂ> 0 Cn—3 (bn—i)
x— bn ( (CC - bn»—i) (CU — 6n> o

o) . Ty (b
; \w~b3) {x— by). . (x—b,) ' (x—b1)(x-—ba)...{x— b”)'

Cette derniére formule résout la question proposée, parceque les numérateurs des fractions
qu’y entrent sont constants, et nous avons déja donné au n.” 2 des formules pour décomposer
les fractions rationnelles, dont les numérateurs sont constants. Nous devons encore remarquer
que les formules précédentes sont applicables dans le cas de T () contenir des facteurs égaux;
il suffit alors d’y rendre égales celles des quantités by, bg, b3, ... qui correspondent aux
facteurs égaux.

Quand le degré de Iy (z) est inférieur de ¢ unités & celui de I (») quelques unes des
quantités o, (%), o42(bn), Pu—s(bu_1), ... sont nulles.

Nous ferons encore remarquer que, dans le cas de I () =0 donner, par exemple, « ra_
cnes égales & ay, faisant by = by = b3 =. . .= a1, et continuant & appeller az, as ... les autres
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racines, dont les degrés de multiplicité sont B, 7, ¥ ..., nous aurons en (8) des parcelles de
la forme suivante 4 décomposer:

1

@—a)* @—a)f... (@—a)l
1

(0 —ay, " (x— ag)B - (a}—an)?"
1

@—a)* 7 @—a)f .. (z—ap"
1

(x—a)™ (@—as)? ... (x— a,,)7‘7

...........................

En décomposant la premiére au moyen des furmules (6) du n.° 2, on obtient Ay, As, As,
etc., qui sont les numérateurs des fractions dont les dénominateurs sont & — ay, (¥ — a1)?,
(@ — a1)?, ete.

Aprés, pour décomposer les autres fractions, il n’est pas nécessaire un nouveau caleul,
parceque les numérateurs de @ — ay, (w—a1)?, (@ —a1)3, ete., sont: Ag, A3, Ay ... dans la
deuxiéme fraction; ils sont As, As, ... dans la troisiéme, et ainsi de suite.

Nous allons appliquer cette doctrine 4 Uexemple déji considéré au n.® 4:

w2—3w+L
(w—1)(@—2)x’
Nous avons
x22—3x-+D 3
-1~ iteTD
_:)0_2—390—{—5_ 1 . 3%
@—1F T z—1 (@—1%
2 —3x-4H 1 1 3

+

@) (w—1)4(9c—2)w=(:)c—1)2(9c—27a:‘—(9c—1)3(9c~—2)9c (1Y (w—2)a"

La derniere fraction fut déja décomposée au n.® 3, et nous avons trouvé

1
1 1 1 2
ez @=1f @=1F To—=2

8 | vof m
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done, par le remarque précédent,

1 1
1 1 1 2 2
(x—1)3(m—2)m=_'w—1_(a;»—1)3+m_2+ x
L1
1 1 2 2
(x—12x—2)z  (@—1)2  x—2 x

Substituant ces fractions en (a) et faisant les additions nous obtenons:

'3
x2—3x-+bH 1 4 1 3 2

@—1@w—2z a—1 (2—1)° T G—iF  @=Df Tw—2

8 | ro| o

comme au n.° 4.

8. Nous allons maintenant traduire par des formules générales ce que nous venons de
dire au n.° précédent.

Comme o,y () est le quotient de la division du numérateur par le dénominateur de la
fraction

Fy ()
(@ —by)(@—ba)...(w—b;)’

on a, en représentant par R (x) le reste de la méme division,

(9) Ci—t (93) =DBoam=i+Bra"— 1+ Boam 24, . LBy + Bm—i,

Ri@)=wtwuedtanr?t+.. . +o_ga,

et nous allons déterminer By, By, Ba, ete.

On a

Agam+-Ayam—t - A2, A, b A e A,
=(x—b1) (&—b2) (x—b3).. . (x—b)
< Bowrm—i4-Byam—i—t 4. 4B, g2+ B,)
+awtaetagad+. . foog 2
=(rf— 8ot LB —S3 3. .+ 8)
< Boom—i+Bram—i 4. 4B, 2+ B,y)
+aptarxFap oy Y

VOL. I E
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ol Sy, Sg, S3, ..., S; représentent la somme de toutes les combinaisons des -quantités
b1, ba, b3, ..., b; prises une a une, deux & deux, trols & trois, etc.

Mais les coefficients des mémes puissances de « aux deux membres de cette égalité doi-
vent &tre égaux; et on a, par conséquent, en considérant seulement ceux de o™, a1, pm—2,
..., &4, &, qui ne dependent pas des coefficients de R (=),

Ao— B,

Ai=—BoS;+ B,

Ag= BoSs— By S;-+ By
Ag=—DByS;--B;y S2—Bs Sy - Bs,

...............................................

A —(—1)(BoSi—BiSiy+By S g—...+(—1)By,
Ay =(—1)IB18i—Be 81 +BsS;_o—. ..~ (—1)iB.py),
Aa;+2 = (— 1)i (B2 87 - B3 Si-——l + B4 Si—% —_ —}— (— 1)" Bi+2),

...............................................

Api=(—1) (Bp—2iSi—Bu_2ij1 81+ ..+ (— 1) Buy),

lorsque m 'S 2¢; ou

Ay = By,

Ay =—BpSi+By,

Ay = ByS:—B;iSi+By,

Ay =—-DBoS;+BiS:—Bg 8+ B,

..................................................

Am——i = (‘— 1>m—i (BO Sm—i —By Sm—i—l +.. (— 1>m—i Bm——i)y

lorque m < 24,

La premiére des équations de chaqu’un de ces groupes donne By, la seconde donne B,
la troisiéme donne Bs, et ainsi de suite.

On peut obtenir immédiatement les valeurs des quantités Bo, By, Be, ..., B au moyen
des formules:

Bo= A

Bi— A+ A0S,
Bo=As+ A1 8] +Ao S
By=A;+ Ay S+ Ay S+ Ao S3

..................................

Bi=Ai+A (Si+A 98-+ ..+ A0S,
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olt Sy, Sy, S3, ... représentent les sommes des combinaisons des quantités bi, ba, b3, ..., &
prises une & une, deux & deux, trois & trois, ete., pouvant la méme quantité entrer plus
qu'une fois en chaque combinaison, c’est-a-dire:

S;=b1+ba+- . '+bi=si
S;=b?+bx bz"}‘baba"%‘- . ~+b;+baba+bab4+' ..
Sé—-—b?—}—b, bg"}‘bx 6263-}—2),6264—}—. ..

........................................

Les formules précédentes sont applicables au cas de F (v) contenir des facteurs égaux.
Il faut alors y rendre égales quelques-une des quantités &4, b2, b3, etc.

Cela posé, pour obtenir ¢, 4 (), wn—2(br); $n—-3(bn-t), .., ¢1(b3), ¢(b2), nous ferons
dans la formule (9) ¢=n, n—1, n—2, ... 2, 1 et nous y changerons « en &,, b,—1, b,3,
oy by, ba.

Nous allons appliquer maintenant cette doctrine & 'exemple déja considéré:

o2 —3z+5
(—1)(z—2)z"

La formule (8), en faisant

bi=by=by=by=1, b5=2, bs=0, n=6,

donne

Fia
Fa

3 (2)_+ ¢2 (1) . ¢1(1)
x—2) " z@—2(r—1)  w@—2)@—1)?

¢(1) Fi (z)
z(x—2(z—17  z(@—2) (@-—-1)"

% (0)
=gs (@) + =+

et la formule (9), en y faisant m=2 et {==6, 5, 4, 3, 2, 1,
o5 (1) =0, ¢ (0)=0, 93 (2)=0, 92(1)=0,
() =By —Ag—1,
’.p(l)zBo—l—Bi=A0+A1+Bosl=-——-1, Fi(1)=3,

par conséquent nous obtenons le méme résultat qu’aun n.° 7.
9. Les formules (6) donnent I'expression algebrique des numérateurs des fractions sim-

ples en lesquelles on peut décomposer une fraction rationneile, en fonction immédiate des

*
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quantités  données. On peut aussi trouver V'expression algebrique de ces numérateurs en fon-
ction des dérivées d’une certaine fonction; comme a fait Mr. Serret dans son Cours d’ Algebre
supérieure. Nous allons exposer ces formules.

Nous avons

Fi() = My M, M, 1 ()

F@ o @—ar ar | @

)

(@)= (@—a)f (@—a)'.. . (2—a)
En posant o =ay -4, il vient’

Fi(as+h) M M M, | ¢1(a+h)
Fla+h) ko BT R g(ath)

et, multipliant par A%,

Fy (a1 +4) —1 P oi(ai+h)
= 24 h® — .
) M,-+M,_ 2+M, 2., . 4M + 2@
Nous avons déja dit que ’f;(fli——hi)) ne contient pas des puissances négatives de %, donc
1

la formule précédente représente le développement de 4(5;1_*:*—@) en série ordonnée suivant
o (ay

les puissances entieres et positives de A. Par conséquent cette formule doit &tre identique &

celle de Maclaurin, qui est

F 13 , R oA -
oy = E D= @R @) @) g g 8
étant

Fi(@) _,
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Cette 1dentité donne

!

- P U R
Mf:¢mu,M%4=¢«m,Mw%;*lg>,M%4=%;2;,

(10) R ,
AU Sk /NI VA S )

T w2y T I w= 1y

Nous avons done

Fil)  dla) @) , P (ar) Lu@
Fu) @—a)* @—a)*™ 1.2...(a— D) (@—ar) o (a)

On trouve de la méme maniére les numérateurs des autres fractions dans lesquelles on
décompose la fraction donnée, Nous avons done

Fi@)  b(m) P ()
LTI +-
Fl@) (@—w) (@—a)p

P (@)
Tt 1.2...(a—1) (z— ar)

6 (a9) § (aa) '8 (ag)
(@ — ag)? (m—a2)3—1+"'+ 1.2...3—1) (¢ — a)
S R
- (an)_— & (ay) N ah—1) (a,‘ﬂ)' :

(@—a)h  (w—a! Feee 1.2...00— ) (@—ay,)’

étant
b@) = @—a D,
Fy (z)
b (r)=(z— aﬂ)B —7;)*,
@)= @ e P

10. En comparant les formules (10) aux formules (6), remarquant que, lorsque Fy (x)=1,
les M; coincident avec les A;, nous obtenons une expression algebrique de la dérivée d’ordre n

de la fraction

1
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En effet, cette comparaison donne

V@) iy (B DO [ DO [0 1) Gt

- ‘ 2 > ——
1.2...(a—%) (a3 — ag)s‘f“’ (ay ——a3)7+°” (ar — an))\—i—o( 4

7

étant

. ) = g,
ou, falsant u—¢=m, et substituant a; par =,

1
(x— a-g)@ (20— 013)T o fe— an))‘
1.2...mda™
(B —1CV] [+ —1)Cv] L0 — 1) Cotnt)
(m _ 02)B+6/ (:L _ (l3)‘f'+8” e (m - a”))\_)ra(n-—l) )

dm

—(=1s

étant

Y 8 s D= =,

11. Nous avons dans les numéros précédents trouvé l'expression algebrique des numé-

rateurs des fractions simples dans lesquelles on peut décomposer une fraction rationnelle.

. . . Biey . .

Quand on veut décomposer une fraction particulitre @) Vapplication deg formules pré-

cédentes donne beaucoup de peine, et par conséquent il est préférable employer des autres

méthodes, qui sont bien connues. Nous en allons exposer les plus simples, quand les racines
de F(x) =0 sont réelles, et quand sont imaginaires,

Soit proposée la fraction

Iy (x) _ Iy ()
Fla) (@—a)*(@—a)f.. . (@—a)t

Nous avons premiérement

(@—ai) ¢ (@) e—ar  9()’




39
étant
¢@)=@—a)f(@—a). .. @—al

olt Ay et o () sont donnés par les formules

_B@) o F@—Aep@ oo
Au= "l (@)=~ @) @),

dont la premicre vient de (6) et (7), et dont la deuxiéme vient de la formule précédente.
En divisant par @ — ay, il vient

Fy (@) . 8 (ax) Ag o1 ()
[CEr P T i

rz—ay  (w—a)? ' (x—ao(x)

En décomposant de la méme maniére la derniére fraction, on obtient

@) A w@E
@—a)g@ z—a  e@’

ol A e @2 (x) sont trouvés comme précédemment.
Done

Fi(@) §(a) A A, 72 (@)
(x—a))?o(x) b1 (@) + x — ay (x—a)? o)
B Auy A, %2 (2)
__01 (w>+ x— ay +S(m—a1)2 + QP(.Z') .
En divisant par @ — ag, il vient
Fi(@) b1 (a1) Agy Aq 2 (®)
(w~a:)3cp(ac) =02 (@) + w—_cu—+ (e — ay)? T (—a)  (x—a)g (@)

La derniére fraction donne

n@ _ A n@
(z—a)g@) x—ar  ¢(@)’
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done

Fy(z) a 01 (a) -+ A’ Avy ‘ Ag @3 ()
Goare@ O T T e—ar T = e @
. Aa__g - ACL-—-I ) Aa 3 (x)

_62(17)+ z—ay +(x_a‘>_2 (w—al)3+ (?<x).

En continuant de‘la méme manitre on obtient la formule

Fi@  Fi@ A As - A
(w——‘aiylcp(m)_. F(x) _$_ai <m~a1)2 T .

o %@
(@—a)” o)

. \ . . Fi(=
Ainsi la décomposition de la fraction 1(@)

——— reste dépendante de la décomposition de la
- F () o
fraction ——(—), qui ne contient pas dans le dénominateur (x-— a()*. Cette fraction donne de
o (@
la méme maniére
J
¢ (@) By By L Bg g (@)

= - e 7 3
9@ (®—a) (@—a)? (@—az)? (@)

oft ¢ (@) ne contient pas (x— ag)P.

En continuant de la m&me maniére on décompose complétement la fraction proposée.
Nous allons appliquer cette doctrine & 'exemple déja considéré

x2—32-+D

Nous avons

done

Ag="—3, ¢y (z)=42—DH

et, par conséquent,

2?2 —3z-1bH L3 ._l_;_:4‘r—5
(z—lj@—2)z  ao—1 " (@=2z
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Ensuite
#?—3ax+5H 3 4—5 _ 3 1 _5:_:_v__
@—1)2x—2)x  (@—1)? T @—D@—2)a  (z—1)? a1 x(x—2)°
Continuant de la m&me maniére, on obtient
x?—3 x5 _ 3 i 1_~+ B—a o
@—1B@—2a  (—138  (@—1)F  (@—Dz@x—2)
3 1 4 4z —5
2_(00—1)3—}—(93—1)2_93—1+az(az—2)
et ensuite
w?—3a-FH 3 1 4 1 h—uw
@—1V@—2a  (z— L) + @—1P (& 1) +90——1 T x(x—2)
5 3
3 1 4 1 2 2
:"(xﬁ1)4+(x_1)3“(w~1)2+x—1”‘ P —

F 4 (m)
F ()

On voit par le n.° 4 qu'on peut aussi faire la décomposition de divisant Fy (a1 +#)
ar Fath) ‘

ha

2. Nous allons considérer maintenant le cas de le denominateur de la fraction proposée
contenir des facteurs imaginaires du premier degré. La méthode de décomposition précédente
est encore applicable, mais on sait qu'on peut éviter les imaginaires décomposant la fraction

proposée de la maniére suivante:

Fj(a'))_ Alx—%-B[ \ A2W+B2 Aaw_{_Ba "91(.2‘)

= R ,
F@) (@tpotg (@+potqf’ wlpetq  p(®)

étant a?4-pr-4¢ le produit de deux facteurs imaginaires conjugués o —0—46§y/ —1 et
x—0+6y—1, et z(x) le produit de tous les autres facteurs de F ().
Pour tronver Ay, Bi, As, B, ete., on peut procéder comme dans le cas précédent, par-

tant de a = 1. Nous avons, en effet,

Fi () _ A . B L@
e—0—0y—1@—0+0y—Do@x) a—0—0y—1 a—06+6y—1" ¢’
VOL. 11 F



étant
R I
CR(6—6y—1)
A‘Z—Fl(mwl&—-}.( ‘/—]7
done
Fig)  K+Ky—1  K—Ky—1 @

(@ Fprtele) e—0—0y—1 e—b+0y—1" ¢

2K (@—0)—2K'0" | o1 (x)
U AT

Procédant comme dans le cas des facteurs réels, ¢’est-d-dire faisant des multiplications
successives par o+ p + ¢, on décompose la fraction proposée.
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VARIOS ARTICOS SOBRE DIVERSAS (QUESTOES DF ANALYSE






EXTRAIT D’'UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE

(Bulletin des Sciences Mathématiques, 2.6 série, t. XVIL Paris, 1893)

Permettez, Monsieur, que je vous présente une manitre bien simple de former des fon-
ctions analytiques qui admettent pour espace lacunaire un cercle. Je m’appuierai sur le
théoréme suivant, dont on trouve une démonstration bien simple dansle Traité d’Analyse de
M. Picard (t. 1, p. 138).

Si les fonetions fi(2), f2(2), f3 (%), ... peuvent &tre représentées par les développements
suivants, dans les environs du point

frl@)=dytae—z) o E—)+. .,
fr@) = dytai (e — )+ (2 — 2+ -,

et si la série suivante, que on obtient en remplagant chaque terme des précédentes par son
module et en additionant ensuite les résultats,

Idbl%l“;i |z—zy|+|as| |z2—2 2+ ..

g |l ai | [z—z| -l ad| [2—z Pt

est convergente dans les environs du méme point, le produit

| B0

®
i
B
"

3|

représente une fonction holomorphe de z dans les environs du point z,.
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Cela posé, je considére le produit

. 'S 1 1
(1) !Jé [1 ——<1 - % > _ z]

et je remarque premiérement que ce produit est convergent quand |z

b2
. n 1
lim

n— oo 1 n—+A 0 =]Z_|
<l—n+l> |z

> 1, parce qu’il est

alors

<1.

Soit done |z,|> 1. Nous avons, dans les environs de ce point,

<1._i>nzn— <1_._£>nzn 0 2 Zg
n n v

et le théoréme précédent fait voir que le produit (1) représente une fonction de z, holomorphe

— (3 —2.)2 7]
1 1 [1_7lzzz0+az(n+l) (z—2,) ~_.“J’

dans les environs de z,, quand la série

lz—2| , n(n+2) ja—z |

ﬁm[1+n EIR: lz[* J
\

est convergente.
Mais cette série est équivalente & la suivante:

= 1

z—z [\
a (1_%>"|20[n<1_! = )"

qui est convergente quand

|z—2y| <lz|—1,
arce qu’alors le rapport d’un terme au précédent tend vers la limite, inférieure & 'unité
PP p ) >

1 .
17| <1_Iii:070{>
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Donc la série précédente est convergente dans le cercle dont le centre est le point d’affixe
z, et dont le rayon est égal & la quantité positive |z,|—1, et le produit (1) représente une
fonction holomorphe dans les environs du point z,.

Le point z, est d’ailleurs un point quelconque tel que l'on ait

2| > 1. Le produit (1) re-
présente done une fonction holomorphe & I'extérieur du cercle de rayon égal a 'unité.
Je remarquerai maintenant que les racines de la fonction (1) sont données par 'équation

1
= 1,
1—~—-> z
(-4
en attribuant & n les valeurs 2, 3, 4, ..., et que cette équation donne

(k=0,1,2, ..., n—1).

Denc les racines qui correspondent & chaque valeur de n peuvent &tre représentées par

des points d’une circonférence de rayon égal & — et ces points divisent la circonférence
1

7
en n parties égales.

Quand # tend vers l'infini, le rayon de la circonférence précédente tend vers l'unité et les
points qui représentent les racines de la fonction (1) augmentent d’une telle maniére que,
dans le voisinage de chaque point de la circonférence de rayon égal 4 l'unité, il y a une
infinité de points qui représentent des racines de la fonetion (1). Comme les racines des fon-
ctions holomorphes doivent &tre séparées par des intervalles finis, il n’existe donc une fonetion
holomorphe qui soit la continuation, & l'intérieur du cercle de rayon égal & l'unité, de la
fonetion (1).
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SUR UNE FORMULE D’INTERPOLATION

(Mémoires de la Société Royale des Sciences de Lieége, 2.¢ série, t. X. Liége, 1883)

Le but de cette Note est de démontrer une formule qui permette de déterminer une fon-
'tion de %, quand on connait les valeurs qu’elle prend, ainsi que ses dérivées, pour des va-
eurs particuliéres données & la variable.

Si nous désignons par ai, ag, ..., @, les valeurs attribuées & x, les valeurs de la fonction
't de ses dérivées seront représentées par le tableau suivant:

. / 7 (2—1)
L=, Yy Y» Yys -+ Y} 3
7 1 (p—1)

L=y Yoy Yoy Ygs » Ya 3
(A—1)

! 1 -
=l s Y Y Yo -2 Y,

A ce probleme correspond, en Géométrie, la détermination d’une courbe qui passe par
es points (a1, y1), (a2, ¥2), ..., (@, ¥, et qui, en ces points, ait des contacts d’ordres
t—1, B—1, ..., A—1 avec des courbes données.

Appelons f(x) la fonction cherchée ot soit

F ()= (@—a)f @—a)f ... (@—a).
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Posons
f@ M My M,
F) @—a) (@—an)? (e — ay)”
Ny Ng NB
(@—as)  (x—a2)? (@ — ag)P
Ky Ko K
(@—a)  (@—a) @—a)

et déterminons les numérateurs de ces fractions.
Si nous donnons & @ la valeur a; + 4, dans

f@ M M M, | @@
F@) (—a) @—a?  (@—a) o
ol
¢@=@—af @—a).. . @—a)l
il vient
f(a1+h)_M1 M2+ _I—N[,/ ?1((£4+k)
F(as+k) & B ok

Le quotient de o1 (a; + %) par o (a1 %) ne peut contenir que des puissances entiéres de %,

parce que ,;(::i)) ne peut devenir infini pour % == 0; il en résulte que My, M, ..., M, sont les
: .

coefficients de l, -1—, ceey ! dans le développement de flath suivant les puissances de A.
h' B2 h* ¥ (ay 4 &)

D’autre part, en appelant Ay, As, ..., A ; By, B, .., Bg; .o Py, Pg, ..., Py les

numérateurs des fractions simples que 'on obtient en décomposant Fz—m)_’ nous avons
J@  Mfle)  Af(m) A, S
= + f — .. +_”_f—l
Fla @—a) @-—a) (o — ay)*
Bif@ | Baf(®) Bgf (@)
n LB Bef @

(x—ag) (x— ag)? (m—-ag)ﬁ

nfE | PfE@ | P@

@—a) (z—a)? (@ —ant’
VOL. 1I G
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En faisant @ = as + % dans le premier terme de cette somme, il vient

Sy TV @ F R
l'———-h = Ay .

= Ay B f () + Ay f! (a4)+%Af " (ag)+. ..

De méme, le second terme donne

AU o bt )+ As bt f (@) 4 Anf (o) -
le troisiéme
A SLA D) pyh flan) + As b () 4y Ao Tbf ) -

et ainsi de suite.

En faisant #= a1+, dans les autres lignes, on n’obtiendra pas de puissances négatives
1 > gnes, p p g

de %, comme nous 'avons dit tantdt.

. 1
Les coefficients de - sont done

AU
Ay flar), Aaf'(ar), .., mf(a_“ (1),

et nous avons

A,
M; = Alf(m) + AQf’ (“U T+ T“;a’;’ﬁf(awh (“1)-

En sommant séparément les coefficients des puissances du degré 2, 3, 4, ...

nous trouvons de la méme maniére les valeurs de Ma, Ms, M, etc., & savoir:

| A
M= As f (1) + Az f (an) + —i— Acfiiag oot y5— Za =) O (),

A,
My = 8o () + A (@) + 3 Aof" @)+ ot gt PO )

..............................................................

a~|»—-n

~
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Pour obtenir les numérateurs Ni, No, N3, etc., il suffit de changer, dans les formules pré-
cédentes, as en ag, @ en 3 et Ay, Ag, ..., Ay en By, By, ..., By

On obtient les auntres numérateurs des fractions simples en faisant des changements ana-
logues.

Nous serons conduits finalement & la formule suivante:

g" Ay Az As Ar/.
F@=F@)| =t . Ll [

Le—a) @-ap @—a) (@ —ar)*

+{ A, A, T A, ] ’
(W—cci)+(x_al)2 (ac——a,)TI Y

1 A

“ (o—1}

1.2, a—1) (@—a) !

+[ B: B T By ]
(w—az) 1 (m—ag)e T -(;_; QQ)B ¥

+o

i R R 2 £

1 B3 (B—1)

Tt T e
e e e e e,
[ P P, P, i s ]
(x—a,) (x—an)? (r—ay,)? o (x — ag)* In

[ P,, P3 + + P?\ —J ;
+ (w—ccn)_l— (.70—((;)—2 (& — a1 Yo

1 P,

oy,
+ +1.2...(7\——1) (x—ay) "

. s e, . . . Y .
La fonction ainsi déterminée résout la question proposée. On voit que, pour Vappliquer,

il est nécessaire de décomposer en fractions simples la fraction rationnelle , ce quon

1
Fo)
peut faire en employant une des méthodes connues.

On peut faire usage, par exemple, des formules que nous avons fait connaitre dans notre

*
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travail, Sur la décomposition des fractions rationnelles (1), & savoir

A= (—1P% [(B+Y—1)C¥[(y+3"—1)C¥"] ... [(A 30— — 1) Catn—)]
(ay — a2)3+3' (ay — a3)T+3” el (ar— an)H‘amﬁ“ _

?

out on doit donner & ¥, 3/, ..., 301 toutes les valeurs entiéres et positives qui satisfont
4 I'équation

¥ - - A =g — 1,

Pour déterminer les numérateurs B;, il suffit de changer, dans la formule précédente,
a en f et a; en aa.

Les autres numérateurs s’obtiennent d’une maniére analogue.

Si, dans les relations précédentes, nous faisons

il vient
= =(w —ag)y(® —az)...(x mw”)z.
f( ) (a1 — (Lg) (CM —_— a3) . (66.1 -— an)

_1_(90 —at) (e —az)... (@ —ay)
I {ag — ay) (ag — ag). . - (ag — a,)

(x —at) (e —ag)...(x —a,_41)
(G —ay) (g — a2) .« « o (G — y_

ce qui est la formule d’interpolation de Lagrange.

(1) Voir ce volume, p. 12.
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SUR LA FORMULE DE STIRLING

Extrait d’une lettre adressée 2 M. Rouché

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 3.° série, t. X. Paris, 1891)

Dans une Note, Sur la formule de Stirling, qui a été insérée dans les Compies rendus,
t. ox, 1890, p. 513, vous démontrez d'une maniére bien simple la formule

Dp
¢®)  _ mim
@ ctp O

olt f représente un nombre compris entre 0 et 1, et olt 'on a

1

(®) ¢ (n)=

7

I'tn+1)
i
e—"n 2

Ensuite, au moyen de cette formule, vous trouvez la formule de Stirling, gui doune le
produit I'(n 1), quand = est un nombre trés grand. Vous supposez, dans votre analyse,
que 7 est un nombre positif entier, A

En étudiant votre démonstration, je viens de remarquer qu’on peut la modifier de maniére
4 considérer le cas ol n représente un nombre quelconque, rationnel ou irrationel. Je re-
marque premiérement que votre démonstration de la formule (a) a lieu quand = est fraction-
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naire, et que l'égalité

lim ¢ (p) = V2,

p=0w

dont vous donnez une démonstration basée sur la formule de Wallis, ne depend pas de n.
Ensuite je modifie I’analyse que vous employez pour déduire de (a) la formule de Stirling
de la maniére suivante.
Je trouve premiérement au moyen de la formule (3)

gl
om+tp) . Din+tp-+1erp 2

Iim = lim N
ntpt

= ¢ (D) 1’=°°F(p+1) e (n+4-p)

et, ayant égard aux égalités

Fn+p+D=nn+1)...n+p)I'(n),
MNp+1)=1.2.3...p,

j'écris cette formule d’abord de la maniére suivante

1
n{n+1)...n+p)I'(n e“Fpij?

lim $CTL) gy '
p ! e_(’1+F) (n —}—p)n_H’ Ty

= ¢ (%) p=

’

et ensuite, ayant égard & la definition de Gauss de la fonction I' (n),

NN plp®
Lo _Plinm nn+1)...(n+p)

je I'deris de la maniére suivante

1
, 714»p+—§-
lim ‘f;’%ﬂ =lim —
=00 =0 n-p+ =
P P (n +p)2 Py
Mais nous avons
1
ntpt o
Him <£ 4+ 1> i e"
p=» \P
Donc on aura
i 2 D)



et, par conséquent,

lim ¢ (n 4 p) = lim ¢ (p)=V2x.
p=00 p=o

Si Pon remarque maintenant que la formule (@) donne

) f
¢ (n) Zn 0
At = glin <<
p1=°°'¥’(”+29> ¢ ( )

et par conséquent

lim ¢ (n-+p),
p=oo

on trouve

b
¢ (n)= en ‘/ﬂ7

et I'égalité (b) donne ensuite la formule Stirling

§
[ (n- 1) =V2annt e o2n,

Note

Pour plus de clarté, nous allons reproduire ici la démonstration de la formule de Stirling,
donnée par M. Rouché, & laquelle se rapporte la lettre antérieure.

«La relation bien connue

| 2 o
I8 o —_ i
log 1) —logn =52 [1 a 1271(72—}—1)]’

olt n désigne un nombre entier positif quelconque, et § un nombre compris entre O et 1,
peut s’éerire

]

1
e it <7z—|—7> llog (n -+ 1)— log n].



56

Elle devient
e~ log g (n)—log ¢ (n+ 1)

quand on pose

1.2.3...n

1
ﬂ+—2-

(1) ¢ (n)=

e "n
On conclut de 13
log ¢ (n) > log ¢ (n+1).
et

1 1

en d’autres termes, des deux fonctions

[i}
o), ¢(n)e B9,

la premitre est décroissante et la seconde croissante, lorsque l'entier n croit. Si done on dé-
signe par p un nombre entier positif quelconque, on a les inégalités

¢ (®)> ¢ (n-+p),
1 1
g(me Pr<gntp)e B0,

que 'on peut remplacer par I'égalité

fp
(M) _ e o,

@ o)

dans laquelle 6 désigne un nombre compris entre O et 1.
Il est bien aisé de déduire de cette relation la formule célebre de Stirling pour I'évalua-

tion approchée du produit 1.2.3...n lorque n est un grand nombre.
En effet, la relation (2), appliquée au cas ol n est égal & p, montre immédiatement que

le rapport



(Wl
-1

a pour limite 'unité, lorsque p croit indéfiniment. On a done, pour p = oo,

¢ (p)?

lim o (p)=Ilim 2 2p)

ou, d’apres (1),

. : 2 4 4 2p—2 2
hm(g(p):lun\/él.—l—,..,?.3...22__1_2]9]117

Wl v

et enfin, en vertu du théoréme de Wallig,

lim e (p)= V2r.,

Dés lors, si dans la formule (2) on laisse n fixe en faisant croitre p indéfiniment, on obtient

0

¢(m_ m

e
V2% ’

b3

c’est-a-dire, d’aprés la définition de © (n),
0
1.2.3.. .n=V2annt e meln,

C’est la formule de Stirling, qui donne deux limites
]

‘/2ﬂ71 nte ", ‘/27;” nt g, eTEETz.,
entre legquelles est compris le produit 1.2.3.. .5, (E.
H

VOL. 1I
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SOBRE LA TEORIA DE LOGARITIHOS

(Gaceta de Matematicas elementales, t. I. Vitoria, 1803)

1. Los lectores de la Gaceta de Matemdticas elementales recordardn que en el nimero
primerv de esta Revista, p. 30, el notable catedritico de la Universidad de Madrid, D. Luiz
Octavio de Toledo, llamd la atencién sobre el curioso é interesante tema de estudio que
tiene por objeto investigar si la unidad positiva puede tomarse como base de un sistema de
logaritmos. Asimismo no habran olvidado aquellos lectores que, respondiendo al expresado
llamamiento, el distinguido matemdtico espanol D. Luis Sdnchez de la Campa, teniente coro-
nel de ingenieros, ocupdse de aquella bellisima cuestién en un luminoso articulo, publicado
en la seccién doctrinal del n.° 7 de esta misma Revista.

Por nuestra parte, vamos ahora & estudiar el aludido tema, aunque colocdndonos en un
punto de vista distinto del que utilizara este ultimo estimable matemadtico.

2. El poder tomar ¢ no la unidad positiva como base de un sistema logaritmico, depende
de la definicién que se adopte para la exponencial o, siendo @ un nimero real positivo y =
una cantidad compleja x--1y.

Supongamos, en primer término, que a representa la base ¢ de los logaritmos neperianos.
Entonces, bien sabido es que ¢* puede definirse mediante la igualdad euleriana

¢ =¢” (cos y + I sen y),

donde ¢” representa el valor veal y positivo que en Aritmética tiene la potencia @ del nu-
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mero e. Sdbese, ademds, que la funcién asi definida satisface 4 lag condiciones siguientes,

que la caracterizan:
1.* Es susceptible de ser representada por el desarrollo ordenado segtn las potencias de z:

9 23

22
eZ=1+z—{~—2—I+§!~—{—.. .

2.2 Satisface 4 la condicidn

siendo « y P dos valores cualesquiera de 2.
3.2 Para y =0, sus correspondientes valores coinciden con los valores absolutos ¢ aritmé-

ticos de ¢7,
La funcién a? debe naturalmente ser definida de modo que, cuando 4 a se dé el valor e,

nos encontremos con la funcién anterior, y, para ello, se debe tener la igualdad
(1) az:ezlogu7

en la cual log @ representa el logaritmo neperiano real de «. La funcion asi definida satisface

4 las condiciones:
1. Es susceptible de desarrollarse en serie ordenada segiin las potencias enteras y posi-

tivas de z mediante la férmula
22 23
af=1 —{—z.loga—l—ﬁlogﬂa—l—g—!—logt:‘a—l—. .

2.* Verifica la condicidn

.
a* < af = a% 18,

3.2 Para y=0, los correspondientes valores coinciden con los valores aritméticos de a.
La funcién wnversa de a?, que acaba de definirse, representa los logaritimos de todos los
nameros, reales é imaginarios, tomados en la base a. Esta base no puede, por conseguiente,
ser ignal 4 la unidad, cuando se adopte para ¢ la definicién que acabamos de consignar,
toda vez que, entonces, resultaria @?=1 para cualquiera valor de z, siempre que fuese a= 1.

3. Colocandonos ahora en otro punto de vista, observemos que el nimero a tiene un
ntimero infinito de logaritmos neperianos imaginarios, los cuales vienen dados, segin es ya

sabido, por la férmula

Log a=log a+ 2kix,
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en la cual Log @ representa uno cualquiera de los logaritmos mencionados, correspondiente &
un valor determinado, arbitrariamente elegido, del entero &, siendo ademés definida la fun-

cién «f mediante la relacién

(2) af == erLoga — gz (logaf2ki%)

La funcidn «?, asi definida, participa de las propiedades siguientes:
1.2 Puede desarrollarse en serie ordenada segin las potencias enteras y positivas de z,

mediante la formula
t—142L 2 Log?at - Log?
=14z Oga—l—ET og a—{—y ogla+...
2.* Satisface 4 la condicién
a® < ab = 718,

3.8 Los valores que toma para y=0, coinciden con alguno de los sistemas de valores
que, segln la teoria de las potencias, adquiere ¢ En efecto; esta teoria dd, cuando x es un

. m .
numero racional —, la ignaldad
n

a" = p[cos 2kmw+i.sen 2k wa],

donde p representa el valor aritnético de o, y en la cual £=0,1, 2, ..., n—1, igualdad
P p b oy S i ) o
que, al ser » un nimero irracional, sirve también para definir a2; y la formula (2), dd

cuando y =0,
aF = g0y 20T) — grlogi Tegg 2 hmae 44 . sen 2kma).
4. Invirtiendo la funcién que acaba de ser definida, obtiénese una nueva funcién, dis-
tinta de la que resulta al invertir la funcién exponencial definida mediante la igualdad (1),

cuyos valores vamos 4 determinar.
Sea

p1(cos wr+7.sen o)
un numero complejo dado determinese z de manera que resulte
?

a? = ¢lr ) (108 e42T) = 5 (cos g + I.8en o),
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es decir,

e*1084=2Ty [oos (2 kma +y log a) +1.sen (2hme + ylog a)] = pr (cos wr 4 7. sen wy),

de donde, por consiguiente,

g8 2%y cos (2knx + ylog a) = pi cos wy,

erlog =2y gen (2w + ylog @) = pi sen wy.

Tendremos
pL = grlog a——2l;‘ﬁy7

2k +4yloga=ow;+ 2m=,
en que m representa un numero entero cualquiera. De este sistema se deduce

_loga.logpr+2kn (o1 + 2m=)

€ 3 P
log?a + 442 =* ?

v log a (w1 +2mz) —2k=log P!
y= log?a--4k*r2

En su consecuencia, tendremos

log a.log pi+ 2kt (01 +2ma) 47 (o) +2m=) log a — 2k log o4
= v .
log? a -+ 4 /2 72

Cuando, para definir la funcidn exponencial, se adopta la ignaldad (2), los valores de la
funcién inversa, esto es, de la funcidn logaritmica correspondiente, vienen determdnados por
la férmula que acabamos de obtener.

Haciendo en la que precede « =1, vendrd

o)+ 2m= . log pi
k= 9=

Por tanto, cuando la funcidn @? se define mediante la expresién (2), la base de los cor-
respondientes logaritmos puede ser igual & la unidad.

5. Los sistemas de logaritmos que se obtienen invirtiendo la expresién (1), son distintos
de los que resultan al invertir la relacién (2), y, los que, en este witimo caso, corresponden
4 los diversos valores del entero & son diferentes unos de otros, participando todos ellos de
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la propiedad fundamental seglin la que el logaritmo de un producto de factores es igual &
la suma de los logaritmos de estos factores.

Los sistemas més vantajosos son los obtenidos partiendo de la igualdad (1), porque com-
prenden 4 los logaritmos aritméticos. En los sistemas que se obtienen mediante la ecuacién (2),
los logaritmos son reales cuando se verifica

(o--2m7)log a=2kx.log o1,

y no todos los ntmeros positivos pueden tener, en tales sistemas, logaritmo real.
Haciendo o =0, se vé que la condicién para que un ndmero positivo py tenga logaritmo
real, en estos mismos sistemas, es que quede satisfecha la relacién

m

p=a.ek,

siendo m un nimero entero arbitrario.
De cuanto precede resulta también que los logaritmos tomados en la base 1 son imagina-
rios, cuando el mdédulo del nlimero correspondiente es distinto de la unidad.




v
SUR LA FONCTION p (u)

Extrait d’une lettre adressée a M. Hermite

(Bulletin des Sciences Mathématiques, 2.6 série, t. XVI. Paris, 1892)

Vous savez, Monsieur, que, pour établir la théorie des fonctions elliptiques, on peut définir
premiérement la fonction p (u) pour certaines valeurs particulieres des périodes au moyen de
I'inversion de l'intégrale elliptique de premiére espéce & invariants réels, démontrer ensuite
la formule

M O [ |

(w—wi  w?
.
ol

n
w=2nw-+2mwv, m€=o, +1, +2, ...

[20 et 20 représentant les périodes de p (u)] et enfin généraliser les fonctions elliptiques, en
prenant ce développement pour définition de p (u), dans le cas ol les périodes 2w et 20 re-

®

présentent deux quantités complexes quelconques dont le rapport —;
o

ne soit pas réel.

Si 'on suit cette voie pour établir la théorie des fonctions elliptiques, il faut tirer du dé-
veloppement (1) les propriétés de la fonction p(u). On en tire immédiatement que p (u) est
une fonction méromorphe paire dout les péles sont les points 2nw 4 2mw’, et que 'on a

J-o

1

u

liin [p (u) —

u=4y



et ensuite on voit, au moyen du théoréme de Laurent, que, dans les environs du point v =10,
on a pour p (u) un développement de la forme suivante:

1
p(u):/?—ka«zug—{—auﬁ—#. ..

Vous savez que on démontre aussi d’une manidre bien facile que la fonction définie par
(1) est doublement périodique et que ses périodes sont 2w et 2o’
Il ne reste qu’a démontrer 1'égalité

PP () =4p*(u) — g2 p (u) — g3

et le théoréme d’addition. C’est une démonstration bien simple de chacun de ces deux théo-
rémes que je me propose de vous présenter.

L Pour faire voir que la fonction p(z), débnie par (1), satisfait & une équation de la
forme

PPy =4p? (u)— g2 p (W) — g3,

je remarque premitrement que les fonctions doublement périodiques
]3(2 (16)7 4293 (U’) —g2p (10)7

lesquelles ont seulement le pdle w=0 dans le parallélogramme des périodes, donnent, dans
les environs de ce point,

2 24 Sa
P/Q(u)z[—m—g—?aguﬁ—élauﬁ—lm..] =$—7—16a4+...,
1 BE 1
4293(’(/,)—922?(16):4[”2—|~(121L2—|~(],4,11,4'—|~,..J — g2 [ﬁ+a~2159+a4u4_|_...]
=§%+ 12“;;ﬂ+12a,,+...

Done, si Pon pose

12a3 — ga = — Sag,
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ce pole disparait dans la différence

P () —[4p* (W) — g2 p ()],

et cette différence est holomorphe et doublement périodique, et par conséquent constante.
Nous avons done

P2 () =14p* (1) - g2p (W) — g5,
en représentant cette différence par — gs.

Pour déterminer g3 je substitue dans cette égalité p (u) et p’ (v) par leurs développements
ordonnés suivant les puissances de u et je pose ensuite u=0. Je trouve de cette maniere

g3= 28 478

Done p (v) satisfait & une équation de la forme

PE(uw)=4p*(v)—gap (v)— g3,

g2 =20aq, g3 =28ay.

II. Pour faire voir que le théoréme d’addition

M(w) —p' (v) 12
putv)= —i— l:pp—~—~<(u)) _? ((%] —p(w)—p )

subsiste aussi dans le cas général, je vais considérer les deux fonctions

Fi(@)=p (wtv)[p@)—p ©)F,
1 ) .
Fy ()= [p' @) —p' O)P—[p @ +p @] @)—p©F
qui, en supposant v constante et u variable, sont des fonctions périodiques de u, qui admettent
les m&mes périodes 2w et 2w'.

La fonction Fy (u) admet le pble u=0; et, en substituant p (u) et p (u+v) par les déve-
loppements

1.
p(u);zg——l—aguﬂ—{—auo"—}—. .

1
putv)=p@)tup @)+ 5udp" @)+ ..,

VOL. II 1
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P’ (v)="6p(v)— % g2 = 6p? (v) — 10as,
P (w)=12p (v)p' (v),

nous avons, dans les environs de ce pdle,

/ 2(m)—Bag 0O ‘
F4<u)=pu<f)+p @ . (v)u2 5a~+?+m

ud

Pour la fonetion I's (v) on obtient de la méme maniére

/ 9 O
Fa(u)=pzfz)>+p <”)+P @)u“Z baz | 0 X

w3 u

Done le pble u=0 disparait dans la différence

Fi (w) — F2 (),
et nous avons donce

Fy(u)—Ty (u)=c.
Pour déterminer ¢, je pose u=1v et je trouve

Fi(v)=0, TFa(v)=0,

et, par conséquent, ¢=0.
Donc nous avons

p-+v)[p)—p@)P= Qlf [ (@) —p' )P —[p () +p @)][p @) —p ()

et le théoreme est démontré.
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REMARQUES SUR UN TRAVAIL PUBLIE PAR N. BOUGAIEY

Extrait d’une lettre adressée au prof. A. Vassilief

Bulletin de la Société Physico-Mathématique de Kasan, 2.° série, t. XIII. Kasan, 1908)

Permettez que je vous présente quelques remarques sur un travail publié par N. Bou-
gaiev dans le Bulletin de la Société Mathématique de Moscou (t. Xx11, p. 219), qui a des rap-
ports avec quelqu'uns de mes travaux. Je ne connais pas malheureusement la langue russe,
mais il m’a été possible reconnaitre, au moyen des formules, que I’éminent géométre y donne
une démonstration de la formule de Lagrange pour le développement des racines des équa-
tions, qu’il écrit de la maniére suivante:

J' (@) [F (a, m)]" |

dar—1 ?

Fo=f@+ % 1
n=1%

P’équation proposée étant

z=a+F(zx),

et qu’il fait remarquer qu’on peut déduire de cette formule celle que j’ai donnée dans un ar-
ticle publié dans le Journal de mathématiques pures et appliquées (Paris, 3.° série, t. viI), en
¥ posant

Fya)=wq (&) +ao(2)+... g (2).

Or, i’avais déi4 indiqué, dans un article publié dans le méme journal (4.8 série, t. V), que

3 ) ? 3 )

N. Bougaiev ne connaissait pas, parcequ’il fait seulement mention de celui-l, ceite maniére
£ pas, )

d’obtenir la série rapportée, et j'y avais méme étudié les conditions pour sa convergence.

*
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Comme dans le travail de N. Bougaiev ne se trouve pas l'analyse au moyen de laquelle
on passe de la série de Lagrange pour celle que j’ai considérée dans les travaux rapportés,
permettez que je vous la présente, en me plagant toutefois dans un point de vue plus géné-
rale que dans mes articles antérieurs, parceque je vais supposer que la fonction f dépend
de @.

Supposons que f(zx, 2) et I (x, 2) soient deux fonctions de z, holomorphes dans une aire A,
quand « représente l'affixe d'un point quelconque d’une aire B, que a soit 'affixe d’un point
de lintérieur de A et que l'origine des coordonnées soit & 'intérieur de l'aire B.

On trouve, au moyen de la démonstration classiqgue de la formule de Lagrange, I’égalité

w

fo=fa D L P AEAF@ A g
n=1

dar—1
ol
oo L (@0l fe 1= Foe,9],
2mi (2 — a)0 2 [1 _ ﬂ?ﬁ]
z—a .
K

K représentant le contour de I'aire A. Supposons maintenant que M goit la plus grande va-
lear que prend

Ty 2)

Z—d

pour toutes les valeurs de z représentées par les points du contour de A et pour toutes les
valeurs de @ représentées par les points de l'aire B, et que M; soit la plus grande valeur de

x, 7 :
L&A1 B, 9)
pour les mémes valeurs de z et .
On a alors
o) MU)—H My
[Rol <oz T30

ol o représente la longueur de K; et, au moyen de cette inégalité, on voit que |Re | tend
vers zéro, quand o tend vers l'infini, lorsqu’on a M < 1. Dans ce cas on peut done écrire

f(w,z)zf('w’ a) -+ § l_ dn— fu(m a LF(W a)}n%

dar—1
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et, comme le second membre de I'inégalité antérieure ne contient pas «, on voit encore que
la série qu'on vient d'obtenir est uniformement convergente dans Iaire B.
Cela posgé, soit

Fw,z)=wyp (z) 42?03 (2)+. . .4 aF g1 (2),

et supposons que p représente le rayon d’un cercle ayant le centre dans l'origine des coor-
données et placé a lintérieur de l'aire B et que la fonction f,(x, «) soit holomorphe dans
'aire de ce cercle.

En employant un théoréme bien connu, donné par Weierstrass dans les Monatsberichte
de 1’Académie des Sciences de Berlin, pour 1880, on voit qu’on peut déduire du dévelop-
pement précédente de f(x,2) un autre, ordonné suivant les puissances entiéres et positives
de @, convergent dans le cercle de rayon p précédemment indiqué.

Pour obtenir ce développement, remarquons d’abord qu'on a

F@al=[za@+e?o(@+. . +dda (@]

n!los(a)]” [42(a 3...(96 a
> [l(a]‘[i[f‘{g)]?\'[](]

PR EE

x

ol la somme % se rapporte & toutes les racines entieres, positives et nulles, de I'équation

at+-B4. .. h=mn;

et

. , 1 1
Sy ay=Ff4(0,0)+u m+§u2m2—i—§!—u3w3+. .

ol uy, ug, u3, ... représentent les valeurs que prennent les dérivées successives de f; (z, @)
par rapport & x, quand #=0; et ensuite que le coefficient de #™ dans le produit des deux
développements qu’on vient d’obtenir est égal &

s mlulp @ [ @ fa @]

alBl.. A}

ol la somme X' se rapporte aux racines entiéres, positives et nulles, de I’équation
ita+ 28+374. . AFkh=mn.

On en conclut que le coefficient de #™ dans le terme général du développement précé-
demment écrit est égal a

! Lot dar—t

/ v} o Ty (@))% [wg (@)P. . Jop (@)t
D 'm!fl? I i [o1 (@))% [o2 (@] - - [ (@)]"
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Done le développement de f(x,z) en série ordonnée suivant les puissances entitres et
positives de x est donné par la formule suivante:

- / n— ul@;a“@aﬁ...r;al
Fere)=flm o+ a2 izaxslz...m'd ekt <)Jd&i<1)] i,

m=1

ot la somme X' d’étend aux solutions entiéres, positives et nulles, de I'équation

i+ at2B-F81 4. . .k =m,
et ol

n=ua+f-+y+...+%

Cette formule contient comme cas particulier celle que j’avais donnée dans les deux tra-
vaux précédemment rapportés. En effet, si la fonction f ne contient pas @, elle donne

3 ! =11 7 (a) [ 2, o (a)]t

m==1

ol la somme X' se rapporte & toutes les solutions entiéres, positives et nuiles, de 'équation

a+28+31+...+hkh=m,
et ot

n=a+f-+yv+...+A

Ces sont les remarques que je me proposais de vous communiquer. Comme elles ont des
rapports avec un travail d’'un de plus illustres géométres de votre pays, je crois qu’elles
pourront vous intéresser.
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SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS SATISFAISANT
L UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

(Annales scientifiques de PHcole Normale Supérieure de Paris, 8.° série, t. IL Paris, 1885)

La série
@1 a+aretagx?+. . Haat.. .,

ol ap, &y, az, ... représentent des fractions réduites & leur plus simple expression, ne peut
? ’ b )

pas étre le développement d'une fonction définic par une équation algébrique relativement Q&

@, y et y, & coefficients entiers,

2) Fw,y,5)=0,

telle que a7 S différente de zéro, quand © =0, §'il existe une valeur de n déterminée & partir
Y

de lagquelle les dénominatewrs de c,yy, ayra, ... contiennent des facteurs premiers supérieurs
respectivement & n-+1, n4+2, n-+3, ...

On peut tirer ce théoréme de la formule suivante, qui résulte de I'expression analytique
de la dérivée d’ordre n des fonctions composées, et qui donne la dérivée d’ordre n de la fone
ction y (Journal de Battagling, t. xvnI) (4):

e XU GGG g e eyt A F
al Lo Ao LB T @DBHE ST — IV 07 dae dyp dy

(1) Voyer cet ouvrage, t. 1, pag. 209,
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Dans cette équation la somme X se rapporte & toutes les solutions entiéres positives de
I’équation
4) a+284+37+. A —-Drh+d 203+ -1V d =01,
et 'on a posé

) 3m=a+[3—i—...+).+a’+[3’+...—‘r—')\’+a”,

b=a-+B-4...-Fk, c=d+f+...+N, a=d".

Nous avons done

o 9Bl 4T Ve 3_/—”‘> B+’ <y(”"1) >7\—}—w’ <Qi(ji>7\’
2)» 374" . ..ah () <2! InF

n—1! n! 0
alBlo .kl IR0 W ! detdyd dy'e ~ !

ou, en séparant le terme qui contient y™,

o g 4v 1\ e ﬂ)B'I'U[ <3/<n_“>7\+‘”’
@774 =G <21 T \p—1! ar F dF y»

AR IR erd dedyidys " " dy wl

Si 'on pose maintenant =0 dansg cette formule, on obtient une autre formule gqui donne
p ? ?

. "
Cg 3 g .
de proche en proche, les valeurs de y,, ~;/°—, ey —‘/0—, qui doivent coincider avec les coeffi-
. 21 n! :

cients ag, a1, az, ..., a, de la série proposée.

()
. . 7 .
On voit par cette formule que le dénominateur de ﬁ'— ne peut contenir que les facteurs
premiers suivants:
1.° Ceux qui résultent du dénominateur

alBL N IR N L

2.° Ceux qui résultent du dénominateur de

< dm | > )
dat dy’ dy'® ) 4o’

3.° Ceux qui résultent du numérateur de

<ﬂ> :
d?/ ac=0,
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" ety
Yo Yo

g T 1)

4.° Ceux qui résultent des dénominateurs de y,,

5.° Ceux qui résultent de n.

Nous allons voir que les facteurs premiers correspondant aux trois premiers cas n’augmen-
tent pas indéfiniment avec n.

I. Comme la fonction F (w, y, /) est entiére par rapport & 2, y et 3/, les dérivées de cette
fonction d’ordre supérieur & son degré sont nulles, et par conséquent m ne peut pas augmen-
ter indéfiniment. Donc les quantités «, 8, 7, ..., &, «, By ..., ¥/, «’, dont la somme est égale

4 m, ne peuvent augmenter indéfiniment, ni par conséquent leurs facteurs premiers.
II. La dérivée
< dm K >
da® dyb dy/c x:O,

qui est fonction entitre de y, et y, et, par conséquent, de @, et a,, ne peut contenir évidem-
ment en dénominateur que les facteurs premiers qui entrent dans les dénominateurs de

a, et a,.

III. La dérivée <7y7> , qui est une fonction entiére & coefficients entiers de a, et a,
2=10

est une fraction déterminée, et ne peut donc contenir en numérateur des facteurs premiers

qui augmentent indéfiniment.
)
On voit donc que les facteurs premiers du dénominateur de =%, ou @, ne peuvent au-
n!
gmenter indéfiniment que par suite de la présence du facteur » du cinquitme cas, et nous

avons donc le théoréme énoncé.
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DEUXIEME NOTE SUR LE DEVELOPPEMENT DES FONCTIONS
SATISFAISANT A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

(Annales scientifiques de I'licole Normale Supérieure de Paris, 3. série, t. III. Paris, 1888)

La série
1 aytaretazat. . Faat. ..
?

o ap, ai, as, ... représentent des fractions réduites A leur plus simple expression, ne peut

pas éive le développement d'une fonction définie par une équation algébrique relativement &
, DN . .

z, Y Y, .., Yy, a coefficients entiers,

(2> F(xa .?/,.7//’ . ">.2/(i)>=07

telle que —— soit différente de 2éro, quand x =0, si les dénominateurs de ty g, dyy9, - .. con-

dy(i)
tiennent indéfiniment des facteurs premiers supérieurs respectivement & n+1, n+2, ...

On peut démontrer ce théoréme an moyen d’'une analyse semblable & celle qui fut em-
ployée pour démontrer le cas particulier considéré dans la Note antérieure, on encore au
moyen de l'analyse suivante.

On peut écrive I’équation (2) sous la forme

3) D Aw Py ) =0,

et alors, si on la dérive n fois au moyen de la formule de Leibnitz, on trouve le résultat
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symbolique
ZAEE YY) () =0,
qui, en posant =0, donne
S An@—1).. (e—at D) ) GO0 =0.
En appliquant maintenant la formule de Leibnitz au produit
PG
on trouve le résultat symbolique
DAn—1)...n—at )Gty t vyt by ) =0,

ol entrent b termes égaux & 7, ¢ termes égaux i y,, ete.
Done

— ) @ @B B ) ()
EAn(n—l)...(n—a—i—l)S(n @)L ye™ yg Yo' U0 (7)™ (1Y) 0,

ald 1. BB AInL...

ot la somme S se rapporte & toutes les solutions entiéres et positives de I'équation
o+d -+ ABFB 4 RN o =n—aq,

et olt le nombre des quantités «, «/, ... est b, le nombre des quantités 8, B/, ... est ¢,
ete.

En séparant maintenant les termes de cette équation qui contiennent la dérivée d’ordre
plus élevée ygt”, on trouve un résultat de la forme suivante:

o CORN RV (R VR (SR (BN
T RO @EFDU e (Nl

. 1o 1) h— ygl_H)
+2A(n—{~1)- ..(n+l)723/83/o' ) '(y(()))h : (n4-1)! =0

(a)
E ASw ‘Z{O—'
4) ‘




ou

o=@+DE 4+ AF YW D) A F DN F 2 (A (N D)

2 (())H—i)
sy OU
(n-420)!? dal

ne peut contenir en dénominateur que les facteurs premiers qui entrent dans les dénomina-

De cette formule on tire Je théoréme énoncé. En effet, elle fait voir que

{n-f-i—1) (nd4i—2)
Yo Yo

nt+e—1" n+:—2)0°

teurs des fractions antérieures ..; ceux qui entrent dans le nu-

mérateur de

DA byl (P,

ou

[‘dF(w, Yy - -,y”’)} )
(ZJ/‘“ et

et ceux qui entrent en {(n+1)...(n-F¢).




IX

SUR UN THEOREME DE M. HERMITE RELATIF A L'INTERPOLATION

(Journal fur die reine und angewandte Mathematik, gegrﬁndet von Crelle,
Band C. Berlin, 1887)

Le résultat important relatif & V'interpolation auquel M. Hermite est arrivé (1) dans le cas
d’une fonction uniforme et continue dans une aire limitée par une courbe, peut étre étendu
au cas d'une fonction uniforme & discontinuités polaires et qui est continue dans une aire
annulaire. (est ce que nous allons faire voir dans cette Note.

Soit f(x) une fonction uniforme, & discontinuités polaires, continue dans l'aire annulaire
limitée par deux courbes A et a; et soient a; et «a les affixes de deux points de Vaire limitée

par A, et b et by les affixes de deux points de l'aire limitée par a.

A R (:r — ag)B e x
En multipliant par ~—— les deux membres de lidentité:
(z — az)?
1 _ 1 (w—aiz_i_” ._|_(ac——ai)ff“ (— ay)*
z—x (z—a) (z—a)? (g—ay)” (z—x)(z—ar)”
on trouve P'identité:
(2 — ag)P B (x — ay)P (@ — ay) (& — a9)P (e — al)“_iﬁ(ac — a)f

(z— ) (z — az)P ;(z—ai) (z—a)f  (z—ai)?(z—a)? o (z— a1 (2 — ag)P

L (@—a) @—a)?

l (z—x) (z—a))* (2 — ac_))B )

(1) Journal fiir die reine und angwandte Mathematik, 1818, t. nxxxiv.
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Si ensuite on décompose en fractions simples les deux membres de cette identité, on arrive
4 un résultat de la forme suivante:

x— ay)® (e — ag)* r—a)” (x— )" | (@—a)*(z— a)P

1
—sm! LENS

z2—uw (8—ay)P (z—ag)V ' (z—) (z— ay)* (z——ag)ﬁ,

oulonap=1,2,3,...,0 et p'=1,2 3, ...,8; ou M et N sont des quantités constantes;
et out la plus grande valeur de m et de m/ est a—1, et celle de n et de #' est f.
En multipliant par f(z)dz et en intégrant le long du contour A, on obtient le résultat:

Sfz)de —3M (2 — @)™ (2 — a9)" f J(2)dz

A 2—@ L (z—ag)?

@ f(z)de F @) (@ — ay)* (x— ag)P dz
+EN (@ — a)" (2 — az)” - ! 2

s (2—a)? A —x)(z—ar)” (z—ag)ﬁ )

Considérons maintenant 'identité
(z— ba)t _ [ (z— bg)t (z—D1) (z— Do)t +(z——b.;)"—‘ (z— ba)t
@t e—a) L@—b)@—t) @@=y T @—b)f—t)

(z — bi)k (Z — bg)l
+ (—2) (& — b1)F (. — bz)‘]’

dont le premier membre est susceptible de la décomposition suivante:

(z— bg)t 1 1 2z — b (z— bg)li’_
Gt (=) i—w a—ls et T @ty
Nous avons donc un résultat de la forme sulvante:
1 (z—b:Yt (2 — bg)t
—TK
z2—x Kz +(z—w)(oc——b;)k(m—bz)“

et par conséquent

f(Z) dz R N W f(z) (z‘—bi)k (Z——bg)ldz
ﬁ Z_m‘——z.,:[iﬁf(Z}-d dZ_{“j;(z_w)(w_bl)k(w_b?)l)
1

, . - 1 ,
ol K représente une fonction entiere de et et o représente les nombres

x—by x—by’
0,1,2 ..., k}+1—1.
En appliquant aux intégrales précédentes la formule connue:

f@:;L(Aﬂ@w_ f@w>

2w Z2— LB
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on obtient la formule suivante:

— ) (2 — ag)P 2) (z— b1 (2 — Bo)l ds
f(m)=II(ae)+9(ac)+L_ 1 (2) (e — a1)* (. — az)f dz . f ) (z—by)F (z—ba)l dz ],
2in| )i —a) (z—a1)* (z— a2)P o (2 —1) (2— b)Y (@ — )}
ot IT(x) représente une fonction de @ du degré a+f3-—1, et O (x) représente une fonction

. 1 1
entiere de po— et P

Cela posé, soit f(z) une fonction qui n’admette que des discontinuités polaires dans l’aire
limitée par la courbe A.
On peut déterminer % et I de maniére que la fonction

S (2) (2 — by} (2 — ba)f

soit holomorphe dans Yaire limitée par «, et on ait par conséquent

J@)(z—bi)f (z—ba)dz _ 0
. (Z_w)(w_‘bl)k(m—bz)l = U.

Done

1 [ f)(e—a)” (z—a)’ dz

% A (F—x) (2—w)* (z— a2)5 )

J (@) =11(2)+8 (x)+

De la méme maniére on trouve la formule:

2) (@ — a))* (@ — a2)f (e —as)'. . .dz
(2) f(m)=II(m)—|—9(w)+,2_1_ f@( 1)” ( 2)P (x—a3)'. . .d ,

i Jay z—a)(z—a)’ (z—a)f (z—as) ...

qui contient comme cas particulier Ja formule de M. Hermite.

Voici les conséquences de cette formule.

La fonction (2 — a1)* (@—ag)? ... s'annule ainsi que ses dérivées jusqu'a lordre a—1,
pour @ = ay. De la méme maniere cette fonction s’annule ainsi que ses dérivées jusqu'a I'ordre
B—1, pour & = ag, etc. Nous avons done

Flar) =TL(@)+ 6 (ar), f(ar) =TT (a) + O (as), +.. FO0 (@) = IIO (@) 4 0 (a),
Flaz) =TI (a2)+ 0 (aa), f () =TT (a) + @' (@), ... f5 (a) = TIE1 (ag) -+ OF (),

..........................................................................

Par conséquent la fonction II (x), dont le degré est a4-f +7+...—1, remplit les conditions
précédentes, qui sont au nombre de a4 3-4-7-..., et elle est par suite entiérement déter-
minée.
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D’un autre coté, on peut mettre 0 (oc) sous la forme:

A Ay A
@(w)— w_b';“‘ ({,B—Z);)Q +- . +‘@‘——_—W
B, Ba | B,
@ — ba +(w-ba)2 R +(90A—W
- ete. ;

ot, en posant F (x)= f () (& —by)*, la fonction F () n'admet pas le pdle bi, et la formule (2)
donne:

F (w) = (x— b[)k IT (w) 4 Ay (w— Z).;)k_’ 4 Aqg (x — bi)k*Q 4 AL (oc — b))+ A,

B, B @—=b ) (P f@) (@—a) (x—az)?. . .dz
— b))t e Ehaia
T 2 [ I + ]+ 2iw A (z—ac)(z——a.;)“(z—ag)lj...

@—by | (2—ba)?

De cette formule on tire

Ft—4) (60

1.2..0—1)

1
Ar=F (), A=F (), AI:—2=7F” (1), ..., A=

De la m@me maniére on trouve les autres constantes By, Ba, etc., qui entrent en O (x).
Donc on détermine les constantes qui entrent en O () au moyen des valeurs des fonctions

J @) @—"b0) f(@)(@—b),

et de leurs dérivées, correspondantes aux valeurs by, b2, ete. de a.
En conclusion, les fonctions II(x) et © (), qui entrent dans la formule (2), sont complé-
tement déterminées quand on donne les valeurs des fonctions

f@), f@)(@—b), f(x)@E—0b), etc

et de leurs dérivées, correspondantes aux valeurs ai, ae, a3, ete., by, b2, b3, ete. de w.
Maintenant, si-l'on pose les conditions: ‘

le—ar|<|z—a1], |@—a]<]z—ag], etc.,

la formule (2) fait voir que la fonction I ()4 © (x) représente la fonction f(x) avec d’autant
plus d’approximation que le nombre des quantités ai, a2, as, etc. est plus grand, >u encore
que les exposants «, B, 7, ete. sont plus grands.




X
SUR LA REDUCTION DES INTEGRALES HYPERELLIPTIQUES

Extrait d’une lettre adressée & M. Lerch,

(Bulletin de la Société Royale des Sciences de Bohéme. Prague, 1888)

Soit X un polynéme entier de degré impair 2 et f(, VX) une fonction rationnelle de

et de VX. Vous savez, Monsieur, qu'on peut tonjours mettre cette fonction sous la forme

H
G+ —=
VX’

. . J5i
G et I représentant des fonctions rationnelles de x, et qu’on peut décomposer VX en ter-

m??l
— et en termes de la forme

VX (@—ap VX

(e, ‘/f_(), on est conduit & considérer des intégrales de la forme

. Done, pour intégrer la fonction

mes de la forme

2" do

VX

et des intégrales de la forme

Notre objet est de donner une maniére de ramener ces intégrales aux intégrales hyper-
elliptiques normales de premidre, seconde et iroisieme espéce.
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Considérons d’abord l'intégrale
dw___
(x— a)" VX’
et soit
X=(xz—a)(@—0)...e—*n).

Nous avons

(1) de _ 1 1 X' da
(@ —ay" VX (m—1) (cc——a)m—‘_‘/x— 2m—1),) @—am'X VX
Si a est différent de «, B, ..., k, nous avons
X! A B L
2m—1)@—a" X x—a x—f + _}_w—k
M; M,y

—l—-____-__ « o v ! e
x—a ' (2—a)? Tt (x— aym-’

ot A, B, ..., L, My, etc. représentent des constantes; et par conséquent,

doc*—___:* 1
f(cc—-a)m‘/i (m—1) (@ — a)yr— VX

dax dx dx
-4 f(w—a)VX—B f(w— 8) Vé‘f_m_Lf(w—%)VX

dx dx dax
“M‘f@_;«'_ﬁ‘“hfmm""‘M"l**f(w—_a—)m_w—f-

Au moyen de cette formule et des formules analogues qu'on obtient en y posant

. . da , :
m=2, 3, ..., m—1, on raméne ['étude de l'intégrale — A& celle des intégrales

@—ay VX

(= de da _dmw
lf@—@witf@—@wftf@—mwf ) @ 0VX

Si a est égal & une des racines de "équation X =0, par exemple a=a, on a
b b

X! B C L

2(771——1)(.70—(1)"‘(56—(&)...(m——'L):m—[ﬂ+ x—7 T x—h

M M M.,
=

e Tamar T g
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ou B, C, L, My, Mo, ..., M, représentent des constantes. On obtient la constante M,
la seule qu 1l nous faut connaitre, en déterminant la vraie valeur de la fraction

X' (e — )
2m—1X
quand z=«; on a alors
X e — o) 1

My, = 9( n—1)X 2(m—1)"

Done la formale (1) donne

2m—3 de 1
2(m_1) f(m'_a)m \/33;— (’m——l) (x__a)m-i ‘/i

da * o de
-y L .
f(w—ﬁ)VX f(ac—x) VX (@— VX

—_— Mif(w — a)‘/li -— 1“2 fix_—-a“——)ﬂ \/i — e Mm—l f *““(w — a)?’*“i \/i'

Au moyen de cette formule et des formules analogues qu’on obtient en y posant

x p

y . d
m=2,3, ..., m--1, on raméne encore 'étude de 'intégrale —————= 4 celle des
(x—a)» VX

dx dx ode
—aVX' ) @—=pvX: 7 ) @—vX
Déterminons maintenant les intégrales

f(wjf)@’ f@—WX ' f<m-

1 1 1 /
+ ot X

z—a  x—p

intégrales

quand a=a.

De Videntité

on tire

dx dx dx - 2
@ Jetomt fowmr i
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D’un autre ¢6té, de la formule

ak de a1 ah+t X dae
VX (k1) VX Q(k 1) X VX
et de la formule

X gkt ki ]

X =.7c——a+.7c {3+ b

=nat+ oyt taat2 . ey

€x — )\

ahtt i x|
r—a i o 6 PR TZ'__.)\
on tire
: k1 o
(2k—{—2—n)fmv,§c—a, m_‘/idi_...—ak —‘C/l%
3 _ 2m7i1 gl R N [ AN 53 N
VX <m—a>VX (m—B)VX @— VX

et, en posant k=0,1, 2, ..., n—2,

da :
“f(m_@vg“ <w—wx+ o fm—fT)VX
2)f VX V

f(oc—a)\/X (m—[i)\/X (w—)\)\/X
xdx de 2x?
=—(n-—4) ﬁ—m VXT—V:X/,

........................................................

dx dx dx
n—1 . _ n—4 . _— )\n—l -
* f(w—a)t/X+3 f(@~{3)\/X T f(a:——')\)\/X

m"“ 2 dm a3 da de 20t
=(n—2) — ay i — g e
VX

Au moyen de ces équations et de I’égnation (2) on rameéne l'étude des intégrales

f@_df)@’ fm_e)x/‘{ ' f<r_7w\
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& celle des intégrales

da xda " da
Vx> ) vxT T % S
puisque le déterminant
I 1 1
a B I3
« B2 72
a1 Bn—l n—1

est différent de zéro.
La formule (3) permettra aussi d’exprimer 'intégrale

™ da

VX

quand m >n—2, au moyen des intégrales

0l % R s

Done, en derniére analyse, les intégrales considérées

dax x" da
e vx ) VX

peuvent &tre exprimées an moyen des intégrales

dx xdax a2 da

e v ) VR

f (x —Oi:;%:{'

et de l'intégrale




X1
SUR L'INTERPOLATION AU MOYEN DES FONCTIONS CIRCULAIRES

(Nouvelles Annales de Matématigques, 8.c série, t. IV. Paris, 1885)

Le probleme de la détermination d’une {fonction de @ qui regoive les valeurs
Y1y Y25 Y3y -+ .y Yn, quand on donne & la variable a les valeurs ay, ag, a3, ..., a,, est indé-
terminé. On y peut satisfaire au moyen d’une fonction entiére homogéne de sinx et cosw,
et nous avons alors la formule (Hermite, Cours d’Analyse de I’ Ecole Polytechnique de Paris,
p. 331)
sin (® —ag) sin (x — a3)...sin(x — a,)
sin (@1 — ag) sin (@3 — ag). . .sin (@ — o,

f(sing, cosx) =

sin (@ — ay)sin (@ —a3). . .sin(x — a,)

sin (ag — a1) 8in (@a — a3) . - -sin (az — a,)*"

sin(z — aq)sinf{e — ag)...sin(x —a,_4)

+

: _ . = Y
sin (@, — a1) sin (@, — a2). . .sin (@, — a, ) In

Tnversement, f(sin®, cos ) étant une fonction entiére, homogéne, du degré » — 1, nous avons
une formule de décomposition d'une fraction en des fractions simples, & savoir:

f(sinz,cosx) . f(sin a4, cos ay) 1
sin (x— a1) sin (x — ag). . .sin(x—a,)  sin (@1 — ag)sin (a1 —as,. . .sin{a; —a,)  sin (z— ay)

f(sin as, cos as) 1
sin (ag — a4) sin (ag — ag). . .sin (ag —a,)  sin (x— ag)

f(sinay,, cos a, 1
sin (@, — @) sin (a, — a2). . . sin (@, — ay—y) sin (e — a,,).
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Nous allons considérer, dans cette Note, le cas ol quelques-unes des quantités ai, ez, ...
sont égales, pour chercher la formule de décomposition et la formule correspondante d’inter-
polation.

11

En supposant premiérement aj = a2, on peut déterminer la somme des deux premiers
termes de la formule précédente par le chemin qu’on a I'habitude de suivre dans les questions
de cette nature, c¢’est-a-dire, en posant d’abord ag = a; + o, en développant ensuite le résultat
suivant les puissances de o, et en posant enfin »=0.

On trouve ainsi d’abord

sin (@ — a1 — o) sin (@ —a3). . .sin (@ —
sin o

F@)=— “W F (o)

sin (@ — ay) sin (@ —ag). . .sin (& — a,)

+

(F(a) + ol (a)+...]

sin ® :

sin{e —a)sin (¢ —a;—o)sin(z —ai)...sin(x —a,)
sin (a3 — ay) sin (a3 — a1 — o) sin (a3 — ai). . .sin (a3 — a,)

sin(® —ap)sin(® —a;j—o)sin(e —as)...sin(® —a,_y) v
: - - 0 Yny
sin (¢, — ay) 8in (@, — @y — o) 8in (a,— a3) . . .sin (@, — dpp)

F (a)) = S (a1)

sin (ay — a3) sin (ay —az). ..’

et olt Ion représente f(sina, cos®) par f(x); et ensuite, en développant ce résultat suivant
les puissances de o et en posant enfin o =0,

fe)y=-cos (x —aj) sin (x —a3)...sin(x —a,) F (ay)

+sin (@ —ai)sin(®e —az)...sin(e —a,) F (a1)
sin*(@ —a)sin(e —ai)...sin(@ —a,)
sin? (a3 — a4) sin (a3 — ai) . .sin (a3 — a,,)f(ag)

+

sin?(x —ay)sin (@ —a3)...sin (@ —a, )
sin? (a, — a1) sin (ap — a3). . . 80 (@ — @a—y)

+

S (@),

Cette formule détermine la fonction f(x), étant donndes les quantités f(ay), f'(a1),

flag), flas), - ..

Nous allons maintenant considérer le cas général,
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Nous avons

k=i, . . . . .
Flw)— 2’ gin (@ — ) sin (& — ag). . .sin (@ — ay_y) sin (@ — apy) + - - 80 (@ —ay)
et sin (ap — aq) sin (@ — ag). . .sin (@ — ag—q) sin (@, — a4 - « - 8in (@, — a;)

>< sin (-'L‘ — aiﬂ) sin (:c — {I5+2) ...8in (w — Gn) F (ak)

k==n

+ 2 sin (@ — ag)sin (@ —a). . .sin(x —a;)

sin (ap — ai) sin (ay— ag). . . sin (a4, — a;)

f=iy4? .
>< sin (@ — a;q) 8in (@ — a49). . o 8in (# — aj—y) 8in (2 — @qy) . . 50 (— @) F (@) |,

en posant

F () = 7 (@)

SI (@) — airg) SIN (@ — Aiva) . . .80 (@ — @)

Si P'on fait maintenant
w=a+v, s=a-+20, ..., g=a-+k—1Do, ..., gg=a-t+i—-1o

la premiere partie de f(#), que nous appelerons P, prend la forme

P ; (— 1)+ sin (@ — ay) sin (®—ag — o). ..s8in(z—a —(E—1) o). ..sin (@ — a,)
T gsinosinZ2o...sin{k—1)o xsinwsinZ2o...simf—k)o

k=1

< F (a1 + (k— 1) 0).

Done la limite de P, correspondant & =0, que nous appelerons A, sera le coefficient de
w* dans le développement de P.o—1 en série, ¢’est-a-dire:

A 1__k§i (1)~ di—t {uﬂ'*isin(acfal)sin(w#arm) sinf{z—ar—(i—1) o) Flai (k-1 w)J
= 1 doi— sinowsinZe. . .sin(k—1)o > sinw s1n2<» .sin(i—-k) o n=0

>< sin (@ — ai) sin (2 — agr9). . o8I (2 — a,).

On doit remarquer que, dans cette expression, on ne doit pas éerire sin(z— a;), quand
k=1; on ne doit pas écrire sin (v — as — o), quand k= 2; ete

Pour obtenir A, nous employons la formule de différentation de Leibnitz, ¢t nous avons

k=i
; C m(e-—a) | N _
1>' kzl( 1)i=k 8 (;6' T 1]5)? ? sin(w—ay—o)+sin(@—a; —20) ...+ sin [e—ai—(7—1) 0]

f--Do , k=20 © L © (i—ko e
+Sm(k'—1)®+5in(/€—2)m+'” sino ' sine " sin(i—k)o Flas--(k 1>‘”]§

> 8In (@ — ). . -8in (@ —a,)



ou
k=1 1 )
. S YA __ g1 — n (@ — d«;1q). . .8 —d,
A——,E( 1) F—TIG—] sin (@ — ag) sin (@ — aipy). . .sin (0 — ay)
, u of . 3
Vo oy 1720 =D < N _";> - < e f_)
XE}( 1) ATTIE sin { @ a1+a2 ...sin{x a.;«f?\?

(/c_nan)(al)[ (—1) o ]m [ (—k)o JMn) g

wlplgl.lom! Lsin(k— Do do=o "Lsin@—-kodo=oV

o a, B, ..., h, u, p, g, ..., m représentent toutes les solutions entiéres positives de l'équa-

tion

at+B+. o+ hFutptgt. o Fm=t—1.

D’un auntre c6té, nous avons

(d.” (w cosée )

- dm/’l =0

—2(20-1—1)B,_y,

quand p est un nombre pair, et

I’dl’ (2 cosée w)J Ok
- =Y

CZ wT =0

quand p est un nombre impair, en représentant par B,_1 les nombres de Bernoulli. Done
. . T ) ﬁ\ . .
A = Xsin (@ — ay) sin w—al—l—a? .. .sin m—czl—k)\-?/ sin(e—ajy ). . .sin(w—a,),

ol

i G 1228 . G— 1B, B,_i...B,_s
(h—=D1E—k)TalBl . Alulplol. . m!

s (b— 1) (k—2)0. . 1. 17, . (i — k)
S (=1 1)(20-1 — 1), (221 — 1) F (ay),

X = (_ l)a—f—(#{— . .+7\+’i—]f

en donnant & «, B, 7, ..., A, w, P, ¢, ..., m, k toutes les valeurs entidres et positives qui

vérifient 1'équation
at+B+. . Frhtutpto+.. A m=k—1,

ol k ne peut pas étre supérieure & 7, et ol p, ¢, ..., m doivent tre des nombres pairs.

VOL. II L
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En appelant B la limite, correspondant & o= 0, de la deuxiéme partie de 1'expression de
f(®), on peut écrire

B— < sini ( — ap) sin (@ —ai1). . .8in(e — a,)
- . sin (ap— @) sin (@ — @) . + . 810 (A — ay)

S(aw).

k=it
En substituant les expressions de A et B que nous venons d’obtenir, dans la formule
f®)=A+B,
on trouve la fonction f(x) qui prend les valeurs données

flar), f(as), f/' (@), ..., fi=0(ay),
Flaivr), f(aire);, -y flan).

Avec un simple changement de notation, en supposant que les fonctions données sont

f@), f1(a@), f' (@), ..., f¢=V(a),
f(b’)’ f(bg), f(b3)7 . ) f(bn)7

on a

A = Xsin(z—a)sin (m—a—{—a—?j—)... sin <x—a+7\—‘;—> sin (@ — by). . .sin (w — by,),

: k=n . . )
Y sint (. — a)sin (@ —by). . .sin (& — by)
B= §i sin’ (b, — a) sin (b, — by). . .sin (b, — b")f(bk).

k
En posant
bg=b4+m, b3=bif+-2(9), ceey bj=l)4—{—(j——1)u)

dans les formules précédentes, on trouve la formule qui correspond au cas ol sont données
les valeurs suivantes:

Sf(a), J'(a), f” (@, ..., fb (a),
f(bd)7 f/ (b]>7 f‘” (bl)’ R ] f(]‘—” (bi)7
S Givs)y f(ixa)y f(Bje3)y - oy f(bn).

Considérons maintenant le cag général. Si I'on donne les valeurs suivantes:

Fla), (@), f(@), -.., fi~1(a),
F®)y £1®), 18,y ooy fID),

............................

f@, fres f1(0s -y [0 (e,



I

et si 'on cherche la fonction f(2), on peut employer la formule suivante

f($)=A+B~f—C—}—...,

A
ou

A= X sin (z—a) sin <x—a+a—g—> sin <(9c——a—}—B%-> .. .sin <w—-a—}—7\%>
it (a2 — B) sin! (2 — c). . .sin™ (2 —e),

B = S X sin ( — ) sin ( — ) sin <ar:——b+a%> sin <:c—b—}—(3%> . .sin <x——b—}—7\%>“
sin! (z — ). . . sin™ (@ — ),

C =" Xy sin (z—a) sin (z—b) sin (z—c)sin <x—~c+a%> sin <x—c+3 %) ...sin <m—c—|—7x%>
sin® (z — d). . .sin" (z — ¢),

.............................................................................

et ol les quantités Xy, Xa, ... dérivent de X par le changement de ¢ en j et de F (a) en
Fy (b) pour Xy, et de 7 en ! et de I'(a) en Fy(c) pour X, ete., étant

Fa)— £a)

"~ sind (a— b)sinf (@ —¢). . .sin" (a —¢)’

sin' (b — ¢) sin (b —c¢). . .sin™ (b —¢)’

.....................................

Les quantités o, B, ..., &, u, p, ..., m, k représentent les solutions de I’équation
o+ B4 Frhtudptot. . fm=k—1,

k étant inférieur & ¢+1 en X, & j+1 en Xy, & {41 en Xs, ete.

Nous devons remarquer qu’en A on ne doit pas écrire sin(x — ) dans le terme corres-
=
2
k=2 etc. La méme chose arrive en B, C, ... relativement & b, ¢, ...

pondant & k=1, on ne doit pas écrire sin <.27—a -« > dans le terme correspondant &

Nous devons epcore remarquer que le nombre des quantités «, B, ..., hest 1—1 en A,
mais que, quand % =2, manque «; quand k=3, manque 3, etc. On doit faire la méme
observation & I'égard de B, C, ... Le nombre des quantités p, ¢, ..., m est ¢—1.

Enfin, quand quelqu’une des quantités «, 3, ..., p, ¢, ..., k—1, ¢ —k, « est nulle, le
facteur correspondaot ne doit pas exister dans la formule.



Les formules que nous venons de trouver résolvent la question d’interpolation proposée,
¢est-3-dire quelles déterminent une fonction circulaire, qui prend, elle et ses dérivées, des
valeurs données. Nous allons donc considérer maintenant la décomposition de la fraction
correspondante.

ITT

Soit f(sinw, cosx) une fonction entiére, homogéne, du degré ¢+j-4+71-+...+m—1.
/
. = . = , .
Comme les guantités sin <cv*a+a~?>, sin (x —a q’-ﬂ?) , ete. sont egales & =+ sin (z — a)

ou & -+ cos(x —a), la formule de décomposition qui résulte de la formule précédente est

fsinz, cosx) A As cot (z—a) SR Ajcoti—t(z —a)

sin' (@ — a) sin/ ( —b). . .sin” (x—e) sin(z — a) sin(x—a) sin (@ — a)
B , Bacot(z—b) Bjeoti-i(z— )
+sin(z—0b) | sin(@—b) | Csin(w—0)

et nous connaisons les coefficients Ay, Aq, A3z, ..., By, Be, ...

Nous allons indiquer rapidement deux autres méthodes pour trouver les coefficients pré-
cédents, analogues & celles employées dans la décomposition des fractions rationnelles,

En posant

© (x) = sin/ (z — b) sin’ (x — ¢). . .sin” (¢ — ¢),

nous avons

flsmz, cos )~ - B - L
W—_Amm (#—a) -+ Ag cos ( — a) sin=2 (. — a)+. ..

+ A;cos™ 1 (r —a) 4 K sin’ (r — a).
Cette formule donne

_f(sing, cosal

A =
L ¢ (@)
En la différentiant, on trouve le résultat
flsinz, cosx)

¢ (@)
dx

=({—1)Assin = (& —a)cos (@ —a)+. ..+ Aj_g cos™t (z— a)
FE—=1)A cos2(z—a)sin(z—a)+. ..,
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qui donne
a f(sina, cosa)

AR, 1 O
A= da

De la méme maniére on trouve les autres coefficients en continuant les différentiations.
On peut aussi calculer les coefficients Ay, Az, ... au moyen des équations qu'on obtient
en égalant les coefficients des mémes puissances de % dans l'identité suivante:

by

f{sina, cosa)-- —f% h+ % Cg;{hﬂ 4. o= (Arsintt b4 Agcoshsin~2h 4-. . . A; cos’1R)

w[e@thg @+ Srer@. ],
qui donne
f (sina, cosa)=A;0(a),
fi(sina, cosa)=A;_190(a)+ A ¢ (a),

P S A A I I A A Y s e e e

Les formules précédentes, appliquées au Calcul intégral, donnent une formule de réduction
d’intégrales.
En effet, au moyen de ces formules, on réduit 'intégration des fractions

f(sinz, cos x)
sind (¢ — a) sin/ (z — b). . .0

f(sinz, cosz) étant une fonction entitre, homogene, du degré ¢ +5+...+m—1, & 'intégra-
tion des fonctions de la forme

cos! (z — a)
sint1 (¢ — a)’

qui sont le sujet de des formules de réduction qu’on trouve daus les Traités de Caleul intégral.
On peut encore employer, pour {’intégration de cette fraction, la formule

Yeost (4 0 o — )
fdm_ﬂdwsﬁf ‘/[COt (@—a) d cot (. — a).

sintt! (z — @) 1+cot? (2 —a)]




XII
SUR UNE FORMULE TRIGONOMETRIQUE D’INTERPOLATION

(Bnseignement mathématique, t. VI. Genéve, 1904)

1. Nous allons nous occuper dans cette Note de la question suivante:
Déterminer la fonction entiére et homogéne de sinz et cosw, de plus petit degré, qui
prend, elle et ses dérivées, par rapport & x, les valeurs

r
Y Yo y/p ey 3/{”-*“»

e * e s s e 0. s e e

/ ' _
Yiys Yir Yy v oy "/iﬁ 1,

;o (.
Yo Yo Yps + ooy YA,

quand on donne & z les valeurs oy, @2, ..., o

- Nous avons étudié déja ce probléme dans un article publié en 1885 aux Nouwelles Annales
de Mathématiques (3.7 série, t. 1v); mais nous allons le résoudre ici par une analyse plus
simple, au moyen d’'une représentation des fonctions entiéres et homogénes de sinz et cos g,

qui donne immédiatement sa solution.
Je partirai, pour cela, de la fraction rationnelle de sinz et cosa:

f(sinz, cosw)
sin (& — o). . .sinf (@ — ;). . sin® (@ —ap)

olt f(sina, cosg) représente une fonction entitre et homogéne de sina et cosz du degré
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a+...4+B4...4k—1, et, en posant

f(sin@, cosa)=cos” 2F (tang z),

m=dat.. ot Bt.. b h—1,
je I'écrirai de la maniére suivante:

F (tang z)
 cos @ (tang & — tang 21)”. . .(tang @ — tang m;)@ .. .(tang # — tang )t

o = cos? @1. . .cosl ;. . . cosh .

Ensuite je considére la fonction rationnelle de tang 2

F (tang z)
F (tang )’

Fy (tang 2) = (tang ¢ — tang z1)“. . . (tang & — tang x)f. . . (tang ¢ — tang @),

et je la décompose en fractions simples; ce qui donne

F(tangz) E" [ MY MY MY ] ’

; — +. ..
Fy (tangx) -, | tangz —tanga; (tang z — tang a;)? (tang & — tang o)

olt MY), Mg), ceey Mg) représentent des constantes qui coincident avec les coefficients de

BB B2 ..., BY dans le développement de

KB F (tang @; -+ h).
Fi(tangz;4-h) ’

et par conséquent

2

..

F (tang @) iik Mf) cosw;cosz MY cos?w; cos? @ Mg’ cosP z; cosP 2
sin (¢ — a;) sin? (w — ;) sinf (x—x)

Fytang o) —,;=4
Mais d’un autre c6té, si 'on décompose en des fractions simples la fraction

1
——r—— et
Fy (tang o)
si on représente par Ar, Agy ..., Ag; ..., Bi, Bo, ..., Bg; ... les numérateurs de ces
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fractions, on trouve

F (tang ) AT (tanga) AT (tanga) - A, F (tang x)
—_ 4 coe p
Fy (tangx) tangx—tangay (tangw — tang a)? (tang x — tang ax; )*
e e e e e e

B I (tang «) n By F (tang x) n By F (tang )
! tangx —tang ;  (tang & — tang ) o (tang x — tang mi)13
e

Py F (tang @) ' P ¥ (tang x) P, IF (tang )

tang ¢ — tang x; ' (tang & — tang a;)? o (tang x — tang wk)w

et, par conséquent, en posant tangx = tanga; -+ 7,

REF (tang i) o, [hos T |
Fy (tang i+ k) b _k‘ g g

-+ Ba | AB2 F (tang @) + A8 FY (tang o) -+ % BB B (tang o) + . . ]

o
-+ Bp —F (tang o))+ 2 IV (tang «;) - —|——]Eﬁ_1 Fd-D (tang ;) - }

p— g;) gw; (Bwl)! i
+RAP,

ot RR représente la partie du développement considéré qui provient des fractions

AibBF(tang w;+h) Ay hBF(tang,p—}—h)

ete.
tang ;+ h— tang @y’ (tang x; + h — tang x4)¥’ ¢

On a done

4 Br g
MY =By F (tang )+ Ba ' tang ) .o 'y B0 (tang ),

. B .
M} =By F (tang @) -+ Bs ' tang a;) +. . .+ E 32) - F'¥2 (tang w;),
‘ _ .
MY — By I (tang @),

olt I’ (tang ;), F (tangw;), ... représentent les valeurs que les dérivées, ¥/ (), ¥/ (¢), ...
de F (¢) prennent, quand on y pose ¢=tang a;.
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De ces formules et de la suivante:

f(sina, cos x) . F (tang x)

sin® (w— ). . . sinf (w—ay). . .sin’(z — ay)  wcoszFy (tang m)’
il résulte la suivante:

i=k

. 2. tcosd e cosb—t o
, f(sinoc,cosw)=(?<m> [ 34 008 @; EQ_‘CE TOOSL |y BpC'OCJ xicosP " & ]F’(tangocg)
: ZiUsin(e—x;) sin®(z—x;) sin® (e — ;)
: 2.0 s cosP—t aicosb 20
+[ Bg cos o Bg'cos 208X B(0.0S 2,008 wJF’(tangoci)
1) sin (o — o) sin? (e—a)) sinf~! (& — )
T e .
+ L .BBCOS TG (tang @) |,
B—1! sin@e—a;)

© () = sin” (& — ). . .sinf (x— ). . .sin* (0 — ay),

qui est celle que nous proposions d’obtenir.

Au moyen de cette formule on peut résoudre immédiatement le probléme antérieurement
énoncé.

En effet, I'équation

fsine, cosax)=cos”aF (tang x)
et celles qui résultent de sa dérivation par rapport & x, déterminent les quantités
I (tang o)), ¥/ (tangxy), F” (tangay), ...,

quand sont données les quantités
f(sina, cosa), f (sinw, cosay), fr (sinw;, cosax;),
2, Voici encore un autre probléme qu’on peut résoudre au moyen de la formule qu’on
vient de trouver, en remarquant que 'expression qu’elle donne pour f(sinw, cos ) peut &tre

réduite premiérement a la forme

f (sin @, cos ) = K, cos™ & -+ Ky_g cos™ 2+ . .f-sina [ Ly cos" - Ly, _gcosm3a-. . .7,
VOL. II M
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et qu’ensuite, au moyen des égalités connues

a
2“—4cos“w=cosaw+<a>cos(a—?)ac+<a uuw\w—4>$+...+-1—( 1
1 2/ 2 L5 @
8l @ est un entier pair, ot
/a h
2“—1cosf‘x=cosam+<a>cos(a~2)x+<a>cos(a,—4)ac—{—,..—{—/ 1 cos x,
1 2 \\7(a—1) :

8i @ est un entier Impair, elle peut &tre réduite & la forme suivante:

@)

; feine, cosx) =R, cosme+R,_gcos(m—2ax-+...--Ricos

+ 8, sin me + Sp_o8in (m —yx+. ..+ Sysine,
quand m est impair, et & la suivante:

fsinz, cosa)=R, cosmz-+ Ry gcos(m—2x+.. .4 Ro

3
) —+ Sy sinma -+ 8,9 sin (m —2) 4. . .4 Sa sin 2,

quand m est pair.

On peut done résoudre, au moyen de la formule (1), le probléme qui a pour but de cher-
cher les coefficients qui entrent dans une des expressions (2) ou (3), quand sont données les
valeurs qu’elle et ses dérivées prennent aux points a1, @3, ..., @, en déterminant premidre-
ment, au moyen de ces valeurs et de la formule (1), la fonction f(sinw, cosx), et en la ré-
duisant ensuite & une des formes (2) ou (3).
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INTEGRACAD DAS EQUACDES IS DERNADAS PARCIAES DF SEGUADA DRDE

(Disserta¢fo inaugural apresentada 4 Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra.
para obter o grau de doutor. Coimbra, 1875)






INTRODUCCAO

O problema da integraglo das equagdes 4s derivadas parciaes de segunda ordem é consi-
derado pelos geometras como um dos mais difficeis do Caleulo Integral, e nio se sabe actual-
mente resolver senfio em casos particulares. Escolhi-o para assumpto d’esta dissertagfio pela
sua grande importancia. ‘

Proponho-me expdr os trabalhos de Iuler, Laplace, Monge, Ampére, Boole e Imsche-
netsky para a sua solugfio, intermeando-os de algumas indagagdes minhas.

No Jornal da Escola Polytechnica de Paris (cad. XVII) encontra-se uma memoria de
Ampére sobre a theoria geral dos integraes das equages 4s derivadas parciaes de uma or-
dem qualquer, para a qual a attenglo dos geometras foi chamada recentemente por Imsche-
netsky, professor na Universidade de Kazan (*).

Porém, tanto Ampére como Imschenetsky, que expde toda a theoria do sabio francez,
consideram s6 o caso de haver duas variaveis independentes; nem sel que geometra algum
tenha generalisado mais a questio. O capitulo I da minha dissertagio é todo destinado &
theoria de Ampére, que generaliso porém, estendendo-a a um numero qualquer de variaveis
independentes, usando para esse fim de alguns theoremas muito conhecidos da theoria das
combinacdes.

Muitas vezes, para integrar as equac¢des do segunda ordem, recorre-se 4 transformagio
da equaglo proposta n’outra mais simples. D’estas transformagBes tracto no capitulo IT, onde
exponho primeiramente as transformagdes de Fuler e Imschenetsky, e depois outra que con-
tem como caso particular a de Laplace.

A equaglo em que todas as derivadas parciaes de segunda ordem entram na primeira
potencia, ¢ aquella de que os geometras se téem occupado mais. Monge, seguindo um ca-
minho analogo ao que se seguia no caso das equagdes de primeira ordem, deu um methodo
para integral-as. Este methodo porém, sendo sé applicavel quando a proposta tinha um inte-

(1) V. G. Imschenetsky: Estudo sobre os methodos de integragdo das equacdes ds derivadas parciaes de
segunda ordem de uma funcgdo de duas variaveis independentes, traduzido do russo para francez por J. Hotel.
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gral intermedio, Ampére tractou de resolver o problema sem esta restricgio em uma memoria
notavel, publicada no cad. xvirt do jornal que contem a que foi anteriormente mencionada.
O methodo, que para esse fim deu, nfo differe essencialmente do de Monge, no caso de haver
integral intermedio. No caso de o nfo haver, Ampére ensinou a transformar a proposta
n’outra mais simples. Estes trabalhos de Ampére foram completados e aperfeigoados por
Imschenetsky, que deu a theoria geral d’esta transformagio. Os geometras inglezes Boole
e Morgan occuparam-se tambem das equagBes lineares de segunda ordem; porém os seus
methodos sfo, como o de Monge, fundados na existencia de um integral intermedio. O ca-
pitulo III da minha dissertacfio é destinado 4 exposiglio dos trabalhos de Monge, Ampere o
Imschenetsky.

No capitulo IV continuo em primeiro logar o estudo, principiado anteriormente, das equa-

2
¢des da forma F <m, Yy 2, %, éi—o%
seguintes, que, segundo diz Imschenetsky, sfo ainda verdadeiras na epocha actual: «Les

d?z
du dy
de cet ordre, doivent 8tre examinées avec d’autant plus de soin, que c’est souvent en y ra-
menant les autres équations aux différentielles partielles du seconde ordre qu’on parvient  les

dz dz  d?z

'’ dy’ W) =
peut étre régardée comme la premicre question & résoudre pour arriver & celle de toutes les
équations du secondre ordre. Mais ce probléme parait devoir échapper encore longtemps aux
méthodes de I’Analyse actuelle; on ne sait encore integrer ces équations que dans les cas ol
elles ont une intégrale intermédiaire, et dans le cas des équations lineaires intégrées par
M. de Laplace».

Laplace occupou-se da integragio das equagBes d’esta forma, quando slo lineares relati-

> =0, cuja importancia exprimiu Ampére pelas palavras

dquations aux différentielles partielles du second ordre qui ne contient que la dérivée

intégrer. L'intégration des équations comprises dans la forme F (ac, Y, 2

dz dz d*z . o . .
vamente a z, T Iy dwdy’ Imschenetsky considerou as equagles, mals geraes, em que 86-
d?z  dz d?*z 2 .. .
mente Tody e - ou Twdy e X entram no primeiro grau. I o que péde ver no n.° 25.

Quando existe integral intermedio, empregam estes geometras, para o achar, o methodo
da integragio das equagDes differenciaes ordinarias a tres variaveis. Reflectindo sobre este
methodo, nota-se que se péde dar-lhe uma forma nova, que o torna applicavel a outras equa-
¢des. Pdéde ver-se no n.° 16 o methodo assim generalisado e as condigBes para elle ter logar,
no n.° 27 a sua applicaglo 4 equaglio (), que contem aquella de que se occupou Imsche-
netsky, e no n.° 28 4 equagfo mais geral (10).

Laplace, quando a sua equagfo nZo tem integral intermedio, transforma-a n’outra. O
mesmo faz Imschenetsky. Esta transformaglo, que se péde ver no n.° 25, estd comprehen-
dida na transformac¢fo mais geral que considero no n.° 16, e ¢ no n.° 27 applicada ao caso
d?y

de a equagfo dada ndo poder ser resolvida relativamente a Tady”
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d*z edﬂz ou a2z edﬂz
dedy  da® ~ dxdy  dy?’
sio muito importantes, porque a ellas se reduzem muitas outras pela transformacfio dada no

As equagBes em que §6 entram as derivadas de segunda ordem

capitulo II. No n.” 29 apresento algumas indagagBes sobre um grupo d’estas equagdes, que
creio nio ter sido ainda considerado, consequencia da generalidade que dei ao methodo de
Laplace.

Nenhum geometra, que eu saiba, se tem occupado da integracio de « equagles simulta-
neas 4s derivadas parciaes com o variaveis dependentes, exceptuando Combescure (%), que
integrou um grupo particular de equagdes de primeira ordem. A esta doutrina consagro um
pequeno capitulo, onde indico rapidamente o modo de estender a theoria dos integraes, dada
por Ampére para o caso de uma equaglo unica, ao caso das equagles simultaneas e onde
integro um grupo d’estas equagfes.

Coimbra, 1875.

(1) Comptes-rendus hebdomadaires des séances de I’ Académie des Seiences de Paris (1812),




CAPITULO 1

Theoria dos integraes das eqguacdes
4s derivadas parciaes

1. Seja
F=0

uma equagio 4s derivadas parciaes de ordem ¢ com = variaveis independentes ®, 2, . . ., @y,

O integral d’esta equaglo diz-se geral quando satisfaz sémente a ella e ds equacgBes que
resultam de a derivar successivamente em ordem 4s variaveis independentes; isto é, quando,
derivando-o um numero m de vezes, egual ou maior que ¢, e derivando m— ¢ vezes a pro-
posta, resultam dois systemas identicos de equagdes, qualquer que seja m.

Sendo pois o numero das equagBes de um e outro systema assim obtidos differentes, deve
este integral conter um numero sufficiente de arbitrarias para se poder identifical-os.

Se o integral satisfizer a mais relagdes do que a proposta e suas derivadas, diz-se partt-
cular ou singular.

2. Suppondo o integral expresso por nma equagfo unica, é facil de ver que o primeiro
dos systemas de equagBes mencionados contem wmn numero d’ellas igual 4 somma dos numeros
de combinagBes que se podem fazer com n letras, tomando-as desde uma a uma até m a m,
entrando a mesma letra de uma até m vezes em cada combinagio, mais uma unidade, e por-
tanto, segundo uma formula conhecida (Francoeur, ed. de Coimbra, parte 111, pag. 41), egual a

[(m+n)Cnrl.

7

O numero de equagdes do segundo systéma é egual a

[(m-4-n—q) Cnl.
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Deve pois, para o integral ser geral, haver um numero de arbitrarias nfio inferior a

d=[(m-+n)Cn]—[(m-4n—q)Cn]
=[m+n—1)Cnr—D]+[m+n—2)C(n—1)]+...+[(m+n—¢ Cn—1)].

Vé-se portanto que o numero das arbitrarias deve augmentar com m, condigo a que sa-
tisfazem as funccBes arbitrarias de argumentos determinados. Estes argumentos sfo funccBes
das variaveis e cada funcglo pdéde ter mais do que um argumento.

8. Os argumentos, a que vimos de nos referir, sdo fancgdes explicitas das variaveis on
funcgBes implicitas das mesmas. Em ambos os casos a forma do integral é a seguinte:

Contem k-+1 equagBes com k argumentos, g funcgdes arbitrarias (mais tarde determina-
remos este numero) com suas derivadas e integraes, em numero de g', obtidos por derivagdo
ou tntegraglio relativa aos argumentos, considerados como variaveis independentes.

B aos integraes d’esta forma que diz respeito o estudo, que vamos fazer.

4. Um integral da forma indicada d4, derivando-o até & ordem m relativamente a cada
uma das variaveis independentes, um systema de equagdes cujo numero é egual a

(k-+1)[(m-4n)Cnl;

e a proposta e suas derivadas até 4 ordem m formam um systema de equagBes cujo numero
& egual a

[(m+n—q) Cnl.
A differenga entre estes numeros é egual a
O =k{(m+n)Cn]+[(m+n—1)Cn—1]4+[(m+n—2)Cn—1)]+.. .+ [(m+n—q) Cn—1)];

e deve portanto haver no integral um numero de arbitrarias, para se poder identificar os dois
systemas de equaces, que n#o seja inferior a ¥,

5. O integral e suas derivadas até 4 ordem m, formando um numero de equagdes egual
a [(m+n)Cn](k-+1), podem determinar as derivadas da variavel dependente z, até 4 mesma
ordem, independentemente das derivadas dos argumentos, porque o numero dos argumentos,
suas derivadas e derivadas de z é tambem egual a [(m+n)Cn] (k- 1).
VOL. 1I N
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6. Como a eliminagRo, de que acabdmos de fallar, péde fazer desapparecer algumas
funcgles arbitrarias, vamos estudar a lei do desapparecimento d’estas funcgBes nas derivadas

successivas de z.
Sejam « ... ns argumentos de uma funcglo arbitraria que entre no integral, seja
J ? ? ,
¢ (ay By ...) esta funcgfo e, suppondo

a=f(;7c0, Lyy Luy - ')>

tomemos « em logar de @y para variavel independente.
Derivando esta equagfo relativamente a a,, resulta, collocando as derivadas parciaes entre
parentheses, quando « é tomado em logar de @y para variavel independente,

ﬁ i <d_x0> =0,

dx, chO dx,

d’onde se tira

af

(dac(, E
Tm>=_7f'
g

da
Dependendo «, por hypothese, de @y e @, segue-se que <E:EQ> ndo pbéde representar zero
v

nem infinito.
Derivando a mesma equacfo relativamente a a, resulta a relaglo

da’ia ) 1
da ) df

da’,‘o

Zg . .
que mostra do mesmo modo que <T> ndo péde representar zero nem infinito.
o

Posto isto, se considerarmos uma serie de derivadas de z, tem logar para ellas o theorema
geguinte:

Se uma funcelo arbitraria de «, derivada relativamente a o de outra que entre no integral,
apparece pela primeira vez em uma das derivadas de z, de ordem p, deve apparecer em todas
as derivadas de z da mesma ordem que differem d’agquella somente pelo numero das derivagBes
relativas ds variavels de que depende o.

Se uma derivada de z, de ordem p, nio differir de outra, de ordem p — 1, pelo numero de
derivagdes relativas ds variagles que entram em «, a primeira sé contem as derivadas, relati-
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vamente o a, das funcgles arbitrarias, dependentes d'este argumento, que entrarem na derivada

de ordem p—1.
Suppondo primeiramente que « s6 depende de a5 e x,, consideremos as tres derivadas da
1YY p q Y ] )
ordem p
A drz
da ... dalt .. .dwg‘i. .. dat’
B drz
= d a d b d d e?
xf oo dey .. dag ... dog,
o d?z

det .. dei™ L. a"a:‘éjLi c.o.da

Estas derivadas sdio todas da ordem b--d relativamente 4s variaveis @y e @,, que entram
em «, sio porém todas da mesma ordem relativamente a cada uma das outras variavels.
A serie das derivadas de ordem p—1, d'onde resulta a segunda das precedentes, é

dr—t g

................................

Tomando « para variavel independente em logar de z e derivando & e E relativamente
a x,, resulta
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e derivando as restantes quantidades D, ..., H relativamente a uma variavel qualquer z_,

que nio entre em «,

aD dz
dzy,  dai'...dad. . .datlt . .dwg. .. dal]

I I R R R P R R AR B IR A P

dH drz

As duas primeiras equagBes provam que A e C contem as func¢les arbitrarias, derivadas
de ¢ («, B, ...) relativamente a «, que entrarem em B, visto que, por hypothese, ndo entram

d d . .
em E nem em (t, nem portanto em <7%Ev—> e (—&%>, pois que para formar estas derivadas

a deve ser considerada como constante, nem entram tambem em <

g . «
, cuja expressio é
Ly

dada pelas equagdes que definem o integral considerado (n.® 3).
dx@
dx,

Para chegar a esta conclusiio supp0e-se que < ) ndo é identicamente nulla nem infinita,

isto é, que a depende de aj o x,.

No segundo grupo das equagdes precedentes, por ser « considerado como constante nas
derivadas, que entram nos primeiros membros, nio podem nos segundos membros entrar
funcgBes arbitrarias de «, que nie entrem em D, ..., H.

Considerando as derivadas B, A e

drz

daf. . . del .. .dmﬁ—c‘). ..o

ou ag derivadas B, C e

drz
[ 2 )

¢ repetindo as consideracdes que véem de ser feitas a respeito das derivadas A, B e C, vé-se
que contéem as funccles arbitrarias derivadas de ¢ («, 8, . .), relativamente a «, que entram
respectivamente em A ou C, e portanto em B.

Continnando do mesmo modo demonstra-se completamente o theorema enunciado.

Resta considerar o caso em que o depende de um numero qualquer de variaveis inde-
pendentes.
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Consideremos, para isso, a derivada

d? z

Cdat...dad. ... .. daf. . dad

B

Se fizermos n'ella variar b e d de modo que b d fique constante, obtem-se uma serie
de derivadas a que se applica, como vimos de ver, o theorema enunciado.

Fazendo depois variar em cada elemento d’esta serie » de modo que 2-4-d fique constante,
véem outras series de derivadas 4s quaes é applicavel o theorema enunciado. E, como cada
uma d’estas series tem um elemento commum com a que primeiramente se considerou, é o
mesmo theorema applicavel a todas as derivadas que nellas entram.

Continuando do mesmo modo, mostra-se que o theorema tem logar qualquer que seja o
numero de variaveis de que dependa «.

Se houver s6 duas variaveis independentes, este theorema coincide com o de Ampére, o
caso porém de « conter 86 uma variavel, que é uma excepciio ao de Ampére, tal como este
sabio o enunciou, estd incluido, como ¢ facil de mostrar, no theorema mais geral precedente-
mente enunciado.

7. Vejamos outro theorema relativo ao apparecimento das funcgBes arbitrarias nas deri-
vadas successivas de 2.

E

e portanto, se G e xy contiverem uma funcgio arbitraria de a e se outra funcglo arbitraria,
derivada de qualquer ordem d’aquella relativamente a «, nfo entrar nem no integral nem
nas derivadas de z de ordem inferior a p, esta nova funcglo de « entrard em B, se nfo entrar
em um factor commum ao numerador e ao denominador da fracefio precedente.

Fazendo em G variar p, deve chegar-se a um estado em que esta ultima circumstancia
se dg, visto que o denominador da expressio de B permanece inalteravel e o numerador
muda constantemente, por mudar a funcelo arbitraria, a que vimos de nos referir, e o factor
que a encerra.

Quando este estado se der, B e as derivadas da mesma ordem, a que se applica o theo-
rema demonstrado no n.® 6, contéem uma funcglio arbitraria que n3io entra nem no integral
nem nas derivadas de z de ordem inferior a p.
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Depois, nas derivadas seguintes de z em ordem a x5 devem apparecer novas funcgdes
arbitrarias de «, derivadas das primeiras relativamente a «. 1 o que mostra, com effeito, a

"dB
drz <W>

== 3

dac}. . .da. . .dwﬁH. .. do;, <dw0>

expressio

da
pois que em B ha uma funcgio arbitraria de «, que, por ndio entrar no integral, nfo entra

_ da
em xj, nem portanto a sua derivada em <d—£>

O mesmo se diz relativamente aos outros argumentos.

8. Demonstremos agora o theorema seguinte:

O integral de wina equagdlo ds dertvadas parciaes da ordem q com n variaveis independentes
contem pelo menos g funcgles arbitrarias distinctas com n— 1 argumentos.

Com effeito, o numero das condigBes, a que as arbitrarias téem de satisfazer, é, como

vimos, egual a
Elm4n)Cu]+[(m+n—1CEm—1]+[(m+nr—2)Cn—1)]+...F[(m+n—g) C(n=1)].

D’estas equagdes k[(m-n)Cn] servem para determinar os argumentos e as suas deri-
vadas relativamente a y, @2, ...; devem portanto as restantes ser em numero egual ou in-
ferior ao das funcges arbitrarias e suas derivadas em ordem aos argumentos, que entram no
systema de equagBes que resultam de derivar o integral, até 4 ordem m, relativamente a
L1y T2y o ey Lo

Vamos determinar este ultimo numero.

1.° Se no integral entram g funcgSes arbitrarias com 7 argumentos cada uma, o numero
das funcgBes arbitrarias que, por esta parte, entram no systema que resulta de o derivar
relativamente a @1, a3, ..., &, até 4 ordem m, é egual a g[(m+1)CI].

2.° Supponhamos que no integral entram tambem funcgBes arbitrarias obtidas por deri-
vagio de algumas das que v@em de ser mencionadas relativamente aos argumentos, conside-
rados como variaveis independentes.

Consideremos pma, de ordem §, e vejamos qual o numero de funcgBes arbitrarias que
introduz no systema, que nfio estejam comprehendidas no caso primeiro.

O numero das derivadas de ordem m d’esta funcg¢lo arbitraria relativamente aos seus
argumentos (Francoeur, ed. de Coimbra, parte 111, pag. 39) é egual a

[(m+1—1)C(I—1)];
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e estas derivadas, por serem de ordem m - 0, nRo estiio comprehendidas entre as funcgdes
arbitrarias consideradas no caso primeiro.

Do mesmo modo o numero das derivadas de ordem m—1, m—2, ..., m—604-1 da
funeglio considerada relativamente aos seus argumentos sfo respectivamente egnaes a

(m4+-1—-2)C({—1)], [(m+1—-3)CI—-1)], ..., [(m4+1—0)C(I—1)].
Logo o numero total das funcgJes arbitrarias introduzidas de novo é egual a
[(m4-1—-1)C{l—1D)]L[(m+1-2)CI—1)]4...+[(m+1—-6)CI—1)].

3.° Se no integral da equag¥o proposta entram func¢des provenientes da integragio das
funcgdes arbitrarias consideradas no caso primeiro, relativamente aos argumentos, é facil de
ver que, para achar o numero das funcgdes arbitrarias derivadas d’estes integraes, que nfo
entram no caso primeiro, temos de sommar numeros que coincidem com os das combinagles
de certos numeros de lettras, inferiores a m 41, tomadas {—1 al—1, {—2al—2,1—3
al—3, ete.

Consideremos, com effeito, o integral [ [ f... f¢da'dBt... Derivando-o até 4 ordem
m relativamente aos argumentos cujas differenciaes n¥o entram neste integral, obtemos um
grupo de arbitrarias, que nfo entram no caso primeiro, cujo numero é egual ao das combi-
nagdes de m ¢ letras, tomadas ¢ a ¢, ¢ repesentando o numero de argumentos que entram
em ¢ e cujas differenciaes n¥o entram na expressie considerada, o qual é porisso menor do
que /.

Podemos pois dizer que é condiglio necessaria para que o integral seja geral a seguinte:

[(m+n—1)Cn—1)]+[(m+n—2)C(n—1)]+.. .—!—[(m—!—n—g)C(n—1)]§g[(m—|—l)CZ]—!—g’,

onde

g =2[m+A)Cl— D]+ [(m+B)CI—2)]+. .,

A, B, ... representando numeros inteiros positivos, inferiores a .
Sendo a mais alta potencia de m no primeiro membro de gran n—1 e de grau ! a do
segundo, e devendo esta desegualdade ter logar qualquer que seja m, temos pois

lin_h 5’;9

que é o que se queria demonstrar.
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Determinaciio dos argumentos ¢ suas propriedades

9. Demonstradas as propriedadss geraes dos integraes das equagles de ordem qualquer
e com um numero qualquer de variaveis independentes, vamos agora procurar as equagdes
que determinam os argumentos, seguindo o mesmo caminho que Ampére, generalisando porém
0 seu processo para um numero qualquer de variavels independentes.

Para mais simplicidade na exposicio consideraremos as equages de segunda ordem; porém
0 que vamos expor applica-se 48 de uma ordem qualquer.

Seja a equaclo proposta

d?z d?z d?z
@ e s h 2 5|0
onde
dz dz dz

prL= dzy’ p2=d—x2) P3=EE7 see
Representando por « um argumento do seu integral e suppondo
w=f(@g; @y Luy +++)

podemos tomar « em logar de ay para variavel independente, e temos assim as equagBes si-

multaneas
d ¢4 d o dmg
g e dm)
duw, = dag \ dux,
2) da da [dry 0
Ty | day (a;; =0

du du
que determinam «, quando se conhece (d—xo>’ < dm—g>, ..., quantidades que vamos deter-
v U

minar por meio da equagfo proposta.
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Para isso, derivando (1) m — 2 vezes em ordem a xy, resulta

m d m in d dn
df‘i—z F dm g 5 CZE‘. dmz Ly F 2 LR=0,
@ dam d?z dw’él-i daz, d d?z dac’él—~ dac? d2z dac’él_2 dax, do,

doc? da b dee, d_x% dz, dz,,

onde R contem as derivadas de z de ordem inferior a m e onde a v e v se devem dar todos

os valores desde 1 até n, excluindo 6.
Tomando na equagio precedente « para variavel independente em logar de ay, acha-se,

pelas formulas

dm—i 2
d n—14
dax i Az dm z de 0
Tdw /) T wgdm, T day \da, )
dm—1 g
da™ 2 da, dmz dnz day
dor, - docy =2 da? + dap—! da, da, |
dm——i 2 )
d n—2
dxo dex, dmz dmz dacg
T dx, = dw’(’;—Q da, dac, + clocaz*4 dw, \ dx, |’
dm—l 2
Tomi—1
da f
ar z da

da

uma equaclio da forma

dm—1 g
0

do
P"*““7d;0““ Q=0,

()

onde P e Q representam expressdes que 86 dependem das derivadas de
a m e das derivadas de ordem m que entram nos primeiros membros das equagdes ante-

2 de ordem inferior

riores.
VOL. 11
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Mas, por outra parte, demonstrou-se no n.° 7 que pdde sempre dar-se a m um valor tal
dnz . I ‘ .
que em —-—- exista uma funcgdo arbitraria de « que ndo entre nas derivadas de z de ordem
2
0

inferior a m; e esta funcgfio arbitraria nfio entra tambem nas derivadas

am—1 » J dm—l PR d dm—l z
dmgl—" dw’é’—g dxy) dm*él—? dx,
da, ’ - de, /7 daw, /7

visto que, para as deduzir de

dmn—1 g dm—t g
olaca'"l ’ doczl—2 dex,’

deve considerar-se « como constante,
Liogo a fancgfo arbitraria considerada entra no coefficiente de Q ¢ nfo entra nem em P
nem em Q; e estas expressfes devem ser porisso separadamente nullas.

Temos pois
dF dF CZOCO 5 d F dac() 2 5 d F d.'vg‘ dmo
(3) ldﬁz—_z d?z  \dv, +Addgz de, T ; d?z d—acz,) da, =0
‘ dv% de dx, d_x? “ da dax,

equacglo 4s derivadas parciaes de primeira ordem, e

P=0.

Por meio das equagBes (2) e (3) vé-se ainda que « satisfaz & equagfo 4s derivadas par-
cianes de primeira ordem

9 9
AV (dan? o dF  da do, o dF [da\®, o dF da da_j,
dd 2\ dag d%z dacv dacg dd 2 dacv d?z dwy dwu
Jig dwO dxv dxf dwy dacu

Consideremos dois casos particulares d’estas formulas, de que teremos de usar adeante.
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1.° Se o argumento « for egual a «;, a equagdo (3) da

dF
—7i, 0

dzm-g

d?z

Conclue-se d’aqui que cada argumento, que se conhece, péde servir para transformar a

fogo em (1) ndo deve entrar neste caso

proposta n’outra mais simples, tomando este argumento para variavel independente,
2.° Se « depender sémente de duas variaveis x; e x,, a equaglo (3) d4

dF ar <dw0> ’ aF (dac())"z o
T2, 3%, \Ndp. )T T \de ) T
dd z d%z da, dﬁ da,

Jw—% dwo dx, dw%

e o satisfaz porisso 4 equacdo

d¥F /da\? d¥ dua da dF /da 2__0
i @) T T e, T ) =
. dw?) doco de, i 30?3

Se o integral da equaglo proposta contiver dois argumentos eguaes, que dependam s6-
. day .y
mente de a; e x,, os dois valores de { — |, dados pela primeira equaglo, devem ser eguaes,
Ly

e portanto os coefficientes da equagfo proposta devem satisfazer 4 condigfo

dF \* ,dF dF

— %z —4~@.d—d22 0.
dwo de, dac% @

Se o integral da equagdo proposta contiver dois argnmentos egnaes a a5, a relacio ante-

rior mostra que deve ser

dF dFr
d"‘z=0’ d?z =0,
W dacﬂ de,
6 que porisso aquella equacio n3o deve conter @z a2z
que p q quaga e conter dw% nem 30—33
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10. Se houver sé duas variavels independentes x e ¥, as formulas (2) e (3) reduzem-se a

du da<dy>_0
T Ty V) =%
dF dF <dz/> dT <dy>9__0
dt  ds \dax/ " dr \dx) 7’
onde
d?z d?z d?z
r _

=0 T dmdy T A

a2z
11. Se o valor de -, tirado da formula

dw%
o
d“zz_ da

du

contem uma funcglo arbitraria de «, que n3o entra nas derivadag de ordem precedente, nio

¢ necessavio derivar a proposta para fazer a transformacglo indicada precedentemente, pois
que fazendo m = 2 nas formulas do n.° 9 obtéem-se as relagdes que servem para transformar
a proposta n’outra, que se decompde nas duas

P—0, Q=0.

No caso de duas variaveis independentes estas relagles sho

B)=rvs (L), (%) =oe(P)
<%— =7r-4s %), I =s+1i T )

d
(72)

)
da

dz dz
, das quaes adeante havemos de usar.

Ondengg, g:_@




CAPITULO 11

Transformacgdes das equacdes
as derivadas parciaes

12. O que vamos dizer n’este capitulo applica-se no caso de a equacio proposta ter um
numero qualquer de variaveis independentes, todavia, para simplicidade, supporemos que a
proposta sé tem duas e portanto é da forma

O ¥x,y,2,p,¢, 78 t=0.

s

Néo ha um methodo geral para integrar a equacfio (1), recorre se por isso muitas vezes
4 mudanga das variaveis independentes ou dependente, para a reduzir a uma forma anteci-
?,
padamente estudada. 1 d’esta transformaciio que vamos tractar.

13. Mostrou-se no capitulo precedente que, tomando os argumentos para variaveis inde-
pendentes, pode transformar-se a proposta n’outra mais simples.

No caso de se poderem obter por qualquer processo os argumentos em funcglio de = e ,
.a transformacdo é facil e vamos effeitual-a.

Sejam

a=fi(x,y), B=sfolz,y)

as duas equagdes, que ligam as novas variaveis « e 3 com as antigas = e y, sem suppor
ainda que « e B sfo os argumentos do integral de (1), Teremos, para transformar (1), de
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empregar as formulas:

_dz da | dz dB
P=Ta AR da’

dz da  dz df
9=zl‘g-(-[y—+g§-a§a
d?z da>2 d?z df da d22<d[3>9 dz d*a  dz d*f
aa <7z; 270d8 dr dw T dpi \dw) Tda d@ Tds T
2z da da | d2z <da g da dB>+cZ2z dp df | de dPa  de &
da2 da dy ' dadp \de'dy ' dy dx/ " dBtde’dy’ ' do dady ' dB daxdy’
., d%z <0la>2 d?z  dua df d2z<dﬁ>9+ii_z_ dPa  dz d*B
Cda? \dy dadp dy dy " dBE\dy/ " da’dy? " dfdy*

Obteremos assim a equaclio,

d?2z d?z d%z dz dz
) (

R ﬂ'ﬁa 7}3‘57 aa’ EF; 2y Uy B> = 0.

1.° Se « e § forem os argumentos do integral de (1), devem ser nullas as derivadas de

d?z  d*z .
(2) em ordem a T2 ¢ g e a equaglo (2) toma a forma

d*z  dz dz >
d <dadB’ %) %’ 2y U, B =0.
Esta transformaco, devida a Euler, é aproveitavel quando as raizes X; e Xy da equaglo

dF

aF ar _
dr -

ar
2.1 7
X3+ ds X+ dt 0

sfo funegBes sémente de 2 e y; pois que os argumentos « e B devem satisfazer ds equagdes
ds derivadas parciaes de primeira ordem

dF /da\?2  dF da da dF [da\?

T &) +W%E§+W<d—y> =0,
dF d[3>2 dF dg A  dF <dB>2_
ar <?.zz Y dway T a \ay) =Y
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ou

da_ du dB_X a8
==Xy am =gy

e porisso devem coincidir com os argumentos das funcgdes arbitrarias que entram nos inte-

graes d’estas equagles.

2.° A condiglio para que em (2) nfio entre % é

dF da+dF da+dF d?a_*_dF d2q dF dﬂa_
B d Ay dy A dE ds dedy A

. d
A condicdo para que desapparega 22 pesulta da precedente, mudando « em §.

a5

Se os argumentos « e § do integral satisfizerem a uma d’estas condigBes, a equacio (2)

toma uma das formas

d*z  dz '
¢’<d a8 da’ o @ B)=O7

/

3.° Se os argumentos forem eguaes e tomarmos o seu valor para wma das variaveis in-
dependentes, a equacfio (2) reduzir-se-ha 4 forma

& <if dz x, a>,

dn?? da’

d?z d?z

do? © dada
circumstancia foi demonstrada por Ampere do modo seguinte.
dz d%z
dx © dut’

téem s as funcgBes arbitrarias de « que entram no integral, e a expressfo da derivada de

. dz .
, nem tambem a derivada —. Esta ultima

da

onde nfio entram (n.° 9) as derivadas

As expresses das derivadas tiradas do integral da equacio considerada, con-

dz . o . . . dz
—— contem wma nova funcedlo arbitraria de a. Logo se a equagdo considerada contivesse o
aa

da

e se portanto fosse
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as expressdes mencionadas precedentemente nfo podeviam satisfazer a esta equaglio, visto que
introduziriam no seu primeiro membro uma funccio arbitraria que ndlo existiria no segundo.

14. Tambem se péde transformar a proposta mudando de variavel dependente.
Suppondo

z=f(z, y, u),

sendo % a nova variavel dependente, as formulas para esta transformagfo sfo

af | df du
P~ du da
_df A du
9—@ du dy’
Bf o @B du (Z?f<du>°~’ af d?u
r= i de T at @) T a

azf Af du  dBf du du azf du_]_df d?u

S=dwdg/ dedu'dy " du? “daxdy ' dudy dx ' dudedy’

B &F du | Bf <du>2 af dPu
T dy? dudy dy = du® \dy du

dv " dy?’

e reduzem a equacglio (1) a outra da forma

<d°~’u P2uw du du du

v u, @, g/> =0.

de?’ dedy’ dy?’ dx

Por esta transformaclo niio se péde fazer desapparecer nenhuma das derivadas parciaes

de segunda ordem.

13. Pdde tambem transformar-se a proposta mudando ao mesmo tempo de variaveis in-
dependentes e dependente.

O estudo dos trabalhos de Ampere sobre este objecto e dos trabalhos de Lagrange sobre
a variagho das constantes arbitrarias nos integraes das equagles ds derivadas parciaes levou
Imschenetsky a um meodo muito geral e simples de effeituar esta transformaclo, que vamos
expor.

Seja

(3> . 2= (2, Y, ¢ B, Tl>7

sendo « e P as novas variaveis independentes e 7 uma nova variavel dependente,
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Tiremos d’esta equagio os valores das derivadas p, ¢, », s e £ para os substituir na pro-
posta (1), e determinemos as novas variaveis « e § de modo que p e ¢ tenham o mesmo
valor, que teriam, se « e § fossem constantes, para o que deve ser

do | do dy do | do dy

@) do Tar da =" as Ta =Y

equagles que escreveremos, para brevidade, do modo seguinte:

o o

%‘ == O, *a? = O.
Virdo as egualdades
_do  _do
p=a0 9= dy’
L do dw

2s e | dw de Cdw dp

i T d e dm T 55 da

?)@ LA
P2z BPo de da | dx df

dedy dzdy ' da 'dy+ 3p T dy?

Bdm a@_
d%z . d? ?Z? d_‘f dy df
dy*  dy? du Zlg/ ] '?ZTy_’

que se podem escrever, para brevidade, do modo seguinte:

2z d*o d?z d2 - d*z do

da® = da? T dmdyzdwdy+ ? dTJZ dy? T4

onde
3 ﬁg _ci(g Bﬁlo) 3 do 3 do L do
_da:‘d_a_l_dmﬁi__d;da_*_%d[i . dy da “dy dp
T B« ‘de ' BB “dx’ 7 Ba “dy ' 8B “dy’ T da “dy | 88 “dy?

e 4s quaes vamos dar outra forma.
VOL. 11 P
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Derivando as equagdes (4) relativamente a « e y, resultam as relagdes

adw

de | ®o da | Yo df
5o T var de TSavE ds T
)

Cdw Mo da | e df
3 Budp dw 32 Tda

a@
dy 2o do e df

da | oa? 'W_{—Eaﬁﬁ'-d?: ’
5 do

Cdy | 8o da_{_ o df
3 T oadBidy et Tdy
da da df

de onde se tiram os valores ——

e’ dv da , que, substituidos nas expressdes precedentes
® Yy
de hy, k e I, d2o:

H

dy

" ha da

[ ydo ydo ylo ydo sde ydo g do ydo
L| Do do "dy Bo| _de "dy dw dy ) Bo | ’dy]
D BPYIE T R 88 I T B ’

; L Ao\ ? Bdm Bdw adm 2
O— —_— —_— . —_—
I i1 3o dy 9 o dy  dy 4 52 m dy
T DL \ 3B dud3 83 du B2\ Ba ’

sendo

d*z  d%z  d%z

As expressdes de T dwdy’ Ayt assim transformadas, substituam-se na proposta e

i
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desenvolva-se depois o seu primeiro membro pela formula de Taylor. Teremos

do do d2w d% o d? o
ae o EE L 29
¥ <a:, Y O dy’ da? & da dg/+]’ dy? +Z>

do do d*e die d? 0)>

R VIR AP L NS S L P Iy
) d? o d* » a? o 2 a <‘d;o‘)> 2
“dat dxdy dy* doc dy

equacio, que, substituindo por %, &, I, w, @ e y os seus valores, toma a forma

®) ® <d2 7 din d¥n dy dy

da?? dua dB’ dﬁ%’ da’ _JB, Ny % 13> =0.
Se (3) é um integral particular da proposta, vem

dF dF dF 1 dzF

- hb_ T o 2 =
dd”zmh' d? o kot d20>l+2 <d20)>2k REEE O
dc? dx dy dy? do dy

onde se devem substituir tambem 7%, %, I, o, @ e y pelos seus valores, o que a reduz 4
forma (D).

Posto isto: :

1.° Se « f6r um argumento do integral pedido, serd tambem um avgumento do integral
de (B), visto que no integral da proposta deve entrar v; portanto, segundo o que se demons-

. 72, .
trou no capitulo precedente, (5) n&o deve conter ——, e tem por isso a forma
da*

B drq o dy o dn o >,
(I’< " dF da’ B M, @ B) =0,

2° 8e a e f§ forem argumentos do integral da proposta, deverd faltar
logo (B) devera reduzir-se 4 forma
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e, se for a=J, 4 forma

d%n  dr
(da;’ 7[‘6‘(‘*7 Ty % B> =0.

3. Se « e B nio forem argumentos do integral pedido, a proposta transformar-se-ha
n’outra, que, sem ter as simplificagdes que tem nos casos considerados, pdde todavia ser
algumas vezes mais facil de integrar do que aquella.

16. Finalmente exporemos uma transformacio da equaclo (1), que d4 origem a um me-
thodo de integragio, que contem como caso particular o methodo de Laplace e a generalisa-
¢3o que d’elle dew Imschenetsky, a qual adeante desenvolveremos.

Seja w uma nova variavel dependente e

(6) w=f (% ¥, 2, P, ¢)-

Derivando esta equaglo, resulta

ﬂ f+ f + 4 7 fs~—t9(£c,y, 2y Py @5 7y 8y B,

dx dp dg
dv d d
d}/ f+d‘f + f + t“q)(wa‘h 2Py Ty S, t).

Se eliminarmos entre estas tres equagdes e a proposta tres das quantidades 2, p, ¢, r,s e ¢
e desapparecerem ao mesmo tempo as outras tres, vird uma equaciio de primeira ordem

du du
$ (‘737 Y, uy %1 @> =0

Tirando o valor de u d’esta equaclo e substituindo-o em (6), vem outra equaclio de pri-
meira ordem, que, integrada, d4 o valor de 2z
Se pela eliminaglio precedente chegarmos ao resultado

du du du  du
2= filz, y, v, dz’ dy)/’ p=Ja\ g, v, da’ dy)’

vem, derivando a primeira equagiio e attendendo 4 segunda, a equaglo linear, de que adeante
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0§ occuparemos:

dfi | dfi du | df

i cl“zu_‘_ dfy  d*u
da du dx ' do

Cda? W’Zzwdy‘

~fa=0,

: . . du  du .
a qual determina o valor de u. Depois a equaglo z=/f1 (@, ¥y, u, o T) determina =,
da’ dy

Se chegassemos a duas equacles que determinassem z e g, rep, sep, seqg outegq,
procedia-se do mesmo modo.

Vejamos agora quaes as condigles para que esta theoria se possa applicar.

Se designarmos por «, b, ¢ e ¢ quatro guaesquer das quantidades 2z, p, ¢, 7, s ¢ £, devem
ser identicamente nullos wm certo numero dos determinantes fanccionaes

dF dF dJdF dF

da db? de’ de

df af  df df
da’ db' de’ de

do deo deo de

da’ db' de! de

1 ay 4y dy

da’ db’ de’ de

para ser applicavel o methodo precedente.
Por exemplo, 7, s e ¢ eliminam-se conjunctamente, quando é identicamente nullo o deter-

niinante

d¥ dF dF

Tdr? Tds ' Tde
df  df
B g

df  df

'’ dp’ dq




Temos assim as equagdes

du du
u=f(z, y, 2, Py D Ja <m> Yy % P 4 A’ @)

Se forem identicamente nullos os determinantes funccionaes

df  df | odf df
dz’ dg L odp? dg

z ¢ p eliminar-se-hfio ao mesmo tempo que ¢ nas duas ultimas equagSes e vird uma equacioc

de primeira ordem, que dard o valor de u,



CAPITULO 111

FEquacio de Monge © Ampeére

1%. Vamos integrar a equacilo
{1) v Hr+2Ks+ Lt+-M4N(@rt—s%) =0,

que foi estudada por Monge, no caso de ser N==0 e de admittir um integral intermedio, e
mais tarde por Ampére com toda a generalidade. I os processos de integraglio seguidos por
estes dols geometras que vamos expor.

Methodoe de Monge

8. A equaglo

U:?(V)a

sendo U e V duas func¢des de @, v, 2, p, ¢ ¢ ¢ uma funcglo arbitraria, equivale a0 systema
de duas equagdes simultaneas U=a, V=0, em que « e 3 sdo duas constantes arbitrarias.

. . ' SRT dy . )
Differenciando estas duas equagdes e eliminando j‘i entre as equacdes assim obtidas:
x

au du au, dU , au
—d—x—dm—i——dy— dy—i—Tz (pda - gdg/)+~d17 (’r‘dm—;—sdy)+—d—g—<sdm+tdy)=(},
av av av L av AY
—d;dm+@— clg/—i—?lz— (2767904‘9673/)‘1‘:]?(7 dm%—sdy)%——d—g—@dm—i—tdy):O,

resulta uma equagio da forma (1). Conclue se d’aqui que a equagiio (1) péde ter um integral



128

da forma indicada. Devemos todavia notar que do que precede nflo resulta que o tenha sempre,
e que se conhecem mesmo casos em que ndo existe integral intermedio.

Inversamente a equagio proposta, que determina uma sé das tres quantidades 7, s e ¢,
combinada com as expressdes

dp=rdax—+sdy, dg=sdz-tdy

d4 as equacdes

H(dzedp—dydq)+ 2K da dg-+ Mda? —Nd¢?=—t[Hdy?*—2K daedy-+ Ldx?+N(dedp-+-dydq)],
L(dy dg—dxdp)-- 2K dydp +Mdy?—Ndp?=—r[Hdy*— 2K deedy + Ldx?+N(dedp+dydg)],
Hdy dp -+ Ldx dg-+Mdx dy -+ Ndp dg = s [Hdy? — 2K de dy + Lda?-- N(dz dp + dy dq)],

que se decompBem nas quatro seguintes:

[ H (da dp — dy dg) -+ 2 K dadg + M da? — N dg? =0,
L (dy dg — da dp) 12 K dy dp +M dy? — N dp? =0,
Hdy dp+ L dedg-- M dae dy -+ N dp dg =0,

Hdy? —2 K dady + L dae? + N (dae dp -+ dy dg) = O.

(2)

Combinando a ultima equaglo com cada uma das precedentes, forma-se um s6 systema
distincto. Consideremos pois o systema formado pela primeira equagfio e pela ultima e trans-
formemol-o n'um systema linear relativamente ds differenciaes, que entram n’elle.

Por ser

dedp+dydg=rda?-2sdedy+tdy?,
a ultima equagfo transforma-se na seguinte:
(H-+Nt)dy? — 2 (K — Ns) de dy -+ (L 4 No) dw® = 0,
que d4, attendendo 4 proposta (1) e pondo
G =K?*—HL+ MN,
a equagdo

_K—NsI\/G

A T
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ou, por ser dgq=sde-tdy,

Hdy+Ndg— (K FVG)de=0.
A primeira das equagdes (2), em virtude da equaglo precedente, d4 depois
Hdp -+ X + VGydg-+Mde=0.
Temos pois, para integrar a proposta, de empregar as tres equagdes 4s differenciaes ordinarias

Sde—{—qu——(K.T_\/ﬁ) dae =0,
(3) Hdp+4-(K+VG)dg-+Mdx=0,
{dz:pdm—}—gdy,

correspondentes ao signal superior, ou as que correspondem ao signal inferior, e ligar os seus
integraes U=a e V=J por uma func¢lo arbitraria.
5 este o methodo de Monge, que foi depois completado por outros geometras, como va-

mos ver.

19. Para integrar cada systema das equagBes simultaneas (8), quando esta integragio
nlo pdde fazer-se immediatamente, péde seguir-se o processo seguinte, devido a Boole.
Se u=c é um integral de um dos systemas das equagBes (3), devem ellas tornar identi-

camente nulla a equaglo
d 2t + + d + d d +d
Ldu du L du K+VG du]
e e
dz N 'dp N dq
du  du KT VG du H du
[ PRI S N'd?]dy:o’

para o que deve ser

du | du L du , K+VG du
R + —— p —_—— —— + - = .
de * de N dp N - dyg

de du  HIVG du  H du
dy T dz 1 N dp N'dg

o= =0,

(4)

Hy— =0,

equagles 4s derivadas parciaes simultaneas com cinco variaveis independentes.

VOL. II Q
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As equagles (4) podem integrar-se pelo methodo de Jacobi ou pelo de Boole. Segundo
aquelle methodo terfio tres integraes distinctos com uma coustante arbitraria cada um, quando
tiver logar identicamente a condigio

Ky <A1K+\/Gr L>du <A1H K—i—N\/G)du

(Hy, )=+ 2 NS VA S L A Y

representando por (I;, H;) a expressio

o /dH; dH, dH;, 4T,
(HZ’HI”‘)_Z<dm du L du dw>’
d— d-=
dx de

estendendo o sommatorio 4s variaveis ®, y, z, p, ¢ e representando por Ay e A as operagdes

gt 4 Lo K+VG d
Yl TR TN T T N dge
d d KIyaG 4 H

Para que a expressfo (Hi, H2) seja identicamente nulla s3o necessarias e sufficientes as
condiges

®) G=0, A= +A2 —0, Aja -|~A2

No caso das condigBes (B) serem satisfeitas, os systemas de equagdes (3) nflo sfo pois dis-
dinctos e o systema unico que ellas formam admitte tres integraes distinetos.

Nos outros casos deve juntar-se 4s equagdes (4) a equagfio Hz = (Hj, Ha)=0; e temos pois
de integrar tres equacdes 4s derivadas parciaes simultaneas de primeira ordem, a que satis-
fazem dois integraes particulares distinetos, quando tem logar as condigdes

(H47 H3) = 07 (H% H3) = 07

e a que ndo podem satisfazer mais.

Em ambos os casos precedentes obtem-se um ou dois integraes intermedios da proposta,
ligando por uma funcglo arbitraria dois dos integraes particulares obtidos; depois, pelos
processos de integraclo das equagBes de primeira ordem, passa-se para o integral finito
pedido.
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As equagles (4) podem ainda ter um integral sé ou nenhum, e n’estes casos nio se pdde
applicar o methodo de Monge, fundado sobre a existencia de um integral intermedio,

Tudo o que vimos de dizer resulta de applicar 4s equagdes (4) a theoria de Jacobi sobre
a integraglio das equagBes 4s derivadas parciaes de primeira ordem, estendida por Bour 4s
equagdes simultaneas (1).

Methodo de Ampére

20. Ampére, por um estudo completo da theoria dos integraes, achou formulas para
integrar a equacgio (1) sem se fundar na existencia de um integral intermedio. B este me-
thodo, mais geral e claro do que o de Monge, que vamos expor.

Demonstrou-se no n.° 10 que, tomando « em logar de y para variavel independente, sendo
o um argumento do integral pedido, e suppondo que o valor de ¢, tirade da egualdade

P
o a
2R
S

TR
S

N——

contem uma funcglo arbitraria de «, que n¥o entra nem no integral nem nas suas derivadas
de primeira ordem, as relagles

@ (@) =r+e(@) (@)= (P

transformam a proposta n’uma identidade, que se decomp8e por isso em duas equagdes simul-
taneas. Para achar estas equagdes, eliminemos » e s entre as equacBes precedentes e a pro-
posta e egualemos a zero o coefliciente de ¢; resultard assim o systema de equagdes

()~ () (9] o () on[(#)] -
() - (3 exn()+ (30 (2] o

(1) Veja-se a memoria sobre a Integragdo das equagbes ds derivadas parciaes de primeira ordem, por
V. G. Imschenetsky, traduzido do russo para francez por J. Hofiel.
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Para transformar estas equagdes em outras lineares relativamente 4s derivadas que n’ellas

. dp d . ,
entram, eliminaremos (%> e (%%> na ultima, o que da

(H-+N <%>2—2(1§—Ns) <-;%> 4 L4-Nr=0,

ou, resolvendo em ordem a <—;l—i/> e attendendo 4 proposta (1),

(H 4 N¢) <%> ~K-++Ns TVG=0,
onde

G=K2—-HL--MN.

Esta equaglo d4d, eliminando-se s por meio da segunda das equagdes (A),

H <%> N (%)4{1%‘@:0.

Em virtude da equa¢io precedente a primeira das equacdes, que se quer transformar,

. d
d4, eliminando ?Z%’

() 3 2 1.

Resta ver, para se applicar o que vem de dizer-se, se, no caso da equacdio (1), entra em
¢ uma funcgfio arbitraria, que nfo entre nas derivadas de ordem precedente (n.° 11). Para

. . . dp dg .
isso basta eliminar 7 ¢ \7s entre as equagdes precedentes, em que a proposta se trans-

fOI‘mOu na hypOthese indicada, e as rela(}()es

Obtemos d’este modo duas equages, que, eliminando <—;%>, d¥o a equaglo (1), o que

prova que a supposicRo, que fizemos, & verdadeira.



133

De tudo isto resulta que os dois systemas de equacdes, a que se reduz a integraglo da
equagio (1), sdo

H <iy—> +N<%>—K—\/@=O,
<

(©) H d—>+(K—\/(_})<%>+M=O,

| (
@ 5§ <

Estes dois systemas de equagio s&o0 4s derivadas parciaes, sendo no primeiro = e « as
variavels independentes e no segundo = e B, « ¢ f§ sendo os dois argumentos do integral.

21. A integraclio das equacles (6) e (7) reduz-se 4 integracio de equacles 4s differen-
ciaes ordinarias, em que « ¢ a variavel independente, que coincidem com as que empregdmos
no methodo de Monge. Aos seus integraes devem juntar-se funcgBes arbitrarias de « ou B,
segundo se consideram as eqﬁagc“)es (6) ou (7).

Para passar d’'um integral intermedio, quando existe, para o integral primitivo, em logar
de se servir das equagdes de Lagrange, como faz Monge, Ampére faz directamente uso
d’aquelle dos systemas de equagdes (6) e (7) que nlo é empregado para achar o integral
intermedio.

Seja, com effeito,

.f(‘% Y %y Py ) =10 F (e, Uz D0, g)=cp(a)

o integral intermedio de (1), obtido por meio das equagdes (6).
Derivando-o e tomando « e § para variaveis independentes, resulta

f+ df < >* d]zc <dw>+%<g§>+%<%>=<%>’

wtay (i) e @) 5 () g (1) -0 (Z)



134

Eliminando entre estas equacdes, as precedentes e as equagBes (1) p, ¢, <g§> e <d—z>,

resulta um systema de tres equacles, nas quaes nlo entram senfio as derivadas em ordem a
x de y, z e «, que se podem integrar como equacdes 4s differenciaes ordinarias; o que leva a
tres equagles, onde, por ser f§ considerado na integra¢iio como constante, entram as quanti-
dades B, $14(B), $2(B), sendo ¢ e ¢a duas funcgBes, uma das quaes é arbitraria e a outra é

(ap) = 2(35)

a que restava attender para considerar todas as equacBes ds derivadas parciaes, a que z

dada pela relacio

tem de satisfazer.

Podemos demonstrar, como fez Ampére, que o systema das equagdes (7), empregado por
elle para passar do integral intermedio para o primitivo, estd comprehendido no systema ‘de
equagdes que sfo usadas quando se emprega o methodo de Lagrange para o mesmo fim.

Com effeito, seja

(?(U: V)=0

o integral intermedio considerado. Para o integrar pelo methodo de Lagrange, temos de em-

pregar as equagdes

de dy dz —dp —dg
de —de Tde  de ’
B Ay ap? O T2 P

Lo ‘ . o o
das quaes a primeira, a segunda e a quarta e conjunctamente a equagdo (n.° 19)

K—VG dy H dg
C 7L P S T i P

x R do dg | do o ~ . e
dfio, pela eliminagfio de I e de dJ -+ = da ¢, a primeira das equagdes (7); a terceira e a

de 9%, 4 99

P e ap entre ellas, a precedente e a equa-

o .. do
quarta dfo, eliminando d—y+7
¢lo (n.° 19)

L dy K+4VG do
N'dp' N ‘“dg 7

de | d9
& T

a segunda das equacgBes (7); e a primeira e a segunda dio a terceira das equagdes (7).
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Ao que vimos de dizer sobre o methodo de Ampére accrescentaremos ainda que n'este
p

methodo, no caso de baver integral intermedio, empregam-se as mesmas equagdes, que no

de Monge, e por isso aquelle nfio é essencialmente differente d’este. Podemos mesmo concluir

que n#o é mais vantajoso do que o de Monge, por causa da funcgRo superflua que introduz.

22. O caso de as equagles (6) e (7) darem s6 uma combinaglo integravel foi estudado

por Ampére pelo methodo da variaclo das constantes arbitrarias. Por um estudo attento

d’este methodo, M. Imschenetsky chegou a um modo de transformar a equagio (1), applica-

vel aos casos de n3o haver combinaglio integravel, de haver uma ou de haver duas. Esta

transformaciio j4 a expozemos com toda a generalidade no capitulo II ¢ vamos agora appli-

cal-a 4 equaglo (1), de que unicamente se occupou o geometra russo,

As equagBes do capitulo citado d¥o para transformada da equagio (1)

'\“.’.

Posto isto, suppondo

a=f(m, Yy % Py Q)

0
RG2S, “@+Taﬁz" =0,
onde
<Bdm>2 ‘ Bdm 8dm
. d20)> dx . d?e\ dz d_g/
R_—<H+NW 5 —2<K——Ndxdy> S 38 ~—<L+N
d? o 36(%: 3% d2 @ <a(fl_;:0 8% 3% B%)
S (N o) dx @ (g NYTO %y
S <H‘N dy2> S " +<K Ndmd’y) B 38" ba +<
d?w <acfl—z> d? S%E B—(fle
— e _ _ “w €L J_
T= <H+N ) du 2<K Ndwdy) da T da <L+N
| ydu ydo o do  do
U—XN de —dy —dx  dy
Sa "8 83 " da /’
@ portanto
® R-‘L’+2s U YA/ VTR N
dud " dpE T

8du) 2
d'ﬂo) _d?
&) \758/

d? w 3%
L“LNW)T@'

3(i(,l) 2
o) (1l
dac? da ’

uma equagio obtida por meic de uma combinagio integravel das equagBes (6) ou (7) e inte-
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grando-a pelo methodo da integragfio das equagles de primeira ordem, resulta
z=0(T, ¥, 2, & B, 1),
em que « & um argumento do integral; logo (n.° 15-1.°) é R=0e

d?n d?.,z

) 28

Se forem
a=fi(® Y, 2 p, ¢, B=fal®, y 2P

integraes de cada um dos systemas (6) e (7), resultard, integrando as equagdes simultaneas

precedentes,

z=0(2, ¥y 2, 4, B, 7).

Para fazer esta integraclo, basta substituir em dz = pda + ¢dy os valores de p e ¢, tirados
das duas equagles, que queremos integrar, e depois integrar de novo a resultante, que sa-
tisfaz 4 condiglio de integrabilidade, como & facil de mostrar, attendendo 4s equaéﬁes que
resultam de substituir nas equagdes (4) do n.° 19 u por fi e v por fa.

Por serem o ¢ B argumentos do integral pedido, é (n.° 15-2.°) R=0, S=0, e portanto

(10) 28 d"”E+U4=0.

dad

Se os dois argumentos « e B forem eguaes, o que tem logar quando os systemas (6) e (7)
coincidem, vem (n.° 15-3.°)

'a-

Bg +Uy=0.

X

11) T

S

Logo a integraclio da equaglio (1) reduz-se 4 das equagdes (8), (9), (10) ou (11), segundo.
o numero de integraes que tiverem as equagdes (6) e (7).

Péde obter-se uma infinidade de transformadas da equaglo (1), tendo a mesma forma que
esta, suppondo que z=wo(x, ¥, 7, «, 3, 1) ndo é um integral particular da proposta.

Eo que se v8, applicando a analyse exposta no capitulo II, pondo

F[ d‘m do d?w d?o d2m]_
Ty Yy 0y dw’@’ da2? dz dy’ dy? =V,



e notando que W ¢ n’este caso differente de zero. Resulta assim a equagfo

02 52 oy 02 w

, 2w a%ﬂ _
327”33 3B+F332+W[0a~ 332_<3a33 +V=0,

na qual o coefficiente de W se trausforma, substituindoe w pelo seu valor, em

dy  diy <d2*q >2] d?y d?v q
Ldaz'd,@“ Jaag) 1 T0q@ Tequas Teag T

e, como os ceefficientes de R, 8, T, transformados do mesmo modo, contéem na primeira
Ay din d%y
da?’ dadf’ dp?’
tegragdo de outra da mesma forma, em que 1 ¢é a variavel dependente e « e § sio as varia-

potencia segue-se que a integraglo da equagfio (1) fica dependente da in-

veis independentes.

23. O methodo de Ampére, como este sabio notou, nio se applica 86 4 equacdo (1); é
applicavel a muitas outras equagBes, como vamos mostrar,

Seja proposta a equacio

(12) F(x,y,2,p,q7,81)=0

Tomando n’ella o argunmento « para variavel independente em logar de y, para a qual
transformagdo se devem empregar as formulas, de que usdmos para o mesmo fim no n.° 20:

REINCIBINCINN:

. dp) .
(13) <— N de dw <d J>
da

dx

vem

) |

(72)

da

(LT?/;——*_R <d/) "{‘.-.:O,
da da

que sers satisfeita pelas equacdes que representam o integral de (12), fazendo n’ellas tambem

P+Q

a mudanga da variavel independente v.
Suppondo que <di> : <ﬁ

; 7 > contem uma funcglio arbitraria de o, que nfo entre no in-
da du

tegral nem nas suas derivadas de primeira ordem, esta funcclio nflo entrard tambem em

VOL. 1I R
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P, Q, R, ...; logo serd
(14) P=0, Q=0, R=0,

Resta ver qual o modo de reconhecer quando a hypothese precedente tem logar. Para

isso, eliminando entre as equagdes (13) e (14) <dp> <d_g> e <CZJ> deverd resultar a pro-

Lo da d
posta. As equagBes (14) nfo devem por 1sso ser distinctas, nem devem ser distinctas da equagio

dF dF (dy>;+_dF <dy>2 0
82 __CX %) 22 (29U g,

dt ds \dax dr \dx

dy . .
—Z—‘L> tem de satisfazer, como mostrdmos no n.° 10, para o ser um argumento do

a que <(m

integral.
24. Consideremos finalmente a equagio
(15) F[Hr42Ks+ Lt M+ (1t — 5%, p, ¢, 2, z, y] =0,

e supponhamos que nfo péde ser reduzida 4 forma (1), isto é, que nfo pdde ser resolvida
relativamente ao polynomio que n’ella entra.
Fazendo a transformacglo precedentemente indicada, resulta

(16) FIP+Q -0

?

<£/i>,27> 9% Y

onde

p-n| () - (a) () | +om () o (3)
A= () 2k () 1w () + () (2]

Desenvolvendo (16) pela serie de Taylor e egualando a zero os coefficientes das diversas

d
potencias de <—§%> : <E%>’ resultam as equagdes

FP,p,¢2y%=0 Q=0,

das quaes fica dependente a integraciio da equagho proposta.



139

No caso de ser N =0, estas equagles reduzem-se aos dois systemas seguintes:

/ H<ﬁ —K—VG =0,
aax
I d — /[ d
am F () 4+ (@) (L) £ M, p, g, 2, 9, 5] =0,
() —r—a(i)-
)=\ ) =0
{ R
| H<ﬁ>_K+VG=o,
da
dp = [ dg ,
(18> FIH % +(K+‘/G) ?Zx“ +1\I7P7 9 Ty Y, % =O7
dz cly>~
<z; ‘2’—9<% =0,

sendo no primeiro systema as variaveis independentes @ e « e no segundo @ e §.

Para integrar estas equacBes & necessario, em geral, resolver a segunda de cada systema
relativamente ao polynomio de que I' depende, o que equivale a resolver a equaglio proposta
relativamente a H4-2Xs... Ha todavia casos particulares em que esta resoluglo nflo é ne-

I3

cessaria, e é a elles que aqui nos queremas referir.

Methodo de Laplace

25. Exporel agora o methodo de Laplace com a generalidade com que o apresentou
Imschenetsky, isto ¢, suppondo que a equagfio proposta é

)19) Ks+Pp-+M=0,
sendo K, P, M funcgdes de x, y, 2z e ¢.
Pela forma d’esta equacio vé-se que as funceBes arbitrarias do integral contéem, uma sé

a variavel @, outra s6 a variavel y.

Tomemos para variavel dependente, em logar de #, u, sendo
u=fpEdg+Pdsy=f(x, y, 2, ),

onde p. é o factor que torna integravel a expressiio K dg+ P dz.
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Derivando a ultima equaglio em ordem a x, vem

du df df df _ df
T~ dn T @ Pt g T & PRy,

ou, attendendo 4 proposta,

du d
ZZE:-C%—;LM=]“1 (2, 95 2y Q).

Temos pois as duas equagdes

du

u=f(z, ¥, 2, q), dz =fi (@, ¥, 2 ).

Se z e ¢ se poderem eliminar ao mesmo tempo entre estas duas equagles, para o que
deve ser

o a4 g
dz " dg dg " dz 7

ou
I df
P —K=2-=0,
dg dz
vird uma equaglo 4s derivadas parciaes de primeira ordem, em que u é a variavel depen-

dente, cujo integral terd uma funcelo arbitraria de y. Do valor de » dado por esta equacio
y C4j ¢ : Y ¢
passa-se para o de z por meio da integraglio da equaglo

u=f(m, Y 2 )

Se porém esta ultima condiglo ndo tiver logar, resolvendo as equacles precedentes em
ordem a 2z e ¢, Vird

du

du
z=F <x7 Yy Uy 75)1 g=1F <$‘7 Yy Uy %)1

e teremos a transformada

dF dF du dF  d?u

du
dy +7i_u‘~dg ‘d du " dx dg/_F1 <m, ¥r ¥ —di_> =0.
dx

(20)



141

A condigiio para que esta equagfio tenha um integral de primeira ordem com uma funcgio
arbitraria de « acha-se, como fizemos no caso da equagfio (12), pondo

d¥ _du  dF du
ui=f(d—ﬁlzda—w——{——%du>=l*‘<m,y,u,zlg>,

N dx

o que d4

Esta condigfio é pois

EZE A dF dF,
du ' duw  du du

dx dx

mas, pela theoria dos determinantes funccionaes, temos

d¥ d¥y dF dFy 1

du ' du du’du — df dfi  df dfi ;
d— d-— A
dec da dz " dg dg’ ds

logo deve ser infinito o determinante que entra no segundo membro d’esta egualdade, para
(20) ter um integral de primeira ordem com wma funcgfo arbitraria de .

, . . du
Se porém (20) for tambem linear em ordem a ——, para o que deve ser
dx

L

du du

sendo M, N, m, n funcgBes de x, y e u, poderd haver um integral de primeira ordem com
uma funcgBo arbitraria de y, o que se reconhece applicando 4 equaciio

2 , /
1) d2u _I_<CZM du  dM z> diue  dN du

LAN
Tody  \dw gy T dy " G dndy T ag Y

que resulta de substituir em (20) z e —2% pelos valores dados pelas relagdes precedentes, o

raciocinio que applicAmos & equagdo (19).
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Estas transformacdes pode.m continuar-se até chegar a wma equagiio, que tenha um inte-
gral de primeira ordem, ou até chegar a uma equaclo a que se nic possa applicar este
methodo.

A equaciio de que se occupou Laplace é

s+Pp+Qg+Nz=M,

4 gual é facil de applicar a theoria precedente.



CAPITULO 1V

Sobre algumas eguacdes
em gue as derivadas de segunda ordern:
entram e Lrau superior ao primeiro

26. Seja proposta a equacido

(1) F (%, 9,2, p, ¢,5) =0,

cujo integral tem para argumentos x e y, e procuremos primeiramente a forma, que deve ter
esta equaglo, para ter um integral intermedio com uma funcglo arbitraria de .
Seja

(2) f<x7 Y 2y 9, 4’(;/)7 (J); o '):O

o integral intermedio. Derivando-o.em ordem a @ ¢ eliminando as funcgBes arbitrarias entre

olle e a equaglo assim obtida, deve vir a proposta, para o que é necessario, em geral, que as
i

funcgdes arbitrarias entrem n’um grupo ¥ (y, ¢ (¥), ¢/ (y), -

Pondo pois W[y, & (y), ' (), -..]=Vi(y) e suppondo

¥y (y)=J1(z, ¥, 2, ),

o que dd

df4 + CZfl + df] _ O,

dee ' da d(
vé-se que a equaclo proposta deve ter a forma
quagdo prop

Gs+Hp+K=0,
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guando (2) é do primeiro grau relativamente a ¥y, e que deve equivaler a varias equagdes
d’esta forma, em numero finito ou infinito, nos outros casos. Assim, no caso de (2) ser uma
equagdo algebrica do grau m:

AVP 4 BY .. +P=0,

temos

da dz

de T da P gyt Tw

(cZA dA dA \P,,7Z+<CZB (ZB‘ dB
dz dg ) ! de a2t dg
onde A, B, ..., P sfo funcgdes de «, v, z e gq.

Eliminando ¥y entre estas equagles e representando por A/, B/, ..., I’ os coefficientes
da segunda equaciio, obtem-se a equagho

A B € D ..... P
A ¢ ... P
A B C P
................................ _o,
AlB C D Ll oo
Al BC L. I
A/ BI C/ P/

que é do grau m, deve dar para s m valores da forma H;p-+K; e equivale a m equagCes
da forma

s—Hip—XK;=0.

27. Vamos applicar 4 equacio (1) a doutrina expusta no n.° 16, sem a suppor resolvida,
como no n.° 2D, relativamente a s.
Seja dada a equagio

Fla,y, 2 p, ¢, s =0.

Fazendo

3) 4 =f(x7 Y % Q)a
vem

dv df X d_f X daf

= ~=

de  dx ' dz dg ™’
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e portanto a condicdo, de que falldmos no n.° 16, para s e p se eliminarem simultaneamente
entre esta equaclo e a proposta, &

d¥F df dF df

#) 0.

dz

dp “dg  ds
Para que esta equagiio nfio contenha s nem p, é necessario que a proposta seja
(5) FLGS+HZ7+I§7 9% Y m]=07

sendo G, H, K funcgdes de w, y, 2, q.

Se esta equaclo poder ser resolvida relativamente a Gs+Hp 4+ K, recairemos na equa-
¢flo tratada por Imschenetsky, de que nos ocenpdmos no n.° 25. Supporemos por i8so agora
que a equacdo proposta nilo pdde ser resolvida relativamente a este trinomio.

A condigio (4) reduz-ge, no caso da equag¥o (), a

dF (. df . df\
E <Hag"—Gzzz> =0,

onde {= Gs+Hp-K, equaglo 4s derivadas parciaes de primeira ordem, que, integrada, d4
U= f n(Gdg+Hdz)=f(x, v, 2, ¢,

sendo 1 o factor que torna integravel esta expressiio a duas variaveis.
Temos pois

du  df
o= ’d‘i +p (Hp +Go),

da

e, substituindo o valor de Hp 4 Gs, tirado d’esta equagle, na proposta,

du df

de  dr

N ‘I‘I(, (], Z, 3/7 X =f{ (a';, .?/7 Z} g’ _/"_]_Z_L> . O

dx

r

_TL__

Se z e g se poderem eliminar ao mesmo {empo entre as equacdes

du
(6) u=f(29,2 9, f (“’a:‘/’ 2y 9, %)207

VOL. II M



para o quc é necessaria a condigio

I A4 dfi

() s dg T dg da

)

vird uma equaglo differencial ordinaria, cujo integral, que contem uma func¢lo arbitraria de
y, di o valor de w, que, substituide em uw=f(z, y, 2, ¢), produz o integral intermedio da
proposta,

Se porém a condigo (7) nflo for satisfeita, eliminando z e ¢ entre as equagBes (6), vird

d’onde se deduz

dry  d=y du dry du i d 7y _0
dy du @ g du " da dy d 1=
iz

Se aqui entrar ainda z, elimina-se por meio da equaglio v =f(=, v, z, q), depois elimina-se
du

g entre a resultante e a equacglo = <gc, Y, u, T g> =0.
de

Obtem-se assim nma transformada, que, se for da forma

F, [[_-G' d2qy ’CZQ—L—{—L

de dy ) du

’izg—!—K’ u, Yy w]:()
C]y y Y I ?
péde tratar-se como a proposta, para ver se tem um integral intermedio com wma funcglo
arbitraria de x, ou, no caso contrario, transformar-se, como precedentemente; e péde conti-
nuar-se do mesmo modo, até chegar a uma equaclio, que tenha um integral intermedio, ou
até chegar a uma equagdo, que nio tenha a forma indicada.
Este processo 6, por exemplo, applicavel 4 equacio

F[Gs+Pp+Qqg-+-Nz--M, 2] =0,
sendo G, P, Q, N, M funcgles de x e g, que se reduz 4dquella de que tratou Laplace quando
poder ser resolvida relativamente a s4+Pp--.. .4 M.

Com effeito, neste caso temos

u=Gq-+| Pz,



o que dd

du dP dGr
Ak LR S el e M

e a equaglo proposta reduz-se portanto 4 seguinte

dw (., dP a6 ; .
() (0 39) ] -o

Suppondo agora que tem logar a condigo:

N_4P ps_

da

a equaglo anterior toma a forma

{534fsu% M:wJ==o

onde

e determina u, quando poder ser integrada sem ser resolvida relativamente ao trinomio que
n’ella figura. Depois substituindo em u=Gg+Pz o valor que ella d4 para «, obtem-se o
integral intermedio da proposta.

No caso contrario, eliminando g e z entre aquella equaglio e u=G¢g+ Pz, vem

F[@+(V_iB—P>z+sw+MxJ:m

dx dx

du. 1 dP 1 dP -

et Bl N — A — ]
F[Mj‘P<h (m>u P<N - Ps>g\ M,z | =0,

Derivando a primeira em ordem a y, eliminando z e pondo

A=N_2F py
dx
resulta
d?u 4 dA 1 1y dy  dM
Elncdy : (lJ P<u_G1)+Ag+ b(lJ+_€y )
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e & segunda reduz-se portanto a

2 %
F{G‘r P Py o8 Qu izg—i—Nw—}—Md, 96]=0,

' dw dy—r Yz dy
onde
AG : AS A dM
Yp o= — g = Vo — == — e ——— L
Gy D’ Pi=1, Qi 5D’ M, Dy - M,
1 dp A dA A dS
N e J . ) o -
1‘"‘1)(h cloc) DP2 dy ~ PD dy’
e
G dA
=%

Esta equacio é da mesma forma que a proposta, e pdde-se repetir sobre ella todo o ra-

ciocinio que fizemos sobre aquella. :
Tudo o que vem de dizer-se a respeito da equacio (D) péde extender-se 4 equagio

FlGs+He+ K, p, 27, 2]=0,
sendo G, H, K funcgles de «, 9, 2, p.

28. O processo que vem de ser empregado para integrar em alguns casos a equaglo
(5), péde ser applicado a um grupo mais geral de equagdes, como vamos mostrar.

Seja proposta .a equacio
(8) F(‘”) Yy 2y Py I 7y 8y t):O

Tomando uma nova variavel dependente w, funcgdo de a, y e 2, ligada com a antiga va-

riavel pela relagfo
w =.f(x; Y, % P, Q)a

e derivando, vem

du du Y Y YL
de ' dz de ' dz dp ' dg
du  duw df df df [f

| d
dy T Ty T T g gt
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Para que 7, s ¢ ¢ se eliminem ao mesmo tempo entre estas equagdes e a proposta, deve

ser (1.° 16)

© £<if>2 dF<df>‘~’ dF df df

dt \dp dr \dg/ ~ds "dp dqg '

equagiio que nfo contem 7, s e £, quando a proposta é da forma
(10) FHr+Ks+Lt+M, ¢, p, 2, y, ¢] =0,

sendo II, K, L, M funcgles de x, v, 2, p, g.
Integrando n’este caso a equaclo (9) e fazendo depois a eliminagfo indicada, resulia, para

cada integral d’esta equagllo,

. du du du
u:f(m, Ys 2, Py @y J1 % Y, 2, u, p, q, du’ @7 g )

Para que p e ¢ se eliminem ao mesmo tempo entre estas equacdes, é necessario e suffi-
clente que seja satisfeita a condicfo

) o a4 i
dp " dg dg  dp

?

e, neste caso, a eliminagio referida d4 a equagio 4s derivadas parciaes de primeira ordem

. du  du
(12) ¢ <£L‘7 Y, & Uy %7 El"y"> =07

que, integrada, d4 o wvalor de w», com uma funcgfio arbitraria, que, substituido em
u=f(x, y, z, p, ¢), leva a um integral intermedin da proposta.

29. Se a equaclo proposta &
(13) F@, y.2,p,¢ 7, :S):O7
a equaglo (9) decompBe-se nas duas seguintes:

d¥ df dF i-]i_o df:

dr " dg ds'dpy’gg_ 0.
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A primeir:x é applicavel quando se quer integrar a equagio
FHr+Ks+M, g, p, 2 5,2)=0,

procedendo como no caso geral (n.° 28).
A segunda soluglo é mais importante, pois permitte-nos integrar um grupo de equagdes,
que ainda ndo foi considerado, creio eu, por geometra algum.
Com effeito, esta soluglo da
u=f(z, ¥, 2, p),

e, derivando,

et Lo+

de dx ' dz
du df df af
ay Ty T A"

Para que s e ¢ se eliminem ao mesmo tempo entre a ultima equaglo e a proposta, deve

ser
dF df dF df

(14) W'E“@'EEHO’

logo a proposta deve ter a forma

(15) Fle,y,2,p, As+Bqg+C]=0,

sendo A e B funcgdes de @, y, 2z, p e C funccho de a, y, 2z, p e 7. A e B tambem podem
conter v, comtanto que entre n'win factor commum a estas duas quantidades. Vé-se pois que
a equagio (15) tem uma grande generalidade.

Integrando (14) e fazendo a eliminagio, de que falldmos, véem as equagles

du  du
u:f(m, Yy %, p), Si <m> Y %5 P dz’ ”d‘y“> =0,

du du
Y, U, ——
y Yy Uy Az’

que, pela eliminaglo de p e #z, dio uma equaglio da forma @ <oc @> =0, quando

tem logar a condigdo
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Se esta condigio n3o tiver logar, eliminaremos z e p entre as equagdes precedentes, o

que dard as duas seguintes:
< du du > < du  du > 0
T\, Y, Uy o—y s 2 Ra \ @, ¥, Uy =y =0.
v Yy W dy' °) 2 Ut dy’p

Derivando depois a primeira e comparando o resultado com a segunda, vem a equagio

du du ., d*u , dPu ,J .
Fi [:QZ', y, u, -dg, d—y*7H W”}’“I{ ;]m-{_M ——O.

Fica assim transformada a equaglio (1D), que nfio ¢é linear relativamente a », n'outra em
APy —
——5- entra no primeiro grau.

dx

que
30. Se for dada a equaglio algebrica relativamente a », s e ¢
(16) SArse=M,

vnde A e M sdo funcgdes de x, 7, 2, p e ¢ e @, b e ¢ numeros inteiros positivos, poderemos
achar algnmas vezes o seu integral intermedio, se 0 houver, por um processo, dado por Boole
para a integraglo da equaciio (1) do capitulo III.

Seja
f(‘% Y 2 P 7)=0

este integral intermedio.
Derivando esta equaglio relativamente a x e a y, vem

R S AP AP

de ' dz dp dq ?
af daf df - df

Eliminando duas das quantidades =, s e ¢ entre estas equacles e a proposta e egunalando
separadamente a O os coefficientes das diversas potencias da terceira, resultam equagdes 4s
derivadas parciaes de primeira ordem, cujo integral commum, quando existir, representa um
integral intermedio de (16).
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3% Se a equaglo proposta for homogenea relativamente a p e ¢ e relativamente a », s

7

e {, e 0s seus coefficientes forem constantes, isto &, se for

(17) SAptgtrrstte=0,
a-Fb=rconst., c¢-d-e=_const,;

pondo

(18) e=g(@+Py);
e determinando P por meio de

(19) A Pha+2e =,

as equagdes (18) e (19) representariio um integral de (17).



CAPITULO V

Breves refiexfes sobre a integracio

das equacdes simultaneas

32. A theoria dos integraes de Ampére pdde extender-se a a equagdes simultaneas com
a variaveis dependentes zy, 22, ..., %. Jxceptuando Combescure, que ensinou a integrar
estas equacdes, quando sio de primeiva ordem, lineares relativamente d4s derivadas parciaes,
e com coefficientes eguaes em todas as equacgBes, nenhum geometra, que eu saiba, se tem
occupado d’ellas. Vou pois indicar as conclusdes a que leva a theoria de Ampere, quando se
applica a taes equagdes.

Se houver um numero @ de equagles de ordem ¢ com « variaveis dependentes e n va-
riavels independentes, os seus integraes devem, para serem geraes, satisfazer 4 condiciio se-
guinte: sendo derivados até 4 ordem m relativamente a todas as. variaveis independentes,
deve vir wm systema de equacdes identico ao systema formado pelas propostas e suas deri-
vadas relativamente 4s mesmas variaveis até 4 ordem m—gq.

Suppondo os integraes expressos por ¢4 equagdes, sendo & o numero dos seus argu-

mentos, a differenca 3 entre o numero das equacles dos dois systemas é dado pela formula

b=[m—+n)Cn](k+a)—[(m+n—q Cnja=[(m+n)Cnjk+ajm+n—1)C(n—1)
4o mtan—q Cn--1]l.

Deve pois, para se identificar os dois systemas, haver n’elles um numero de arbitrarias
nflo inferior a o.

B facil de ver que o theorema enunciado no n.° 6 tem logar aqui para as derivadas de
ordem p de uma qualgquer das variaveis dependentes z;, bem como o que se demonstrou no
n.° 7.

Attendendo 4 expressio de 3, pdde mostrar-se tambem, como no n.° 8, que, para os @
integraes serem geraes, devem conter, pelo menos, a.¢ funcgdes arbitrarias com n—1 ar-
gumentos.

VOL. II T
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33. Sejam

(1) Fi=0, Fo=0, ... Fi=0, ... F,=0,

a equacgdes, contendo cada uma @y, @2, ..., &y, 21, 22, ..., % © suas derivadas de primeira
ordem, e supponhamos que, em cada numa d’estas equagdes, entram as derivadas de segunda
ordem de uma s6 das variaveis dependentes.

Derivando cada uma d’estas equagdes m—2 vezes em ordem a x; e tomando depois o
argumento o em Jogar de @ para variavel independente, para o que se devem empregar as

formulas dadas no n.° 9, resultam as a equagdes

dm-i 2

-
clxqél

To_
dwo

2) P4 Qq =0,

da

onde ¢=1,2, ..., a.
Raciocinando agora como no n.” 9, vé-se que se pode dar a m um valor tal que estas

equagdes se decomponham nas seguintes:
<3> Pi = 07 Qi = 07

onde

Qe d¥,  dF, <cly>_]_ dF,; <czy>2
T B dPz \dw/ L d%z \dx/) "

dy* dee dy da?
As equagles (1) s6 podem pois ter um systema de integraes da forma considerada quando

as equagdes Qi=0, Qa=0, ..., Q,=0 nlo forem distinctas, ou tiverem, pelo menos, uma
solucflo commum.

34. Applicando estes principlos ds equacdes

d? 2y d?z | . d?z
d%z . dz d? 2,
H dw; + dxhci_{_L d 9 | NI(L_()?



sendo H, K, L, M, N funcgdes de a, v, 21, 223, - ..y 2y Pty P2, «+ vy Pay Py G2y -+ Gay de-
duzem-se, seguindo o mesmo caminho que no caso de uma equaciio unica, as egualdades

%1 L —K—s/G 0,
(4) (} df’L + (K FVE) <d9‘>+M_o
é dz; = pitg <dJ>

em que x e « 880 as variaveis independentes,

Os integraes dos a grupos (4), ligados dois a dois por funegBes arbitrarias, d&o, para
cada signal do radical, @ integraes intermedios.

Este theorema &, para as equagdes de segunda ordem a duas variaveis, o que o de M. Com-
bescure é para as de primeira.




NOTA

Alguns dos pontos d’esta dissertacio foram objecto de trabalhos que posteriormente
publicdmos, os quaes se podem ver nas paginas seguintes d’este volume.

Assim, a respeito da generalisagiio da theoria de Ampére sobre os integraes das equa-
¢les s derivadas parciaes, dada no capitulo I, publicdmos em 1878 um trabalho nas Mémoires
de la Société des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux (2.% serie, t. 1), Da mesma
generalisaclo occupou-se, mais tarde, Forsyth, professor na Universidade de Cambridge, em
um artigo intitulado ZVe character of the general integral of partial differential equations, o
qual foi publicado em 1897 no volume Xxviix dos Proceedings of the London Mathematical
Society. N'este artigo obteve este eminente geometra os mesmos resultados a que tinhamos
anteriormente chegado, por methodo analogo, n'esta dissertagfio e no trabalho precedente-
mente referido, os quaes elle nfio conhecia n’essa occasifio, como nos fez a honra de nos com-
municar em carta de 51 de janeiro de 1898.

A transformaciio estudada no n.° 16 e s suas applicagdes consagrdmos tambem uma
nota, publicada no volume correspondente a 1882 do DBulletin de I’ Académie Royale de Bel-
gique, e 4 applicagfio da mesma transformaco, considerada no n.° 29, uma outra publicada
no volume correspondente a 1881 dos Comptes-rendus de I’ Académie des Sciences de Paris.
A doutrina d’esta ultima foi transcripta por Goursat nas suas importantes Lecons sur U'tnté-
gration des équations auw dérivées partielles du seconde ordre (t. 11, p. 265, Paris, 1898),
onde é consagrado um bello capitulo & transformacio considerada no n.° 16 d’esta dissertaciio;
e 4 mesma doutrina foram consagradas por Clairin algumas paginas da bella these sobre as
transformagles de Baecklund, que apresentou em 1902 4 Faculdade das Sciencias de Paris,
e que -foi publicada como supplemento ao volume x1x da 3.* serie dos Annales de I'Ecole
Normale Supériewre de Puris. ‘
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IRES ARTIOS SOBRE AS EQUACDES AS DERIVADAS PARCIAES






SUR LE NOMBRE DES PONCTIONS ARBITRAIRES DES INTEGRALES DES EQUATIONS
RUX DERIVEES PARTIELLES

(Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles, 2.2me gérie, t. IL
Bordeaux, 1878)

1. Ampere, dans le premier de ses beaux Mémoires sur I'intégration des équations aux
dérivées partielles, a déterminé le nombre des fonctions arbitraires qui entrent dans les inté-
grales de ces équations. Mais il n’a considéré que le cas ol I'équation proposée n’a que deux
variables indépendantes. L.e but de la présente Note est de géunéraliser la théorie d’Ampére,
c’est-d-dire de déterminer le nombre des fonctions arbitraires de l'intégrale d’une équation
contenant un nombre quelconque de variables indépendantes.

2. Soit
(1) F=0

une équation aux dérivées partielles d’ordre quelconque ¢, avec n variables indépendantes
L1y X2, X3y v .y 1"

T’équation V=0, qui satisfait seulement a l'équation (1) et & celles qui en résultent par
la différentiation relative aux variables indépendantes, est une tntégrale générale, parce qu’une
telle mtégrale satisfait au plus petit nombre possible de conditions. En dérivant done V=0
jusqud l'ordre m par rapport & @i, @2, ..., @, m étant un nombre arbitraire, égal ou su-
périeur & ¢, et en dérivant la proposée jusqu’an méme ordre, on doit obtenir deux systémes
d’équations identiques. ‘

Mais, comme le premier systéme contient un nombre d'équations plus grand que le deu-
xiéme, il doit aussi contenir un nombre suffisant d’avbitraires pour I'identitication des deux

systémes.
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3. En différentiant 'équation V=0, on obtient les équations suivantes:

V=0,
av av av

?Z‘m:z(), ‘ZZ;;ZO, csey dmn= 3
L A v
da? 7 dx dw, doydaz, 7T da 7

On voit que le nombre des équations précédentes est égal 4 la somme des nombres de

3

combinaisons qu'on peut former avec n lettres, prises depuis une & une jusqu'a n 4 n, la
méme lettre entrant plusieurs fois dans chaque combinaison, plus une unité; c’est-a-dire, par

une formule bien connue de la théorie des combinaisons, &
[(m—4-n)Cnl.

De la méme maniere, on voit que le nombre des équations qui résultent de la différen-

tiation de I'équation proposée est égal &
[(m~+n—q) Cn].

Done, pour identifier les deux systémes d’'équations, il faut que celui-la contienne un

nombre d’arbitraires égal & 9, en posant
t=[(m~4n)Cn]—[(m+n—q) Cnl,

et supérieur & § quand Pélimination des arbitraires se fait par des groupes,
En faisant des applications successives d’un théoréme bien connu de la théorie des com-

binaisons, on trouve
d=[m+n—1)C(n—1)]+[(m+n—2)C(n—1)] —J[—.‘. A m+n—q) Cn—1)].

Cette formule fait voir que 8, et par conséquent le nombre des arbitraires, doit augmenter
avec m. Cette condition est satisfaite, comm’il est facile de voir, par les fonctions arbitraires

Farguments déterminés.

@, (Considérons premiérement le cas olt lintégrale de éguation proposée est exprimée
par une équation seulement, et déterminons le nombre de fonctions arbitraives qu’elle contient,

et le nombre de arguments de chaque fonction.



"THEOREME. — L'intégrale d'une équation auxe dérivées partielles d’ordre q avec 2 variables
indépendantes contient, en général, ¢ fonctions arbitraires distinctes, contenant chacune n—1
arguments, ct elle ne peut jamats en contenir moins.

Nous avons déja fait remarquer que le systéme d’équations qu’on obtient en différentiant
Vintégrale de (1) doit contenir un nombre de fonetions arbitraires égal ou supérieur a

(m+an—1)Ca—1]+[(m+n—-2)Cn—D]+...+[(m+n—¢ Cn—1)].

Nous allons maintenant voir combien de fonctions arbitraires doit contenir, d’aprés cela,
Uintégrale de (1). '

1.° Supposons que dans lintégrale entrent ¢ fonctions arbitraires, contenant chacune ¢
arguments, que nous représenterons par ay, as, a3, ..., a. Chaque fonction arbitraire don-
nera, par la dérivation, les suivantes:

o (a,, Ay, ceey @),
de - dg e
? ) R ?

da.1 da, da,
d?eo d?o d?o
da?’ da,da)] "7 da®’
i 1 2 !
A3y d3o ddeo

e R yw put SRR B e
da‘1 dui cZa2 dal

L I I R N N T AT IR AP

et par conséquent le systeme des équations qui résultent de la différentiation de lintégrale
contiendra un nombre de fonctions arbitraires égal &

glm+4-0)Cl].

2.° Dans Vintégrale de (1) peuvent encore entrer des functions arbitraires obtenues par
la différentiation des précédentes par rapport aux arguments, considérés comme variables in-
dépendantes. Considérons-en une d’ordre 6, et cherchons le nombre des fonctions arbitraires
qu’'elle introduit dans le systeme d’équations, qui ne solent pas comprises parmi celles du pre-

. . CZO@ . e . s . .
mier cas. Soit ———— cette fonction. Ses dérivées d'ordre inférienr & m — 6 sont compri-
ay ddy - ..

ses parmi les dérivées de p d’ordre inférieur &4 m, et par conséquent elles ont été déjh rap-

portées dans le premier cas. Il nous reste donc & chercher le nombre des dérivées de
do'g

dail da{j e

VOL. II U

dont Yordre est compris entre m— 6 et m.
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Le nombre des dérivées d’ordre m— 841 de la fonction précédente est égal au nombre
de combinaisons de { lettres m —§-+1 & m— 6+ 1, la méme lettre pouvant entrer plusieurs
fois dans chaque combinaison, c’est-a-dire

[(m+1—6)C(I—1).

On trouve de la m&me maniére que les nombres des dérivées d’ordre m—642, ...,
m—2, m—1, m sont respectivement

[(m+1—64-1)CA-—-1)], ..., [(m+-1—-2)C(I—1)], [(m+1I-1)C(I—-1)].
Donc le nombre total des fonetions arbitraires introduites dans ce second cas est
[(m+1—-1)C{l—1D)]+[(m+-1-2)Cl—D]+.... F[(m+1—-6CI—-1)]

3.% Si dans lintégrale de I’équation (1) entrent des intégrales indéfinies (contenant quel-
ques-unes des fonctions arbitraires du premier cas) prises par rapport aux arguments, consi-
dérés comme variables indépendantes, il est facile de voir que, pour trouver le nombre de
fonctions arbitraires, dérivées de ces intégrales, qui ne sont pas comprises dans le premier
cas, nous avons & additionner des nombres de combinaisons de lettres, dans chacune desquelles
entrent /-1 lettres ou moins.

Considérons, en effet, Vintégrale [ ... [odaidal ..., ol ¢ est une des fonctions
arbitraires de ay, aa, ..., considérées dans le premier cas. Différentiant jusqu’d 'ordre m
chaqu’une des intégrales ["oda,, [ [oda,da,, [ [odal, ..., par rapport aux arguments
dont les différentielles n’y entrent pas, nous obtiendrons des fonctions arbitraires qui n’entrent
pas dans le premier cas, et dont le nombre est égal & [(m--£)b¢t], ol ¢ est le nombre d’ar-
guments qui sont dans ces conditions, et par conséquent moindre que /. La différentiation de
ces intégrales par rapport aux arguments dont les différentielles y entrent, donne d’autres in-
tégrales, en nombre déterminé, auxquelles on applique ce que nous venons de dire.

Dans le cas olt © n’entre pas dans l'intégrale de (1) hors du signe d’intégration, on con-
sidere son intégrale d’ordre minime comme une fonction arbitraire ¢, qu'on met dans le
premier cas.

De tout ce que nous venons de dire on peut conclure qu'est condition nécessaire pour
que l'intégrale de I’équation (1) soit générale

@) [(ntn—1)Cla—1)]+[(m+n—2)Cn—D]+...+[(m+n—g) Cln—1)] < g[(m-+1)Cl+g,

en posant

§=S[m+A)CO—D]+T [(m+B)CI—2)] ...,
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ol ¢' représente le nombre des fonctions arbitraires introduites dans le deuxiéme et le troi-
sieme cas et A, B, ... des nombres entiers positifs, inférieurs & L.

Cette condition peut &tre écrite de la manidre suivante, en ordonnant ses deux membres
suivant les puissances décroissantes de m:

gmi—t 4, .. z gmtt. ..

et doit avoir lieu, quel que soit m; done, en faisant m plus grand qu'une quantité assignable
quelconque, il vient

Isn—1, g<q,

ce_que nous voulions démontrer.

Le signe d’égalité doit étre employé toutes les fois que, lorsquon fait 1’élimination des
fonctions arbitraires, pour passer du systéme d’équations qui résulte de la différentiation de
Vintégrale & celui qui résulte de la différentiation de I'équation proposée, les fonctions arbi-
traires ne s’éliminent pas par groupes, ou qu’il s’en élimine par groupes le moindre nombre
possible pour chaque valeur de m. C'est le cas général, puisque, pour que les arbitraires
s’éliminent par groupes, il faut qu’entre elles existent des rélations, et alors le nombre de ces
rélations est minime,

5. THEOREME. — Le plus petit nombre de fonciions arbitraires qui doteent disparditre,
quand on fait Uélimination des autres, augmente avec lordre de léquation, avec [lordre
Jusqu’auquel on différentic U'intégrale, et avec le nombre des variables indépendantes, et »’est
zéro que dans le cas des équations de premier ordre.

Pour démontrer cette proposition, nous devons, dans la formule (3), employer seulement
le signe d’égalité, parce que mous cherchons seulement le moindre nombre d’arbitraires qui
doivent disparaitre quand on élimine les autres.

Quand on fait I’élimination des fonctions arbitraires, pour passer du systéme d’équations qui
résulte de dériver Yintégrale & celul qui résulte de la différentiation de 'équation proposée, le
nombre des fonctions qui doivent disparaitre d’elles-mémes doit &tre égal & D, en faisant

D=gq[m+n—1)Ch—1)]—[(m+n—1)Cn—1)]—{(m+n—2)C(n—1]
—ivi—[m+n—¢)Cln—-1)]+4¢,

différence qui est toujours positive, méme lorsque g’ est égal & O.
En appliquant, en effet, & chacun des différences partielles dans lesquelles on peut dé-
composer D la formule

[(m~+p)Cpl—[(m+p—u)Cpl=[(m+p—1)C(p—1)]+[m+p—2)Clp—1)]
+ootmtp—u)C(p—1),
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il vient

D=(¢—1)[(m+n—2)C(n—2)]-+(g—2)[(m+n—3) C(n—2)]+(g— 3) [(m+n—4)C(n—2)]
+ A2t + 1) C =24 [(ntn—g) Cn—2)] 44"

Cette valeur de D augmente avec ¢, m et n, ce que nous voulions démontrer.

6. Nous allons maintenant considérer le cas plus général ol 'intégrale de ’équation (1)
est exprimée par k- 1 équations, ol entrent & arguments qui ne peuvent pas &tre éliminés
de maniére & obtenir une seule équation.

Dans ce cas, il est facile de voir que le systeme d’équations qui résultent de la différen-
tiation de l'intégrale, jusqu'a P'ordre m, contient un nombre d’équations égal &

(k1) [(m+n) Cn],
et comme le systéme qui résulte de la différentiation de (1) en contient

[(m—+n—q)Cn],

la différence sera

[(m~+n)Cn](k4-1)—[(m+n—q)Cn]=Ek[(m-+n)Ca]+[(m+n—1)C(n—1)]4[(m+n—2)C(n—1)]
G [(mAn—q) C(n—1)|=k[(m-+n)Cn]4-3.

Dans ces équations entrent les arguments et leurs dérivées, dont le nombre est égal &
. £
El(m-+n)Cnl,

qu’elles doivent déterminer; par conséquent le nombre de fonctions arbitraires doit &tre supé-
rieur & 8, quand les fonctions arbitraires s’éliminent par groupes, et égal & & dans le cas con-
traire. Quand on fait I'élimination des arguments, quelques fonctions arbitraires peuvent dis-
paraitre, ce qui n’altére pas la conclusion précédente, parce qu’alors le nombre des fonctions
arbitraires doit augmenter.

On conclut de ce qui précéde, en procedant comme dans les n.°® 4 et 5, que les théore-
mes précédemment énoneés ont encore lieu quand %k > 0.

Le premier de ces théoremes peut &tre encore énoncé de la maniére suivante:

Lintégrale d’une équation aux dérivées pariielles d’ordre q avec n variables indépendantes
doit contenir un nombre de fonctions arbitraires distinctes égal & Uordre de Uéquation avec un
nombre d’arguments égal & n— 1, quand dans ['élimination des arquments, des fonctions arbi-
travres et de leurs dérivées, ces fonctions ne s'éliminent par groupes, ou qu'il 'en élimine par
groupes le moindre nombre possible, el jamais elle ne peut confenir moins.
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SUR L/INTEGRATION D'UNE EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES
DU DEUXIEME ORDRE

(Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences de Paris, t. XCIIL
Paris, 1881)

Le but de cette Note est de faire voir que 'équation aux dérivées partielles de deuxieme
ordre

d2z dz

dz dy +B

d*z dz

—*+L‘b<d_x3’ dz’ %Y, w) =0,

A e

. . dz
ot A et B sont des fonctions de w, ¥, 2, T peut étre transformée dans une autre du pre-
da

mier degré par rapport i @z et —dvzz
Iy 93 ar Y a -5 € .
8re P PP dac? da dy

Soit

dz
1) w=f <w7 Ui %y >7

wux

la fonction f étant déterminée au moyen de I'équation

df 4
d ——
dx
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En dérivant (1), on obtient

du_ df | df dz df d?z

de  dx | dz dx dz dx?
d —
dx

du df df dz  df d*z

dy=cE d—zdy diz_dwdy'

@)

{ due
e ) ) ., d?z d?z
En éliminant dans I’équation proposée G dy et 2 AU moyen de (3), et en remarquant
dz .. . . , . .
que rm disparait alors 4 cause de (2), ou obtient une équation de la forme suivante:

dz du du
F <90> Y% o g z@) =0

Cette équation et I’équation (1) donnent

du du
) z—___,(? <w1 Y, u, A’ @)7

dz g < du du>
da:_ xa?h“)%a@ .

En dérivant la premiere des équations précédentes par rapport & ® et en comparant le

résultat avee la seconde, on trouve

0 < du du> B do ,_il'q @ dg d*u  dg¢ d*u
EH Y g @ T dx U du dw-+ P du de? " J du dxdy’
d dy

Cette équation est linéaire du deuxitme ordre et donne la valeur de w, qui, substituée

dans 'équation (4), méne & 'intégrale demandée.
q y g
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SUR L’INTEGRATION D'UNE CLASSE D'’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES
DU DEUXIEME ORDRE

(Bulleting de I’Académie royale de Belgique, 3.u¢ gérie, t. ITL. Bruxelles, 1882)

Je considére, dans ce travail, une transformation des équations aux. dérivées partielles
linéaires, du deuxiéme ordre, qui les raméne & autres du premier ordre, lorsque leurs inté-
grales intermédiaires contiennent seulement ®, y et une fonction déterminée

f< dz dz>
Z, Yy 2 =’ @ 5

qui ne varie pas avec la fonction arbitraire.
Quand cette transformation n'a pas lieu, je fais connaitre une transformation qui raméne
Péquation proposée 4 une autre du deuxieme ordre, laquelle contient, comme cas particulier,

la transformation de Laplace.

Soit proposée I’équation aux dérivées partielles, du deuxiéme ordre:
@) F=A»+Bs4Ct4+-D=0,

ol l'on suppose

_ﬁ _de _d*z _ d?z t_sz
P=Ge =@ "Td T dmdy T dp
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Cherchions les conditions pour que I'équation (1) puisse étre transformée dans une autre
do premier ordre au moyen de la rélation

2) 0@, y)=Ff(x, ¥, % P, Q-

Cette équation donne:

d d d df - df
£=%+E§])+£7+3§s:?4 (@, y, 2,0, ¢, 75 8, 1),

3
do df df d df
dyl=d§ d{9+3‘§3+ﬁ§t=cp9(x,y7z’p,9’4-73’@,

Premiérement on voit que, si 'on élimine deux des quantités », s, ¢ entre les équations
(1) et (3), 'antre quantité doit disparaitre.

Ensuite, éliminant une des quantités z, p, ¢ entre I'équation résultante et I'équation (2),
dont le second membre est supposé connu (nous verrons bientét que la condition précédente
le détermine), les deux autres doivent disparaitre.

Quand ces conditions sont satisfaites, on arrive, en effet, & un résultat de la forme:

do d<9>
! G, et ) =
4) g)<90, Y % da’ dy 0

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que la transformation précédente soit pos-
sible s’obtiennent donc en exprimant que trois des quantités z, p, ¢, », s, ¢ disparaissent,
guand on élimine les trois autres; autrement dit, par un théoréme sur les déterminants fon-
ctionnels, bien connu:

dF dF dF dF
& @ A @

0 0 0 4
dp
(5) = O;
i A, dw
dp dg dp




dF dF dF dF
A ds  dg  dp
o o Y4
dg  dp
(6) =0,
A Y de de
dp dqg dg dp
0o W de de
dp  dg dp
dF dF dF dF
dr ds dz dp
o o Y 4
, dz dp
M =0.
Y Y da dn
dp dg dz dp
o ¥ dn de
dp dz dp
L’équation de condition (D) donne:
A B ¢ )
aF  df
aF | == =L 0 |
af  df
o Y
| dp ¢ |

- Si %:O, on doit éliminer ¢ au lieu de p, au moyen de I’dquation (2); et Von arrive &

sme détermi iolé par Lo mais XL ot U 5 .
ce méme déterminant multiplé par g mais = et P ne peuvent étre nulles en méme temps;
done ce déterminant est égal & zéro.

Conséquemment,
df>2 <df>2 af af _,.
ou
¢)] —(%Ji——Qdf —(ZZJ-C—Q’ 4

dp = Hd_g_’ dp"_ = '@;
VOL. II v
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Q, Q' étant les racines de l'équation
) CQ2-BQ+A=0.

Chacune des équations (9) est aux dérivées partielles linéaires, du premier ordre, avec
deux variables indépendantes; par conséquent on peut toujours les intégrer. Nous avons
ainsi deux ensembles de valeurs pour le second membre de la formule (2). Substituons, dans
les équations de condition (€) et (1), les dérivées de la fonction f, et éliminons ensuite p ou
g au moyen de (2). Si on obtient ainsi deux identités avec deux des formes de la fonction
f qui satisfassent & l'une ou & l'autre des équations (9), I’équation proposée a deux transfor-
mées de la forme considérée; si Pon obtient deux identités avec une seule des formes de f,
I’équation proposée en a seulement une. Enfin si I'on n’obtient pas d’identités, I'équation pro-
posée n’a pas de transformée de la forme considérée.

~ Le nombre de ces transformées ne peut par étre supérieur & deux, parce qu'ad chaque
transformée correspond wn intégrale intermédiaire, comme on va voir.

Quand les équations (6) et (7) sont vérifiées, I’élimination de trois des quantités z, p, ¢, 7, s, ¢,
entre les équations (1), (2) et (8), conduit, comme nous I'avons déja vu, & une équation de la
forme (4), qu'on intégre par la théorie des équations aux dérivées partielles, du premier
ordre, avec deux variables indépendantes. Cette équation donne la fonction ¢, c'est a-dire le
premier nombre de (2). Nous avons ainsi une intégrale intermédiaire de I’équation proposée,
avec une fonction arbitraire, introduite par (4).

Nous ferons encore les remarques suivantes:

1.2 Comme I’équation proposée est du premier degré par rapport & », s et ¢, 'équation (4)

. . ,do do .. . ,
sera aussi du premier degré par rapport & }Zoé et d,T/" ou équivalente 4 un ensemble d'équations
du premier degré par rapport & ces dérivées, parce que les formulas (3) sont du premier
degré par rapport & toutes ces quantités.

2.° Si les équations de condition (6) et (7) sont vérifiées, nous pouvons annuler, dans les
formules (1), (2) et (3), deux des quantités z, p, ¢, 7, s et £, qui doivent disparaitre quand on
fait 'élimination des autres, et effectuer ensuite cette élimination, laquelle est alors simplifiée.

1

Nous avons considéré, jusqu'ici, le cas ol les équations de condition () et (7) sont véri-
fides par une des fonctions qui satisfont & une des équations (9).

Si seulement I'équation (6) est vérifiée, nous allons transformer I'équation proposée dans
une autre du deuxitme ordre. Nous verrons, par la suite, qu’il y a une classe étendue et
importante d’équations & laquelle cette transformation est applicable.

Aprés avoir trouvé, par l'équation (5), le seconde membre de (2), si I'on trouve que la
condition (6) est remplie, mais que I'équation (7) ne soit pas vérifie, la variable z ne dispa-
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rait pas, quand on élimine, de 'équation (1), trois des quantités », s, ¢, p et ¢, au moyen de
(2) et (3). Nous aurons donc une équation de la forme:

do d
(11) f’l <1L', Yy %, % -d—;(}?’ d—§> =

Elle donne:

R R s B T
da de " de'dw " dy’ di? T dy dedy

dx dy

i df = U de, A Py dfi Py
dy ' dz Ty dy T dy do " d dy dﬂ. dy?

d =

dx dy
dz dz
La substitution, dans 1'équation (2), des valeurs de a5 © et — données par les équations
préeédentes, conduit & une équation: 4
d?o d*o d?e
(12) f2 <w,y,z,'g,Kd 2+Ld dy +M, Ki + dx(]J+M>=O’

. . dy de
K, L, M, Ky, L;, M; étant des fonctions de x, y, 2, @, G dy

Eliminant ensuite z, au moyen de I’équation (11), on obtient une équation aux dérivées
partielles, du deuxiéms ordre, avec deux variables indépendantes.

Si I'on sailt intégrer cette équation par un moyen quelconque, on obtient la valeur de ¢;
et cette valeur, substituée dans (11), conduit & l'intégrale de I’équation proposée (1).

Dans le cas contraire, si I'équation (12) est réductible & la forme (1), on lui applique de
nouveau la transformation précédente, et I'on continue ainsi jusqu’a ce gu’on arrive & une
équation & laquelle ne soit pas applicable la transformation précédente, ou & une équation
qu’on sache intégrer.

I11

Nous allons maintenant discuter I’équation (10).
1.7 cas. St A=0, on aura:

I

=

I
ol w
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et, par conséquent:

i o Y_B I

=Y HTTa

donc une des formes de la fonction f ne countiendra pas p.
2.2 ¢as, Si C=0, on aura:

A
=0, Q=

et

par congéquent, une des formes de la fonction f ne contiendra pas g.
3.¢ cas. Si, en méme temps, A=0 et C=0, on aura:

Q'=0, Q'=on,
et
af af
F];—O, d—g-——@

Ainsi, une des formes de la fonclion f ne contiendra pas p, et l'autre ne contiendra
pas ¢.
4.% cas. Si, en méme temps, A =0 et B=0, on aura:

Q'=0, 9"=0;
puis
af
% = O

les deux formes de f ne contiendront pas p.
5.2 cas. Si B=0 et C=0 on aura:

les deux formes de f ne contiendront pas ¢.



1 étude de ces cas particuliers est importante, parce que 'on y réduit souvent des cas
plus compliqués. Nous allons donc les étudier.
I. Considérons I'équation aux dérivées partielles:

Fe=Ar+Bs+D=0,

ou A, B, D sont des fonctions de z, ¥, 2, p, ¢
Nous avons déja vu que, dans ce cas, I'équation (5) donne:

af i _ g4
a =" APy

La deuxiéme équation ne conduit pas & un résaltat remarquable; considérant done seule-

ment la premiére, on a
(13) w=f(x, y, 2 p),

en posant ¢ (x, y)=wu. Par conséquent:

dn df

dr f+ dZ +E£7'=‘?1 (y 95 2y Py 7),
(14)

du d d

2@' d; f + f s =w2(%, Y5 2, Py 5)

La deuxiéme équation de condition (6) donne:

dI'  dF
AP wy
L
0 0 0 d—J
dp
J =O7
daf 0 d oy
dp dp
df  df d
dp dz  dp
ou
af dF df

(15) &3 ="
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La fonction f doit donc &tre obtenue au moyen de 'équation précédente; et, comme cette
fonction ne doit pas contenir ¢, 'équation proposée doit 8tre:
F=Ar+Bs+Hg¢+G=0,

A, B, H, G étant des fonctions de #, y, 2, p.
L’équation (15) devient:

I g _y.
B dp o
d’ot1, intégrant,

(16) w=F= [ \(Bdp+Hdz),

A étant le facteur qui rend intégrable Bdp -} Hdz.
La troisiéme équation de condition (7) donne

(17) B

(o doa d o2 N d oy doy dF d¥ q
Rl RIS e e RS B B

Si Iélimination de quatre des quantités », s, p, ¢ et z, entre cette équation et les équations
(14) et (16), conduit & une identité, I'équation proposée aura une intégrale intermédiaire.
Nous allons chercher v dans ce cas.

On déduit de I'équation (16):

du if

PR, L o sl:
i dy—]—?[Hg -DBs]:

puis, en éliminant II¢+ Bs et », on obtient:

du du df df df af

Bliminant ensuite une des quantités p ou z, au moyen de I’dquation (16), et observant
que 'autre doit disparaitre, & cause de 'égnation (17), on aura une équation de la forme:

1</ 2 uizidl>_o
P\ Y, ’dw’dg/ =Y.

Cette équation est aux dérivées partielles, ‘du premier ordre, avec deux variables indé-
pendantes. Intégrée, elle donne, pour u, une valeur contenant une fonction arbitraire. En
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substituant ensuile cette valeur de w dans (16), on obtiendra lintégrale intermédiaire de
I'équation proposée.

Supposons maintenant que l'équation de condition (17) ne soit pas vérifiée. Alors nous.
emploierons la transformation du numéro IL

Eliminant les quantités » et s, au moyen des équations

du ar . .
du df |
-C—l’.&—-:-r‘/:[/— T-}\ (Hq —i— Bs),

et ensuits p, an moyen de 'équation (16), et observant que g alors dvit disparaitre, on obtient:

d(L
2=
+B =0,

du

dx

B’ et €' étant des fonctions de x, ¥, 2, u.
Cette équation donne

d?u , d*u /CZB,_LCZB'I du> dw_’_dC’ . dC du . /dB du cZC’> .
dm2+B dx dy ( de ' dv dx @ Tde U du dx ! kdz ’@—}— dz p=0.

Lliminant z et p, au moyen de Péquation (16) et de la précédente, on obtient une

équation:

Si on peut Intégrer cette équation par une méthode quelconque, on obtient une valeur
pour wu, qui, substituée dans l'équation (16), conduit & lintégrale demandée. Dans le cas
contraire on examine si I'on peut encore lui appliquer la transformation du numéro 1.

II. 81 A=0, ¢’est-a-dire si 'équation proposée est:

tout ce que nous avons dit, das le cas précédent, a encore lieu, avec le changement de = en v,
peng, Cen A, et réciproquement.
IIL. Si Pon a, en méme temps, A==0 et C==0, '"équation (5) donne:

af i,
dp 7 dg
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On résout done la question, ou par le cas I en y faisant A=0, ou par le cas Il en y
faisant C = 0.
IV. Si B=0 et C=0, Péquation (8) donne:

o

done
u=f(“"7 Y, z,p);
et par suite:

du df df df )
To = ds AP T

Alors ’équation proposée est
F=Ar+D=0.

Pour que ¢ disparaisse quand on élimine » et p, au moyen des précédentes, on doit avoir:

af

—_— ==,

dp

Done f ne peut contenir p; et les transformations considérées n’ont pas lieu.

On excepte le cag ou I'équation proposée ne contient pas ¢; alors, I'équation (6) a lien
sans qu'il soit nécessaire que la fonction f ne contienne pas p. Mais, dans ce cas, 1'équation
proposée peut &tre intégrée en considérant y comme constant et remplagant la constante ar-
bitraire par une fonction arbitraire de .

V. Si B=0 et A=0, on applique tout ce qu’on a vu dans le cas précédent, en changeant
x eny,pengq,rent, et réciproquement.




VI

SUBRE 0 CIPREGD DOS EIXOS COORDENADOS OBLIQUOS WA MECANCA ANALYTICA

(Dissertagfio apresentada & Faculdade de Mathematica da Universidade de Coimbra
para o concurso a um logar de lente da mesma Faculdade. Coimbra, 1876)
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INTRODUCCAO

O principio das velocidades virtuaes péde, como é sabido, servir para resolver de um
modo uniforme todas as questSes de Mecanica. Isto fez Lagrange na Mecanica Analytica,
usando, para determinar a posi¢do dos pontos no espago, ou das coordenadas cartesianas re-
ctangulares, ou das coordenadas polares. Diz porém este grande geometra que na Mecanica
Analytica se péde empregar qualquer systema de coordenadas para determinar a posiciio dos
pontos no espago. ‘

Poinsot na sua Nota sobre um ponto fundamental da Mecanica Analytica mostrou que as
formulas de composicdo de forcas dadas por Lagrange nfio s8o applicaveis ao caso das coor-
denadas cartesianas obliquas, e apresentou as formulas que entfio téem logar. ¥Fol porém mais
longe este illustre geometra, pois avancou mesmo que, no methodo de resolver as questdes de
Mecanica pelo principio das velocidades virtuaes, nfio sio proprias as coordenadas obliquas
para determinar a posi¢io dos pontos.

Nenhum geometra, que eu saiba, se occupou mais d’este ponto de Mecanica; nfio me parece
porisso inutil desenvolvel-o nesta dissertagfo, para mostrar que a reflex3o anterior de Poinsot
nio ¢é exacta, e chegar por meio do principio das velocidades virtuaes a alguns resultados ja
obtidos por outros methodos, e a outros que julgo n&o terem sido ainda notados.

No capitulo I mostro primeiramente que a equagho (d), que traduz o principio das velo-
cidades virtuaes, demonstrada por Lagrange no caso dos eixos coordenados serem orthogo-
naes, tem logar ainda quando os eixos sfo obliquos. Esta extensfio da formula (B) parece-me
no ter sido ainda indicada, nem tambem a extensfo analoga da formula (4). Procuro depois
as formulas de composicliv das forgas, quando os eixos coordenados siio obliquos, a que chegou
Poinsot, e termino por deduzir d’estas formulas o principio do parailelipipedo das forgas.

As equagles que exprimem o equilibrio do solido invariavel, quando os eixos coordenados
sflo obliquos, foram, como se sabe, achadas por Poinsot, usando dos theoremas sobre binarios;
creio porém que ninguem se occupou ainda de as deduzir do principio das velocidades vir-
tuaes. No capitulo 1T fago porisso esta deducclio, e chego assim ds formulas (4) e (D), que
ereio novas, das quaes se tiram as equacgles (6), a que chegou Poinsot. Esta deducglo & feita
por dois processos, dos quaes o segundo é fundado nas formulas (7), que sfio a generalizagio
de tres formulas devidas a Euler.



No capitulo IIT deduzo primeiramente a equagfo geral da Dynamica no caso dos eixos
coordenados serem obliquos, deduzo depois as equagdes do movimento do solido invariavel,
que téem tambem logar no movimento de qualquer systema livre, e demonstro que o nfo
entrarem nestas equagdes as torcas de attracglo reciproca dos pontos dois a dois é uma eir-
camstancia que tem logar nfo sémente quando as forgas sdo eguaes duas a duas e oppostas,
mas ainda quando, sem serem eguaes, sio todavia funceBes das distancias dos seus pontos de
applicaglio. Esta proposigio creio nflo ter sido ainda notada.

Resta-me fallar de um dos pontos novos da minha dissertag®o, que me parece ter alguma
importancia. A posigio de um ponto no espago péde determinar-se, relativamente a tres eixos
coordenados obliquos, pelas projeagBes orthogonaes do seu raio vector sobre estes tres eixos.
Este systema de coordenadas, applicado 4 Macanica, conduz a muitas equagBes, entre as
mais importantes, que téem a mesma férma que se os eixos coordenados fossem rectangulares,
abstrahindo da significaglio das variagdes. KEstas equagles slo: a equaglo fundamental do
equilibrio; as equagBes do equilibrio do solido invariavel (formulas (4) e (5) do capitulo II);
as equagdes (7) do mesmo capitulo II; a equaglo fundamental da Dynamica (formula (5) do
capitalo III); as equagdes do movimento do solido invariavel (6) e (8) do capitulo III, e as
suas consequencias (10) e (11). Empregando as coordenadas de que acabamos de fallar, che-
ga-se a resultados, em geral, mais simples que os que se obtéem empregando as cartesianas

obliquas,

Coimbra, 1876,




CAPITULO 1

Equilibrie dos systemas de forcas

1. Sabe-se que o princi?io das velocidades virtuaes se traduz pela formula
(1) Pdp-+Qdg-+Rdr+...=0,

sendo P, Q, R, ... as forcas que actuam sobre o systema em equilibrio; p, ¢, 7, ... as
distancias dos pontos de applicaclo d’estas forgas a outros pontos collocados na sua direcglio,
chamados centros de forgas; e dp, dg, dr, ... as variaces d’estas distancias, quando se dd ao
systema um deslocamento infinitamente pequeno, compativel com as ligagdes do mesmo.

Sabe-se tambem que, para resolver qualquer questio de equilibrio por meio do principio
das velocidades virtuaes, deve exprimir-se dp, dg, dr, ... em fanccfio das coordenadas dos
diversos pontos do systema, eliminar-se na equaclio (1) as differenciaes das coordenadas, que
se poderem eliminar por melo das equagdes que representam as ligagdes do systema, e egualar
separadamente a zero os coefficientes das outras differenciaes,

As coordenadas que servem para determinar a posi¢io dos pontos do systema, podem ser
de qualquer natureza, como diz Lagrange. Na Mecanica Analytica emprega este grande geo-
metra as cartesianas orthogonaes e as polares. Aqui empregaremos as cartesianas obliquas.

2. Formemos primeiramente dp, dg, dr, ... em fancgio das coordenadas =, y, z,
a, ¥y, 2, ... dos diversos pontos do systema.
A distancia entre o ponto (%, y, ) e o centro de forga correspondente («, b, ¢), quando

o0s eixos coordenados sfo obliquos, é

(x—a)*+ (y—0)?2+(z2—c)?+ 2 (x— a) (y —b) cos (xy)
{2) pr= + 2 (w— a) (z— c) cos (xz)
+2(y— ) (z— ) cos (y2),

chamando (xy), (z2), (yz) os angulos formados pelos eixos coordenados entre si.
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Differenciando, vem

. [(x—a)-+(y —b) cos (xy) 4 (2 — ¢) cos (wz) ] d
dp = A [(y —b) -+ (& —a) cos (xy) -+ (2 — ¢ cos (y2)] dy
4 [z — ¢) + (@ —«a) cos (x2) - (y — D) cos (yz)] dz;

mas, designando por (px), (py) e (pz) os angulos formados pela linha p com os eixos das
coordenadas, temos (1)

. x—a  y—Db . z—¢
cos (px) = - -+ cos (ay)+—-p cos (a2),
. _y—b x—a z—¢
) cos (py) = L2 4 L con o) 1 225
z—e¢ x—a y—b
cos (pz) = -+ ——— cos (xz) -~ *——
=7 p @) cos (g9
logu
4) dp = cos (px) de +- cos (py) dy -+ cos (pz) dz,

que é a mesma formula a que chegou Lagrange no caso de serem os elxos coordenados
orthogonaes.

No caso de sobre dois pontos (x, y, 2), (@, ', 2') actuarem duas forcas eguaes e oppos-
tas, vird k

(4 dp = cos (pa) (dae— da') 1 cos (py) (dy — dy") +- cos (pz) (dz — dZ'),

sendo p a distancia dos dois pontos, e (px), (py), (pz) os angulos formados pela linha que os
une com 0s eixos das coordenadas.

3. A condigio necessaria e sufficiente para que um systema de forcas esteja em equili-
brio, é, em-virtade do que temos «dito,

(B X P [cos (px) datcos (py) dy -+ cos (pz) dz] =0,

onde se deve estender o signal de somma a todas as forgas do systema.

(1) Estas formulas éngontram-se na bella Memcria sobre varias formulas novas de Geometria Analytica,
apresentada pelo nosso illustre mathematico, o sr. Daniel Augusto da Silva, 4 Academia das Sciencias de
Lisboa, em 1872,
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Exprimindo as ligagdes do systema por equagdes entre as coordenadas obliquas dos seus
diversos pontos, differenciando estas equagdes, eliminando por melo d’ellas as differenciaes
gue se poderem eliminar na equaglo precedente, e egualando a zero os coeflicientes das res-
tantes, obtéem-se as equacdes que exprimem o equilibrio do systema.

3 p
Para fazer esta eliminac®o pdde seguir-se o caminho usado por Lagrange, isto &, multi-
P g ge, ’
plicar as equagles que exprimem as ligagdes por factores indeterminados, sommal-as com a
equaclio anterior, e egualar depois a zero os coefficientes de todas as differenciaes dx, dy, dz,
da', dy', d7, etc. Parte das equacBes que se obt@em, servem para determinar os factores, e
as restantes exprimem as condicdes do equilibrio do systema.

Pdde-se tambem exprimir immediatamente as condigdes de equilibrio do systema por meio

de determinantes. Cowm effeito, sendo I/ =0, L"=0, L =0, ..., LW =0 as equacdes que
7 3 ) 2 ?

representam as ligagdes do systema, teremos

d1/ dLs a1/ 7 VAR

7o da - 7 dy - 7 dz -+ T de’4-...=0,
ai’ A d L ar’

7 da—+ 7 dy -+ 7 dz+ S do'4-...=0,
dLm d 1w d L dLe

o dx + & dg/«[——w-dz—ﬁ—wdm +...=0.

Por meio d’estas equagdes devem eliminar-se em (D) n differenciaes das variaveis =, z, 2,
@', y', 2, ete. e egualar a zero os coefficientes das restantes, o que dd o systema de deter-

minantes:

Pcos(px), Pcos(py), Pcos(pz), P eos(px), ...
dl/ d1/ a1/ a1/
de dy dz 7 da o
aL dL/ aL” ar” —0
de ’ dy S dz dx' ’ T
dLm d L d Lo d L

Cumpre notar que, sendo m o numero de pontos do systema, haverd em cada columna
horisontal do symbolo precedente 3 m termos, e em cada columna vertical » -1, Com cada
n-1 columnas verticaes péde formar-se ura determinante, e temos assim 3 m—n determi-
nantes distinctos, cada um dos quaes deve ser separadamente egual a zero, ¢ que dio assim
as condigdes de equilibrio do systema proposto.
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4. Sejam P, Q, R, ete. forcas que actuem sobre um ponto, e X, Y, Z tres forgas diri-
gidas segundo os eixos coordenados e capazes de substituir as primeiras. Este systema estard
e equilibrio com o opposto dquelle; logo

Pdp+Qdg+Rdr+...=XdE+Ydn+2Zdz,

representando por df, dv, dZ as variacBes das distancias (&, 1, &) do ponto de applicacio
das forcas X, Y, Z aus centros das mesmas, quando se d4 ao ponto um deslocamento infini-
tamente pequeno.

Reciprocamente, se a condiclio anterior tiver logar, podem as forcas X, Y, Z substituir

P, Q, R, etc.

Para determinar n’este caso X, Y, Z, notemos que, em virtude da formula (4), temos,

At =da -+ dy.cos (xy)+ dz.cos (wz),
dn=dy-+ da. cos (yx) -+ dz. cos (yz),
dZ = dg+dx.cos (zz) -+ dy. cos (zy);

logo

2P [cos (pm).du+ cos (py).dy + cos (pz). dz] = X [de+ dy. cos (ay) + dz. cos (az)]
+ Y [dy -+ dx. cos (yx) - dz. cos (yz)]
4+ Z [dz -+ dw. cos (xz) -+ dy.cos (y2)],

d’onde se deduz

Y P cos (pa) = X+ Y cos (yx) + Z cos (zx),
(6) EPeos (py) =X cos (my) + Y + X cos (2),
X Pcos (pz) = X cos (xz) -+ Y cos (yz) + Z,

e portanto

P . 3
P X :Zﬁ ? cos (px) (1 — cos? (zJ>+cos (]JJ) <cos @x) cos (zy) — cos (my))

+ cos ( p/) <cos (xy) cos (zy) — cos (z’r)) %,

Y=2X %— 3 cos (py) <1 — cos? (ax)) —+ cos (pz) <cos () cos (az) — cos (yz})
(0 ~ .
\ -+ cos (px) <(,OS (wz) cos (yz) — cos (wy)) s,

Z=X —11; : cos (pz) (1 — cos? (aﬁ) - cos (py) <cos (xy) cos (xz) — cos (yz))

+cos (ym) (ens (ay) co (32) — c0s a5)
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onde

D =1 — cos? (xy) — cos? (xz) — cos? (yz) + 2 cos (xy) cos (wz) cos (yz).

Estas formulas sfo aquellas a que chegou Poinsot em uma nota que vem no fim da Me-
canica Analytica de Lagrange (3.* ed.).

Comparando as formalas (6), quando ha s6 uma forca P, com as formulas (3), conclue-se
que X, Y, Z sfo as componentes segundo os tres eixos de uma linha P, cujas projecgles
orthogonaes sobre os eixos das coordenadas sfo

Pcos(px), Pcos(py), P cos(pz),

e esta linha é porisso a diagonal do parallelipipedo, cujos lados sfio egnaes a X, Y, Z e diri-
gidos segundo os eixos.

E o principio do parallelipipedo das forgas, que se acha assim deduzido do das veloci-
dades virtuaes de um modo novo, que me parece muito simples e directo. I

3. Um ponto (z, y, 2) péde tambem ser determinado pelas suas tres projecgdes ortho-
gonaes sobre tres eixos obliquos e as forgas pelas suas projecgdes orthogonaes sobre os
mesmos eixos. Representaremos as novas coordenadas assim definidas por (a, 1, #1) e as
projecgles orthogonaes da forga P sobre os tres eixos por Xi, Yy e Zy.

A formula (5) péde pois escrever-se do modo seguinte:

®) 2 [Xy dwv+ Yy dy -+ Ziy dz} =0,

e empregar-se debaixo d’esta forma quando os coefficientes de d, dy, dz, etc. nas equagdes
que traduzem as ligagBes do systema vierem expressos em funcefio das coordenadas @y, wy, @i,

ete.; como acontece, por exemplo, quando a condiglo a satisfazer é a invariabilidade da dis-

tancia entre dois pontos (w1, 31, #1), (%1, ¥i, 21), pois que, neste caso, a formula (4" d4
(g — o) (doe — dae’) + (g1 — 1) (dy — dy) + (21 — 21) (dz — d2) = O.

O que vem de dizer-se tem uma applicaglo no caso do solido invariavel, pois mostra j4
’ J

que as equagBes do seu equilibrio, no caso dos eixos serem obliquos, derivam das que téem
logar no caso dos eixos orthogonaes pela mudanca de =, y, 2, ete., X, Y, Z, etc. em
@1, Y1, 21, ete., Xy, Yi, Zi, ete., com tanto que as projeccdes dos pontos e das forgas sobre
0s eixos obliquos sejam feitas orthogonalmente.

A equaglo (8), que exprime o equilibrio de um systema qualquer, tem a mesma forma
que no caso dos eixos coordenades serem orthogonaes, e deve empregar-se quando, differen-

VOL. 1 ¥
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clando as equagdes que exprimem as ligagBes e substituindo as coordenadas que entram nos
coefficientes das differenciaes das mesmas por outras obtidas por projec¢les orthogonaes
sobre os eixos, e eliminando na equag¢io de equilibrio as differenciaes que se poderem elimi-
nar, se chegar a resultados mais simples do que empregando, para determinar os pontos e
as forcas, as suas projecgles por meio de planos parallelos aos planos das coordenadas.

As formulas para esta transformacfio obtéem-se facilmente por meio dos theoremas da
theoria das projeccBes, e sfo

&y = a1 y cos (xy) 2 cos (xz),
y1 =y x cos {(xy) -2z cos (yz),

#1=z - a cos (xz) 4 y cos (yz).



CAPITULO 11

=Sobre o equilibrio dos solidos

8. Equilibrio de um ponto que sé pdde mover-se sobre uma superficte dada.
Seja

L,=f<w7 Yy Z)ZO

a equaglo da superficie dada.
As condicBes do equilibrio do ponto serfio (n.° 3)

IZPCOS (px), L Pcos(py), XPcos(pz)
al! aL/ ar
* d &y’ K2

|
\

|
dz ‘f

=0,

|

da

ou

‘ZPcos(pw), EPcos(py)} 12]?(303(1090), X Pcos (pz)

adL ar =9 .  qu aL

l de 7 d da ?  dz
4 ,

e —0.

7. Equilibrio de um ponto que sé pdde mover-se sobre uma curve dada,
Sejam

L' =fi (2, 2=0, L'=fi(z y2=0

as equagdes das superficiés que determinam pela sua intersecgdio a curva dada. A condiglo

*
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do equilibrio do ponto serd (n.° 3)

Y Pcos(pr), XPcos(py), XPcos(pz)

- AL aL 2

{2) I Tda dy ’ ‘:
AL aL aL
I &y & |

8. Hquilibrio do solido invariavel.

Procuremos agora as condi¢des de equilibrio de um solido invariavel, suppondo-o referido
a tres eixos coordenados oblignos.

Suppondo estas condigBes conhecidas para o caso particular de os eixos das coordenadas
serem orthogonaes, podia-se passar immediatamente para as que slo relativas aos eixos obli
quos pelo melo indicado no n.° 5. Vamos todavia deduzil-as aqui directamente, sem as suppor
previamente demonstradas para-o caso particular mencionado.

Sejam P, PR PO, ete. as forcas applicadas aos diversos pontos (!, ), 21), (2, @), 2@),
(@@, ¥, 23), ete. do solido. Vird (n.° 3)

(3) X P{cos (pa) du - cos (py) dy +cos (pz)dz=0

em que o sommatorio ¥ se deve extender a todos os pontos a que estio applicadas forgas,
e onde se devem eliminar todas as differenciaes que se podérem eliminar por meio das equa-
¢les que exprimem as ligagdes d’estes pontos.

Estas equages exprimem a invariabilidade da distancia entre dois pontos quaesquer e

sdo da forma:

<,1;<") —_ x(P))Q -+ <‘zj(“) — y(P))Lz -+ <z("7 — z(P))2 +2 <x(") — 1;(]))> (y(”) —_ y(P)) cos (ajy>
+ 2 (2 — ) (2 — 2) cos (xz) } = const.

+2 (y — ) (20— ) cos (y2)

Se considerarmos tres pontos (w( D, @ ), (2(B), 48, (B)>, (a}m, PAUA zm> do solido,
que ndo estejam em linha recta, para exprlmlr a solidez basta exprimir a invariabilidade das
distancias entre estes pontos dois a dois e a invariabilidade das distancias de todos os outros
pontos a estes tres. Deve pois na formula precedente dar-se a n os tres valores «, B, y e a
p os valores correspondentes a todos os outros pontos do solido, dando além d’isso a p os
valores B e 1 quando a n se der o valor ¢, e a p o valor y quando a n se der o valor . For-
mam-se assim todas as equagles distinctas que exprimem a solidez do corpo.

Temos pois a differenciar estas equacles e a eliminar entre as resultantes e (3) as diffe-
renciaes das coordenadas dos pontos considerados, que se podérem eliminar. Para isso, multi-
plicaremos primeiro as equagdes differencias obtidas por factores indeterminados X, juntaremos
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os productos a (3) e egualaremos a zero os coefficientes de todas aquellas differenciaes. E o
que vamos fazer.
Temos primeiramente

L P [cos (px) da -t cos (py) dy - cos (pz) dz]
13 (@) — b)) (o) — o) - () — 7)) (dy® — ) - (zln) — 2l (de — el
(g — ) (d) — dtP)cos () -+ (&) — ) (A — ) cos (ey)
- (g — 20 ) (dat® — da'?) cos (a2) + (2 — aP)) (d2) — dzP) cos (xz)
() — ) (d) — ) cos (y2) - (2 — 2P) (dy — dy') eos (42)] = 0,

extendendo o sommatorio ¥ a todas as equagSes de condigio.
Esta equagfio péde escrever-se (capitulo I, formula 3) do modo seguinte:

L P [cos (pa) doc - cos (py) dy - cos (pz) dz]

—f—Z//}n((;L%[COS (7’pn) m)(dw(n)—dm( >+cos <7'( )y><dy( ) dy(p >+cos <7 (")z><dz(")~—dz(p) :}

)
-+ Ké“) [cos <r§@”) m)(doc(U —du'P) \—kcos( £2) >< )—}—cos (ré” z)(dz(o)edz<8)>:}
+ K%a)[cos <r%“) m)(dw( %) _ gV >+cos (r( JXdy >+cos (r(;” z) dz(® — 5 ):}
+ k%ﬁ)[cos <r-§8) m)(d.r (®) dx(7)>+cos< )(dy —dy {0 ) cos <7'§B) z)(dz(ﬁ>—dz(‘()>]=0,

representando por 7;5)") a recta que une o ponto (m(m, ym), z(")> ao ponto (m(p)’ y(p), z(p)>, o

extendendo o sommatorio X" aos tres valores de n e a todos os valores de p, excluindo

@ B,y

Egualando depois a zero os coefficientes de todas as differenciaes, que entram na equagio
precedente, resultam as equagles seguintes:

(A) P cos (p(“) m)
(A) P(* cos (p(“) y) ALy

(A7) P cos(p® 5) 43

(B) P®) cos (p‘ﬁ) m) B 7\](78) cos (7}(7'8) oc) — 7\{6“) cos (rﬁa) 1) -+ AP cos <r78) m) =0,
(B) P®) cos (p(@ y) X 7»1()3) cos (7'2()5) y) — ?\(BU) cos (7 é”) y) 4+ M cos <7'([B) y) =0,
(B P® cos (p(ﬁ) ) + X7 j(ﬂm cos (7';)5) :) — 7\:3“) cos (r(so) z) + 7\(‘@ cos <7§B) z) =0,



©) P cos (pm m) + 3 ‘I\‘Z()U cos (o']g) m) — 7\%‘3) cos (7-%5) w) — % cos (7'-({0) x)=0,
(o)) P cos (pm y) -+ ?\1(;{) cos (rl(:) g/) — ?\-({S) cos (m-gﬁ) g/) — ?\V‘) cos <9*§0') g/) == (),
@y PO cos (p(",) z> + ¥ ?\1()‘()’ cos (o*](]’ z> — )v(‘ﬁ) cos <o'»<{‘3) z> — K-f/“) cos (7*%“) z) =0,

extendendo o sommatorio ¥/ a todos os valores de p.
Além d’estas vBem as equagBes seguintes:

(D) P cos <p<p) w> — A](J”) cos <a]<)”) z)— ‘}(f’) Cos (r}@ £L> — )\I(?U cos (11,9) w> =0,
(D" P(P) cos (p(p) g/) — ?\éa) o8 <7'§;a) g/> — ?\]()B) cos (r]()m g/) — }‘;E;{ o8 (a I()T g/) =0,
(D) P(P) cos (p(p) z) - ?\;)“) cos (rz(?“) z> — )\]()B) cos <a'](9ﬁ) 3)— )I(?T) cos <71g) z> =0,

Estas equacBes sio tantas quantos os valores que se podem dar a p, excluindo «, 8, .
Somando as equagBes (A), (B), (C) e (D), resulta

EPcos (pa) =
Do mesmo modo se obtéem as esquacdes
EPcos(py)=0, XPecos(pz)=0,

onde se deve entender o sommatorio X a todos os pontos do solido. Temos achado pois tres
das condigBes necessarias para o solido estar em equilibrio.

Como na equaglo (3) ha tres vezes tantas differenciaes quantos os pontos do solido, e
como as equagles de condiglo distinctas, a que estas differenciaes téem de satisfazer, s¥o tres
vezes tantas quantos os pontos do solido, menos seis, segue-se que o equilibrio é expresso por
seis equagles; resta pois formar ainda tres. %o que vamos fazer.

Nas equagBes (A), (A), (A"}, (B), ..., (D") ponhamos

() 1) ) — p(P) (p)
cos(r‘;n)@ 7 cos(f/ x)—7 cos (7 m)

- P ’

(%) 0o (M 4) — 2(P) cos (#(P)
cos (rM 5) =" cos (+(™ y) o cos {1 ,/),
,

(1) cog (r(®) ) — (D) (p)
oS <7,1£)n) ,> 1 cos(7 ~) (n; cos (q z)7
r
p
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representando por #®), +?), etc. as distancias dos pontos (@), 3™, 2 (Q: (®), (), A(P)),
etc. 4 origem das coordenadas.
Multipliquemos depois (A) por (%) cos (o ) y) e subtraiamos do resultado a equagio (A'),

multiplicada por 7(*) cos (r® &) ; vird

P2) 4(2) [cos (p(“)w> cos (7*("'> y) — 08 (p(”') y) cos (r(“)w)]
#(2) () [cos (r(p) 3/) cos (4'(“) oc) — COo8 (a=(“) y) cos (4,(19) wﬂ

A ((/)
+ 2 ?Lp NO)
r
L) @) (B) [cos (8 4) cos (7@ &) — cos (@) ) cos (+(E) w)]
#)
B
4 )\%M) (@) (1) [cos () y) cos (r(“)ww)) —cos (r(D) &) cos Jﬂ _o0.
R
1

As equagdes (B) e (B), (C) e (C') d&o do mesmo modo as duas seguintes:

B) 2B [cos (pPa) cos (#B) ) —cos (p!®) y) cos (+B) ) |
@ (), [Los ;0) y) cos (9'(1‘3) w) — cOS (»,-(5) g/) cos (7'(1’) w)]

+ X ?\
,,1;)5)
i 7‘{3(/') {®) 7,(1) [cos (r(®) y) cos (r'B) &) — cos ('B) y) cos (» (2) m)]
)
NOR B 2D [eos (D y) cos (r(®) &) — cos (+(1) cos (r(F) ) | _0
i 7(5) =Y,
{
PO (1) [cos (p( @) cos (1 ) —cos (p(V) 3} cos (r(1) ) |
Ly )\( T 0 r [cos (rm w) coS (,r(p) y) — ©os (7“(-") y) cos (7-(17) mﬂ
rg)
+ )\({3) 'I‘(ﬁ) ’I‘(T) [COS (rr(ﬁ) y) co8 (,,-(T) .’JC) — oS (’)'(‘0 y> cos (T(B) .’JC)]
1 1P
(@ 7 [cos (7@ 4) cos (1T @) — cos (r(1) y) cos (M@ ) |
(@) T\ T c Yy
+ N ] =0.

1
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As equagBes (D) e (D') ddo, tratando-as como as precedentes e sommando todas as equa-
¢les correspondentes aos diversos valores de p,

2 W) rlP) [cos (pP)a) cos (rP) y) — cos (rP) ) cos (pP) )]
+ 3l r?) v @) [cos (r(*) y) cos s “:’(gw)) cos (r(P) y) cos (r(*) ) |
»
2 +8) ) [c0s () ) cos <p>( ;)  cos(r8) ) cos(+B) )]
"p
e o) #) [eos (D) ) cos (r p)(z)—cow D y)cos(rl 2)]
"p

Sommando as quatro equagBes precedentes, resulta

Z Pr[cos (px) cos (ry) — cos (py) cos (ra)] =0,

em que o sommatorio se deve estender a todos os pontos a que estdo applicadas forgas.

As equagBes (A), (A, (B), (B, (C), (C"), (D), (D) d3o outra equaglio, que se deduz da
precedente mudando y em z. As equagdes (A'), (A"), (B), B, (C), (C"), (D), (D”) dio
outra, que se deduz da anterior mudando x em y e ¥ em 2.

Temos pois para o equilibrio do solido invariavel, gquando os eixos coordenados sio obli-
quos, as seis equagdes seguintes:

X Pcos (px) =0,
4) EPcos (py) =0,
Z P cos (pz) =

Y Pr[cos (pwx)cos (ry) — cos (py) cos (rx)] =0,
®) 2 Pr[eos (px) cos (rz) — cos (pz) cos (rx)] =
L P r[cos(py) cos (rz) — cos (pz) cos (ry)] = 0.

Estas tres ultimas equages dio o theorema seguinte:

Se considerarmos duas rectas quaesquer, que se cortem, e se projectarmos sobre ellas as
forcas que actuam sobre o solido e os raios vectores de seus pontos de applicagio, multiplicando
a projecco de cada for¢a sobre uma das rectas pela projecclo sobre a outra do raio vector
correspondente, womando as projecgdes da forga sobre uma das rectas com signal contrario ao
da projecgiio da mesma for¢a sobre a outra, e sommando todos estes productos, vird um resul-
tado equal a zero, se o solido estiver em equilibrio.
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Se o corpo tiver um ponto fixo, & facil de ver que,as equacdes do equilibrio se reduzem
4s tres ultimas, que exprimem pois que o solido nfio tem movimento de rotagiio em roda
d’esse ponto.

Um systema em equilibrio fica ainda em equilibrio se unirmos todos os seus pontos de
modo a transformal-o em um solido invariavel; segue-se pols que, para o equilibrio de um

systema livre, s80 necessarias as equacdes precedentes, mas que nio sfo sufficientes.
®. Se as forcas P forem parallelas, virio as equagdes

YP=0,
K cos (px)— Hcos (py) =10,
Licos (puey —H cos (pz) =0,
Licos (py) — Kcos (pz) =0,

onde

H=YPrcos(rx), K=XPrcos(ry), L=2XPrcos(rz).

Estas tres ultimas eqnagBes determinam dois dos angules que devem formar as forgas
com os tres eixos para que haja equilibrio relativamente ao movimento de rotaclo, quando o
systema ¢ dado. O terceiro angulo determina-se pela formula de Geometria Analytica (veja-se
a Memoria do sr. Daniel Augusto da Silva, j4 citada):

cos? (px) -+ cos? (py) + cos? (pz) 4+ 2 cos (px) cos (py) cos (xy) - 2 cos (py) cos (pz) cos (yz)
-+ 2 cos (px) cos (pz) cos (wz) = 1.

Se H, K e L forem nullos, as equagdes precedentes sio ainda satisfeitas; neste caso porém
os angulos formados pelas forgas com os eixos ficdm arbitrarios.

Logo, se forem nullas as sommus que se obtéem multiplicando as for¢as pelas projeceles
orthogonaes das vectores dos seus pontos de applicaclo respectivos sobre cada wm dcos tres eixos
covrdenados obliquos, bem como «a somma das forgus, o solido estard em equilibrio, qualquer
que sgja a direccdo das forcas.

No caso contrario existe sempre uma forga R, determinada pela equacio X P--R=0,

que, sendo applicado a um ponto, determinado pelas equagdes

H--Ri cos (') =0,
K-+ Re'cos (') =0,
L+ ERe cos (v 2) =0,
MK L2 2H K cos (oy) + ‘J K Licos (yz) + 2 I L cos (x2) == R?+72,
VOL, 11 Z
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onde »' representa o seu vector e (+' ), (' y) e (»'z) os angulos que este vector forma com os
eixos das coordenadas.

Applicando este principio 4 gravidade conclue-se:

A somma dos productos das massas de cada elemento de um corpo pelas projecgdes or-
thogonaes dos respectivos ralos vectores sobre cada eixo das coordenadas é egual ao producto
da massa do corpo pela projecgiio orthogonal, sobre o mesmo eixo, do seu centro de gravidade.

I neste principio que se funda a determinacio do centro de gravidade dos solidos.

10¢. Procuremos agora a condi¢fio para que as forgas que actuam sobre um solido tenham

uma resultants unica,
Para isso devem as forcas que actuam sobre o solido estar em equilibrio com a for¢a

egual e opposta & resultante; logo, representando Xy, Yy, Z; as projecgdes orthogonaes das

forgas sobre os tres eixos obliquos e R, R, R as da resultante, vem

Xy —R,=0, ¥Y;—R,=0, X7 —R,=0,
(X 11— Y4 x1)=Rz,7/’1_Ry$jl>
S (Zya;—Xiz) =R,z — R, 2,

EX1 o —Zyy) =R,z — Ry,

chamando @), 7, z1 as coordenadas orthogonaes do ponto de applicacio da resultante, refe-

ridas a eixos obliquos.
As tres primeiras equagles precedentes determinam a intensidade da resultante e a sua

direcglo, as tres ultimas dio, como vamos ver, a condigRo para que a resultante exista e as
coordenadas do seu ponto de applicacho.

Fagamos

L=2(X4y1-—Y1£1)=.’1/'12X1—x112Y1,
BIZE(Zl xy— X1 Z[):flz‘.zl ——z.lEXx,

NZS(lel —Z1y1 =Z’1,‘_‘Y1——y’12Z1

Multiplicando a primeira das tres equa¢Bes precedentes por X Z;, a segunda por XY ¢

a terceira por X Xy, ¢ sommando, vem
NEX\+ME2Y, 4+ LYZ =0,
equaclo que representa a condigdo para que haja resultante.

Ficam pois ainda duas equagdes, que pertencem a uma linha recta cuja direcglio coincide

com a da resultante, a qual péde ser applicada a um ponto qualquer d’esta recta.
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11.  As formulas (4) e (D) podem tomar outra forma.
Com effeito, as formulas (4), em virtude das equacdes (6) do capitulo I, dio
X +Y cos (wy) + Z cos (xz) =0,
X cos (wy) + Y 4 Z cos (yz) = 0,
X cos (az) + Y cos (yz) + Z =1,
e portanto

X=0, Y=0, Z=0,
visto que o determinante D, furmado pelos coefficientes de X, Y e Z, ¢ egual a
1 — cos? (xy) — cos? (wz) — cos? (yz) + 2 cos (xy) cos (xz) cos (yz)

e nllo pode ser nullo, como vamos mostrar.
Para D ser egual a zero, deve ser

cos (yx) = cos (2x) cos (zy) +V cos? (zx) cos? (zy) — cos? (zx) — cos? (zy) + 1
— cos (2) cos (sy) & sen (z) sen (zy) — cos [(2) T (),
logo
+ (yx) = (z2) T (zy),

o que nlo pode ter logar, porque com tres angulos, satisfazendo 4 condiglo precedente, nfio
se pode formar angulo tiedro, como se sabe pelos Elementos de Gleometria.

Pussemos 4s formulas (). A primeira d4, em virtude das formulas (3) e (G) do capitulo I

; P ?

X <X + Y cos (wy) + 7 cos (12)) (oc cos (@y) 4y -z cos (zy))
— <X cos (wy) - Y + Zcus (g/)> <.7 -y cos (wy) -+ zcos (m)) = 0,
ou
L (Xy— Ya)ysen? (ay)+ XXz — Zx) <COS (zy) — cos (xy) cos xz))
4= (Yé —Z) <<'<>s (zy) cos (xy) — cos (.’rz)) =0.

Do mesmo modo se acham as duas equagdes

Y (Xy—Yax) <cos (yz) — cos (xz) cos (:ry)) 42 ( Xz — Zx) sen? (xz)

+X(Yz— Zy) (cos {2y} — cos (yz) cos x2)) =0
Y Y Y / ’
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L(Xy—Yua) (cos (wy) cos (yz) — cos (xz))
+2(Xe—Zx) (cos (xy) — cos (xz) cos (yz)) + 2 (Ye—Zy)sen? yz =0.
Estds tres equacles dlo
L(Xy—Yau)=0, Y(Xe—Zr)=0, X (Yz—Zy)=0
Y ) ’ Y, )
que sio as equacBes conhecidas, a que Poinsot chegou muito simplesmente usando dos theo-
remas sobre os binarios.

Para tirar a conclusfo precedente é necessario ainda demonstrar que nfio ¢ identicamente

nullo o determmante symetrico

sen? (wy) cos (zy) — cos (xy) cos (xz)  cos (zy) cos (xy) — cos (xz)
| cos (yz) — cos (xz) cos (xy) sen? (wz) cos (zy) — cos (yz) cos (wz) |,
1 cos (zy) cos (yz) —cos (wz)  cos (ay) — cos (xz) cos (yz) sen? (yz) ;

porque de contrario haveria eixos taes que o systema estaria em equilibrio sem serem satis-
feitas as tres condi¢Bes precedentes.
Com efleito, representando por Dy o determinante precedente, temos

cos (gy) cos (ay) -— cos (93J> <cos (yz) — cos (xz) cos (xy)) (cos {zy) — cos (az) cos (2(7/‘))
2

9

— <c§>s (2ey) cos (yz) — cos (wz)) sen? (az) — (eos (zy) — cos (y2) cos (ac,)>‘ sen? (zy)

— (cos (uz) — cos (xz) cos (933;))2 sen?

(y2)

+-sen? (xy) sen? (zz) sen? (yz),

e portanto, substituindo os cosenos que entram nesta egualdade pelos seus valores em funcgio

dos senos dos mesmos angulos,

. , . 2 )

Dy = (1 — cos? (wy) — cos? (wz) — cos? (yz) - 2 cos (xy) cos (xz) cos (ya)) =D
mas j4 mostrdmos que D nfo pdde ser nullo, logo tambem o determinante de que tratamos
o nko péde ser.

Conclue-se pois que as condi¢des de equilibrio de um solido invariavel sfo

6 X =0, Y=0, £Z=0,
©) Y(Xy—Yu)=0, YXoe—Zx)=0, X (Yz—Zy)=0.
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As tres primeiras equagBes exprimem que o solido nfio tem movimento de translagio, e
as tres ultimas exprimem que nio tem movimento de rotacio em roda dos eixos das coor-
denadas.

Estas ultimas equagBes dio (em virtude das formulas (A) da Memoria citada do sr. Daniel

Augusto da Silva)

LPrcos(Naysen (Pr)y=0,
X Prcos Ny) sen (Pr) =0,
L Prcos (Nz)sen (Pr) =0,

chamando (Nx), (Ny), (Nz) os angulos formados pela normal ao plano da for¢a e do raio
vector do ponto de applicagho com os eixos coordenados, B facil de ver que Prsen(Pr) & a
4rea do parallelogrammo cujos dois lados sfo P e =, e podemos pois enunciar as tres ultinas
condi¢des de equilibrio do solido invariavel da maneira seguinte:

Para o equilibrio de wn solido invariavel livie é necessario que as sommas das projec¢ies
sobre cadua plano coordenado dus dreas dos parallelogrammos formades pelas forcas e pelos
ratos vectores dos seus pontos de applicacdo sejam separadamente nullas.

Em virtude da formula (') da mesma Memoria, vem, chamando A, B, C os angulos dos

planos coordenados,

TP sen?(Po) =X Y —yX)Psen?(xy) + X (yZ —z Y)2een? (yz) + X (2 X — 2 Z)? sen? (xz)
—2Y(yl—=2Y) (22X —aZ)sen (yz) sen (xz) cos C
—2X (Y —yX) (2 X—xZ)sen (xy) sen (xz) cos B
—28 @Y —yX)(vZ—2Y)sen (xy)sen (yz) cos A,

formula que mostra que a func¢lo de =, y, z, @, ¢/, #, ete., X, Y, Z, X/, Y/, Z/, etc., que
constitue o segundo membro, conserva o mesino valor ainda que variem os eixos das coor-
denadas, e que dd uma relagiio entre a somma das dreas dos parallelogrammos formados por
cada forga e pelo raio vector tirado para o seu ponto de applicagiio e as projecgles d’estas

Areas sobre os planos coordenados, as guaes sio (Memoria citada)
(Y —yX)sen (xy), (yZ—zY)sen(yz), (2X—axZ)sen (zx).

2. O principio enunciado no n.° 9, sendo applicado 4 gravidade, traduz-se pelas for-

mulas:
Xmarcos (rey=MR cos (Ra),
Ymrcos (ry) = MR cos (Ry),

Y mrcos (rz) = MR cos (Rz),

sendo m a massa de cada elemento do corpo e M a massa total do mesmo,
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Estas formulas dfo, em virtude das formulas (3) do capitulo I, -

Ym (m —+ y cos (xy) -+ z cos (ac/,)) =M (:m —+ 71 cos (&y) 4 21 cos (ocz)>7
Xm (y —a cos (xy) -z cos (3/4)> =M (3/.1 @y cos (zy) + 21 cos (g/z)>,
Ym <z ~+ 2 cos (xz) 1+ y cos (y.z)) =M <24 ~+ @ cos (xz) +y1 cos (yz)),

sendo @1, 11, 71 as coordenadas do centro de gravidade do corpo.

D’aqui conclue-se, visto que o determinante formado pelos coefficientes de X me — Moy,
Sy — My, Ymz— Mz comcide com o determinante 1), considerado no n.° 11, e ndlo pdéde
ser nullo, como j4 mostrdmos,

YSme =Mz, Zmy=DMy, Zmz=Mz,

equagles que determinam as coordenadas do centro de gravidade de mmn corpo relativamente
a tres eixos coordenados obliquos.

B facil de ver que estas formulas applicam-se tambem 4 determinagiio do centro de gra-
vidade de um systema iivre.

13. As equagdes do equilibrio de um solido invariavel podem ainda deduzir-se seguindo
outro caminho, que vamos expér.

A condigRo da solidez de um corpo realiza-se conservando todos os pontos a mesma dis-
tancia entre si, e portanto conservando a mesma distancia entre si uma gerie de pontos que
formem um fio, qualquer que seja a direcclo d’este fio.

Sejam a1, ys, 21 as coordenadas de um ponto do corpo, referidas a eixos obliquos, mas
obtidas por projeceBes orthogonaes do ponto sobre os mesmos eixos; serdio @ -+ dwy, y1+ dys,
zy+dzy, @y -+ 2des +d* ey, gt 2dyc - dPyr, 21--2dz--d? 2, ete. as coordenadas dos pontos
seguintes de um fio considerado no corpo. Sejam ainda (x, y, z) as coordenadas obliquas ordina-
rias do primeiro ponto, e portanto (x-+dw, y-1-dy, z-+-dz), (w4 2de -+ d*x, y+2dy+d?y,
z+2dz+ d?z), ete. as dos seguintes.

Escrevendo a equagiio (4) do n.° 2 debaixo da forma seguinte:

Sp=cos (px)d @' — &)+ cos(py) 3 (v —y) +cos (p2) 5 (' — 2'),
representando agora por 3/, 3y, 84, du”, 8y7, 827 as componentes dos deslocamentos vir-
=l ? > ? * ? I
tuaes dos pontos (&, v/, #) e (&, ¥, 2’) e por Op a variagio da distancia entre estes pontos,
em virtude dos referidos deslocamentos, e pondo nella

N=zd-dz, a'=wx, y =y, #=q¢,

p=ds, &'=wx-t+dx, y'=y+dy, =z

o~

day lyy dzy
cos (pa) = b, cos (py)= =, cos(pE) =,
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temos
(A dsd ds == dx; d dac -+ dyy 3 dy - dey 3 dz.
Jroay
Pondo depois
=ds+d¥s, o'=w-42det+dex, Yy =y+2dy+dty, Z'=z-+2dz+d?z,
r ’ s ¥ =Y Y Ys
=xt+dr, y=y-+dy, Z=z+4dz,

day +d% oy dyy +d? y dzy +d2zy
o8 (pe) =gy 0 =g =gy

’

e, attendendo 4 re

laglo seguinte, que resulta de differenciar (A),
d?sdds+dsdd?s=Padde--de dPa+ Py ddy+dy dd?y+d*a ddz4-dud Pz,

vem
BPsddis=d*xysdPe+d?y b2yt d*z 0 d? e

Do mesmo modo se acham as egualdades

N

20 d3z,

4

Bstdds=d*x ddBax-d3y ddy 4+ d?
‘e,

disddts=diwmddiae+dipddty+dtatd

D R R I

As formulas antecedentes seguem uma lei muito simples, cuja generalidade é facil mostrar.

Encontram-se na Mecanica Analytica de Lagrange, porém demonstradas sémente para o caso
Y 3 )

de os cixos coordenados serem orthogonaes.
Suppondo « a variavel independente, e portanto da constante e A2 =d3x=...=0, véem

pois, para condi¢les da solidez, as equagdes
daey 3 doe ++ dyy 8 dy 4 dzg 3 de =0,
Py dPdy+d?zd?bz=0,

By d3dy - dPad3dz=0.

As outras n3o slo distinctas d’estas, o que me dispenso de estar a provar aqui, porque vem

demonstrado na Mecanica Analytica. Estas equagles integram-se como as correspondentes da

Mecanica Analytica e os seus integraes sho

3 —yp dN Lz M,

(D

l

() Sy=0m-+a10N—2z101L,
dz=0n —aw oM+ L.
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Substituindo estas variacles na formula (5) do capitulo I e egualando a zero os coefli-
cientes das indeterminadas Sm, 3n, 37, M, 3N, 3L, véem as equagdes

Xy =0, ¥XY1=0, ¥Z;=0,
DXy —Zyay)=0,
LYy — Xy y)=0,
X{Ziyp—Yi2)=0, -

gue sfio as equacgdes (4) e (5), a que jd haviamos chegado de outro modo.

Temos pois mostrado que, determinando os pontos no espago por projecgdes orthogonaes
sobre eixos obliquos, chega-se a equagles, para exprimir o.equilibrio do solido invariavel,
que téem a mesma forma que no caso de os eixos serem orthogonaes.

J4 dissemos que estas equacles téem logar para um systema qualquer livre. Notaremos
ainda que, se tivermos um systema qualquer livre, e houver forcas interiores, actuando sobre
o systema, taes que a uma forca sollicitando um ponto A para B corresponda outra egual e
opposta sollicitando B para A, estas forgas nfo entrarfio nas equagdes (4) e (D), nem por-
tanto em (6).

Com effeito, a somma dos momentos virtuaes de duas forgas P, eguaes e oppostas, serd

{capitulo I)

P [eos (pa) (de —da!) -+ cos (py) (dy — dy') -+ cos (pz) (de— dz') ] =P dp,

expressio que é nulla em virtude da invariabilidade da distancia p dos pontos (=, y, z) e

(&', ¥, 2/); e portanto a forga interior P nio entra em (3), nem portanto em (4), (5) e (6).



CAPITULO 111

Sobre os principios geraes da Dynamica

14.  Movimento de win systema qualquer deé pontos.

Passemos agora 4 determinagfo das equagSes do movimento de um systema qualquer de
pontos ligados de qualquer modo.

Sejam P, Q, R, ... as for¢as que actuam sobre o systema. Suppondo-o referido a tres

. . de dy dz .

eixos coordenados obliquos, 7 T‘t/ & — representarfo, como no caso dos eixos orthogonaes,
. e dry  d*z

as componentes das velocidades de um ponto-gualquer (x, y, 2) e 70 gp © g &S com

ponentes da sua acceleragfio.

Chamando m a massa de um qualquer dos pontos do systema, as forgas que produzem o
Px d?y d?z
ez " " aE

Estas forgas devem ser equivalentes 4s forgas P, Q, R, ...; logo (n.° 4) temos, repre-
sentando agora por 3z, 3y, 3z e dp as quantidades que no n.° 4 se representaram por de, dy,
dz e dp, isto é, as componentes segundo os eixos das coordenadas do deslocamento virtual

seu movimento serfio eguaes a m

do ponto (, y, z) e a variagio da distancia d’este ponto ao centro da forga P,

lez_ (ng —+ 8y. cos (xy) + bz.cos (xz))

8

Iy (?33/ —+dx.cos (yx) 4 dz. cos (y4)>

¢5) EPBP———Em§—§— e

2
-+ %{:—:— <Ez -8z cos (wz) 4- 3y . cos (yz)),

\

ou [capitulo I, formula (31]

Cd2.r cos (re)

2) LPip=2Xm 7

d2.rcos (ry) d?.r cos (rz)
b Sy TR,

chamando 7 0 raio vector do ponto (z, y, 2).
VOL. II AA
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O primeiro membro das equacgdes precedentes pdde escrever-se do modo seguninte:
X (Bac -+ 3y cos (xy) +- Bz cos (xz))
{3) SPdp=2% +Y<By+3x(sos(yx) + %z cos (ya))
\+Z (64 + 8 cos (az) + dy cos (yz)),
ou ainda

&)

Al

P 3p =X P [cos (px) dz - cos (py).dy + cos (pz) dz).

A

L

Chamando xy, 1, 21 (como até aqui temos feito) as coordenadas do ponto (x, ¥, 2), obtidas
por projecgdes orthogonaes sobre eixos obliquos, e Xy, Y,, Zy as projecgdes da forga P, obti-
das do mesmo modo, vem a equa¢fo do movimento de um systema qualquer:

2

; , n
(5) z[x, b - Y4 By - Zy BzJ :Em[d GOPSRt ] b+ oyt e |-

o

O sommatorio ¥ deve extender-se a todos os pontos do systema e a todas as forgas,

A formula (5) tem a mesma forma que se o3 eixos coordenados fossem orthogonaes, e é
muito mais simples do que a que resulta de egualar os segundos membros de (1) e (3).

Da formula (1), combinada com (8) ou (4), deduzem-se as equagBes do movimento de um
systema qualquer, procedendo do mesmo modo que nas questdes de equilibrio, isto é, elimi-
nando por meio das equagles que exprimem as ligagBes as variacOes que se poderem eliminar,
e egualando a zero os coefficientes das restantes.. As coordenadas que se devem usar nestas
equagdes sfo as cartesianas obliquas.

Podem tambem deduzir-se as equacdes do movimento de um systema da formula (), eli-
minando do mesmo modo por meio das equagBes de condigio as variagles que se poderem
eliminar. Neste caso, se as coordenadas que entram nas equagdes de condiglo forem ay, 1, 21,
ete., isto é, as rectas que se obt@em projectando o ponto orthogonalmente sobre os tres eixos,
devem exprimir-se, depois de as variar, dxi, dyi, dz1, etc. em funcglo de Bz, 3y, 9z, etc.,
usando das formulas que v@em no fim do n.° 5. Se as equagles estiverem expressas em coor-
denadas cartesianas, devem variar-se primeiramente, e depois substituir-se «, y, z, etc. pelos
seus valores expressos em @y, yi, #1, etc., dados pelas mesmas formulas.

15. Como as equaces de equilibrio de um solido invariavel sio condigSes necessarias
para o equilibrio de um systema gualquer livre, como j4 vimos, e a equagiio fundamental do
wmovimento tem a mesma forma que a equagio fundamental do equilibrio, as equagBes do mo-
vimento de um solido invariavel téem tambem logar no movimento de qualquer systema
livre. Vamos pois procurar estas equagdes.

Temos para isso de eliminar em (1) ou (B) as variagBes das variaveis que se podérem
eliminar por meio das equagles que exprimem a invariabilidade das-distancias entre os pontos
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do systema dois a dois. Tinhamos pois de proceder como no capitulo II, n.° 8; mas é escusado-
repetir o calculo, pois a comparagio das formulas fundamentaes do equilibrio e do movimento-

2 2
mostra que basta n’aquellas suppor que as forgas sdo P, Q, R, ... —m dd;i , M Cdt';ﬂ )
d? zy d2x
— M etc., quando queremos empregar a formula (6), ou P, Q, R, ... Mg,
J2 72
clt?y’ — Cdt: , ete., quando queremos empregar a formula (1).
Véem no primeiro caso as equagdes
iy o d“%u) -0
<X4 m—rs ,
d? yy
(6) ;) 5 <Y, —m ﬁ‘) =0,
! o _ d? zi> o
x\._a<Z1 m—s =0;
e no segundo ‘
A o A
§A<}&_m dr? ) =0
G_)
(1) <2<Y_m dj/):@,
j . d?z
\E<A —m > =0,
que téem a mesma forma que as anteriores, mas que correspondem a diverso systema de
: q ’ q p b
coordenadas.
Além das formulas (6) véem, quando se emprega a formula (5), as equagdes
[ 1w a2
L Xyz—ZLyx)=Xm <Cd;§‘ 2y — dt:l wi),
d2 yy a2y
(8) 2(Y1 Xy ——X; y1)=2m < a2 xry — ar 3/1>,

di’zi dzli
\E(Za y4—Y121)=2m< a2 Y1 — dt‘é 21>,

e, quando se emprega a formula (1),

' 2 2
LXz—Zax)y=2Ym <£_oc)__ z—~—zm>,

dt? dt?
\ A2y d2e

2 2
SZy—Ys)=Sm <L‘.7.iy__d_9z>

3
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Vamos ver quaes as propriedades que se deduzem das formulas (6), (7), (8) e (9).

18. Algumas consequencias das equagdes precedentes.

1.° Representemos por ki, I, ms as coordenadas do centro de gravidade de um systema
livre, referidas aos eixos obliquos primitivos, mas obtidas projectando este ponto orthogonal-
mente sobre os eixos, por a1, B1, Y1 as coordenadas de um ponto qualquer do solido, referidas
a eixos passando pelo centro de gravidade parallelamente aos primitivos. Teremos, pela pro-
priedade do centro de gravidade de que falldmos no n.° 12,

Ymay=0, XmB;=0, Ymi =0,

d’onde se deduz

2 2 2.
Sm dd:;— =0, Im dthl =0, Em ddt.; =0;
mas
wr=w+ki, p=P0+1l, z=1+nu;
logo
ST gy Pty Pl
de? dg? dr?

Do mesmo modo se obtéem as equacBes

L d?y d¥ly d¥z  dim
3 gt _ 24y Em-—wl=~—2—12m.
dt? dt

Py dt2 = BT =m,

As formulas (6) dfo pois as seguintes, que determinam o movimento do centro de gravi-
dade do systema:

i W 1] d? ]’J{ _
a— X{ V,[ dtﬂ O,
(10) SY,— M ’“’il'ti‘ -0,
lez —mEm g
l\ b Z4 M e 0,

em que M representa a massa total do systema Zom.

Estas equagles mostram 'que o centro de gravidade tem o mesmo movimento que teria, se
toda a massa do solido estivesse nelle concentrada, e todas as forcas ahi fossem transportadas,
sem mudar de direcglo, como se pode ver applicando a formula (D) ao ponto (%1, L1, mu).
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As equagdes (7) dio do mesmo modo

a2k
2
sy _m-Ll o
dt?
d*m
X7 —N =
Z—M 7 0,

que levam 4s mesmas concluses.

2.° Se o systema fosse sollicitado por forgas taes que nfo tivesse movimento de rotagfio,
sé se tornasse rigido pela introducglio de novas ligagBes, seriam nullos os primeiros membros
das equagdes (8), e estas equagdes, integrando-as, dariam as seguintes:

{ daxy dz ;

2 (G e ) m- 4,

. dy; dx .

(1 S (o 2 ) m— B,

que sfo de primeira ordem, e onde A, B e C sho constantes arbitrarias.
As squacBes (9) ddo no mesmo caso

dz dz>
5 e m=
<z 7 x -] m A,
s (22 iﬂi) =
(12) <m 7t Ygo)m B,
dz d_?/> .
<?/ @~ )=

No caso de o systema ter um ponto fixo, as equagdes (11) e (12) ainda teriam logar,
tomando este ponto para origem das coordenadas; no caso porém de ter um ejxo fixo, toman-
do-o para eixo dos z, 8¢ teriam logar as segundas das equagles (11) e (12). Isto no caso de
as forcas que sollicitam o systema serem taes gue, se se tornasse rigido, ficasse em equilibrio,

17. Quando os pontos do systema sio sollicitados uns para os outros por forgas interio-
res e estas acgles reciprocas sflo eguaes e oppostas, estas forgas nfo entram nas equagdes
(6), (1), (8) e (9), segundo o que se demonstrou no fim do n.° 13. Aqui vou mostrar que,
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I3

para estas forgas nRo entrarem nestas formulas, n3o é necessario que as acgBes reciprocas
sejam eguaes, e dar assim uma extensZo nova aos principios precedentes.

No que vae seguir supporemos os eixos das coordenadas obliquos, as coordenadas dos
pontos obtidas por projecgdes orthogonaes sobre estes eixos, e estes pontos sollicitados uns
para os outros por forgas interiores, actuando segundo uma funcglo qualquer das suas distan-
cias respectivas, de modo que seja, para dois pontos de coordenadas (@4, 1, #1) € (%1, y1, 21),

F= Cf(r),

sendo C uma quantidade que péde variar com o ponto attrahente mas que ¢ independente do
ponto attrahido.

Serfio as projecgdes sobre os eixos coordenados da forga F com que o ponto (xi, yi, 21)
sollicita (1, y1, 21) '

X1 =CWf(rycos(ra), Yi=CWF(r)cos(ry), Zy=CWhf(r)cos(rz).
Mas [capitulo I, formula (4)]

dr
do

= cos (rx), g:j = cos (ry), % = cos (12).

Liogo, chamando ¢ (r) uma funcglo cuja derivada em.ordem a.r seja f(r), e fazendo
U=CWg(r), resulta

_ 40

_dU _dUu
dz’ dy T ode

Xy dy’ T

Y,

Posto isto, as equagBes do movimento de um ponto qualquer (@1, yi, z1) s¥o, como & facil
de ver,
d? xy dU &y dU  dPzy [ dU

—_—— = E —_— S == o — = N
dt? de’ d? dy’ de dz

extendendo o sommatorio a todos os pontos que actuam sobre (21, y1, z1).
Estas equagdes podem escrever-se

Po dVO @y AVO  diz  dVO
a2 de AT Tdy ) d T dz

sendo

VO =5 Cig (),
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onde C® & o coefficiente de attracchio do ponto (af?, yi, z{) e r, a sua distancia ao ponto
(@4, ¥, 2,), e onde se deve dar a n os valores 1, 2, 3,
EquagBes analogas téem logar para os outros pontos, isto é:

d*ay  dVO APy AV g2y 4V

A2 da” A T dy ) df T de
2a;  dV®  d@2yl AV d%z Ve

deE T da’ T de dy” 7 de dz"

onde

VO =% 0o (), VI=ECg(), ete.,

r, representando a distancia do ponto (x{?, ", (") ao ponto (x, ¥, ), 7, a distancia do
ponto (x{”, ¥, 2{") ao ponto (xi, ¥, zy), ete., e n devendo ter os valores 0, 2, 3, ... em V,
os valores 0, 1, 3, 4, ... em V', ete

Sommando separadamente os tres grupos de equagdes assim formados, depois de as mul-
tiplicar por CO, C, C@_ C®, ..., resulta

D ()

S Ot d S Cim) d v
dt? ot ?
) AL

SO Elvﬁ_ = C d_‘__
di day !
2 . (n) (n)

S Q) d? 2 o dVv
de? Tdz

onde o sommatorio se deve extender a todos os pontos.
O segundo membro da primeira d’estas egualdades pdde de ser escripto do modo seguinte:

o<0> O£ () 5 ar, oo f () r,_+...”
-i-C“) [ CO £ (%) ﬁi—}—C“’j’ ) cl;z n -
—Q—C(“z) f(o)ilj—‘)—qL(J(‘j”(;)——{—...’
o e :

temos porém
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dr, Cdr, dry dry  dr dry

de dx’ de  da’’ de de’ 777

logo o seu valor é egual a zero.
Temos pois

(
som 4V _
datn
Do mesmo modo se mostra que
{n} ] V()
som Y Lo som Y o,
dy(u) ? dzm
Temos pois
2 plm 2 4,(m 2 pim
O .d il =0. T ,d ¥ _ S Cm d o
dt? ’ di? ’ de?

Supponhamos agora applicadas aos diversos pontos do systema (@, y1, 21), (21, 91, ), ete.
forgas parallelas e proporcionaes a CO, CW), C®, etc. Estas forgas terfio uma resultante
applicada a um ponto, que chamaremos centro do systema. Tomando este ponto para origem
das coordenadas, chamando («y, B, 1)), (&, Bi, 11), etc. as coordenadas dos diversos pontos
do systema, referidas a esta origem e a eixos parallelos aos primitives, e (A, 1, v,) as do
centro do systema, referidas aos eixos primitivos, vird

E C(n) c((ln) — 0, E C(n) Bin) — O, E C(n) Tgn) —_ 07

extendendo o sommatorio a todos os pontos do systema.
Estas equagBes dfo

2 (1) 2 Q(n) 2 .0}
som Lo wom LB o som EH o,
dt? ’ dt? ? dt? ’
mas
2 4l 2 (¢ () ¥
som B2 _ g om L@ ),
t2 di? ’
logo
2
Tl s 0w —o,

di?
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e do mesmo modo

d? g ; d?v,

CHM e om—0, Y5 0m=0.

7 C 0, e 2 C 0
Temos pois

d*h dip d?vy -0

AT a7 dr

Os integraes d’estas equagdes mostram que o centro do systema tem wm movimento recti-

lineo e uniforme.
Se, além das forgas de attracelo reciproca, houvessem forgas exteriores que actuasseimn

gobre o systema, viria

5
ZE T :
\ .\ 7 (n}
(L’?‘T“)‘_ C(“) = C(”) /j;l’,

d? 7\1 - . d? i . B
-y — 2 X O = S Gl Y ()
T Gl =¥ Cl ;\‘1”)7 72 - Cl =X Gt Y i" s

onde nio entram as forcas de attracglo, e v&se pols que o centro do systema pode ter um
movimento independente das forgas de attracglio reciproca dos pontos, ainda que estas forgas
néo sejam duas a duas eguaes.

Passemos 4s equagles relativas ao movimento de rotagiio do systema.

As equagBes precedentemente achadas diio

4

D Al PASRE))
) <7(n> Pl Z® & L> -
e b de?

2 o 0 2 ) () ()
2 C(?l) m(n) d y_’__ —7 (n) EZ & —¥ C(n) d V m(u) . d V ()
Pl T Tae ) T dy™ T g )

2 ,(m 2,0 ) )
Ay C(") 7 (12) d ‘{’l, Z(n) d 3/1 W C(n) d Vk (n) CZ V( (n)
- ¥ 2 Ve ) T\ T g A )

N () T ()
C(n) d v AL d ‘ i
dm(n) “1 dz()z) 1 ?

extendendo o sommatorio a fodos os pontos do systema.

Mas por ser

{n) (m}y (n) {m) (i) ()
&€y —x 7 — 1 By =z
any oy i i Wy Y 0 P i
cos (7 m w) - {n) y CO8 (7 m 3/) - () ; CO8 (7 n 4) - (1) ?
7 m 7m ,' m
e

d,.,(}»:) P dr®
_ (1) m o (1) "= ()
=Cos (1, ® = CO8 {7 % = CO8 {7 1

(Zm ( m )1 dy ( m J)7 CZZ ( m )

VOL. II BB
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temos
7 (n) ()
E C(n) d -\/ Z(u) — d V w(u) P O
da ! dz® ! !
) ()
som (V2 o0 _AVY W) g
d'y(n i dw(n) -/1 )
(n) (n}
E C(n) g__ 2 () d V Z(n) — O .
dzm ! “dy J“” ! !
{ogo
2 A1) 2 (n)
<Z(n) ddxz ,gn) ddZQI > =O,
¢ t
d 2 () CZ?" 9‘(”>
con (T o) o
Wga) !
12 5 2,
o) < w CEC i.f/’_> —0.
dt?
Integrando estas equagles, resulta
dat dzi
Qi <z§“> Tt 2 =
1t Yoodt !
dy\m dai™
P Bl <w§") — e —yn 1 =B
dt dt ?
dz™ i
ekt n i 1 Y .
“C“)@‘) i 77)“0’

sendo A, B e C constantes aibitrarias.

8. Quando o deslocamento virtual de um systema coincidir com o deslocamento real, o
que 86 pdde ter logar, como & sabido, quando as equacBes de condigho contiverem o tempo
explicitamente, 3z, 3y, bz, etc. coincidirlo com as differenciaes d, dy, dz, ete., e a formula

(1) reduzir-se-ha a

EPdp=% m Lwdet dydy+dizde
dt?
4y o (Pwdy + &y du) cos (ay) + (4@ dz + d? 2 dx) cos (w2) 4 (4 y dz + d? 2 dy) cos (Jz)
dt?
ou
2 2
SPdp—Sm [dw + dy? + dz? ]+ m d [da dy cos (wy) + da dz cos (xz) +- dy dz cos (yz)].

2de2 dt?



211

de dy dz
de’ de’ dt
cedente pdde escrever-se

Mas, sendo as componentes da velocidade do ponto (x, ¥, 2), a equagdo pre-

Y dmv?=2LPdp,

nef =

equagio que encerra o principio das forgas vivas e que integrada dd, suppondo

S Pdp=di,

sendov A constante arbitraria.
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NITE SUR LES NOMBAES DE BERNOULLI

(American Journal of Mathematics, t. ViI. Baltimore 1885)






NOTE SUR LES NOMBRES DE DERNCULLI

Dans un intéressant mémoire intitulé, Some Notes on the Numbers of Bernoulli and Euler,
publié¢ dans le volume v du American Journal of Mathematics, Mr. G. S. Ely obtient, au
moyen des séries qui résultent du développement de tangwx, de cotx, de sec?z, etc., quel-
ques relations entre les nombres de Bernoulli et entre les nombres d’Euler. Le but de la
présente note est de signaler encore quelques résultats relatifs aux mémes nombres qu’on
peut trouver au moyen du développement de secw, de (1-4-¢%)—1, de sec?a, etc.

1. Considérons premiérement la fonction
y=(1+4e)".
La dérivée d’ordre n de cette fonction est donnée par la formule (1)

nlile (1 4 er)—i—1
alBl. 0002 !)5(3 I)T_ . .(71!)7“’

Yo =~ 1)

ol «, 8, ..., A représentent les solutions enticres positives de I'équation:

a-+284+87v4...Fnh=mn;

et ont

i=a—}—[3+7‘+...+7\.

Si 'on fait maintenant « =0, on trouve

niz!

) — ¥ (— 1), — .
%o ( )2i+‘.a![3!...7\!(2!)"5(33){...(71!)7‘

(1) Voyez Obras sobre Mathematica, t. 1, p. 213,
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D’un autre cbté, nous avons

92 ___ 1
ygﬂn—i) — (_ ])” ——2T—~ Bgn_‘,
et par conséquent
2n)! X il
1 T CLILIS Py ; ;
(1) met =g 2D 2B A2 EE DL 2n—1 N
étant

a+284+37+...+C@rn—1Dh=2n—1, {=uaff-+... 4"

Nous avons done une formule pour le caleul des nombres de Bernoulli. Cette formule fait
encore voir que le dénominateur des nombres de Bernoulll ne peut contenir d’autres facteurs
premiers que 2 et ceux de 22" —1, et que le fucteur 2 ne peut pas y Btre élevé & une puissance
supéricure & n.

En effet, on voit au moyen de la théorie des dérivées d’ordre quelcongue que la fonction
numérique

2n—1)!

@) al Bl @NPE L (20— 11}

donne un nombre entier toutes les fois que «, B, ..., A représentent une solution quelconque
de I'équation (1)

a+28+37+. ..+ @n—Dh=2n—1.

Jn peunt encore envisager sous un autre point de vue, que nous ne ferons qu’indiquer ici,
la formule (1). Elle établit une rélation entre les nombres de Bernoulli et les nombres (2),
dont Pétude est importante, parce que ils entrent dans l'expression analytique des dérivées

d’ordre quelconque qu’on vient d’appliquer pour déduire la formule (1).

2. Il est évident que chaque formule qui donne une expression de la dérivée d’ordre 2
d’une fonction, donne une expression correspondante des nombres de Bernoulli. Nous allons

(1) En effet, cette fonction numérique coincide avec le coefficient du terme général de la formule qui
donne y®—1, quand y =f(u), u= ¢ (x), démontrée dans le t. 1, p. 213, de ces Obras sobre Mathematica, et
Panalyse employée pour déduire cette formule fait voir que ce coeflicient est un nombre entier.
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done employer & cette fin la formule (*)

l*?l

ol =m ! 'SR 0 )
i=

L I

ol y = (u), u =3 (c).
Etant

y=(1+e&)t=ut, u=1-1¢,
nous avons

gt T (1 B
et (1-4-ev)iH!

\
ou

3 it ik

A=
k=0 k!

[1+ x)z~ ]n (1+G’U>I»

Il faut done chercher la dérivée d’ordre n de (14 €*)—F, ce qu'on peut faire an moyen
de la formule de Leibnitz, qui donne

- !
(e =[1+e)+(1+e)+...]J"=S8 a—,ﬁ—,n"”“ﬁ Py P

olt 8 représente la somme correspondante a toutes les solutions entiéres, positives ou nulles,
de I'équation

a+B4+1+. . Fh=n,
le nombre des guantités «, f, ¥, ..., A étant i —Fk, et olt
po=1-4¢" pr=pa=p3=...=¢é"
En posant =0, on trouve

ifﬂ . A;
:g/(()'") =g ! L (‘“ l)l’éi—‘Ti7
i=4

(1) C. Hermite: Cours &’Analyse de 1 Eioole 1 olytechnique, p. 59.
VOL. 11 ce



ol

i(i—1).. (z—k+1) Py Py I
A=,C>:( 1y Savfgk;_ WS K

et
po=2, pr=pr=py=-..=1.

D’un autre c6té, nous avons

2n
BQ”—4=(_ 1)7 2277—4 ] ’(/(1)2“ 4
11 vient donc
— (2n>Y A—QS?—i nefi *A;
(3) BQn—i—W_ o ( 1) 2 T
ol
ki ii—1). . (i—Fk—+1)2 _ Py P3---P1
= Y (— 1), Bl
Ai= = (=1) 3] S TE T
el

a+p+1+...+rh=2n—1,
avec la condition de remplacer le facteur

tE—1...0—k+1)
k!

par l'unité, quand k=0.

8. Des expressions analogues & (1) et (3) représentent les coefficients du développement
de (1+¢)~7 en série. Les résultats qu'on obtient en exprimant ces coefficients au moyen des
nombres de Bernoulli sont bien moins simples. v

Capy

En représentant par Fn— 1T

les coefficients du développement de (14 ¢*)~7, nous avons
premiérement la formule

Cos 8 (— 1y, 22T (pti—1)@n—1)!
et 2kt Bl. A L@DE. .. @2n— 1NV

olt «, B, ..., A représentent les solutions entxeres, positives ou nulles, de 'équation

ea+284+37+.. .+ Crn—1)A=2n—1,
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et ot

i=a+847+. . N
analogue & la formule (1); et ensuite la formule

=l (). (p i DA
Cﬂn—i = (2 n— 1) ! iS:i ('— 1) : Ly 2i+]72.)i ! —

|

=S e R 1) 26 P P
k=0

I} Velpll Al

laquelle est analogue & la formule (3).

4. Considérons maintenant les nombres d’Euler. On peut calculer ces nombres au
moyen d’une formule analogue & la formule (1). En effet, expression analytique de la’ dé-
rivée d'ordre n de y = (cosx)~! par rapport & x est

nlilcos? <m—1——;~> cos? <ac—{—2—;~> ... cosh (m—}—n—;i>
o) = 8 (1) A .
yr== a8 @NEE N () cos a

Nous avens done

; T T T
(2n)!i! eos“%L cosP 2§. ..cosh2n

2

alBl.onr@niayl @ant
ot @, B, ..., A représentent toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de I’équation

a+2B+437+404be+b6w+...+2nh=2n

et olt
i=a+f+.. AR
o
4) By =3 (— 1)iThtot... (2n)!

Blatol...@nfen?@ye...’
ol B, 3, w, ... représentent les solutions entiéres, positives ou nulles, de I’équation

3+204-304...=mn,
et ol

i =Bt ot...
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On peut aussi calculer les nombres d’Euler an moyen d’une formule analogue & (3).
En effet, en posant

y == (cos )™,

nous avons
i==2n )
E2n=(2n)! l.‘. (-—1)1Al
=1
T B T 5 bis
: . . COSU—CNS 3 ——...CO8S A =~
A_k;z( 1y ii—N0...—k+1) 2 2 2
o ' k! al Bl !
ol

a4 B . k=2,
a, B, ... ne devant recevoir que les valeurs paires.
8. Considérons maintenant la function dont M. Ely s’a occupé principalement, & savoir
y=(cosx)™ 7,

pour la développer en série, Nous avons

nlp(p+1)...(p+i—1)cos” <ac—§—%> cos? <oc+2£>...eos}‘ <oc—|—n:71>

Y =3 (— 1) SR LA T A —
al Bl R I@DPE Y. (D costtin
R a2
et par conséquent, en représentant par Ca, le coefficient de @)t dans le développement
) !

considérs,

E)lp(p+1(p+2)...(p+i—1) eos“él cos? 2 <.
BT AT @DEGBYT. .. 2n )k ’

.. cosM 2n —72:—
Cop=2X (—1)i.

a+23437+. . .+ 2nh=2n, i=a+B+...+4;
ou ‘

Oy 8 (— yictBo .. _Gtplp D). (pFi—1)

3

olt, comme précédemment

B+204304-...=n, i=3+3+o+...



Cette formule va nous conduire & un résultat important.
En y posant p=p'-+1 et remarquant que, comme nous avons déja dit,

(2n)!
«!Bl.. . 0 1@0E . 2a)

est un nombre entier et que

pp+1)...(pt+i—D=(p +1)(p' +2)...(p'+1i) =multiple de p' -1 2...7,

nous avons

Ca, = multiple de p' -+ Iy,

ou le théoreme:
) Con=19, (mod=p—1).
De cette congruence il résulte que le théoréme de Lucas, & savoir

p—1
Bo=(—1) % Eonpt (mod=p),

ou p est un nombre premier, a aussi lieu pour les coefficients Cy,, ¢'est-d-dire que

p—1

Cow=(—1) * .Congp,

Ci. et Cayyy_t btant les coefficients du développement de (cos a)y— i,
De la formmule () et de la formule (11) de la mémoire de M. Ely on tire la congruence:

1 : .
PAT (St Eon -S4 Eonpo .. .48t Bongpz + Bapg gt = Koy,

ol S, représente la somme des combinaisons des nombres 12, 32, ..., (p—2)%, pris n & n,
p—1
5

et ol t=
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SUR LA SERIE DE LAGRANGE T SES APPLICATIONS

(Mémoires de 1’Académie Royale de Belgique. Classe des Sciences. Bruxelles, 1804)






SUR LA SERIE DE LAGRANGE ET SES APPLICATIONS.

1. Soient données les équations

2L=f(y)7

y=ttao ) +re(y) -+ Fata )

La fonction w, qu’elles définissent, peut étre développée en série dont les termes sont des
fonctions entieres, déterminées, de x, au moyen de la formule de Lagrange, quand sont sa-
tisfaites quelques conditions bien connues; et de ce développement on peut déduire un autre,
ordonné suivant les puissances entiéres ot positives de «, que nous avons indiqué dans deux
travaux publiés dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (3.° série, t. vII, et
4.° série, t. v) (1),

Les formules dont on vient de faire mention sont applicables au développement des fon-
ctions algébriques, comme P'a fait voir M. David dans un mémoire important, publié dans le
Journal de I Ecole polytechnique de Paris (cahier Lvir, 1887), ol il a fait voir quelles don-
nent le développement de la fonetion f(y) de la racine y de 'équation algébrique I (z, ) =0,
que prend la valeur yi, quand @ =uay, en série convergente dans le voisinage de a;, quand
sont satisfaites quelques conditions qu’il détermina. Mais M. David n’y a pas considéré que
le cas olt g1 est une racine simple de I'équation F (21, y)=0; et les conditions qu’il a trouvé
sont, en général, d’'une application difficile, et il faut, dans la plupart des cas, les remplacer
par auntres, moins générales, mais plus simples.

(1) Voir: Obras sobre Muthematica, t. 1, p. 221 e 229,
YOL. 1I DD
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C’est cette question du développement des fonctions algébriques que nous allons considé-
rer dans la premiére partie de ce travail. Nous y considérons non seulement le cas, étudié
par M. David, ol y est une racine simple de F(xy,y)==0, mais encore quelques autres
dans lesquels y; est une racine multiple de cette équation, et nous y cherchons des conditions
pour la convergence des séries considérées, qui, n’étant pas nécessairement les plus générales
et ne donnant pas la plus grande aire ol cette convergence ait lieu, soient de facile appli-
cation.

La question qu’on vient d’indiquer est celle que nous avons principalement en vue dans
ce travail, Mais nous profitons de cette occasion pour donner, dans la deuxiéme partie, quel-
ques développements particuliers, qui résultent des formules précédemment rapportées, et,
dans la troisitme partie, quelques représentations des coefficients de ces formules-ci.



Sur lapplication de la formule de Lagrange
au développement des fonctions algébriques.

2. Soient f(2), o1 (2), ©2(2), ..., 91 (2) des fonctions holomorphes dans une aire A, limi-
tée par un contour K, et soit ¢ 'affixe d'un point de son intérieur.
En appliquant la série de Lagrange & la fonction w, définie par les équations

(1) u =f(z)7 z=t+xF (2),
ou
@) - P =n@ten@E+atea@+. . at~te(e),

on trouve premiérement

—ynt’ dir—1

fe) = f(t)+’z§éi @ PTHFOFOM g

L et F @RS —aT ()
Rm = o - dz7

2w
z2—1 _

et, en ayant égard & l'inégalité

¢ MmH M,
Bl <oz T

o M et My représentent respectivement les plus grandes valeurs que prennent

2T (2)

z2—t

bl ’

10 |11 —ar gy
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quand z décrit le contour K, et ¢ la longueur de ce contour, on trouve ensuite le dévelop-
pement

(3) FO=fo+ w2 PO Or]

oo 217 dpi—1 ?

quand M <1, et, par conséquent, quand on a pour tout point z de K,

xoy(z)fado (z)-. ..
" EL ORI CRTE P

Le développement qu'on vient d’écrire est uniformement convergent dans une aire B ol
solent représentées les valeurs de @ qui satisfont & cette condition. En effet, en représentant
par P et Q les plus grandes valeurs que prennent M et M; dans Paire B,.ou a Vinégalité

g P+
me*<z>?T_T?’

dont le second membre est indépendant de x et tend vers zéro, pour m = oo.

8. Les termes de la série (3) sont des fonctions entidres de x, et il résulte d'un théo-
réme bien connu qu’on doit & Weierstrass (1), qu’on en peut tirer une autre ordonnée suivant
les puissances entiéres et positives de @, convergente pour toutes les valeurs de @ représen-
tées par les points de l'aire d’un cercle qu’ait le centre dans 'origine des coordonnées et qui
ne coupe pas le contour de I'aire B.

On trouve de cette manitre, comme nous P'avons déja fait voir dans une note publide
dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées (4.° série, t. v, p. 67) (3), le dévelop-
pement suivant:

g b=} £ (1) oy (O [oa (D18 .. . [ (BT
©) fw:ﬂ”ﬁiﬂyawﬁnmfzzf@h@%ﬁ@]wﬁwwi

ol la somme ¥’ se rapporte & toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de I'équation

at+284374...Fkh=mn,

et ol

b=a+B+i+...+N

(1) Monatsberichte der I, Akademic der Wissenschaften zu Berlin, 1880,
{23) Obras sobre Mathematica, t. 1, p. 232,
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Il convient de remarquer que dans ce qui précéde &k peut étre égal a l'infini, si la série
qui alors entre dans le second membre de (2) représente une fonction holomorphe de « et =
dans P'aire A, pour ce qui concerne z, et dans 'aire B, pour ce qui concerne x.

4. Cela posé, nous allons étudier la condition (4).
Supposons que le contour de I'aire A soit une circonférence de rayon égal & R ayant son
centre dans le point d’affixe ¢, et qu’il soit

z—t=yp(cos+isinf), z=r(coso7sinw).

Si & une valeur particuliére donnée & p correspond une autre, ry, pour 7, telle que I'iné-
galité (4) soit satisfaite par toutes les valeurs de 6 et o, comprises entre' O et 2%, et par
celleg de » inférieures & ry, la formule (5) est applicable & toutes les valeurs de @ représentées
par les points de l'aire du cercle de rayon égal & 71, ayant le centre dans I'origine des coor-
données.

Pour obtenir le plus grand cercle qui satisfait & ces conditions, il faut chercher d’abord
la plus grande valeur que prend le premier membre de I'inégalité (4), quand 6 varie depuis
0 jusqu'a 2%, et la valeur correspondante de z, que nous représenterons par z', laquelle dé-
pend de 7, o et p; il faut chercher ensuite la plus petite valeur, +/, que prend la fonction 7,
définie par lequatlon

zo(E)tatea @)t .. |y

2 —t

quand o varie depuis O jusqu'a 2x; et il faut chercher enfin la plus grande valeur, 7, que
prend ' quand p varie depuis O jusqu'd R. Alors v est le rayon du cercle demandé.

On voit par ce qui précéde que la détermination de 7 au moyen de (4) n’est pas, en gé-
néral, facile, & cause de la complexité des conditions auxquelles doivent satisfaire les quatre
variables quiy entrent. On peut méme trouver dans la résolution de ce plobleme des difficul-
tés insurmontables, et il faut alors se contenter de la connaissance d’ un ceicle de convelgeﬁle,
pour la série (5), de rayon plus petit que ce nombre-la, ce qui est d’ailleurs suffisant en beau-

coup de questions; et, pour le déterminer, on peut employer I'inégalité

) |y e 02@
©) D e s <,
qui résulte de (4) et de la suivante:
va ()|, |5 n@)]

BN

x Q) (z) -2 @ () —{—.;_ } <

z2—1

Z—1 g—1t
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L’inégalité (6) est bien plus simple que (4), parce qu’elle ne contient pas w; mais elle
est encore, en général, difficile d’appliquer, et il faut donc la remplacer, en beaucoup de
cas, par quelque autre plus simple. Nous donnerons bientdt, pour le cas des fonctions algé-
briques, qui sont celles dont le développement nous avons ici principalement en vue, une
condition, qui résulte de la précédente et qui est facile d’appliquer.

5. Dans le cas important o les équations (1) se réduisent aux suivantes:
u=f(2), z=t+wuqo1(z)+a?e2(2),

les conditions (4) et (6) ménent au méme résultat.
En effet, alors la condition (4) se réduit &4 la suivante:

ep @ taln @)

22—t

Mais, en posant

41_(2—2 = pg (co8 a - i sin a),

-

?_2—53_3= pg (cos b - sin b),

z
@ =1r(cos w-}¢sinw),

on trouve

za@+rtalE) ) | Vot p2r®+ 27 p, py cos (@—b— o).

Donc la plus grande valeur que prend le premier membre de cette identité, pour chaque
valeur de z, correspond & w=>0—a, et est, par conséquent, égale &

7 (prtpar),

ou

roa(z) | | rfei(z) ]
][ z—t E+] z—tii’

et en résulte que la plus grande valeur qu’il prend, quand z décrit le contour de A, est égale
4 la plus grande valeur que alors prend cette derniére expression.

On voit done que, dans le cas particulier que nous venons de considérer, on peut employer
la condition (6) pour déterminer la valeur de 7.



6. Nous allons maintenant appliquer la doctrine antérieure aux fonctions algébriques.
Soit y une fonction algébrique de « définie par I'équation

M Ji(z, y)=0,

et (w1, 1) un systéme de valeurs qui lul satisfasse; et supposons qu'on veuille développer la
branche y de cette fonction qui prend la valeur yi, quand on donne & « la valeur i, ou f(y),
en série convergente dans un certain cercle ayant le centre dans le point d’affixe (. Suppo-
sons encore, premiérement, que y; soit une racine simple de Uéquation fi (a1, y) = 0.

Cela posé, si I'on remplace dans I'équation (7) x par @ —axy et y par y—y1, on la réduit

4 la forme

Ay+Ayr+ A+ o — 2 (AP APy F AL P+
—x (AP +APy+ AP+ L))

o, par hypothese, A, est different de zéro; ou

Y=z (y) oo (y) +ato(y) +. ..,

o) AV APy EAL Y
e ‘z/)—Ai +A, y+ A P+

Lo AP APy APy
;2(3/)-—— A, A, :’/““Aa ?/2“‘—"',

............................

L’équation qu’on vient d’obtenir a la forme considérée dans le n.° 2, et on peut, par con-
séquent, développer y ou f(y) au moyen de la série de Lagrange, ou au moyen de la for-
mule (5), si 'on veut trouver un développement ordonné suivant les puissances de .

Pour étudier la convergence de la série qui alors résulte de (D), remarquons que I'inéga-

lité (6) donne dans ce cas

+...<1,

| AP+ APy ) |, | AP+ APy )]
| A+ Ay+...) | YA+ Aay+...) |

et que cette inégalité est satisfaite quand

r AP AR |yl A [[AP [ AP [y +. . ]+ -
71 A=Al ly | =] As] [y =

<1,
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et

A > A,

Yl 1Aty

Si Uon détermine deux nombres », et p tels que ces deux inégalités soient satisfaites
lorsque =7, et |y|=yp, les mémes inégalités sont satisfaites quand » <<#,, et les formules
(3) et (D) sont valables pour toutes les valeurs de @ représentées par les points de l'aire du

cercle de rayon égal a =, ayant le centre dans Uorigine des coordonnées.

Pour trouver le cercle plus grand que ces inégalitis peuvent donner, il faut chercher la

valeur de p qui rend maximum Ja valeur de » donnée par I'équation

P AR H[AC (o [[AP |4 |AP o+
P A=Al p—.. .| ’

et satisfait & la condition

A > A g Al

La valeur de r correspondante est le rayon du cercle demandé.
L’inégalité qui précéde ne donne pas, en général, le plus grand cercle dans le quel la
série (D) est convergente, mais elle est de facile application et peut donc étre utile en beau-

coup d’occasions.

?. Nous avons supposé dans ce qui précéde que AY est différent de zéro. Supposons

maintenant qu’on a

A==0, Ay=0, ..., A,_,=0,

et que A,, est différent de zéro.
Il vient dans ce cas

1

Y=o [ 1)+ () 224 () +. - T,

Co APEAP y LA gL
?l(y)_Am +Am+1y+Am+2y‘Z+°",

by APTAP Y AP
2\ _‘Am +Am+1y+Am+2y2+"',
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1
ou, en pusant x” = ve,,

‘ L
Y=g v b () o () v b ()T

ol I'on représente par c, une quelconque des racines de I'équation " = 1.
On peut appliquer & cette équation la formule (3), en y posant

1
m

t=07 F(?/:”)=€m[4’l(?/)JF”'"%@)"F'qu‘Ps(?J)JF--'] 3

et I'on obtient un développement convergent applicable & toutes les valeurs de v représentées
par les points d’une aire B, quand on a, pour toutes ces valeurs de v et pour toutes les va-
leurs de y représentées par les points d’une aire A,

AP APy AP g2 o [AP APy ]+ L | >0,

7
( IA)n+Alll+ly+A,n.§_~2y'Z+--.1>O

et, pour toutes les valeurs de y représentées par les points du contour de A,

1o [0 () 40", () 4. .]71;
oyl

< 1.

Dans ce cas F (y,v) est, en effet, une fonction holomorphe 'de y dans l'aire A, « étant
Vaffixe d’un point quelconque de l'aire B, et l'inégalité (4) est satisfaite.

La détermination d’une; aire ou soient représentées. toutes les valeurs de v qui satisfont
aux conditions précédentes n’est pas, en général, facile; mais de ces inégalités, on peut en
déduire de plus simples, qui déterminent une partie de cette aire.

En effet, la dernibre inégalité peut 8tre remplacée par la suivante:

%’U‘!»']q)l (y)+vfnmq)9(g/)+...l <]7
1Y

qui est satisfaite par les valeurs de y et v, qui satisfont & la suivante:

" AP A A gy [ A (o TTAR [+ APy - ]

: A < 1.
}yl’nlAnr+Ar»+ly+"‘l

Mais on a

’l'Ahz‘—f—Am-};l ?/‘f‘ . '; = !‘Am ] —t Am‘«}—i‘ H.?/¥_' ..
VOL. II EE



934

Done, pour que I'inégalité considérée ait lieu, il suffit qu'on ait

8) LA > Ayl H Ay P+

AP APy [+ e P [[AR APy [+ ]

1.
Nyl HA = TAG Ty [—TAwal Ty F =] =

)

Considérons maintenant les inégalités (7). Pour qu'elles aient lieu, il suffit qu’on ait
g q 3 q

AP g+ AP g2 o [AP APy ]

(10) A

<1

A= TA g I Ay P

et, par conséquent, elles sont satisfaites par les valeurs de y et v qui satisfont & cette der-
niére inégalité et & la suivante:

(11) IAg‘)”y[_{"A:(!')]‘g/!q+"’+|;UXI(£)£A(()Q)‘+IAFW|.7/’+"']+"'s <1.
| 430

Si P'on détermine donce deux nombres v et p tels que les inégalités (8), (9), (11) soint sa-
tisfaites quand |v|==7 et |y |==p, les inégalités (8) et (11) sont aussi satisfaites quand ] <y
et |y|<<p, et I'inégalité (9) quand |v|<7.

On peut donc développer f(y) au moyen de la formule

» [EUrOrEory)

di—t

(12) F=FO)+ £

n=1 n! -

quand v est 'affixe d’un point quelconque de Paire du cercle de rayon égal 4 v, ayant le
centre dans Iorigine des coordonnées.

8. On peut déduire du développement qu’on vient de trouver un autre ordonné suivant
les puissances entiéres et positives de v. En effet, puisque I'inégalité (10) est satisfaite, la
fonetion F(y,v) peut 8tre développée en série ordonnée suivant les puissances entiéres et
positives de

AV g+ APy Ao [AP+ APy ]
AP ’

et cette série est uniformément convergente dans le cercle de rayon égal & v, ayant le centre
dans l'origine des coordonnées, quand y représente un point du cercle de rayon égal & p,
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<o

!

ayant le centre dans le méme point. On en conclut, au moyen d’un théoréme de Weierstrass
précédemment rapporté, que F (y, v) peut &tre développée en série ordonnée suivant les puis-
sances entiéres et positives de v, convergente dans le cercle de rayon % considéré. On trouve
ainsi un développement de la forme suivante

Y==¢u? [0 (y)+ 20 (y) 0"+ 00 (y) o™ 4. . ]y

auquel on peut appliquer la formule (5), qui donne

13 = £(0 Vg S 1 l =1 @) [’?u )] [om @]B- .- } l
3 — J ,
(13) f(?/) J(0)+ gV L

et alBlqyl. .’ dit—1
ol la somme X' se rapporte & toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de I'équation

a+m+DB+Cm+Dy+...=mn,
et olt
b=a+B+7+...
On peut encore écrire les formules qu’oﬁ vient de trouver de la maniére suivante:

n

oo A=t OF @]
) =r©)+ = 25| S OIMORL |

2ol dgr—1
at
LS g 1 4=} £ () [or (9] [o2 (0P . - |
f(y)=f(0)—rn§46mm ’—‘agggﬂ,,.[ a1 Jo’
ou
Fi@=4() o () +a*bs(O)+-..
et

n n

i 2 n ., .. n
xm =gm (cos—~m+zsm— w> .
m m

Chacune de ces formules donne pour f(y) m valeurs différentes, qui correspondent aux
m valeurs de ¢, et elles sont valables pour toutes les valeurs de @ représentées par les points
de Vaire d'un cercle de rayon égal & 4™, ayant le centre dans l'origine des coordonnées.

»*
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9. Solent

Yty Y2y Y3y + vy Ym

les m valeurs de y qui correspondent aux m valeurs de e,
La formule (12) donne

@ g [ | 1 (8) (e e -bn o ) [Fy (1, )"
FOD @+ f=mpo)+ £ 2| SLOEE A SO
olt
1
Fi(ty0) = [ () + o () +- .. T
Mais on a
gt .. Fe=0,
quand le nombre n n'est pas divisible par m, et
d+egtat. o=
guand 7 =m.4, { représentant un nombre entier.
Done
ST S ol LU CTOR L AUR RIS A
f(y1> +f(3/~) . f{(ym) mf(O) + L:{’L(m’b— 1)' . !

ou, par conséquent,

o @it ) £ () o1 () + @ ba (D)
h demi—=1

f(yi) +f(,7/2)+. . .;}—f(y7;2) :W1f<0) . g .

P i (\77”-— 1) 1

XXXIX, p. 223).

10. On peut déduire facilement de la formule qu’on vient d’obtenir un développement

ordonné suivant les puissances entitres et positives de .

En effet, en développant la puissance ¢ du polyndme qui y entre, on peut écrire son terme

© général de la maniére sulvante:

2t T mi—t
w
Tmi—1)1 | dimi=3

'
! W BIyl...

BRIl IO R Ay e]
0

1)

Cette formule s’accorde avec une donnée par M. Rouché dans important mémoire sur la
série de Lagrange qu’il a publié dans le Jouwrnal de I'Ecole Polytechnique de Paris (cahier
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ol la somme X se rapporte & toutes les solutions entiéres et positives de I’équation

at Bty =1

ou

(=11 [di=t SO O 0 sgyar.. it
(mi—1)1 | dtm—t alBlyl. .. 0

Done¢ on a la formule demandée

o« i mi—t ! 2\ bo 3 .
F@) Aot =m0+ 2 o A L L S O T O]

==
ot la somme X' se rapporte & toutes les solutions entiéres et positives de I'équation

«+28+37+. .. —&—nl:ﬁz,

et ou

f= a8yt

11, L’analyse employée dans le n.° 7 n’est pas applicable quand A{® =0. Mais on peut
la généraliser et 'étendre au cas out I'équation proposée a la forme suivante:

Amy”‘+Am+1 ym+1+Al71+va7z+2_‘_. + " A(();.-) + Aik) y_‘_Aék) 3/2—}—- . )
+x1:+1 (A(()k-}—})__}_ A§"+1)Z/+A§k+0 y?_}_. . )

AP étant une quantité différente de zéro
Dans ce cas, on a

k i

y=a" [p1(y) T2 (y) Fatda (y) +- .. T,

b A APy A g
A, + AmHy + Am-;-ayi +..0

AP+ APH Y+ AR L
T A, FA Ly AL T

................................

5 (y)
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"
ou, en posant &™ =g, v,
1

y=ek F[h ()t onda ()t

On peut donc appliquer la formule de Lagrange, en y posant

1

t=0, F(y0) = vt [ () 0" e () + 0¥ s () +- T,

quand on a, pour toutes les valeurs de v représentées par les points d’une aire B et pour
toutes les valeurs de y représentées par ceux d'une aire B

\Afl">y+A§k’ Z/Z‘!“ Y [A8k+!>+A§/.+.l)y+. } +. .. i>0,
[AL+An gy T ALy +. .| >0,

et, pour toutes les valeurs de z représentées par un peint du contour de B,

1
11, {Ir—l {dfl (1/) + e df.’. (?/) + .. ij'ﬁ

<1.
|yl

De ces inégalités, on peut déduire, comme dans le cas considéré dans le n.° 7, des autres
plus simples, et du développement de f(y), que donne la formule de Lagrange, on peut dé-
duire un antre ordonné suivant les puissances de v.




I1.

Sur quelques développements particuliers
gui résultent des formules (3) et (5).

12. Nous allons maintenant déduire des formules (3) et (D) quelques développements
particuliers. ,
Considérons premiérement la fonction v definie par les équations

u =f(z)7

st 2 ()L i fg G+ o e (I (g —et TEELE)

l—zp(z)’
ol jo| <1 et |@(z)|<1.

En appliquant la formule (3), on trouve

@t o nl POl (O [bOF

a—t !l al Bl ! dp— ’

L8

fE&=FO+
ot la somme X’ se rapporte 4 toutes les solutions entiéres et positives de 1'équation

a+28437+...+nh=n,

et ul
b:U—E_BJFT—E‘..—E“}\;
(928}
X ) x? 7}‘ db—i /(t) " (t) n Y(t) b
() se=ro+ 2y Ea SO EOIOR,

olt A; représente la somme de toutes les valeurs que prend 'expression

n!
alBlqyto !
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quand on remplace «, B, ..., A par les racines entitres, positives et nulles, des équations
a+2843y+...4nk=n, a-f-+...A==0.

En employant maintenant I'identité connue, dont nous donnerons bientét une démonstra-
tration,
(n—1)! < n )
A, — T
T =1T \b /)7

n nn—1).. (9z—b+l)
)=

S 1.2..008

on trouve enfin

Sary @>&—fawwwwuz
(15) fO=ro+ 3 58 o= () o
Nous allons déduire quelques conséquences de cette formule.
1.° Soit
9 1—2z
¢)=1, $E=2—1, f(/)—‘*g 102

On trouve alors le développement

& " ’L 1 n\ d—1 (82— 1)t
fO=rO+ = b= <b> e

Zn
que, en employant la-formule de Jacobi,

1 A1 (2 — 1)1
Rt O= G oqyam g1

ol Xy_4(f) représente le polyndme de Legendre du degré b—1, on peut réduire & la forme
suivante:

12 n

FE=7@+ 2 E 2 (2 ) i )

=1 N j={

Dans le cas particulier ot t=0, on a Xo({)=1, X;_;(#)=0, quand & est un nombre
pair, et

&1@~en7>—%—9_”

5 _
4 (b—1y
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quand b est un nombre impair. En posant alors

b=2m—1,

=my,

on trouve

— & w‘n\ ﬂ‘l\ m—4 n 1.3 5 <9 m— 3) m—4
JE= 2t B <2m—1> (m—1)1 ? §

n=4 m=2

Il est facile de voir que, dans le cas que nous considérons & présent, on a

Flo) = 1 . Sae—1-+V(D+4t)a?—2(1+28)x+1
-2 8 w+1-\/(o+4t 9@~—2(1—;—2t)w+1

et, quand ¢=0
1, Sa—14+vVda*—2a-+1

2)=—-1lo
F&) =5 log w+1—Vhat 2a+1

Les formules qu’on vient de trouver donnent donc les développements de ces fonetion

en série ordonnée suivant les. puissances de «.

2.° Supposons maintenant
o@)=1, $(r)=1—22 f(z)=arcsene.

Il vient alors la formule

- by T
ro=fo+ 2 2% ot (1) e
qui, & cause de lidentité connue
bt
db—i(;ﬂ#—( 1= 13 <2b )smbaxccom
donne
f@=f®-+ nvi %b“l (—1)— b(12 b-1) < ) > sin b are cos .

Quand t=0, il vient

o @ 3 1.3.5...20-1) <n>
N i ,
1@ =t T po1 b’ ’ b/)"
VOL. 1I -

Zﬂ

7]



Les formules précédentes donnent les développements des fonctions

1——90—\/(5)—]—4090"—2(1—%21):12—}—1

are sin
2

ef

l—z—Vba?l—2x+1
2

arc sin

e série ordonnée suivant les puissances de x.
3.° Soit mraintenant

11 vient alors, en appliquant la formule (3) & la fonction 2z définie par I’équation

=tz —1),

le développement suivant:

@® [T 1 (et g Hn

PR Kl Gl ot il 2
n! dzr~1 ;
a=1 N+ L. ze=t

Mais on a

z " %l‘ n n—b bz éy‘ n n—1U 50t Lb{z—1)
(ee-fFz—1) ==\s (z—18) ==\ (g — )b gl b =),

et, par conséquent, en développant le second membre de cette identité suivant les puissances

de z2—1¢,
_ AT V . b2 (z—1)2 b3 (z— )3
(e-+z-—!)":b‘:0<b>e"‘(z—{)”—b;1—1—6(2—1)—;— 31 ) -+ 37 —l—§
Done

9

<dn-4(—ejiz-—t)> _w <7l> E”_“l)! hh—1 it
dzi—1 ¢ b (1)_]),

©t, par conséquent,
o n o n )
z=t+ 3 w_}: <7l>_ l_ bb—lebt'
wmt % opmi N0/ (O—1)!

Mais, d’un autre ¢6té, la formule (14) donne

X gn n
"l Al

z=t-+ 8 — X Aje—igt,
n=1 N : =1
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En comparant ces deux resultats, on trouve la rélation que nous avons employde pré-
Ab:(n—"li <7z>.
(b—1)t\d

o=z, b(9=1, flo)=z

cédemment

4.° Soit enfin

Il vient alors

o

oc“ 2 1 2
~ EEE(S) () e
? + n=1 ’}Z b1 o—1 b

Cette formule donne le développement de la racine de 'équation du deuxiéme degré
e+ (@—te—1)z-4t=0
qui se réduit & ¢ quand x=0.

18. Considérons maintenant la fonetion w définie par les équations

u =f(2>7

=t 2o @)+ gy et e 4y

G@PF e (@)= =1 (3).

La formule (5) donne alors

2) = Sy 1 I OleOF [ (ﬂ“”é
f@O=fO+ 2 o2 alfl.onr@nfeni.. (n’))‘ dir—1

olt X' se rapporte aux solutions entiéres et positives de 1'équation

a+2B8-+374+... +ak=mn,

et ol
b=u+B+...4+%;

ou, par conséquent,

Fle)= f(t)+§ = &g, PSS OROL BEPE

T =1 det—1
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oy 8 représente la somme des valeurs que prend Iexpression

n!
alBlont@nfEni. @

quand «, f§, ..., & sont remplacées par les racines entitres, positives et nulles, des équations
a+2B+37+...Fak=n at+L+y+...F+r=0.

Mais, en appliquant & la fonction (¢*— 1) une formule connue qui donne les dérivées des

o1 [dn(ex—an
T da? o

fonctions de fonction, on trouve

et, par conséquent,

Si=py [P —b0—1r+ () o—2r— ok (0 ) 1)

sir, en employant la notation des différences finies,

1

Sy = 3T AP Qn,
On a done
Sty M0 PO OR 6T
) —f+ e X i A,
(16/ f(z) f(f)+n=1 n! i 1)! dtb——i

Nous allons considérer quelques conséquences de cette formule.
1.2 Soit

fE)=2 ¢@=z2 {@E=1
1! vient alors

?‘" xn n AbOn n

b > b1
n=1 T . p—=t b 1

Cette formule donne le développement en série ordonnée suivant les puissances de = de
Ia fonetion z, définie par 1’équation

z=1-+ (e —1),

qui prend la valeur ¢ quand x=0.
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2.9 Soit maintenant

1 1—=
FE=Fls T e@=1, dE=—1
On trouve alors
() v @& MO R — 1y
f(z) *’f(t) +n:1 nl b:1 LT dp—1 R

ou, en employant une formule de Jacobi antérieurement écrite,

iz

*® n Ab On
Fey=fH+ 2 5 S S 21X ()

1 =4

1
Quand ¢ =0, cette formule donne, en posant b=2m—1, ntl =y,

2

_ Eﬁ[ ;% . m_i< ” >1.3...(2m—3) éb-()ﬁJ
) ne=t 0! ! Em:‘_‘)( b 2m—1 (m—1)! 0

Comme les équations

donnent

F @)= g log 5| A== 2642V L T A 1,

et, quand ¢=0,

5
~
Xy
i
D]
5
o3
s

NI N YV ypmy gy :

les formules antérieures donnent les développements de ces fonctions en série ordonnée sui-
vant les puissances de @,
3.° Soit eucore

f@)=arcsing, o)=1, &¢=1—2%
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Jn trouve alors

15| -

o) 9 b—
e S a AR A (1 g2)
f (Z) f@) o ’)l! b:l b! .v dtb—i !

n={

et, par conséquent, en employant une formule antérieurement éerite,

a L by 1:8...(20—1) A
Y b !

n—t N1 p—

14 g

sin b arc cos /.

f)=7©+

Quand t=0, on a

_ - 4 1.3...(26—1) AbO»
’7/:<Z)_ n:l n!,,L ‘ b ) b’ ’

Ces séries donnent les développements en série ordonnée suivant les puissances de x des

fonctions

1—Vde—12—4(—1)t+-1
2 (" —1) ’

are sin

1—Vd (1741
2" —1)

arc sin

4. On peut supposer que dans les formules (3) et (D) ¢ est une quantité variable, et
elles donnent alors des développements en série d'une fonction déterminée de ¢ On a déja
trouvé quelques développements & double entrée ot entrent les polyndmes de Legendre et les
polyndmes sinb (arc cost); et nous allons maintenant considérer encore deux autres, 4 simple
entrée, ol figurent les mémes polyndmes.

Appliquons, pour cela, la formule de Lagrange aux équations

w= ; log i;z, e=t+xd(z), d(r=22—1.

Il vient
P ph dn—i(ﬂ_])n-—l
= f S __ -~ 7
F@=fO+ 2 2 e,
et, par conséquent,

fes]
xr?

f(z) =f<t) + ni{ 72“ 2n—t Xn-—-l (t)



Mais, d’un autre cdté, les équations considérées donnent

o 1—2—100‘ 1—¢ 1 ﬁm—t%—t/—l[wi—_éfxﬁtq‘—l
STz ST %% - o
Done
w—t4Vida? ot 1 N L
log — =X — 21X, ).

1—t =t 7
En appliquant la formule de Lagrange aux équations
u=arcsing, z=t+ad(z), $(E=1—2
on trouve de la méme maniére

2a—1—Vda? “dat > " 1.8...2n—
@ Vida? —dx 1 resinit b (_D"_‘:_v] 3...2n—1)
1

2z n—

are sin

SIN 12 are cos f.

7
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Sur le calcul des coefficients des formules (3) et (5).

13. Nous allons maintenant indiquer quelques formules qui se rapportent au calcul des
coefficients des séries (3) et (D).
Soit

v=F(), z=t-+xo).

On trouve, au moyen d’une formule connue,

dvu o w0 @) @R @)

\"
= 4

Tar a!BL. @B )

ott la somme X se rapporte & toutes les solutions entiéres, positives et nulles, de I'équation

a+28+37v+.. . Fak=n,
et olt

b=a-+B4i4.. .+

Mais la formule de Lagrange donne, étant appliquée directement & la fonction z, définie
par la deuxiéme des équations antérieures,

<dn z> _ dr—1 [yr (t)}”

dx? 0 _ dth;;lw—#-

Done on a

(88 e e or g D[ AT
n 0 !

dat 21 dt n! din—1
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Cette formule donne le coefficient de «* dans le développement de f(z). En la comparant
a l'expression du méme coefficient, donnée par la formule de Lagrange, on trouve la formule

S OBOF L _y
i1 TEWTBL N

n!f0 (t)I o (0" {L ﬂ‘ﬂtﬂ?ﬁ...[}_ d—ile ()] |*

21 dit n! dgm—t |7

qui peut &tre employée dans le calcul des coefficients de celle-la.

16. Le résultat qu’on vient d’obtenir peut étre encore généralisé, comme on va voir.

Soient
w=Ff (21, 22, 23, +.+),
m=t+xe(z, zn=fhtop(n), wn=ft+xos(s),
des équations données, dont la premiére détermine u et les autres zi, za, 23, ...

On trouve, en employant une formule que nous avons publiée dans le Giornale di Mate-
matiche de Battaglini (t. xvim),

1 dn mn « A dmf ( ')r/ < Z;' > f" <Z'(71)> r ( ')r/’ < Z; > B; < Zén) > W
— =3 : z,)" < (zy)* R L
n! dxt dziddy. .. V7 \21 7! ? 21 n! ’

A 1
L N R S 0 N B U N A U

olt la somme I se rapporte & toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de 1'équation

a4-284+3v+.. . Fak+d +2F 437+ . Fak .o =n,

a=a+f+.. . +k b=dFf+...FN ...,
ot
m=a-+Fb+c+...

Mais, en comparant les développements de z1, =2, 23, ... donnés par la formule de La-
grange, quand on l'applique aux équations précédentes, avec ceux que donne celle de Ma-
claurin, on trouve

y , dio @) . di=t e (0]
() \'(,: O, (ZLI)7 (Zx)o= —“dfti‘_}_v sy (Zf >)o:“ dl:f;ii ] 3

d o (1))
B dta

................................................

. dn—1 l:,‘?_) (I‘»g)]"

dtT—x 2
2
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1 /dvu LA, e, s, ) {'1 d oy (tmﬂ“’ﬁ [1 dr—t [ccl(m]"J
. — L ? ? ? 4 o . LTH AT A DA B
n! \dw)o A qearar . <@ |4 . n! dtr—

(j/ ( 1 du-—‘l [?2 (&)Gn j‘,\/

Int de=t

Nous avons ainsi une formule qui donne le coefficient de * dans le développement de la
fonction w, définie par les équations antérieurement écrites, en série ordonnée suivant les

puissances de cette variable.
On peut aussi calculer, au moyen de cette formule, le coefficient de 2 dans le développe-

ment de la fonetion f(z;, 22, #3, ...) des racines de P'équation
(z—t)(z—ta). .. (2— ) = w(z),
qui se réddisent & #y, 3, t3, ..., quand &= 0, Il suffit qu'on I'applique aux équations

7 (2)

22—ty =x —_— /Z)
TP T e —t) ... TN

o (s
Z2—Tla=0 L ,,_:x,{/?‘(y)}

17. Dans un intéressant article publié dans les Nowvelles Annales des Mathématiques
(3.¢ série, t. 111, 1880), M. Ceséro a représenté les coefficients de la série (B) au moyen d’'un
algorithme qu'il a étudié dans divers travaux et auquel il a donné le nom de algorithme iso-
barique. Nous allons obtenir le résultat auquel il est arrivé an moyen d’une analyse différente
de celle qui a 6té employée par cet illustre géomeétre. ,

Remarquons d’abord que M. Cesaro a donuné le nom de algorithme isobarigue de la fon-

ction f(2) & la somme des produits qui résultent de

Jn) fa)fs). . frs)

en donnant & =y, 72, 73, ..., 7, toutes les valeurs entiéres et positives qui satisfont &
? b 1 7 $

"équation

rebracbrgd o rs=7,



7 étant un nombre entier donné, et qu'il représente cette somme par la notation

S[F()
i
Cela posé, considérons la série (3):
1 d (W ee (HFate @) ade ().
f(z) :f(t)—i_’\:‘iw )j ( [ JI() th.b-z‘( ( ii

et développons la puissance du degré & du polyndme qui y entre de la maniére suivante.
Maltiplions 'un par Vautre deux facteurs égavix &

{A) 2oy (B) o () adoz ()4 ...,

fe résultat par un troisidtme, etc., sans faire la réduction des termes semblables. On voit
ainsi, par induction, que le coefficient de @* dans le développement de la puissance du degré
b de ce polyndme est égal & la somme des produits qui résultent de

o, (1) @ny (1)« - 91, (1)

en y donnant aux quantités hy, &, .

., h, les valeurs entidres et positives qui satisfont &
'équation

hy+hyH.oo Ry =n.

On peut done éerire

b
o) ta*p)+ade(®)+. .. P =2S[g (f)]a"

(3

Pour démontrer cette formule, qu'on vient d’obtenir par induction, nous la supposerons
vraie pour la valeur b, et nous allons démontrer qu’alors elle subsiste pour la valeur

h41.

Mulsiplions, pour cela, ses deux membres par le facteur (A). On trouve

b ]
o (Htate ) fade )b =X o () S (o] +Fo@) S (o] +..
n—i1

n—2

Mais de la définition de P'algorithme isobarique il résulte l'identité

b b b4 B
e (t) S o))+ 92(0) 8 [g.(0]+...= S [g ()]
n—1

< N
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Donc on a
b1
[(L’ 1 (t) + x? Y2 (f) +.. .:‘}b‘H =u 8 [(‘P) (t)] .

7

Au moyen de I'identité qu’on vient de démontrer, on peut réduire la série considérée &
la forme:

b
© a1 PTHSOS[eON
J@=ro+ §4 " El —. n T

b1 drt—1t

C'est le résultat qu’on voulait obtenir.




IX

SUR LA THEORIE DES CUBIQUES CIRCULAIRES ET DES QUARTIQUES BIEIRCULAIRES

(Annali di Matematica, série 3.?, tomo XI. Milano, 1904)






INTRODUCTION.

On sait que les cubiques circulaires et les quartiques bicireulaires sont anallagmatiques, en
général, par rapport & quatre centres d’inversion et on sait déterminer ces points en les con-
sidérant comine les centres des quatre cercles qui sont coupés orthogonalement par les cercles
bitangents dont la cubique ou la quartique considérée est I'enveloppe. Or, dans la premiére
partie de ce travail, nous allons les chercher par une autre méthode, en les déterminant au
moyen d’une hyperbole équilatére, dont une asymptote coincide avec l'asymptote réelle de
la courbe, dans le cas des cubiques circulaires, et au moyen de deux hyperboles équilatéres,
dans le cas des quartiques bicirculaires.

Une autre question, dont nous allons nous occuper, est-celle de la construction des quar-
tiques bicirculaires unicursales. Rappelons d’abord que, si par un point O, placé sur le plan
de deux courbes données, on meéne des dreites qui coupent ces courbes, et si sur chagu’une
on prend un segment, égal & la différence des segments de la méme droite compris entre le
point donné et les deux courbes, le lieu des points qu'on obtient de cette maniére est ume
courbe appelée cissoidale des courbes données par rapport ar point O. Or, nous démontrons,
dans la deuxidme partie de ce travail, que les quartiques bicirculaires unicursales sont les
cissoidales de deux circonférences, réelles ou imaginaires, et qu’il existe, en général, quatre
systemes de circonférences qui donnent la méme quartique.
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Sur 1la détermination des centres d'inversion
des cubigues circulaires,

%, On sait que les cubiques circulaires peuvent &tre représentées par I'équation suivante,
en prenant un point quelconque de 'asymptote réelle pour I'origine des coordonnées et cette

droite pour I'axe des ordonnées:
(@ +yHe=A1a* + Biey-+-Diae-+Eiy 4T

En changeant ensuite 'origine des coordonnées pour le point de cette asymptote dont

Pordonnée, rapportée & l'origine primitive, est égale & ?Bi, on peut encore réduire cette

équation & la forme
(1) (@42 e=Aa?+Dat+Ey+F.

On sait aussi que la condition nécessaire et suffisante pour que la courbe inverse d’une
cubique circulaire soit une autre cubique circulaire est que le centre d’inversion coincide avee
un point de la cubique donnée, qui ne soit pas double.

Cela posé, nous allons chercher les conditions auxquelles doivent satisfaire les coordonnées
du centre d’inversion pour que la transformée de la cubique considérée coincide avec ia
courbe primitive.

Soient (¢, ) les cordonnées du centre d’inversion, et supposons que ce point coincide
avec un pointede la cubique donnée, et qu’on ait, par conséquent,

(19 (*+3Ha=Ac*+Da+EB-F.
En changeant 'origine des coordonnées pour ce point, en posant pour cela

z=x1+q, y=y1+187
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on réduit I'équation de la cubique & la forme
2 (@i+yhei=A—=3wal—ayi —2Baiyi+2Aa+ D=3 —Hay -+ (E—2uB) ;.
En posant maintenant dans cette équation

k2 s k2 30

Ly =55, T oA
x5+ Yy e

2
Il

on obtient celle de la cubique inverse:
3) (@41 Paa+ Qup)=Bu— ANk al+ 23k we ya + « k2 g5+ kb o,

\
ou

P=2A¢+D—-32—0%, Q=E—2u3.

En divisant cette équation par P et en égalant ensuite les coefficients des diverses puis-
sances de a9 et ya aux coefficients des mémes puissances de @y et y; dans I'équation (2), on
trouve les conditions pour que les courbes représentées par les équations (2) et (3) coineident.
On trouve de cette maniére sept conditions, mais en sont seulement distinctes les suivantes:

P=—17% Q=LE—2u«f=0.

La deunxiéme équation et 'équation (1') déterminent les coordonnées (a, §) des points cher-
chés, et ensuite la premiére détermine les valeurs correspondantes de &2,

On conclut done que chague centre dinversion, par rapport auquel la cubique est analla-
gmatique, coincide avee un point d’intersection de cette cubique avec Uhyperbole dont Uéquation,
rapportée aux mémes axes que 'équation (1), est la suivante:

N
4) 2ey=KE;
et que le vayon du cercle d’inversion correspondant est donné par la formule
2=3u2+B2—2Au-—D.

Inversement, la cubique est anallagmatique par rapport & tous les points d’intersection avee
Uhyperbole, a Uexception de ceux dont les coordonnées annulent k2.

On conclut aussi de ce qui précede que les asymptotes de I'hyperbole considérée coinci-
dent avec asymptote réelle de la cubique et avec la perpendiculaire & cette droite, menée
par lorigine des coordonnées auxquelles '"équation (1) est rapportée.

VOL. 1I HH



En posant
Jy=*+yHe—A22—Da—Ey—F

et en remarquant qU’Oll a

Q=—fy(%p) B=—P=fs(sp),

on voit encore que les tangentes & la méme cubique aux centres d’inversion considérés sont
paralleles & son asymptote. Cette proposition importante est bien connue (Basset: An elemen-
tary treatrise on cubic and guartic curves. Cambridge, 1901, p. 157).

On voit, au moyen des mémes équations, que, si la cubique est unicursale, U'hyperbole
passe par son point double, mais que ce point ne peut pas &tre un des centres d’inversion
par rapport auquel la courbe soit anallagmatique. Le point double doit, en effet, satisfaire

aux équations

fy’(l'u?/):-?m?/—E:Q f@((m,y)zo,

On voit enfin, au moyen des équations (1) et (4, que les centres d’inversion considérés

sont placés sur une parabole de Wallis, représentée par I'équation
Ey=2@3—Az>-Daz—T).

2. En éerivant I'équation (1) sous la forme

E+vE—da@—Aa?—Da—F)
y = D 9
on voit immédiatement que hyperbole précédemment considérée coupe par le miliew toutes les
cordes de la cubique, paralldles o son asymptote réelle.

11 régulte de cette proposition que les tangentes & la cubique aux centres d’'inversion, par
rapport auxquels elle est anallagmatique, sont paralleles & Pasymptote réelle et que I'hyper-
bole passe par le point double de la courbe, quand elle est unicursale. Ces deux propriétés
de la cubique ont déja été démontrées précédemment d'une autre maniére.

11 résulte encove de la méme proposition que, st la cubique « un point de rebroussement,
Uhyperbole considérée lut est tangenie en ce point, et que ce cas est le seul dans lequel cette hy-

perbole est tangente & la cubique (1), & distance jfinie.

8. L’équation qui détermine les abscisses des centres d’inversion considérés est la sui-

vante:

4@t —Aa?—Da?—~Fa)—E2=0,
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et il résulte de ce qui préceéde que ses racines sont toutes distinctes, quand la courbe n’est
pas unicursale, puisque alors la cubique et 'hyperbole ne peuvent pas &tre tangentes & dis-
tance finie.

Si la cubique a un.noeud, elle est coupée par I'hyperbole & ce point, en deux points dis-
tinets du précédent et & l'infini. Alors deux des racines de J'équation précédente sont égales
et correspondent au point double de la courbe, et deux sont distinctes; et la courbe est anal-
lagmatique par rapport & deux centres d'inversion.

Si la cubique a un point de rebroussement, elle est coupée par I'hyperbole & ce point, &
un autre point placé & distance finie, et & l'infini. Alors il n'existe qu’un centre d’'inversion
par rapport auquel la courbe soit anallagmatique.

Les propositions précédentes doivent &tre modifies quand IE=0. Alors 'hyperbole se
réduit aux droites =0 et =0, et lc nombre des points par rapport auxquels la cubique
est anallagmatique est égal & 3, quand la courbe n’est pas unlcursale, & 1 quand elle a un
noeud, & zéro quand elle a un point de rebroussement.

Les coordonnées de ces points sont données pav les equations

2?—Aa?-Dae—F=0, y=0.




II.

Sur 1la détermination des centres d'inversion
des guartigues bicirculaires.

4. Considérons maintenant les quartiques bicirculaires et supposons quon ait réduit
d’abord leur équation, par les moyens connus, & la forme suivante:

®) @+ "2 =A2*4-By2+-Da+Ey+F;

et, en représentant par (u, §) les coordonnées d'un point quelconque, cherchions les condi-
tions pour qu'une quelconque de ces courbes soit anallagmatique par rapport & ce point.

s

En changeant, pour cela, 'origine des coordonnées pour ce point, donnons & ’éguation
de la courbe la forme
@+ 4 (wm+ Byn) (5 ) = [A — 4 22 (e 4 Bl — 8P ga -+ [B— 4B 2(2+59)]
FRAu—da(@@ 39+ D]+ [2BE—45(@+ 5+ By —f (s, B)

f,y)=@"+y)—Az?—By*—~Da—Ey—F.
Pour obtenir 'équation de la courbe inverse de la précédente, posons maintenant

7(}2 €9 71:2 3/2

Y= —5——3y Y11=
T3+ 12

2 | .20
x4+ v
On trouve l'équation

Sl B @453 —R2Ac—4(@+3)a+D)aa+2BJ—4 (4§ B+ E) ya] (x3+ 22)
=k (A—6a2—28)al+ 5 (B—0632—2a®)y;— 8t af o yo — 4 kS axrg — 5 k6 Byo — 8.
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Les conditions pour gue la courbe représentée par cette équation coincide avec l'anté-

rieure sont les suivantes:
E2[2Aa—4 (>4 at+D]=—4af(,p),

K22BB—4(2+B)3+E]=—48f(%B),
I == f (a, B),

T . L
La(@4F)—24a—D= g,
2 L ongm_ KB
LB+~ 2Bp—F=

et, comme les deux derniéres équations ne sont pas distinctes des antérieures, elles se rédui-
sent aux suivantes:

B =),
©) 2Au— 4§t D= — 4k,
2B B—4 (245 -+ E=— 412,

Nous avons ainsi trois équations, qui déterminent les coordonnées («, ) des points par
rapport auxquels la quartique considérée est anallagmatique et le rayon k% du cercle d’in-
version.

En éliminant 4% entre les deux derniéres équations, on trouve la suivante:

) 2(A-—B)’a[3+DB——Ea=:O,

laquelle fait voir que les centres d’inversion considérés somt situés sur une hyperbole dont
Uégquation, rapportée au méme systeme de coordonnées que (D), est

) 2(A—B)ay+Dy—Ex=0.

Cette hyperbole passe par l'origine des coordonnées et ses asymptotes sont les paralltles
aux axes des coordonnées menées par le point

<" 2(AD—B)’ Q(AE—B>>‘

En multipliant les deux dernieres équations (6), membre & membre, et en ayant égard &
la premiére, on obtient 1’équation

) %8(A-B)(a'ﬁ—ﬁﬂ)a,e+[4AB+16Da+16}3[—3+16F]aﬁ

—4(DB+Ew) (@) +2AEa+2BDE+ED =0,
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qui donne, en ayant égard a (7),

(10) %(aﬁ—ﬁ‘-’ﬂ—zx[%%ererAB] «p+2AE«+2BDB-ED=0.

Donc les centres d'inversion par rapport auxquels la quartique (5) est anallugmatique, coin-
cident avec les points d'intersection de Uhyperbole représentée par Uégquation

L2 2 -
(11) i—%—%(xa—gﬂ)—[—él [%g——FéLF—FABJwy—}—?A,Em—F?B Dy+ED=0

avec 'hyperbole yeprésentée par Iéquation (8).

Les asymptotes de chacune de ces hyperboles sont perpendiculaires Uune d Uautre.

3. Tous les points d’intersection des hyperboles précédentes sont des centres d'inversion
par rapport auxquels la quartique est anallagmatique, 4 l'exception de ceux qui coincident
avec des' points de la quartique considérée, puisque les coordonnées de ces derniers points
annulent k%

Soit ag, B1) un point d’intersection des hyperboles qui satisfasse & cette condition.

On a alors

f(“la B1)=07
(12) 2Aa—4 (45w D=0,
2B B —4 (BB E=0.

Mais

—fo(e, B)=2Aas—4 (s + B} + D,
—fy (o, B1) =2 BB —4 («i + B)) 1+ E.

Done (us, Bi) est alors un potnt doudle de la quartique, et cette courbe est, dans ce cas,
unicursale. ‘

Inversement, sila quartique est unicursale et (uy, Bt) sont les coordonnées du point double
quelle posstde & distance finie, ; et By satisfont aux équations (12); et, par conséquent, &
I'équation qui en résulte:

(13) 2(A—B)a1B.1+D[3;—Ea1=O.
Donc le point considéré est situé sur I'hyperbole représentée par ’équation (8).

En multipliant les derniéres équations (12) membre & membre et en ayant égard & la pre-
miere et & (13), on voit que uy et By satisfont aussi & 'équation (11).
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Nous avons done le théoréme suivant:
Si la quartique considérée est unicursale, les hyperboles (8) et (11) passent par le point
double qu’elle a & distance finie. En tous les autres cas les points d’intersection des deux hyper-

boles sont différents de ceux de la quartique.

6. L’analyse qui précéde doit étre modifiée quand D=0 ou E =0, c’est-d-dire quand
la quartique est symétrique par rapport & I'un des axes des coordonnées.

En supposant D=0, la deuxiéme des équations (6) se décompose dans les deux sui-
vantes:

a=0, A—2(?+3=—-2k2%
A la premiére équation correspondent trois valeurs de {3, donndes par 'équation
SER+4(B*+4F) 82+ 4BEJS4HE*=0,

et, par conséquent, trois centres d’inversion par rapport auxquels la quartique est anallagma-
tique, si elle n’est pas unicursale. Un de ces points est réel et les autres peuvent étre réels
ou imaginaires, et ils sont tous placés sur I'axe de‘la courbe. Si la courbe est unicursale, le
nombre des centres d'inversion considérés se réduit & deuwx.

La deuxiéme équation n’est pas compatible avec les autres équations du systéme (6) que

dans le cas olt I'on a

(A2 4+ 4F) (A —B)+E2=0.

Mais, dans ce cas, en éliminant I entre cette équation et celle de la quartique considérée,

on la réduit 4 la forme
[2 (a2 4% —AJVB A +[2(A—B)y—E]=0,

La quartique considérée se réduit donc alors & deux circonférences, qui se coupent en

denx points de la droite représentée par 'équation
2(A—B)y—E,

et ce systeme de circonférences est, par conséquent, anallagmatique par rapport & tous les
points de cette droite. Ce résultat s’accorde avec celul que donne immédiatement la Gtéomé-
trie élémentaire.

On considére de la méme maniére le cas ott B=0.

St on a A =B, I'équation (7) se réduit & la suivante:

DB—Ea=0,
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et I'équation (9) & la suivante:
A[A?+4(Du+EB+4F)aB—4(DB+Ea)(+p)+2A(Eet+DB+ED=0.
En éliminant § entre ces équations on trouve
8D+ EHN?+4(A2+4F)D*+4AD?*u+D3=0.

La guartique est donc anallagmatique par rapport & trois centres d’inversion, si elle n’est
pas unicursale, et ces points sont situés sur la droite représentée par I'équation

Dy—Ex=0.

Si la guartique est unicursale, les centres d’inversion considérés et le point double qu’elle
a & distance finie sont situés sur cette droite et le nombre de ces centres est égal & deux.




L

Sur une manicre de construire les gunartigues
bicirculairtes unicursales.

9. Nous allons considérer maintenant, en particulier, les quartiques bicirculaires unicur-
sales pour donner une méthode trés simple pour les constraire, qui, suivant nous le croyons,
n'a pas encore été remarquée, ,

Prenons deux circonférences C et C' et sur la premiére un point O. Menons ensuite par
ce point une droite arbitraire O K et svient B le point ol elle coupe la circonférence C, et B
et I les points ont elle coupe C'. Prenons ensuite sur la méme droite, & partir de O, deux
segments O A et O Aj, respectivement égaux & OE— OB et OE' —OB. Cela posé, le lieu
géométrique des positions que prennent A et Ay, quand O X varie, en tournant autour de O,
est une quartique bicirculaire unicursale.

Soient, en effet, O Uorigine des coordonnées, (¢, 3) les coordonnées du centre de C, (a, b)
celles du centre de C', R le rayon de cette derniére circonférence, p; le segment OB, pa les
segments O K et O/, o les segments O A et O Ay et § 'angle formé par OK avec 'axe des

abseisses. L’équation, rapportée aux coordonnées polaives, de ia circonférence C est
p1=2 (o cos 0+ Bsinf),
et celle de la circonférence €

03— 2 (@wcos 04 bsin6) po =R? — a? — b2

Nous avons donc

p=acosf-+bsinl+ V(acos@+bsin0)9+l{f——2(acosﬁ+ﬁsinﬁ),

R2=R2— 02— p2:

?
VOL. 11
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et par conséquent
[p+ (2« —a) cos 0+ (25 —B) sin 62 = (a cos 0+ D sin 62+ R},
ou, en posant w—=pcosl, y—=opsinb,
(@ + 922 Qu—a)o+ 28—yl = (aw+ Dy + R @+ ),
ou enfin

@4 2 12a— 2t 25—0)y) @+ 1)

14
(4 [=@aa—4a® + RN+ (403 —4321R)2-+H4(af+ba—2aB)my.

Cette équation représente une quartique bictreulaire unicursale. Son point double coincide
avece le point O, et il résulte de ce qui précede que ce point est un noeud réel, quand les
circonférences C et C' se coupent, un point de rebroussement quand elles sont tangentes, et
un point isolé quand elles n'ont pas de points communs. II résulte aussi de la construction

,

récédente que les tangentes & la quartique au point double passent, dans les deux premiers
q 8 ,

eas, par les points communs aux deux circonférences.

8., Le systome de deux circonférences qu’on vient d’employer pour construire la quar-
tique représentée par Uéquation précédente, n’est pas unique. En remplacant, en effet, dans
Péquation antérieure d’abord a par —a, b par —0b, et ensuite « par a—a et § par 3—2,
cette équation ne change pas; et, par counséquent, il existe un deuxieme gystéme de deux
circonférences, I'une ayant pour centre (—a, —b) et passant par U'origine des coordonnées O,
et lautre ayant pour centre (z-—a, B-—0) et pour rayon R, qui, quand on lui applique la
construction précélemment considérée, ménent & la méme quartique.

Nous représenterons le premier systéme de circonférences qu’on a considéré par C; et €,
le deuxitme par Ca et Cj, et nous ferons voir bientdt que la méme quartique peut &tre en-
core considérée comme la cissoidale de deux autres systémes de circonférences imaginairves

(C37 03) et (C/,, 04)

%. Nous allons étudier maintenant la question inverse de la précédente, c’est-d-dire,
nous allons voir si toute quartique bicireulaire unicursale donnée peut &tre construite par la
méthode qu’on vient d'indiguer.

Pour résoudre cette question, je remarque d’abord que I'équation de toute quartique bi-
eirculaire unicursale peut 8tre réduite & la forme suivante, en prenant le point double qu’elle

osséde & distance finie pour 'origine des coordonndes:
tel

(15) (@22 met+ny) (@@ +y)=A22+Baey+Cy?,
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et qué les conditions pour que la courbe représentée par cette équation coincide avec la
quartique représentée par (14) sont

Qu—a=m, 2p—b=n,
daa—4 21+ Ri=A,
403 —482+RI=C,

4(aB+ba—2aB)=B.

Or ces équations donnent, en éliminant « et 3 dans les trois dernieres au moyen des deux
premieéres,

(K) a?—m24Ri=A, 2—n?4-Ri=C, 2@l—mn)=B,

et par conséquent

(16) at—(A—CH+m2—n?) > — <-;—B+mn>~:.07
~ B+2ma
17) b
L, 1
09 oL, =L,
1
(19) R'f =—;~ [m?—}—n‘-’ - A—G—C——(ai’—%z;ﬂ):[;
(20) RE= L w4t p A O a2 4 B2,

Nous avons ainsi six équations qui déterminent les quantités «, b, «, B, By et R, quand
m, n, A, B, C sont données, et lesquelles font voir que la quartique (1) peut &tre considérée,
de guatre maniéres différentes, comme la cissoidale de deux circonférences, réelles ou imagi-

naires, par rapport & un point situé sur une de ces circonférences.

#@. 1l nous faut maintenant examiner si les circonférences précédentes sont réelles ou
imaginaires.

L’équation (16) donne pour a? une valeur positive et une valeur négative; et par consé-
quent pour a deux valeurs réelles, égales et de signe contraire, et deux valeurs imaginaires;
l’équzltion (17) détermine ensuite les valeurs correspondantes de 5. Nous avons ainsi les coor-
données des centres des quatre circonférences Cj, Cy, Cs et C}, qui sont deux rélles et deux

jmaginaires.
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Ley équations (18) déterminent ensuite les coordonnées des centres des circonférences
correspondantes Cy, Ca, Cs et Cy, qui sont aussi deux réelles et deux imaginaires.

L’équation (20) détermine enfin les rayons des circonférences Cy, Cy, C5, C; et fait voir
que ces rayons sont réels quand

m>+n?+ A+ C+a?+02>0,

et imaginaires dans le cas contraire.

On conclut de ce qui précéde que, quand cette dernidre condition est satisfaite, existent
deux systémes de circonférences réelles (Cy, Cy), (Cq, C3), au moyen desquelles on peut cons-
truire la quartique (1), en employant la méthode considérée au n.® 7. Les centres de ces
circonférences sont situés sur une droite qui passe par l'origine des coordonnées, & égale dis-
tance de ce point. Les deux autres systémes de circonférences (Cs, Cy), (T}, C;) sont toujours

imaginaires.

11. Tes coordonnées des centres des circonférences imaginaires dont la quartique (15)
est la cissoidale peuvent &tre déterminées de la maniére suivante.

Soit a; une des racines rdelles de I'équation (16) et by, wi, By, R/ les valeurs correspon-
dantes de b, ¢, B, R.

En posant dans cette éguation

m=2a —ay, n=20—10,
A=dayu—4ai+R2— (i 1}),
C =4l B —4B+R2— (@ + 1),
B=4(aBi+bray—2af),

on obtient la suivante:

at—(a} -1} a?—a; 0} =10,
qui donne pour a les quatre valeurs
a=4a, a=Zbi.

Les quatre valeurs correspondantes de b sont
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et celles de « et 8

1 1 .
g (2P1—b)+ 5 ari,

I

1 1 .
a=?(2a4—a;)———2—b”, .[‘3=

[\

1 1, . 1 1 .
u=5 Qu—a)+5 bt 3=?(231—Z’4)—§“”7

e=uat, B=0,

o= —a, B=D[B—D>o.
Les valeurs correspondantes de R? sont données par I'égalité
R*=R"?%— (o + 1)),

quand ¢ =101, et par le formule

2__ R
R2=R"?,

quand a=a.
Les coordonnées des eentres des circonférences imaginaires C3 et €4 sont done

"1 1 .1 1 .
L—Q(Qal——m)—z)—luz, (2[34—64)—!—30”],

2
[%‘(20‘1““4)_!_%" b, %(231_51)_%@1},
ceux des circonférences Cj et C; sont
(017, —ay?), (—b1i, are),
et les rayons de ces deux derniéres circonférences sont égaux &
R2—(a} +0)).

12. Entre les positions des centres des circonférences Cj, Ca, C; et C; et des foyers de
la quartique econsidérée, qui résultent de lintersection de ses asymptotes, il existe une rela-
tion que nous allons indiquer.

Cherchions les asymptotes de la courbe an moyen de la méthode connue. On trouve

— y !
y=tixt+u,
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olt u représente une quantité donnée par 'équation
9 . 1 -
2L~—(nlz—7z)1L+I(AJ;~Bz—C)=~O.

Or, cette équation donne, en y remplagant m, n, A, B, C par leurs valeurs en fonction
de ay, b1, a1, Bi et en la résolvant ensuite:

1

) (7)1 — a4 Z)

1 . :
u=?[(2 a—ug)t— (2 P1—by)] =
Les équations de asymptotes cherchées sont done les suivantes:

yzl,L% [(2(/.1———((4)?:—(2{31—Z)J)Jr-[/i—ali],

(M

1 . . .
y:—ix—%—?[—(Z ag —ay)t— (2B —by) + by 4-ag 2],

y:ix—{—f:}[(2641——(14)@'—-(2{31—61)—61—}—cu i,

Yy=—tax-| ! [—Qa—a)t— (281 —0b1) —by—ayi].

2

Or ces droites se coupent en quatre points, deux réels ot deux imaginaires, qui sont les

foyers singuliers de la quartique, et dont les coordonnées sont les suivantes:

(—at, —B), (ar—a, Z“_igl%

1 1., . 1 1 .
[7(611—2([1)—%—76117 ?(61—23{>——‘)—a1lJ,
1 1 .1 1
142 (ap—?cq)—?b.lz, E«(b;—?ﬁl)—{——?—auj.

On en conclut que ces foyers sont situés sur les droites qui pussent par le point double de
la quartique considérée et par les centres des circonférences Cy, Ca, Cs, Cy, et que les distances

de ces foyers au point double sont respectivement égales aux distances des centres au méme point.

8. En cherchant le vecteur du milieu de la corde A A} (n.° 7) de la quartique consi-
dérée, qui passe par le point double O, on trouve, en le représentant par ps,

=5 (0A+0A,



et par conséquent (n.° 7)
p3 =acos 4 bsin b —2 (acos -+ 3sinf).

Cette équation représente done, en coordonnées polaires, le lieu géométrique du milieu
des cordes de Ja quartique, qui passent par son point double.
L’équation cartesienne du méme lieu est la suivante:

4y —(a—20)z—(b—203)y=0.
Donc: le liew géométrique du miliew des cordes qui passent par le point double d’une quar-

tique bicirculaire unicursale est une circonférence, qui passe par le point double.
Les coordonndes dn centre de cette circonférence sont

oot 1 5 3
et son rayon est égal a ?V(a~2a)3+(6—2 B2

14. Il résalte immédiatement de la définition de la circonférence, précédemrment consi-
dérée, comme lien du milien des cordes de la quartique qui passent par lé point double O,
que les points ot elle coupe la quartique coincident avee les points de contact des tangentes
4 la méme quartique, menées par le point O.

Nous ajouterons & ce qui précede que les tangentes considérées peuvent étre tracées d’'une
maniere trés facile, puisqu’il résulte immédiatement de la méthode donnée au n.° 7 pour
construire la guartique qu’elles coincident avec les tangentes 4 la circonférence ', menées
par le point double O. Elles sont donc imaginaires quand le point O est situé & Uintérieur de
la circonférence considérée et réelles dans le cas contraire.

On pent encore obtenir ces résnltats analytiquement, en les déduisant de I'éguation de la

quartique, mise sous la forme
2?4+ 2+ Qu—a)ya+2F -0y =(R*—0)a? - R*—a®) y*>+2abay.
Cette équation indique, en effet, que la circonférence dont 'équation est
2+ 4+ CQa—a)x+(28—0)y=0
coupe la quartique aux mémes points que les droites représentées par 'équation

R2—0%)a?+ (R2P—a®) 2+ 2abaxy=0.
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Or ces droites sont tangentes & la circonférence (', dont 'équation a été écrite au n.° 7,
passent par 'origine des coordonnées O et sont réelles, quand a?-54%> R?, et imaginaires
dans le cas contraire.

15. Considérons, pour faire une premitre application de la doctrine précédente, la courbe
définie par I'équation

@y =fra gy

laguelle fut étudide par Booth en son Treatrisec on somme new geometrical methods (London,
1877, t. 11, p. 163), ou il lui a douné le nom de lemniscate elliptique (1),
On a alors (n.° 9)

A=7% B=0, C=¢% m=0, n=0,
et par conséquent « est déterminé par 'équation

(21) ab—(f2—g?) a? =0,

qui donne

A la premiere solution correspondent les valeurs suivantes de 5, R?, « et §, dennées par
les formules (X)) et (18):

1

b=tV @—7% Ri=g' «=0, f=t-

V=T

Donc: st Uon a ¢* > f?, il existe deua systimes de circonférences véelles (Cy, Cy) et (Ca, Co)
telles que la courbe considérée est une cissoidale de chagque systime par rappoert & Uorigine des
coordonnées.

Les coordonnées des centres de ces circonférences sont

(=0, 8=t 2V F=7), (a=0, bmtvy=7),

et les circonférences Cy et Cp passent par l'origine des coordonnées et les rayons des autres
sont éganx a g.

(1) Voyez aussi notre: Geomelria de las Curvas notables, tanto planas como alabiadas, publié par I'Aca-
démie des Siences de Madrid (p. 118).
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Les centres des circonférences € et Cy sont donc situés sur 'axe des ordonnées et coin-
cident avee les foyers de Uellipse

Y .
Ze=1,

7Ty

dont la lemniscate elliptique est la podaire.

Les centres des circonférences C; et Cz sont aussi situés sur 'axe des ordonnées et les
distances de ces points & l’origifle sont égales A la moitié des distances des centres de Cj et Cy
au méme point.

Aux autres solutions a==+Vf2—g% de I'équation (21) correspondent les valeurs de b,

R?, «, B suivantes:
1
‘b=07 R2=f23 C‘:?‘/fg”‘g?: B=O7

qui sont réelles quand f2> g%

Dans ce cas les centres des circonférences réelles des deux systémes dont la quartique
considérée est une cissoidale, sont situés sur 1’axe des abscisses; ceux de ) et Cy coincident
encore avec les foyers de lellipse dont la quartique considérée est la podaire centrale, et
ceux de Cy et Cy divisent en deux parties égales les segments de cet axe compris entre les
précédents et l'origine des coordonnées.

18. La courbe représentée par l'équation
@+ =f2a?—g% g7,

4 laquelle Booth a donné (I. ¢.) le nom de lemniscate Ayperbolique, peut &tre étudiée de la
méme manidre. _
On trouve ainsi pour a, 4, R?, « et § les valeurs

a=0, b="4iV21g, Ri——g8

auxquelles correspondent deux systémes de circonférences imaginaires, et les valeurs
+VF P2 b=0, R2=f2 + 1 Vi2r g2
a=2V fi4g% b=0, =f% =T it B=0,

auxquelles correspondent deux systémes de circonférences réelles, de chaqu'un desquels la
quartique est une cissoidale. Les centres des deux circonférences (Cj, Cg) coincident, comme
dans le cas antérieur, avec les foyers de I'hyperbole dont la lemniscate hyperbolique est la

podaire, les autres deux divisent les distances de ceux qui précédent au centre de la courbe
n deux parties égales.

J7
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Quand f?=g¢? la courbe considérée coincide avec la lemniscate de Bernoulli, et on voit
donc que cette courbe est la cissoidale des circonférences dont les centres sont (f /2, 0) et

(%f V2, O>, ou (—f V2, 0) et (—%—f V2, 0), par rapport & Uorigine des coordonnées, le

.y . ’ ’ » < . Iy 1 ey
rayon de la premiére circonférence étant égale a f et celui de I'autre & —2—f V2.

17. Nous allons faire la derniére application, en considérant le limagon de Pascal, dont
'équation est

(@ + g —kx)? =12 (2 +y)?,
ou

@2+ 92— 2k (2?4 y¥) e = (A?— k%) 2 +-h? 2.
On trouve alors, au moyen des formules (K) et (18) du n.° 9, en y posant
A=r—F2 B=0, C=R? m=—£k n=0,

les résultats suivants:

a=0, b=0, Ri=#, a=_%k, 8—0.

Done: le limagon de Pascal est la cissoidale de deux circonférences par rapport a lorigine
des coordonnées. Le centre d'une circonférence coincide avec cette origine et son rayon est égal
1

3 k, [3=0> et son rayon

a k; les coordonnées du centre de Uautre circonférence sont <a= —
, 1
est égal & ?k.

Quand =1, on a la cardioide. Alors les deux circonférences qu'on vient de considérer
sont tangentes.
L’équation de la circonférence qui est le lieu du milieu des cordes du limagon qui passent

par son point double, est

a?+yi—hkae=0.

Cette circonférence est done symétrique, par rapport & I'axe des ordonnées de celle, de

centre (—% k, O> qui fut considérée précédemment.




SURUN PROBLEME DE CAUSS ET UNE FLASSE PARTICULIERE DE FONCTIONS SYMETRIOUES

(Giornale di Matematiche, t. XLIL. Napoli, 1904)






INTRODUCTION.

Nous allons étudier dans ce travail quelques questions qui se rattachent plus ou moins
étroitement au probléme suivant, par lequel Gauss a ouvert son beau et important Mémoire :
Theoria interpolationis methodo nova tractata (1):

Chercher la somme

ar br
(a—b)(a—c¢)(a—d){a—e) ...+(b—a)(b—c)(b—d)(b——e)
" ar

+ (c—a)(c—b)(c—d)(c—e)... +(d—a)(d—b)(d—c) (d—e) ... e

a, b, ¢, d, ... éant m quantités différentes, et n un nombre entier quelconque, positif ou néga-
tf, ou zéro.
Comme solution de ce probléme ce grand géométre a trouvé que cette somme coincide
avec la fonction symétrique entiére de ¢, &, ¢, ...
Zlal’chﬂ..,
ol le signe X s’étend aux solutions entiéres, positives ou nulles, de ’équation

prgtrt...=n—m-+1, (nSm)

et il a démontré aussi, en passant, que la somme considérée représente le coefficient de an—m+1
dans le développement de la fonection

[(1—ax) (1 —ba) (1 —cx)...]—*

en série ordonnée suivant les puissances de z.

(1) Werke, t. 111, pag. 265;
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La fonction précédente est un cas particulier de la suivante:

% | ;(’*ﬂz';—l) <”+9g_1>...apbw...,

étudiée jadis par Wronski, qui en a fait usage pour résoudre les équations numériques, et
plus récemment par M. d’Ocagne en deux articles publiés aux Nouwvelles Annales de Mathé-
matiques (3.° série, t. 11, 1883, pag. 230, t. v, 1886, pag. 2b7); et en un important Mémoire
sur les suites récurrentes, publié au Journal de I Ecole Polytechnique de Paris (xLiv®. Cabier,
1894); par M. Cesiro en deux intéressants articles publiés dans les Nowwvelles Annales de
Mathématiques (3¢ série, t. 111, 1884, pag. 561, t. 1v, 188D, pag. 59); par M. Dickstein
das les Mémoires de I’ Académic de Cracovie (1888, t. xvI); ete.

Pour calculer cette fonction, quand a, b, ¢, ... satisfont & 1’équation
(2) (1—ax (1—buwy . ..=1-4pre+ pax? . ..+ ppa™,
D1, P2, - ., P Otant des quantités données, M. d’Ocagne a falt connaitre, dans le Mémoire

précédemment mentionné, une formule, qui a sur celles qu’on avait employées pour le méme
but, 'avantage de donner le résultat sous sa forme définitive, sans qu’on ait besoin de faire
ensuite des réductions de termes semblables, et encore un théoréme, pour simplifier ce cal-
cul, quand le second membre de (2) peut tre décomposé en un produit de facteurs.

Dans le présent travail je vais m’occuper principalement de ce calcul et de quelques ap-
lications du résultat obtenu par Gauss.

Je commence pour donner une démonstration de ce résultat, un peu différente de celle
de Gauss, et pour établir la formule employée par M. d’Ocagne pour le caleul de la
fonction (1), par une voie différente de celle qui a été suivie par cet illustre géométre. En-
suite je présente une nouvelle méthode pour le calcul de la méme fonction, en déduisant sa
valeur de celle de la somme a0 4 ¢* 4 ... par une régle analogue et d’aussi facile appli-
cation que celle qui donne la dérivée des fonctions entiéres. Cette régle me parait avoir quel-
que importance, parce qu’il existe des tables pour le calecul de la somme considérée, qu'on
peut ainsi employer pour le calcul de la fonction (1).

Les méthodes pour le calcul de (1) qu’on vient d’indiquer, sont applicables quelle que
soit la valeur des entiers m, v, ... Mais, pour le cas ou p, v, ... sont différents de 'unité,
nous présentons une nouvelle méthode, d’une application plus facile. Pour cela, nous consi-
dérons d’abord le cas ol p, v, ... ont la méme valeur %, et, pour obtenir la valeur de (1)
dans ce cas, nous donnons premiérement une formule générale et ensuite une régle au moyen
de laquelle on forme successivement les valeurs des fonetions correspondantes anx valeurs
1,2, 3, 4, ... de &, semblable & celle qu'on emploie pour former les dérivées successives
des fonctions entiéres. Le cas ol tous ou quelqu’uns des nombres g, v, ... sont différents
est ensuite réduit au précédent au moyen du théoréme de M. d'Ocagne ci-dessus mentionné,
et encore par une autre méthode d’une application plus facile.
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Dans la deuxitme partie de ce travail je fais Vapplication des résultats obtenus dans la
premiére & la théorie du développement des fonctions rationnelles en série. Je retrouve les
résultats obtenus, par un autre voie, par M. d’Ocagne dans le Mémoire sur les suites récur-
rentes, et je donne encore un nouvelle maniére de résoudre la question quand le dénominatenr
de la fonction considérée a des racines égales,

La derniére partie de ce travail est consacrée & quelques applications de lidentité de
Gauss qui nous a servi de point de départ, obtenues en donnant des valeurs particuliéres %
a, b, ¢, ..., cequinous conduit 4 diverses identités qui nous paraissent offrir quelque intérét.



Solution du probléme de Gauss précédemment énoncé et calcal
des fonctions symétriques auxquelles il conduit.

1. Considérons la fraction rationnelle

e

En la décomposant en des fractions simples, on trouve

-y
e e D T

=+ =+
1 1y/1 1y1 1 1 1 1y/1 1y\/1 1 1
(b _7> <7_7)<7_7) T ('c__—a_><c o b><c _7[> T
et, par conséquent,
am—t _ 1 1 4
Q—ax)(1 —bx)(1—cx)... (a—b)(a—c)(a—d)... l—ax
, 1 1 1 1
Th=a)b—c)b—d)..." 130 (c—a)(c—b)(c—d)... 1—cx + v
ou
om—1 . ay Bi 11
®) (1—ax)(l—bx)(1l—cx)... D P v 1——633_{_”77
ol
1 1

T e—c)la—d)... " Bi:(b—-a)(b——c)(b—d)... re
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ou encore, en développant les bindmes qui entrent dans le second membre,

gm—4

(1—ax) (1—ba) (1 —cx). . . =ay[1+ awt a2+ aded-- . . .]

+Ba [1 4 b + % - b33 - . ]
471 (L4 e+ %3 Bl 4. . ]

=8, + Siz+ Sea? 4-. . . A Sk . .,

ol
Sy = oya* - B{Z)"—}—]’,ck—]—. ..
On a done
1 S Sl Sm—? <
(e d i 1—w). . bt S S Sue et Syt

Nous avons ainsi I'égalité au moyen de laquelle Gauss obtient S;, Si, Sz, ... Pour cela,

il multiplie les développements des bindmes
(I —ax)=!, (1—bx)~t, (1 —ca)™, ...,
qui entrent dans le premier membre de cette égalité, ce qui donne un résultat de la forme
Tarbicr ... Pttt

et ensuite il égale les coefficients des mémes puissances de x dans les deux membres. Ii

trouve de cette maniere

Sp=0, 81=0, 52=0, ..., 8, 9=0, S,,=1,
et, pour n§ 1,
4) Spgn—t =2ga? blcr. . .,

ol le signe Xy s’étend aux solutions entiéres, positives ou nulles, de 1’équation

ptgtr...=n,

2, Supposons maintenant que a, b, ¢, ... soient les racines d’une équation algébrique
donnée '
am - pram—t - paan—2 4. . 4 p, =0,
VOL. 11 KK
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et que, par conséquent, on ait

(5) (I—ax)(1 —ba) (1 —cw). . .= 1+ pz-+pax?+.. . p, ™

On peut alors exprimer S,,, en fonction de pi, pa, ..., pn au moyen des théorémes
généraux de la théorie des fonctions symétriques; mais il est préferable d’employer, pour ce
but, une formule, analogue & celle donnée par Waring pour le calcul de la somme des puis-
gances de méme degré des racines de 1’équation considérée, que nous allons démontrer,

Pour cela, remarquons premierement que S, ,_; étant, comme on a vu,- le coefficient
de a7t dans le développement de

om—1

(I —ax)(l—0bx)(1—cx)...

en série ordonnée suivant les puissances de «, cette somme est aussi le coefficient de " dans
le développement de

1 :
(1—ax)(l—0bx)(l—cx)...

suivant les puissances de la méme variable.
On a done
. 1 /dry
(6) b771+71—1 = m <-d"x7> ;CZO’

A

ou

y={(1—axy~! (1 —bx)~ 1 (1 —cw)~t...

En appliquant maintenant Ia formule suivante, bien connue, qui donne la dérivée d’ordre
n de la fonction o (u), par rapport 4 @, quand v est une fonction de @ donnée:

i
! d'o 2w/ %y w(™A
dro e

de ol 2Bl @i

4

(4)

4 la fonction

ow)=y=v"l, u=1--ax)(1—bx)(l—cx)...,

on trouve, en ayant égard & l'identité (5),

?

<dny> _y (1) nlilp? gpgp)”‘z
da®/ peg alBlylo ol
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ol le signe X g'étend & toutes les solutions entieres, positives ou nulles, de I'équation

4238y .. mh=n,
et ol ¢ est donné par
d= o By
Nous avons donc la formule
iizpfpgpfg...p;

S Ny 1y -t ETe ™,
() St === g TR )

ate nous nous proposions de trouver.
En posant

f@y=(@—a)(@—0)(x—c)...=a™+-pra™ 4+ paxm2 L. . Lp,,
on peut encore écrire cette identité de la manitre suivante:

i amta—t ] pmtn—14 ' emn—1

Fr@y e e

+o=Zparbicr ...

(8) { _ 0
, e o prpgp;...p:;l
- <“'>'*&T{3!Tz...m ’

3. Nous allons maintenant calculer la somme 8;, quand % est un nombre négatif quel-
conque, et, pour cela, nous partirons encore, comme dans le cas précédent, de la formule (3),

qui donne

xm—i 1 1 | 1
(1—ax) (1 —bx)(1 —cx)... =—a1[_+ 5 T —l—}

8= ara—"4 Bib=" b e L,
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1
et, par conséquent, en y posantx=—,
2

1
(z—ay(z—b)(z—c). ..

©) —[S_y+S_gzt... St

Nous avons donc

S_n=

1 [d[a—a)(z—b)(z—0)...]"!
Tl—1)1 { dzi T .]z=o°

Mais, en appliquant la formule (A) anx fonctions

e =u"t w=(@z—a)(z—b)(z—¢c)...,

et en remarquant que

(z—a)(z—b)(z—c)e.. =2 F p2"t Fpozn—2 4. . . F-py,

on trouve

— H

1 [dn~i [(e—a) (s—B) (z—c). . .]—1] s l)i.ifpfl_mi._e- v

(n—1)! dev—1! 72 R Y S
ol p=1.
Donc on a la formule cherchée
) i!p:fl_lpg_ coap? pg
(10) S W=2(—DH et A
P alBlo N

ol la somme T s’étend & toutes les solutions entieres, positives ou nulles, de I'équation

at-28-F374. .. Fmh=n—1,
et ol ¢ est donné par

t=a+B+1+...+ %
L’équation qu’on vient de trouver peut &tre encore écrite de la maniére suivante:

it A
=3 (—-1)H Z.Pm—ipg_g. <D

a
@ T Fm T Fe T S PITTTY

—n b-—n c—n
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7

A ce qui précéde nous ajouterons encore que de la formule (9) résulte la suivante:

S_ i +S_gz+.. .St ..

b=2)"m5) =)

—_— (_ 1)771—}—1 .

abe. ..
(____‘1)m+l 2z 22 ZB
=—ae |ttt Tt
2 22 z3
X(1+7+b2+bg L
X e .
qui donne
__ 1ym+t
(11) S—n=—(——1—)~— 21 a‘—f’b—q o .. ,

abe. . .
ol le signe X; ’étend aux solutions entiéres, positives ou nulles, de I’équation
ptgtr4...=n—1.
Cette formule‘peut encore &tre écrite de maniere suivante:
(12) Sop=(—1HE a7V b Tc" ...,
ol p', ¢, 7, ... représentent les solutions entieres, positives ou nulles, de 'équation
p+qg+r 4. =ntm—1,
4. Considérons, en particulier, le cas ot la fonction () est pair. Alors on a
pl:o? }73=O; p5=07 v,

et la formule (7) se réduit & la suivante:

“PEPZ . ..pz,‘l

(13) St =20 g T

?

o B, 9, ..., k représentent les solutions entiéres, positives ou nulles, de 1'équation

7

m .
B2 k=
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et ol
t=p+0-+...+\
Il résulte de cette formule
Sutu—t==0,

quand n est un nombre tmpair.
On a aussi, puisque m est, par hypothése, un nombre pair,

0 X
-pgz—%pm—i' ° 'pU

(14 S_y=X (=1t ==
) =20 Pt Bl AL
ot B, 3, ..., h sont les solutions entiéres, positives ou nulles, de équation
8934 ‘ m\_n—l
pas] RN 7/ = 2 ?
et ol

t=B+0+..., py=1.

=

%. La fonction symétrique qui figure dans le probleme de Gauss qui a été le point de
départ de ce travail, coincide, comme on a vu précédemment, avec la fonction

Sparbier. ..,
ol ¥y s’étend aux solutions entieres, positives ou nulles, de I'équation
ptgtrd...=mn

Cette fonction est un cas particulier, correspondant & p=1, v=1, ..., de la suivante,
appelée par Wronski fonction aleph:

(15) s;l=2,<"'+§_l> <\)+Z_1->...ai’lﬂc’"...,

qu’on est ainsi amené & étudier, et dont nous allons nous occuper maintenant.

6. Ontrouve facilement, en premier lieu, que la fonction S, coincide avee le coefficient
de @ dans la développement de la fonction

(1 — )™ (1 —bay™ (I — ca) . ...
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en gérie ordonnée suivant les puissances de x, et qu’elle peut &tre calculde aun moyen de la
formule antérieurement employée pour le calcul de la fonction 8,,,,-1, en supposant qu'on
ait

(16) (1 —ax)* (1—bx)”. .. =1+ pixc-Fpax?4-.. .+ pa™

En effet, cette dernitre identité donné la suivante:

[1 +19150 '11_292'732 +.. '_(—_pmxm]*l = <1_a‘7})_‘u' (l—b%)aj T
= [1 —+ pae -+ <:L;1>a9m2+ .. ]

< lrl+vbnc+<v_g1>b%2+. . ]

P ,

dont on tire, en égalant les coefficients de x* dans le premier et dans le second membres et
en posant, comme antérieurement,

y=[1"+pix4dpava ...+ poa]—t,

le résultat cherché:

&:2{“““4>C+9“ﬂ.“wwﬁ“.:l{ww>
=0

P q ni\ de”
an s
EVIRT tlp} gpzn
=20 alBl

qui coincide avec celui qui a été obtenu par M. d'Ocagne, au moyen d'une analyse différente,
aux n. 4 et 7 de son Mémoire sur les suites récurrentes.

7. La férmule (17) détermine la fonction S;“.quand sont donnés les quantités py, pe, .
P En la comparant & celle de Waring:

o ay

sy b o
(18)

CGE—=Dtpipl. el

=n2(=1) alBl. N1

;

ot @, f, ..., A sont les solutions entieres, positives et nulles, de I’équation

a4+ 28-+37+. . . Fmh=mn,
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et ol

i=a+B+...+%

on arrive 4 une conclusion importante pour le caleul des fonctions considérées.
Il résulte, en effet, de ces deux formules que, si

nApfpg. . .pztb

est un terme de l'expression de s,, il existe dans I'expression de S, le terme correspondant
(a+8-+...4+N) Apfpg. . .pk,

et que le nombre des termes qui entrent dans les deux expressions est le méme.

On peut done déduire I'expression de S, de celle de s, en multipliant chaque terme de
celle-ci par son degré et en divisant le résultat par n.

Ainsi des formules connues:

s =—p1,
Sa=pi—2p
Sg=—pi+3pip—3ps
sy=pi—4pip.—4 pipa+2pi—4p,

on tire immédiatement les suivantes:

Si= — P,
S2=p1—p2,
(19) Sy = —pt 2, po— s,

Si=p!—3pip,+2pips+ ps—pu,

- ’ . . . !
8. En se basant sur le remarque qu’on vient d’employer pour écrire immédiatement
ces derniéres formules, on peut aussi déduire immédiatement de la formule connue

t=n

= (1 sy
& wtgl ( 1) P p'/“_pn%' . ‘_p'/h7
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olt X' représente une somme qui s’'étend aux solutions entiéres positives de 1’équation

q1+7]2+ .. —i—m———n,
la formule suivante:

=N

( QN /
(20) Dn—z:l( )= P‘fhf)m‘, .. 'pm’

démontrée par M, Ceshro d’une manitre différente en un article publié aux Nouvelles Annales
de Mathématigues (3.¢ gérie, t. Iv, pag. 67).

Cette dernitre formule montre que les fonctions considérées sont comprises dans la classe
des fonctions appelées par M. Cesaro ¢sobariques, lesquelleé cet illustre géométre a étudides
en divers travaux publi¢s dans les Nouvelles Annales de Mathématiques et dans le Journal

de Battagling.
®. Nous allons étudier maintenant la question inverse de celle qu'on vient de considérer,

4 savoir: déterminer pi, pa, p3, - « -, P, quand sont données les quantités Sy, Sa, S3, ..., Sp.
On résout immédiatement cette question en partant de d’égalité

yl=1+pz+ pa®+.. .%-p,,lx"L%[l +Siax+Sea?+. .. ],

1 <dl«y—4> ,
Pr —767 dact =0 !

et, par conséquent, en appliquant la formula (A),

qui donne

88t 8k

m

21) =20 g T

ot le signe X s’étend & toutes les solutions entiéres, positives ou nulles, de I'équation

a+-28+.. .4 kh=Ek,
et ou

i=atBb.. .+

En comparant cette formule & la formule (17), on conclut ce résultat, bien connu; on
passe des expressions qui donnent 8i, Sy, ..., S, en fonction de p1, p2, ..., pn pour celles
qui donnent pi, pa, ..., py en fonction de Sy, S, ..., 8, en échangeant entre elles ces
quantités.

VOL. 1I LL
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10. On peut aussi tirer immédiatement les expressions qui donnent py, pa, ..., Py en
fonction de Sj, S, ..., Sy, de celles qui donnent py, pa, ..., P en fonction de s1, s2, + .., Sp.
En effet, en comparant la formule suivante, trouvée par Waring:

o B A
L) SR

1228 . mhalBlL . Y

’

@) A= 1)

olt «, B, ..., h représentent les solutions entiéres, positives ou nulles, de I’équation

a+ 2B Byt . kA =E,

et ou

fmad By R

4 la formule (21), on voit qu'on passe de chaque terme de la premiére au terme correspon-
dant de la deuxiéme en remplagant s, s9, 83, ..., s, par

Si, 283, 355, ..., mS,,

et en multipliant ensuite son coefficient par ¢!, ¢ étant le degré du terme de (22) consi-
déré.
Ainsi, par exemple, on passe de I’expression connue

1 1 1 1 1
p4=:ﬁsi‘-——4—3332—{—?34 .93—{——8—.93——-134

4 Pexpression de ps en fonction de Sj, S3, S3, S;, en multipliant les termes de la premiére
respectivement par 4!, 31, 21, 21, 1 et en remplagant si, s2. s3, s; par S}, 283, 383, 48}, ce
qui donne

pu=SH—387 8,288, +87—8,.

1L. La méthode qu’on vient d’employer pour calculer la fonction 8, peut 8tre remplacée
par une autre de plus facile application, quand tous ou quelques uns des nombres p, v, ...,
dont dépend cette fonction, sont supérieurs a 'unité, comme on va voir. Considérons premiere-
ment le cas ol tous ces nombres son égaux & un méme nombre %, et posons

S — % <k+p-1) (h+9’_1>. carbie ..
¥ g
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On a alors
Cy=[1+p +pax? 4. . F ppam
= (1 —ax)(1—ba)~"...=[1+pix + pae?+. . pore]h,

ol m = ho, et

1 d"y>
by~ .
Sy = n! (dm” a0

En appliquant maintenant la formule (A) aux fonctions
o) =y=u"h u=1+pe+t...+puz,
on trouve, pour le calecul de S, la formule suivante:

. '\
: 1  GFR=1ptpl. . .p,
(23) S’(‘h):(h——l)!z(_l)' %1Bl.. ! ’

ol le signe ¥ s’étend aux solutions entitres, positives ou nulles, de I'équation

a+284+374. ..+ ok=mn,
et oll

t=a+B+7+...+h

Cette formule détermine S{” en fonction de pj, ps, - . ., P, et elle est de plus facile appli-
cation que la formule analogue (17), qui donne S en fonction de pi, p2, - .., pum, puisque o

est plus petit que m,

12. Les fonctions 8%, qu’on vient de considérer, peuvent étre calculées d’une maniére
analogue & celle qu’on a employée au n.° 7 pour calculer S,, comme nous allons faire voir.
En comparant, en effet, les formules

. l‘ ! N
S(’)——V(_ 1)1 i!pf’pf, . -pu)
T !Bl Al

E+D!ptpf. . .ot

SP=2(-1). P ANANN

qui résultent de (23) en y posant =1 et A=2, on voit qu'on peut déduire 1’expression de

*
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S® en fonction de py, ps, ..., p,, de celle de S en multipliant chaque terme de la derniére
par son degré, augmenté d’une unité,

Mais, d’'un autre c6té, on voit que, quand k=1, les quantités m, pi, p2, ..., Pn coinci-
dent avec w, pi, Pay ++ -, Py, et S, coincide avec SP.

Done, on peut déduire des formules (19) les suivantes, en remplagant dans les premieres
Pty P2, - -+ Par pi, pa, ... et en multipliant ensuite chacun de leurs termes par son degré,
augmenté d’'une unité:

SP=—2p,

8P = 2p,— 2p,,

SP =—4p+ 6291129;— 2ps

S@ = Bpii — 12p? pi -+ 6p, ps -+ 3p2 — 2pi,

® 0 9 8 86 8 %40 s % e e ot e as 00 . s oo

On voit aussi, au moyen de la formule (23), qu'on peut déduire I'expression de SP de
celle 8¢~ en multipliant chaque terme de la deuxiéme par

@t Bt b AbR—1
hi—1

En nous basant sur la méme remarque nous pouvons déduire immédiatement de la for-
mule (20) la suivante:

t=n
) 1M t o] i !
s¢ th‘l( BE+1HE PPy Py
olt 7y Nay + .., 7z sont les solutions entitres positives de 'équation
Nt Nt =

En continuant de la méme maniére on obtient la formule

t=n t+-Lr+2). .. ¢+r—1)
n_ . . Yo' !
(24) S = ti( 1y h—1)! Py, Py Py

laquelle fait voir que toutes les fonctions S sont isobariques.

12. La question qui a pour but de déterminer pj, ps, ..., p,,, quand les quantités S,
8¢, 8§, ..., S® sont données, peut étre résolue facilement, en procédant comme au n.° 9.
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En partant, en effet, de I'identité

1+ paetpadt... —%—p;U' 2 =1+ 8P e+ SPa?+4-... P

et en remarquant qu’on a
.1 /d
Pe=7y <~—dw‘2£ > K y=[1+8P a4 SPx2+.. .14,
! -
on trouve

(hi— 1)1 [SPI=[SP .. [SU
h—T)Talflyl.. 0

b

(@5) pe=X(— 1)

ol a, B, Y, ..., k représentent les solutions entiéres, positives ou nulles, de I’équation

24243y .. Al =E,

et ol

fmaBb Ak

#4. On a vu, au n.° 11, que les fonctions

s,=x (T2 T e,

pr+gtrd-...=n,

peuvent étre calculées au moyen de la formule (23), quand tous les nombres y, v, ... sont
égaux & un méme nombre A. On a vu aussi, au n.° 12, que les mémes fonetions peuvent
8tre calculées en déduisant celles qai correspondent & A=1 des expressions des sommes
$1, 52, 83, - .., donées au n.° 7 (en y remplacant d’abord ps, pa, p3, ... par pi, P, pa, . ..),
celles qui correspondent &4 A =2 de celles qui correspondent & A=1, etc., au moyen d'une
régle analogue 4 celle qu’on emploie pour former les dérivées successives des fonetions en-
titres. Nous allons maintenant considérer le cas oli tous ou quelques uns des nombres p, v, . ..
son différents et démontrer que, dans ce cas, les sommes S, peuvent &tre représentées par
des fonctions des précédentes.

Maix, avant cela, il nous faut completer une notation employée antérieurement. Nous re-
présenterons par SP [M] [a fonction

pfY <k+p—1><k+g—1> coeafbicr ...,
p q
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pregtr+...=n,

qui correspond au polyndme
M=1+qzt+qpeid...=1—ax)(l—bx)(1—cax)...,

et qui représente, par conséquent, le coefficient de «* dans le développement de M—*.
Cela posé, si 'on représente par y la fonction

y=[1+px+paa®+.. .+ ppam—i,

» 1 dry ]
Se=- 1 [ 7 A

Pour trouver la dérivée qui entre dans cette égalité, décomposons, au moyen de la théorie

on a (n.° 6)

des racines égales, y—1 de la maniére suivante:
y—1=MINFPL, ..,
M, N, P, ... étant des fonctions entiéres de «, telles que les équations
M=0, N=0, P=0, ...

n’aient que des racines simples, et ensuite décomposons y de la maniére suivante:

1 pr(x) | 9a(x) | 93 ()
Y= WINPT MP T ONE Topro T

ol 91 (®), @a (), @3 (), ... représentent des fonctions entitres de @, qu'on sait déterminer
(Hermite: Cours d’ Analyse de UEcole Polytechnique, pag. 266).
Développons maintenant M—*, N—* P—! ... ce qui donne

M—h = 1+ 8¢ [M] a4+ S [M] «? + SO [M] 23+ . .
N—F =148 [N]a+ S¢ [N]22 45 [N] a3 +. ..

multiplions ensuite ces séries respectivement par ¢ (x), 92 (%), ¢3 (), ..., ordonnons les pro-
duits suivant les puissances de @« et additionnons enfin les résultats. Le coefficient de «” dans
la série qu’on obtient de cette maniére représente S,.
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L’expression quon obtient a la forme suivante:

Sy =M, + M S{» [M]+. . .+ M,SP [M]
+ N, 8 [N]+...-+ N, 8{ [N]
+P, 8¢ [P]+...+P, 89 [P]

Elle est linéaire par rapport aux fonctions

SP M), SPM], ..., SP[N], SPIN], ...,

et résout la question preposée, puisqu’on sait calculer ces quantités au moyen de la formule
(23) ou au moyen de la méthode donnde au n.® 12.

15. La question qu’on vient de considérer peut &tre encore résolue par une méthode
différente, que nous allons indiquer.
Soit encore

y—t=MNPL, .

et formons la dérivé d’ordre » du produit M—* N—* P—! ... au moyen de la formule de
dérivation de Leibnitz. On trouve

) [M—F]0) [N=F)@ [P=Hn) . . .
Sp=1% Tolel !
_p . q FA Al SR

p+gtrr+...=n.

Mais on a
s [T
se=or [
Lo
26) S, =S80 M|SP NSO [P]. ..,

ou p, ¢, 7, ... représentent les solutions entieres, positives ou nulles, de I'équation

prqgtr+...=n.
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Cette formule résout la question considérée, mais le résultat auquel on arrive n’est pas
linéaire, comme lexpression obtenue par la méthode antérieure, par rapport & SP[M],
S®IN7, .... Elle coincide avec une formule donnée par M. d’Ocagne -dans I'un des intéres-
sants articles qu’il a publié sur les fonctions alephs (Nowvelles Annales de Mathématiques,
3.¢ série, t. v, pag. 258) et ensuite dans son Mémoire sur les suites récurrentes (n.° 10).

16. Aux deux méthodes qu'on vient de donner, pour le calcul de la fonction symétrique
S, nous allons joindre encore une autre, de nature différente, en faisant connaftre une for-
mule au moyen de laquelle on calcule directement ces fonction.

Je considére, pour cela, la formule snivante, que j'ai démontrée dans mon Curso de Ana-
lyse (Calculo differencial, 3.6 éd. pag. 232):

! oid
nl o'

Ty al Bl A s TR N T, L. Oul 0. ..

dx? < ,>a< u"i’ >@ <u§n) >}\ < ,>a/< Ué >B/ <,Lt,§2n)>)‘l
>\t —— ] e, <\ - e
\ " 21 nt) T\ a1 nl) )

qui donne la dérivée d’ordre n de y par rapport & @, quand y=19 (us, ua, ...) et ug, ug, ...

sont des fonctions de x; et je applique aux fonctions

y =M-2N—FEP—i |
wr=M=1-4 g1 go® +. ..+ g%,
ug=N=1-Frxt rge?4-... - ra?,

.............................

En posant ensuite @ =0, je trouve la formule suivante:

(— Dt h(h—1). . (h—i+ 1) <k (b—1). . .(k—j+ 1) ..
alBl Ao IFL. . N Tse. ..

@7) 8, =%

7 P o8 )
> q, gﬁ...g;x“ rg...ﬁv\ Xawy

ou le signe X s’étend aux solutions entitres, positives ou nulles, de 'équation

e+ 284 FukFa 28 N b =0,

et ou

D I Wy Jp Ny T R VR

qui résout la question considérée.
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17. Les quantités que nous avons représentées par S’ au n.’ 11 peuvent &tre expri-
mées par des fonctions entitres des quantités S{°, S{°, S{°, ..., comme on va voir.
En effet, I'égalité

y=][1—ax) (1 —bx)(1—cx)...]" "
=11+80 o+ 8P a2+ 8P ad ... 1#

donne, en lui appliquant la formule (A),

<w@> k(=1 (=i DS PSP
=0

doc® !Byl
ol
t=atf+7+...
et ol a, B, 7, ... représentent les solutions entieres, positives ou nulles, de I’équation

o-+28+3y+...=n

qui donnent pour ¢ valeurs inférieures & A,
On a donc

Ehm~1y“@—a+nﬁwy@mﬁ“

& .
28) S = xlBi7l...

Malgré cela, il convient de considérer toutes les fonctions S, quelque soit %, comme
élements primordiaux pour le calcul des fonctions symétriques considérées, puisqu’on peut
calculer toutes ces fonctions avec égale facilité au moyen de Ia formule (23), ou les déduire
de la fonction s, par la méthode donnée aux n.° 7 et 12.

18. Nous avons vu au n.° 3 que le probleme de Gauss méne aussi & considérer la

fonction symétrique

Spa—p bt o~ ..,

29+9+7‘+---='";

laquelle peut &tre calculée au moyen des formules (10) et (11), quand est

1 —ax)(1—ba) (1 —cx). . .=1-Fpyx+-paw®+.. .4 pya™,
VOL. Tt MM
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Cette fonction est un cas particulier de la suivante:

o, (TP (RN
p q

qui ne differe pas de celle qu’on a étudiée aux n.°® antérieurs par sa nature, mais seulement

par le remplacement de a, b, ¢, ... par a=, b=, ¢~ ...
Pour la caleuler, quand

(1 —ax)* (1 —bx)...=14+puc+pax®+...+ ppa™,

il suffit de remarquer qu'on a alors

p —1
=[1+Mm+1%——2—m2—{—...+ﬁwm] .
Pm Pm _pm

Donc on trouve, en procédant comme an n.° 6,

i!pg_ipg_g...pg
Paal Bl Al

(29) S, =2 (—1).

b

olt ¥ ¢’étend aux solutions entiéres, positives ou nulles, de I’équation

a1+ 28+...+Fmh=mn,
et olt
t=a-FB-. .4k pp=1.
En posant

ey L g—
SO, =¥, CH b 1) (h "4 ")...a—pb—ac—r...,
P g

ou trouve de la méme maniére
. v ! n
(291) qm 1 ) (__ l)i- (l +h— 1) !p(g—l p(f—?‘ « P
(k=D pZ)a!B!...M ’
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ou
a+284...Forh=n,
quand
(1 —az) (1 —ba) (1 —ca). .. =1-Fpet...tp, aw
et m = ho.

Il est facile de voir qu’on peut déduire 'expression de S_,, en fonction de pp, pa—ty « -+,
de celle correspondante de s_, et expression de 8%, en fonction de p,, p,, ..., de celle de
8D au moyen des régles employées aux n.°% 7 et 12 pour le cas des fonctions S, et S%.

Il est aussi facile de voir que, quand les entiers p, v, ... ne sont pas tous égaux, on
peut calculer 8, au moyen des formules qui résultent de celles donndes aux n.°s 14 et 15,
en remplacant les indice n, p, ¢, », ... de 8 par —n, —p, —¢, —r, ..., ou au moyen de
la formule:

(=1pH+hh—1) . (h—i--D<k(E—1). .. (k—j-+ D> ..
AR B I WS- L5 B U O

S_,=%

o o8 IR AN vy
=Gy 910_2---90><n_47§‘2~-~?o Koy

ot gp=1, ry=1, ...

at+ 284, Fuhtd 28 EoN L o=,
et
t=a-B. .k Je=d P N,
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Application au développement
des fonctions rationnelles en série.

19, La doctrine quon vient d’exposer a une immédiate application dans la théorie des
séries récurrentes.
Soit
_p(m) AjFA+. A, !
b)  1-Fpwe-Fper®+.. .+ p,am

une fonetion rationnelle donnée. Son développement en série ordonnée suivant les puissances
de a est donné par la formule connue:

=K, + K +Ko? .. .+ K, +.. .,
ol
<3O> :K,, = AO an + Ai S‘;L——i + s re + Amwi 8;1—771—{—17

comme on le voit facilement en multipliant le numérateur de la fractiou considérée par le
développement (n.° 6)

[:1 +le+ . -‘{‘Pmﬁﬁml—i =1 + S'IO’J + S;):J}g‘{—. .

Les valeurs des quantités Sy, Sy, 83, ..., qui entrent dans ces formules, peuvent é&tre
calculées au moyen de la formule (17), employée par M. M. d’Ocagne dans son Mémoire sur
les suites récurrentes, dont on a fait déja mention, ou par la regle que, pour le méme hut,
nous avons proposée au n.° 7.

20, Considérons maintenant la question inverse de la précédente.
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En égalant, pour cela, les coefficients des mémes puissances de x dans les deux membres
de l'identité

Ayt+Ae+. . A, ot =04 pix+. ..+ pax™)
< (K + Ky + Ko +. . .+ Ky a" .. ),

on trouve les équations

K0=A0;

31 Ki+piKy= A4,

D T I I T R T S A I

‘Km——i +P1Km—2 +292K77z--3 +... +Pm—1 I(O = Am~4 3

et la suivante:
(32) K7n+n +P41(m+n—1 +P21(m+72—2 +. ot Pu K, =0.

St on donne donc les valeurs de K, Ky, Kg, ..., K, et la relation (32) ou, ce qui est
la méme chose, 'échelle:

(p1; P25 «+ o5 Pu)

de la gérie, on peut écrire immédiatement sa function génératrice, puisque les coefficients de
son numérateur, A,, Ay, ..., A,_y, sont donnés par les formules (31) et son dénominateur
est le polyndéme:

1+pie+. . o pna™;

ensuite la formule (30) détermine le coefficient du terme général de la série.
On peut encore énoncer ces résnltats d'une autre maniére.

En posant, en effet, @ = 1, on voit que, gquand il sont donnés les m premiers termes d’une
suite récurrente :

K07 1(1, o0y Km—l, Km; :KnH—la ..
et échelle (p1, p2, «. ., pu), on détermine 'intégrale K, de la suite au moyen de la formule
(30); la somme de la série:
Ko+ K+ - K 4. .
est alors égale &

AO_}‘A& -+ + Am—l .
I+pr-tpat. . pa
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Nous ajouterons encore que cette derniére série est convergente quand, pour x=1, la
fonction y est développable en série convergente; ce qui a lieu seulement quand

laj <1, |bl<1, Je|<1, ...
a—t, b=, ¢c=1, ... étant les racines de l'équation:
14pie+.. . Fppam=0,

On trouve ces résultats dans le Mémoire de M. d’Ocagne précédemment mentionné, olt

ils sont obtenus par une voie différente.

23. Tout ce qu’on vient de dire aux n.°® précédents a lieu quand les racines de I'équa-

tion :

1+ piepaa 4.0 o pra™=0,

appelée par Lagrange génératrice, sont inégales et quand elles sont toutes ou quelques unes
bgales. Mais, dans ce dernier cas, on peut résoudre les questions considérées por une autre
méthode que nous allons indiquer.

Considérons premierement la fonction rationnelle :

CAgtAw At Ay amt
(A+-piatpra?+.. .+ p, a®)

?

ol m= ho.
Puisqu’on a

(1 +pie+par®+.. .+p:noc‘”)“h= 1+8Pax+8Pa?4...,

on peut alors développer y au moyen de la formule:
y=K@ +KPaf .. A KPa+...

ol
KP=A S +A S+ oo+ A 80,

S{, 8§, etc. représentant les fonctions symétriques définies au n.° 11, qu’on peut calculer’
au moyen de la formule (23) du n.° 11, ou par la régle donnée au n.° 12, qui les détermi-

nent en fonction de py, pi, pay -+ -5 Py, -
On peut calculer aussi, au moyen de cette formule, 'tntégrale de la suite récurrente dont:

"échelle est

(P'h P2y evey pm)7
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en supposant
1+ pie-tpoa+. . .+ pyan=(1-Fpt.. +p, «),
quand on veut que cette intégrale soit représentée par une fonction de p;, ps, Pas «+ +y Py

22, Considérons maintenant le cas général ou

_ A0+A4w+ . _l_ Am—i am—t
I T petpad o A pua

et
1+ pret+. . .+ ppa™=MNPL L,

M, N, P, ... étant des polyndmes entiers tels que M=0, N=0, P=0, ... n’aient que des
racines simples, lesquels on peut déterminer au moyen de la méthode des racines égales.

On a alors
(I +p1z-+pae® -+. .t ppam) "t =M-AN-IP—1 .
=1-+8x+ 8?2+ S’ +...,

Sy Si, S;, ... étant des quantités qu’on peut déterminer par les méthodes données aux

n.% 14, 15 et 16,
On a ensuite

y=K,+Kizg+Kpa? -+ Kaxd+. . .,

Ii;z = AO S;z -+ Ais;t—i +.. + Am——i S;z—m—H-

23. Onp peut encore résondre la question d’une manitre plus directe en décomposant y

de la maniére suivante:

yo B | BE) L B

ol ¢y (x), @2 (), w3 (), -.. représentent des fonctions entiéres, qu’on sait déterminer, et en
. développant ensuite chaque terme de cette somme au moyen de la méthode donnée au nu-

mere précédent,

24. Nous allons maintenant faire application de la doctrine précédente 4 la méme fraction:

23
3/: 1 — 3L 222 4-g3 Tz
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a laquelle M. M. d’Ocagne a appliqué sa méthode (I. c., pag. 2b).
On a alors

1—8z+22 o —at = (1 —x—a?) (1 —a),

et par conséquent:

1+x 1

(A P R (1—m)? '

En posant done

y=K,+ Kz -+ Koz ...+ K 4. ..

1 , , o ,
o Sit-Sie+ Sy’ 4., St L,

l—ax—
on trouve:

K,=8,+8,1— (n—+ 1)-
Mais, d’un autre coté, l'identité:

(1 —ax—a?) (Sp+ Siz+ Sez? ... )=1
donne
Shp1— S, —8,_=0.
Donec on a

K, =S, — (n+1).

Ce résultat coincide avec celui qui a été trouvé par M. M. d’Ocagne. La quantité S,
coincide, en effet, avec le coefficient de x*+2 de la série de Fibonacei.

25. La méthode pour le développement des fonctions rationnelles qu’on vient de consi-
dérer, est applicable au développement du quotient de deux séries. Ainsi, si la fonction donnée

est

\ A+ A+ A . L - Ayan ..
= ?

1+ pre -+ pac? 4=, . .+ paat - ..

on a premiérement

M +pet. o Fpar+.. .1 =148z+ St ..
et ensuite

y=K,+ Kz + Koz ...+ K, ..,
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:Kn = Aos;z + Alsln——l _f"- .+ Anwl Sl( + Any
Si, S, 85, ... étant déterminées par la formule (17) ou par la méthode indiquée au n.® 7.
Le cas ou la fonction donnée a la forme:

AO L Aje -+ Ag? . L A
(1 pra -+ pow? . . . p . )

?

peut &tre réduit au précédent, en développant la puissance % de la série qui entre au déno-
minateur de cette fonetion; mais il est préférable de déterminer K, aw moyen de la formule:

Ko=ASP 4+ ASP 4. . 4 A, SP+HA,,
ot 8P, 8¢V, ... représentent les coefficients des puissances de @ dans le développement
(1 —}—p;w—{—pémgf, C )T =1 S - SPe2 AL L
caleulés au moyen de la formule (23) ou par la méthode donnée au n.” 12, en fonction de
Piy Pis Py -+ B

Lies cas ol la fonction donnée est

An—{—Am—{—Ang—{—. oAl
y= MENEPE

ou M, N, P, ... représentent les séries ordonnées suivant les puissances de @:

M=1-+paxt+pa?t...
N=14rz-tra2it...

.....................

peut &tre aussi réduit au premier; mais il est préférable de calculer les coefficients qui entrent

dans le développement

M—AN-FtP~1. . .=1+4Sz+ Sz>+4...

au moyen de la méthode de M. d’Ocagne, donnée au n.° 14, ou par la méthode que nous

avons indiquée an n.° 15,

VOL. II NN
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Sur les valeurs gue prennent en guelgues cas particuliers
les fonctions symétrigques considérdes.

26. En passant maintenant i une autre application de la doctrine exposée aux n.% 1 &
4, différente par sa nature de la précédente, nous allons donner aux quantités a, b, ¢, ...,
qui y figurent, divers systémes de valeurs particuliéres qui ménent & quelques identités nu-
mériques intéressantes.

Supposons premitrement que a, b, ¢, ... représentent les nombres:

LI 3 b (2m— 1)z
COS =, GOS8,y COSo—, ..y COS ———zml s
2m’ 2m’ 2m’ ¢ 2m

et que m soit un entier pair.
La formule connue:

- i 3n
cos may = 2% cos xy — cos ——| | cos &y — cos
2m 2m

(33)

[ Bx
COS @ — COS=—1.../co8@ —

@2m—1)=
5m €08 —m et

2m

donne, en dérivant ses deux membres par rapport & wy, le résultat:

. L i\ 3= 1 bz (2m — 1) ]

m 8in may = 2" gin @y >< || cos @y —Cos —| | cOSwL — COS —|. . .|CO8®L —CO8 ~————
I 2m || 2m | 2m

] = 1 brl | (2m — 1) ]

~+ {cosar—cos5—]lcosm—eo8 5—|. .. co8Ly —Co8 ————
I 2m || 2m L 2m

el = ] =] | \ (2m—3)r

L 1 cosa—cos 5—||cosmwy— o8 ——|...]CO8 & —CO8 ——x- ,

] 2m (| 2m | 2m
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qui, en posant

s 3r (2m — )%
= =1 = ey T
2m° 2m’ ! 2m
donne ensuite :
omt iy T [ T =1 [ £ (@m —1)r ]
m=2""4gin —— €08 —— —C08 ——|. .. COS =—— —COS — )
2m 2m 2m | ] 2m 2m ]
omt g x| I ] [ 0s OF cos (@m—1x
—m=2"1gin oS — — €08 ...lC0S ——coS§ ——— —~ -
2m | 2m 2m | ] 2m 2m |
on—t g br | br 7 | I br . (2m— )n ]
m=2"—1sin €08 — —CO0S —— |. . .|cos — 08 ———-—"—|
2m | 2m 2m | | 2m 2m |
. @2m—1)x 2m — 1)r = 2m— 1) Im— 3w
~m=27"—1sm( < ) cos ( - ) —¢ s—~...cos( - ) —cos( ,——l'—-
2m , 2m 2m 2m 2m
On a done (n.° 1)
.0
2111-1 Sin ——
2m
ay = )
m
3r
om—lgin —
. 2m
fl=———
m
br
om—1 gin -
2m
= ———
i m
. @m—1Din
2m—{ sin g_____>_
3 2m
{=— ;
m ?
14
et, par consequent,
S 2 cost - gin EET gin o
= RS | — co8 in
g m 2m 2m 2m 2m
br . br ' @2m—Dx . (@m—1)x
+cosk ——sing— —. .. —cosh T gin X =
2m 2m 2m 2m
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En ayant maintenant égard aux identités. trigonométriques :

(2m—1r . 2m—1)x . w
cos G 08 g 3; sin g
(2m — 3z 3= (2m—3)m .
om o Pom M 2 BT

.......................

e .y .
on peut encore écrire cette formule de la maniére suivante:

g om P o T p 9T . 3
= cos? — sin —— — cos’ ——sin ——
T 2m 2m 2m 2m
m—3m ., (m—3)x (m—1x . (m—x
...1cost ( sin ~— T cost sin
RRERE 2m om Tt 2m - 2m |’

quand & est un entier ¢mpair.

De cette égalité et des égalités (n.° 1) 8,=0, S;1=0, ..., S, 9=0 on tire premiere-
ment I'identité suivante:

cost —— sin —— — cost 37 sin —~ —+ cost bz sin 5L
2m 2m 2m- 2m 2m 2
(34) ' ’
—3® . (m—3)x m— 1= m—1)x
—.. .7t cost (m—3) sin ( . Jo— cogt (ML) { ) 0,
m . 2m ) 2m
quand k=1, 3,5, ..., m—3.
De la méme égalité et de S, 4 =1 on tire 'identité:
= = 3 3 157 =
08"t —gin — —cos” 1 ——sin - — 4 cos™ 1 —sin 5 —
¢ 2m 2m 2m ! 2m + 2m . 2m
(3D)

gy m—1x  (m—1x  m
sin cos™"— sin =
2m Om T+ . 2m 2m 2m

’ PRV AN
. cog—t (m—&m . (m 3

27. Pour déterminer la valeur de la somme qui entre au premier membre des identités

précédentes, dans le cas olt £>m —1, remarquons que la formule (33) et la formule bien
connue ‘

2 cosmmy = (2’ cos @)™

J
+ E%n ; 3) (2 cos 90.1)7”7‘4 + s R (m—4) (m—5)

2 1.2.3

—m (2 cos oy )2

(36)

(2 cosm)m 8. ..



309

donnent, en posant @ = cos @,

< — osi> <x—005_3_'1> <oc cos T) <x—cos<——2m-1>ﬁ\
T, om/ \" Om/ " om

— g — wm ~2 L (m 3) a}m s ™ (m—4) (m — gom—6 L
2 2.9k 1.2.3.29 '
Nous avons done, quand k>m—1, (n.° 4)
L E = 3 3 Hr b
cos® ——gin — — cos* ——sin —— -+ cos¥ —— sin -
2m 2m 2m 2m 2m 2m
(m—3% . (m—3)m__ _(mf—l)x . (7)2—1)1»
- _ i
...+ cost sin cos®
(37) - 2m 2m + Zm - Zm

i1 ppd. . ot
w1y PP P
2’" Blal

ol B, 3, ..., h représentent les solutions entitres, positives ou nulles, de I'équation:

n

5+23+“..+%7\=?,
et oll
=B+0F+...+% Ek=m-t+n—1,

m m (m—3) m (m—4) (m —B)
PR=rrawy RS mpren T POTTTT gyge

Le second membre de cette identité peut étre calculé directement, ou au moyen de
régle donnée au n.° 7,

On a, en particulier, en posant n=2, 4, 6, ...,

oW b 3z 3z . bz
cos™H ——gin —— — cos™ ! —— sin —— - cos™ ! o —si
2n 2m 2m 2m + 2 2m
(38)
i _ . 1V~ 2
o+ (Josm‘H( Y= (m 3)% ogmHl ( D= 0 (m—1)= ™
2m 2m 2m 2m Qm2
quand m ;4 ;
! = T 3= 3= Hr Br
cogh3 in —— 8in — -+ cog™ 3 ——sin
s - 2m 2m 2m 2m T 2 2m

(39) {

m 9

. -3 (m — 3)_7: . (m— 32@_ s (m—1x= ., (m— 1)7t= gm+3
.. T cos g sin g < cos G SISy ST

quand m< 65 ete.
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Il convient encore de remarquer que le sécond membre de la formule (37) peut &tre mis
sous la forme:
%n-H ~;—n
Am +Bm~ +...
Om-+n ?

(— 1)i+[3+&+... i1

B!B!s!...l!(21)8(3!)s...<Zg~!>l

A=%

)

au moyen de laquelle on voit qu'on a

lim [cosk T gin—— —cost B sin EE L cost bz sin ﬁ
m=c0 2m 2m 2m 2m 2m 2m
_ X k(m—?l:} ) (7ni§)_ﬁ~ p(m—1m (m—l)ﬂ]_
... cos T sin — g == T eost g sin S =0,

et

- k -\ k . — k — 3
Iim [(2 cos j—) sin —— — <2 cos 3—'> sin ﬁ —...* <2 cos (m 3>ﬁ> gin (m 3-—
2m 2m 2m m

M==00 2m 2m -

— D\ * _ -
T <2 cos(m D—) sin (m 1)TJ ! —1—A.

2m, 2m aSnt 2
m

28. Considérons maintenant la somme S_,.
On a alors (n.° 4)

‘ LT . 3m . b . (2m—3)x . @m—Dx
] gnot | Sg— sing - sing sin — sin *—5—
o= m w - O - o DT e n (m—38)x L (2m—1)m ’
{o0s" o cost oo cost 5 cos” —5— cos 5

et, par conséquent,

.= . 3z . bz . (m—3)x . (m—1)x
gsin=— sing—  sing— gin ~———  sin~—p-2"
. 2m 2m m 2m 2m 2m
= — A = = e e e 1
S T 3= br (m—3)x + (m—1)x
cogh — cos" —  cos” - cos® CORPH m——
2m 2m 2m 2

quand n est un nombre tmpair.



311

De cette formule et de la formule (14) du n.° 4 résulte I'identité :

sin o sin sin (m— 3 ip (M — L
2m 2m 2m _ R
— — ...+ a
n ™ " _SL n (m —3)z n (m __l)i
(40) cosl 5~ cos’ o - cos S cos 5

<y b A
Z.])g__gpm_k...po
7. 7
BN

= s 1yt
\ 27712‘( 1>

ol le signe ¥ g’étend aux solutions entiéres, positives ou nulles, de 'équation:

. m n—1
B2 ="

et ol ¢ est donnée par P'égalité :
t=3-+0+4... + kL

Pour déterminer les quantités p., Pm—9, Puts Pu—b,

..., qui entrent dans cette formule,
on peut recourir & la formule connue:

m

g C 2 2 (2 92
cos mawy = (— 1)2 _1 — % cosZey - %__) cost oy
2 (m2 — 92) (12 9 5
_mim —6')(m _4>cos‘5m4—§—...—{—(r—1)z 2’"—100smw1Ja

qui ne differe pas de (36) que par la forme, laquelle donne, en ayant égard & (33),

( 7')( 31) (_ (2n—1)7
x—‘cos% & —CO0S 2m x COSAQW—Z——T)

__% 2 2 (m2 92 2 (2 — 92) (m2 — 42 -
(=D l;l—ﬁ—xQ—I—m (m%—2 )mAYM (m?— 2% (m? —4 >”G+---J'

Toom—t 21 4! 6!

On a done

m m

% 2
(— 1?2 (=12 me (—1)* m2(m2—22)
D= ‘?27,7_'1—7 Pm—2=— Tom~1 ?7 Pn—t = om—1 41 3
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L’égalité qu’on vient de démontrer, donne, en y posant n=1, 3, b,"...,

T . 3r Br
tanggﬂ—l — tang 9y -+ tang Gy
(41) ’ ( 3) ( ]) m—A4
m—3m m—Dr_ e m
| =+ tang g tang g = (1) S 3
. ﬁ bx
St 2 n 2m 9m
- 3z b 7T
3 3 9% 3
cos 2 ¢ 2m 2m
42
) . {m —3)m (m—1)=
sin In — _—
2m 2m —(—1y2 m3
4 (m—3)% Sm—1)x o 47
g
T 3% b
7 9m  Mom
5" _, 5 31_{—0055%'_"'
; O om O 2m > om
43)
49) (m — 3= . (m— Dz
n _ o gine— 227
2m 2m . 1)7—”; m3 (Dm? -+ 4)
g (m— 3% + 5 (m— = ) 48 !
s - cos
| 2m 2m
quand m > 2; ete.

les valeurs:

29. Nous avons supposé dans tout ce qui précéde que m est un entier patr. Nous allons
considérer maintenant le cas olt m est ¢mpair, et, pour cela, nous donnerons & a, b, ¢, ...

= 3= o o (m— )z
cos COS——, COS-—0
2m’ 2m’ 2m’

ey CO8——y

cos (m—+2)r Cos(m—{—él)ﬂt .

2m— )=
. ey COS——— .
2m 2m ?

2m
En écrivant alors la formule (33) de la manitre suivante:
€Os My _ = (m—2)r
e == 20t cog gy —cos 5— ) .. .| CO8 @y — 08—
cos @y 2m 2m
(m~+ 2)=
CO8 Xy — COS

2m

m

) Ce <’cosaz1 — CO8 (2m’—1)1;>7
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en dérivant, par rapport & a;, les deux membres de cette identité en en posant ensuite:

= 3 (m—2x (m+2x @m—)n
=9 O om om 07 9m
on trouve
m __Qm—-d 3 l(. _.Tc_.._ 05@.) <COS£--COS~5—,‘T—>
T S om \S% 5m — oy 2m 2m, " ?
oS ——
B —gnig 3z < 0 5t _ cos L> <cos 3 _ cos ~5‘~_>
o 3r G \* o 2m 2m 2m/, "
CO8 =—
2m
LA VI PN <cos €08 > <cos — C08 EE>
Br T om \°* 2 om 2 om/) "
oS =——
2m
m omt g (2m-—1)1t< @m—1m _£> < @2m—D=m ,_?_)E_>
@I 2m—1gin o™ €8 o €08 5 ) | 08 ——5 cogig—) ...
cos
2m
On a done
9m—2 gin 2m—2sin 3 272 gin @m—1D=
2m 2m : 2m
Ay == m Y Bl="— m—'—,..-, 7\1= m 3

et, par conséquent
b ?

9m—1

Sk =

T . = . 9% . 3m
cos —— sin m— —costHt ——gin ——-F...
2m 2m 2m 2m

, @m—3)n sin (2m—38)x 1 costt (21rt; D “in (@m— )z ,

— k4
cos 2m 2m 2m 2m

ou encore, en supposant que % est un nombre Impair,

2m T w 3n 3r
Sp=— lcogtH ——gin -— — coght! 8in —-4-. ..
m 2m 2m 2m 2m +

g (=4 . (n—bx__ (n—2r . (m—2)x
* cos gy S g T eost o sin

VOL. II 00
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Cette formule donne, en premier liew (n.° 1),

T . T I
cosf 1 —— sin o~ — cogh+1 ]
2m 2m 2m

(44)

+ costH (m 2_m4>ﬁ sin <m2_m4)ﬁ T co

quand k=1, 3, 5, ..., m—4.
La méme formule donne ensuite:

et o %, 8m . 3¢
cos - sin D co8 o™ sin o +...
) (m—d)x _ (m—4) (m—2)r . (m—2)
mam—4r  (m—dr__ m—2)  (m—2)m  m
=+ cos 5m Sin ~—g— == cos o, S S+

On voit done que les formules (34) et (3D), que nous avions démontrées précédemment
pour le cas ol m est un nombre pair, ont encore lieu quand ce nombre est impair.

30. DPour considérer maintenant le cas ol £>>m —2, remarquons que les formules (33)
et (36) donnent, en posant coswy =,

AT -
@€ — CO08 om X COS—% S 08 2m

<-’L‘-—COSM> e <9&‘—COS(—2—ﬂ~_—1E>

2m 2m

m(m—3) . m(m—4) (m—Db)
1.2 © T T 1.2.3.3

a4 .

m
—_ A m—3
=& 92 X —|— ?

et qu'on a donc la formule:

. ® . = . 3% . 3¢
coghtt —sin o— —cos"H S —sin .+ . ..
2m 2m 2m 2m

bHir - 2y “in (m—2)%

ot (m— (m—
(46) + cos 2m Zm 2m

. 4y (m
— anak-
sin = cos

B
=ﬂ (_1>£_7’!p23p4"'pm—i7
2m Biot...a!

ot le sigue X s’¢tend aux solutions enti¢res, positives ou nulles, de 1’équation

m—1,_",

B2 :
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et ol

i=B+d+...th k=m-tn—2,

m m(m—3) _mm—4(m—5)

PR=Tgr Py g 0 PO 1.2.3.9¢

laquelle est semblable & la formule (37).
On treuve aussi, quand n est impair,

. T . 3z bx (m—4) (m—2)x
8in —— Sin —— sin —— sin ~—— At
3 2m 2m 2m N 2m 2m _ 2m
. — 5 —. T ¥
m 7 3% br (m—4)r L — 2\
Cosn—i Cosnml__~ COS"_i - co n—1 L n—_ ( )
2m 2m 2m 2m m
et, par conséquent,
. . o¢ . br . (m—r
sin —— sin — sin —— sin —
m m am M
2 2 2 . 2
COS’IE——i & COS"“i 37: COS”"‘ DTL o + COS”_j <m_,2>’ti_
47 om om 2m 2m
B 3 A
- m s 1 i t 'pm—323m~5' ¢ 'p()
\“Wﬂ(— y H1oay K
m—t B0
ou B, 3, ..., h représentent les solutions entiéres, positives ou nulles, de 'éguation:
e } 7 7 3
m—1 n—1
+ R+ = A=
P _ + 2 2
et ou
t==B+0-+...+n
Pour déterminer les constantes p,_i, Pu_3, Pu_s, ..., qui entrent dans eette formule, on
eut recourir & !'égalité connue
p
m=—1
cogmay 1 2 (7 m (m?—1%) cos?
=(— — 5 & cos?®
COS @1 i} 2.3
[ ]

m (m?—1%) (m? — 3%
2.3.4.5

cosbay —. .. (—=1) ¥ 2n—tgogn—t mJ;

laquelle, combinée avec la formule (33), donne

<w —- co8 i) <ocv cos —ST—> ce <9c — Cos (m ;m%ﬁ ) <9c— cos (n + 2>ﬁ> . (az-— cos Qkﬂ)

2m 2m om 2m
m—A

(=1 [ mm—1) , m@m*—1)(m2—38% ]

=gt T |™T gy @ 93.4.5 x _J
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et, par conséquent,

m-—4 m~—1

: (-1 ? .m (—1)T m (m?—-1)
PnA="""0n—r ' Pm3=—" "o T3

m—~4
) 2 _m (m2—1) (m?—3?)
Pm—8="gn—1 2.3.4.5 v

La formule précédente donne, en posant n=1, 3, b, ...,

mt
3 . (m—2x (—1)?
1mn 2 S1 % sin 2 2 3
n .. 3= . (m—2)m
81 -2 3 Sm% + Sn—-zm—_< 1% m2_1
cog? cos? % . g (m—2) ) 12 7
2 2m ¥ Tom

81. Une autre application analogue & la précédente est celle dans laquelle on donne &
a, b, ¢, ... les valeurs:

1 1
2ﬂ <—2—m—1>ﬁ <'§—m+1>7t (m—l)’[t
co8 ——-

T
CO8 —, COS—, ..., COS , COoS y e
m m m m m

En supposant que m est un nombre pair, et en partant de I'égalité

sin macy T 2z
— = 2wl {coswy —cos—)lcosax—cos—])..
Sin 24 COS @y m m
1 > 1 >
—m—1]% —m-+1r
< < 2 > < < g™ < (m — 1)7:>
cos Xy — €08 ————————— COS T§ — COS ——— —/J ... lcosmwy —cog —-—2—
m m m
on obtient la suivante, quand % est impair:
1 1
—m—1Jr —m—1)=
2m T ., 2r . 2= ) . < 2
Sp=—] cosH " gin2 — —costH 2 gin2 2 -+ costH sin?
m m m m m m m
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On a donc

-I—m—1>1t (%m—1>1t

T ., % 20 . . 2%
cog"t — gin?— — cosH —sin2 - ., .+ cogtH sen? =0,
m m m m m m
quand k=1, 3, b, ..., m—b.
Quand L =m—3, on a
1 1
2 2 —_ N — 1 T '2— m — 1 T
A x .. 2% . m
cos™ % sin? — — cog™ 2 gin® .. . & cos™? sin? =
m 2 ’ m m m m 2m
Quand & >m— 3, ou trouve
T .4, % 2z . . 2%
costH —gin?— —coghtHt “—gin2— ...
m m m m

(zm-1)s  (Gm-1):

“PEP? .. 'Pﬁz__z

m ‘
wak+L n2 —_— —1pe £ - -~
= m B m g =V g
our 8, 8, ..., \ sont les solutions entiéres, positives ou nulles, de 'équation
B4 9+ +»m—2)\_fn
v P 2 —‘? b

et
t=34+3+...+%, k=m-+a-—3.
On voit au moyen de la formule:

sin may
sin @y cos x4

=21 (2co8m)" 2 — (m—2) (2 cosay )"~ (m—3)(m~5) (2 cos )"0 — . ..
( _ 21 )

ue les valeurs de p2, p4, ... sont alors données par les égalités
P2y Py p

-2 —3)(m—5b — 4y (m—Dy(m—6
NN CE TCES I LS [0S Tl I

On voit encore, au moyen de la formule

m—1

: - 2__ 92 2__ 0% (2 __ 42
M.—Sl—n%——=(—1) - [m—Mlcos2m1+m(m Z) (m’ 4)003‘904—-...:[,
sin oy cos &y 3! 5!
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qu’on a, quand n est mpair,

1 >
—m—1)x
C g - s . 2(2
sin? — sin? — sin? ————
2 m m
7 9 T — 1
cos"—‘ﬁ cos"—‘;? —-m—l)x
cosm! —
m
DB !
_ M 1)1 v 'pm—/l-pm—ﬁ' * ~]90
_W.;(—— Y-t

i 1 by b
phl BIAL. Y

m— 2 n-—1
B+28+...+~——2—7\=—T7

i=Bd+. ..

On considére d’une maniére analogue le cas ou, m étant impair, on dovne & a, b, ¢, ...
les valeurs
= 3 (m—1)=x

T
CO08—» CO0S—-3 COS 2 ...y COS
m m m m

32. En passant & une autre application, supposons que a, b, ¢, ... sont les racines de
Téquation

1 m—2 m—3 1
mm+7(xm—4+L, 4-Z +...+_]=0,

2! 31 m!
et que, par conséquent,

1 2 3 m
(1 — az) (1_bx)(1_cx)...=1+—2{x+%+%+...+ = .

m!
La formule (7) donne alors
!

2Bl M E@NEBY . m

Sm—}—n—i =X (‘“ ])L ’

a, B, ..., k étant les solutions entieres, positives ou nulles, de 'équation

o +28+.. .+ mh=mn,
et

{=atB4. .. N
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En comparant cette formule & expression suivante des nombres de Bernoulli, que nous
avons donnée dans notre Curso de Analyse (Caleulo differencial, 3° éd., 1896, p. 236):

ni-+1 .
= (n+1)! ; it
Bi==D" g =D P15 M@DE. )
ol
o284, ..+ nk=nmn,
'l.=0t“+—ﬁ+...+)\7
on trouve
Suprm (1) F 227
m-Hn—1 = W"' ny

guand n 2 m.

Nous avons ainsi une formule qui lie les valeurs de S,,,, 4 & celles des nombres de Ber-
noulli, et qui fait voir que, quand # est un nombre pair, on a S, 1, 4 ==0.

33. Comme derniére application nous allons chercher les coefficients qui entrent dans
le développement

1 e -
(I —a) (1 —22)(1—3x)...(1—mx) =SB St 4 A Bt

On a premiérement (n.° 2)

S"I’L = Sm+1z—i .
Mais (n.° 1)
1mtn—i Om4n—1 Jm+4n—1 mrtn—t
—(_ 1 —4 . — .. 1wy
St = (1) [(m—l)! 1.(m—2)1+2!(m——3)! T (m—l)!]

_ 1\m—i 3
— ( 7_'17/), . [:(T) 1m+n_ <7;> 2nz+n+ </)g> 3m+?l__._ . ‘_*_ (_ ])m—-i 7nm+’nj.

Done, en ayant égard & une formule de la théorie des différences finies, bien connue, on
trouve

S;l —_ __];__ Am (mta,
m!
En remarquant qu'on a aussi (n.° 1)

Sppnet=2417.20.37, . .ms,
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o p, ¢, 7, ..., s sont les solutions entiéres, positives ou nulles, de I"équation

pregtrt...4s=n,

on peut encore écrire 'égalité précédente de la maniére suivante:

Xy12.20.37 . omi= !

Am Om+n s
m!

Cette formule, donnée par M. d’Ocagne dans les Nowvelles Annales de Mathématiques (3¢
série, t. 11), est un cas particulier d’'une autre, attribuée par M. Cesdro (Nowvelles Annales,
3e série, t. 1v, p. 69) & Fergola, que nous obtenons en'donnant, dans l'identité de Gauss, a
a, b, ¢, ... les valeurs

g ¢t+1, t+2, ..., t+m.

On trouve ainsi

mtn (t + l)m—j—n (t + 2)7}1—{—%

_ e
Smpn=(—1) [m! T ln—D! T 2Tm—2)1 B

m !

e (=1

?

= E [t () gt vmins () @2y —. (b mptn

et, par conséquent,

g 1 m
Sm—;—n == ( o ') Am gt

Mais on a aussi

Sppn=21t? (1) (+2) .. .(¢t+mp, ptgt+rt...+s=n.
Done

Syt (1) L (EFm)s = (Lml,)_ Am gmt-n,
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INTRODUCTION.

E. Soit f(x) une fonction holomorphe dans I'aire limitée par celle des ovales représentés

par équation [sinz|=c, ol z=a1 4y et ¢=1, qui a le centre & Vorigine des coordonées.
Nous avons démontré dans un travail publié au tome ©xvi, pag. 14, de ce journal, que la
fonction f(x) peut étre développée en série ordonnée suivant les puissances de sinw ar moyen

de la formule

(1) Fle) =n§0 A, sinne,

AO :f<0)7

A —ﬂf(ﬁ)l) (O) -+ ng})f(ﬂn—ﬁ) (O) +.o. -k Sf)i:)—i)'f(ﬂ) (O)
" (2n)! ’

Ay SPTO) sk f E=0(0)+. . .+, f1(0)
W= (2n4-1)1 ’

Be représentant la somme des produits distincts des nombres

22, 42, 6%, ... (2n— 2)%

pris m & m, et si), la somme des produits distincts des nombres

12,32, 52, ... (2n— 1),

pris aussi m & m.

Nous allons dans ce travail faire application de cette formule 4 la détermination de quel-
ques intégrales définies particulieres et a la démonstration de quelques relations entre les
nombres de Bernoulli et entre les nombres d’Euler, qui, nous croyons, n’ont pas encore été

remarquées.




Sur quelques intégrales définies.

2. On sait que, si la fonction f(x) est développable en série de la forme (1.}, on a

} f(»)coszde :

sin®ti 2

le contour de l'intégration étant une circonférence de rayon égal & 8, ayant le centre & 'ori-
gine des coordonnées, telle que la fonction considérée soit holomorphe dans I'aire qu’elle limite.
En posant dans cette égalité

z=§ 67)0’
on trouve
mf (ﬁew) cos (ﬁeio) ¢l 2 2A, =
0 = b
; sin™+ (Be") p
et par conséquent
= f(ﬁew) cos (Be) sinmH (ﬁe‘io) e _ Agm

[e285in0__9 0052 (B cos ) o208 sinlm+ ~ gantig

En supposant maintenant que £(0), f/(0), f”(0), ... sont des quantités réelles et en
posant

F (i) = f (3™ cos (Be™) sinm 1 (Be=) o,

on trouve
2 B (16) — X (—6)] db —0
[_82 Bsinll__ 9052 (B cosf)4-e—2 fsin 0}““ o
0
2n [F({0) + ¥ (—d6)] db

[¢? Bsind __ 90059 (Beos)4e2 Bsin 0}2"“‘

0
_ O+ S B 0) +. . A S fP (O))
- (2n) 1258 ’

fQﬁ ' [F (:6) 4 F (—{0)] db .
[:62 gsinf_ 90659 (B cos 6) ¢—2Psin O}Q"H

[ @8 (0) 4 silly, £ =D (0) 4. .+ s £/ (0)] m
= (Z?Z _|__ 1) i Z&?H—)B
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On peut écrire ces égalités symboliquement de la maniére suivante:

2 'F (i6) + F (— i6)] df
[62 Bsinl __ 9,049 (B cos ) +e—2 Bsin 0]‘271—H

_LPOAO@ 220 +4%. . [ (0) -2 —2)7]

(2n) 120 BN
2 [F'(i6) + F (—1i0)] df
f (B30 __ 9 cos 2 (B cos ) - ¢—2Bsinlrt?
0

_fOAO+ 120 +3]. . 2O+ En—1)] =

(2n4-1)1 2ent2 5

3. Nous allons considérer maintenant guelques cas particulievs.
Soit premiérement

fle)= cos@
On a
1 © 1.3...2n—1) .
cos & 1+n:4 94, ..2n T

et, par conséquent,

dz ,1.3...@2n—-1)
fsinQ"Hz_?m 2.4.. 20 '

s

dz
——— =03
st z

N

ou, en posant z = fe'l,

[Qﬁ sin2++H (B ¢ dg _1.3...@2n—)x
; (2500 9052 (B cos )+ —2 Beinl ]2t 2t 9 4. 903 ’

f% sin?» (B0 &9 dp o
: [92 Bsind _ 9 0082 (B cos 0) -+ ¢—2 Bsin 0]2"

Si Pon remarque maintenant qu'on a

. —Bsinf Bsinf —Bsinl __ Bsinf
sin (Be-w) = sin (B cos 0) ¢ e ¢ ¢

B) + i cos (B cos §) 5
1
=”‘§‘[‘32 Psind — 2 cos 2 (B cos ) + e—2Psint] * (cos -+ sin o),
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o fBsin __ ,Bsinf
o= arctang

o—Bsinl e{ﬁsinl) cm(ﬁ cos 0)’

on peut encore écrire

R S T30S B I
- g

j“% cos [§+ (2n+ Do) +isin [+ (2n+Noldd  1.3...(2n—1) =
¢ (62851002 ¢os 2 (B cos ) - e—25in 0]

et, par conséquent,

"2 cos[04-(2n+1) o] db 1.3...2n—1) =
j 2n4-4 = 23:1‘,” ! : {T ’
v [69 Bsind__ 90052 (8 cos §) - -2 sin 0] :

2% sin[64- (20 +1) 0] db
f 2n--4 =0.

0 [62 3sinf 2 cos (B oS 0) +e—2ﬁsiu 0:| 2

On trouve de la méme maniére

2% cos (f +2n w) db —0
[eﬂﬁsmo——?cos?(ﬁ cos 6)+e—235in6]” ’
2% sin (6 + 2n w) db 0

!:6235in0_. 9 c0s 2 (BCOS 0)__1_6—238.1110]17,:
0

4. Considérons maintenant la fonction

F @) =a.

On a vu, dans le travail précédemment ray porté, que le développement de x% en série ordon-
née suivant les puissances de sinw est donné par la formule

s S i) t'l—k)

by
ne=t-4 (Qk -+1) (2]6 - 2) v 20

x =sin? g (1 + sin?tv—h) ocJ .

Nous avons donc

22 cos zdz — % Sg=h " 2% cosz de -0
f sin?rtizy 0 2k 1)(2k+2).. .20 J sinrz

s s
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Mais

ooszds 2k [2idz
sinmz  m—1] sinm—ig
s S

Done

2i—tdy 2im 8§ AAdy 0
sin?z 262k + 1)2k+2) ... 2n—1) [Jsin2—lp

En posant maintenant z = Betl et en employant ensuite une analyse semblable & celle qu’on
a appliquée au cas considéré dans le n° précédent, ou trouve les résultats suivants:

— 2 cos 2(B cos B) + ¢—2hsinl | Tt 9k 2k 1), . (2n—1) B¥

2n cos 2(kb + n ) df g -
[ 2f sinb .
0

2 gin 2(k6 +n w) db 0
A [62351“0—2003 2(B cos 0)+e*255in9]" ’

o cos [2%6 4 (2n— 1) w] d6

a1 O"
v [e 2Bsinl_ 9 ¢og 2(8 cos §) - e—28 Sine] :

27 8in [2k6 + (2n — 1) 0] db
I 0.
v [eEBSi“O — 2 cos 2(B cos 6) |- ¢—2Bsin 0] 8
Il convient de remarquer le cas particulier ot k=1. On a alors
SHh=22 .42 .62...(2n—2)%

et, par conséquent,

/‘Qﬁ cos 2 (64 n w)db =112 =z

) [e 2Bsind _ 9 cog 2(B cos 6) + e—28sin 0]" 2@ —T1)1" 2

&. On considére de la méme maniere la fonction «?+!, dont le développement ordonné
snivant les puissances de sina, donné dans le travail précédemment indiqué, est le suivant:

n—4)
sé)‘z-{»—i

{ L — ' ﬁ ‘ —-— 1 _ sin2(m—*) m] .
g2+ = gin2-H le Tt (26F2)(2k+3) ... (2nt-1)
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On a d’abord

Ptlcoszdz 9 sy
sin? 2y Tk 2) (2L 3) ... (2n L 1)

s

/ZW“H cos zdz 0

sin2eH g
S

La premiére égalité donne ensuite

[ 22t o M1 [tleoszde 9; (2n+ 1) sggh
- = : =2i%
Josin¥Hlz 2k 41 sin?"+2 2 "Ck+1)2k+2) ... 2nF1Y
$ 8
et, par conséquent,
/27: ol 2k4-1)i0 gin 271 <B 6—2’0) A6
{evzﬁsinO 902 (S cos 0) 4 6—2§sin 0]2n+1
(2n 4 1) sl T

T2k 1) (2k+2) ... Cr 1) FEET
On trouve, au moyen de cette égalité, les résultats suivants:

22 cos[(2k+1)0+(2n-1)w]dd

17
0 {e 2fsind 9 0052 (B cos 0) - 2080 OJ

— )
S T

T2k 1) 2kt 2) ... 2n BT

2% sin[(2k41) 0+ 2n-+1) 0] db 0

An+1 =

o 5o 9
0 [egPSan—QCOSQ(Bcosﬁ)+e—9\%m0]

Ou trouve aussi

/2’ cos[(2k+ 1) 6+ 2n 0] db

A [62551“0 — 2 cos 2 (8 cos ) g—2Bsin 0]” T

2= sin[(2k+1)6+42nwdl B
[eﬂﬁsinﬂ — 2 cos 2 (B cos §) -+ g—205in 0]"

0
Les formules obtenues au n.° 3 sont comprises entre celles qu’on vient de trouver, comme

on peut le voir en posant k=0 et en ayant égard & 'égalité

so =32.5%. T2 ... Zn—1)%

ot T .
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sur gquclgues relations entre les nombres de Bernowlli
et entre les nombres d’iEuler

6. Appliquons la formule (1.) 4 la fonction i

Comme on a
SO =1, f"(0)=2@2—1)By, f0)=2(2*-1)By, ..
f(?n) (0) =2 (2271—4 . 1) B%_1

et

FO=F1©Q)= .. =f=h©0)=0,
By, Bs, Bs, ... représentant les nombres de Bernoulli, on trouve

p—singt2 § E = DBay +80@ DBy s+ A8 @— DBy
= (2n)!

=4

sin?H g,

Mais, on a

w=sine+ 1.3.5...2n—1)

pag : sin¥H g,
w1 24 2n(2n+1)

En comparant ces deux résultats, on obtient la relation de récurrence entre les nombres
de Bernoull:

(22“_‘1_ 1) B.’n~l ')— S(zipz (22)173— 1) B2u-3 + LR + g:l—” (2 - 1) Bl
2. 135 2n—1)P

2@n+1)
VOL. It o

e
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11 résulte immédiatement de cette identité la représentation suivante des nombres consi-
dérés au moyen d’un determinant:

Up—g S5 S S
Up—3 1 sz’&_n ngn_j)ﬁ
1 .
Bayy= WI_;T) ugy—s O ! PSR
! uy 0 0 1
ol
C[1.3...@u—1)P _ 1.3 @n—3)P 1
U9y = 2n+ 1 ) U9y—3 == 2n—1 gy vees UL== ?
En posant

B"’Z‘n-—i = (22”——1 - 1) Bﬂn—h B:Zn—a = (22)2_3 - 1) BQ'xfih o

]

ou peut écrire symboliquement la formule (2.) de la maniére suivante:
B [B%-4-22] [B%+4% ... [B?4 (2n—2) = —é« U1 5

ot on doit remplacer, aprés les multiplications, les exposants des puissances de B’ par des
indices.

7. En partant de la fonction tang = et en employant une analyse semblable, on trouve
une autre relation de récurrence entre les nombres de Bernoulli et une autre expression au
moyen d’un déterminant des mémes nombres, ol figurent les quantités représentées par sii. ;.

On a, en effet,

2(22—-1 2324 -1
f/ (0> — _(__1__) Bl, f/// (O) — __(_2*2337 . 7f(2n~H) (O) ,ﬁ’;—?_l___) B2n+17

FO=F(0)= .. =f (0)=0,

et, par conséquent,

2‘2n+2 -1 22n -1

22 1
w 2%t N B2n+1 + 2t s‘é}?—l—l By u+...+2 - Sg?-i-a B
tang x= X '

o) @n+1)!

sineH g,
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Mais, d'un autre c6té, on a

tang x— § 1.3.5...(2n—1)

1 2n+14
s ="+ ¢,
=0 2.4...2n

En comparant les deux développements on trouve la relation de récurrence

21y 1 L 221
s g e g e T
(3) 2 S, 41 B2n+1 + Sontt n 2t 1 + 2 8y +HTT] 1

=[1.3.5...2n—D)*2n+1),

dont on tire

1 9 : )
vt Syl S P Soipy
P R
n - . _.9
%M:?H%M):Tﬁ“5 0 Lo
' !
|1 0 0 1
ol
voa=[1.3.0...2n—12n+1), v2-3=[1.3.5...@n—3)]22n—1),
En posant

9241 (29(»1-{»1) Dm—~1 (22‘4

—1
) B?n—i, s

" —1 "
B2n+4 = ) B?n-i—d 3 Bin——i =

n—+1 n

on peut éerirve, symboliguement, la relation (3.) de la maniere suivante:
B"[B"2+ 1% [B"*4-3%...[8"2-- 20— 1) =vay—s,

olt on doit, comme précédemment, remplacer, apres les multiplications, les exposants de B
par des indices.

8. On peut trouver encore une autre relation intéressante entre les nombres de Bernoulli
en partant du développement suivant de x cota, qu’on obtient an moyen de la formule (1.):

woota— 1 & 22 Bay g+ 8 232 By,_34-. . 840 22 By
=1—-3
a1 (2n) !

sin® g
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et en le comparant au développement suivant:

® 2.4.6...2n—2)
13
weotr=1—= 2 35 .+

sin? a,

que nous allons démontrer.
Posons

e’ =]
wcotwe= X Aq, sin®x

n=0
et, par conséquent,
zeotzcosz cos 2 ! .
R ¥ Ay, sin?z,
sin® z sin?+Hz =,

et intégrons les deux membres de cette égalité le long d'une circonférence s ayant le centre
a P'origine des coordonnées et dont le rayon soit assez petit pour que cette série soit conver-
gente dans V'aire que la circonférence limite. Puisqu’on a

cos zdz ~
/‘sinmz =9, (m<1)

et

coszdz ,
— - = 24,
sin 2

s

on trouve ainsi

A 1 zcotzcoszdz
9 = 5= —_— "
" 9 sin?nH ¢

S

zcotzcoszde /’ zdz / zdz
sin?Hz ) sin?viiy sin* 2’

2.4...20—2) ‘ on
9 1.3...(8n—1) T TR A

Mais, nous avons

et, puisque

et, par conséquent
® 2.4...2n—2)

Ze=c082 X — o —gin*—1z
n—9 1.5...(271*1) ?

nous avons aussi

[‘ zdz _22.T2.4...(2n~2) _zdz__%r 2.4...2n
J sz T TN T @1 f o F1)
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Done

_ 1, zcotzeoszdz  2.4...(2n—2)
2,”__21.1{/ sinHz  1.3.5...@2n-1)

Le deuxiéme développement de x cotx précédemment indiqué résulte immédiatement de
cette égalité, et, en le comparant au premier, on trouve la relation

22 Ba, 4 -+ S 22— By, s+, . SEb 22 By
4.) [2.46...2n—2)]2n
= on 1 ’
qui donne
Ugp—g  S§ S I
1 Un—4 1 Sg&—i) Sg?i;)
Boyy = 97 Ugp-g O 1 S(ﬂrzn_j)i) ’
g 0 0 : 1
ol
o [2.4...2n—2)*2n g 2.4...2n—4)P2n—1) v 2
An-—2 27’1 + 1 An-—~4 272_1 3 ey 0

9. On peut troaver pour les nombres d’Luler des relations analogues & celles qu’on vient
d’obtenir pour les nombres de Bernoulli.
En effet, en représentant ces nombres par Eg, Ey, Eg, ..., on a

1 Eq E,
— T et T
cosm_1+ 21 @t 41

. E
(5.) m’*—{——g;imﬁ—{—....;

et, par conséquent, en appliquant la formule (1.) & la fonction

» on trouve
x

c

1 — 1 + § Eﬂn + Sé:z) E‘Z(n-1) +‘ .. + S‘(l':;—i)EQ sinzn @
cos et (2n)! )

Mais, d’un autre c6té, on a

1 1. 1.3...@2n—1)
L . 2 S S
It gsinte .. 4 —p g

1,2
st 4. ..
cos &
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Done nous avons la relation de récurrence suivante entre les nombres &’ Euler:
(t — 5 9
(6') E211+Sﬂn> E“?(n-—ﬂ)+' . ‘+ Sg,l, K EQZ [1‘3'0' . (27‘[/—1)]27

dont il résulte 'expression, au moyen d’'un déterminant, des mémes nombres:

¢ 2 M & (=1}
Ao Sgn) Sé,l) : b?:}
a(h N (n—2)
a‘Zn—S 1 Dé(n—h : SSZ’ZW—I)
. S (n—3
Eﬂn = a?n——ﬁ O 1 : bg)’;n—é)

| 1 0 0 1
ou

a1 ={1.3.5...2n—1)%, ag3=[1.3.5...2n—3)p%, ..

., . sinx .
1®. Considérons encore la fonction ——, pour trouver une autre relation entre les nom-
cos?a

bres d’Huler, ol figurent les nombres représentés par s{7,.
Puisque
sin B, Es :
—f:me‘%T—flﬁ **%5 a0
cos? S TR BT T

on a

SO =0, f10)=Es, f'0)=0,..., f@0)=0, fe+(0)=Egq,

et, par conséquent,

. , "
s ® $ E“Zn-}—? + S‘(Zn)ﬁ-i Eﬂn + .. + Sgi?—{-l h? TR
=X ‘ ; sin®™ .
cos?e  ,—p @n+ 1!
Mals on a aunssi
sin . . e
——— =sinz+sindz+sindaet. ..
cos?
Done
’ "
(7.) Eppo + 88l By ko b il By = (20 4-1)!
et
3 i 2 .
@) s e s
@n—11 1 sV or ey
E2n+2 = (2’)7, — 3) ! 0 1 S(_:;Z:%) 5
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Les formules (6.) et (7.) peuvent &tre écrites symboliquement de la maniere suivante:

E2[E2+22][E242]. .. [E2+ (20— 2)2] =[1.3...2n — 1) ]2,
E2[E24-12][E2+37]. . .[E2 4 (20— 1)2] = 2n - 1),

il. La méthode qu'on vient d’employer pour trouver quelques relations entre les nom-
bres de Bernoulli et d’Euler donne aussi des relations entre les nombres représentés précé-
demment par B¢ et si7,. Nous indiquerons ici la suivante

—1 —2
35711)4-1* 3~§Z+1) +S'g:z+1) —... k1= O;
qui résulte d'appliquer les formules (1.), (2.) et (3.) & la fonction sinw, et la suivante:.

SO — St 480 A1 =[1.3...2e— D)2 2+ 1),

qui résulte d’appliquer les mémes formules & la fonction cos « et de comparer le résultat an
développement

cos @ =] L sin? o — 1 sin® ——1‘3 sinfa —
=173 1.2.22 1.2.3.98 %






VOL., II

XTI

ALGUNS ARTIGOS SOBRE DIVERSAS QUESTOES D GEOMETRIA AALYTIC

RR






ON THE RECTIFICATION OF BOOTH'S LOGARITHMIC ELLIPSE AND LOGARITHWIC BYPERBOLA.

(The Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. XXXVI. London, 1504).

The geometrical representation of the elliptic integrals of the third kind caused Booth to
consider two curves of double curvature which he named the logarithmic ellipse and the loga-
rithmic hyperbola in his Important work — A Treatise on some new geometiical methods (Lon-
don, 1877, t. 11, p. H1 and p. 76) — where 1t is shown that the rectification of those curves
depends on elliptic integrals that are subsequently reduced to Legendre’s fundamental forms
of the first, second, and third kinds.

In order to obtain this reduction the eminent mathematician, Booth, employs a special
analysis for each of thege two curves, but nevertheless there exists between their equations
the same simple relation that exists between the equations of the ellipse and the hyperbola.

The natural and simple methed employed in the case of the logarithmic ellipse is not
eagily employed in the case of the logarithmic hyperbola, as the author says, therefore ano-
ther method is used, but this one is not so simple and rather artificial.

Now in this paper I propose to undertake the above mentioned reduction by means of an
analysis applicable to both curves, and which in the two cases is not less natural or less

simple than Booth’s analysis.

On the logarithmic eliipse.

The Jogarithmic ellipse is the intersection of the paraboloid of revolution and the elliptic
cylinder with the same axis; the equations are therefore

22 2
2z == 2 - o2, a—2+%—2—=1.
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The element of the arc is given by the formula

3__p2\2 a_ 32
<fiﬁ_b*> g bvz_b" (2 a2 — %) y2 — b%?

2 102
ds k2 (y* — 62) .

Assuming now

/a2 2 _ 32
(S ) ' = S (8 ) 0 = (A By (- By = AC T B (AC) 4By,

where A, B, C are given by the equations

242
b*—a 9

e AT C=k2a?—02, AC=—0%2

we infer that A and C are the roots of the equation
(1) X2 (24 a?— %) X — 022 = 0,
and the above formula rhay be written

_(A+By) (C-+By?

9 2
ds 20— ) dy?.
Now if we put
A
AT By?=(C+ By 5 8%
we obtain
(C—A2A 12 dt
) ds = T 3 ST
ky CPy (A+Bb) (1—ht*?y | (1—)(1—j 269!
where

po A a A CEBE A O i)
O TR T O A= (@

In this formula j2 is positive and therefore j real; this may be proved by observing that
A and C have different signs as well as C— (e —02) and A — (¢ —0?), these four quantities
being the roots of equations (1), and

XP— (2462 —a?) X —a%k* =0,

the latter resulting from the substitution of Xy 4-a? — 82 for X in (I).
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We may further prove that j2 < 1.
Assuming A to represent the negative root of (1), the above inequality is equivalent to

[A] C—(a?2—0%

O TAFa— <D

which is satisfied by the values of A and C, since |A| < C.

9

L . . t=
Substituting now in equation (2) for (1 ;/zt"-—’-)é the value

#2 1 [ P 1_J
(1_/”2)2*7 (L —fu?)? 1 —r |’

we obtaln

o (C-ARA i dt
P E VO YA [ 08y TE—6) (L (L hERy T By (1 — 2

and putting
e (CAPA
i=sing KepoonyaTemy A=V l-inte)
we find
dg 1 do
SZK[_/(I—-hsiu?;o) A@T/(l_]zsinz(‘g)zA?}

Using the following results (easily obtained from well known formulee for the reduction of

elliptic integrals)

do . h? [‘ sin ¢ cos ¢ Ay
(I —hsin?0)?Ad0  2(1—A)(h—j3) .  1—hsinle
?)7 A1 (e =—77) 7
72 / c o o do 352205t — 2412 dew }
-+ _ 2, %Y 7
Che, (1= Asin®e) Ay h? _/(1 — hsin? o) Ay '

do /) do h
(A —nsimre)of = (1) [ 2 fagay
/ > JH ) Ay R ’

which give
sin o cos g Ag

T

» do _ n? [
/ (L—hsin?g)2de  2(1—h)th—35%) 1 1 —hsinty

72" Adcpﬁ 3 _1 /.A" - 352 —2hg* —2h + 7&“—"/‘ deo
+ Ay 1 vae h? (I —hsin*g)do|

h? h
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we find

s K [ h?sin g cosg Ay
T 2(1—-R)(—3) L 1—hsin?¢

) ; dg ) de
+h/A?d?+(.72—h)fA—?+(h2—J’)fm&‘;] :

By this formula we obtain s, and it follows that this quantity depends on elliptie integrals
of the first, second, and third kinds.

1L

On the logarithmic hyperbola.

We proceed now to consider the logarithmic hyporbola, which is the intersection of the
paraboloid of revolution and the hyperbolic cylinder with the same axis.
The equations of the curve are
2 2
-1

2hz = a? - 92, P

Comparing these equations with the equations of the logarithmic ellipse it will be seen
that we can transform the expression of ds given by formula (2) to the expression of ds in
the case of this latter curve by substituting, for 52, — b2, and we get

. K [_ h?sino cos ¢ Ag
I WGi—7)

) d ) dw
o fapdet g [T 00— [ |

s -
1—hsino

where
2 172
B=" ;—b, A+C=kFa? 402, AC=bU,
A e A CoBR A C—(@409) - p  (C—APRA
= Ji= o A Bi A= (@Y k‘/03‘/(A——Bb~2)

A and C are now the roots of

X2 — (k24 a2 4 b2) X + 52%2 = 0.



343

As in the preceding case it will be similarly found that A and C have the same signs,
and A —(a?-5%) and C— (a?+ b?) have different signs; therefore j2 is negative and j imagi-

nary. Letgo=~1—7t——¢, we have then

2

_ K [ B h? sin § cos ¢ Ad
FToA=h (=) 1 —hcosty

—nf spay— (=) [ o) [ |
where
My =/ (L —j? cos* )
If now
M=y (1 =)/ (1 —2sin?), 1—hcos?d = (1 —h)(1—hsin?d),
where
J? A(C—a?—1% h
= R T T AT c=4a MTaeT
we obtain
2 &3 .
<ol ~I§(h 75 [* " fliﬁlccoossjﬁ(p —y/ (1—j% 7z‘fA14> d
P21 d R2—j?2 b -
VA=A M =R (T ftl—m sm%)zw}’
where

Ay = /(1 —jisin® ).

The above expression of 7] proves that j, is real and that j7 <1.



IL
SOBRE UNA PROPRIEDAD DE LAS CUBICAS CIRCULARES.

(Revista trimestral de Matemaéticas, t. IV, Zaragoza, 1804).

Es bien conocido el siguiente teorema, relativo &4 las ctibicas circulares:

St una civcunferencia corta d una cibica circular en cuatro puntos A, B, C y D, cada
una de las rectas AB y CD corta d la curva en un tercer punto, Xy ¥, tales que la recta EF
es paralela d su asintotu real.

Las rectas AC y BD gozan de la misma propriedad, asi como las rectas AD y BC.

En una excelente obra de Basset (1) se halla una demostracién de este importante teo-
rema, por medio de las coordenadas trilineales. A esta demostracion puede darse una forma
més elemental, recurriendo 4 las coordenadas cartesianas oblicuas, conforme, se vera.

Sean
@ +y%) (pr+qy) = Ax? 4By + Cy? 4 De+-Ey +-F,  (w—m)?+(y—p)? = R?

las ecuaciones de la ctibica y de la circunferencia consideradas.
Afadiendo 4 los dos miembros de la ecuacidn de la cibica la expresién

(i + yi — 2w — 29y, —R?) (p2 +qv),
puede reducirse esta ecuacién & la forma
[w—w)? + (y— 0 — R (po+ gy) = Are? 4 Buay + Cug+ Dige + Buy + T,

mediante la cunal se ve que los pantos de interseccidn de la ctbica con la circunferencia dada
coinciden con los puntos de interseccién de la misma circunferencia con la c¢énica cuya ecua-

c1dn es

Ayx? 4+ Byay + Cyy2 4+ Die + By + F = 0.

(') Basset — An elementary Treatise on cubic and quartic curves, Cambridge, 1901,
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Tomando ahora para nuevos ejes de coordenadas las rectas AC y AB, poniendo AC=a
vy AB=10, y observando que las equaciones de la ctibica, de la cénica y de la circunferencia,
referidas al nuevo sistema de coordenadas, deben dar & =0y 2=oa, cuando =e haga y=0,
¥y que deben dar y=0 é y=1>0, cuando se haga x =0; se ve que estas ultimas ecuaciones

deben tener la forma

1 Asx (2 — )+ Baxy + Coy(y — 8)=0,
() z(e—a)+ Ky +y(y—0)=0;

y que, por consiguiente, la ecuacidon de la clibica, referida también 4 los nuevos ejes, debe ser
@) [z(e—a)+Kay +yy—b](paet+qy-t ro= Aw (x—a)+ By + Coy (y — b).

Esto sentado, eliminando v (y —b) entre las ecuaciones (1 2), se obtiene la ecuacién
P gy ’

x =20, que representa la recta AB, y la ecnacién
(4) (/AAQ—CQ) (:Jc—a) -{‘(BQ—I(CQ):I/:O,

que debe representar la recta CD; y, substituyendo en la ecuacién (3) Bey por su valor dado
por la (4), se obtiene la ecuacién (2), que representa una circunferencia ya considerada, que
pasa por los puntos D y C, en que la recta DC corta 4 la ctibica, y la ecuacién

pue -+ qy +r1= Cq,

que representa una recta que debe pasar por el tercero de los puntos en que la DC corta &
la cabica, al cual representaremos por la letra I.

Poniendo ahora =0, en esta ultima ecunacidn y en la ecuacidn (3), se ve que la recta
representada por ella, pasa también por el punto E, en que la recta AB corta 4 la ctibica
representada por la ecuacién (3); y, como su coeflciente angular es ignal al coeficiente angular

de la asintota de la cubica, concliyese que EF es paralela 4 esta asintota. Y el theorema

queda asi demostrado.
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NOTA SULL' APPLICAZIONE DEL TEOREMA DI FAGNANO
RGLI ARCHI DELLA LUMACA DI PASCAL E DELLA SINUSSOIDE.

(Periodico di Matematica, t. XIX. Livorno, 1904).

Quando lo sviluppo dell’arco di una curva sia esprimibile mediante un integrale ellitico di
seconda specie, alle proprietd degli archi di ellisse corrispondono evidentemente proprietd
degli archi della curva considerata. Vogliamo vedere In quante segue quali sono le proprieta
che corrispondono al teorema di Fagnano nel caso della lumaca di Pascal e della sinussotde.

i. 17 noto che l'equazione della lumaca di Pascal, in coordinate polari, &

p=acostiLth

¢ che lo svilnppo dei suoi archi & dato dalla formola

0
s=(a+h)[ \/l ~?§’%)Qsen9é—0.d0,

quando %2 a, o, ponendo 6= 20,

? R
s=2(a—}—h)f \/14(;’32—)259112@.629
0

ossia

s=2(a+h) [PY1—Fk*sen*o.do=2(a-h) E (k, ¢),
§

per cu



Cid posto, applichiamo alla curva considerata la formola

k?sen o1 cos o1
/1 —k?sen? gy @1

L (%, '?O -+ B <k7 03) — B <7‘57 g)

che si veritica quando ¢ e @3 soddisfano alla relazione

1

tang o) tang 03 = ————

=

ed alle diseguaglianze

o

T
0<<94<77 0 <ea -

o~

Rappresentando con V 'angolo fatto dalla tangente nel punto corrispondente a ¢ col vet-
tore di questo punto, notando che

6 acos A

7 —
tang V=p 7~ dp asen @

e facendo

asen @ 20 sen 0 cO8 G

ik I hoeosy
(a—h) vl — k?sen? % 6 (@ h) 1 —k?seny

cos V =

possiamo scrivere,

v ]
E, ¢n+E &, 92)— (k, 7> Z—%—Zlcos V.

Ma, d’altro lato, se A e B sono i punti della curva pei quali ¢ assume 1 valori O e %,
e se M, M’ sono punti pel quali ¢ piglia i valori @, ¢a, abbiamo

arco AM =2 (a-+h)Ek, 1), arco AM =2 (a1h)E (k, ga),
arco AB=2(a+h)E (/c, —;) .
Quindi,
71/ (a‘% h\q

arco AM — arcoBM' = —————cos Vy =4hcos Vy,

ponendo,

tang of tang v =
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Si pud poi construire la differenza degli archi AM e BM' della lumaca di Pascal pigliando
sul vettore del punto M un segmento eguale a 4% e proiettando sulla. tangente alla curva in
questo punto.

2. Consideriamo ora la sinussoide, la cui equazione &

&
Y =dasen --—-
J m

21 m2_ 2
s_f \/ « m ¥;/,, -y,

[41

Abbhiamo,

0, tacendoe

y=aseny, k=-—=

Va2 +m?

b

s= Va2 4 m2 \/l—h’sen o.dy.

1

(]

Applichiamo anche adesso all'integrale che entra in questa formola la relazione

T k2% senpi coupi
E(k, ¢1)+E (2, ¢ _<7L;> 1cos e
(ky 1) (R, ©2) 19 ‘/1 kSencp‘

che ha luogo facendo

1 = s
tang ¢y tang ga = ﬁ7 O<901<~2f7 0 <ol 5
e notiamo che &
k2 seng cosg yVal— /2 T \/mz Fal =43
\/1—k256n9u Va? +m? &/az—}—mz——f J at—y? 7

rappresentando con T la lunghezza della tangente alla curva nel punto (z, y).
Si ottiene cosl I'eguaglianza,

E (% +E k7 72 _E<k7 ;>= —y?*————a
& 20 &) 2 TV a® 4 m?

ove 7 rappresenta Pordinata del punto della curva corrispondente a v =1 e T} la lunghezza
della tangente alla curva nello stesso punto.

Ma d’altra parte, se O rappresenta il punto della curva che coincide coll’origine delle

. . . 1 . .
coordinate, A il punto che corrisponde a x = 5 M M e M i punti che corrispondono a
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9=01 e =g, S ed N i punti nei quali la tangente e la normale alla curva in M incontrano
Vasse delle ascisse, Q la proiezione di M su quest’asse ed L il punto in'cui la perpendicolare
ad MN condotta per Q incontra questa retta, abbiamo

arco OM = V a?++ m?* E (k, o1), arco OM' = Va?+m2E (&, v2),
arco OA =Va? +m? E (k, -3—) )

y1=MQ="Tisen MSO, QL =y;sen MSO;
dunque
arco OM ~—arco AM' =QL,
quando

‘/ a2 _}_W?
tang o1 tang og =— .

m




IV.

SUR LE NOMBRE DES TANGENTES QU’ON PEUT MENER A UNE COURBE
PAR UN POINT SITUE SUR LA COURBE.

(I’Enseignement mathématique, t. VII. Paris, 1905).

2. Le probléeme qui a pour but la détermination da nombre des tangentes qu’on peut
mener & une courbe algébrique par un point situé sur la courbe se résout d’une maniere
presque intuitive quand on considére seulement les tangentes réelles, comme on peut voir
dans 'ouvrage de Basset, An elementary Treatise on cubic and quartic curves (Cambridge,
1901, p. 17). Mais, quand on veut étudier cette question d’une maniére générale, en consi-
dérant les tangentes réelles et imaginaires, sa résolution est moins facile. C’est 4 ce point de
vue général que s’est placé Salmon dans son ouvrage sur les courbes planes (édit. frangaise,
Paris, 1884, p. 89), ot il a donné & cet égard un théoréme important, qu’il a obtenu par une
élégante méthode algébrique.

Or, nous allons nous occuper de cette question, en nous plagant aussi au point de vue
algébrique général, pour donner une démonstration, que nous croyons nouvelle, conduisant
par uune méthode plus élémentaire au résultat obtenu par I'éminent géoméire anglais,

2. Soit
fla, y)=0
I'équation de la courbe considérée et m son degré.

L’équation de sa premiére polaire, par rapport au point (21, 1), est, comme on le sait,

la sulvante:

f of B
B W—“‘OWLW(?/—‘Z/O—Q

et son degré est égal & m— 1.
Cela posé, nous allons démontrer le lenme suivant:
St (21, y1) est un point multiple d'ordre I de la courbe considérée, il est cussi un point mul-



tiple de méme ordre de sa polatre, et les It branches de la courbe qui se coupent en ce point, sont
tangentcs aux k branches de la polaire qui s’y coupent ausst.

On peut considérer comme compris dans cet énoncé le cas olt (4, y1) est un point simple
de la courbe, en supposant alors k=1.

Pour démontrer le lemme précédent, écrivons I’équation de la courbe de la maniére sui-
vante:

Floi+e—a, yp+y—y)=0,

et ensuite développons son premier membre suivant les puissances de @ —axy et y—uy1; co
qui donne

0 d
81]:0 (x—a) ;-(3/ Y1)

] o2 7
3ot b ) g+ g =9 =0,

ou, symboliquement,

nEm 1 [ f

n=1 m 89@5

=)+ 5 -] =0

L’équation de la polaire de cette courbe peunt &tre écrite de la maniére suivante, en or-
donnant aussi son premier membre suivant les puissances de @ —ay et y— y;:

3 9
’M—{(x“wi)"*"%(y—%)

+| 5

ou, symboliquement,

mla]; (@—a) (y—y1)+ aj:(J ya)QJ =0,

n;m af

of )
— L — -
Rt y4)} 0.

Ces équations montrent, en premier lieu, que si (a1, y1) est un point simple de la courbe
considérée, la droite dont I'équation est

9 9
%(w—w4)+5}£(y~yi)=0

Y

est tangente & cette courbe et & sa polaire.

On voit ensuite que, si (x4, y1) est un point double de la courbe considérée et si, par con-
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0 o .
séquent, ses coordonnées 2y et y; satisfont aux équations —‘i— d; 0, les deux droites

représentées par I'équation

o 82
T PCEEN AR

oy}
sont tangentes au point (w1, ¥1) & la courbe et & sa polaire.
En continuant de la méme maniére, on démontre le lemme énoncé précédemment.

3. En nous basant sur le lemme ci-dessus, nous allons déterminer le nombre des tan-
gentes qu’on peut mener & une courbe donnée par le point (w1, y1).

Supposons d’abord que la courbe a seulement un point multiple, qui coincide avec (x4, y1),
et que 'ordre de ce point est égal & k.

La courbe donnée et sa polaire se coupent alors en m (m — 1) points, et I'un de ces points
coincide avec (¢, y1). OF, ce point étant multiple d’ordre % sur la courbe et sur la polaire,
il compte pour %% intersections. Mais, comme les % branches de la courbe sont tangentes aux
k branches de la polaire, chaque branche de celle-ld a encore un autre point, conséeutif &
(@1, 1), en commum avec la polaire. Donc le nombre des intersections de la courbe et de sa
polaire, distinctes de (w1, y1), est égal &

m(m—1y—k -+ 1).

Or, ces points coincident avec les points de contact des tangentes & la courbe menées par
(a1, y1); et on a, par conséquent, en représentant le nombre de ces tangentes par ¢,

t=m(m—1)—k({k+1),

résultat qui coincide avec celui qui a été obtenu par Salmon.
Si (@4, 1) est un point simple, cette formule a encore lieu, en supposant alors &=1.
Sila courbe donnée a & points doubles et v points de rebroussement, distincts de (i, y1),
la valeur de ¢ peut &tre encore obtenue facilement, en employant la méthode dont on fait usage
habituellement pour démontrer celle des formules de Pliicker qui détermine la classe de la
courbe (Salmon, 1. ¢c., p. T7-78) et le lemme précédemment démontré. On trouve ainsi

t=m(m—1)-23 —3v—k(k+1).




V.

SUR LES TRANSFORMATIONS LINEAIRES.

(Mathesis, t. XXVI. Gand, 1906).

On sait que si les coordonnées (i, y) et (X, Y) des points de deux courbes U et U’ sont
lides par les équations

eX+0Y+e adX+0Y -+

= >

M "= XFpYFg | YT XFpV 4y

Iune de ces courbes est une perspective de l'autre.
Voici une démonstration bien simple et élémentaire de ce théoréme; elle est peut-dtre
nouvelle.

Je remarque premitrement que les égalités (1) peuvent &tre éerites ainsi,

x=B{Xcosa——Ysina—{—h _inl,
X+pY+q¢q b
Xsina+ Ycosa+k
y:ﬁ[ X+pYFg J’

En effet, 'identité des formules (1) et (2) exige:

(3 Blcosatmy)=a, B(pr,—sina)=20;
& psinatyy)=d, B(py+cosa)=0;
®) Blampth=c,  Blayyth)=c.

Or, en éléminant x, entre les égalités (3), y, entre les égalités (4), on obtient

(6) ap—b=B(pcosatsing), ap—&=23(psina—cosa),
VOL. 1I TT
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relations d’out on tire facilement 3 et tang « en faisant la somme de leurs carrés et en les divisant
P'une par Vautre. Les inconnues x, 7, résultent ensuite de I'une des équations (3) et (4).
Enfin, les équations (5) font connaitre % et %.

Cela posé, les axes coordonnés primitifs étant supposés rectangulaires, je change les axes
auxquels est rapportée la courbe U’ en posant

) h+Xcosa—Ysina=Xy, k+Xsina+Ycosa=Yy,
et j'aurai

X, , Y:
© S SRR (R A R A (R R

Pesons encore

aj=Mhcosay, by=Dhsinay, ci1=Ae,
h, a1, e seront des quantités bien déterminées. Si nous faisons maintenant
Xo=Xjcosay + Yisina;+e¢, Yo=Y;cosas—Xysinay,

ce qui correspond & un second changement d’axes pour U, les formules (8) deviennent

(Xg—eycosar —Yosiney
= .

}\XQ +m07
©) o
_ (Xa—e)siney+ Yocosa I
y= Xz -

Changeons maintenant les axes auxquels est rapportée la courbe U en posant

B COoS &y .
x=ay+ 3 ~— &3 COS oty — Y2 SIN oy,

sin oy

y=1yo+ T sineay + 72 cosay ;

il vient

e Yo
Pour achever la démonstration, considérons trois axes rectangulaires OXe, OYa, OZg, un
point P (0, O, y) sur I'axe OZs et un plan = (Xe=72) perpendiculaire & 'axe OYq2. Prenons
un point quelconque A (Xg, Yz, 0) du plan Xs Ys et projetons A en B sur le plan =, & partir
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du point . Les équations de la droite joignant les points A, P étant

@ 2y

b
Xg YQ — ]’

?

on trouve pour les coordennées de B:

(11) y=

Rapportons le point B 4 deux axes du plan x, dont l'un O'w est la trace de = sur le
plan XoZy et dont autre O'ys est la trace de = sur le plan z =1 ; les formules (11) prendront
la forme

(11) Yo

La comparaison des formules (10) et (11} établit la proposition que nous avions en vue.




VI.

SUR QUELQUES PROPRIETES DES CUBIQUES.

Extrait d’une lettre adressée a P. H. Schoute.

(Nieuw Archief voor Wigskunde, tweede reeks, VII. Amsterdam, 1906).

Nous allons donner dans cette Note quelques théorémes relatifs aux cubiques qui n’ont
pas encore été remarqués peut-étre.

1, Considérons une cubique quelconque représentée par I'équation

Ao+ Bocfgi = Ca, y3 4Dyl + Bz, + Fayyy, 2, + Gz, + Ha, 22 - Ky, 23 - Lt =0,
et la polaire du point (ay =0, 21=0)
Bai -+ 2Cw, y, 43Dy + Fa, 2, -+ 2Gy, 2, + Kz = 0.

On voit au moyen de ces équations que, si I'on prend pour ¢6té des 2z du triangle de
reférence la tangente & cette cubique & un point A, pour ¢6té des xy un droite qui passe par
A et par deux points quelconques Ay et Aq de la méme cubique, et pour c6té des yi la tan-
gente & la polaire de A an point ol cette conique, dont ’'équation a été écrite ci-dessus, coupe

la droite AjAs, on a D=0, C=0, F=0 et K=0, et que par suite I'équation de la cubique

considérée prend la forme
2, (Gyi + L)) + Aax} + Bajy, + Eajz, + Ha 22 =0.

Remarquons maintenant que cette équation fait voir que, si G=20, le point A, ol 3 =0
et zy =0, est double, et que, si L =0, les points Ay et As, ol la droite coupe la cubique,
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coincident. Donc, si la droite AAjAs coupe la cubique donnée en trois points distincts, on
peut poser

Yt 2y L

X = —" £ —

X Y X4 G

ce qui donne une équation de la forme

y{x?+?)+ iy -+ Eiy+ Biet Ay =0,

laquelle représente une cubique circulaire qui est donc une perspective de la cubique donnée.

Voici maintenant quelques conséquences de ce résultat.

En remarquant que aux points Ay et Ay de la cubique donnée correspondent les points
circulaires de Vinfini de la cubique circulaire et en se fondant sur les propriétés de cette
cubique et sur les propriétés de la transformation homographique, on peut énoncer les théo-
rémes suivants:

Une cubique générale quelconque peut tre considérée de quatre maniéres différentes comme
Venveloppe d'une série de coniques bitangentes qui passent par deux points fixes Ay et Aa de la
méme cubique.

Si la cubique est rationnelle, le nombre des séries de coniques bitangentes dont elle est
Venveloppe se réduit a deux si elle a un noeud, @ un si elle a un point de rebroussement. Dans
ce cas elle est, en outre, Uenveloppe d'une série de coniques simplement tangentes, qui passent
par le point double.

Les tangentes a une cubique générale passant ava points Ay et Ag déterminent par leurs
intersections 16 points, situés sur quatre coniques, qui passent par Ay et Ay, et chaque conique

en contient 4.

2. On sait que toute cubique circulaire qui passe par son foyer singulier est le lieu des
points de contact des tangentes menées par un point fixe B aux cercles, réels ou imaginaires,
qui passent par deux points donnés By et Bg, que B coincide avec ce foyer, et que la cubique
passe par By et Ba. Nous ajouterons que la polaire de B par rapport & la cubique est un des
cercles considérés. Kn effet, si I'on prend le point B pour origine des coordonées, une droite
paralitle a By Ba pour axe des ordonnées et une perpendiculaire & cette droite pour axe des
abscisses, et si 'on représente par (2, f) les coordonnées du milieu de la corde By By et par ¢
sa longueur, 'équation de la cubique considérée est la suivante:

2@ ) 20 (e )+ (6 [P o) ot 2y =0,
et I’équation de la polaire du point (0, 0) est donc
o (@?+y?) — (6 — B2+ N e — 2aBc = 0;

or cette ¢quation représente un cercle qui passe par les points (x, f 2 ¢).
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3. Cela posé, nous allons donner un théoréme générale sur les cubiques qu'on obtient au
moyen des propriétés des cubiques circulaires qu’on vient de rappeler et de la théorie
donnée an n.° 1.

Considérons pour cela, comme au n.> 1, un cubique quelconque donnée et trois points
A, Ay, As de cette courbe, situés sur une méme droite, et supposons maintenant que les
tangentes & cette cubique aux points Ay et Ag se coupent en un point U de Ja méme courbe.
Alors les asymptotes imaginaires de la cubique circulaire correspondante se coupent aussi &
un point situé sur cette derniére courbe, qui en est donc le foyer singulier, et cette cubique
appartient done au groupe des cubiques circulaires qu’on vient de considérer. En remarquant
maintenant que & ce foyer B correspond le point U de la cubique donnée et que aux points
civculaires de U'infini et aux points By et Bz de la cubique circulaire correspondent les points
Ay et Ag et les deux autres points ol la polaire de U coupe la conique donnée, nous pouvons
énoncer le théoréme suivant:

Toute cubique est lew des points de contact des tangentes mendes par un quelcongque de ses
points U aux coniques qui passent par les quatre points o la cubique est coupée par la polaire
du potnt U considérd.
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SUR UNE FORMULE POUR LE CALCUL NUMERIQUE DES LOGARITHMES.

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 4. gérie, t. V. Paris, 1905).

Je me propose de donner ici une formule pour le caleul des valeurs des logarithmes des
nombres, laquelle me parait pouvoir étre utile en quelques circonstances,
Je considére, pour cela, la fonction rationnelle

1
" (t—ay

et je la décompose en fractions simples; ce qui donne

1 Ay Ay A

LAy g, Az Bq Bg_ B
t”(t—a)"_ ¢ + nn 1+

"
3 “f—. .'Jrit__'_‘

A, B
e P

e uE
2 t3 A a  (t—a) ’ (t—a)

Pour déterminer Ay, Ag, ..., A,, je développe le binome (2-—a)~" en série ordonnée
suivant les puissances de %, ce qui domne

*71_(—1)’1[ L<oz>h _<”+1>7L24_ <7Z+2>7L3 2n——2> A1 ]
(h—a) T ,1~T 1 7_{ 2 Ja’ 3 ad ~l—"'~!—<17,—1 ‘(7{——1+

On a donce

A5=ﬂ<2”_2>, AQZL_U” <2n———a>, As (___1)n<2n_4>7

a?—l \ p—1 a*r— \ 5 —2 a?=3 \ n—3

.............................................................

An—2= - 1)" <n+ 1> » An~1 == = 1):” <72 >7 An = <_— 1)71 )

CL’H‘T 2 W 1 a®

’ . - . ]
Pour déterminer By, Bz, B3, ..., B,, on doit poser t=a-% dans la fraction S et
développer le résultat suivant les puissances de %, ce qui donne

| R (A Y LU LRSI o LR

a a? n—-1 /a1 "~

YOL., 11 313
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par conséquent

1)yt D90 — 2 — 1y—2 On—3 ot wm—3 /9,
B, )7<n >, B )_(n >’ Bng,,,,}l‘_@” 4>,

a2n—1 n-—1 qn—32 n-—2 n—3

B, (=1 <n+ 1>7 B, — U <“>, B, — L.

yo=n

Nous avons donce

(=L <n>< 1 . 1 >
T g e T ED 1'(’,{’:;&:{

4+ (‘—i Ly <i A (—1)n ,ﬁ_ij{) .

a’

En intégrant maintenant les deux membres de cette identité et en prenant l'intégrale

entre les limites @ et o, on trouve, en suppesant >a >0,

e dt (=1 (271—2) x—a (1) (2nﬁ3>(1 1 >
f " (t— a) T el p ] log x . + @t \ 2 E__{—FZ

(—1p» <2n~4>}_(1 1 )
+_Z§'"—‘:3— n—3 /) 2 \&x? (:7:—(172

(—1m 41\ 1 1 . 1
T *"}( ) —3< ey H (=D ’T*’::s)

n /n a
(— 1) < n > 1 < 1 vt *Vl_,_,f>
- a =t \1/n—2 \ g2 T {(r— )2

—_— h
-+ _(__Q _}___ <,_LT -+ (__ 1)11 ,,,,174> )
- (o —
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et, par conséquent,

@ n—1 /1 1 a* (72—1)(1z—~9*<1 1 >
}Ob;—a a2n—«2<;+90——a>+ 2 (2n—2)(2n—3) T (w—a)?

at (n—1)(n—2)(n—23) 1 1
3 Cn—2)(n—3)(2n—4) <§J + (TLZF>

.......................................

an—? (n—l)( 1 — 2Y.
n—2 ‘)n~2)()71—~5

._+_

\/\./

3.2 1 , e 1 >
.(7z+15 <W+(—1/ (o2 — a)”*”

. art (p—2y(n—3)...2.1 ( 1
a1l @n—1)2n—2)...n P

, fn—1n—2)...2.1 * i
_1\n 4%n—1 _
(—1)a 2n—2)2n—3)...n

Mais, d’un autre c6té, on a

/[ “ dt 1 ® dt
J Famer e e
X

@€ A (t —— )
x :

et, par suite, en représentant par I, le dernier terme de I'égalité précédente,

R “%z 4 Q:i )i]; e dt
= (“)n —2)(2n—3). on =)
<a°—’”‘5<17])(”79 2.1 01 1

Zn—2)(Zn—3)...nn—1 a(m—ayp—t

On voit, an moven de cette inégalitd, que I, tend vers zdro quand n tend vers

fro quand 2 tend vers Pinfini, si
@~ 2a; et, dans ce cas, cn peut done éerire
p \ 9 :
. n—1 /1 1 o n—1)(n—2 1 1
logz —log (# —a) = lim i @ - =+ ) 4 A ———72—‘—; f)‘ — ~‘>
—nl. 2n—2 %\ | x—a/ 2 (Zn—2)(2n—3) \&? (r—a)?
L@ (n—1(n—2)(n-—3) < 1 I
T3 (Zn—2)(2n-=3)2n —4) \&¥ ' fw— 4553)

........................................

¥,(A” ﬁ,l) (7 — 2).. < 1 (=1t
TE Bem D ) o) e T e )

(#—af
L @ (71_1)('77,*.2)...2.1< 1, (=1 H
Cn—1 @un—2)Zn—=3). . .n \@ =t (@ —ap=1) |
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Cette formule, que nous croyons nouvelle, sans en étre certain, est celle que nous nous
proposions de démontrer. Elle donne la valeur de la différence entre les logarithmes des
nombres x et ©-—a avec une errenr inférieure &

mn—Dm—2)...2.1 1 1

a2n—1 S ,
(Zn—2)(Zn—3)...n n—1 (e —a)y

et peut &tre principalement utile quand le nombre représenté par « est petit et le nombre
représenté par a est grand
En posant a=1, on trouve la formule

. fn—1 /1 1 1 =-1)(m—2) 71 1 >
— o _— == —— —_— + —
logw—log (w—1) nl:i [ 2n—2 <.r +9c—1> 2 (Zn—2)(2n—3) <m3 {(x—1)?

L1 n—1){n—2)...5.2 <_%_+ (——1)“—4>
"n—2 (Zn—2)Z2n—3)...(n+1) \&?*  (x—1)—2

1 (n—1)(n—2)...2.1 1 . (—1p
+ n—1 (2n—2)(Zn—3)...n <E”*1 {(x— 1)"*‘>]

qui donne la valeur de la différence des logarithmes des deux nombres conséeutifs « et & —1
avec une erreur inférieure &

(n—1)(n—2)...2.1 1 1
(Zn—2)@2n—3)...n n—1 x*(@— 1! ’

et qui a liew quand 23 2.
On déduit, comme corollaire de cette formule, que la différence des logarithmes des nom
bres x et @ —1 peut étre représentée approximativement par I’expression

L)

2 \e  x—1

avec gg((e) erreur inférieure a 2;103, quand 2> 10, & 2%06, quand x> 100, & 2—% quand
x> 1000, ete. ) '

On voit, de la méme maniére, que la différence des logarithmes des nombres « et @ —1
peut &tre’ représentée approximativement par l'expression

st e Gt e t)

avec une erreur inférieure & —

1-2—11—05-, quand a > 10, &

1‘?‘11@’ quand «>>100, etc.



365

Parmi les formules qui résultent de la formule générale précédemment écrite, nous indi-
querons encore la suivante

Jetl ( n—l< 1 1 > 22 (n—l\(n—?)< 1 1 >
log oy =lim| 25 il T a—1) T @t e 8 \w 1 G 1P

22 (n—1)(n—2)(n—3) 1 1
T (2n—2) (2n--3) (2n—4 <(oc+ 1)3+ (a;——l)3>
e e

2n—2 n—1n—2)...3.2 1 (—1y—1
+n—2 Zn—2)(2n—3)...(n+1) <(7c—|— 1y—2 T (. — 1)"*“2>

N 2n—1 (n—1)(n—2)...2.1 1 '*1" >7
a1 (2n—2)(2n—3)...n ((w——{— 1y ‘+ yr—t J

qu'on obtient en y remplagant @ par @ +1 et en posant a=x.

. x4+ 1 s ;
Cette formule a lien quand #>3 et donne log - avec une erreur inférieure a

x—1

Q2n~—1 (’I’l—-l)('n—Q)._‘_‘Z_l ~ 1 1
(2”—2)(272—3)...71 n—1 (- 1) (@— 1yt
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SUR QUELQUES INTEGRALES DEFINIES

(Avrchiv der Mathematik und Physik, IIT. Reihe, IX. Berlin, 1905).

1. L'intégrale
221 ,
J Ot (w0 — «—1b) dz,
i

olt b représente une quantité différente de zéro, a une grande importance dans la théorie de
Pintégration des fonctions zireulaires, comme on peut le voir en lisant les belles pages que
Hermite a consacrdes & cette doctrine dans son Cours d’dnalyse de ' Ecole Polytechnique.

Dans cet important ouvrage 'éminent géométre donne la formule

(1) f“coc;;_ (@ — a—ib)du =2 (b) iz,

0

olt (D) veprésente une quantité égale & l'unité en valeur absolue et du signe de 4. 1l obtient
cette valeur au moyen d’une méthode tres élégante. Nous avons donné une autre démonstra-
tion de ce résultat, en nous fondant sur un théoréme de Cauchy, trés connu, dans les Now-
velles Annales de Malthématigues (28 $érie, t. viL, p. 220).

Pans la présente Mote nous allons d’abord nous occuper une autre fois de cette formule,

pour en donner une nouvelle démonstration, fondée sur I'égalité

7 e
2 N = N4 )
( ) F (93) l n=1 ! ( ”>?

y
ol ¥ () représente une fonction entiére de degré m; f(x) une autre de degré inférieure 3
m— 1 ay 4-iby, ag+ibe, ..., a,—+ib, les racines de F (x)=0, gue nous supposons toutes

inégales et imaginaives; Ay, As, ..., A, les numérateurs des fractions simples dans lesquelles

m R 4 2 h bl . ’ v
VAN et (0,) une quantité égale & I'unité et du signe de b,.

Pz

on peut décomposer
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On démontre facilement cette égalité

en généralisant l'analyse employée par Hermite

(I ¢., p. 289) pour V'établir dans le cas ol f(a)=1 et ¥ (x)=(x— ai — b)) (x— a2 — tb2).

On a, en effet,

PACS Ay
T — P 7
I(a) et X — y — by
et
r dx 1 . 5 x— a,
i = oo [ — a2 D] -t arvetg ———
l/ @y — Z/ln 9 b L( " u] {D bw
et par conséquent
o 3 N e [s 2 2
3 f((li) 1y 1 116771 o (3 —a,)* - b2
T Ty = e S PRy Y
Y (1) “om=i (a ali) t n
a
= B—a o—a,
+1 2 A, [arctg S —arclg ——"
w=1 - Z)“ Z) .
2 =i ] n=m o -@—/ o —_BTZ
3 = . YR
=log-~. X A,,+7) Y A, log s
[T e | <1 (‘(11)‘ Y
- i 9
a a?
, = B—q, a—a,
+i T A, [arctg Ll arctg ———2>
n=| - Z)n bn -
is, rertu d'un théoréme bien connu, on a
HN=mi
AN
Y A, =0
n={
Done
<1 hy )’ )
% £ n=m o TR n=m e -
g f (2 1 g B 3 . T 3 —a —d,
/ ~f’(— de = 5 Y A, log »/—J_»‘)—_E- 47 XA, ar('tgl— L—aretg i
. ¥ (z) ! 1 Ay \ 7 0, n={ - Un by,
o) T

En posant maintenant dans cette formule o= — o,

formule (2), qu’on voulait démontrer.

8 on trouve immédiatement la

P= 0,

Cela posé, nous allons déduire de 1'égalité qu’on vient d’établir, I'égalité (1).

Nous avons d’abord

2% 1
[ cot

3 (x —a—1b)dx
0

w41

2% 1
cot 51 {a +1D) cot 5

— dx,

1 .
cot B ~+1b) — cot %

e,
U
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: 1
et, par consequent, en posant cot 5 z=t%,

2

9r L tcot%(a—}—ib)—f—l
f ot (@ — a—ib) d=— 2 : dt.
¢ [t— cot;(a—f—ib)] [£*+1]
Nous avons aussi
tcot 1 —+ )+ 1
co 7((1 ) Al As Ay
1 - 1 + t i T
[i~cot§(a—|—ib)][z9+l] z‘—coté—(u—i—ib)
ol
1 1.
Aj=1, Ag:ﬁ?) A3=~——?;
et
. 1 . . . .
ay + b :cotg(a-}zb), as +1bg = —1i, ag—+ibsy==1.

En appliquant Ja formule (2) nous trouvons done

tcot%(a—%-ib) +1
dt =% (by),

[t cotg (a-+ib)] [+ 1]
et par conséquent

2%
/ cot% (o — a —ib) dae == — 247 (by).

0
Pour déterminer (b;), remarquons qu’on a

2sina —~1(eh— e ")

[ i 2 1 i 2
—=b —b PN | s = b 1
<e 27 et > st?a—'r<e ER— > cos?—a

ay -+ 1y = cot %(a—f—ib) =

et par conséquent

; b _ob
1= i ; ) 1 i P '
——b —p\* . 51 —Ly 1N\ 1

2 1 P 2 2 2 2
<e +e > sin 7§a+<e e > cos D) a

On voit donc que &y est positif quand 5 <0 et négatif quand 6> 0, et qu’on peut, par
conséquent, écrire (by) =—(b), et ensuite

2= 1 . .
j cot 5 (x— a — by dx = 2ix (b).

4
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2. On peut trouver au moyen d’une analyse semblable la valeur de l'intégrale

f“cot.;_(x~a_ib)dm.

0
Nous avons, en effet,

[ E s T el 0-5)'

22

1 n=m

—5 = py Anlog{(a—an) + 0%

n=m '3
+17 X An[alctg

n==4

a, ; o — anJ

"~ — aretg y
l]

b’n b?’l

==

et par conséquent, en ayant d’abord égard & Videntité S A, =0 et en posant ensuite z=0
n==1

et f=

1 n~m n= -
é(wm))d =-——2—nd A, log (a2 4-80) 1 i A [——T(b,z)—{—arctg B, J
0

En appliquant maintenant cette formule & la fonction

tcot—%(a-{—ib)+1

?

[t— cot - (a+ib);l 1]

on frouve

tcot~1—(a +1b)+1

dt:——%log (a?+07) —‘—z[iﬂ(bi)—‘-arct 5 ]

(t-—cotw (a—{—zb)J [2-+1j

0

et par conséquent

tcot—(a-i-lb)—f—l dt———1~10 €% —2cos 2a -+ 2
=775 g(eb_2cosa—f—e“b)2

1 2¢bsin @
—_ [——T(b)—ar tgw-]'

VOL, 11 vy

t—cot = (a+zb) [t2-+1]



Mais on a
I ” tcot_;-(a+ib)+1
/ ot (@ — a—ib) dw——2 _ : : dt.
0 Lt —cot 5 (a+ zb)J (24-1)
0
Done

= 1 . e —2cos2a-Fe2% ersina:‘
f cot?(w—a~zb)clm—log (ebﬁ.?cosa{—e—b)?+Z[K(6)*2ar0tgw' .

4
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SUR LES DEMONSTRATIONS DE DEUX FORMULES POUR LE CALCUL DES NOMBRES DE BERNOULLL

(L’Enseignement mathématique, t. VII. Paris, 1905).

8. Nous allons nous occuper, en premier lieu, de la formule bien connue

On At 1

Boyy=(— e 9 _ 1 iEl (— 1)i Q- {2‘2”—1 —i(i— 1>2"_1 + < ; > (t— 2)%’1

- <:§>(i_3)2"—1+' e (i_i1>1%_i}’

ol Ba, .4 veprésente les nombres de Bernoulls.
On trouve une démonstration de cette formule dans le Caleul intégral de Servet (2.0 édit.,

p. 225) et nous en avons donné une autre dans notre Curso de Analyse (Calculo differencial,
3.2 ed., p. 237). Mais nous allons 'obtenir ici par une analyse plus simple que celle que 'on
trouve dans ces deux traités, au moyen de la formule connue (Hermite, Cours d’Analyse de

U Ecole polytechnique, p. 60):
g =nt ¥ 2 po,
=t 01
ol

A== !

Tl

(uh)®) — g (w1 gy - ( ; > (WA 2,

laquelle donne la dérivée d’ordre n de y par rapport & @, quand y =f(u) et u est une fonction
‘donnée de .
Pour cela, appliquons cette formule & la fonction

y=(1-+e) L.



372

On a, en posant y=u—t u=1-¢,

() — g ! SR Y il S
¥ 71'{21( 1) (1+ex)i+i’
olt
2% Vi—k
A=t () EEE T e
Mais

(14 erYik =14 (i — k)" + <t ;70> R T
et, par conséquent,

dr (1 + ex)i—lc

dar =(—Fk) e+ <l;k> on 2o | < k> 81639 . L (i — k) eih,

et, en posant @ =20,

[ e (B 2 (5w

Donc on a

?

) ——m ! 1Y
./) "2§1( 1) 2z+1

14 t—k 1 i—k
— g k ) n S (1 I
A 1=( 1)< >2z§o< { > 72’Et ;_( 1)< >< t )2.
Mais, puisque
(Y
k t)“ t/\ k)’
nous pouvons écrire 'identité
AWIEY A it /TN [(1—1t
v__1k<l)<l 2= S () ()
k_O( ) t) /,=0( )\t k 2
_ AN I< >k (Z Ot [ i—t<i>,
() E (=) a-2 = (;
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Nous avons donc

1 ) )
. — . i—1 3
A=y B 1) <t)“

et
e I L Y (O I e (A |

En employant maintenant la formule

2”__ (an—1)

BQn—i = (_ 1)n—22‘T__ 13/0 ’

qui lie les nombres de Bernoulli aux dérivées de la fonction considérée, on obtient la formule
qu’on a écrite précédemment.

2. La deuxieme formule pour le calcul des nombres de Bernoulli que nous allons con-
sidérer, fut attribuée & Libri par Cauchy (Fuwvres, 2° série, t. viI, pag. 348). On peut l'obtenir
immédiatement au moyen de la formule

CZ"}/ w n !f(i) (u) w® Zl/lB- . (u{n))l
=% - ’
dact aIB!...?\!(2!)3(31)9“.(%!))\

olt ¥ représente une somme qui se rapporte aux solutions entiéres, positives et nulles, de
I’équation

a+ 28437 .. Fak=n
et ol

imat Bty

laquelle donne la dérivée d’ordre n de y par rapport & @, qnand y= f(u), u =10 ().
En appliquant, en effet, cette formule & la fonction

72 22 b gl
T it mhw
y=log — =—log|{]l ——+—F+"FF——... }s
Y gsmm: g( 3! + 531
on trouve, en posant n=2m, et
et | atat

y=—Ilogu, u=1—
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Végalité suivante:

dmyN LGE=1)1@m)l /1 Br1ND
<dw““m>x=0-“ (=1 BIot. .. < 31! <B7>’

olt ¥ représente une somme qui doit s'étendre aux solutions entiéres, positives et nulles, de
I'équation

B-+28+...=m,

et ol

=L

<7

4.

Mais, d’un autre c6té, on a
H

e %’* 22171—1 w2m
log = 2

SINTE et M (2m)!

Bay—y @,

On trouve donc

31) \B!

Cette formule est celle que nous nous proposions d’obtenir.




IV.

SUR UNE FORMULE D'ANALYSE.

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 8.6 série, t. V, Paris, 1886).

Le but de cette Note est de démontrer le théoréme suivant, que je crois nouveau:
St les fonctions f(x) et ¥ (x) et leurs dérivées f'(x), ¥/ (), f'(x), ¥ (x), ..., f" (x),
F () sont finies et déterminées pour toutes les valeurs de x qui sont comprises dans I'inter-

valle (x,, ), nous avons la formule

@) —Flag—. .. =L fi0 oy
F(@)—F (@) — .. .— @:k;icﬁi T ()
1
@ L“E%‘%fi FOHD @)+ ...+ wﬁ_(f?;ioi”;z_‘ £t (o) R
B %ﬁ’% PO+ () +. . - (fn"_”(i),i Fot) () LR
ot

_—m)m A=)t f e, 46 (x — ;)]

R {(m—1)!

b4

@y (167 FO [y 0 (— )]

!
R (n—1)!

6 étant compris entre O et 1.
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Pour démontrer ce théoréme, considérons la fonction

0 @)= F @)+ @—a) £ @ - f0

&=~ e

— |\ F (g) + (@ —ag) F' (xp) +. . .+ G ;Yw‘)_ F® (x,)

R () — (e ) F () —n o E ) R )

(n 1)’
F@—F @)~ —ag)f @) — .. — EAL i
> .
F (@) — F (ag) — (@ — ) F' () — + . — & - '!””0) Fi® (i)

En lui appliquant la formule connue

(2) ¢ ()= 2 (o) -+ (x — @) &' [y + 0 (x — )],

on trouve le résultat
0= f(ag)+ (e —a) f (@) +- - B 0y

—f (@) — (2 — ) f! (wg) —- - - @im woi)’ S ()

P @)+ @) P et E I )

— (e / — — M {n-—1
P (o) o) B () o= TN oy

@) —f g~ =8 o

8 (x — ) By
Fx)—F (wy)—. . T F® ()
{ — i — 8 m—1 . -1 §yn—1
f@ﬁm%mmﬂﬁimw
> P (e —ap).
Fay—F (@) —...—— k,o F® (x)
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On tire de cette égalité, la formule (1) que nous voulions démontrer, en supposant
mg"i—{— 1, n§k+ 1.
I. Si 'on pose, dans la formule (1),

Fay=(@w—wx)", k=n—1, v=m—1,
et, par conséquent,
Fxy)=0, F'(x)=0, ..., Fo(x)=0,
Ft) (xg) =n!, F®le,+0(@—z)=n!,
on a

(m . m(Qm---l

S o) —f(wg) — .. — WJ[(’"‘”@%)

(& —xp)"

(n— 1) {w—ay)m (1 — 8yt £l 46 (2 — xp)]
nl(m—1 (@ —xr(1l—0)!

et, par conséquent,

(m o m())m—-i

S @ =f () +(@—z) [ (g, +. ..+ Wf(77‘_1) ()

(m _ 7‘0)7“ (1 . mm-—n

(?n—-l)!n f(m} [mo_%__@(w_woﬂ.

On obtient ainsi donc la formule de Taylor avec 'expression du reste de Schlomich

et Roche.
II. Silon pose, dans la formule (1), t=t=n—1=m—1, on trouve

(@) frt )
f(w) *f(x())*— e — (m—1)! _f“” [T0+0(00—290)]
(2— g BN (my) B0 [ -0 (2 )]
o (n—1)!

Fx)—F(xy) —. ..

On peut voir cette formule dans le Cours de Calcul infinitésimal de M. Hotiel, ot elle
est démontrée an moyen du Caleul intégral.

VOL. I XX
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St Pon a

F@)=0, f'@)=0, ..., fr-x)=0,
Fre)=0, Fl(x)=0, ..., FeU)=0,

il vient la formule bien connue

S (@) — f () _ S [y 40 (x—2p)]
F(e)—F(x;) F® g0 (x—a)]




V.
SOBRE UNA EQUACION LINEAL INDETERMINADA.

(Gaceta de Matemadticas elementales, t. I1. Madrid, 1804).

Sabido es que existen diversas cuestiones de Andlisis matematico donde hace falta cal-

cular las soluciones enteras y positivas de la ecuacién lineal indeterminada

c+y+ez+...tttu=m,

siendo m un ntmero entero y positivo. Es, asimismo, conocido que, cuando el nimero de
incégnitas de aquella ecuacién viene dado por n, el total NJ” de las soluciones que admite la

ecuacion de referencia, se expresa mediante la formula

) N0 (m—f—n— 1)}

m

m-+n—1

> el nimero de combinaciones ordinarias de m-+n —1
m

representado por el simbolo
elementos, tomados m 4 m.

La finalidad del presente trabajo consiste en presentar dos demostracicnes elementales de
este teorema, que consideramos nuevas, una de ‘ellas indirecta, fundada en la ley del desar-

rollo de la potencia de un polinomio, y la otra directa.

1. Comecemos por la demostracién apoyada en la férmula

1.2...m. A% Ay . AY
.2...,w><1.2...y><...><1.2...u’

(ArtAs ... A) =T

que da el desarrollo de la potencia de grado m de un polinomio, en la cual la suma ¥ se
refiere 4 las soluciones, enteras y positivas, de la. ecuacién lineal indeterminada

x+yt+ezt+...+éitu=m.
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Observemos, desde luego, que el ntimero de estas soluciones es precisamente igual al
ndmero total de términos que contiene el segundo miembro de la expresada férmula.
Esto sentado, por el desarrollo del binomio de Newton, si tiene

[ (At At A
+m (A1+Az 4. ..+ An_Om—l A,

m .
| A At A L2 A
(A1+A2+,.,—f—An)nz____/-t—(z)( t 1)

+m (At A+ ALY At
4+ Ay

Segln esto, podremos estiblecer, atendiendo 4 la notacién indicada antes,
—1 -2 £
N = N2 NG NG L N L

Supongamos ahora que la férmula (1) es verdadera cuando el namero de las incégnitas
de la ecnacidn considerada sea igual 4 n— 1, y demostremos que contintia siendo cierta
cuando haya una incdgnita més.

Se tendrd

m v2
N, — <m+n . ))

m

N <m +n— 3> 7

m—1

..................

Pero, en este caso, también tenemos

N‘ﬁb’m)= <m+n—2>+<mﬂ—n—3>+..-+<nIl>+1.

m m—1

Ahora bien, la conocida relacién

<kj1> - <_k1> +<]§>
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que se establece en la teoria combinatoria, permite escribir las signientes relaciones:

<m +n——l>= <m+n—2>+<m+n—2>,

™m m m—1

iy Nty Mary|

...................................

de las cuales se deduce

) <m+n——].>= <m—{—n—2>+<m+n——3> +“.+<n—1—1>+1’

m m m—1

¥y, por consiguiente,

N _ (nz—}—n—l)

n

Luego, si la férmula que pretendemos demostrar, se verifica cuando el nimero de incé-
gnitas de la ecuacién propuesta esigual 4 n — 1, también seguird verificindose en el cago de
que este nimero sea igual 4 n.

Basta ahora observar que el ntimero de soluciones, enteras y positivas, de la ecuacidn

indeterminada

Tt+y=m

m~-1

m >, para concluir que la referida férmula tendrd

es evidentemente igual 4 m+4-1 ¢ <

lugar cuando sea n=2, y, por consiguiente, para cualquier valor entero y positivo que

reciba n.

2. Pasemos ahora 4 exponer la segunda demostracién, y con tal objeto consideremos

primero el caso de la ecuacidn
zty=m,

cuyo numero de soluciones, enteras y positivas, ya se ha dicho, es igual 4 m--1. Tendremos,
por consiguiente,
m—+-1
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Sea ahora la ecuacidn con tres incgnitas
z+y+z=m,

y observando que el total de sus soluciones es precisamente la suma de los nimeros de solu-

ciones de las ecuaciones
edy=m, zty=m—1, zty=m—2, ..., z+y=0,

llegaremos 4 la férmula

M= (") () e ()4

m—1

de la que resulta, teniendo 4 la vista la relacién (2),

N = (")

m

Prosiguiendo del mismo modo, seremos conducidos 4 la férmula

Nlﬁi _ <m +n— 2> 7

n

cuando se trate de la ecuacién con n—1 incdgnitas

z+y+tzt.. .+ t=m

Esto sentado, veamos si también se cumple la misma ley respecto de la ecuacién

e+y+et...Ftt+u=m,

que tiene una incdgnita més.
Para ello, observemos que el nimero de soluciones de esta dltima ecuacién es igual 4 la
suma de los ndmeros de soluciones, también enteras y positivas, de cada una de las siguientes

ecuaciones con n— 1 incégnitas:

r+ytzt...rt=m,
ctytet.. Ft=m—1,
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Por consiguiente, si la férmula (1) tiene lugar, como hemos supuesto, cuando el namero
de incdgnitas de la ecuacién indeterminada sea igual 4 » — 1, podemos legitimamente escribir

N;m,=<m—}—n—2>+<m—}—n—3> NI <n;1>+1.

m m—1

Si ahora tenemos presente la relacién (2), resultard en definitiva

N(,,,,)=<m—}—n—1>,

m

de donde concluimos que la férmula general se cumple también cuando la ecuacién lineal
indeterminada contiene » incdgnitas.
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DE ALGUNAS SERIES QUE PUEDEM SUMARSE POR LOS METODOS ELEMENTALES.

(Graceta de Matematicas elementales, t. IT. Madrid, 1904).

1. La nocién de serie, lo mismo que la mayor parte de los conceptos del analisis mate-
matico, aparece para los alumnos en los primeros pasos de sus estudios sobre la Matematica,
Asi, en la teoria de la divisidn y en la de las progresiones por cociente, encuéntrase la serie

14+x-ta?4.. . +a+.. .,

demostrandose, ademas, que esta serie tiene por suma la expresién

1—=

siempre que x represente un ntimero comprendido entre —1 y + 1. Vamos ahora 4 presentar
otro ejemplo notable de una serie que tiene la misma suma que la precedente, y que también
puede estudiarse sin salirse de los dominios del Algebra elemental.

2. Consideremos la identidad
1 1 2

PR R R o

S1 en ella cambiamos sucesivamente « por a?, x*, «%, 246, ..., obtendremos:

1 1 2

22 —1 a1 +91:4—1 ’
1 1 2

b —1 a1 + w1
1 1 2

p gy e g s [
1 1 2

donde se supone k= 2™, siendo aqui m un nimero entero positivo.
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De las igualdades precedentes se deduce esta otra

1 1 2 4 k

o “1+ St +—_mk+1

TErT e 8

r—1
designando con R la fraccién

2k
e

Supongamos ahora que @2 >1 y sea «?=1-1¢, donde £>>0. Tendremos la relacién

2k 1

R= i = <
(1+pF—1 ; 1+lc2—‘lt+(lc~—l:’)5(!k—2) P

la cual muestra que R tiende hacia cero cuando k aumenta indefinidamente, Por consiguniente,
siempre que @2>>1, podremos establecer

1 1 2 2% k

(@) w—1:m+1+w2+1+m‘+1+“'+wk—!—1+“'

Si @? <1, la potencia «* tiende hacia cero, y, por lo tanto, R tiene & — oo por limite
cuando & aumenta indefinidamente. De esto resulta que la igualdad anterior no puede verifi-
carse, como era ficil de prever, puesto que, en este caso, su primer miembro es negativo,
mientras que el segundo es positivo.

3. Supongamos ahora que sea

w=p(cos§+i.senf), 1=y —1.
Tendremos, en este caso,
R 2k
% (cos 6--7.sen )% —1

H

siendo fdcil ver, como anteriormente, que, cuando p>1, R tiende hacia cero, siempre que &
tiende hacia ooj v que, para p<<1, la cantidad R tendera hacia — oo para valores indefinida-
mente crecientes de k.

Supongamos, pues, p> 1, y la relacién (1) dars, haciendo uso del teorema de Moivre :

1 1 2
p(cosf+i.senf) —1 B p(cosf+<¢.send)+1 + p%(cos 20 +7.sen 26) + 1
VOL. 11 YY

+.o..,



y, por consiguients,

pecosf—1—ipsenff  pcosf+1-—ipsenf
02—20cos0-+1  p*+2pcosfi1

2 (p?cos 20+ 1 —ip?sen20) 4 (p*cos4f+1—1p*sen46)

p* 42 p? cos 2041 08 +4-2p* cos 46 -1 SRR

Este desarrollo puede desdoblarse en los dos siguientes:

peosf+1 2(p?cos20--1) 4
p?+2pcosf+1 ' p*+2p%cos20-F1 77

@ peosfi—1 .
p?—2pcosf+-1 Biphoosh)£1) "
o2 +-2pkcosk+1 T ,
sen X 2p sen 26 i
sen 0 p?+2pcos 41 pt+2p%cos260+1 ' °°
3 sl
@ p*—2pcosf-1 k pt—* sen kb : ’

o 2pfcoskf+1 T
en las cuales se supone, como antes, que k=2™,

4, Laférmula (1) puede originar desarrollos numéricos muy interesantes. Asi, para =10,
por ejemplo, dara
2 22 23

o1 7 16001 " 100000001 "

1
9 11

En esta serie, el nimero de algoritmos que intervienen en el denominador de cada tér-

mino, es igual al valor del numerador respectivo aumentado en una unidad.




VIIL

REMARQUES SUR L'EMPLOI DE LA FONCTION p () DANS LA THEORIE
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Extrait d’une lettre adressée a M. Lerch.

(Comptes rendus des scéances de la Société Royale des Sciences de Bohéme. Prague, 1892).

... Je considére premiérement la fonction snw et je remarque que cette fonction a, dans
le parallélogramme des périodes 4K et 2iK', les pdles ¢K' et 2K ++<¢K’, et que les résidus

correspondants sont égaux & % et —%, k étant le module de snw. En lui appliquant le

théoréme de décomposition de M. Hermite, en prenant pour élement simple Ja fonction & (u)
qui résulte de l'intégration de —p (u)du, on trouve donc

snu= —%- & (w—1K)—&(u—2K—1K')]+ const.,
et, par conséquent,
d?snu 1 . .
—7“-2——‘ = —]-c— [p/ <u - QK— ZK’) —_ p’ (’Lb -— @I{./H .

Mais Pégalité

1 . 1 1.
P(u)=;§+2 [——*———(u__w)g *W]a

w=4nK+2miK', m, n=0,+1, +£2, ...,
donne

R N S
P (w) (16 —w)?
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Nous avons donc

H 1 B

d?snw .
2@t DK = (Zm—+ 1)K [P L

_2 [v
du? kL~ Ju—4nK — (2m - 1)K/ ég

ou

d*snu . 2(—1)
du? _H/g[zc—ZSKw(27)z+l)iK"]37

ol la somme ¥ s’étend & toutes les valeurs entiéres de s et m.
Du développement, qu’on vient d’obtenir, de la dérivée du seconde ordre de snwu on tire
le développement de snw au moyen de deux intégrations entre les limites O et w. En posant

25K -+ (2m -+ 1) iK' = 1, ;’1{:0, +1, 42, ...,

on-trouve de cette manitre, en remarquant que la dérivée de snu par rapport & u est égale

4 Punité, le développement connu:

1
U —w

snu=u—i——]152(—1)5< —{—%—i—%)-

On trouvera de méme les développements connus de cnw et dnw.

En passant maintenant & un autre sujet, encore relatif & la théorie des fonctions ellipti-
ques, je vais vous présenter une maniére simple de démontrer 1'égalité

dsnu
=cnudnu.

du

Comme la fonction sn?u admet, dans un parallélogramme des périodes 2K et 2K, un

seul pdle 1K', qui est double, et le résidu correspondant est nous aurons, em appliquant

7.2
le théoréme de M. Hermite, k
2 1 K
sn®w=—5p (v —tK') + const.,
et par conséquent
dsnu

1 I
SR U~ = WP/ (— 1K),

Considérons maintenant la fonction

fwy=snu cnu dnu,
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Les périodes de cette fonction sont 2K et 2/K/, et par conséquent elle admet dans un

parallélogramme des périodes un seul péle IK’ et ce pdle est triple. Nous avons donc

A4 AQ A3
JW=x Tt (u—1K/)? T (u—4K')?

+aytag(u—iK)H4. ..

On a premiérement, en vertu d’un théoréme bien connu relatif aux fonctions doublem en
p y
périodiques, Ay =0. Ensuite, I’égalité

sn (v —tK') en (uw —¢K/) dn (v — (K') = — sn (iK' — ) en ((K/ — ) dn (/K’ — u)

fait voir que le développement de f(u) ne doit pas contenir de puissances du dégré pair
de v —iK/, et que par conséquent Az =0. Nous avons donc

1
2"

k

1 1 1
_ 5 ' GL ——
As uh:ni (w—3K)¥snw cnu dnu T

J’applique maintenant le théoréme de M. Hermite 4 la fonction f(u) et je trouve

snu cnu dnu:Q—%ﬂ«p’(u——iK')—{—C,

et, en déterminant la constante C par la condition d’&tre nul le premier membre de cette
égalité quand uw=0;

1 ,
snu enu dnu=-2—k§p’ (w —1K').

De cette égulité et de 1'une des antérieures on tire

dsnu

du

=cnu dnu.
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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE.

(Bulletin des Sciences mathématiques, 2.% série, t. XIL Paris, 1888).

Vous savez, Monsieur, que tous les Ouvrages qui s’occupent de I’Analyse présentent,
pour le développement en série des intégrales, le théoréme suivant:

A, Sio(x), ui, ug, ... sont des fonctions continues dans lintervalle (a, b) et si ¢(x)
peut ére développée en série uniformément convergente de a jusqu’a b:

o@y=us+us+...+Fuy+...,

on a, a et b étant findes,

(1) /b@(w)dx=/bu4dw—|—...—}—fbugdw—{—...—I—‘fbu,,dm—}—...

De ce théoréme on tire comme corollaire le théoréme suivant:

B. Si @), ¢ (®), us, ug, ... sont des fonctions continues dans Uintervalle (a, b) et st ¢ ()
peut étre développée en série uniformément convergente dans le méme intervalle

o@y=u+uat...fu4...,

on a

@) fbcp(m)q)(m)dw:/bu,,¢<x)dm+fbu2¢(w)dw+...+fbu,,¢(w)dx+. .

On peut aussi commencer par établir ce théoréme et ensuite en déduire le théoréme (A)
en posant ¢ (x)=1. Mon but est de vous présenter, Monsieur, quelques remarques pour dé-
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montrer qu'il est bien préférable d’établir directement le théoréme (B) pour profiter de quel-
ques circonstances de sa démonstration qui restent cachées dans la demonstration du théo-
réme (A).

Si 'on représente par R, la somme

Upg g T Unta T« o,

qui est une fonction continue de @, on peut écrire
b b b . b
/ cp(a:)gb(a:)da::/ uy (L) de+. . .—}—/ undg(w)da:—i—/ R, (@) da.

Or, le développement de ¢ () étant uniformément convergent dans l'intervalle (a, ), on
peut, quelque petit que soit ¢, déterminer m1 de maniere que |R,!<le pour n>n;, dans
'intervalle considéré. Nous avons done, en supposant a > b,

[*eptoi

<[IRl14 @ do<c[ 0| da

et, par conséquent,

b
lim | R,¢(x)de=0.
=00

Done

/b@(m)Q)(m)dw:/ u b (@) dm—i—/bugc])(m)da:-i—. . .+/bun¢(x)dm+...

Voici maintenant les remarques sur ce théoréme que je me propose de vous communi-
quer:

1° Soient M la plus grande valeur de |R,| dans l'intervalle (a, ), et L la plus grande
valeur de | R, () | dans Je méme intervalle. La démonstration du théoréme (A) fait voir que
la valeur absolue de Verreur commise quand on arréte au terme d’ordre n de la série (2) est
moindre que L (6-~a).

La démonstration du théoréme (B) donne cette méme expression de l'erreur, en y rem-
plagant ¢ () par ¢ (x)$ (x) et $(x) par l'unité, et encore la suivante:

M4 )
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qui est préférable quand on a

b
M/ |4 () | dee < L (b— a).

Ainsi, par exemple, si I'on considere I'intégrale elliptique

b du
e —————————acl |
f /(1 —a?) (1 —k2a?)
a

ot 0<Ca<<b<1, et si 'on calcule au moyen de n premiers termes de Ja série

b de b da 1 Va2 dx 1.3 b g da
e — i‘:+—]b2 — s P — R
V(1—a?) (1 — k%) V1i—a® 2 Vi—x2 2.4 V1—x?

on a les deux expressions de l'erreur

M b de
———(b—a)y, M| —— =M/[arcsinb—arcsin
=) fm_mﬂ [ a,
olt
(13 @n—1)y 00, 1.3 @nt D)o oraiia )
M=o B0 o Tgarg T

¢t par conséquent

1

, 18(273_‘1> 9 1%
M<— g on M

Si b=1, la premitre expression de l'erreur est inapplicable, parce qu’elle donne l'infini ;.
au contraire, la seconde donne

-
I

M <—- are sin a> .

8]

De la méme maniére, si 'on considére Vintégrale

b 6% dae
—
@

a
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ot 0 <a<(d, et si 'on calcule au moyen des n premiers termes de la série

g b b2 — a?
f*’w =10g7+b—a+m—+...,

o
ex 3 M ?
on trouve, en posant ¢ (x)= —, ¢ (x)=1, 'expression de l'erreur
. @

@A) L(b—a),

ot (M
Hn—1 I/ bt
275“*m+4ﬂ*Xn+m!+“”

et par conséquent

(n4-1)bm-t

L<n!(7z+l—b)’

1 .
en posant ¢ (x) =¥, d ()= - I'expression

b de ' b

a

(n+ 1)

M< n!(n—}—l—kb—)'r;

X
et, en posant o (x) = —667, $ (@) ==, l'expression
22

b 2__. 42
() mme=Mf2W,

a
ou

(n-1)5"—2

Ml<7z!(7z+l——b)'

On nous avons

bilogh—loga)>b—a,

(') Nous modifions ici un peu le texte primitif pour obtenir pour le caleul des erreurs des expressions
plus approchées.

VOL. II Z7



394

et

b — > <20 b —a);

donc Vexpression (C) est préférable & expression (A) et celle-ci & expression (B).

2.° Voici maintenant la seconde considération pour préférer I'établissement direct du théo-
reme (B).

En analysant la démonstration du théoréme (B), on voit qu’il est applicable quand la
fonction ¢ (x) devient infinie ou discontinue dans un nombre Jimité de points de l'intervalle

(a, D), si les intégrales

[1e@ide [e@i@amn [t@udn

a

sont finies et déterminées. Au contraire le théoréme (A) n’est pas alors applicable & la fon-
ction ¢ (%) $ ().
Ainsi, par exemple, au moyen du théoreme (A), on ne peut pas trouver le développement
de Tintégrale
@

t d
O/ VI — ) (1 —kte?)’

au contraire, on peut 'obtenir au moyen du théoréme (B), en le généralisant comme on vient

de dire, parce que les intégrales

1 dee o 1 de

1 d.
Vi / Vi—a)(1—kta?) | y1—a?
] 4] 0

sont finies et déterminées.
3.° Le théoréme (A) n’est pas applicable quand les limites a et b sont infinies. Au con-

traire, le théoréme (B) est applicable, si les intégrales
b b b
f b () | de, [ o () & () der, / bl uy da, .
@ & “

sont alors finles et déterminées.
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EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. GOMES TEIXEIRA A M. JULES TANNERY.

(Bulletin des sciences mathématiques, 2.¢ série, t, XI. Paris, 1887).

La quantité

‘1 — g

0
14gm

inverse de celle que vous avez considérée dans votre lettre & M. Weierstrass (*), donne lieu

4 Uobservation suivante: IL’identité

l—er  2(l—a) 20(1—a)
L+ar  2(14x)  (1+z)(1+a?)

Dpm—1 (1 _ QZ‘)

(1 _!* wm-—ul) (1 + mm)

ook

montre que la somme de la série

m;:o me—l (1 _ x\)
=1 (1 + wm—d) ‘\1 ”l\‘ xm)

est égale & +1 ou & —1 suivant que l'on a

lz | <1 ou ja|>1,

en sorte que cette série peut jouer le méme role que celle que vous avez considérée (2); mals

(1) Weierstrass, Abhandlungen aus der Functionenlehre, p. 102, Clest & M. Seidel (Journal de Crelle,
t. 73; 1871) que l'on doit d’avoir remarqué quelle était la limite de cette quantité pour m infini; voir, 4 ce
sujet, dans le tome 22 des Mathematische Annalen, un article de M. Pringsheim. (J. T.).

(2) Aprés M. Schroder (Schlomilch’s Zeitschrift, 22¢ anndée, p. 184). (J. T.).

*
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on peut considérer cette série & un autre point de vue d’olt elle me parait acquérir une im-
portance propre.

Si Pon veut former une fonction d’unejvariable réelle qui soit ponctuellement discontinue
par la méthode de la condensation des singularités de Hankel, il faut construire d’abord une
fonction qui soit nulle pour 2 =0, et qui tende vers deux limites différentes quand « tend
vers zéro par des valeurs positives ou des valeurs négatives: or, sans recourir 4 la théorie
des séries trigonométriques, on a une série dont les termes sont des fonctions rationnelles de
a et qui satisfait aux conditions imposées: c’est précisément la série précédente dans laquelle
on remplace x par @+ 1; la somme de cette série est égale, quelle que soit la variable réelle a

supérieure & — 1, & la limite, pour m infini, de

1—(z4-1)™
T+ @+’

c'est-d-dire & + 1,0 ou —1 suivant que 2 est négatif, nul ou positif.




X.
SUR L'INTEGRALE f ? o=
0

Extrait d’une lettre adressée & M. Weyr.

{Comptes rendus des séances de la Société Royale des Sciences de Bohéme. Prague, 1889).

Vous connaisseéz bien la démonstration classique de la formule

fw e de= ;;12— 3

basée sur 'égalité

=] *» 0 x
f dux f =2+ oy = f dy f e~ godip,
0 0 0 0

On ne trouve pas dans les Ouvrages que je connais la démonstration rigureuse de cette
égalité, et je me propose donc de considérer ici cette question
Comme la fonction xe—**+9% est continue dans les intervalles (0...4) et (0...0), on a

a b b Y
(1) f dmfe‘”“ﬂg? wdy = / rZy/ e M e
U 0 0 {

0 U
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Considérons d’abord le second membre de cette égalité. Nous avons

b Y 1 Y] d7 1 1 b R ({/
j a’?// 6—“2“*’J7)xdm=—2—‘/ [4[-——@ a2+ ~ify—2=?nl‘ctgb——§j e otyT) 1+;§

U 1 U 0

ou, en vertu du premier théoréme de la moyenne,

b @ 1 1 R o
(]g// e 20 adp = 5 aretg b— 5 et aretg b,

ol yi représente une quantité comprise entre zéro et b,
Done

(2) lim j dz/f e~ P49 edge
a, b=2=

Considérons maintenant le premier membre de 1'égalité (1). Nous avons

f dmf adint xf]y-/ (]m/ g (g a:dy—{—f (]a?f e~ oy

olt & représente une quantité comprise entre zéro et «; et par conséquent, en vertu du pre-

mier théoréme de la moyenne,

@ b b o b a
f ducf e U4 gy = / e~ widy. / o= da + / e wgdy.f e dx,
0 0 0 o 0 o

ol 21 représente une quantité comprise entre zéro et «, et =z une quantité comprise entre «
et a. En posant, dans cette formule, x1y =2 et xay =22, on trouve

Xy o xth a
f dm/ iy 00677/_/ e“"?r,/z.j./ e—x"(]m—!—/ e~ dm./ ey,

4} 0 0 o

1o

d’ou l'on tire

i 2%, E%) el
lim / c7ac/ e~ Y gy = / "ot . hm/ e /,7.r,+/ e d,n./ e .
@, b=2w be=0 .

0 U 4
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123
Si maintenant on fait tendre « vers zéro et si on remarque que 1'intégrale / e~ **dx tend

0

ij
vers zéro et que l’intégrale/ e~ dx est finie, on trouve
0
@ b T o 2
{3) lim f dm/ e~ 4y ocd.l/———l / e d:c] .
a, b=x . JEN
0 v 0

Les formules (2 et (3) montrent que les deux membres de (1) tendent vers des valeurs
déterminées, quand « e b tendent vers Vinfini; et, de-l4 on conclut, puisque ces limites doi-
vent étre egales,

ce qu'il s’agissait de prouver.



XI.

SUR UNE FONCTION NUMERIQUE.

(Intermédiaire des mathématiciens, t. XII. Paris, 1905).

Considérons la fonction

N .y nn—1) . n(n—1)(n—2) oy
fn, ry=n"—nn—1) —}——ld)#— (n—2) -5 (n—3y ...,
oli » et » sont entiers
Montrer que f(n, »)=10 quand »<n et que f(n, n)=n!.
Quelles sont les valeurs de f(n,r) pour r=n-+1, n-+2, ... 2.

*
» *
Soit
fnyry=n"—n(n— 1)’—%—71(‘?;21) (n—2)y—...
On a
N dr (em_ 1)n> _ <d’ [.’L‘“Q? (.'I’):] >
f(?l; 7)”‘“ ( dax” — on— doe” r_07
oll
I 22 am—1 n
@)= (1554 54,

et il suffit que on forme la dérivée d’ordre » du produit a®¢ (x), an moyen de la formule de

1 uestion proposcée par M. E. B. Escott dans V'Intermédiaire des mathématiciens, t. x1, p. 261.
p p p ki 2 }
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Leibnitz, et qu'on pose ensuite =0, pour obtenir les égalités

S, ) =0(r<n),

fln, n) =n!l,
M fmn+®=&j§nwm@.

Cette derniére égalité donne

...............................

La valeur de ¢ (x), pour =0, qui entre dans la formule (1), peut &tre calculée de Ia
maniére sunivante:
On a
n! w5+2'r+35+...

¢@)=E e

ot a, B, 7, ... représentent les solutions entiéres, positives et nulles, de I'équation

a+B+H1+04...=n;
et, par conséquent,

nle!

0(0)=S :
L e P S N T IETIIN

ol Xj doit s’étendre aux solutions entieres, positives et nulles, des équations

B4-27+304.. =1,
o+ B+ 7+...=n

VOL, 1t AAa
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SOBRE A REPRESENTACKO DA FUNCGAO log 1" () POR UM INTEGRAL DEFINIDO.

(Bl Progreso matemadtico, t. I. Zaragoza, 1891).

Serret no seu Caleul intégral (p. 172-176) deduz do integral de Cauchy:

log I (x)sz(x—ne—a_%;;fJ i“,
Jol _

ou, pondo a=-—log?,
: l—tx— T odt

a egualdade de Gauss

] 1.2...nn%
(2) I' (@)= ,%Ei x(x+1)...(w+n) )

Como porém esta egualdade se demonstra de um modo muito simples sem a consideragho
do integral de Cauchy, julgamos preferivel deduzir d’ella este integral, como vamos ver.
A egualdade (2) d4

logI' (®) = lim [w]ogn—{—log(l.?.-. .n)—logaw—Ilg(w-+1)—.. .——10g(m—{—n)]

ou por ser

2 3 n
log n =1log T |—Iogz)——{‘—...—|—logh_1 ’

1001‘(oc)~11m[ xlog— ] —}—wlog 5 +.. +xlov——1

n=x -

1
_HOgE_H m—i—7J'
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Temos porém
B-t__ ju—1
- ft i
logt
log T () = lim [m f
i t— 19—1 —
+mft"—9—‘1dt+f —! +f 1=~
logt
[ [

=nli:€|7/‘w——w(1-]—t—}—t -+ +tﬂ-2)dtj~f

+f (H tt. . +t"—1)dt]

Logo

t-—d i .

il—tx—

Mas

1 gt

i 2 o2 e —_
Lttt i

R T e T

Serd pois
X 1 11—t 1 1=
= —_ - L dt
tog I' (@) nh=1£ [ xf ogt +f log¢ a {_uf (1—1t)logt d

te—1)yetdt Ll —yendt
—“”f (1—t)logt _f (l—t)logt—]
0 0

1] — 1 et S 1)¢
log I' (%) =f L—i — %t 1] nn f fn—t 0 _(xl—)‘—lo;t+m dt.
0

O ultimo integral que entra nesta férmula d4, attendendo ao primeiro theorema da media,

f‘tn_it*‘“—(m—}—l)t—{—m

4 ¢
n—1 -
i—)log? dt—~Kft dta—Kna
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K representando um numero que nfo é superior ao maior nem inferior ao menor dos valores
que toma a funcgfio

(w4 1)t 42
(t—1)logt

. . . 1
quando ¢ varia desde O até 1. Como esta funcglo é finita neste intervallo e . tende para
zero gquando n tende para o infinito, temos

" 4
lim [ S Dt o

f—co (t—1)logt ’
0

e portanto

Ll N . dt
log[‘(w):/ [——l_t —w+1:|—lgét—>

0

que é o resultado que pretendiamos demonstrar.
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SUR DEUX MANIERES DE CONSTRUIRE LES SPIRIQUES DE PERSEUS.

(Archiv der Mathematik und Physik, IIT Reihe, t. XI. Leipzig, 19086).

On trouve dans le tome 11, p. 52, de I'édition des Oeuvres de Huygens publiée par la
Société hollandaise des Sciences une lettre de Sluse & Huygens dans laquelle il donne une
méthode pour construire les spiriques de Perseus an moyen d’une hyperbole équilatére. Nous
allons nous occuper de cette méthode dans le premier chapitre de ce travail pour en donner
une démonstration algébrique et indiquer quelques résultats qui 8’y rapportent.

Dans le second chapitre nous donnons, pour la construction des mémes courbes, une
méthode bien plus simple que celle de Sluse, puisque, au lien d’une hyperbole, nous em-
ployons une circonférence et nous dérivons chaque point de la spirique de chaque point de
la circonférence, comme Sluse les dérive de I'hyperbole, au moyen de la construction d’une
moyenne géométrique entre deux segments de droite.

Les résultats obtenus dans ces deux chapitres sont étendus dans le troisitme chapitre aux
sections de la surface engendrée par une ellipse, par une hyperbole ou par une parabole
guand elle tourne autour d’une droite placée dans son plan et perpendiculaire & I'un de ses

axes,

Sur une méthode de Sluse pour construire les spiriques de Perseus
au moyen d’une hyperbole.

1. On sait que I'équation des spiriques de Perseus est la suivante:
(1) (a4 y?+ 112 — RY) =40 (2 + ¢¥),

ol R représente la rayon de la circonférence méridienne du tore auquel appartient la spirique
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considérée, ¢ la distance du plan qui la contient & I'axe de la surface et [ la distance du
centre de la circonférence rapportée au méme axe.
En posant dans cette équation

(2) ¥=0h—y)y,
L étant une quantité constante, on obtient la transformée suivante:

(@2 — 2+ g 4 B 2 — RU2— 402 (2 + %) = 0,

et nous allons chercher les conditions pour que cette équation représents deux coniques.
Pour cela, le premier membre de cette équation doit Ctre réductible 4 la forme

(#*+ Ay +By1 +C) (2* +- Ay} + By + 0),
ce qui donne les équations de condition

AA'=1, A+A=—2
O+ 0 =2(c?—2—R?),
CO = (114 c? — R¥I— 42 ¢2,
B+ B =2,
BB + A'C+ CA' =32 —2 12+ o — R2),
B'C +BC/ = 2) (2 ¢ — R?),
AB 4+ BA =2,

Or, les deux premitres équations donnent
A=—1, Al=—1;
la troisieme et la quatriéme donnent

C =c2—2—R2+2IR,
/=c*—2_R2—2IR;

ensuite la cinquieme et la sixieme donnent

B=A—2l, B'=h-+2],
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et enfin la septieme donne

L=2R.

La derniére équation n’est pas distincte des précédentes,
Donc le lien considéré se réduit & deux coniques quand A =2R, et les équations de ces
coniques sont les suivantes:

3) w—y 2R =Dy —P—RT+ 2R =0,
2 — 2R+ Ly 42— —R2—2AR=0.

Ces deux équations peuvent &tre réduites a la forme
9 9 __
(4) y3—a?=c

en posant dans la premitre yi =y2 +R—17 et dans la deuxidme 31 = y2 + R+ (. Elles repré-
sentent donc deux hyperboles équilatéres dont les axes sont égaux & 2¢, ayant la premiére
le centre au point (0, R —1) et autre au point (0, R4-1).

En changeant dans P'analyse précédente la valeur de B contre celle de B/, c’est-d-dire en
posant

B=A42I, B'=r—2[

on trouve deux nouvelles hyperboles, symétriques des précéddentes par rapport 4 'axe des
abscisses, qui correspondent & A =-—2R.

On conclut de tout ce qui précede qu’il existe quatre hyperboles égales telles que a chacun
de leurs points correspond un point de la spirique considérée lequel est 1ié 4 celui-la par la
relation (2), ot A=2R ou h=—2R.

Ce résultat pouvait dtre prévu, puisque le second membre de 1'équation (2) ne change pas
de valeur quand on y vemplace y¢ par A —yi, ni quand on y remplace h par — X et 3y par
— 1. Cette circonstance fait encore voir que, pour obtenir tous les points de la spivique, i}
ne faut pas d’employer plus d’une des hyperboles considérées.

2. Il résulte de la relation
®) P¥=02R~y)n

que les points de hyperbole auxquels correspondent les points réels de la spirique sont ceux
qui sont compris entra les droites représentées par les équations

y1=0, y =2R.
VOL, 1I BBB
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1.° Si les deux droites coupent une méme branche de ’hyperbole, la courbe est formée
par deux ovales extérieurs 'un & lautre.

2.° Si une seule de ces droites coupe l'hyperbole, la spirique se réduit & un ovale.

3.° Si l'une des denx droites coupe la branche supérieure de Uhyperbole et autre la
branche inférieure, la spirique est formée par deux ovales dont I'un est & I'intérieur de l'autre,

Dans tous ces cas les sommets de la spirique correspondent aux points ol les droites
coupent ’hyperbole et aux sommets de cette courbe compris entre les droites.

Les conditions pour que les droites considérées coupent I'hyperbole peuvent étre traduites
par des inégalités, que nous ne nous arréterons pas & déduire, lesquelles coincident avec les
conditions connues pour que la spirique ait une ou deux branches.

3. Si lon pose dans ’équation (5) y1 = R, il vient y =+ R. On voit donc que la spirique
et 'hyperbole se coupent dans les points correspondants & 7 =R, lesquels sont réels quand
& y1 =R correspond un point réel de hyperbole, c¢’est-a-dire quand ¢ Z 1.

D’un autre co6té, les points ou les ordonnées de la spirique passent par une valeur ma-

xime sont donnés par 'équation

(4 —R)?/'i=07

qui résulte de (5}, dont une solution est y, =R.
L’hyperbole passe donc par les deux points de la spirique, symétriques par rapport &
Vaxe des ordonnées, on les ordonnées de cette courbe ont une valeur maxime.

.

4. On peut tracer les normales & la spirique considérée -au nioyen des normales et des
tangentes & ['hyperbole. En effet, équation (D) donne la suivante

vy =Ryi— i,

qui détermine la sous-normale de la spirique an point (x, y), quand on connait la sous-normale
de P'hyperbole au point correspondant (x, yi) et le segment de droite, dépendante de la tan-

gente & I'hyperbole au méme point, représenté par Ry).

8. Les hyperboles qui correspondent aux diverses valeurs de ¢, c’est-a-dire aux diverses
sections du tore, forment une surface dont 'équation est la suivante:

2=+ 2R =)y =R -1

Cette surface est donc un edne de révolution, dont 'axe coincide avec l'axe du tore, et
qui coupe cette surface dans son équateur et dans le cercle parallele plus élevé,
Il en résulte que & chaque point du cbne représenté par I’équation précédente correspond

un point du tore lié au premier par les relations

w==my, yr=ER-—-y)y, ==z
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Sur une maniére de construire les spiriques de Perseus
an moyen d’une circouférence.

6. On vient de voir que, dans la méthode de Sluse, les points de la spirique sont déri-
vés de ceux d'une hyperbole au moyen de la construction d'une moyenne géométrique entre
deux segments de droite. Nous allons donner maintenant une autre méthode, plus simple
que la précédente, pour construire la spirique considérée, dans laquelle on déduit chaque point
de cette courbe d’un point correspondant d'une circonférence en construisant aussi une moyenne
géoméirique entre deux segments de droite. Cette méthode se présente d’une maniére tres
naturelle, mais nous ne avons pas trouvée dans les travaux sur les spirique que nous avons
pu voir.

Considérons encore ’éguation de la spirique

(@2 g2+ 12— R)2= 42 (22 1 c?)

et posons
a?=a—c%
Il vient
(6) (1 02+ 52 = B2,

On voit done que la relation précédente transforme la spirique considérée en deux cir-
conférences de rayon égal & R, ayant leurs centres aux points (-7, 0), et que & chaque
point (21, ) de ces circonférences correspond un point de la spirique, ayant la méme ordon-
née et une abscisse égale 4 la moyenne géométrique entre ay —c¢ et oy -+ c¢. 1l convient de
remarquer que, pour faire la construction de la courbe, il suffit d’'employer une des circonfé-
rences considérées; puisque la courbe est symétrique par rapport & 'axe des ordonnées.

On trouve aisément la forme que la spivique prend dans les divers cas qui peuvent se
présenter.

1.° Si les circonférences ne coupent pas l'axe des ordonnées (tore couvert) et la droite
représentée par I’équation & — ¢ est comprise entre ces circonférences, la spirique est formée
par deux ovales, qui ont quatre sommets snr axe des abscisses, lesquels correspondent aux
points ol les circonférences considérées coupent cet axe. Aux quatre points ofi les tangentes aux
circonférences sont paralleles & 'axe des abscisses correspondent quatre points ot les tan-
gentes & la spirique sont paralleles au méme axe.

2.° Sile tore est ouvert et la droite w==c coupe une des circonférences, la spirique se réduit
4 un ovale, qui a deux sommets sur 'axe des ordonnées, lesquels correspondent aux points
ol cette droite coupe la circonférence cousidérée, et deux sommets sur l'axe des abscisses,

*
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qu’on obtient comme au cas précédent. Si la droite coupe la demi-circonférence plus pro-
chaine de I'axe des ordonnées, la courbe a quatre points ot les tangentes sont paralléles 2
Paxe des abscisses, qui correspondent aux points des circonférences olt les tangentes sont pa-
ralléles & cet axe. Mais, si la droite coupe 'autre demi-circonférence, ces points devienent
imaginaires.

3.° Si le tore est ouvert et une des circonférences est comprise entre ’axe des ordonnées
et la droite @ =c, la courbe est imaginaire.

4.° 81 les circonférences coupent 'axe des ordonnédes (fore fermé), la spirique est formée
par deux ovales, quand les droites @ =¢ et = — ¢ coupent I'une des circonférences considé-
rées, par un seul ovale, quand une seul de ces droites coupe cette circonférence, et elle est ima-
ginaire quand ni I'une ni Pautre la coupent. On détermine lés sommets de ces ovales et les
points ol la tangente est paralléle & I'axe des abscisses comme dans les cas précédents,

7. On peut tracer d’une maniére trés facile les normales & la spirique au moyen des nor-

males aux circonférences considérées. En effet, on a

dzx dxy
=X 5

dy

et, par conséquent, les sous-normales de la spirique et de la circonférence, par rapport &
Uaxe des ordonnées, sont égales. Les normales & ces deux courbes aux points correspondants

coupent donc 'axe des ordonnées dans le méme point.

8. Les circonférences qui entrent dans les constructions précédentes ne dépendent pas
de ¢, et sont égales & la circonférence méridienne du tore considéré. De la et de ce qu'on
vient de dire au n.° 7 il résulte que les normales aux diverses spiriques qui correspondent
aux valeurs données & ¢, menées par les points oli elles coupent une droite paralléle & l'axe
des abscisses, coupent I'axe des ordonnées en deux points, I'un qui correspond aux points des
spiriques ol la convexité est tournée vers le cfte des abscisses positives et lautre qui cor-
respond ‘aux points de ces courbes qui ne satisfont pas & cette condition.

Il résulte de ce qui précéde que, si un plan se déplace parallelement &4 un plan fixe qui
passe par l'axe du tore, les normales aux spiriques qui en résultent, aux points du méme
parallele de la surface, se coupent sur deux droites qui passent par‘ I'axe du tore et sont
perpendiculaires & cette axe. Les lieux géumétriques de ces normales sont donce des conoides.

On trouve facilement 1'équation de ces conoides.

En effet, I'équation des normales aux spiriques qui correspondent au méme point («, B)

de la circonférence considérée ci-dessus est la suivante:
aY (B—p2— o+ R+ X (2?4 B2+ 22— R?) = 20243,

o = et — 2
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Si Pon représente donc par «/, y', 2z’ les coordonnées d’un point quelconque de la surface

dont on veut chercher 'équation, on a
wy (2 —B2— o2+ RY 4B (a® + B2+ 12 — R?) =202 af.
Mais, .comme le point (z, B, 2/) doit &tre placé sur le tore, on a
(@2 -+ B2 222 — R — 412 (22} 2/2),

En éliminant maintenant « entre cette équation et la précédente, on cbtient ’équation
demandée.

On peut donner & cette équation sa forme plus simple en transportant l'origine des
coordonnées au point dont les coordonnées, rapportées aux axes primitifs, sont (0, w, 0), en
supposant

2078
TR R TR

On trouve alors

N\ 2 2 /2
K2 (Z) 4Bt l2 2 RE| —4p| K22 422,
_ y/ N y')' i
olt

8 (a2 B2+ 12—R2) .

K= P87 a2 R?

A ce qui précéde nous ajouterons encore que Jes tangentes aux spiriques placées sur les
plans paralleles au plan fixe mentionné ci-dessus, aux points du méme paralléle du tore, for-

ment des cylindres tangentes & cette surface en tous les points de ce parallele.

Sur 'extension des méthodes précédentes & quelques autres courbes.

9. Tout ce qu'on vient de dire dans les 0. précédents est applicable & la courbe défi-
nie par 1'équation

() (@ g2 4 12— — R2)2 =412 (w? — ),

qui ne differe de (1) que par le signe de ¢% Ainsi on peut construire cette courbe au

moyen de P'hyperbole

2 2. 02
@ _yvg‘—ca
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conjuguée de celle qui a été considérée précédemment, et au moyen de la relation

yr=E@R—y)y;

et on peut la construire aussi an moyen de la circonférence

(w1 12452 =R2

et de la relation

La courbe représentée par V’équation (7) peut 8tre considérée comme la section du tore
par le plan imaginaire y=cy/— 1. Ses points réels correspondent aux points imaginaires du
tore. On peut l'appeler pseudo-spirigue.

0. Tout ce qu'on a dit précédemment & I'égard des sections du tore peut &tre étendu
aux sections de la surface engendrée par une ellipse, quand elle tourne autour d’une droite pla-
cée dans son plan et perpendiculaire 4 I'un de ses axes,

L’équation de ces sections est la suivante:

(a2 92 -+ D2 op? - B2 2+ b2 12 — a2b2)2 = 4b4 12 (22 + c?),

a et b étant les demi-axes de lellipse, / la distance de son centre & I'axe de révolution et ¢
la distance du plan de la section au méme axe; et 'on voit, en procédant comme dans le cas
des spiriques, que ces courbes peuvent &tre construites au moyen de I'hyperbole.
brat—afyi - 2ab(a—ly +02 [ —(—a)*]=0
et de la relation
P =Cb—y)y,
ou au moyen de Vellipse
a?y? 4 b* (wy — 12 = o? b2

et de la relation

Les conséquences de ces constructions données précédemment pour le cas des spiriqu s,
peuvent 8tre étendues facilement aux courbes plus générales qu'on vient de- définir.

11, En changéant dans ce qui précéde 6% en — 5% on trouve des résultats applicables
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aux sections de la surface engendrée par le movement d’hyperbole autour d’une droite placée
dans son plan et perpendiculaire 4 'un de ses axes.

12. Une des constructions qu’on vient de considérer est aussi applicable aux sections
de la surface engendrée par la parabole

Yy =12pxr ¢,

quand elle tourne autour de 'axe des ordonnées, par des plans paralléles 4 axe de révolution,
Il est facile de voir que I’équation de ces courbes est la suivante:

(4 — @ =4p* (& +-¢?),
et qu'elles peuvent donc 8tre construites au moyen de la parabole
Y= 2pwi + ¢
qui coincide avec la parabole donnée, et de la relation

ot = — 2




IT.

SUR UNE PROPRIETE DE LA STROPHOIDE
ET SUR LES CUBIQUES (UI COINCIDENT AVEC LEURS CISSOIDALES

(Nouvelles Annales de Mathématiques, 4.¢ série, t. VI. Paris, 18086).

Nous allons donner, dans la premiére partie de ce travail, une propriété de la strophoide
2 h
qui nous parajt intéressante et qui n’a pas été encore remarquée, croyons-nous. Knsuite, en
énéralisant le résultat obtenu, nous chercherons les cubiques qui coincident avec les cissoi-
2
dales d’elles-mé@mes et d’une droite ou d’une circonférence,

Rappelons d’abord un théoreme de M. de Longchamps dont nous ferons usage. Ce théo-
réme a été obtenu par une voie purement géométrique par ce savant géométre; mais on peut
le démontrer aussi clairement par I'analyse, comme on va voir,

Considérons une courbe quelconque C, une drotte D et un point O, non situé sur cette drotte,
et menons par O une autre droite arbitraire Dy, Sotent R et 8 les points ot Dy coupe la courte
et la droite D, respectivement; py et ps les vecteurs de ces points, rapportées d I'origine O, et “l
un point de Dy dont le vecteur p soit égal a la différence pa—py. Le liew des positions que M
prend quand Dy varie, en passant toujours pur O, est une courbe nommée, comme on sa.’,
cissoidale de la courbe C et de la droite D par rapport au point O, que nous nommerons pd

Cela posé, prenons pour origine des coordonnées le point O, et pour axe des abscisses la pe -
pendiculaire & D qui passe par ce point, et représentons par 6 'angle formé par Dy avec (ot
axe, par (xz, y) les coordonnées de M, par (x, y1) les coordonnées de R et par « la distance
de O & la droite D. On a alors

x=a-—picosl, y—atangf—pisinb,

&y =py cos §, y1==1pysinf;
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et par conséquent les équations de la tangente & la cissoidale au point M et de la tangente
& la courbe C au point R sont Jes suivantes:

a 2a py 9 a?
X = ;

(p1sin § — pj cos By - <()1 sin 0+ py cos § — ol T

Lcos Bl — o sind)y — (pr cos § -+ pysin ) =—p2,
P f y— (e pisin 0) o

ol gy représente la dérivée de py par rapport & 6.
On voit, an moyen de ces équations, que les coordonnées 71 et y» des points olt ces tan-
gentes coupent la droite D sont déterminées par les équations

20 0y — ¢} cos § — a cos B (py sin 6 4 py cos 6)

g = (pi sin 6 — py cos 6) cos 6 ’

03— a{prcos - o1 sin 6)

¥ = prsinf—pjcosf '

On a aussi, en représentant par y3 'ordonnée du point ol la droite Dy coupe D,

y3 =atang .

Il résulte de ces éguations I'identité

yr—y2=2(y3 —12),

au moyen de laquelle on voit que la droite qui passe par O et par le point (x, y) de la cis-
soidale coupe la drotte donnde D en un point équidistant de cevax ol elle est coupée par la
tangente & la cissoidale au point (x, y) et par la tangente & la courbe C au point (xy, y1).

Ce théoréme est celui que nous nous proposions de démontrer analytiquement. Il a été
c¢ nmuniqué en 1885 par M. de Longchamps & I’ Association frangaise pour Vavancement des
sc.ences, au Congres de Grenoble.

1I.

Appliquons maintenant ce théoréme & la strophoide.
Considérons une droite L, et deux points A et B, dont le premier soit situé sur cette
droite. Si par le point B on méne des droites qui coupent L, et si I'on prend sur. chacune, 4
VOL, 1I cCe
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partir du point K d’intersection, deux segments KM et KMy tels quon ait
KM =KM; =KA,

le lieu des points M et M; qu’on obtient est, comme on sait bien, une strophoide (!). On sait
aussi que la distance du point B & la droite L est égale & la distance de L & lasymptote
réelle, laquelle est parallele & I.. On a donc, en représentant par H le point d’intersection

de la droite MM,y avec cette asymptote,
BM +BM,=2BK =BH.

On voit au moyen de cette relation qu'une partie de la cubique considérée est la cissoi-
dale de I'autre partie et de Vasymptote, et que, par conséquent, les tangentes & la strophoide
aux points M et My coupent Uasymptote en deux points équidistants de celut o elle’ est coupée
par la droite BK.

Ce théoréme est celui que nous nous proposions d’établir: il en résulte les corollaires
suivants:

1° La tangente & la strophoide au point B pasce par le point ol cetle cubique coupe son
asymptote réelle.

2° Les deux points de la strophoide ot la tangente est parallele a Uasymptote réelle sont

situés sur une droite qui passe par B.

II1.

La strophoide n’est pas la seule cubique qui jouisse de la propriété de coincider avec une
cissoidale d’elle-mé&me et d’une droite par rapport & un point de la cubique. Nous allons
chercher les cubiques qui satisfont & cette condition.

Prenons pour origine des coordonnées le pdle de la cissoidale et pour axe des coordonnées

une parailele 4 la droite donnée, et considérons I'équation générale des cubiques:

Axd 4 Ba?y 4 Cay? + Dy? + Ex? + Fay + G2 - He + Ky =0
ou, en posant

x=pcosf, y=psinf,

(}) On peut voir la théorie de cette cubique dans notre Tratado de las cureas especiales notables, ouvrage
couronné et publié par I"Académie des Sciences de Madrid (Madrid, 1906, p. 16).
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pour la rapporter aux coordonnées polaires,

(Acos?G+4Beos?sin - C cosfsin? 6 + D sin? §) p*
+(Ecos?f+ Feossin 4 Gsin?6)p 4 Heos § +Ksin=0.

En représentant par pi et py les racines de cette équation, on a

Ecds‘20+Fcos‘3’031n6+Qsin20 o
AcosP 0+ Bceos?fsinb+ Ccosfsin?f-+ Dsin®f

Supposons maintenant que ’équation de la droite donnée soit @=«, ou en coordonnées
polaires
2

T cos b

!

P

La condition pour que la cubique coincide avec la cissoidale d’ellc-méme et de cette
droite, c’est qu'on ait identiquement

-
ot =0,

ou, par conséquent,
E+Ftang § + G tang? § = — a (A + B tang § - C tang? 6 + D tang3 0),
quelle que soit la valeur de 6. Cette condition est donc exprimée par les équations
fi=-—aA, F=—aB, G=—auC, D=0,
an moyen desquelles on voit que I'équation de la cubique doit avoir la forme

(Ax?+ By +Cy?) (2 —a) + He 4 Ky=0.

On peut donc énoncer le théoréme suivant:

La condition pour gu'une cubique soit la cissoidale d'elle-méme et d'une droite est qu’une
de ses asymptotes coincide avec cetle droite et que les deux aulres se coupent en un point de la
cubique. Ce point est alors le pole de la cissoidale.

Il résulte de ce qui précede cet autre théoréme, qui contient celui relatif & la strophoide,
précédemment énoncé :

St dewx asymptotes d'une cubique se coupent en un point de cette courbe, et st par ce point
on meéne une droite quelconque D, les tangentes @ la cubique aux points o elle est coupée par
cette drotie rencontrent la troisiéme asymptote en deux points équidistants du point d'in‘ersection
de D avec cette dernitre asymptote.

*
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Une classe trés importante de cubiques auxquelles ces théorémes sont applicables est celle
des cubiques circulaires qui passent par leur foyer singulier. Cette classe de cubiques com-
prend, en effet, les cubiques considérées par Van Rees ¢t Chasles dans leurs études sur les
focales du cOne de base circulaire oblique (Correspondance mathématique de Quetelet, t. vV e vi).

IV.

Voici encore une autre question analogue & la précédente:

Chercher les cubiques qui sont cissoidales d'elles-mémes et d'une circonférence par rapport
a un point o la cubique et la circonférence se coupent

En prenant ce point pour origine des coordonnées et la droite qui passe par le centre de
fa circonférence pour axe des abscisses, I'équation polaire de cette courbe est

o' =2acosb,
et Videntité
p1tp2=20

donne, au moyen d’une analyse semblable & celle qui fut employée précédemment, les condi-

tions
E=—2¢dA, F=—2aB, E=2¢C, F=—24D, G=0.
L’égunation de la cubique doit donc avoir la forme
(@?+y? — 2ax) (Axw+ By) + Hoe -+ Ky = 0.
Nous avons le théoréme suivant:
Les conditions pour quune cubique soit cissoidale d'elle-mime et d'une circonférence pur
rapport au point o ces courbes se coupent sont les suivantes: 1° que la cubique soit circulaive;

2° que le pile coincide avec le point ol la cubique est coupée par son asymptote véelle; 3° que

le centre de la circonférence coincide avec le foyer singulier de la cubigue.

FIM DO VOLUME SEGUNDO



INDICKE

Notes sur deux théorémes d’Abel relatifs & Vintégration des différences finies (Acta ma-
thematica, t. xxvizr. Stockholm, 1904) o ..o e

Sur la décomposition des fractions rationnelles (Jornal de sciencias mathematicas e astrono-
micas, tt. 1 e 11). Coimbra, 1877 e 1878 ... . i i e e,

I11
Varios artigos sobre diversas questdes d’AnalysSe. ... ... vt iiiiiiiisinanrnse,
T — Extrait d'une lettre adressée & M. Hermite (Bulletin des Sciences mathématiques, 2.¢ sé-
vie, toxvin). Paris 1898 oo . o e
IT— Sur une formule d’interpolation (Mémoires de la Société Royale des Sciences de Liege,
2.0 gérie, t. x). Lidge, 1888 ..o oo e
I1I — Sur la formule de Stirling (Nouvelles Annales de mathématiques, 3.¢ série, t. x). Paris,
31 U

IV — Sobre la teoria de logaritmos (Gaccta de Matematicas elementales, t. 1). Vitoria, 1903. .
V — Sur la fonetion p (u) (Bulletin des Sciences mathématiques, 2.° série, t. xvi. Paris, 1892.
VI— Remarques sur un travail publié par N. Bougaiév (Bulletin de la Société phisico-mathé-
matique de Kasan, 2.¢ série, t. xxr). Kasan, 1908, . ... ..o oo,

VIL — Sur le développement des fonctions satisfaisant & une équation différentielle (Annales
scientifiques de 'Ecole Normale Supérieure de Paris, 3.0 série, t. u). Paris, 1885. ...

VIII — Deuxiéme Note-sur le développement des fonctions satisfaisant & une équation différen-
tielle (Annales scientifiques de 'cole Normale Supéricure de Paris, 3.6 série, t. ur).

Paris, 1880 . . . e e e e e e et e

IX — Sur un théoréme de M. Hermite relatif & l'interpolation (Journal fiir die reine und
angwandte Mathematik, gegriindet von Crelle, Band C.). Berlin, 1887............ ..

X — Sur la réduction des intégrales elliptiques (Bulletin de la Société Royale des Sciences
de Bohéme). Prague, 1888 . ... . i e e e

XTI — Sur l'interpolation au moyen des fonctions circulaires (Nouvelles Annales de Mathéma
tiques, 8.¢ série, t. 1v). Paris, 1885. ... ..o e

XII — Sur un formule trigonométrique d'interpolation (L’Enseignement mathématique, t. vi).
Gendve, 1904.. .. .ottt i i i et e e e e e e e

Pag.

11

43
45
48
53
58
63

67

71

74

77

81

86

94






	Obras sobre Mathematica do Dr. F. Gomes Teixeira
	I - Notes sur Deus Travaux D'Abel Relatifs a L'Intégration Des Différences Finies
	II - Sur La Décomposition Des Fractions Rationelles
	III - Varios artigos sobre diversas questões d' Analyse
	IV - Integração das Equações ás Derivadas Parciaes de Segunda Ordem
	V - Três Artigos Sobre as Equações ás Derivadas Parciaes
	VI - Sobre o Emprego dos Eixos Coordenados Obliquos na Mecanica Analytica
	VII - Note Sur les Nombres de Bernoulli
	VIII - Sur la Série de Lacrance et ses Applications
	IX - Sur la Théorie des Cubiques Circulaires et des Quartiques Bicirculares
	X - Sur un Probléme de Gauss et un Classe Particuliére de Fonctions Symétriques
	XI - Sur Quelques Applications des Séries Ordonnés Suivant les Puissances du Sinus
	XII - Alguns Artigos Sobre Diversas Questões de Geometria Analytica
	XIII - Diversos Artigos Sobre Analyse Mathematica
	XIV - Dois Artigos Sobre Geometria Analytica
	Indice


